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Prélogo

Este libro es fruto y consecuencia de la amplia experiencia docente en Teoria de
Conjuntos que sus autores han desarrollado en las Facultades de Matemadticas de la
Universidad Central de Barcelona y de la Universidad de Sevilla.

Todos los que hemos impartido tépicos diversos relativos a la Teoria de Conjuntos,
en primer o segundo ciclo universitario, hemos echado de menos, en mayor o menor
medida, un texto en el que apareciera un amplio espectro de “problemas resueltos” es-
tructurados de manera sistemaética.

El tnico libro que conocemos desarrollando parcialmente esos objetivos es el de L.E.
Sigler [28], cuya primera edicién data de 1966 (reimpreso en 1972) y se dedica basica-
mente a proponer y resolver los problemas del texto “Naive Set Theory"de P.R. Halmos
[13].

El Curso Prictico de Teoria de Conjuntos que presentamos, trata de cubrir ese vacio
bibliogréfico y consideramos que puede ser de interés tanto para profesores como pa-
ra alumnos universitarios que necesiten trabajar con elementos varios de la Teorfa de
Conjuntos (6rdenes, funciones, induccién, recursién, ordinales, finitud, numerabilidad,
cardinales, ...). Por tanto, puede ser un buen libro de consulta sobre estos temas a niveles
de primer y/o segundo ciclo universitario.

El libro consta de doce temas que podriamos denominar bésicos y de un capitulo
complementario de recopilacion. Los temas bdsicos estdn estructurados en tres partes:
la primera estd dedicada a presentar un breve resumen tedrico de los conceptos y re-
sultados mds importantes que se abordan en el tema; en la segunda parte se describen
exhaustivamente soluciones de problemas relativos al contenido del mismo (en donde
prestamos especial importancia a la presentacién misma de la solucién); para finalizar
proponiendo ejercicios, algunos de los cuales aparecen con indicaciones explicitas que
pueden ser de utilidad al lector a fin de valorar el grado de asimilaciéon del contenido
desarrollado hasta entonces (por cierto, hemos creido interesante incluir indicaciones en
algunos problemas resueltos que tienen alguna dificultad especial, por si el lector desea
intentar su resolucién con la pista que aportamos, antes de comprobar la solucién que
se le presenta).



Acerca de los problemas resueltos y propuestos queremos significar que si bien un
gran porcentaje de los mismos aparecen en textos habituales de Teoria de Conjuntos,
muchos otros son originales de los propios autores.

Hemos considerado oportuno afiadir un capitulo complementario dedicado a pro-
blemas de recapitulacién, en los cuales suelen utilizarse conceptos y resultados de di-
versos temas.

Respecto a los temas relativos a cardinales (10, 11 y 12) hemos de indicar que se han
desarrollado en la teoria de Zermelo—Fraenkel con el axioma de regularidad y sin el
axioma de elccion (es decir, en ZF). Los resultados bésicos de cardinales podrian obte-
nerse de manera mas simple prescindiendo del axioma de regularidad y admitiendo el
axioma de eleccion (es decir, trabajando en la teoria ZFC™, en donde todo conjunto es
bien ordenable). Este “atajo.®s el que aconsejamos a quienes estudien por vez primera y
de manera sistemdtica la teoria de cardinales.

Queremos hacer constar nuestro agradecimiento a los profesores A. Ferndndez Mar-
garit, A. Riscos Fernandez y FF. Lara Martin, con quienes hemos compartido tareas
docentes en Teoria de Conjuntos, y a A. Romero Jiménez por el trabajo dedicado a la
revision del texto y sus atinadas criticas al mismo.

Si estas pédginas consiguen motivar, estimular y aproximar a algtn lector a los pro-
blemas de fundamentacién de las Matematicas, con ello nos dariamos por satisfecho.

Los autores

Sevilla, enero de 1998
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Introduccion historica

A diferencia de otras dreas de las Matematicas, la Teoria de Conjuntos ha sido obra,
bésicamente, de una persona: el matemaético aleman G. Cantor.

1. Antecedentes de la Teoria de Conjuntos.

Durante los siglos XVII y XVIII se produjo una creciente generalizacién de concep-
tos en Matematicas (funcién, infinitésimo, derivada, integral, sucesion, serie, ...) que
provocaron grandes controversias, especialmente acerca del significado de los concep-
tos de derivada e integral introducidos por Newton, y por el uso de técnicas que, en
principio, parecian contradictorias (sobre todo, aquellas que manejaban infinitésimos).

No obstante, el hecho de que los resultados obtenidos a partir de estos conceptos
fuesen aparentemente correctos y con el fin de analizar las causas que habian permitido
obtenerlos, se produjo a principios del siglo XIX un movimiento encaminado a fun-
damentar las Matematicas, como un camino indirecto para clarificar y justificar dichas
nociones.

En la década de 1870-1880, B. Bolzano, R. Dedekind, G. Cantor y K. Weierstrass ha-
cen notar que para trabajar con derivadas e integrales es indispensable manejar de for-
ma clara y precisa los conjuntos infinitos. Ademads llevan a cabo una tarea fundamental
en el devenir de la Ciencia, en general, y de la matematica en particular: la Aritmetizacion
del Andlisis Matemdtico.

En el proceso de aritmetizacion, se definen los ntimeros complejos a partir de los na-
meros reales; los ntimeros racionales a través de los ntimeros enteros y éstos a través de
los ntiimeros naturales. El resultado final que cierra la “cadena"se obtiene al definir los
numeros reales a partir de los racionales (mediante sucesiones convergentes, sucesiones
de Cauchy o cortaduras de Dedekind).

De esta forma todo el Anélisis Matematico queda reducido a la axiomatizacién de la
Aritmética.

Ahora bien, en el proceso antes citado, ademds de los ntimeros naturales juegan un
papel clave conceptos tales como par ordenado, relacién, clase de equivalencia, aplica-
cidén, sucesion, etc.
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En este contexto R. Dedekind, G. Frege y G. Peano materializan sus preocupaciones
acerca de la fundamentacién de la Aritmética:

= Entre 1872 (“Continuidad y ntimeros irracionales") y 1888 (“;Qué son y qué deben
ser los numeros?"), Dedekind desarroll6 su teoria de niimeros basandola en los
conceptos de conjunto y aplicacién, present6 una primera definicién de conjunto
infinito (los primeros estudios relativos a estos conjuntos, se atribuyen a Bolzanoﬂ)
y mostré una caracterizacion de los nameros naturales a partir de unas pocas pro-

piedades.

= Frege trata de fundamentar la Aritméticall sobre la base de una l6gica formalizada
a través de una escritura conceptualﬁ, desarrollando el concepto general de cardi-
nal y haciendo un estudio de los cardinales finitos.

Sus trabajos se caracterizan por su extraordinaria precision y minuciosidad aun-
que utiliza una terminologia excesivamente compleja.

= Entre 1894 y 1903, Peano public6 su “Formulaire de Mathmatiques.®crito en un
lenguaje formalizado, y que pretendia abarcar todas las Matemaéticas. Para ello,
utiliza un lenguaje mucho més simple y asequible que Frege (algunas notaciones
de Peano son usadas actualmente: ¢, D, |J, ), ...) y se limita a enumerar las le-
yes logicas sin d&nimo de estructurarlas propiamente en el marco de un sistema
deductivo.

Ademas, Peano presenté una axiomatizacion de la Aritméticall, independiente
aunque equivalente a la desarrollada por Dedekind. En ella, describe los axiomas
a través de postulados como reglas simples o evidentes que no son susceptibles
de ser demostradas.

De esta forma el estudio de los nimeros naturales y, en consecuencia, todos los concep-
tos del Analisis Matematico, quedan reducidos al estudio del concepto de conjunto.

Durante la primera mitad del siglo XIX, las series trigonométricas y los desarrollos
en series de potencias, jugaron un importante papel en el estudio de las funciones reales
de una variable real.

En los primeros afios de la década 1870-1880, el estudio de ciertos problemas relati-
vos a series trigonométricas, condujo nuevamente a Cantor al andlisis de propiedades
de ciertos conjuntos infinitos de ntimeros reales.

1“Paradoxien des Unendlichen", ed. F. Prihonski, Leipzig, 1851.

2“Die Grundlagen der Arithmetik", 1884, y “Die Grundgesetze der Arithmetik, 1893-1903.
3“Begrisffschrift", 1879

4 # Arithmetices Principia, nova methodo exposita", 1879.
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Parece ser que fue éste el germen que daria origen a la Teoria de Conjuntos que Can-
tor desarrollaria, inicialmente, entre 1873 y 1894. No obstante, hay que citar a Bozano,
Dedekind, Frege y Peano como precursores de una teoria légica de los ntimeros finitos
e infinitos (transfinitos segtin la nomenclatura cantoriana).

Desde la antigedad, las cuestiones acerca del infinito habian estado presente de ma-
nera constante en los trabajos y discusiones de matemaéticos, cientificos en general, fil6-
sofos y te6logos.

En el siglo IV a. C., Aristételes distinguié por primera vez el infinito potencial, como
posibilidad de considerar procesos ad infinitum, del infinito actual que permite conside-
rar al infinito como una entidad, como un objeto dado; aceptando la primera idea y
rechazando la segunda.

En el siglo XVIII, Kant considera el infinito actual como una de las ideas de la razén y,
a diferencia de Aristételes, su postura ante el mismo no es de rechazo.

Las paradojas del infinito (entre las que destacamos la de Galileo, 1632, obtenida
al establecer una biyeccién entre los ntimeros naturales pares y los nimeros naturales)
aparecen al pretender extender a conjuntos infinitos las propiedades vélidas para con-
juntos finitos.

Bolzano, Dedekind, Frege, Peano y el propio Cantor reivindican el infinito actual con
la existencia del conjunto de los niimeros naturales. En el caso de Cantor, la cuestion
llegaria mucho maés lejos al desarrollar una aritmética de los ntimeros transfinitos asi
como una teoria del orden.

A principios de 1870, E. Heine le propuso a Cantor un problema relativo a la uni-
cidad de la representacién de una funcién real a través de una serie trigonométrica (el
propio Heine habia obtenido un teorema de unicidad en el que imponia restricciones a
la funcién real y a la serie trigonométrica). Para abordar dicho problema, en 1872 Cantor
defini6 los ntimeros reales en términos de series convergentes de ntimeros racionales].
Ademas, a principios de 1873 obtiene su primer gran descubrimiento: la numerabilidad
del conjunto, Q, de los niimeros racionales. Asi Cantor habia conseguido demostrar que
un conjunto denso sobre una linea tenia tantos elementos como un conjunto de puntos
aislados sobre una linea, el de los niameros naturales.

A partir de aqui se preguntd, primero, si todo conjunto infinito era numerable vy,
en segundo lugar, cudl era la diferencia cualitativa entre el conjunto de los ntimeros
racionales (denso con “huecos") y el de los nameros reales (continuo).

2. Los comienzos de la Teoria de Conjuntos.
El 29 de noviembre de 1873, Cantor escribe a Dedekind plantedndole el problema

>“per die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen", Math. Ann., 5
(1872),122-132.
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de la no numerabilidad del conjunto, IR, de los ntimeros reales (explicitando una idea
sobre sucesiones finitas de ntimeros naturales que le inducia a pensar en una respuesta
afirmativa). Dedekind le contesté indicdndole que no habia encontrado una respuesta
satisfactoria a dicha cuestion, y, en cambio, le envié una prueba de la numerabilidad del
conjunto de los nimeros algebraicos.

El 2 de diciembre de 1873, Cantor le responde a Dedekind que esa prueba era ba-
sicamente la contenida en su carta anterior. Tan convencido estaba Cantor de lo que
afirmaba que en 1874 public6 dicho resultado sin tener la delicadeza de citar al propio
Dedekind (lo que provocé en éste un justificado malestar, con lo que su relacién con
Cantor pas6 por momentos muy delicados).

Pocos dias después, el 7 de diciembre de 1873, Cantor escribe nuevamente a De-
dekind y le envia una demostracién de la no numerabilidad de IR, y éste le contest
rapidamente dando el visto bueno a la prueba.

Seguidamente Cantor le comenta a Weierstrass los resultados obtenidos: numerabi-
lidad del conjunto de los ntimeros algebraicos y no numerabilidad de R. Curiosamente
Weierstrass le da especial relevancia al resultado menos importante, el relativo a los
numeros algebraicos, quizas porque siempre se habia negado a aceptar la existencia de
nuameros transfinitos cualitativamente distintos, desde el punto de vista de la cardinali-
dad.

La opinién de Weierstrass influy6 en Cantor hasta tal punto que el trabajo publicado
en 1874 tenia por titulo “Sobre una propiedad del conjunto de los ndmeros algebrai-
cos'fl, sin que ni siquiera dejara entrever el resultado fundamental del trabajo: la no
numerabilidad del continuo.

En 1851, J. Liouville habia establecido la existencia de los nimeros trascendentes (nu-
meros reales que no son algebraicos). Pues bien, tras el trabajo publicado por Cantor en
1874 resultaba que, en cierto sentido, “casi todos"los nlimeros reales eran trascendentes
(lo que proporcionaba una prueba indirecta de un teorema de Liouville que garantizaba
la existencia de infinitos nameros trascendentes en todo intervalo abierto no vacio).

En el trabajo de Cantor de 1874 nace implicitamente el concepto de cardinal de un
conjunto, si bien seria en su trabajo de 1878 (“Una contribucién a la teoria de varieda-
des'ﬁ) donde define dicho concepto, utilizando la terminologia de potencia — debida a
Steiner — como una medida del “tamafio"del conjunto. Ademads, en ese trabajo prob6
la equipotencia de los continuos (es decir que todos los conjuntos R" tenian la misma
potencia) y que el conjunto de los niimeros irracionales era no numerable.

Hacia 1878 todos los conjuntos estudiados hasta entonces tenian o bien la potencia

%“per eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen", Journal rei.ang. Math, 77
(1874), 258-262.
7“Ein Beitrag zur Mannichfaltigkeitslehre", Journal rei. ang. Math, 84 (1878), 242-258.
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de los nimeros naturales o la potencia de los ntimeros reales. De manera natural, Cantor
se plante¢ las siguientes cuestiones:

= Todo conjunto infinito de ntimeros reales ;o es numerable o tiene la potencia del
continuo?

= ;Cuadl es la potencia del continuo? (problema del continuo).

Entre 1879 y 1884, Cantor public6é unos trabajoﬂ relativos a los conjuntos derivados
(conjuntos que ya habia utilizado en sus investigaciones acerca de las series trigono-
métricas). No obstante, ahora los estudié como método indirecto para resolver el pro-
blema del continuo. En ese trabajo introdujo los “simbolos infinitos"simplemente para
identificar los conjuntos derivados y poder distinguir unos de otros.

En 1883 public sus “Fundamentos de una teoria general de conjuntos'ﬁ presentan-
do de manera sistematica algunas nociones basicas de la Teoria de Conjuntos y desarro-
llando una teoria de los ntimeros transfinitos, considerados como objetos matematicos
de la misma entidad que los nameros finitos.

La Teoria de Conjuntos pasa a ser, basicamente, una teoria de conjuntos ordenados
y los ordinales transfinitos vienen a ser un modelo de los “simbolos infinitosiitilizados
en la descripcion de los conjuntos derivados.

3. Consolidacién de la Teoria de Conjuntos.

Entre 1884 y 1885, Cantor desarrolla una teoria de tipos de orden. De esta manera
consigue establecer un anélisis general de los conjuntos sobre la base de las nociones
de potencia y de orden, interrelacionadas por los tipos de orden de los conjuntos bien
ordenados (ordinales transfinitos).

Hacia finales de la década de 1880-1890 el problema del continuo sigue abierto, a
pesar del titdnico esfuerzo realizado por Cantor para su resolucién. Otra cuestiéon que
alin estaba sin respuesta era la existencia de conjuntos cuya potencia fuese estrictamente
mayor que la del continuo.

En un intento de contrarrestar el rechazo que su obra sufria por parte de L. Kronecker
y sus seguidores (parece ser que Kronecker quiso publicar en Acta Mathematica, cuyo
editor fundador era M.G. Mittag-Leffler, un breve articulo en el que “demostraba que
la moderna teoria de funciones y de conjuntos no tenian importancia real"), Cantor pro-
mueve una sociedad de matematicos alemanes (Deutsche Mathematiker—Vereinigung)
que celebr6 su reunién fundacional en 1891 y, como era de prever, lo eligieron como
primer presidente.

8“ber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten", Math. Ann., 17, (1880), 355-358; 20 (1882), 113—
121; y 23 (1884), 453—488.
9”Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltig keitslehre", Math. Ann., 21 (1883), 545-591.
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En dicha reunién, Cantor presenté un trabajo de extraodinaria importancia no sélo
por el resultado obtenido (“dado un conjunto, a, es posible construir otro a partir de él
cuya potencia sea estrictamente mayor que la de a") y por las consecuencias que se de-
ducian del mismo (existencia de conjuntos infinitos no numerables), sino por el método
de prueba que aportaba (el método diagonal).

La demostracién del resultado citado utilizando el método diagonal era extremada-
mente simple. Ademads utiliz6 dicho método para dar una nueva prueba, mucho maés
sencilla que la dada en 1873, de la no numerabilidad de los ntimeros realedd y para
demostrar que todo conjunto tiene una potencia estrictamente menor que su conjunto
de partes (teorema de Cantor).

Parece ser que a partir de este resultado, Cantor dedujo en 1899 que la coleccién, V,
de todos los conjuntos no podia ser un conjunto pues, en tal caso, su correspondiente
conjunto de partes tendria més elementos que V, lo que seria contradictorio.

En el trabajo antes citado, Cantor identific6 las potencias de los conjuntos infinitos
con los nameros cardinales transfinitos.

Entre 1895 y 1897 publica sus “Contribuciones a la fundamentacién de la teoria de
conjuntos transfinitos'p@, en donde presenta de manera sistemdtica una aritmética y una
teoria del orden de los ntimeros transfinitos, siguiendo el modelo de la aritmética ordi-
nal. En dichas publicaciones hace una introduccién de la Teoria de Conjuntos que pa-
rece un libro actual, definiendo los conceptos de conjunto, subconjunto, potencia, etc.
Ademas, introdujo la notacién de los élef para representar los cardinales transfinitos
Np, N1, Ny, ... en donde Ry representa el cardinal de los conjuntos numerables. Cantor
afirmé que existia un minimo cardinal mayor que Ny, 8y, Ny, ..., que notd N, y observé
que a partir de él se podia generar una nueva serie.

Fue entonces cuando se replante6 el problema del continuo preguntandose qué lugar
ocuparia la potencia del continuo, ¢, en dicha sucesion. Tras haber probado que Yy < 2%o
y que 280 = ¢, conjeturd que ¢ = Ny (hipétesis del continuo, HC).

En 1883, en sus Grundlagen, Cantor habia formulado por primera vez como conje-
tura el siguiente problema: si un conjunto a es equipotente a una parte de un conjunto
by el propio b es equipotente a una parte de a, entonces los conjuntos a y b son equipo-
tentes.

En 1896, E. Schroder proporcioné una prueba incompleta de dicho resultado. Inde-
pendientemente, F. Bernstein public6 en 1898 una prueba correcta del hoy conocido por

19Prob6 por reduccién al absurdo que el intervalo ]0, 1[ era no numerable, demostrando que una apli-
cacion inyectiva, f, de IN en |0, 1] no puede ser suprayectiva. Para ello, construye un nimero real x €]0, 1]
que difiere de f(1) en el primer decimal, de f(2) en el segundo decimal, y asi sucesivamente. De ese
modo, x no es imagen por f de ningtin nimero natural.

11“Beitrge zur Begrndung der transfiniten Mengenlehre", Math. Ann., 36 (1895), 481-512 y Math. Ann.,
49 (1897), 207-246.
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teorema de Schroder—Bernstein—Cantor.
4. Las paradojas en la Teoria de Conjuntos.

En los anos sucesivos, dos hechos notables vendrian a alterar sustancialmente el
devenir de la Teoria de Conjuntos y, en consecuencia, de las Matemaéticas, a saber:

(1) La aparicion de las paradojaﬂ en la Teoria de Conjuntos (1897 y siguientes).

(2) La prueba de Zermelo del teorema del buen orden.

En 1897, C. Burali-Forti hizo pﬁblic la primera paradoja de la Teoria de Conjuntos
(en realidad present6 una prueba de que el conjunto de todos los dlefs no podia ser bien
ordenado, y B. Russell formul6 el resultado en términos de paradoja). Parece ser que en
1893%1 propio Cantor habia descubierto dicha paradoja y se la coment6 a D. Hilbert en
189

Esta paradoja no afect6 en demasia a Cantor ya que, desde un principio, habia he-
cho una distincién entre lo que denominé infinito absoluto (que en el plano teolégico se
identifica con Dios y en el contexto matematico permitiria considerar colecciones ar-
bitrariamente grandes) y el absoluto transfinito (nombre que introdujo para designar la
potencia de conjuntos como el de los ntimeros naturales o el de los nimeros reales).

En 1899, en una carta a Dedekind, propone la modificacién de algunas definiciones
para soslayar la paradoja de Burali-Forti y mantener intacta su obra. Asi transformé
la distincion entre el infinito absoluto y el absoluto transfinito en una diferenciacién
entre multiplicidades (variedades o totalidad) consistentes y multiplicidades inconsistentes.
Posteriormente, en 1925, J. von Neumann codificaria dicha diferencia utilizando la ter-
minologia de conjuntos y clases.

Sorprende, no obstante, la virulencia con la que Cantor recibi6 la publicacién del
trabajo de Burali-Forti. Incluso se permitio el lujo de criticarle ptblicamente por haber
obviado la diferencia entre multiplicidades consistentes e inconsistentes.

En 1901 Russell publicé un trabajo@ en el que afirmaba que si bien no existia un car-
dinal méximo, como afirmaba Cantor, en cambio el cardinal de la coleccién universal de
todos los conjuntos deberia ser maximo. Asi obtuvo una nueva paradoja al considerar la
coleccion de todos los élef (en realidad, Russell estaba convencido de la existencia de al-
gun error en el enunciado o en la prueba del teorema de Cantor, lo que le llevé a analizar

12Una paradoja permite deducir dos resultados tales que uno de ellos es la negacién del otro.

1B“Una questioni sui numeri trasfiniti", Rend. Circol. Mat. Palermo, 11 (1897), 83-101.

4Obsesionado por el problema del continuo, Cantor queria probar el teorema del buen orden como
método indirecto para concluir que la potencia del continuo era un édlef. Para ello, pretendia usar el hecho
de que la coleccién de todos los ordinales no es un conjunto; a lo que Hilbert respondi6 “justificando"que
dicha coleccién era un conjunto bien definido.

154Recent work on the principles of mathematics", Int. montly, 4 (1901), 83-101.
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detalladamente la demostracién dada por Cantor en algunas colecciones especialmente
grande: ese andlisis le condujo a descubrir esta paradoja y la famosa de 1903).

Las paradojas de la Teoria de Conjuntos conocidas hasta 1902 afectaban a los concep-
tos de ordinales y cardinales, quizds por ello su aparicién no provocé gran alarma entre
la comunidad matematica, con independencia de los ataques recibidos de los detracto-
res a ultranza, encabezados por Kronecker y H. Poincaré, que la Teoria de Conjuntos
tuvo desde sus albores y que aprovechaban cualquier resquicio para atacar a la obra
cantoriana. Se pensaba que las paradojas aparecidas podian ser solventadas realizando
algunos retoques en definiciones que no afectaran al grueso de la teoria.

Esta situacién cambi6 por completo en 1903 con la publicaci(’)r@ de la denominada
paradoja de Russell] (obtenida al considerar la coleccién de todos los conjuntos que no
son elementos de si mismos) que apuntaba directamente al corazén mismo de la Teo-
ria de Conjuntos: el principio admitido por Cantor (e incluso por Frege, que lo incluy6
como esquema de axiomas en el sistema que propuso para fundamentar l6gicamente la
Aritmética) mediante el cual asociaba a cada “propiedadiin conjunto cuyos elementos
eran todos los objetos que verificaban dicha “propiedad"(la extensién de una propiedad
proporciona un objeto de la teoria).

No soélo los cimientos sino también otras partes importantes del gran edificio ma-
temdtico parecieron tambalearse: la Teoria de Conjuntos habia comenzado a aplicarse
en diversas areas (en 1901 H. Lebesgue introdujo el concepto de medida y en 1902 la
integral de Lebesgue, usando términos conjuntistas).

5. El teorema del buen orden de Zermelo.

Cuando Russell comunicé a Frege, en 1902, la existencia de contradicciones en su sis-
tema logico (y, en concreto, en su esquema de axiomas de comprehension de 1893), éste
manifesté en 1903 su desdicha al comprobar el desmoronamiento de uno de los pilares
centrales de su obra, cuando estaba a punto de terminar la impresién y publicarla. Ello
echaba por tierra el programa logicista de Frege de reducir la Aritmética a la Logica,
hasta el punto de hacer que abandonara el proyecto al que le dedic6 gran parte de su
vida.

Recordemos que Cantor intenté probar el teorema del buen orden (todo conjunto
es bien ordenable) con el fin de resolver el problema del continuo. En un principio ha-
bia admitido el resultado como verdadero (como postulado) y, finalmente lo propuso
como problema abierto tras fallidos intentos por demostrarlo a partir de unos supues-
tos mas simples (incluso hizo una prueba que envié a Dedekind en 1899 pero que no le
convencia, y menos ain después de haber recibido la callada por respuesta).

En el I Congreso Internacional de Matematicos celebrado en 1900, Hilbert dio una

16“The principles of Mathematics", Cambridge University Press, 1903.
17La paradoja de Russell fue descubierta independientemente por Zermelo, que no llegaria a publicarla.
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lista de los veintitrés problemas que, a su juicio, centrarian la investigacion matemaética
del presente siglo. El primero de ellos, quizds como reconocimiento publico a la obra
cantoriana, era el problema del continuo. Ademads, en su intervencién Hilbert destacé la
importancia de dar un buen orden “efectivo.®" el conjunto de los ntimeros reales.

En 1904, J. Kéning particip6 en el III Congreso Internacional de Matematicos dando
una demostracién de que la potencia del continuo no era un alef. Cantor, que estaba pre-
sente en la exposicion, intervino afirmando que el resultado era falso y que encontraria
el error (parece ser que fue Hausdorff el que encontr6 el fallo en la prueba de Kéning).

Poco después, atn en 1904, E. Zermelo publicé@ una prueba del teorema del buen
orden, refutando indirectamente el resultado de Kéning. En dicho trabajo se explicitaba
por primera vez el axioma de elecciéon (AC) y se hacia hincapié en que dicho axioma era
necesario para demostrar el teorema del buen orden.

En realidad, el axioma de elecciéon habia sido utilizado implicitamente por muchos
matematicos (Cantor, Dedekind y Russell entre ellos). Parece ser que fue Peano en 1890
quien por primera vez cita explicitamente dicho axioma, rechazandolo, en una prueba
de existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales. También Bep-
po Levi en 1902 alude al axioma de eleccién y E. Schmidt pensaba que un proceso de
seleccion uniforme debia ser necesario para probar el teorema del buen orden.

La salida a escena del axioma de eleccién y, por tanto, de la prueba del teorema
del buen orden de Zermelo, provocé una gran controversia entre los matematicos de la
época, encabezados por Peano y E. Borel . Se trataba de un principio de tipo existencial
mediante el cual se aseguraba la existencia de un objeto sin ofrecer método alguno para
obtenerlo.

Con todos estos ingredientes (la aparicién de paradojas, el axioma de eleccién y la
prueba de Zermelo del teorema del buen orden) se habia creado, a principios de este
siglo, el caldo de cultivo apropiado para que apareciera la tercera gran crisis de funda-
mentos en la historia de las Matematicas: la primera se situa en el siglo V. a. C. con los
numeros irracionales (descubrimiento de las cantidades inconmensurables) y la segun-
da a comienzos del siglo XIX con los infinitésimos.

Como respuesta a la crisis de fundamentos de las Matematicas, aparecen basicamen-
te tres proyectos:

— El proyecto logicista que propone una reduccion de las Matematicas a una “Logica
coherente". Las nociones mateméticas han de ser definidas en términos de nocio-
nes légicas y los teoremas matematicos han de ser establecidos como teoremas de

18“Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann (Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Brie-
fe)", Math. Ann., 59 (1904), 514-516.

9Peano argumentaba, en primer lugar, la falta de prueba de dicho axioma y, en segundo lugar, que ese
resultado no se obtenia a partir de sus postulados y, por tanto, debia ser rechazado.
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la l6gica en el marco de un calculo. Este proyecto se esboza en los Principles of
Mathematics de Russell de 1903 y se completa entre 1903 y 1913 con la aparicién de
los Principia Mathematica de Whitehead y Russell, en donde se formula una teoria
que soslaya las paradojas, pero a un precio muy elevado de complejidad técni-
ca. Otros representantes insignes de este proyecto son Dedekind, Frege y Peano,
aunque reducidos mds bien al &mbito de la Aritmética.

— El proyecto formalista que propone una solucién definitiva a todos los proble-
mas de fundamentacién, mediante una axiomatizacién que impida la existencia
de contradicciones. Entre sus representantes mads significativos destacan Hilbert,
Zermelo, P. Bernays y von Neumann.

— El proyecto intuicionista que rechaza la Logica clasica (el principio del tercio ex-
cluso para conjuntos infinitos) y el infinito actual, postulando una nueva Loégica
y una nueva Matematica. Son representantes cualificados de este proyecto Krone-
cker, Poincaré, Brouwer, Lebesgue y Borel.

Las controversias originadas por el axioma de eleccién se debian, en parte, a las diferen-

tes tomas de postura ante el significado matematico del término “existencia". Mientras

para logicistas y formalistas era licito la utilizacién de un axioma de tipo existencial

siempre y cuando no diera lugar a contradicciones, para los intuicionistas, la existencia

de un conjunto s6lo podia garantizarse, bien si cada uno de sus elementos pueden ser
" ou

designados explicitamente o, en su defecto, si se dispone de una “ley", “procedimiento.®
“método"que permita “construirlos”.

6. Axiomatizacién de la Teoria de Conjuntos.

Tras la reaccién suscitada por la publicacion de su trabajo de 1904, Zermelo se centra
en la tarea de fundamentar la Teoria de Conjuntos y opta por la via axiomatica con el
fin de eliminar las paradojas y salvar lo més posible del gran edificio creado por Cantor.
En palabras del propio Zermelo:

“A partir de la Teoria de Conjuntos hay que buscar los principios que permitan
fundamentar esta disciplina; por ello, por una parte hay que restringir estos princi-
pios para evitar contradicciones y, por otra, hay que considerarlos lo suficientemente
amplio con el fin de conservar lo mds valioso de la Teoria.”

En 1908 Zermelo proporciona la primera axiomatizacién de la Teoria de Conjunto@
(como aseguraba en su trabajo: toda la Teoria creada por Cantor y Dedekind se reduce a unas
pocas definiciones y a siete principios o axiomaﬂ)

20“Untersuchungen ber die Grundlagen der Mengenlhere I", Math. Ann., 65 (1908), 261-281.
21El método axiomdtico-deductivo fue utilizado por primera vez por los griegos en el siglo V a.C. como
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Ese mismo afio y en el mismo nimero de la revista@, Zermelo present6 una nueva
prueba del teorema del buen orden en la que clarifico el concepto de clase, y aproveché
la ocasién para poner de manifiesto, con ejemplos concretos, que muchos matematicos
que habian criticado con dureza el axioma de eleccién, habian hecho uso del mismo, qui-
z&s al considerar intuitivamente evidente el proceso de seleccién que proporciona una
funcién de eleccién sobre un conjunto arbitrario. Ademads le envié un recado a Peano
indicandole que la falta de prueba no equivale a la falta de validez.

En la Teoria Axiomética de Conjuntos de Zermelo, los conceptos de conjunto y perte-
nencia eran elementos primitivos o indefinibles en la teoria. Bajo esta perspectiva, todos
los objetos de la teoria son conjuntos y, por tanto, dados x e y, la cuestién acerca de si
la relacion x € y es verdadera o no, sélo tiene sentido plantearla en el caso en que x e y
sean conjuntos.

En dicho sistema axiomatico se trataba de construir conjuntos a partir de otros mas
simples, tales como el conjunto vacio o el conjunto de los niimeros naturales, a través
de unas operaciones bien formadas, de tal manera que se evitara la formacién de colec-
ciones “demasiado grandes"que pudieran dar lugar a paradojas.

En 1922, Fraenkel advierte que hay algunos resultados interesantes de la teoria can-
toriana que no se obtienen a partir de la axiomdtica de Zermelo (por ejemplo, la exis-
tencia de conjuntos tales como {w +n : n € w}). Como alternativa para resolver esta
dificultad, Fraenkel formula con més precision el esquema de axiomas de separaciéon de
Zermelo y propone afiadir un nuevo esquema de axiomas (el de reemplazamiento).

Ahora bien, tanto Zermelo como Fraenkel habian expresado los axiomas en lenguaje
natural, en el lenguaje “usual de los matemaéticos", utilizando términos como el de “pro-
piedad definida", que da un margen de ambigedad poco deseable a esos axiomas. Ante
esa tesitura, T. Skolem propone en 1922 el uso de un lenguaje de primer orden como
marco de referencia para describir la axiomatica de Zermelo-Fraenkel y para conseguir
una mayor precision. En ese contexto, una “propiedad definida"se identifica con una
férmula de un lenguaje de primer orden (el lenguaje de la Teoria de Conjuntos).

Si tenemos presente que a Skolem se le atribuye también la paternidad del esquema
de axiomas de reemplazamiento, asi como el axioma de regularidad (introducido expli-
citamente por von Neumann en 1925), no podemos dejar de reconocer lo injusta que, a
veces, es la historia: la recién nacida teoria axiomaética de conjuntos es bautizada con el
nombre de Zermelo-Fraenkel, ignorando injustamente, en la propia denominacién, la

salida a la primera gran crisis de fundamentos. Recordemos, asimismo, que Peano y Dedekind habian
proporcionado axiomatizaciones de la Aritmética y Hilbert, en 1899, proporcioné una axiomatizacién de
la Geometria Euclidea (“Grundlagen der Geometrie").

224Neuer Beweis fr die Moglichkeit einer Wohlordnung", Math. Ann., 65 (1908), 107-128.

23“Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begrndung der Mengenlehre", Skand. Mat. Kongr., 5 (1922),
217-232.
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aportacién de Skolem.
7. La axiomatizacién von Neumann-Bernays-Gdodel.

Cantor habfa dado una definicién de conjunto en 1895 (se entiende por conjunto la
agrupacion en un todo de objetos bien definidos y diferenciados de nuestra intuicion o de nues-
tro pensamiento) en un intento de precisar la idea de que toda propiedad determina de
manera univoca un conjunto.

En su sistema axiomdtico, Zermelo consider6é como conceptos primitivos los de con-
junto y pertenencia. Asi eludi6 la necesidad de definir lo que era un conjunto, evitando
las situaciones paraddjicas a las que habian conducido la definicién de Cantor. Segtin
Zermelo, se lleg6 a muchas de estas situaciones debido a que la teoria cantoriana per-
mitfa considerar conjuntos demasiado grandes (idea de la limitacién del tamafio).

En 1925, von Neumann observé que muchas de las paradojas aparecidas se debian
mads bien al hecho de admitir la posibilidad de considerar conjuntos demasiado grandes
como elementos de otros conjuntos. Con estas ideas desarrollé una teoria axiomadtica de
conjunto@ en la que admitia como objetos cualquier coleccién por grande que ésta
fuese. Distingui6 entre esos objetos, los que podian ser elementos de otros objetos (los
conjuntos), de aquellos que no lo podian ser (las clases). De esta forma, von Neumann
retomaba las ideas de Cantor de 1899 cuando proponia diferenciar las multiplicidades
inconsistentes de las consistentes.

No obstante, la materializacién practica de la axiomatica de von Neumann fue sor-
prendentemente engorrosa, quizas por haber usado como concepto primitivo el de fun-
cién en lugar del de conjunto o clase.

Entre 1937 y 195423 P, Bernays desarroll6 el sistema de von Neumann con una termi-
nologia parecida a la de la teoria de Zermelo—Fraenkel-Skolem. Asi, Bernays distingue
entre clases y conjuntos (una clase nunca puede ser un conjunto), considerando dos ti-
pos de clases: las normales (a cada una de las cuales le “correspondeiin conjunto) y las
tilltimas (o no normales).

En 1940, Godeld simplifico la exposicion del sistema axiomatico de von Neumann
y Bernays, al identificar cada clase normal con el conjunto que “le corresponde". Asi
surgio la teoria axiomaética de conjuntos von Neumann—-Bernays-Godel (NBGE.

24“Fine Axiomatisierung der Mengenlehre". J.f. Math. 154 (1925), 219-240; corrections, ibid. 155 (1926),
128.

250 A system of axiomatic set theory, I, II, III, IV, V, VI, VII", Journal of Symbolic Logic, 2 (1937), 65-67; 6
(1941), 1-17; 7 (1942), 65-89 y 133-145; 8 (1943), 89-106; 13 (1948), 65-79; 19 (1954), 81-96.

26“The consistency of the axiom of choice and of the continuum-hypothesis with the axioms of set
theory", Annals of Math. Studies, Vol 3 (1940), Princeton University Press.

ZConviene hacer notar que en la teoria axiomatica NBG, inicialmente las férmulas que determinan
clases deben tener relativizadas a conjuntos las variables ligadas que en ella aparecen. En 1940, W. Quine
eliminé dicha restriccion del sistema axiomatico.
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La aparicion de distintos sistemas axiomaticos de la Teoria de Conjuntos motivo
un estudio metamatematico de las propiedades de los mismos, asi como de algunas
relaciones interesantes entre ellos.

Los sistemas axiométicos ZF y NBG proporcionan teorias de conjuntos basicamente
equivalentes: todo axioma de la teoria ZF es un teorema en NBG. Por tanto, la con-
sistencia de la teorfa NBG implica la de ZF. Més aun, la teoria NBG es una extension
conservativa de ZF; es decir, toda férmula cerrada de ZF que sea un teorema en NBG
lo es en ZF. En consecuencia, la consistencia de la teoria ZF implica la consistencia de
NBG.

No obstante, conviene destacar algunas diferencias cualitativas entre ambas teorias:
mientras NBG es finitamente axiomatizable (es decir, puede ser descrita de manera
“equivalente"mediante un sistema finito de axiomas), la teoria ZF no lo es.

8. El axioma de eleccidén y la hipétesis del continuo.

Desde que en 1904 Zermelo enunciara de forma explicita el axioma de eleccién y
lo utilizara en su primera prueba del teorema del buen orden, y desde que Zermelo
(1908) y Fraenkel (1922) presentaran su sistema axiomético, quedaban pendiente dos
cuestiones que permitieran zanjar, casi definitivamente, las controversias suscitadas en
torno a dicho axioma.

Admitiendo que el sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel, prescindiendo del axio-
ma de eleccidn, sea consistente,

(1) ;Es compatible el axioma de eleccién con los restantes axiomas de la teoria? (es de-
cir, al anadir AC a dicho sistema axiomatico ;es consistente la teoria resultante?).

(2) ;Es independiente el axioma de eleccion de los restantes axiomas de la teoria? (es
decir, ;se puede deducir AC de los restantes axiomas del sistema?).

Hoy es usual designar por ZF al sistema axiomatico de Zermelo—Fraenkel prescindien-
do del axioma de eleccién; por ZF~ al sistema de Zermelo-Fraenkel prescindiendo del
axioma de eleccién y del axioma de regularidad; por ZFC al sistema axiomético de
Zermelo—Fraenkel (incluyendo, por tanto, el axioma de eleccién y el de regularidad) y
por ZFC™ al sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel incluyendo el axioma de eleccién
y prescindiendo del axioma de regularidad.

Con estas notaciones, las cuestiones planteadas anteriormente se pueden reformular

en los siguientes términos:

(1) Sila teoria ZF es consistente, jse tiene que ZF I/ =AC? (compatibilidad o consistencia
relativa de AC con la teoria ZF).

(2) Sila teoria ZF es consistente, ;se tiene que ZF I/ AC? (independencia relativa de AC
con la teoria ZF).
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Recordemos que el problema del continuo (determinar la potencia, ¢, del conjunto de
los ntmeros reales) fue una pesadilla para Cantor, desde que la formulara alla por el
afio 1878. Sin lugar a dudas, el estudio de dicho problema permitié obtener nuevos e
importantes métodos y resultados en la Teoria de Conjuntos.

En su famoso teorema de 1891, Cantor habia probado que Xy < ¢. Pues bien, Cantor
estudio diversos subconjuntos de IR con la esperanza de encontrar alguno no numerable
y de potencia menor que la del continuo (lo cual s6lo permitiria asegurar que ¢ > N;).
Sus intentos fueron baldios, todos los subconjuntos no numerables de R que estudi6
(perfectos, cerrados, etc.) tenian la potencia del continuo. Ello le llev6 a conjeturar que
¢ = Ny (hipotesis del continuo, HC). Méas atin, hacia 1883 conjetur6 implicitamente que
28 = N,

La hipétesis generalizada del continuo (HGC) es la siguiente conjetura: Sean a un conjun-
to infinito y b un conjunto cuya potencia estd comprendida entre las potencias de a y de P(a).
Entonces, o bien b es equipotente al conjunto a o bien es equipotente a P(a) (es decir, para cada
cardinal infinito, x, no existe un cardinal A tal que x < A < 2%).

En la teoria ZFC resulta que la HGC es equivalente a esta proposicién: Va € Ord (2%«
N,+1) (que es conocida por el nombre de hipétesis de los dlefs, HA, y fue formulada por
F. Hausdorff en 1908).

A.Tarskiy A. Lindenbaum conjeturan en 1926 que en la teoria ZFC™ la HGC implica
el AC. Esta conjetura seria demostrada y publicada por W. Sierpinski en 1947, de quien
hay que resaltar la importante labor realizada explicitando el uso del AC en distintas
ramas de las Matematicas, incluidas la propia Teoria de Conjuntos.

En 1938, GodelPd anuncis que habia probado la consistencia relativa del AC y de la
HGC con la teoria ZF (en 1939 public6 una demostraciéon abreviada de ese resultado
y en 1940 present6 una prueba detallada en un curso que impartié en Princeton). Por
tanto, si la teoria ZF es consistente, entonces sigue siéndolo si le afladimos el axioma de
eleccién y/o la hipétesis generalizada del continuo.

En 1963, P. Cohen@ probé6 que si ZF es consistente, entonces en esa teoria el AC no
implica la HC, luego tampoco implica la HGC y demostr6 la independencia relativa del
AC y de la HGC con los restantes axiomas de la teoria. Por tanto, si la teoria ZF es
consistente, entonces sigue siéndolo si le afiadimos la negacién del axioma de eleccion
y/o la negacién de la hipétesis generalizada del continuo.

Por tanto, admitiendo la consistencia de la teoria ZF, resulta que ésta no puede de-
mostrar ni refutar el AC ni la HC.

28“The consistency of the axiom of choice and of the generalized continuum-hypothesis". Acad. U.S.A.
24 (1938), 556-557.

294The independence of the continuum hypothesis". Acad. U.S.A. 150 (1963), 1143-1148; II 51 (1963),
105-110.
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En consecuencia, si la teoria ZFC es consistente, entonces no puede demostrar ni
refutar la HC (se dice que la HC es indecidible en dicha teoria). Lo que no deja de ser
una solucién poco satisfactoria del problema del continuo y deja en el aire esta nueva
cuestion

Admitiendo que ZFC sea consistente, ;jexiste una extension consistente de dicha
teoria en la que sea decidible la HC?

9. Los teoremas de incompletitud de Godel.

En 1888 Hilbert resolvi6é un problema planteado por Gordan en 1868, demostrando
por reduccién al absurdo que todo ideal de un cierto anillo posee una base. La prueba no
proporcionaba, ni en los casos més simples, una base del anillo. Ello provocé el rechazo
de algunos matematicos al cuestionar si la prueba dada por Hilbert resolvia o no el
problema de Gordan.

La cuestion quedaba planteada en los siguientes términos: ;qué significa probar un
aserto de cardcter existencial? Ya hemos indicado en el apartado 5 las diferentes tomas
de posturas ante esta cuestion.

En 1924 Hilbert enuncia su famoso Programa en el que propone:

(1) Formalizar completamente las Matematicas, y

(2) Demostrar la consistencia del sistema disefiado, por métodos finitistas (métodos
que pueden ser descritos a través de ecuaciones numéricas y, por tanto, son “cons-
tructivos").

Para Hilbert es posible conjugar la matematica finitista con la transfinita de Cantor, via
el concepto de infinito actual en el sentido kantiano.

El programa de Hilbert se derrumbé cuando, en 1931, GodelPd publicé los teoremas
de incompletitud. Asi se desvaneci6 la antiquisima aspiracién del hombre de presen-
tar todo el conocimiento humano y, en particular, las Matematicas, como un sistema
axiomatico—deductivo.

Los teoremas de incompletitud de Godel marcaron las limitaciones inherentes al mé-
todo axiomatico:

Primer teorema de incompletitud: Toda teoria consistente que contenga una
teoria “elemental”de niimeros es incompleta (es decir, existe una formula cerrada
que es indecidible en la teoria).

30“per formal unentscheidbare Stze der Prinicipia Mathematica und verwandter System I', Monatsh. fr
Meth. und Phys. 38, 173-198.
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Segundo teorema de incompletitud: Si una teoria consistente contiene una
teoria “elemental”de niimeros, entonces no puede probar su propia consistencia.

Ademas de herir de muerte al Programa de Hilbert, de los resultados de Godel se dedu-
ce que la teoria ZFC, asi como cualquier extensién “razonable"de la misma, es incom-
pleta.

Por tanto, aunque se encuentre una teoria consistente, T, que extienda a ZFC y deci-
da la HC (lo que nos daria una respuesta mds “tranquilizadora.?cerca del problema del
continuo), planearia en el firmamento de T el riesgo potencial de que el genial Cantor de
turno encuentre su peculiar “problema del continuo para T"que sea indecidible en esa
teorfa. Lo que, con independencia de cuando y cémo se halle una buena solucién para
el nuevo problema planteado, en ese largo caminar se enriquecerian las Matemaéticas,
en particular, y se engrandeceria un poco mas el espiritu humano.

“El descubrimiento de los irracionales, lejos de la-
mentarlo por haber revelado una contradiccion en
las matemdticas pitagoricas, lo consideramos hoy
como una de las grandes victorias del espiritu hu-
mano ..."

J. Dieudonné



Capitulo 1

Conjuntos y clases

1.1. Ellenguaje de la Teoria de Conjuntos. Clases.

Intuitivamente, un conjunto es una coleccién de objetos que verifican una “propie-
dad". En esta seccion se trata de precisar el concepto de “propiedadzc describir el marco
en el que se va a desarrollar la Teoria de Conjuntos de Zermelo—Fraenkel.

Definicién 1.1.1. Un lenguaje de primer orden consta de

1. Un conjunto de simbolos 16gicos (comunes a todos los lenguajes de primer orden):

— Variables individuales: x,y, z, ... (con o sin subindices).
— Conectivas logicas (bésicas): =, V, 3.

— Predicado binario de igualdad: =.

2. Un conjunto de simbolos no 16gicos (especificos de cada lenguaje).

El lenguaje de la Teoria de Conjuntos (LTC) es un lenguaje de primer orden que posee
un tnico simbolo no 16gico: €, el predicado binario de pertenencia.

Definicién 1.1.2. Una expresion del LTC es una sucesion finita de simbolos de dicho
lenguaje.

Definicién 1.1.3. Las férmulas del lenguaje de la teorfa de conjuntos se definen recursi-
vamente como sigue:
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1. Si x, y son variables, entonces x = y y x € y son férmulas.
2. Si ¢ y ¢ son férmulas, entonces —¢ y ¢ V i son férmulas.

3. Si x es una variable y ¢ una férmula, entonces (3x)¢ es una férmula.

El concepto intuitivo de “propiedad"se corresponde con el de “férmula.°" el lenguaje de
la Teoria de Conjuntos.

A partir de las conectivas 16gicas basicas (-, V, 3) podemos definir nuevas conecti-
vas como sigue: si ¢, 1 son férmulas y x es una variable, entonces

1. ¢ A esla formula —((—g) V (~1)).

2. ¢ — yeslaformula (—¢) V.

3. ¢ < ypeslaformula (¢ — P)A (P — ).
4. (Vx)g es la formula —((3x)(~¢)).

Usaremos las letras ¢, ¢, 8 como metavariables sobre férmulas.
Escribiremos x # y, x ¢ y como abreviaturas de =(x = y) y =(x € y), respectivamente.
A veces relajaremos la notacién prescindiendo de algunos paréntesis en los cuantifica-

dores existencial, 3, y universal, V. Asi, escribiremos 3xVy ¢(x, y) enlugar de (3x)(Vy) ¢(x,y).

Definicién 1.1.4. Una estancia de una variable x en una férmula ¢ es una aparicién u
ocurrencia de x en ¢. Diremos que una estancia de una variable x en una férmula ¢ es
ligada si dicha estancia aparece en una parte de ¢ de la forma Jxi. Caso contrario, la
estancia se dice libre. Una variable se dice que es ligada (resp. libre) en una férmula si
existe, al menos, una estancia ligada (resp. libre) de dicha variable en la férmula.

Definicién 1.1.5. Diremos que una férmula es cerrada si carece de variables libres y se
dice abierta si carece de cuantificadores.

Representaremos por ¢(x1, ..., x,) una férmula cuyas variables libres son x1, ..., Xy.

Definicién 1.1.6. Una teoria, T, de primer orden, sobre un lenguaje de primer orden, L,
consta de:

1. Unos axiomas légicos: identidad, igualdad, proposicional y de sustituciéon (comu-
nes a todas las teorias de primer orden sobre L).

2. Unos axiomas no 16gicos (especificos de la teoria).
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3. Unas reglas de inferencia (modus ponens y regla de introduccién del cuantificador
).

Definicién 1.1.7. Sea T una teoria de primer orden sobre un lenguaje L. Sean ¢4, ..., 95, ¢
térmulas de L. Diremos que ¢y, ..., ¢, es una prueba de ¢ en T si ¢, = ¢ y para cada i
(1 < i < n) se tiene que: o bien ¢; es un axioma de T; o bien ¢; se obtiene de férmulas
anteriores mediante una regla de inferencia.

Definicién 1.1.8. Diremos que ¢ es un teorema en una teoria T si existe una prueba de ¢
enT.

Nuestro objetivo es introducir una teoria de primer orden (la Teoria de Conjuntos) sobre
un lenguaje de primer orden (el lenguaje de la Teoria de Conjuntos). Por cuestiones me-
todolégicas iremos introduciendo de forma gradual, los axiomas no 16gicos (correspon-
dientes a la axiomética de Zermelo—Fraenkel), haremos las consideraciones pertinentes
y estableceremos los primeros resultados (teoremas de la TC) que se deducen de los
mismos.

1.2. Primeros axiomas.

Axioma del conjunto vacio: (Jy)(Vx)(x € y).
Es decir, existe un conjunto que no tiene elementos.

Axioma de extensionalidad: (Vx)(Vy)((Vz)(z e x <z €y) — x =y).
Es decir, si dos conjuntos tienen los mismos elementos, entonces son iguales.

Escribiremos (3'x)¢(x) (que leeremos “existe un tnico x tal que ¢(x)"), en lugar de
(3x) (9(x)) A (V2) (Vy) (9(x) A @(y) — x = ).

Con frecuencia, escribiremos Vx € a (¢(x)) en lugar de Vx (x € a — ¢(x)), y Ix €
a (¢(x)) enlugarde 3x (x € a A ¢(x)).

Proposicién 1.2.1. (3ly)(Vx)(x € y).

Definicién 1.2.2. El tinico conjunto cuya existencia garantiza el lema anterior, se deno-
mina conjunto vacio, y lo notaremos por @.

Sea ¢(x,y1,...,Y») una formula del LTC. Sean by, . .., b, conjuntos. Entonces represen-
taremos por {x : ¢(x,by,...,b,)} para expresar la idea intuitiva de la “coleccién"de
todos los conjuntos x que satisfacen la propiedad go(x,E) (y leeremos “la clase de los x
tales que ¢(x, b)”). Usaremos letras latinas maytsculas para representar clases.
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e Todo conjunto a puede ser considerado como una clase (la asociada a la férmula
¢(x,a) = x € a).

e Existen clases que no son conjuntos (que se denominan clases propias); por ejemplo,
laclase R = {x: x & x}.

Si A esla clase {x : ¢(x)}, entonces la expresién “A es un conjuntorepresenta a la
siguiente féormula del LTC: (Jy)(Vx)(x € y < ¢(x)).

Téngase presente que los objetos de nuestra Teoria van a ser los conjuntos (y sélo los
conjuntos). Por tanto, las clases propias no son objetos “propios.® “genuinos"de la Teoria
sino un modo de abreviar la notacién (“objetos fantasmas").

Notacion. Sean Ay Blas clases {x: ¢(x)} y {x: ¢(x)}.
(1) x € Arepresentara ¢(x) (x ¢ A representard —¢(x)).
(2) A = B representard Vx(¢(x) < ¢(x)) (A # B representara =(A = B)).
(3) A C B representara Vx(g(x) — 9(x)) (A es subclase de B).
(@) A G Brepresentard A # BA A C B.
5) ANB={x:x€e ANxeB}yAUB={x:x€ AVxe€ B}
6) A—B={x:x€AAx¢B}.
7) UA={x:3Fy)(y e ANx€Ey)}.
B NA={x:(Vy)(ye A—x€ey)}.

Esquema de axiomas de separacién: Sea ¢(x,vy1,...,Y,) una féormula en la que u no
ocurre libre. Entonces (Vi) (Vz)(Ju)(Vx)(x € u — x € z A ¢(x,7)).

Es decir, dados los conjuntos by, ..., by, para cada conjunto z existe un conjunto u cuyos ele-
mentos son exactamente los x € z que satisfacen ¢(x, b).

Obsérvese que se ha introducido un axioma para cada férmula ¢(x, if) del lenguaje LTC.
De ahi que hablemos de un esquema de axiomas.

Nota: Si en el esquema de axioma de separacion se permite que la variable u ocurra libre
en ¢(x), entonces (Vx)(x = Q).

Teorema 1.2.3. El axioma del conjunto vacio es consecuencia del esquema de axiomas separa-
cion.
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Proposicién 1.2.4. Sean ¢(x,7) una formula, by, ..., by, conjuntos y A = {x : ¢(x,b)}.
Supongamos que Fy¥x(¢(x,b) — x € y). Entonces, la clase A es un conjunto (toda subclase
de un conjunto, es un conjunto).

Con frecuencia, escribiremos {x € z: ¢(x)} enlugarde {x: x € z A ¢(x)}. La propo-
sicién anterior nos garantiza que si z es un conjunto, entonces la clase {x € z: ¢(x)} es
un conjunto.

Definicién 1.2.5. La clase universal es V.= {x : x = x}.
Teorema 1.2.6. La clase universal, V, es propia.

Proposicién 1.2.7. Sean a y b conjuntos. Entonces, las siguientes clases son conjuntos: {x :
xeahNxebly{x: xcaAx¢b}.

Definicién 1.2.8. Sean a y b conjuntos. El conjunto interseccién de a y b, que notaremos
anb,eslaclase {x: x €aAx € b}.

Definicién 1.2.9. Dos conjuntos a y b son disjuntos siaNb = @.

Definicién 1.2.10. Sean a y b conjuntos. El conjunto diferencia de a y b, que notaremos
a—b,eslaclase {x: x €aAx ¢ b}.

Proposicién 1.2.11. Sea a un conjunto no vacio. Entonces la clase
{z:(Vu)(uea—zecu)}

es un conjunto (que notaremos (\ a y denominaremos el conjunto interseccion de los elemen-
tos de a).

Proposicién 1.2.12. Si A es una clase no vacia, entonces la clase (| A es un conjunto.

Proposicién 1.2.13. Se verificaque @ = {x:x A x}eNO =V.

Nota: Con los axiomas introducidos hasta ahora, tnicamente podemos garantizar la
existencia del conjunto vacio.

Axioma del par: (Vx)(Vy)(Fz)(Vu)(u €z s u=xVu=y).
Es decir, si x e y son conjuntos, entonces la clase {u : u = x V u = y} es un conjunto.

Definicién 1.2.14. Sean a y b conjuntos. Entonces el par no ordenado de componentes a y
b, que notaremos {a,b}, eslaclase {x: x =aV x = b}.

El axioma del par establece que dados dos conjuntos a y b, la clase {a, b} es un conjunto.

Definicién 1.2.15. Sea a un conjunto. Entonces el conjunto unitario de componente a, que
notaremos {a}, es la clase {a,a}.
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Proposicién 1.2.16. Sean a y b conjuntos. Entonces (\{a,b} = a Nb. En particular, \{a} =
a.

Nota: Con los axiomas anteriores se puede demostrar la existencia de infinitos conjun-
tos; ahora bien, todos ellos tienen, a lo sumo, dos elementos. @, {@}, {@,{®}}, {{2}},
{2, {{@}}},....Elsiguiente axioma nos va a permitir tener en nuestra teoria conjuntos
que poseen mds de dos elementos.

Axioma de la unién: (Vx)(3y)(Vz)(z € y < (3u)(u € x Nz € u)).
Es decir, para cada conjunto x, la clase {z : (Ju)(z € u A u € x)} es un conjunto.

Definicién 1.2.17. Sea a un conjunto. Entonces la unién de los elementos de a, que notare-
mos |Ja, eslaclase {x: (3y)(y €caAx €y)}.

Definicién 1.2.18. Sean a y b conjuntos. Entonces la unién de los conjuntos a y b, que
notaremos a U b, es la clase {4, b}.

El axioma de la unién establece que para cada conjunto 4, la clase |J a es un conjunto.

Proposicién 1.2.19. Sean a y b conjuntos. Entonces,

Vx(x eaUb—xcavxeb)y|J{a} =a

Nota: Con los axiomas introducidos hasta ahora, podemos garantizar la existencia de
conjuntos que tienen 0, 1, 2, ... elementos. Basta considerar @, {@}, {@, {?} }, {®, {®},{@, {2} }},

Definicién 1.2.20. Sean a y b conjuntos. Diremos que a es un subconjunto de b, y nota-
remos a C b, si (Vx)(x € a — x € b). Diremos que a es un subconjunto propio de b, y
notaremos a & b,sia C b Aa # b.

Axioma de las partes: (Vx)(3y)(Vz)(z € y < z C x).
Es decir, para todo conjunto x, la clase {z : z C x} es un conjunto.

Definicién 1.2.21. Si a es un conjunto, entonces el conjunto partes de a, que notaremos
P(a), eslaclase {z : z C x}.

El axioma de las partes nos permite asegurar que dado un conjunto 4, la clase P(a) es
un conjunto.

Obsérvese que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto a; por tanto, es
elemento del conjunto P(a). En consecuencia, para cada conjunto 4 se tiene que P(a) #
@.
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1.3. Problemas resueltos

Ejercicio 1. Sedefinen 0 = ©,1=0U{0},2=1U{1},3=2U{2}.
(1) Probar que 0,1, 2,3 son conjuntos.
(2) Sea x = {{{1,2},{1}},{2}}. Calcular:
Ux, UUx, Nx NNx, NUx UNx
(3) Sea x = {1,2}. Calcular:
UUx, NNx, (NUx)UUUx-UNx), UUx—-Nx)
@ NU(PE2) —2).

(1) Por el axioma del conjunto vacio, 0 = @ es un conjunto. Del axioma del par y de
lo anterior, resulta que {0} es un conjunto. Del axioma de la unién y de lo anterior,
se deduce que 1 = 0U {0} es un conjunto.

Andlogamente se prueba que 2 y 3 son conjuntos.

(2) Se verifica que:

Ur = {{L2L{1}} U2} = {{1,2},{1},2}
UUx = {1,2}u{1}u2=1{0,1,2} =3
Nx = {1L2},{1};n{2} =2
NNx = NO=V
NUx = {1,2;n{1}n2= {1}
Unx = Uo=9
(3) Se tiene que:
UUx = U(u2)=U({0,1}) =1
NNx = N(n2)=nN({0}) =0
NUx = N(lu2)=N2=0N1=0
Udx—-UnNx = 1-U(dln2)=1-0=1
(NUx)UUUx—-UNx) = 0Ul=1
UUx—Nx) = U2-1)=U({1}) =1
(4) Se verifica que
P(2) = P({0,1}) = {0,{0}, {1}, {0, 1}}
P(2) -2 = {11, {01}}
UPQ2)-2) = {1JU{01}={01} =2
NUP2)-2) = N{0,1} =0
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Ejercicio 2. Probar que para cada conjunto x, existe algiin y tal que y ¢ x.

Caso contrario, existiria un conjunto a tal que Yy (y € a). De donde resultaria quea = V.
Lo que contradice que la clase universal, V, sea propia.

Ejercicio 3. Demostrar que:
@ ~(Fy)(Vx)(x €y = =(Fz)(x € zAz € x)).
(@) Laclase A = {x : =(3z)(x € z Az € x)} es propia.

(1) Supongamos lo contrario. Sea a un conjunto tal que
Vx(x €a« -3z(x €ezNz € X)) (%)

Por tanto, se verifica que Vx(x ¢ a <> Jz(x € z Az € x)) (k%).

Aserto: a & a.

Caso contrario, a € a. De (x) resultaria que

—Jz(a € zAz € a)
Es decir, Vz(a ¢ z V z € a). En particular, para z = a deduciriamos que
a¢aVa¢a. Lo queesuna contradiccion.

Teniendo presente que a ¢ a, de (x%) resulta que 3z(a € zAz € a). Sea b un
conjunto tal quea € bAb € a (x**). Como b € a4, de (x) deducimos que
Vz(b ¢ zV z ¢ b). En particular, para z = a resultaria que b ¢ aVa ¢ b. Lo que
contradice (x % *).

(2) Supongamos que la clase {x : =(3z)(x € z Az € x)} fuese un conjunto. Entonces
JyVx(x € y < —(3z)(x € z Az € x)). Lo que contradice el apartado (1).

Ejercicio 4. Para cada formula, ¢(x), del LTC consideramos la clase
Ap={x: Vy(y e x — ¢(y))}
Se pide:
(1) ;Existe una férmula ¢(x) tal que Ay = {x : ¢(x)}?
(2) Sea ¢(x) una formula tal que Iy¥x(x € y < @(x)). Determinar A,.

(1) Se verifica que x = x < Vy(y € x — y = y). Consideremos la férmula ¢(x) =
x = x. Entonces

xeAy = Vy(yex —9y) @ Vyly € x >y =y) < x =x < ¢(x). Luego,
Ap={x: p(x)} ={x: x=x} =V,

(2) Sea ¢(x) una férmula y a un conjunto tal que Vx(x € a <> ¢(x)) (*). Entonces
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XGA¢<—>Vy(y€x—>¢(y))@Vy(yex—wea%—wga
Luego, Ay = P(a).

Ejercicio 5. Para cada formula, ¢(x), del LTC consideramos la clase
Sp={x: WVz(z €y < ¢(2)) = Vy(y €x = 9(y))}
Determinar S, para las férmulas ¢(x) que satisfacen las propiedades que se indican a continua-
cion:
@) IxVy(y € x = ¢(y)).
(2) =IxVy(y € x < @(y)).

(1) Sea a un conjunto tal que Vy(y € a < ¢(y)). Entonces

X €Sy = [Byvz(z ey < ¢(2)) = Vy(y € x = ¢(y))]
= Vy(yex—¢y)  [hip.1)]
— Yylyex—yea) [ ax. extensionalidad |

— x=a
Luego, Sy = {a}.
(2) Teniendo presente que =3xVy(y € x < ¢(y)) resulta que
Vx [(CQyvz(z €y < 9(2)) = Yy (y € x = ¢(y))) < x = x].
Es decir, x € S <> x = x. Luego, S, = V.

Ejercicio 6. Sean a y b conjuntos. Probar que:
Mbea—-NalbCJa.
2 alb—YaCYb.
B) (Vx(xea—xCbh) - UaCh.

(1) Supongamos que b € a. Entonces

= Na C b:Sea x € (Na. Por definicién de Na, Vy(y € a — x € y). Teniendo
presente que b € a, resulta que x € b.

m b C Ja: Sea x € b. Puesto que b € a, se tiene que x € b A b € a. Luego,
x € Ja.

(2) Supongamos que a C b. Entonces
Vx(xe Ua—3ylycanxey) —Jy(lyebrxecy) —xelUb).

(3) Supongamos que Vx(x € a — x C b). Entonces
Vx(xeUa—3Jy(lyeanxey) —=3y(yCbAxey) - xeb).
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Ejercicio 7. Sean a y b conjuntos. Probar que:

1 U@ub) = Ua)UUDb).

(2) Siay b son no vacios, entonces (\(aUb) = (Na)N(NDb). ;Qué podemos asequrar si a 6
b coinciden con el conjunto vacio?

(1) Se verifica que

Vx(x € U(aUb) Jy(y eaUbAx €y)
dJy((yeavyeb)Axecy)
Jy((yearxey)V(yebAxey))

(y(yeanxey))Vv(@ylyebrxey))

xeJaVvxelUb

x e (Ua)U(Ub))

1111171

Nota 1: Se tiene que (pV q) Ar < (pAq)V (p Ar) (Distributividad de la disyun-
cién respecto de la conjuncion. También es vélida la distributividad de la conjun-
cién respecto de la disyuncion).

Nota 2: Se tiene que

Jy(p(y) Valy)) < Cylply)) Vv By@y))
Jy(p(y) Naly)) — Cylply)) A Cygy))
Gyrw) A Fyaly)) # 3ylply) Ay))

(2) Se verifica que

Vx(x € N(aUb) €aUb—xecy)

y

ygéan\/xEy)

y((ygany gb)Vxey)
y((ygavxey) N(ygbVvxey))

Vy (yea—xey)ANyeb—xey))

(Vyyea—xey)AN(Vylyeb—xecy))

xeNaANxeNb

x € (Na)n(NDb))

Sia = @, entonces vale la igualdad ya que

(aub)=bé ((Na)n((b)=VN()b)=(b

Lo mismo ocurre en el caso b = @ (De hecho, en la prueba no se ha utilizado que
los conjuntos a 6 b sean no vacios).

11111111
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Nota 1: Se tiene que ~(p V) < (~p) A (=) y que ~(p Aq) < (=p) V (~q) (Leyes
de Morgan).

Nota 2: Se tiene que

Ejercicio 8. Sean a, b y ¢ conjuntos tales quea Ub = aUcyanNb = aNc. Demostrar que
b=c

Para probar que dos conjuntos b y ¢ son iguales basta probar, por el axioma de extensio-
nalidad, que tienen los mismos elementos. Es decir, que Vx(x € b <> x € ¢). Olo que es
lo mismo, que b C cy que c C b.

Veamos que b C c (andlogamente se prueba la otra inclusion).
Sea x € b. Entonces
— Obien x € 4, encuyo caso x € aNb =aNcy,por tanto, x € c.

— Obien x ¢ a, en cuyo caso x € ¢, yaque alser x € bresultaquex caUb =aUc.

Ejercicio 9. Sean a y b conjuntos. Estudiar en qué condiciones es cierta la siguiente igualdad:

aU(Jb) = J{aux:xecb}

Indicacién: Distinganse casos segiin b sea o no vacio y pruébese que se verifica la igualdad si y
sélosi(b=0ONa=Q)V (b+# D).

Distingamos dos casos:

Caso 1°: Supongamos que b = @.
En este caso

aUUb)=au(UD) =aUD =a
U{aux: xeb}=U{aux: xe@}=Uo=0

Por tanto, en este caso se verifica la igualdad siy s6lo sia = @.

Caso 22: Supongamos que b # @.

Veamos que en este caso se verifica siempre la igualdad.

Sea c € bynotemosd = J{aUx: x € b}. Entonces
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= aU(Ub) Cd,yaquesix € aU(Jb), entonces
— Obienx € g,encuyocasox € aUc/Ac € by, por tanto, x € d.
— Obienx € Jb, encuyo caso Jy(y € bAx € aUy) y, por tanto, x € d.
» d CaU(Ub), yaquesix € d, entonces existe y € btal que x € aUy.
Luego,
— Obien x € a,en cuyo caso x € aU (Ub).
— Obien x € y,en cuyo caso x € |Jby, por tanto, x € aU (I b)

Conclusioén: La igualdad propuesta en el enunciado se verifica siy sélosi (b =@ Aa =

D)V (b # D).

Ejercicio 10. Sea a un conjunto. Estudiar en qué condiciones las siguientes clases son propias:
MA={x:Ty)(yeanx&y)}.
@B={x:(3y)(Fz)(ycanzeynx¢z)}.

Indicacién: En (2) distinganse los siguientes casos: a = @, a = {Q} y (a # @ Na # {D}).

(1) Dado un conjunto arbitrario x se verifica:

Jylyeanxdgy) <« —-VylygavVxey)
< Vy(yea—xey)

— x¢&Na
Por tanto, A = V — () a. En consecuencia:
m Sig=@,entonces A = V—-—©® =V -V = @. Es decir, la clase A es un
conjunto.

= Sia # O, entonces la clase A = V — [ a es propia (ya que de lo contrario
resultaria, por el axioma de la unién, que la clase V.= A U (N 4a) es un con-
junto).

(2) Distingamos tres casos:

Caso 1°: Supongamos que a = @.
En este caso, B = {x: (Jy)(Iz)(y e DNz € yAx & z)} = ©. Luego, B seria
un conjunto.
Caso 2°: Supongamos que a = {D}.
En este caso,
B = {x:(3Jy)(F2)(ye{@tAzeyAx &z}
= {x:3z(ze€e@Nzey)}
= O

Luego, B seria un conjunto.
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Caso 3% Supongamos que a # @y a # {D}.
Sea b € a tal que b # @. Consideremos la clase
C={x: Fz(zebAx ¢2z)}
Entonces C C By, por el apartado (1), la clase C es propia. Por el esquema de
axiomas de separacién deducimos que la clase B es propia.

Otra forma de probar (2) seria la siguiente:
B={x: Iz(Qy(ycanzey) Ax¢z)} ={x: Zz(zeUanx ¢z}

Del apartado (1) resulta que B es un conjunto si y sélo si | Ja = @. Es decir, siy
solosia =@ Va = {?}.

Ejercicio 11. Sean a y b conjuntos. Probar que:
W UPa) =a
(2) a C P(Ua). ;Cudndo se verifica la igualdad?
(3) Sia € b, entonces P(a) € P(P(UDb)).
@) P(a) =P(b) <= a=b
(5) No existe un conjunto x tal que P(x) C x.
Indicacién: En (2) pruébese que a = P(|Ja) <= Jx(a = P(x)).

(1) Se tiene que

» Vx(x € UP(a) — Jy(y € P(a) Ax € y)
—Jy(yCanxey) — x€a)
»m Vx(x€a—xcaNaePa) - xeJP(a))
(2) Para probar que a C P(|Ja) consideremos x € a. Entonces del ejercicio 6, apartado

1, resulta que x C (Ja. Luego, x € P(Ua).
Veamos que a = P(Ja) < Jx(a = P(x)).

— Supongamos que 2 = P(|Ja). Entonces considerando x = (Ja se tiene que

a="P(x).

— Sea b un conjunto tal que a = P(b). Entonces

P(Ja) = P(JP(b)) L P(b) = a

(3) Supongamos que a € b. Entonces a C |J b. De donde resulta inmediatamente que
P(a) C P(UD). Por tanto, P(a) € P(P(UD)).

(4) Supongamos que P(a) = P(b). Comoa € P(a) Ab € P(b) se tiene que a € P(b) A
beP(a). Luego,a Cbyb Ca.
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(5) Veamos que no existe un conjunto x tal que P(x) C x. Para ello, sea a2 un conjunto
arbitrario. Veamos que 3x(x € P(a) A x € a).

Consideremos la clase b = {x : x € a Ax ¢ x}. Por el esquema de axiomas
de separacion, b es un conjunto. Como b C g, resulta que b € P(a). Veamos
que, en cambio, b ¢ a.

En efecto, de lo contrario resultaria que b € a. En tal situacion:

— Obien b € b, en cuyo caso, teniendo presente la definicién de b, re-
sultarfa que b ¢ b.

— Obienb & b, en cuyo caso, teniendo presente la definicién de b y que
b € a, resultaria que b € b.

Por tanto, b € P(a) — a. Es decir: P(a) Z a.

Ejercicio 12. Sea a un conjunto. Probar que:
(1) Sia # @, entonces P(Na) = N{P(x) : x € a}.
@) U{P(x) : x € a} CP(Ua). ;Cudndo se verifica la igualdad?
Indicacién: En (2) pruébese que la igualdad se verifica si y solo si
dx (x eanx=Ua)

(1) Supongamos que a es un conjunto no vacio. Si x es un conjunto arbitrario, enton-

ces:
x€P(Na) < xCNa=Yylycea—xCy)

= Vylyea—xePy) —xe{Py): yecaj}
(2) Veamos que U{P(x): x € a} C P(Ua).

Seay € U{P(x) : x € a}. Entonces existe b € a tal que y € P(b). Veamos que

yeP(Ua).
» Como b € a, resulta que b C |Ja. Luego, P(b) C P(Ua). Por tanto, y €
P(Ua).
Veamos ahora que J{P(x) : x €a} =P(Ua) < Ua € a.

Seab ={(Ua) —x: x € a}. Entonces

Vylyeb—Jz(zeanye ((Ja)—z) —yelJa)

Luego b € P(Ua) y, por tanto, b € U{P(x) : x € a}.
Sea c € atal que b € P(c). Basta ver que c = Ja.
mcca—cC{Ja
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» JaCyc yaquelJa—c=Q,pues
beP() = J{(Ja)—x:xe€a} Cc— (Ja)—cCc

Como Ja € 4, resulta que P(Ja) € {P(x) : x € a}. Luego,

P(lJa) C({P(x): x ca}

Ejercicio 13. Sean a y b conjuntos. Demostrar que las siguientes clases son conjuntos:
M A={{{x}}:x€aUb}.
(2 B={aUx:x¢€b}
(3) C={P(x):x €a}.

4 D={xUy:xeaNyeb}

(1) Seay € A. Entonces existe x € a Ub tal que y = {{x}}. Ahora bien

x€aUb — {x}CaUb— {x} €P(aUD)
— {{x}} CPauUb) — {{x}} e P(P(aUD))
— yeP(P(aUb))

Luego, A C P(P(a Ub)). Por tanto, la clase A es un conjunto.

Nota: Obsérvese que hemos probado que A es un conjunto demostrando que A
es subclase de un conjunto obtenido a partir de otros dos conjuntos, mediante
operaciones “cerradas"para conjuntos.

(2) Seay € B. Entonces existe x € b tal que y = a U x. Pero

xeb - xCUb—aUxCau(Ub)
— aUxePlau(Ub)) —yeP@u(Ub))

Luego, B C P(aU (Ub)). Por tanto, la clase B es un conjunto.

(3) Sea y € C. Entonces existe x € a tal que y = P(x). Ahora bien

xea—xC|Ja—P(x) CP(Ja) - y=P(x) e P(P(Ja))

Luego, C C P(P(Ja)). Por tanto, la clase C es un conjunto.
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(4) Seaz € D. Entonces existen x € ae y € b tales que z = x Uy. Ahora bien

xeahNyeb — xCUaAnyCUb—xUyC (Ua)u(Ub)
— xUyeP((Ua)u(Ub)) —zeP(Ua)U(Ub))

Luego, D C P((Ua) U (Ub)). Por tanto, la clase D es un conjunto.

Ejercicio 14. Demostrar o refutar:
(1) Si a es un conjunto, la clase B = {x : Jy(y CaAx & y)} es propia.
(2) Si N A es un conjunto, entonces A es un conjunto.

(1) Verdadero. Vamos a probar que la clase B es propia. Y lo vamos a hacer de tres
formas diferentes.

12 Solucién: Veamos que B = V.

En efecto: si x € V, entonces @ C a Ax ¢ @. Luego, x € B. Por tanto, V C B. La
otra inclusién se tiene siempre.

22 Solucién: Veamos que V —a C B.

En efecto: six € V —a, entoncesa C a A x ¢ a. Luego, x € B. Por tanto, V—a C B.

Como V es clase propia y a es un conjunto, del axioma de la unién resulta que la
clase V — a es propia. Teniendo presente que V —a C B, resulta que la clase B es

propia.
32 Solucién: Veamos que B = V — (P(a) (de donde concluiremos que B = V).

En efecto: se verifica que

xX€B < JylyCanxdy) —3y(yeP@)Ax¢y)
o —Vyly €P(a) »x€y)«x€V-P()

Ahora bien, @ € P(a). Luego, N P(a) = @. Por tanto,
B=V—-(\Pla)=V-0=V

(2) Falso. Sea A = V. Entonces (1A = @ ya que @ € V. Por tanto, | A es un conjunto y,
en cambio, la clase A es propia.

Ejercicio 15. Sea a un conjunto. Determinar, en funcion de a, cudndo es conjunto la clase

B=nNUUa

Recordemos que la clase () C es un conjunto si y sélo si C es un conjunto no vacio. Por
tanto, la clase B = N JUa es un conjunto si y sélo si |JJa es un conjunto no vacio.
Ahora bien,
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UUa#D <= Ix(x e UaAx # Q) <= IxFy(ycarnxeyAx # Q)

Por tanto, la clase B = () |J |J 2 es un conjunto si y sélo si a posee, al menos, un elemento,
Y, que posee, al menos, un elemento, x, no vacio.

Ejercicio 16. Probar que es propia la clase

A={x:VW(xey—Fzcy(izny=0))}

Supongamos que la clase A fuese un conjunto. Distingamos dos casos.

Caso 1°: Supongamos que A € A.

Como A es un conjunto, resulta que { A} es un conjunto (consecuencia del axioma
del par) y A € {A}. De la definicién de la clase A se deduciria la existencia de un
elemento z € {A} tal que zN{A} = @. De donde resultaria quez = Ay A ¢ z.
Lo que es una contradiccion.

Caso 2°: Supongamos que A ¢ A.

Como A es un conjunto, se verificarfa que
Jy(Aeynvzey(znNy #0))
Sea b un conjunto tal que
AcbAVzeb(zNb#Q) (x)
Entonces, ANb # @. Seac € ANb. Se tendria que
ceA—=Vy(cey—Izey(zNny=0))

Como ¢ € b resultaria que 3z € b (zNb = @). Lo que contradice (*).

1.4. Problemas propuestos

Ejercicio 1.1. Formalizar con una férmula del lenguaje de la Teoria de Conjuntos, las
siguientes frases:

1. “Existe un conjunto tal que sus elementos son elementos de algiin elemento suyo".

2. “Dada una coleccién de conjuntos, la coleccién de todos los conjuntos que tienen
algtin elemento de la coleccién de partida, es un conjunto”.
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3. “Para cualquier conjunto, existe otro conjunto cuyos elementos son los elementos
de los elementos del primero".

4. “La coleccién de los conjuntos que son elementos de algtin conjunto, no es un
conjunto”.

5. “Para cualquier conjunto, existe otro conjunto cuyos elementos son todos los con-
juntos verificando que todos sus elementos lo son también del primero".

6. “La coleccién de los conjuntos que son elementos de un conjunto que no es ele-
mento de dicho conjunto, es un conjunto".

Ejercicio 1.2. Encontrar el error del siguiente razonamiento:

“Consideremos la clase A = {x : ¢(x)}, siendo

px) =x€eD—-x=0
Se tiene que V. € @ — V = O ya que el antecedente es falso.
Es decir, se verifica (V). Luego, V. € A. Por tanto, la clase
universal V es un conjunto".

Ejercicio 1.3. Expresar el conjunto 3 utilizando s6lo los simbolos {, } y @.

Ejercicio 1.4. Determinar los elementos de las siguientes clases:

Us  UuUs  UJudus N3
Ejercicio 1.5. Sea x = {{1,2,3},{1,2},{0,1,3}}. Calcular los conjuntos
Unx e NMNx-UUx

Ejercicio 1.6. De los siguientes conjuntos, decidir si 2 es un elemento, un subconjunto,
ambas cosas o ninguna de ellas:

3, J{0,1,2,3}, {{0,1}} -2, {0,1} -2
Ejercicio 1.7. Sean x, y, z conjuntos tales que x,y C z. Probarquex Cy <~ z—y C z—x.

Ejercicio 1.8. Sean x e y conjuntos. Probar que:
JdzVu(uez— (uexhNugy)ViueyAu¢x))))

Nota: El tinico conjunto z cuya existencia y unicidad garantiza el ejercicio, se denomina
conjunto diferencia simétrica de x e y, que notaremos x @ y.

Indicacién: Para la existencia, tsese el esquema de axiomas de separacion y el axioma
de la unién. Para la unicidad, tisese el axioma de extensionalidad.
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Ejercicio 1.9. Sean x e y conjuntos. Probar que:

M xby=ydx.

2 xd(ydz)=(xPy) dz
B)x=y—xdy=02.

@ xPy=z0y < x =2z

Ejercicio 1.10. Sean x e y conjuntos. Probar que P(x & y) C P(x Uy). ;Cuando se tiene
la igualdad?

Indicacién: Para ver cudndo se tiene la igualdad, Pruébese que x &y = (xUy) — (xNy),
apliquese el apartado 4 del ejercicio 11 y concluir que x N y debe ser vacio.

Ejercicio 1.11. Sean a y b conjuntos tales que b # @. Probar que:

(1) Laclase C = {y: 3x € b(y = aNx)} es un conjunto.
2 an(Ub) =UC.
Ejercicio 1.12. Probar que:
VaVy3zVu(u € z — FJvw(u e wAw €vA (v €xVoeEy)))

Indicacién: Apliquese repetidas veces el axioma de la unioén.

Ejercicio 1.13. Sea a un conjunto. Estudiar en qué condiciones la clase A es un conjunto,
siendo A={x:Vz(z€a—x¢&z)}.

Indicacién: Pruébese que A =V — [Ja.
Ejercicio 1.14. Sean a y b conjuntos. Probar que la clase
A={x:(xg€x)N(Fw(x cwAN(weaVweb)))}
es un conjunto.
Indicacién: Pruébese que A estd contenida en un conjunto.
Ejercicio 1.15. Probar que la clase
A={x:Yy(TzVu(u ¢zNy€z) - xey)}

es propia.

Indicacién: Pruébese que A = N0 = V.
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Ejercicio 1.16. Consideremos la siguiente version debilitada del axioma de la unién:
VxIyWu(Jo(u e vAv € x) > u€y)

Probar que el axioma de la unién se puede deducir a partir de dicha version debilitada
y del resto de los axiomas hasta ahora vistos.

Indicacién: Utilicese el esquema de axiomas de separacion.

Ejercicio 1.17. Andlogamente al ejercicio anterior, enunciar una versién debilitada del
axioma de las partes y probar que el axioma de las partes se deduce a partir de la misma
y de los restantes axiomas hasta ahora vistos.

Ejercicio 1.18. Sean a y b conjuntos. Demostrar que las siguientes clases son conjuntos:
A={P(x)UP(y):xcaAyeb} y B={aU{{x}}:x€b}
Indicacién: Pruébese que A C P(P(UJa) UP(Ub)) y B C P(aUP(D)).

Ejercicio 1.19. Demostrar que Vx (|Jx = () x < x es un conjunto unitario).

Indicacién: Para la implicacion directa, pruébese que x es no vacio y que si y,z € x,
entonces y = z.

Ejercicio 1.20. Con los axiomas introducidos hasta ahora, demostrar o refutar:
(1) 3x (x C {x}) AVx({x} C x).
(2 VxVy (x Uy =xNy < x =y).
(3) Ix (NP(x) # D).



Capitulo 2

Relaciones y aplicaciones

2.1. Par ordenado y producto cartesiano

Definicién 2.1.1. (KURATOWSKI 1921) Sean x e y conjuntos. El par ordenado de compo-
nentes x e y, que notaremos (x, y), es la clase {{x}, {x,y}}.

Obsérvese que todo par ordenado es un conjunto no vacio tal que posee, a lo sumo, dos
elementos (que son conjuntos no vacios).

Teorema 2.1.2. (Vx)(Vy)(Vz)(Vt)((x,y) = (z,t) & x =z Ay =1).

El concepto de par ordenado puede generalizarse al de n—tupla ordenada (con n > 2)
como sigue:

1. (x1,x2,x3) = ((x1,x2), x3).

2. (x1,%x0, ..., xp) = ({X1, ..., Xp_1), Xn)-

Si ¢(x,y) es una férmula, entonces escribiremos {(x,y) : ¢(x,y)} en lugar de {z :

(3x)(3y)[z = (x, y) A p(x,y)]}-

Definicién 2.1.3. Sean a y b conjuntos. El producto cartesiano de a y b, que notaremos
axb,eslaclase {(x,y): x €aNy € b}.

Proposicién 2.1.4. Sean a y b conjuntos. Entonces a x b C P(P(a U b)) y, por tanto, a X b es
un conjunto.

La definicién de producto cartesiano de dos conjuntos puede generalizarse al caso de n
conjuntos (con n > 2), de manera natural, a través de las n—tuplas ordenadas

21
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1 2

Si a es un conjunto, notaremos a* = a,a° = a X a, a3

= a X a X a,y asi sucesivamente.

Nota: Sean A y B clases. Entonces, la clase producto cartesiano de A y B, que notaremos
A x B,eslaclase: {(x,y) : x € ANy € B}.

2.2. Relaciones

Definicién 2.2.1. Diremos que una clase R es una relacién (binaria) si todos sus elemen-
tos son pares ordenados (una relacién n—aria es una clase cuyos elementos son n—tuplas
ordenadas).

Notacién: Si R es una relacion, con frecuencia escribiremos xRy en lugar de (x,y) € R
(y diremos que x esta relacionado con y por R).

Ejemplos: Dados dos conjuntos a y b, cualquier subconjunto de a X b es una relacién.
En cambio, los conjuntos {@} y {{@}} no son relaciones.

Definicién 2.2.2. Sea R una relacién. Entonces

(@) Eldominio de R esdom (R) = {x: (3y)((x,y) € R)}.
(b) El rango o recorrido de R es rang (R) = {y : (Ix)((x,y) € R)}.
(c) El campo de R es campo(R)=dom(R)U rang(R).

Proposicién 2.2.3. Si R es una relacion, entonces R C dom (R) x rang (R). Ademds, si R es
un conjunto, las clases dom (R) y rang (R) son conjuntos.

Definicién 2.2.4. Diremos que una relacién R es funcional si
VxVyVz({x,y) € R A (x,z) ER -y =2z)
Definicién 2.2.5. Diremos que una relacién R es inyectiva univoca si

Vx Yy Vz({x,y) € RA(z,y) € R - x =z)

Ejemplos: La relacion de identidad en un conjunto a, que notaremos I,, es la clase { (x, x) :
x € a}.Obviamente, I, es una relacion funcional e inyectiva (de manera similar se puede
definir la relacién identidad, I4, en una clase A). La relacién de pertenencia en un con-
junto a, que notaremos €,, es la clase {(x,y) : x €aAy € a Ax € y}. Obviamente, €,
es una relacién que, en general, no es funcional ni inyectiva.

Definicién 2.2.6. Sea R una relacién. La relacién inversa de R, que notaremos R, esla

clase {(x,y) : (y,x) € R}.
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Definicién 2.2.7. Sea R una relacién y A una clase. Entonces

1. La clase imagen de A por R, que notaremos R[A], es la clase

{x: @)y e AN (y,x) € R)}

2. La clase imagen inversa de A por R es, por definicién, R~![A].

Definicién 2.2.8. Sean R y S relaciones. Entonces la composicién de Ry S (en ese orden!),
que notaremos S o R es la clase

{{x,y): 3z ((x,z) e RA{(z,y) € S)}

Proposicién 2.2.9. Sean R, S y T relaciones. Se verifica:

(1) dom (R™1) = rang (R), rang (R™1) =dom (R) y (R"1)"1 =R.

(2) dom (SoR) Cdom (R) y rang (So R) C rang (S).

(3) SoR Cdom (R)x rang (S).

(4) Ry S conjuntos = S o R conjunto.

(5) Ry S funcionales = S o R funcional.

(6) R inyectiva <= R~! funcional.

(7) Ry S inyectivas = S o R inyectiva.

(8) To(SoR)=(ToS)oR.

9 (SoR)"!'=R1los !, (SUR)T=R1TUSly(SNR)'=R1ns 1

Definicién 2.2.10. Una relacién (binaria) R en un conjunto a (resp. en una clase A) es un
subconjunto de a X a (resp. una subclase de A x A).

De manera andloga se define el concepto de relaciéon n-aria en un conjunto o en una
clase.

Definicién 2.2.11. Sean R una relacién y a un conjunto. La restriccion de R al conjunto 4,
que notaremos R [ a eslaclase {(x,y) : (x,y) € RAx € a}.

Proposicién 2.2.12. Si R es funcional (resp. inyectiva) y a es un conjunto, entonces R | a es
funcional (resp. inyectiva).
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2.3. Aplicaciones

Definicién 2.3.1. Una aplicacién es una relacién funcional. Una aplicacién inyectiva es
una relacion funcional inyectiva.

Sean f una aplicacién y x € dom (f). Entonces existe un tinico conjunto y tal que
(x,y) € f (se dice que y es la imagen o el valor de x por f, y se representa asi: y = f(x)).

Definicién 2.3.2. Una aplicacién de un conjunto 2 en un conjunto b (notaremos f : 2 —
b) es una aplicacién cuyo dominio es a y cuyo rango estd contenido en b. Si, ademas, el
rango es b, entonces se dice que la aplicacién es suprayectiva.

Definicién 2.3.3. Diremos que una aplicacién de un conjunto 2 en un conjunto b es
biyectiva si es inyectiva y suprayectiva de a en b.

Nota: Las definiciones anteriores se pueden extender a clases. Asi, una aplicacién de una
clase A en una clase B (notaremos F : A — B) es una aplicacién tal que dom (F) = Ay
rang (F) C B.

Sean a y b conjuntos. Notaremos por “b a la clase cuyos elementos son las aplicaciones
de a en b. Obsérvese que

— Para cada conjunto a se tiene que ?a = {@}.
— Sia es un conjunto no vacio, entonces @ = @.

Proposicién 2.3.4. Se verifica:

(1) Siuna aplicacion es inyectiva, entonces su relacion inversa es una aplicacion (que, ademds,
es inyectiva).

(2) La composicion de dos aplicaciones (resp. aplicaciones inyectivas) es una aplicacion (resp.
aplicacion inyectiva).

(3) Si f :a — b (resp. suprayectiva o biyectiva) y g : b — c (resp. suprayectiva o biyectiva),
entonces g o f : a — c (resp. suprayectiva o biyectiva).

(4) Siay bson conjuntos, entonces la clase *b es un conjunto.
(5) Si f:a — b es biyectiva, entonces la relacién f~1 es una aplicacion biyectiva de b en a.

(6) Sea f :a — b una aplicacién tal que la relacion f~' es una aplicacién de b en a. Entonces
f es biyectiva (y, por tanto, f~' también).

(7) Sean f :a — by c C a. Entonces f | ¢ es una aplicacion de c en b.



2.4. Familias de conjuntos 25

(8)

)
(10)

(11

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

2.4.

Si f es una aplicacion y a es un conjunto, entonces fla] = {f(x) : x €aAx € dom(f)}

y fla] = {x: x € dom(f) A f(x) € a}.

Si f :a — b es biyectiva, entonces f to f =T,y fo f~! =1,

Sean f:a —b,c Ca,d Ca,c Cb,d Cb. Entonces
* fleud] = fleJUf
* flend] C fle]Nf
* fdud] =
« e nd] = f

9

9

Sea f : a — b. Entonces f es inyectiva si para cadac C a, d C a se tiene que f[c Nd] =
fleJ 0 fld].
Seaf:a—b.SicCaydChb,entoncesc C f1f[c]]y fIf1[d]] C d.

Sea f : a — b. Entonces

x f es inyectiva si para cada c C a se tiene que c = f~1[f|c]].

x f es suprayectiva si para cada d C b se tiene que d = f[f ~1[d]].

Sean f :a — by g :b — c. Sigo f esinyectiva (resp. suprayectiva), entonces f es
inyectiva (resp. g es suprayectiva).

Sean f :a — byg:b — atalesquegof = I,y fog = I Entonces f y g son
biyectivas y, ademds, f = g~ 1.

Sea f : a — b. Entonces f es biyectiva si existe una vinica aplicacion g : b — a tal que
gof=Lyfog=1I,

Familias de conjuntos

Las familias de conjuntos permiten generalizar algunos conceptos (unién, intersec-
cién, producto cartesiano) definidos para dos conjuntos, al caso de “un namero arbitra-
rio de conjuntos".

Definicién 2.4.1. Sea [ un conjunto. Una familia de conjuntos con conjunto de indices I es
una aplicacion, f, cuyo dominio es I.

En tal situacion, para cada j € I notaremos f; en lugar de f(j). Asimismo, la familia
f seré representada por (f;)ic;-
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Definicién 2.4.2. Sean I un conjunto no vacio y a2 un conjunto. Una familia de partes de a
con conjunto de indices I, es una aplicaciéon de I en P(a).

Definicién 2.4.3. Sea (4;);c; una familia de conjuntos. Entonces

1. La unién de los conjuntos de la familia (a;);c;, que notaremos Uai, es la clase
i€l
{x:3Jjjelnxea)}.

2. Lainterseccion de los conjuntos de la familia (a;);¢;, que notaremos ﬂai, es la clase
iel
{x:Vj(jel—xeca))}.
3. El producto de los conjuntos de la familia (a;);c, que notaremos Hﬂi/ es la clase
iel

{x : (x es una aplicacion ) Adom (x) = I A (Vj(j € [ — x(j) € a))}

Observacion: Se tiene que U a; = apUay y que ﬂ a; = agpNa;. En cambio,
ie{0,1} ic{0,1}
H a; # ag X a1, si bien existe una biyeccién natural entre ellos.
ie{0,1}

Proposicién 2.4.4. Sea a = (a;);c; una familia de conjuntos. Entonces

(1) Ual Urang (a).

iel

() ﬂal N rang (a).

icl
Corolario 2.4.5. Sea a = (a;);c; una familia de conjuntos tal que a es un conjunto. Entonces
(1) La clase Uai es un conjunto.
iel
(2) Sil =@, laclase ﬂai es la clase universal V.
il
(3) Si I # @, laclase ﬂai es un conjunto.
iel

(4) Se tiene que Hﬂi CP(Ix Uai). Luego, la clase Hﬂi es un conjunto.
iel iel iel
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Comentario: Es obvio que si [ [a; # @, entonces Vj(j € I — a; # @). En cambio,
icl

con los axiomas que hemos introducido hasta ahora no podemos probar ni refutar el

reciproco (como veremos mds adelante, para probarlo es suficiente que admitamos el

axioma de eleccién).

Definicién 2.4.6. Una particién en un conjunto b es una familia (4;);c; de conjuntos tal
que:

1. Vj(j € I—>a]‘ - b/\a]‘ # Q).

2. ViVk(j e INk € INj#k —ajNa,= Q).

3. ULZZ' =b.

iel

Nota: La interseccion de aplicaciones siempre es una aplicaciéon. En cambio, la unién de
aplicaciones no tiene por qué ser una aplicacién (puede fallar la funcionalidad).

Ahora bien, supongamos que a y b son conjuntos, que (4;);c; es una particién de a y que

(fi)ie1 es una familia de aplicaciones de a; en b. Entonces g = U fi es una aplicacién de
icl

a en b (verificando la condicion siguiente: para cada i € I se tiene que g [ a; = f;; mds

aun, g es la tnica aplicaciéon de a en b verificando la condicién anteriormente descrita).

2.5. Relaciones de equivalencia

Definicién 2.5.1. Sea A una clase y R una relacién binaria en A (es decir, R C A x A).
Diremos que

1. Resreflexivaen AsiVx € A({x,x) € R).

2. Ressimétricaen AsiVx,y € A((x,y) € R — (y,x) € R).

3. Res transitivaen A siVx,y,z € A({(x,y) € RA(y,z) € R — (x,z) € R).
4. R es de equivalencia en A si es reflexiva, simétrica y transitiva en A.

Definicién 2.5.2. Diremos que una relacion R es reflexiva (respectivamente, simétrica,
transitiva o de equivalencia), si lo es en la clase campo(R).

Ejemplos: El conjunto vacio es una relaciéon de equivalencia en el conjunto vacio (pero
no lo es en un conjunto no vacio). La relacién de identidad en un conjunto, es de equi-
valencia en dicho conjunto. En cambio, en general, la relacién de pertenencia no verifica
dicha propiedad.
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Proposicién 2.5.3. Sea R una relacion de equivalencia en una clase A. Entonces R™1 es de
equivalencia en A y para cada B C A, la relacion R N (B x B) es de equivalencia en B.

Definicién 2.5.4. Sea R una relacién de equivalencia en una clase A y sea x € A. La
clase de equivalencia de x por la relacion R, que notaremos XX o simplemente ¥, es la clase

{y:ye An(xy) € R}

Proposicién 2.5.5. Sea R una relacién de equivalencia en una clase A. Se verifica:
1) Vx(x € A - xR C ANTR £ ©).
(2) VaVy(x € AAy € A — ({x,y) € R < xR =7K)).
B) VaVy(x e Any e A — (R =yR 7R nyR #£ ).

Definicién 2.5.6. Sea R una relacién de equivalencia en un conjunto a. El conjunto cocien-
te de a por R, que notaremos a/R, es la clase {xX : x € a}.

Proposicién 2.5.7. Si R una relacion de equivalencia en un conjunto a, entonces la clase a/R
es un conjunto.

Proposicién 2.5.8. Sea R una relacién de equivalencia en un conjunto a. Entonces la familia
(xR).x c(a/R) €8 UNA particion del conjunto a.

A cada particiéon A en un conjunto a se le puede asociar una relacién de equivalencia
Rx en a (dos elementos estdn relacionados si pertenecen al mismo conjunto de la parti-
cién), de tal manera que la particion en a asociada a Ry, de acuerdo con la proposicion
anterior, es precisamente la particion inicial A.

Definicién 2.5.9. Sea A = (a;);c; una particiéon de un conjunto a. Diremos que un con-
junto b C a es un conjunto de representantes de A si

Vi(jel— 3x(anb={x}))

Nota: Con los axiomas introducidos hasta ahora, no se puede demostrar, ni refutar, que
para cada particién A de un conjunto 4, exista un conjunto de representantes de A.

2.6. Problemas resueltos

Ejercicio 17. Sean a y b conjuntos. Probar que:
(D NN(a,b) =a.
@atb = NU@ab)—Nab) =0
B (NU{a b)) U(UU(a, b) —UN(a b)) =b.
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(1) Se verifica que:
NN(a,b) = NN({{a} {a,b}}) = N{a}t N{ab}) =N{a} =a

(2) Supongamos que a # b. Entonces

N(Ua, b) —N(a, b)) =
EU{{ﬂ} Aabry —N{{a}, {a,b}}) =
(

DD

{a}U{a,b}) — ({a} N {a,b})) =
N({a b} —{a}) Z' N{b} = b

(3) Se tiene que:

(NU{a, b)) U (UU(a,b) —UN(a, b)) =

N({a} U{a,b}) U(U({a} U{a,b}}) —U({a} N{a,b})) =
N{a, b} U (U{a, b} — Ufa}) =

(anb)U((aub) —a)=(@nb)U(b—a)=0

Ejercicio 18. Demostrar o refutar:
(1) Laclase A = {{x,y) : (x,y) # x X y} es propia.
(2) Si R es una relacion y a es un conjunto, entonces R|a] es un conjunto.

(3) R es una relacion transitiva <= Ro R = R.

(1) Verdadero. Veamos que V C (JU A.

= Sea x € V. Entonces (x,0) # @ = x x @. Luego, (x,@) € A. Ahora bien:
x € {x} e {{x},{x,0}} =(x, @) € A
Es decir, x € JU A.

Por tanto, la clase A es propia.

(2) Falso. Consideremos la relaciéon R = {x} x V y el conjunto 4 = {x}. Entonces
R[a] = V. Luego, la clase R[a] es propia.

(3) Falso. En efecto: R = {(0,1)} es una relacion transitiva y
RoR=® #R

Ejercicio 19. Demostrar que la clase A = {f : f es una aplicacion} es propia.
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Veamos que V C |JUJU A. Para ello, sea x € V. Entonces {(x,x)} € A. Ahora bien

(x,x) e UA
{x} e {{x} {x,x}} = (x,x) } —  {xjeyuAa
Teniendo presente que x € {x} A {x} € UU A, deducimos que x € JU U A.

En consecuencia, la clase A es propia pues, de lo contrario, la clase |J |JJ A seria un
conjunto y, por tanto, también lo seria la clase universal V.

Ejercicio 20. Demostrar que la clase

A={z:(3x)(Fy)(z = (x,¥))}

es propia.

En este ejercicio, vamos a utilizar el siguiente método para probar que una clase es
propia:

“Para probar que una clase A es propia, basta hallar una clase propia B que esté
contenida en una clase obtenida a partir de A, mediante operaciones cerradas para
conjuntos”.

Vamos averque V C JU A.

Sea x un conjunto arbitrario. Entonces

xe{x} AN{x} e {{x},{x,x}}=(x,x) e A
Luego, x € UU A.
Por tanto, la clase A tiene que ser propia ya que, de lo contrario, la clase |J|J A seria un

conjunto (por el axioma de la unién). Luego, por el esquema de axiomas de separacion,
también lo seria la clase universal V.

Ejercicio 21. Sean a un conjunto no vacio y b, c conjuntos. Probar que :

bCc<+=axbCaxc <<bxaCcxa

Veamos queb C ¢ = ax b Caxc.Paraello,sea (x,y) € axb.Entoncesx € aAy € b.
Luego, x € a Ay € c. Por tanto, (x,y) € a X c.

Veamos que a x b C a xc¢ = b xa C ¢ xa.Paraello, sea (x,y) € b x a. Entonces
(y,x) € a xb.Luego, (y,x) € a x c. Por tanto, (x,y) € ¢ X a.
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Veamos que b x a C ¢ x a = b C c. Para ello, teniendo presente que a # @ existe un
conjunto d € a. Luego,

Vx(x €b— (x,d) ebxa— (x,d) Ecxa— xEc)

Ejercicio 22. Sean a y b conjuntos. Probar que es un conjunto la clase siguiente: A = {{z} x
b:zea}

Veamos que A C P(a x b). Paraello,sea x € A. Entonces existez € atal quex = {z} x b.
Se verifica que:

zea—{z} Ca—{z} xbCaxb—{z} xbePlaxb) —xecPlaxb)

Como a y b son conjuntos, resulta del axioma de las partes que P(a x b) es un conjunto.

Teniendo presente que A C P(a x b), del esquema de axiomas de separacién deducimos
que la clase A es un conjunto.

Ejercicio 23. Dado un conjunto x definimos x ' = {{y,z) : (z,y) € x}. Si ay b son conjun-
tos, probar que:

(1) (aub)!'=atub L
2 (anb)t=atnbp L
B (a—b)t=atl-p1

Sean x e y conjuntos arbitrarios. Se verifica que:

(x,y) € (aUb)™! « (y,x)€aUb (y,x)€aV(y,x)€b

= (yy)ealViry) eb e (xy) catUub!
(x,y) € (anb)™! « (y,x)€anb (y,x) cany,x) b

= (py)ea ' A{xy) eb o (xy) eatnb!
(vy)€@=b)"" « (yx)€a-be(yx)can(yx) ¢b

= (oy)ea ' A(y) gb = (vy) eat —b!

Ejercicio 24. Sean R y S relaciones. Probar que (Ro S)~! = S~1o R71,

Sean x e y conjuntos arbitrarios. Se verifica que:

(ty) € (RoS)™ o (%) € RoS o 3((y,2) €S A (z,) € R)
— I((z,y) € ST A (x,z) € R7Y)
— (x,y) e S toR™!
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Ejercicio 25. Calcular todos los pares ordenados de P(2), y el conjunto P(2) "1 o (P(2) | 1).

En primer lugar, hallemos todos los pares ordenados que pertenecen al conjunto

P(2) = P({0,1}) = {0,{0},{1},{0,1}}

* Recordemos que un par ordenado es un conjunto no vacio, que posee uno o dos
elementos y tal que todos sus elementos son no vacios. Luego, los conjuntos 0, {0}
y {0, 1} no son pares ordenados. ;Lo es el conjunto {1}? Veamos que si.

{1} = {{0}} = {{0},{0,0}} = {0,0)

Asi pues, P(2) 1 = {(0,0)} = {{1}} y P(2) [ 1= P(2) | {0} = {(0,0)}.
Ademds, P(2)" 1o (P(2) | 1) = {(0,0)}.

Ejercicio 26. Sean a y b conjuntos y F una aplicaciéon. Probar que:
(1) F'ua) = U{F Y] : c € a}.
(2) Sia es un conjunto no vacio, entonces F~1[Na] = N{F~![c] : c € a}.

(3) F'la—b]=F1a - F[p].

(1) Sea x un conjunto arbitrario. Entonces,

xe F1lJa < F(x)eUa+ Jyly€anF(x)€y)
o JyyeanxeF ) oxeU{F'y: yea}

(2) Supongamos que a es un conjunto no vacio. Sea x un conjunto arbitrario. Entonces

x € F1[N4] x € dom(F) AF(x) € Na

x € dom(F) AVy(y € a — F(x) € y)
Vy(y €a — x € dom(F) AF(x) €y) [a+#Q]
Yy (y € a — F[y])

xe{Fllyl: yea}

Nota: Si el conjunto a es vacio, entonces el resultado anterior no tiene porqué ser
cierto. En efecto:

11111

FYN@] = F![V] =dom (F)
y, en cambio, \{F![c] : c€ @} =ND = V.
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(3) Sea x un conjunto arbitrario. Entonces

x€Fla—b] < F(x)€a—-b< F(x)€aAF(x)¢gb
— xe€Fla|AxgF b < xecFla —F 1

Ejercicio 27. Sean a un conjunto no vacio y F una aplicacion. Probar que son equivalentes:
(1) Vx3y ((x,y) e FAVz €a (y € 2)).
(2) VxVz € a3y ((x,y) € FAy € z).

(1) = (2)

— Sean x un conjunto y z € a. Por (1) existe un conjunto yo tal que (x, 1) € FAVz €
a (yo € z). Entonces, yo € z. Luego, se tiene (2).

(2) = (1)

— Sea x un conjunto. Como a # @, existe zg € a. De la hipétesis (2), resulta que existe
yo tal que (x,y0) € F A yp € zo.

Veamos que Vz € a (yo € z). En efecto: si z € a por (2) existe y, tal que (x,y,) €
F Ny, € z. Ahora bien, como F es funcional se tiene que y, = y¢. Luego, yp € z.

Ejercicio 28. Sean {a; };c; una familia de conjuntos tal que I # @y b un conjunto. Probar que:
® bn(ai) =) Na). @ bU (Jai) = J@Ua).
i€l i€l i€l i€l
@ b (Ya) =@ na). @ buU () = Ua).
iel iel iel iel
) b—(ai) = J —a:). © b—(Jai) = (0~ a).
iel iel iel icl
@) bx ((ai) = )b x a). ® bx ([Ja;) = [J(0 x a).
iel iel iel iel

Sean x, z conjuntos arbitrarios. Se verifica que:
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M) xebn((Ja) < x€e€bAxe(Ja—xebAViel(xea)
i€l iel
U£2) Viel(x ebAx€a)
— Viel(xebna)
- xe[(bna)
i€l
2)xebU(|Ja;) < xebvxelaj—xebvIiel(xea)
i€l i€l
U£2) dicel(xebVxea)—diel(xebUa)
- xelJouag)
iel
B)xebn(Ja) < xebAxe|Jas—xebrTiel(xea)
iel i€l

— dJiel(xebAxea)—Jicl(xecbna)
— xelJbna)
iel
(4) Razonamiento andlogo al realizado en (3).
5)xeb— () < xebAxg(Jas—xebrTiel(xga)
icl iel
— dJiel(xebAxga;))—Jiel(xeb—a)
- xelJb—a)
iel
6)xeb—(Ja) < xebrxg|Jaj—oxecbnrViel (x¢a)
iel iel
a2 Viel(xebAxga;) —>Viel(xeb—a;)
- xe[b-a)
i€l
(7) (x,z) €bx(Ja; < x€bAze(\a
i€l iel
xebAViel(z € a)
Viel(xebAze€a))
Viel((x,z) €bxa)
(x,z) € ((b % a;)

icl

!

(

*

?)

111

(8) Razonamiento andlogo al realizado en (7).
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2.7. Problemas propuestos

Ejercicio 2.1. Sea R una clase. Probar que (R1)~! = R + R relacién.

Indicacién: Pruébese que si X = Y~1 entonces X es una relacion.

Ejercicio 2.2. Sean R una relacién y a, b conjuntos. Probar que:

(1) R[aUb] = R[a] UR[D].
(2) R[anb] C Rla] N R[b].
(3) R[a] — R[b] C R[a —1].
(4) Sia C dom(R), entonces a C R~[R]a]].
(5) Sia C rang(R), entonces a C R[R™![a]].
(6) ;Son validas las igualdades en (2), (3), (4) y (5)?
Ejercicio 2.3. Sean R y S relaciones tales que rang(R) C dom(S). Probar que
dom(SoR) = dom(R)
Ejercicio 2.4. Calcular (1) x2e (N1) x 2.
Ejercicio 2.5. Sea x = P(2). Calcular dom(€y) y rang(€yx).

Ejercicio 2.6. Sea x un conjunto. Probar que x?

unitario.

es una aplicacioén si y sé6lo si x es vacio o

Ejercicio 2.7. Sean a,b,c y d conjuntos tales que a x b = ¢ x d. ;Bajo qué condiciones
podemos asegurar quea =cy b = d?

Ejercicio 2.8. Sean x, y y z conjuntos. Demostrar o refutar:

(1) dom(x Uy) =dom(x) U dom(y).
(2) dom(x Ny) =dom(x) Ndom(y).

() xo(yUz) =(xoy)U (xoz).

Nota: Sean A y B clases. Se definen dom(A) =dom(AN(VxV))yAoB=(AN(V x
V))o (BN (V x V)).

Ejercicio 2.9. Probar que la clase A = {f o g : f,¢ € 22} es un conjunto y calcular todos
sus elementos.
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Ejercicio 2.10. Con los axiomas introducidos hasta ahora, demostrar o refutar:

@) Vx ({x} x {x} = {{{x}}}).
Q) Vx3f (f:x—xAfofl=Ff).

Ejercicio 2.11. Sean a y b dos conjuntos y f : a4 — b. Probar que f es inyectiva si y s6lo
si para cualquier conjunto c y aplicaciones g: ¢ —a,h:c — atalesque fog = foh,se
tiene que ¢ = h.

Indicacién:Para la implicaciéon <=, supdéngase que existen x,y € a tales que f(x) =
f(y) y considérese ¢ = {@}, g(?D) = xy h(D) = y.

Ejercicio 2.12. Sean a y b dos conjuntos y f : a — b. Probar que:

(1) f es suprayectiva siy sélo si para todo x C a, b — f[x] C f[a — x].
(2) f es suprayectiva siy s6lo si para cualquier conjunto d y aplicaciones g : b — d,
h:b— dtalesquegof =ho f,setiene que g = h.
Indicacién:(1) Para la implicaciéon <=, témese x = . (2) Para la implicacién <,
pruébese el contrarreciproco buscando un cotraejemplo adecuado.

Ejercicio 2.13. Sean a y b dos conjuntos y f : a — b. Probar que f es biyectiva si y s6lo
si para todo x C a se tiene que f[a — x| = b — f[x].

Indicacién:Pruébese un resultado anédlogo al del apartado (1) del problema 2.12, pa-
ra la inyectividad.

Ejercicio 2.14. Sean a, b, c y d conjuntos, f :a — b, g:b — cyh : ¢ — d. Probar que si
g o fyhogsonbiyectivas, entonces f, g y h también lo son.

Ejercicio 2.15. Sean x e y dos conjuntos y f : x — y. Definimos la relacién R en x:
(a,b) € R < f(a) = f(b), para cualesquieraa,b € x.

(1) Probar que R es una relacién de equivalencia en x.

(2) Probar que ¢ = {(u,b) : u € x/RA3Ja(a € xAu = a8 Ab = f(a))} es una
aplicacion.

(3) Probar que g es inyectiva.
Ejercicio 2.16. Encontrar el error en el siguiente razonamiento:
“Sea R una relacion simétrica y transitiva en A. Sean x,y € A tales que xRy.

De la simetria de R se deduce que yRx. Luego, xRy N\ yRx. De la transitividad de R
resulta que xRx. Por tanto, la relacion R es reflexiva en A".
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Ejercicio 2.17. Sea R una relacién en una clase A. Probar que:

(1) Resreflexivaen Asiysolosily CR.

(2) R es simétrica siysolosi R = R

(3) R es transitiva siysélosi RoR C R.

(4) SiR esreflexiva en A y transitiva, entonces R o R = R ;Es cierto el reciproco?

(5) R es de equivalencia en A siysélosi RoR™! = Ry dom(R) = A.

Indicacién:(5) Apliquense los apartados anteriores.

Ejercicio 2.18. Sean R; y R relaciones de equivalencia en una clase A. Probar que R; o
R; es de equivalencia en A siy s6losi R; o Ry = Ry o R;.

Indicacién: Ultilicese el ejercicio 2.17.

Ejercicio 2.19. Sea S una clase no vacia cuyos elementos son relaciones de equivalencia
en un conjunto x. Probar que (S es una relacién de equivalencia en x.

Ejercicio 2.20. Sea x un conjunto. Probar que es un conjunto la clase
A = {R : R es una relaciéon de equivalencia en x}

Ejercicio 2.21. Sea R una relacién que es un conjunto. Demostrar que:

(1) Laclase A = {S : S relacién transitiva y R C S} es propia.
(2) Larelacion R = N A es un conjunto tal que R C R’ y R! es una relacién transitiva.
(3) Si S es una relacién transitiva tal que R C S, entonces Rt C &S.

(4) Si x es un conjunto tal que campo(R) C x y R = R U I, entonces R} es una
relacion reflexiva y transitiva en x, y, ademas, esta contenida en cualquier relacién
reflexiva y transitiva en x que contenga a R.

Nota: R} se denomina clausura reflexiva—transitiva de R en x.



38

Capitulo 2. Relacionesy aplicaciones




Capitulo 3

Relaciones de orden

3.1. Ordenes parciales

Definicién 3.1.1. Sean A una clase y R una relacién en A. Diremos que:

1.
2.
3.

7.

R es irreflexivaen A siVx € A((x,x) ¢ R).

R es transitivaen AsiVx,y,z € A({(x,y) € RA(y,z) € R — (x,z) € R).
Resconexaen AsiVx,y € A((x,y) € RVx=yV (y,x) € R).

R es un orden parcial en A si R es irreflexiva y transitiva en A.

R es un orden total en A si R es irreflexiva, transitiva y conexa en A.

(A, R) es una clase parcialmente ordenada (p.o.) si R es un orden parcial en la clase

(A, R) es una clase totalmente ordenada (t.0.) si R es un orden total en la clase A.

Ejemplos:

(1) Larelaciéon @ es un orden total en @ y en cualquier conjunto unitario.

(2) Larelaciéon @ es un orden parcial no total en cualquier conjunto que posea mds de

un elemento.

(3) Sia es un conjunto no vacio, entonces la relaciéon de identidad, I, no es un orden

parcial en a.

(4) Sia esun conjunto no vacio, entonces la relacién a x a no es un orden parcial en a.

39
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(5) Si A es una clase, entonces la relacion g definida asi:
xGy—xe ANye AN Gy

es un orden parcial en A que, en general, no es total.

Notas: Con frecuencia, usaremos el simbolo < para representar genéricamente una re-
lacién de orden en una clase A. Si x < y Vy < x, entonces diremos que los conjuntos x
e y son comparables por la relacién <.

Representaremos por x > y la expresiéon y < x.
Representaremos por x £ y la expresiéon —(x < y).
Representaremos por x < y la expresion (x <y Vx =y).

Representaremos por x > y la expresion (y < x Vx =y).

Proposicién 3.1.2. Sea (A, <) una clase p.o. Sean x, y elementos de A. Entonces

(1) Las condiciones x <y, x = y ey < x son excluyentes.
(2) Six <yey < x, entonces x = y (propiedad antisimétrica).

Proposicién 3.1.3. Sea R un orden parcial (resp. total) en una clase A. Entonces

(1) R~ es un orden parcial (resp. total) en A (orden inverso).

(2) Si B C A, entonces RN (B x B) es un orden parcial (resp. total) en B (orden inducido
por Ren B).

Elementos notables en una clase parcialmente ordenada

Definicién 3.1.4. Sean (A, <) una clase p.o. y B C A. Sea x € A. Entonces

1. x es una cota superior de Ben (A, <) siVy (y € B — y < x).
2. x es una cota inferior de Ben (A, <) siVy (y € B — x < y).

3. Diremos que B esta acotada superiormente (resp. acotada inferiormente) en (A, <), si
B posee, al menos, una cota superior (resp. inferior) en (A, <).

4. Diremos que B estd acotada en (A, <) si lo estd superior e inferiormente.

5. x es el supremo de B en (A, <) (y notaremos x = sup B) si x es cota superior de B
y Vy (y cota superior de B — x < y).
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6. x es el infimo de B en (A, <) (y notaremos x = inf B) si x es cota inferior de B y
Vy (y cota inferior de B — y < x).

7. x es el mdximo o iltimo elemento de B en (A, <) si x = sup By x € B. Notaremos
x = max B.

8. x es el minimo 6 primer elemento de B en (A, <) si x = inf By x € B. Notaremos
x = min B.

9. x es un elemento maximal de Ben (A, <)six e ByVy (y € B— x £ y).

10. x es un elemento minimal de Ben (A, <) six € ByVy (y € B— y £ x).

Intervalos en una clase parcialmente ordenada

Definicién 3.1.5. Sean (A, <) una clase p.o. y x,y elementos de A.

(@) Elintervalo cerrado de extremos x e y, que notaremos [x,y|, eslaclase {z € A: x <
zNz <y}

(b) Elintervalo abierto de extremos x e y, que notaremos |x, y[, eslaclase {z € A: x <
zNz <y}

(c) Elintervalo abierto a la izquierda y cerrado a la derecha de extremos x e y, que notare-
mos |x,y|,eslaclase {z € A: x <zAz <y}

(d) Elintervalo cerrado a la izquierda y abierto a la derecha de extremos x e y, que notare-
mos [x,y[,eslaclase {z € A: x <zAz <y}

(e) Elintervalo abierto a la izquierda e ilimitado a la derecha de extremo x, que notaremos
Jx, — [, eslaclase {z € A: x < z}.

(f) Elintervalo cerrado a la izquierda e ilimitado a la derecha de extremo x, que notaremos
[x,— [,eslaclase {z € A: x < z}.

(g) Elintervalo ilimitado a la izquierda y abierto a la derecha de extremo x, que notaremos
] <, x[,eslaclase {z € A: z < x}.

(h) Elintervalo ilimitado a la izquierda y cerrado a la derecha de extremo x, que notaremos
] <, x],eslaclase {z € A: z < x}.

(i) Elintervalo ilimitado a la izquierda y a la derecha, es la clase A y notaremos | <, — |[.

Segmentos y secciones iniciales en una clase parcialmente ordenada

Definicién 3.1.6. Sean (A, <) una clase p.o.y x € A.
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(a) La seccidn inicial de (A, <) de extremo x (que notaremos S%(x), o bien Ay) es el
intervalo | «—, x[; es decir, eslaclase {y € A: y < x}.

(b) Diremos que una subclase B de A es una seccién inicial de (A, <) si

Jx (x € AANB = S4(x))

(c) Diremos que una subclase B de A es un segmento inicial de (A, <) si

VaVy (x e ANy € BAx <y — x € B)
Observaciones:

(1) Toda seccién inicial es un segmento inicial.

(2) Existen segmentos iniciales que no son secciones iniciales.

(3) Todo intervalo ilimitado a la izquierda es un segmento inicial.

(4) Existen segmentos iniciales que no son intervalos ilimitados a la izquierda.

Definicién 3.1.7. Sea (A, <) una clase p.o.y x,y € A. Diremos que

(@) x es un predecesor de y (y es un sucesor de x) en (A, <) six < y.

(b) x es un predecesor inmediato 6 anterior de y (o bien, y es un sucesor inmediato 6 si-
quiente de x) en (A, <) six <yy|x,y[=Q.

Homomorfismos entre clases parcialmente ordenadas

Definicién 3.1.8. Sean (A, R) y (B, S) clases p.o. Sea F una aplicacién tal que dom (F) =
Avyrang (F) C B (es decir, F es una aplicacion de la clase A en la clase B). Diremos que

(@) F es un homomorfismo ( 'y notaremos F : A ~ B)si

Vx,y € A (xRy — F(x)SF(y))

(b) F es una aplicacion creciente si Vx,y € A(xRy < F(x)SF(y)).
(c) F esuna inmersion si F es creciente e inyectiva.
(d) F es un isomorfismo (y notaremos F : A = B)si F es creciente y biyectiva.

(e) Dos clases p.o. son isomorfas si existe, al menos, un isomorfismo de una en otra.
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Observaciones:

(1) Inmersién = Creciente = Homomorfismo.
(2) La composicién de homomorfismos es un homomorfismo.

(3) La aplicacion inversa de un isomorfismo es un isomorfismo. Luego la definicién
dada en el apartado (e) no contiene ambigedad alguna.

(4) Larelacion “ser isomorfos.®s de equivalencia entre clases p.o.

3.2. Ordenes totales

En esta seccién se trata de probar algunas propiedades validas para 6érdenes totales que,
en cambio, no lo son, en general, para 6rdenes parciales.

Es facil dar ejemplos de clases p.o. en las que haya subclases que posean varios ele-
mentos minimales. Pues bien, en una clase t.o. si una subclase posee algiin elemento
minimal, entonces éste es el minimo y, a posteriori, es el tinico minimal de la subclase
(andloga consideracion para los elementos maximales).

Proposicién 3.2.1. Sean (A, <) una clase t.o., B C Ay x € B. Entonces

(1) x es un elemento maximal de B si y sélo si x =mdx(B).

(2) x es un elemento minimal de B si y sélo si x =min(B).

En una clase p.o. pueden existir dos secciones iniciales que tengan extremos distintos vy,
en cambio, sean iguales las secciones (;un ejemplo?). Esto no ocurre en las clases t.o.

Proposicién 3.2.2. Sean (A, <) una clase t.o0. Entonces

Vxe AVy € A (S4(x) = S4(y) = x =)

Existen clases p.o. que poseen segmentos iniciales tales que ninguno de ellos estd con-
tenido en el otro (dar algtn ejemplo). Esto no ocurre en las clases t.o.

Proposicién 3.2.3. Sea (A, <) una clase t.o. Si B y C son segmentos iniciales de (A, <), en-
tonces BC CvVv C C B.

Entre clases p.o. un homomorfismo no tiene por qué ser una aplicacién creciente (;un
ejemplo?). Asimismo, una aplicacién creciente entre clases p.o. no tiene por qué ser una
inmersion entre dichas clases (dar un ejemplo). Pues bien, los conceptos “homomorfis-
mo", “aplicacién creciente.®”“inmersién"son equivalentes entre clases t.o.
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Proposicién 3.2.4. Sean (A, R),(B,S) clases t.o. Sea F una aplicacion tal que dom(F) = Ay
rang(F) C B. Son equivalentes:

(1) F es un homomorfismo de (A, R) en (B, S).
(2) F es una aplicacion creciente de (A, R) en (B, S).

(3) F es una inmersién de (A, R) en (B, S).

En realidad, en la proposicién anterior tinicamente se necesita la propiedad conexa
para la relacién R.

Proposicién 3.2.5. Sean (A, R) y (B, S) clases p.o isomorfas. Entonces (A, R) es t.o. si y sélo
si (B, S) es t.o.

3.3. Buenos 6rdenes

Definicién 3.3.1. Sean A una clase y R una relacién en A. Diremos que R es un buen
orden (b.o.) en A si satisface las propiedades siguientes:

(@) R esirreflexiva y transitiva en A (es decir, R es un orden parcial en A).
(b) Vx(x € A — SZ(x) es un conjunto) (diremos que R es adecuada en A).

() Vx(x CAAx # D — Jy(y = min g(x))). (diremos que R satisface el principio de
minimizacion o del menor elemento en A).

Si R es un buen orden en una clase A, entonces diremos que (A, R) es una clase bien
ordenada.

Asi pues, un buen orden en una clase A es un orden parcial, adecuado en dicha clase y
por el que cada subconjunto no vacio de la clase posee elemento minimo.

Ejemplos:

(1) Larelaciéon @ es un buen orden en el conjunto @.

(2) El “orden usual"del conjunto w de los ntimeros naturales (que se estudiara en el
tema 5), es un buen orden en w.

(3) El “orden usual"del conjunto Z de los ntimeros enteros es un orden total que no
es un buen orden en Z.
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Consideraciones:

(1) Toda clase bien ordenada es una clase totalmente ordenada.

(2) Existen clases totalmente ordenadas que no son bien ordenadas.

(3) Toda relacién en un conjunto es adecuada.

(4) Si R es un b.o. en una clase A, entonces R~! no tiene por qué ser un b.o. en A.

(5) Si R esunb.o. en una clase A y B es una subclase de A, entonces la relacién R N
(B x B) esunb.o. en B (Normalmente escribiremos (B, R) en lugar de (B, RN (B x

B)))-

Proposicién 3.3.2. Sea (A, <) una clase b.o. y B una subclase no vacia de A. Entonces, B posee
elemento minimo en (A, <).

Nota: La proposicion anterior justifica que, dada una férmula ¢(x), se describa el prin-
cipio de minimizacion 6 del menor elemento para dicha férmula como sigue:

Jxp(x) — (3x(p(x) AVy(e(y) — x <y)))

En una clase totalmente ordenada pueden existir elementos distintos del maximo, que
carezcan de elemento siguiente (ver ejercicio propuesto 3.17, apartado 2). Esa situacién
no se da en las clases bien ordenadas.

Proposicién 3.3.3. (Existencia de elemento siguiente en una clase b.o.)

Sean (A, <) una clase b.o. y x € A tal que 3y(y € A AN x < y). Entonces x posee un 1inico
siguiente en (A, <).

¢Sera cierto una especie de reciproco de la proposicioén anterior? Es decir, si en una clase
totalmente ordenada todo elemento distinto del méximo (si lo hubiere) posee siguiente
(podemos asegurar que dicha clase es bien ordenada? La respuesta es negativa (ver
ejercicio propuesto 3.18, apartado 1).

Por otra parte, en una clase totalmente ordenada pueden existir segmentos iniciales
propios que no sean secciones iniciales (ver ejercicio 37). Pues bien, esto no ocurre en las
clases bien ordenadas.

Proposicién 3.3.4. Sean (A, <) una clase b.o. y B un segmento inicial de A tal que B # A.
Entonces existe x € A tal que B = S%(x).

Al igual que antes, podemos plantearnos si serd cierto una especie de reciproco de la
proposicion anterior. Es decir, si en una clase totalmente ordenada todo segmento inicial
propio, es una seccién inicial ;podemos asegurar que dicha clase es bien ordenada? La
respuesta es negativa (ver ejercicio propuesto 3.18, apartado 3).
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Teorema 3.3.5. (de induccion en una clase b.o.)
Sea (A, <) una clase b.o. Sea B una suclase de A tal que
Vx(x € AN] «—,x[C B — x € B)

Entonces B = A.

Nota: El teorema de induccién se puede expresar en términos de férmulas del LTC. Sean
(A, <) una clase b.o. y ¢(x) una férmula. Entonces

(Vxe A(WweA(y<x—9(y) — ¢x))) = Vx e Ap(x)

Definicién 3.3.6. Sean (A, <) una clase p.o. y B C A. Diremos que B satisface la hipétesis
de induccién en (A, <)siVx € A (] <, x[C B — x € B).

Proposicién 3.3.7. Sea (A, <) una clase t.0. Si A es la vinica subclase de A que satisface la
hipétesis de induccion, entonces, (A, <) es un clase b.o.

Teorema 3.3.8. Sean (A, <) y (B, <’) clases b.o. Sean F y G homomorfismos de (A, <) en
(B, <'). Sirang(G) es un segmento inicial de (B, <'), entonces Vx(x € A — G(x) <’ F(x)).
Corolario 3.3.9. Sean (A, <) una clase b.o. y F una aplicacién creciente de (A, <) en (A, <).
Entonces Vx(x € A — x < F(x)).

Corolario 3.3.10. Sean (A, <) y (B, <') clases b.o. isomorfas. Entonces existe un 1inico iso-
morfismo entre dichas clases b.o.

Del corolario anterior resulta que el tinico isomorfismo que existe de una clase b.o.
en si misma, es la identidad.

Corolario 3.3.11. Sean (A, <) una clase b.o. y x € A. Si B es una subclase de S%(x), entonces
(A, <) no es isomorfaa (B, <).

Recordemos que en una clase t.o., si dos secciones iniciales son iguales, entonces
tienen que coincidir sus extremos. Pues bien, en las clases b.o. se verifica atin més.

Corolario 3.3.12. Sean (A, <) una claseb.o.y x,y € A. Si S2(x) = S4(y), entonces x = y.

Proposicion 3.3.13. Sean (A, <) y (B, <') clases b.o. Sea F un isomorfismo de (A, <) en
(B, <"). Entonces

Vx(x € A — F [ S2(x) 1 (SE(x), <) = (SL/(F(x)), <))

Proposicion 3.3.14. Sean (A, <) y (B, <') clases b.o. y x,y € A. Sea F un isomorfismo de
(S4(x), <) en (SB,(y), <'). Entonces, para cada z € A tal que z < x se verifica:

F[52(z): (52(2), <) = (SL,(F(2)), <)
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Teorema 3.3.15. (de comparacion de buenos érdenes) (Cantor, 1897).
Sean (A, <) y (B, <') clases b.o. Se verifica una, y sélo una, de las siguientes condiciones :
1 (A, <) = (B,<).
(2) 3'x € A((S2(x),<) = (B,<')).
3) 3y € B((A, <) = (S5, (y), <))

Definicién 3.3.16. Diremos que una clase A es bien ordenable si existe una relacién R
que es un buen orden en A.

Nota: Con los axiomas estudiados hasta ahora, no se puede demostrar ni refutar que
todo conjunto sea bien ordenable.

3.4. Problemas resueltos

Nota: En los ejercicios de este tema que lo necesiten, admitiremos las propiedades usua-
les de los nimeros naturales (w) y enteros (Z), asi como algunas propiedades “intuiti-
vas"de los conjuntos finitos e infinitos.

Ejercicio 29. Diremos que una clase p.o. verifica la propiedad del supremo (resp. propiedad del
infimo) si toda subclase no vacia de la clase que esté acotada superiormente (resp. inferiormente),
posee supremo (resp. infimo). Probar que una clase p.o. verifica la propiedad del supremo si y sélo
si verifica la propiedad del infimo.

Sea (A, <) una clase p.o que verifica la propiedad del supremo. Sea B una subclase no
vacia de A acotada inferiormente en (A, <). Entonces,

C = {x: xescotainferiorde Ben (A, <)}

es una subclase no vacia de A acotada superiormente en (A, <) (cualquier elemento de
B es cota superior de dicha clase). Luego, existe d =sup(C).

Veamos que d =inf(B)

— d es cota inferior de B. En efecto: sea x € B. Entonces x es cota superior de Cy, por
tanto, d < x.

— d es la mayor de las cotas inferiores de B. En efecto: si x es cota inferior de B,
entonces x € C y, por tanto, x <d.
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La prueba de la otra implicacion es andloga.

Ejercicio 30. Sea (a, <) un conjunto t.o. Consideremos el conjunto b caracterizado por la si-
guiente condicion:

xe€b «— xsegmentode (a, <) ND # x #a A
x carece de elemento mdximo en {(a, <)

Demostrar que:
(1) Todo elemento de b estd acotado superiormente en (a, <).
(2) Six,y € b, entoncesx &y —y—x # Q.

(3) El conjunto p.o. (b, &) verifica la propiedad del supremo.

Obsérvese que b es un conjunto ya que b C P(a).

(1) Sea c € b. Veamos que ¢ esta acotado superiormente en (g, <). Como ¢ # 4, existe
x € a—c. Entonces Vy € ¢ (y < x) pues, de lo contrario, existirfa y € c¢ tal
que x < y. Como ¢ es un segmento e y € c resultarfa que x € c. Lo que es una
contradiccion.

(2) Sean x,y € b tales quey — x # @.Sea z € y — x.Veamos que x & y. Para ello, sea
t € x.Comoz € y—x Ca—x, porlovisto en (1) se deduce que t < z.Comoz € y
e y es un segmento, resulta que t € y.

(3) Sea ¢ un subconjunto no vacio de b que estd acotado superiormente en (b, &).
Sea d una cota superior de ¢ en dicho conjunto. Entonces, Vx € c¢(x C d). Luego
UcCd g a. Luego, | ¢ es un segmento de (1, <), no vacio, distinto de a. Teniendo
presente que cada elemento de c carece de maximo en (a, <), resulta que [J c es un
segmento de a que carece de maximo en (a,<). Es decir, Jc € b. Entonces, es
inmediato que {J ¢ es el supremo de cen (b, &).

Ejercicio 31. Sean (a,R) y (b,S) conjuntos p.o. (resp. t.0. 6 b.o.) tales que aN'b = @. Sea
R@& S = RUSU (a x b). Demostrar que (a Ub, R & S) es un conjunto p.o. (resp. t.o. 6 b.o.).
[ Diremos que R & S es la ordenacién suma lexicogrdfica de Ry S y notaremos (1 Ub,R @ S) =
(a,R) @ (b,S) |

En primer lugar, observemos que la relaciéon R & S en a U b puede expresarse equivalen-
temente como sigue:

(x,y) e RS <= (xcanyeceaAxRy)V(xebAyebANxSy)V(xcany D)
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Es decir, “en primer lugar¢olocamos todos los elementos del conjunto 4, segtn la orde-
nacién R, y “a continuacién"todos los elementos de b, segtin la ordenacién S. Su repre-
sentacion gréfica es:

(A/R) (B,S) (AUB,R&S)

(1) R S es una relaciéon binaria en a U b.

En efecto: teniendo presente que R Ca x ay S C b X bresulta que

R®S=RUSU(axb)C(aUb)x (aUb)

(2) SiResirreflexivaenay S esirreflexiva en b, entonces R @ S es irreflexiva en a U b.
En efecto: si x € a U b, entonces
— O bien x € a, en cuyo caso (x,x) € Ry x ¢ b, de donde se deduce que
(x,x)  R&S.
— O bien x € b, en cuyo caso (x,x) ¢ Sy x ¢ a, de donde se deduce que
(x,x)  RDS.
(3) SiRestransitivaenay S es transitiva en b, entonces R @ S es transitiva ena U b.

En efecto: sean x,y,z € a U b tales que (x,y) € R@& Se (y,z) € R® S. Entonces

Casol:xcaeyca.
En este caso (x,y) € R. Luego,

— Obien z € a, en cuyo caso (y,z) € Ry, por tanto, (x,z) € R. De donde
resulta que (x,z) € R® S.
— Obienz € b, en cuyo caso (x,z) €axb C R&S.
Caso2:x € beycb.

En este caso: x,y,z € b. Luego, de la transitividad de S en b resulta que x5z.
Es decir, (x,z) € R® S.

Caso3:x caey€b.
En este caso, (y,z) € S = z € b. Luego, (x,z) €cax b C R&S.
(4) SiResconexaenay S esconexaenb, entonces R® S es conexa enaUb.

En efecto: sean x, y € a U b tales que x # y. Entonces
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— Obienx € aey € a, en cuyo caso (xRy) V (yRx) y, por tanto,
(x,y) ER®SV (y,x) ER®S

- Obienx €aey € b, encuyo caso (x,y) € R S.
- Obienx € bey € a,encuyo caso (y,x) € R S.
— Obienx € bey € b, en cuyo caso (xSy) V (ySx) y, por tanto,

(x,y) ER®SV (y,x) ER®S

(5) Si R satisface el principio de minimizacién en a y S satisface dicho principio en b,
entonces R @ S satisface el principio citado ena U b.

En efecto: sea c un subconjunto no vacio de a U b.

Caso 12: Supongamos que cNa # @.
En este caso, ¢ MNa es un subconjunto no vacio de 2. Luego existe p = ming (¢ N
a). Veamos que p = minggs C.
— Obviamente, p € c.
— Para ver que p es una cota inferior de ¢ en (2 Ub,R & S), consideramos
x € c tal que x # p. Entonces, o bien x € b (en cuyo caso, (p,x) € axb C
R @ S); o bien x ¢ b (en cuyo caso, x € cNay, por tanto, (p,x) € R C
R®S).
Caso 2°: Supongamos que cNa = @.
En este caso, ¢ es un subconjunto no vacio de b. Luego existe 4 = ming c.
Veamos que g = minggs c.
— Obviamente, g € c.

— Para ver que g es una cota inferior de ¢ en (a Ub,R & S), consideramos
x € ctal que x # p. Entonces, x € c = x € b. Luego, (q,x) € S C R®S.

Conclusién: si (2, R) y (b, S) son conjuntos p.o. (resp. t.0. 6 b.0.), entonces (1 Ub, R & S)
es, asimismo, un conjunto p.o. (respectivamente, t.0. 6 b.o.).

Nota: Recuérdese que toda relacion definida sobre un conjunto es adecuada. Usaremos
este resultado sin hacer mencién explicita del mismo.

Ejercicio 32. Sean (a, R) y (b, S) conjuntos p.o. (resp. t.0. 6 b.0.). Sea R ®@ S la relacién definida
en el conjunto a x b como sigue:

<x%Yy>R®S<zt>=yStV (y=tAxRz)
Demostrar que (a x b,R ® S) es un conjunto p.o. (resp. t.0. 6 b.o.). [ Diremos que R @ S es
la ordenacién producto lexicogrdfico hebreo de R y S y notaremos (a x b,R ® S) = (a,R) ®

(b,5) ]
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(1

(2)

(3)

)

SiR esirreflexivaena y S es irreflexiva en b, entonces R ® S es irreflexiva en a x b.
En efecto: si (x,y) € a x b, entonces (x,x) € Re (y,y) ¢ S.Luego, ((x,y), (x,y)) &
R®S.

SiR es transitivaen a y S es transitiva en b, entonces R ® S es transitiva en a x b.

En efecto: sean (x,y), (z,t), (u,v) € a x b tales que (x,y)R ® S(z,t) y (z, )R ®
S(u,v).

Se tiene que (ySt Vy =t) A (tSv V t = v). Por tanto, (ySv Vy = v).
Caso 1°: Supongamos que ySv.
En este caso, (x,y)R ® S(u,v).
Caso 2°: Supongamos que iy = 0.
En este caso, y = t = v. Luego, xRz A zRu. De donde resulta que xRu. En
consecuencia, (x, )R ® S(u, v).
Si R esconexaenay S esconexaen b, entonces R ® S es conexa ena X b.

En efecto: sean (x,y), (z,t) € a x b tales que (x,y) # (z,t). Entonces

Caso 1°: Supongamos que y # .
En este caso, resulta que (ySt) V (tSy). Por tanto,

(L y)R@S(z ) vV ((z )R @ S{x,y))

Caso 2°: Supongamos que iy = t.
En este caso, resulta que x # z. Luego, (xRz) V (zRx). Por tanto,

(L y)R@S(z ) vV ((z )R @ S{x,y))

Si R satisface el principio de minimizacién en a y S satisface dicho principio en b,
entonces R ® S satisface el principio citado ena x b.

En efecto: sea c un subconjunto no vacio de a x b. Consideremos el conjunto
d= rang (c) ={y€b: Ixca((x,y) €c)}

Entonces d es un subconjunto no vacio de b. Luego existe p = ming d. Conside-
remos ahora el conjunto e = {x € a : (x,p) € c}. Entonces e es un subconjunto
no vacio de a (ya que p € rang(c)). Luego existe 4 = ming e. Veamos que (g, p) =
minggs C.

— Obviamente, (g, p) € c,yaqueq € e.

— Para ver que (g, p) es una cota inferior de c en (a4 X b,R ® S), consideramos
(x,y) € ctal que (x,y) # (g, p). Entonces,
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Caso 1% Supongamos que p = y.
En este caso debe verificarse que g # x. Luego
(x,y) Ec/\y:p:>x€ei§ql{x
Es decir, (p = y A qRx). Por tanto, (g, p)R ® S(x,y).
Caso 22: Supongamos que p # V.
En este caso:
(x,y) Ecjyed@pSy
Por tanto, (g, p))R @ S(x,y).

Conclusidn: si (2, R) y (b, S) son conjuntos p.o. (resp. t.0. 6 b.o.), entonces (a x b, R® S)
es, asimismo, un conjunto p.o. (resp. t.o. 6 b.o.).

Terminamos describiendo graficamente la relaciéon R @ S en el conjunto a x b.

(axb,R®S)

(a,R) {(a,R) (a,R) (a,R)

Es decir, en la ordenacién R ® S:

— deciden, en primer lugar, las segundas componentes (se van ordenando los pares
ordenados en funcién de la segunda componente, segtin S);

— entre todos los pares ordenados con la misma segunda componente, “ordeno"segtn
R (por tanto, para cada elemento de b se obtiene una “copiade (a, R)) y las copias
se “ordenan."tre si segtn S.

Ejercicio 33. (Transporte de érdenes mediante aplicaciones inyectivas) Sean a y b conjuntos, S
una relacion en b y F una aplicacion inyectiva de a en b. Sea R la relacién definida en a como
sigue:

xRy <= F(x)SF(y)

Demostrar que si S es un orden parcial (respectivamente, total o buen orden) en b, entonces R es
un orden parcial (respectivamente, total o buen orden) en a.
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(1) Veamos que si S es irreflexiva en b, entonces R es irreflexiva en a.

— Sea x € a. No se verifica que xRx, pues en tal caso resultaria que F(x)SF(x),
lo que contradice la irreflexividad de S.

(2) Veamos que si S es transitiva en b, entonces R es transitiva en a.

— Sean x,y,z € a tales que xRy e yRz. Entonces F(x)SF(y) y F(y)SF(z). De la
transitividad de S en b resulta que F(x)SF(z). Luego xRz.

(3) Veamos que si S es conexa en b, entonces R es conexa en a.

— Sean x,y € a tales que x # y. Como F es inyectiva, resulta que F(x) # F(y).
Como S es conexa, resulta que F(x)SF(y) 6 F(y)SF(x). Por tanto, xRy 6 yRx.

(4) Veamos que si S satisface el principio de minimizacién en b, entonces R satisface
el principio de minimizacién en a.

— Sea ¢ un subconjunto no vacio de a. Entonces F|c] es un subconjunto no vacio
de b. Sea x = ming F[c|. Como F es inyectiva existe un tnico y € c¢ tal que
F(y) = x. Veamos que y = ming c.

* Obviamente, y € c. Ademds, siz € c es tal que z # y, entonces F(z) €
Flc] y F(z) # F(y) = x. Luego, x = F(y)SF(z). Es decir, yRz.

Conclusién: Si F es una aplicacion biyectiva de a en b, entonces tales propiedades rela-
tivas al orden son “trasladables"de un conjunto al otro. Por tanto, si queremos probar
una cierta propiedad relativa al orden en un conjunto dado, entonces bastara probar la
existencia de una biyeccién de ese conjunto en otro que, a priori, sabemos verifica la
propiedad que se estudia.
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Ejercicio 34. Determinar si las siguientes relaciones son drdenes parciales, drdenes totales o
buenos ordenes en los conjuntos, a, que se indican.

(1) La relacion xRy <= x < y, en los conjuntos a = w y a = Z (siendo < el “orden
usual”).

(2) La relacion xRy <= (x divide a y) N\ x # y, en el conjunto a = w.
(3) La relacion R = @, en el conjunto a = @ y en cualquier conjunto a no vacio.
(4) Larelacion fRg <= n € w (f(n) < g(n) A VYm <n (f(m) =g(m))), ena = “2.

(5) La relacion xRy <= In € w (nNx = nNyAn € x An & y), en el conjunto
a="Pw).

Indicacién: En (4) y (5) pruébese que R es un orden total pero no un buen orden, en los con-
juntos considerados.

(1) Laordenacién usual en w es un buen orden. La ordenacién usual en Z es un orden
total que no es un buen orden (ya que Z~ = {x € Z : x < 0} es un subconjunto
no vacio de Z que carece de elemento minimo).

(2) La relacién “divide a.®™ w es orden parcial que no es total, ya que dos ntimeros
primos entre si no son comparables por dicha relacién.

(3) Vamos a estudiar las propiedades de la relacién vacia, R = @, en un conjunto a.

= Seaa = . Veamos que R es un buen orden en a.

— Resirreflexiva, ya que Vx(x € @ — (x,x) € R), pues no existen elemen-
tos en @ y el antecedente de la implicacién siempre seré falso.

— R es transitiva, ya que si x,y,z € @ son tales que (x,y) € RA (y,z) € R,
entonces (x,z) € R. (pues el antecedente de la implicaciéon siempre es
falso).

— R es conexa, ya que

VaVy(x e DAy € DAx #y — ({x,y) € RV (y,x) € R))
(pues el antecedende de la implicacién siempre es falso).

— R satisface el principio de minimizacién en @ ya que el conjunto vacio

carece de subconjuntos no vacios.

= Seaa # . Veamos que R es un orden parcial en a.

— R es irreflexiva, ya que Vx(x € a — (x,x) ¢ R) (pues no existen ele-
mentos en Ry, por tanto, el consecuente de la implicaciéon siempre sera
verdadero).
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— R es transitiva, ya que si x,y,z € a son tales que (x,y) € RA (y,z) € R,
entonces (x,z) € R. (pues no existen elementos en R y el antecedente de
la implicacién siempre sera falso).

Ademas, si a tiene un tinico elemento, entonces R es conexa en a (y un buen
orden en a). En cambio, si a4 posee mds de un elemento, entonces R no es
conexa en a (puessi x,y € ay x # y, entonces (x,y) ¢ Re (y,x) € R).

(4) Vamos a probar que la relacién R es un orden total en “’2, pero no es un buen orden
en dicho conjunto.

= Resirreflexiva en “’2, ya que para cada f € “2 se tiene que

vn e w(f(n) £ f(n))

= R es transitiva en “2. En efecto: sean f,g € “2 tales que fRg y gRh. Sean
p,q € w tales que

fp) < g(p) ANVm < p (f(m) = g(m) }
8(q) < h(q) ANVm < g (g(m) = h(m)
Sir =min {p, g}, entonces
— Paracadam < rsetienequem < pym < q,luego f(m) = g(m) = h(m).
— Veamos que f(r) < g(r).
* No puede verificarse que p = g, puesentalcasor = p =qy f(r) =
f(p) < g(p) = g(q) < h(g) = h(r). Lo que es imposible ya que
rang(f), rang(g) y rang(h) € {0,1}.

* Sip < g, entonces r = p. Luego,
£(r) = £(p) < (p) =" h(p) = h(r)

* Sig < p, entonces se razona de manera anéloga al caso anterior.

= R es conexa en “2. En efecto: sean f,g € “2tales que f # g. Sea

p=min{n € w: f(n) #g(n)}
(dicho minimo existe ya que f # g).
Entonces Vm < p (f(m) = g(m)). Ademés

* O bien se tiene que f(p) < g(p), en cuyo caso fRg.
* O bien se tiene que g(p) < f(p), en cuyo caso gRf.
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= R no satisface el principio de minimizacién en “2. En efecto: sea
a={f: fe“Y2NIx(xewA f(x) =1)}
Entonces a es un subconjunto no vacio de “2. Veamos que el conjunto a carece

de elemento minimo en (“2, R).

— Para ello, basta probar que Vf (f € a — 3g(g € a A gRf)). Vedmoslo.

Sea f € a. Consideremos p = min {n € w : f(n) = 1}. Definimos la
aplicacién ¢ : w — 2 como sigue

{O si x#£p+1

8 =11 s x=pti

Entonces ¢ € a. Ademads ¢Rf ya que ¢(p) =0, f(p) = 1y, para cada
m < p se tiene que g(m) =0 = f(m).
Conclusion: (“2, R) es un conjunto totalmente ordenado que no es bien ordenado.

(5) Vamos a probar que la relacién R es un orden total en P(w), pero no es un buen
orden en dicho conjunto (si bien se vera en el tema 5, conviene adelantar que si
n € w,entonces n = {m € w: m < n}, siendo < el orden usual de w).

= Resirreflexiva en P(w), ya que sia € P(w) entonces
Vn(ne€w—n¢a—a)

» R es transitiva en P(w), ya que si a,b,¢c € P(w) satisfacen que aRb y bRc
consideramos 11, 1y € w verificando que

mNa=nNbAn €a—bAnyNb=nyNcAny €Eb—c

Entonces 11 # np, yaquen; € byny € b.

* Supongamos que 11 < 1y (es decir, que 11 N1y = ny). En este caso, se
tiene que

mnNa = mNb=(nNny)Nb
= mNnyNc)=mNny)Nc=mnyNc

Ademds, n; € a—cyaquen; € a—b — n; € ay sise verificase que
ny € c resultaria que n; € nyNc (pues ny < ny — ny € ny). Luego,
n1 € ny Nb. Lo que contradice que 1y & b.

% En el caso ny < 1 el razonamiento es analogo al anterior.
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= R es conexa en P(w). En efecto: sean 4,b € P(w) tales que a # b. Entonces
(a —b) U (b — a) es un subconjunto no vacio de w. Sea p el elemento minimo
de dicho conjunto, respecto de la ordenacién usual de w.

* Veamos que pNa = pNb. Enefecto: pNna C pNb, yaque

xepNa — xepANxca—x<pAxec€a
= x¢g@—-b)Ub—a)ANx<pAxca
—> xcanNbAxep=—=>xcpnb
Anélogamente se prueba que pNb C pNa.
Teniendo presente que p € (a —b) U (b — a) resulta que
* Obien p € a — b, en cuyo caso deducimos que aRb.
* Obien p € b — a, en cuyo caso deducimos que bRa.

= R no satisface el principio de minimizacién en P(w). En efecto: w es un sub-
conjunto no vacio de P(w) y vamos a probar que w carece de elemento mini-
mo en (P(w), R). Para ello, basta probar que Vn (n € w — (n+ 1)Rn).

* Sean € w. Entonces
(m+1)Nn=n=nNnynen+1)—n
Por tanto, (n + 1)Rn.

Finalizamos proponiendo al lector como ejericio, algunas propiedades que satis-
face la relacion R en el conjunto P(w).

(a) La relacion restriccion R | w es la ordenacion inversa de la usual.

(b) El elemento méximo de (P(w), R) es 0.

(c) El elemento minimo de (P(w), R) es w.
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Ejercicio 35. Consideremos la aplicacion f : w — w definida como sigue :

nsin <1
miimero de factores primos de n sin > 1

) = {
Sea < la ordenacién usual de w y consideremos la relacién R definida por :
PRy = f(p) < f(@)V (f(p) = fl@) Ap <4)
Se pide:
(1) Probar que (w, R) es un conjunto bien ordenado.
(2) Demostrar que (w, <) 2 (w,R).

Indicacién: Para probar que (w, <) % (w,R), téngase presente que todo subconjunto de w
acotado superiormente, por la ordenacion usual, es finito.

(1) Podemos describir gréficamente la ordenacién R como sigue:

7 2.5 2-2-5
5 3.3 2-3-3
3 2.3 2-2-3
. . . . Lo <wlR>
0 1 2 2.2 2.2.2

= Resirreflexiva en w, ya que si n € w entonces f(n) = f(n) An £ n.

= R es transitiva en w. En efecto: sean a,b, ¢ € w tales que aRb y bRc. Se tiene
que f(a) < f(b) < f(c). Distinguimos dos casos:
— Supongamos que f(a) < f(c).
En este caso, aRc.
— Supongamos que f(a) = f(c). Entonces, f(a) = f(b) = f(c). Luego,
a < b < c. Por tanto, aRc.
= R satisface el principio de minimizacién en w. Para probarlo, sea 2 un subcon-

junto no vacio de w. Entonces b = {f(n) : n € a} es un subconjunto no vacio
de w. Sea p el elemento minimo de b respecto de la ordenacién usual de w.



3.4. Problemas resueltos 59

Por definicién de p, resulta que p € by, por tanto,c = {n €a: f(n) = p}es
un subconjunto no vacio de w. Sea g el elemento minimo de c respecto de la
ordenacion usual de w. Veamos que g es el elemento minimo de a en (w, R).

* Se tiene que g € a,yaqueq € ¢ C a.
* Veamos que ¢ es una cota inferior de a en (w, R). Para ello, sea x € a tal
que x # q. Hemos de ver que gRx.
Como x € a resulta que f(x) € b. Luego p < f(x). Teniendo presente
queq € ¢ — f(q) = p, se deduce que f(q) < f(x).
- Si f(q) < f(x), entonces gRx.

- Si f(gq) = f(x), entonces f(x) = p. Luego x € cy, por tanto, 4 < x.
De donde resulta que q < x. Es decir, gRx.

(2) Veamos que (w,<) 2 (w,R). Caso contrario, existiria un isomorfismo F :

Yl

(w,R) = (w,<). Consideremos el conjunto @ = {n € w : nR4}. Entonces
resulta que:
— El conjunto a es infinito, ya que contiene a todos los nimeros primos.

— El conjunto a estd acotado superiormente en (w,R), ya que 4 es una cota
superior de dicho conjunto.

— El conjunto F[a] estd acotado superiormente en (w, <), ya que por ser F un
isomorfismo resulta que F(4) es una cota superior de dicho conjunto.

— El conjunto Fla] es infinito, ya que 4 es infinito y F es una aplicacién inyectiva.

Asfi llegamos a una contradiccién, pues todo subconjunto de w acotado superior-
mente por la ordenacién usual, debe de ser finito.

Ejercicio 36. Demostrar que :
(1) Sia x aes un conjunto bien ordenable, entonces a también lo es.

(2) SiP(a) es un conjunto bien ordenable, entonces a también lo es.

(1) Sea R un buen orden en el conjunto a x a. Si a = @, entonces la relacién S = @ es
un b.o. en a. Supongamos que a # @.

Sea b un elemento de a2 y consideremos la relacion S definida en 2 como sigue:
xSy <= (x,b)R(y, b)

Veamos que S es un buen orden en el conjunto a.
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(2)

= Sesirreflexiva en a. En efecto: sean x, y € a tales que xSy. Entonces (x, b)R(y, b).
Luego, x # y.

= S es transitiva en 4. En efecto: sean x,y,z € a tales que xSy e ySz. Entonces
(x,b)R(y, b) e (y,b)R(z,b). Luego, (x,b)R(z,b) y, por tanto, xSz.

= S satisface el principio de minimizacién en a. En efecto: sea ¢ un subconjunto
no vacio de a. Entonces d = {(x,b) : x € c} es un subconjunto no vacio de
a x a. Luego existe (p,b) = ming d. Veamos que p = ming c.

— Obviamente, p € c ya que (p,b) € d.
— Para ver que p es una cota inferior de c en (g, S), sea x € c tal que x # p.
Entonces (x,b) € dy (x,b) # (p,b). Luego, (p,b)R(x,b). Por tanto, pSx.

Otra manera de resolver este apartado es la siguiente. Considérese la relacién S
definida en a como sigue: xSy <= (x, x)R(y, y). Como la aplicacion F : a — a X a
definida por F(x) = (x,x) es inyectiva y R es un b.o. en a x a, del ejercicio 33 se
deduce que S esun b.o. en a.

Sea R un buen orden en el conjunto P(a). Consideremos la relacion S definida en
el conjunto a como sigue:

xSy <= {x}R{y}
Veamos que S es un buen orden en el conjunto a.

» S es irreflexiva en a. En efecto: si x € a, entonces ({x}, {x}) & R. Luego,
(x,x) €8S.

= S es transitiva en a. En efecto: sean x,y,z € a tales que xSy e ySz. Entonces
{x}R{y} e {y}R{z}. Luego, {x}R{z}. Por tanto, xSz.

= § satisface el principio de minimizacién en a. En efecto: sea ¢ un subconjunto
no vacio de a. Entonces d = {{x} : x € c} es un subconjunto no vacio de
P(a). Luego existe p = ming d. Sea g € c tal que p = {q}. Entonces, de la
definicién de S resulta, inmediatamente, que g = ming c.

Otra manera de resolver este apartado es la siguiente. Considérese la relacién S
definida en a como sigue: xSy <= {x}R{y}. Como la aplicaciéon F : a — P(a)
definida por F(x) = {x} es inyectiva y R es un b.o. en P(a), del ejercicio 33 se
deduce que S esunb.o. ena.
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Ejercicio 37. Para cada una de las siguientes condiciones, hallar un conjunto totalmente orde
nado, (a, <), que la verifique.

(1) El conjunto (a, <) tiene un segmento inicial b tal que a # b y, en cambio, b no es una
seccién inicial de (a, <).

(2) Existe una aplicacion F : a — a creciente tal que F(x) < x, para algiin x € a.
(3) Existe x € atal que (a,<) = (a,<).

(4) ExisteF: (a,<) = (a,<) tal que F # I,.

(1) Consideremos en w la relaciéon R definida como sigue:

xRy < (xePAyePAx<y)V(xelAyelAy<x)V
(xePAyel)

siendo IP e I los conjuntos de nimeros naturales pares e impares, respectivamente,
y < la ordenacién usual de w.

(Obsérvese que (w, R) = (P, <) & (I, <~ 1)).

Obviamente, (w, R) es un conjunto totalmente ordenado, por el ejercicio 34. Ade-
mads, IP es un segmento inicial de (w, R), ya que

xePANycwANyRx =y el
Veamos que P # w no es una seccién inicial de (w, R).

— Caso contrario, existiria n € w tal que P = S{(n). Entonces n ¢ IP y, por
tanto, n € II. En tal situacion, resultaria que

n+2elAn+2e S (n)
Lo cual es imposible ya que, entonces n +2 € INSY(n) =INP = @.

(2) Consideremos la ordenacién usual < en el conjunto Z de los ntimeros enteros.
Entonces (Z, <) es un conjunto totalmente ordenado. Consideremos la aplicacién
F:Z — Z definida por F(x) = x — 1 (Vx € Z). Se tiene que

— F es una aplicacion creciente de (Z, <) en (Z, <), ya que para cada x,y € Z
se verifica que
x<y—x—1<y—1e F(x) < F(y)

— Para cada x € Z se verifica que F(x) < x.
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(3) Consideremos el conjuntoa = Z~ = {x € Z: x < 0}, siendo < el orden usual de
Z. Entonces, a estd totalmente ordenado por <. Notemos por 4y la seccién inicial
de (4, <) de extremo 0. Es decir, ag = {x € Z: x < 0}.

Consideremos la aplicacién F : a — ag definida asi:
F(x) =x—1(Vx €a)
Se tiene que

— F es una aplicacion creciente de (a, <) en (a9, <) (razonamiento analogo al
visto en el apartado anterior). Luego, al estar trabajando con conjuntos to-
talmente ordenados, la aplicacién F serd una inmersion (es decir, ademads de
creciente es inyectiva).

— F es un isomorfismo de (4, <) en (ap, <), ya que rang (F) = ap.

(4) Consideremos nuevamente la ordenaciéon usual < en el conjunto Z. Entonces
(Z,<) es un conjunto totalmente ordenado. Sea F : Z — Z la aplicacién defi-
nida por F(x) = x + 1 (Vx € Z). Se tiene que

— F es una aplicacion creciente de (Z, <) en (Z, <), ya que para cada x,y € Z
se verifica que
x<ye—x+1<y+1e F(x) <F(y)

— F es suprayectiva, ya que para cada x € Z se tiene que F(x — 1) = x.

Por tanto, F es un isomorfismo de (Z, <) en (Z, <) tal que F # Iz.

Ejercicio 38. Sea (a, <) un conjunto parcialmente ordenado. Probar que son equivalentes:
(1) Todo subconjunto no vacio de a posee algiin elemento minimal de b.

(2) Si @(x) es una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos, tal que

Vxea((Vy €aly <x— oy))) — o))

entonces Vx € a(¢(x)).

Para probar una equivalencia del tipo p < g, basta probar que —q < —p, ya que (p <
q) < (=g < =p).
Veamos que —(2) = —(1).
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* Supongamos cierto —1(2). Sea ¢(x) una férmula del lenguaje de la teoria de con-
juntos tal que

Vyca(Vycaly <x—o@y) = o) ()

y, en cambio, existe x € a tal que —¢(x).
Consideremos el conjunto b = {x : x € a A —~¢(x)}. Entonces b es un subconjunto

no vacio de a. Veamos que b carece de elementos minimales.

— Si ¢ fuese un elemento minimal de b, entonces

Vy(yeaNy<c—y¢&hb)

Pero (y € aNy ¢ b — ¢(y)). Es decir, ¢ serfa un elemento de a tal que los
menores que €l verificarian ¢. De la hipétesis (%) resultaria que se verifica
¢(c). Lo que contradice que ¢ € b.

Veamos que —(1) = —(2).

* Supongamos cierto —(1). Sea b un subconjunto no vacio de a que carece de ele-
mentos minimales. Consideremos la férmula ¥ (x,b) = x & b.

» Veamos queVx €a (Vy € a(y < x — ¢(y,b)) — ¢(x,b)).

— Sea x € a 'y supongamos que Yy € a (y < x — (y,b)). Entonces
Vyealy<x—y¢b)
De donde resultaria que x & b (pues si x € b, entonces x seria un elemen-
to minimal de b). Por tanto, se verifica {(x, b).

= Veamos ahora que existe x € a tal que —(x, b) (es decir, que existe x € a tal
que x € b).

— Como b # @ resulta que 3x(x € b). Como b C a deducimos que Ix €
a(x € b). Por tanto, 3x € a(—-y(x,b)).

Ejercicio 39. (Induccién sobre conjuntos bien fundamentados) Sea A una clase y R una relacion
en A. Diremos que R es bien fundamentada sobre A si todo subconjunto no vacio, x, de A posee
elemento R—minimal; es decir, Jy(y € x AVz(z € x — (z,y) € R)).
Sea a un conjunto y R una relacion bien fundamentada sobre a. Sea b un subconjunto de a tal
que

Vxeca((Vyea((yx) eR—yeb)) —xeb)

Probar que b = a.
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Vamos a probar este resultado por el método de reduccién al absurdo. Sea b un subcon-
juntodeatalqueb #ay

Vxea((Vyea((yx) ER—yeb)) —x€e€b) (%)

Como b # g, resulta que 2 — b es un subconjunto no vacio de 4. Sea ¢ un elemento
R-minimal de a — b. Entonces

cea—byVz(zea—b— (z,c) ¢R)

De donde resulta que

Vye€a({y,c) ER—yga-D)
Luego, Vy € a ((y,c) € R —y € D).

En tal situacién, de la hipétesis () deduciriamos que ¢ € b. Lo que es una contradiccion.

3.5. Problemas propuestos

Ejercicio 3.1. Sean x un conjunto y R un orden parcial en x. Probar que:

(1) campo(R) C xy, en general, no se da la igualdad.

(2) Si R es un orden total sobre x, entonces campo(R) = x si y sélo si x no es un
conjunto unitario.

Ejercicio 3.2. Sea < un orden parcial sobre un conjunto x. Probar que y € x es minimal
en (x, <) siysoélosiy & rang(<).

Ejercicio 3.3. Sean (g, R) un conjunto parcialmente ordenado y b C a. Probar que c es el
minimo de bsiysolosic € b Arang(RN ({c} x b)) =b.

Ejercicio 3.4. Sea (1, <) un conjunto parcialmente ordenado. Consideremos el conjunto

b={xCa:Vyzex(y#z—y£LzANz£y)}

Sea c € b. Probar que son equivalentes:

(1) c es un elemento maximal de (b, &).

(2) Todo elemento de a — c es comparable, por la relacién <, con algtn elemento de c.

Indicacién: (1) = (2) Téngase presente quesi x € a — ¢, entonces cU {x} ¢ b. (2) =
(1) Pruébese por reduccién al absurdo.
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Ejercicio 3.5. Sea a un conjunto. Consideremos la clase
B={x:3yea(xCy)}
Demostrar que:

(1) La clase B es un conjunto.

(2) Un conjunto x es elemento maximal de (B, &) siy sélo si x es elemento maximal

de (2, %).
Indicacién: (1) Pruébese que B C P(Ja).

Ejercicio 3.6. Sea R un orden total sobre un conjunto a. Decimos que b C a es cofinal en
(a,<) siVx € ady € b(xRy V x = y). Probar:

(1) bes cofinal ena siysélosi bUR™1[b] = a.

(2) Sea b cofinal en a. Entonces b tiene méximo (respecto a R) si y s6lo si a lo tiene (y
es el mismo).

(3) Supongamos que ¢ C b C g, b cofinal en (a,R) y c cofinal en (b, R | b). Entonces ¢
es cofinal en (a, R).

Indicacién:(3) tasese la transitividad de R.

Ejercicio 3.7. Sea (x, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que (x, <) es un
reticulo si para cualesquiera v,z € x existen inf{y, z} y sup{y, z}. Diremos que (x, <) es
un reticulo completo si Va C x, existen inf(a) y sup(a). Probar que (x, <) es un reticulo
completo si y s6lo si Va C x, existe inf(a).

Indicacién: Obsérvese que el supremo de un conjunto es el infimo de sus cotas superio-
res.

Ejercicio 3.8. Sea 2 un conjunto . Probar que (P(a), &,) es un reticulo completo.

Indicacién: Si x C P(a) no es vacio, entonces () x es su infimo. Si x es vacio, el infimo es
a. Entonces, utilicese el ejercicio 3.7.

Ejercicio 3.9. Sean 4 un conjunto y RE(a) el conjunto de las relaciones de equivalencia
en a (ver ejercicio 2.20). Probar que (RE(a), &) es un reticulo completo.

Indicacién: (2) Si x C RE(a) y x # @, entonces () x es una relacién de equivalencia en a
y es el infimo de x. Si x es vacio, entonces inf(x) = a x a. Entonces, utilicese el ejercicio
3.7.

Ejercicio 3.10. Sea a un conjunto.
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(1) Probar que la clase de las particiones de a (que notaremos Pf(a)) es un conjunto.

(2) Definamos la relacién < en Pt(a) de la siguiente manera:

p=qge(p#FqAVxeply€qxCy))
Probar que (Pt(a), <) = (RE(a), &).

(3) Deducir del apartado anterior que (Pt(a), <) es un reticulo completo. Intentar ha-
cer una prueba directa de tal afirmacion.

Indicacién:(2) Téngase presente que a cada particion, el isomorfismo debe asociar la
relacion de equivalencia inducida. (3) Utilicese la conclusion del ejercicio 33.

Ejercicio 3.11. Sea 3 una relacion en un conjunto a. Diremos que 3 es un preorden sobre
a si es una relacion transitiva y reflexiva sobre a. Definamos la siguiente relacién en el
conjunto a:

X~y o xIYAYIX

Probar que:

(1) ~ es una relacién de equivalencia sobre a (llamada la relacién de equivalencia asocia-
da a 3).

(2) Definamos la siguiente relaciéon < en el conjunto cociente a/ ~:
VxeaVyea(x™ <y~ <ox3yANy 2 x)

Probar que es una buena definicién (es decir, que la relacién no depende de los
representes elegidos en cada clase de equivalencia).

(3) Probar que < es un orden parcial en el conjunto cociente a/ ~ (la relacién < se
denomina orden parcial asociado a 3).

Ejercicio 3.12. Seana = 32 y R la relacién en a definida por
(f,g) € R <= f(0) <g(0)

Probar que R es un preorden en a y describir la relacién de equivalencia asociada y
el orden parcial asociado.

Ejercicio 3.13. Sea (A, <) una clase bien ordenada y B C A. Demostrar que (B, <) es
isomorfa a (A, <), o bien a una secci6n inicial de (A, <).

Indicacién: Por el teorema de comparacion de buenos 6rdenes, basta ver que (A, <)
no puede ser isomorfo a una seccion inicial de (B, <). Si existiera un isomorfismo F
entre (A, <) y la seccién inicial determinada por un cierto x € B en (B, <), entonces
x < F(x) < x.
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Ejercicio 3.14. Sea (A, R) una clase bien ordenada. Sea F la aplicacién cuyo dominio
es A, definida para todo a € A por F(a) = S£(a) U{a}. Sea B =rang(F). Probar que
F:(AR) = (B, &3).

Ejercicio 3.15. Sea R una relacion sobre un conjunto x. Probar que si en (x, R) se verifica
la propiedad de induccién bien fundamentada (ver ejercicio 39), entonces R es bien fun-
damentada en x.

Indicacién: La prueba es andloga a la realizada para buenos 6rdenes (véase ejercicio 38).
Ejercicio 3.16. Probar que toda relaciéon bien fundamentada es irreflexiva.

Ejercicio 3.17. Consideremos en w la relaciéon R caracterizada por la siguiente condi-
cion:

xRy <= (xeypar Ay <x)V (xeyimpar Ay < x)V (x par Ay impar )
siendo < el orden usual de w.

Probar que:

(1) (w, R) es un conjunto totalmente ordenado que carece de elemento minimo y po-
see elemento maximo.

(2) Existe un nimero natural, distinto del maximo, que carece de siguiente en (w, R).
(3) Todo subconjunto no vacio de w posee elemento maximo.

Ejercicio 3.18. Sea < el orden usual del conjunto, Z, de los ntimeros enteros (hemos
visto en el ejercicio 34 que (Z, <) es un conjunto totalmente ordenado, pero no bien
ordenado). Probar que:

(1) Todo numero entero posee siguiente y anterior en (Z, <).
(2) (Z, <) verifica la propiedad del supremo (ver ejercicio 29).
(3) Todo segmento inicial propio de (Z, <) es una seccion inicial de (Z, <).

Ejercicio 3.19. Sea Q" el conjunto de los nimeros racionales positivos (supondremos
un conocimiento “intuitivo"del mismo). Sea R la relacién definida en Q™ de la siguiente
manera:

“ . i m p . .
Sean r y s racionales positivos. Sean 7 y 7 (con n,q > 0) las fracciones irredu-

cibles correspondientes a r y s, respectivamente. Entonces (r,s) € Rsiy solo
sim<pV(m=pAn<q)donde < es el orden usual entre niimeros naturales."
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Probar que:

(1) R es unbuen ordenen Q™.
(2 (Q",R) # (w,<).

Indicacién: Supéngase que existe un isomorfismo F y compdrese las secciones iniciales
de2ydeF(2) en (Q",R) y (w, <), respectivamente.

Ejercicio 3.20. Sea (a, <) un conjunto totalmente ordenado. Consideremos el conjunto
b = {s C a:ssegmento inicial de (a, <)}

Probar que:

1) s,ss b = sCs Vs Cs.
@ x,ycanx#y = dseb((xesANyé&s)V(x&sANyecs))
B)cCb = Uceb.

@4 cCb = an(Nc)eb.

Indicacién:(2) Tomese s = {y € a : y < m}, en donde m = min{x, y}.
Ejercicio 3.21. Sean 4 un conjunto y b C P(a) tales que:

Vs,s' €b (s Cs'Vvs' Cs)
Vx,yca(x#y—Iseb((xesAnygs)V(xEsAyEs)))

(1) Probar que existe una tinica relacién de orden total, <, sobre a tal que:

Vs € b (s es segmento inicial de (a, <))

(2) Supongamos que
@cCb=ceb.
(b) cCb=an(Nc) €b.
Probar que, si < es la relacién de orden total sobre a considerada en el apartado

(1), entonces b = {s : s es segmento inicial de (a, <) }.

(3) Buscar ejemplos que prueben que las condiciones (2.a) y (2.b) son necesarias para
la igualdad anterior.
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Indicacién:(1) Témese como < la relacion en a definida asi
x<ye3dseb(xesAy¢s)

(2) Dado un segmento s de (4, <), considérese para cada x € a los conjuntos a* =
{yea: y<x}yb*={s" € B: x €s'}.Pruébese quean (Nb*) € by quean (Nb*) =
a*. A continuacién, pruébese que J{a*: x € s} e by que U{a*: x € s} =s.

Ejercicio 3.22. Sea (a, R) un conjunto bien ordenado. Notemos
S((a,R)) = {b Ca: bessegmento inicial de (a,R)}
Se pide:

(1) Probar que (S({a,R)), &) es un conjunto totalmente ordenado.

(2) Probar que la aplicacién f : a — S({a,R)) — {a} definida por f(x) = S§(x),
para cada x € a4, es un isomorfismo entre los conjuntos citados. Concluir que
(S({a,R)), %) es un conjunto bien ordenado.

(3) Seab C S((a, R)) verificando:

= Deb.
»Vx (xCb— (Jyeb).

yex
m Vx €a (Si(x) €b— Sh(x)U{x} €b).
Probar que b = S((a, R)).
Indicacién:(2) Para probar el principio de minimizacién en ( )), &), considérese
un subconjunto, b, no vacio de S((a, R)) y distinganse tres casos: (b ={a}); (a e bAb #

{a})y (a ¢ b). (3) Supdéngase que b # S((a,R)). Considérese c = min(S((a,R)) —b) y
distingase casos seguin ¢ posea 0 no elemento méximo en (4, R).
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Capitulo 4

Ordinales

Entre 1879 y 1884, G. Cantor introduce los primeros eslabones de la teoria de ordinales
que era, bdsicamente, una teoria relativa a conjuntos ordenados.

En 1915, E. Zermelo describe por primera vez una teoria de ordinales independiente de
los conjuntos ordenados. Pero al no usar el esquema de axiomas de reemplazamiento,
no pudo obtener ciertas propiedades importantes de los mismos. La teoria de Zermelo
seria completada, posteriormente, hacia 1937, por R.M. Robinson y J. von Neumann
utilizando ya el esquema de axiomas de reemplazamiento (que habia sido esbozado y
usado por Mirimanoff en 1917, si bien fue Zermelo el que lo incorporé a la axiomética
de la Teoria de Conjuntos, en 1922).

4,1. Clases transitivas

Definicién 4.1.1. Diremos que una clase A es transitiva si todo elemento de la clase es
un subconjunto de ella; es decir, si Vx(x € A — x C A).

Ejemplos:

(1) La clase universal V es transitiva.
(2) Los conjuntos 0,1 y 2 son transitivos.

(3) El conjunto {1} no es transitivo.
Consideraciones:

(1) Si Ay B son clases transitivas, entonces A N By A U B son clases transitivas.

71
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(2) La unién e interseccién de una familia de conjuntos transitivos (con conjunto de
indices no vacio), es un conjunto transitivo.

(3) Sea A una clase transitiva tal que todos sus elementos son conjuntos transitivos.
Entonces [J A es una clase transitiva. Ademads, si A # @, entonces (| A es un con-
junto transitivo.

(4) Sea a un conjunto. Entonces a es transitivo <= Ja C a <= a C P(a).

Definicién 4.1.2. Sea x un conjunto. Entonces el conjunto siguiente de x, que notaremos
x T, es el conjunto x U {x}. Para facilitar la expresion de algunos resultados, convendre-
mos que la clase siguiente de una clase propia es V.

Definicién 4.1.3. 0=0,1=0",2=17,...,y “asi sucesivamente".

Se verificaque 1 = {0},2={0,1},...,n+1={0,1,...,n}.
Consideraciones:
(1) Si A es una clase transitiva, entonces A™ es transitiva.

(2) Sia esun conjunto transitivo, entoncesa € a™ Aa C at.

4.2. La clase Ord

Definicién 4.2.1. Diremos que un conjunto a es un ordinal si es un conjunto transitivo y
estd bien ordenado por la relacién €, de pertenencia en a.

Notaremos por Ord la clase cuyos elementos son todos los ordinales. Es decir, Ord =
{x :x esun ordinal}.

Ejemplos:
(1) Los conjuntos 0,1 y 2 son ordinales.
(2) El conjunto {1} no es un ordinal, ya que no es transitivo.

(3) El conjunto a4 = {0,1,{1}} es transitivo pero no es un ordinal, pues €, no es
conexa en 4.

Notacién: Usualmente, utilizaremos letras griegas mintsculas «, 8, >, ... como varia-
bles sobre ordinales, y escribiremos

Vag(a) enlugar de Va(a € Ord — ¢(u))
Jag(a) en lugar de Ja(w € Ord A ¢(w))
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4.3. Primeras propiedades de los ordinales

Proposicion 4.3.1.

(1) Va € Ord(a ¢ w).

(2) Todo elemento de un ordinal es un ordinal.

(3) Sia € Ord, entoncesax = {x: x € Ord A x € a}.

(4) Sia € Ord, entonces a™ € Ord.

(5) Sean a, p € Ord. Entonces a™ = pT <= a = p.
Proposicién 4.3.2. Sean « € Ord y x un conjunto. Entonces

X € & <= X es un conj. transitivo tal que x & «

Corolario 4.3.3. Sea « € Ord. Sea x un subconjunto transitivo de x. Entonces x € Ord.

4.4. Ordenacion usual de los ordinales

Definicién 4.4.1. Consideramos en Ord la relacion < definida como sigue:

x<pf—acP

Proposicién 4.4.2. La relacion < es un orden parcial en la clase Ord (que se denomina orden
usual de Ord).

Asi pues, la ordenacién usual de Ord es la relacién de pertenencia en dicha clase.

Proposicién 4.4.3. Sea « € Ord. Entonces, la seccién inicial de extremo a, en (Ord, <), es «
(en consecuencia, la relacion < es adecuada en Ord).

Proposicién 4.4.4. Sean o, B € Ord. Entonces,
MDa<p=acp=asp
(2 a<p<=a" <B

(3) at =min{x: x € Ord Ao < x}.
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Proposicién 4.4.5. Sea A una subclase no vacia de Ord. Entonces
(JA€Ord e (A= min.(A)
Proposicion 4.4.6. Sea a un subconjunto de (Ord, <). Entonces

JaeOrd y | Ja= sup_(a)
Proposicién 4.4.7. La clase Ord es transitiva y, ademds, (Ord, <) es una clase bien ordenada.
Corolario 4.4.8. (Resolucion de la paradoja de Burali—Forti) La clase Ord es propia.

Corolario 4.4.9. Todo subconjunto transitivo de Ord, es un ordinal.

4.5. Tipo ordinal de un conjunto b.o.

Se trata de asociar a cada conjunto b.o. un tnico ordinal tal que, respecto de la orde-
nacioén usual, sea isomorfo al conjunto ordenado de partida. Ademas, se pretende que
dicho ordinal caracterice, salvo isomorfismos, al conjunto b.o.

Para conseguir este objetivo, se necesita introducir un nuevo axioma en la teoria; en
realidad, se trata de un esquema de axiomas.

Esquema de axiomas de reemplazamiento: Sea ¢(x,y) una férmula en la que no apa-
rece libre la variable v. Entonces

(VaVyVz(e(x,y) No(x,z) =y =2z)) — (YudovVz(z € v « 3t e u A ¢(t,2)))).
Es decir, si F es una aplicacién y a es un conjunto, entonces la clase Fla] = {x :
a(F(y) = x)} es un conjunto.

dy €

Proposicion 4.5.1.

(1) El esquema de axiomas de separacion es consecuencia del esquema de axiomas de reempla-
zamiento.

(2) Elaxioma del par es consecuencia del esquema de axiomas de reemplazamiento y del axioma
de las partes.

Teorema 4.5.2. (MIRIMANOFF, 1917) Si {(a, <) es un conjunto b.o., entonces existe un tinico

Y

ordinal « tal que (a,<) = (a,€) (diremos que w es el tipo ordinal o niimero ordinal del
conjunto b.o. {a, <), y notaremos « =t.0.({a, <))).

Teorema 4.5.3. Sea (A, <) una clase propia bien ordenada. Entonces,

(A,<) = (Ord, €)
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4.6. Problemas resueltos

Ejercicio 40. Sea a un conjunto transitivo. Probar que los conjuntos | Ja y P(a) también son
transitivos. ;Puede afirmarse que si\Ja 6 P(a) es transitivo, lo sea el conjunto a?

(1) Supongamos que a es un conjunto transitivo.

= Veamos que |Ja es un conjunto transitivo.

Sean x € |Ja ey € x. Entonces existe z € a tal que x € z. Como a es
transitivo resulta que x € a. Por tanto, y € Ja.

= Veamos que P(a) es un conjunto transitivo.
Sean x € P(a) ey € x. Entonces x C a. Luego y € a. Como a es un
conjunto transitivo resulta que y C a. Por tanto, y € P(a).

(2) Veamos que existen conjuntos, a, no transitivos tales que |Ja es transitivo.

En efecto: consideremos el conjunto 2 = {1}. Entonces a no es transitivo, ya
que0 € 1A1 € g, pero0 & a. Ahora bien, [Ja = 1 = {0} es, obviamente, un
conjunto transitivo.

(3) Veamos que si P(a) es un conjunto transitivo, entonces a es transitivo.

En efecto: supongamos que P(a) es un conjunto transitivo y sea x € a. Tenien-
do presente que a € P(a) y que P(a) es transitivo, deducimos que x € P(a).
Por tanto, x C a.

Ejercicio 41. Sea a un conjunto. Demostrar que a es transitivo siy sélo si | Ja™ = a.

Supongamos que a es un conjunto transitivo. Veamos que Ja™ = a.

» Sea x € Ja™. Entonces existe y € a™ tal que x € .

— Obieny € ay, por tanto, x € a, ya que a es transitivo.

— Obieny = 4, en cuyo caso x € a.

= Sea x € a. Teniendo presente que a € a* deducimos que x € Ja™.

Supongamos que |Ja™ = a. Veamos que el conjunto a es transitivo. Se tiene que
a Cat = UJa C Uat = Ua C a. De donde resulta inmediatamente que a es
transitivo.
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Ejercicio 42. Dar ejemplos de:
(@) Un conjunto transitivo que no sea un ordinal.

(b) Un conjunto bien ordenado por la relacion de pertenencia que no sea un ordinal.

(@) Consideremos el conjunto a = {0,1, {1}}. Entonces a es transitivo, ya que Ja =
{0,1} Ca.

En cambio, 2 no es un ordinal, ya que la relacién de pertenencia no es conexa en a
(0€ay{l} €a,pero0 ¢ {1}, {1} Z0y0# {1}).

(b) Cualquier conjunto unitario que no sea transitivo y cuya componente sea un ordi-
nal, proporciona un ejemplo que satisface las condiciones requeridas.

Consideremos el conjunto 2 = {1}. Entonces a4 no es transitivo y, en cambio, estd
bien ordenado por la relacién €.

Ejercicio 43. Sea A una clase transitiva tal que A & Ord. Probar que A es un conjunto

Sea A una clase transitiva tal que A & Ord. Como A es transitiva, resulta que A es un
segmento inicial de (Ord, €). Luego, A es un segmento inicial propio de (Ord, €). Por
tanto, serd una seccién inicial de (Ord, €). En consecuencia, A serd un conjunto (mas
aun, la clase A sera un ordinal).

Ejercicio 44. Sea a un conjunto. Consideremos:

Ula=a Avnew(J " a=J(J"a))

Notemos CT(a) = | (|J"a)). Se pide:

new

(1) Probar que CT(a) es un conjunto transitivo tal que a C CT(a).

(2) Probar que CT(a) es el menor conjunto transitivo (por la relacion de inclusion) que con-
tiene al conjunto a.

(CT(a) se denomina clausura transitiva del conjunto a).

Del axioma de la unién, resulta que Vn € w (|J"a es un conjunto). Por tanto, es un

conjunto la clase
CT(a) = U (U"a))

new

Ademés, a = |J% C CT(a).
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Veamos que CT(a) es un conjunto transitivo. En efecto: si x € CT(a), entonces existe
p € wtal que x € |JPa. Luego, x C UPTla C CT(a).

Veamos que CT(a) es el menor conjunto transitivo (por la relacion de inclusion) que
contiene al conjunto a. Para ello, sea b un conjunto transitivo tal que a C b.

= Veamos que Vn € w (U"a C b). Por induccién débil en w.

— Para n = 0 el resultado es trivial.

— Sean € w tal que J"a C b. Si x € |J""a, entonces existe y € |J"a tal que
x € y. Como y € by b esun conjunto transitivo, resulta que x € b.

En consecuencia, CT(a) C b.

Ejercicio 45. Sea a un conjunto tal que a C Ord. Determinar el menor ordinal que contiene al
conjunto a.

Sea a un conjunto tal que 2 C Ord. Como Ord es una clase transitiva, resulta que
CT(a) C Ord. Luego, CT(a) es un subconjunto transitivo de Ord y, por tanto, es un
ordinal.

Ademas, si « € Ord es tal que a C «, entonces « es un conjunto transitivo que contiene
al conjunto a. Luego, CT(a) C a. Es decir, CT(a) < a.

Ejercicio 46. Demostrar que si a es un conjunto, entonces son equivalentes:
(1) a es un ordinal.

(2) La relacién de inclusion estricta en a (es decir, {{x,y) € a x a : x G y}) es un buen orden
en a y, ademds,
Vxca(x={yca:ySx})

(3) Existe un buen orden R en a tal queVx € a (x = {y € a: yRx}).

(4) €,esunbuenordenenayVx €a(x={y €a:y e x}).
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(1) = (2)

Supongamos que a es un ordinal. Entonces la relaciéon ga coincide con €,. Luego,
&4 esunb.o. en a y, ademds, para cada x € a se tiene que x C a. Luego x = {y €

a:yext={yca:ysx}

(2) = (3)

Trivial, basta considerar como R la relacion ga.

(3) = (4)

Sea Runb.o.enatal queVx € a (x = {y € a: yRx}). Veamos que R =¢,.

— Sean z,t € a tales que (z,t) € R. Entonces z € {y € a : yRt} = t. Luego,
z €t

— Sean z,t € a tales que (z,t) €€,. Entonces t = {y € a : yRt}. Por tanto, zRt.

(4) = (1)

Supongamos que €, esunb.o.enay queVx € a (x = {y € a: y € x}). Se tiene
que el conjunto a es transitivo, yaquex ca = x={yca: y € x} Ca.

Ejercicio 47. Sea a € Ord. Probar que a™ = min {f € Ord : a < B}.

Sea a un ordinal y notemos a = { € Ord : a < B}.

— Setiene queat €a,yaquea € Ord = a" € Ord A < a™.

— Se tiene que a™ es una cota inferior de a en (Ord, €), ya que si x € a entonces
x € Ord y « < x. Luego, a™ < x.

Ejercicio 48. Demostrar que si « y B son ordinales tales que « < p, entonces at < .

Sean « y B ordinales tales que & < B. Entonces

a<p = acPraGp=—=a"=aU{a} CpG BT
— 2t G BT = at < BT
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Ejercicio 49. Sean a y b conjuntos de ordinales. Supongamos que

Ve cadpeb(a<p)

Probar que | Ja € UboJa = UDb.

Sean a y b conjuntos de ordinales verificando las condiciones del enunciado (por tanto
Ua y Ub son ordinales). Se tiene que

Vecadpeba<pB) — Vacadpeb(acph)=—Vaca(aeclb)
— Vaeca(a & Ub) = UaCUb
= (UagUb)V(Ua=UDb)
— (UaeUb)V (Ua=UD)

Ejercicio 50. Sea A una clase de ordinales. Probar que son equivalentes:
(1) A es una clase propia.
(2) A no estd acotada superiormente en (Ord, €).

3) UA = Ord.

(1) = (2)

Supongamos que A es una clase propia. Si A estuviese acotada superiormente en
(Ord, €), existirfa un ordinal « tal que VB(f € A — B < «a). Entonces VB(B €
A—B< at). Luego, A C i y, en consecuencia, la clase A seria un conjunto.

(2) = ()

Supongamos que la clase A no estéd acotada superiormente en (Ord, €). Entonces
Va € Ord 3 € A (a < B). Es decir, Va € Ord (a € |JA). Luego, Ord C |J A. Por
otra parte A C Ord = |J A C Ord. Por tanto, |J A = Ord.

(3) =)

Supongamos que |J A = Ord. Entonces la clase A es propia, ya que, de lo contra-
rio, la clase |J A (y, por tanto, Ord) seria un conjunto.
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Ejercicio 51. Sean a y b conjuntos. Usando el esquema de axiomas de reemplazamiento, probar
que las siguientes clases son conjuntos:

M A={{{x}}:x€aUb}.
(2 B={aUx:x¢€b}

3) C={P(x):x €a}.

4 D={xUy:xeaNyeb}

(1)

(2)

3)

)

Consideremos la aplicacion F : V — V definida por F(x) = {{x}}, para cada
xeV.

Entonces Fla Ub] = A. Como F es una aplicacién y a U b es un conjunto, del es-
quema de axiomas de reemplazamiento se deduce que es un conjunto la clase
Flaub] = A.

Consideremos la aplicaciéon F : 'V — V definida por F(x) = a U x, para cada
xeV.
Entonces F[b] = B. Como F es una aplicacion y b es un conjunto, del esquema de
axiomas de reemplazamiento resulta que la clase F[b] = B es un conjunto.
Consideremos la aplicaciéon F : V — V definida por F(x) = P(x), para cada
x e V.
Entonces F[a] = C. Como F es una aplicacién y a es un conjunto, del esquema de
axiomas de reemplazamiento se deduce que la clase F[a] = C es un conjunto.
En primer lugar, consideremos las aplicaciones I1;,II; : V — V definidas como
sigue:
= Si x € Vno es un par ordenado, entonces I'l; (x) = ITx(x) = 0.
» Six = (z,t) € V,entonces I'ly(x) =zyIl(x) =t.
Entonces consideramos la aplicaciéon F : V — V definida como sigue:
F(x) =TII;(x) UTIy(x), paracadax € V
Veamos que Fla x b] = D.
Flaxb] = {F(z):zeaxb}={F((x,y)): x€aNyeb}
= {IL({(x,y)) UIL((x,y)): x€aAyeb} =D

Como F es una aplicaciéon y a x b es un conjunto, del esquema de axiomas de
reemplazamiento resulta que la clase F[a x b] = D es un conjunto.
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Ejercicio 52. Sea F una aplicacién. Probar que F es un conjunto si y sélo si dom(F) es un
conjunto.

Sea F una aplicacién. Como F es una relacién, resulta que

dom(F) C [ J|JF (%)

Teniendo presente que F es un conjunto, del axioma de la unién se deduce que
UUF es un conjunto. Por tanto, de (%) y del esquema de axiomas de separacion
se concluye que dom(F) es un conjunto.

Supongamos que dom(F) es un conjunto. Como F es una aplicacion y F[dom(F)] =rang(F),
del esquema de axiomas de reemplazamiento se deduce que rang(F) es un con-
junto. Teniendo presente que

F C dom(F) x rang(F)

concluimos que la clase F es un conjunto.

Ejercicio 53. Sea F una aplicacion. Demostrar o refutar:
(1) Si x es un conjunto, entonces F~1[x] es un conjunto.

(2) Si x es un conjunto y F es inyectiva, entonces F~[x] es un conjunto.

(1) Falso. Consideremos la aplicaciéon F : V — V definida por F(x) = 0, para cada
x € V.Sia = {0}, entonces F~1[a] = V. Luego, a es un conjunto y F~![a] no lo es.

(2) Verdadero. Sea x un conjunto y F una aplicacién inyectiva. Entonces F~! es una
aplicacion. Luego, del esquema de axiomas de reemplazamiento se deduce que
F~1[x] es un conjunto.

Ejercicio 54. Probar que:

(Vz)(Fu)(Vy)ly € u — (Fx € z)(Vo)[v € y — (Fw € x)(v € w)]]

Queremos probar que para cada conjunto z, la clase
A, ={y: IxezVovey - Jwex(vew)}

es un conjunto.
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Se tiene que A; = {Ux : x € z}. En efecto:

yeA « IJxezWwwey—IJwex(vew))
— dxezVo(vey—veJx)
— dxez(y=Ux)

Veamos que para cada conjunto z, la clase A, es un conjunto.
Consideremos la aplicaciéon F : V — V definida por F(x) = [J x, para cada x € V.

Entonces, F[z] = A;. Por tanto, del esquema de axiomas de reemplazamiento se
deduce que A; es un conjunto.

Ejercicio 55. Demostrar que si (a, <) es un conjunto bien ordenado y a # @, entonces
to.((a, <)) = {to.({(S%(x),<)) : x € a}.

Sea a« =t.0.({a,<)). Sea h un isomorfismo de (4, <) en (a, €). Segun la proposicién
3.3.13, para cada x € a se tiene que h | S%(x) es un isomorfismo de (S%(x), <) en
(§%(h(x)), €). Luego,

Vx (x € a — t.o.((S%(x), <)) = S&(h(x)))
Vx (x € a — to.((S%(x), <)) =h

Por tanto, se verifica que

{to.((8%(x),<)) : x€a} ={h(x): x€a} =h[a) =a = to.((a, <))

Ejercicio 56. Sea a un conjunto. Estudiar en qué condiciones es un conjunto la clase

B = {x : Existe una aplic. supray. no inyect. de x en a }

Distingamos dos casos:

Caso1®: Supongamos que a = ©.

En este caso, para que exista una aplicaciéon de un conjunto x en a debe verificarse
que x = @ (ademas, en tal situacion, la tnica aplicacién de x en a es la aplicacion
vacia, que es biyectiva). Por tanto, en este caso, la clase B es la clase vacia y, en
consecuencia, es un conjunto.

Caso2?: Supongamos que a # Q.

Seanc € ay d ¢ a. Consideremos la aplicaciéon f : V — B definida como si-
gue: f(y) = (aU{d}) x {y}, para caday € V. Entonces f es una aplicacién bien
definida de V en B ya que
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* Para cada y € V, se tiene que (a U {d}) x {y} € B ya que la aplicacién g :
(au{d}) x {y} — a definida por

X sixe€a
s ={ % 23t
es suprayectiva y no inyectiva.
* dom(f) =V, por definicion.

Ademas, la aplicacién f es inyectiva ya que

fly) =f(z) = (au{a}) x {y} = (au{a}) x {z} =y =2z

Asf pues, f~! es una aplicacién de B en V cuyo rango es V. Luego si B fuese
un conjunto, del esquema de axiomas de reemplazamiento, deduciriamos que la
clase f~1[B] = V es un conjunto. En consecuencia, en este caso la clase B debe ser

propia.

Ejercicio 57. Sea A una clase propia y b un conjunto. Demostrar que la clase A X b es propia
si y solo si el conjunto b es no vacio.

Sib =, entonces A x b = A x D = @. Luego, la clase A x b no seria propia.

Supongamos que b # @. Sea ¢ € b. Entonces A x {c} C A x b. Consideremos la
aplicacion f : A — A x {c} definida asi: f(x) = (x,c), para cada x € A. Obviamente, f
es una aplicacion bien definida entre las clases citadas. Ademas

* f es inyectiva, ya que si x,y € A satisfacen que f(x) = f(y), entonces (x,c) =
(y,c). Luego, x = v.
* f es suprayectiva de A en A x {c}, yaquesi (x,c) € A x {c}, entonces x € Ay

f(x) = {x,¢).

Veamos que la clase A x b es propia. Caso contrario, del esquema de axiomas de se-
paracion resulta que la clase A x {c} serfa un conjunto. Como f~! es una aplicacién y
f1A x {c}] = A, del esquema de axiomas de reemplazamiento se deduciria que la
clase A es un conjunto. Lo que es una contradiccion.

4.7. Problemas propuestos

Ejercicio 4.1. Sea (a4, R) un conjunto parcialmente ordenado. Probar que es propia la
clase

A ={(x,5) : (x,S) es un conjunto parcialmente ordenado A (a,R) = (x,S)}
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Indicacién:Dado b € V, considérese (x,S) de manera que x = a x {b} y S es la
relacion transportada por la aplicacion f : x — a definida por f({y, b)) = y.

Ejercicio 4.2. ;Existe algtin par ordenado que sea un ordinal ? ;Existe algtn par no
ordenado que sea un ordinal ?

Ejercicio 4.3. Sean « € Ord y a un subconjunto de a. Sea R el orden inducido en a por
€. Probar que t.0.({(4, R)) < a.

Indicacién:Utilicese el resultado del ejercicio 3.13.

Ejercicio 4.4. Probar que Va, B € Ord ({«, B) # {a, B}).

Indicacién:Téngase presente que Vo € Ord (« ¢ «).

Ejercicio 4.5. Demostrar o refutar:

(1) Si x C y ey esun conjunto transitivo, entonces x es transitivo.
(2) Si x es un conjunto transitivo e y C P(x), entonces x U y es transitivo.

Ejercicio 4.6. Determinar, para cada uno de los conjuntos a siguientes, si son transitivos,
si €, es un buen orden y si son ordinales:

1 a={1,2,3}.

@ a = {{{{2}}}, {{2}}, {2}, 0}
3) a = {0,{0},2,{0,1,{0, {0} }}}.

Ejercicio 4.7. Sean x e y dos conjuntos. Probar que x x y es conjunto usando el esquema
de axiomas de reemplazamiento, pero sin usar el axioma de las partes.

Indicacién: Para cada c € x, la clase {c} x y es conjunto por el esquema de axiomas
de reemplazamiento. Ademds, x x y = U{{c} xy:c € x}.

Ejercicio 4.8. Demostrar o refutar:

(1) Si A es una clase transitiva, entonces la relacion € 4 es transitiva.

(2) Sean A, B clasesy F : A — B sobreyectiva. Entonces A es conjunto si y sélo si B lo
es.

Ejercicio 4.9. Demostrar o refutar:

(1) YudzVy(y € z + Ix € u(y C x)).
(2) YudzVy(y € z < Ix € u(x C y)).
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Ejercicio 4.10. Sean a y b conjuntos. Demostrar, usando el esquema de axiomas de re-
emplazamiento, que las siguientes clases son conjuntos:

1) A={P(x)UP(y) :x €aAy € b}.

(2) B={aU{{x}}:x b}

Ejercicio 4.11. Dar ejemplos de conjuntos a,b,c,d y e tales que sean transitivos los si-
guientes conjuntos: {{{®}},a,b} y {{{{@}}}, ¢ d,e}. ;Es posible obtenerlos de manera
que, ademads, sean ordinales ?

Ejercicio 4.12. Probar que existe un conjunto transitivo que contiene a {{{®@}}} y que
es el menor conjunto transitivo (respecto de la relaciéon de inclusién) que verifica tal

propiedad.

Indicacién:Utilicese el ejercicio 44.

Ejercicio 4.13. Sea x un conjunto no vacio de ordinales. Diremos que y es una cota su-
perior estricta de x si Vz € x(z < y). La menor cota superior estricta de x se denomina
supremo estricto de x, y la notamos por sup™ (x). Probar que:

(1) Sixno tiene maximo, entonces sup™ (x) =sup(x) y, ademas, sup™ (x) es un ordinal
que No es Sucesor.

(2) Si x tiene maximo y éste es el ordinal a, entonces sup™ (x) = a =sup(x)™.

Indicacién: (1) Probar que sup(x) es cota superior estricta.

Ejercicio 4.14. Con los axiomas hasta ahora vistos, ;cudles son los ordinales cuya exis-
tencia podemos asegurar?

Ejercicio 4.15. Sean a y b conjuntos y R, S buenos 6rdenes en a y b respectivamente.
Probar que t.o.((a,R)) = t.0.((b,S)) < (a,R) = (b,S).

Ejercicio 4.16. Sean (x,R), (x',R"), (y,S) y (y/,S’) conjuntos bien ordenados tales que
(x,R) = (x',R'ye(y,S) = (v,S'). Probar que:

1) SixNy=0yx'Ny =, entonces to.((xUy,RDS)) =to.((x’ Uy, R'®5'))
(2) to.((xxy,R®S)) =to.({(x' xy/,R'®5"))

Indicacién:Utilicese el ejercicio anterior.
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Capitulo 5

El conjunto de los niimeros naturales

Se trata de definir los nimeros naturales en términos de la Teoria de Conjuntos, de
tal manera que los conjuntos especificos que se identifiquen con los niimeros naturales,
satisfagan las “propiedades usuales"que se les suelen exigir a dichos niimeros y que se
conocen clasicamente por el nombre de axiomas o postulados de Peano. Ademas, para po-
der garantizar que sea un conjunto la clase cuyos elementos son los ntimeros naturales,
hemos de introducir un nuevo axioma en nuestra teoria: el axioma del infinito.

5.1. Ordinales sucesores, limites y finitos

Definicién 5.1.1. Sea « un ordinal. Diremos que:

(1) « es un ordinal sucesor si existe p € Ord tal que a = .

(2) « esun ordinal limite si« # 0 y & no es sucesor.
Consideraciones:

(1) Existen ordinales sucesores: 1,2,3,....

(2) ;Existen ordinales limites? Para poder asegurar su existencia necesitaremos el
axioma del infinito.

Proposicién 5.1.2. Sea x un ordinal no nulo. Son equivalentes:

(1) « es un ordinal limite.

2) Ua=a.

87
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(B) VB(B<a— BT <a).

Definicién 5.1.3. Diremos que un ordinal « es finito (o un niimero natural) si VB (B <
& — B =0V B es un ordinal sucesor).

Notaremos por IN a la clase cuyos elementos son los ntiimeros naturales; es decir, N =
{a : & es un ntmero natural }. Se tiene que los ordinales 0,1, 2, ..., son nameros natu-
rales. Usaremos m, 1, p, ... como variables para los niimeros naturales. Con los axiomas
estudiados hasta ahora no puede demostrarse que la clase IN sea un conjunto.

Axioma del infinito: 3x(0 € x A (Vy(y € x — y € x)))
Es decir, existe un conjunto al que pertenece el conjunto vacio y, ademds, es cerrado por el paso
al siguiente.

Definicién 5.1.4. Diremos que una clase A es inductiva si

0 AN (Vy(ye A—yt € A))

Asi pues, el axioma del infinito garantiza la existencia de, al menos, un conjunto induc-
tivo.

5.2. Propiedades de N

Proposicion 5.2.1. La clase N es transitiva e inductiva.
Proposicién 5.2.2. Sea a un conjunto inductivo. Entonces, N C a.
Corolario 5.2.3. La clase IN es un conjunto y, ademds,

N = (\{x: xes un conjunto inductivo }

Proposicién 5.2.4. El conjunto IN es un ordinal.

Cuando queramos resaltar del conjunto IN de los ntimeros naturales que es un ordinal,
lo representaremos por w.

Proposicién 5.2.5. w es el menor ordinal no finito y, ademds, es el menor ordinal limite.

Teorema 5.2.6. (Postulados de Peano)
Se verifica:

(1) 0 e IN.
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(2) Vx(x € N — xT € N).
(3) Vn € N(nt #0).
(4) Vm e NVn € N(m #n — m* #n™).

(5) Seaa C N tal que 0 € a ANVx € a(x™ € a). Entonces, a = IN (principio de induccién
débil o completa en w).

5.3. Problemas resueltos

Ejercicio 58. Sea (a, <) un conjunto bien ordenado no vacio de tipo ordinal «. Demostrar que
el ordinal w es limite si y solo si (a, <) carece de elemento mdximo.

Supongamos que « es un ordinal limite. Como a« = t.0.({(a, <)), existe un isomorfismo,
f de (, <) en (a, <). Veamos que (a, <) carece de elemento maximo.

— Sea x € a. Entonces existe B € « tal que f(B) = x. Ahora bien, como « es limite
resulta que BT € a. Por tanto, si f(BT) = y entonces resulta que y € a A x =
f(B) < f(B+1) = y. Es decir, x no es cota superior de (g, <). Por tanto, (a, <)
carece de elemento maximo.

Supongamos que « no es un ordinal limite. En tal situacién, teniendo presente que a # 0
(pues a # Q) resultarfa que 38 € Ord (« = BT). Sea f un isomorfismo de (B, <) en
(a,<).Como B € B resulta que f(B) € a. Veamos que f(B) = méax«(a). Para ello, basta
probar que f(pB) es una cota superior de (4, <).

* Sea x € a. Entonces existe y € BT tal que x = f(y). Ahora bien

yep = y<pt =y<p= fly) <f(B) = x < f(B)

Ejercicio 59. Sea a un conjunto no vacio de ordinales. Demostrar o refutar:
(1) Si los elementos de a son limites, entonces | J a es limite.

(2) Silos elementos de a son sucesores, entonces | J a es sucesor.
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(1) Verdadero. Sea a un conjunto no vacio de ordinales. Supongamos que
Vx € a(x es ordinal limite)

Veamos que [Ja es un ordinal limite.
* Como a C Ord resulta que Ja € Ord.

*x Como a es un conjunto no vacio y todos sus elementos son, también, no va-
cios, resulta que Ja # @.

* Veamos que Vx(x € Ja — xT € Ja).

En efecto: si x € (Ja, entonces existe y € a tal que x € y. Como y es un
ordinal limite resulta que x™ € y. Por tanto, x™ € Ja.

(2) Falso.Seaa = w — {0}. Entonces

* Vx(x € w— {0} — x es ordinal sucesor).

* Ja = w (luego Ja no es un ordinal sucesor).

Ejercicio 60. Sean « € Ord. Probar que « es un niimero natural si y solo si todo subconjunto
no vacio de « posee elemento mdximo (respecto del orden usual de w).

Supongamos que a« € IN. Sea a un subconjunto no vacio de a. Teniendo presente

que Ua = sup(a), para probar que Ja = méx(a), bastard demostrar que Ja € a.
Veamoslo.

Se tiene que Ja C «a. Luego, Ua < a. Como Ja € Ord y a« € N, resulta que
(Ua =0V Ja es ordinal sucesor).

- SiJa =0, entonces a = {0}. Luego, Ja =0 € a.
— SiJa, es un ordinal sucesor, sea B € Ord tal que Ja = B7. Veamos que Ja € a.

* Caso contrario, resultaria que B = Ja ¢ a. Como |Ja es cota superior de 4,
también lo seria . Pero B < By B =sup(a). Lo que es una contradiccion.

Supongamos que todo subconjunto no vacio de « tiene elemento méximo. Sea
€ Ordtalque p < aa A 0. Veamos que f es un ordinal sucesor.
q q

— Como B es un subconjunto no vacio de a, existird >>¢€ Ord tal que >>= max(p).
Se tiene que

nxEf=r <= x<>T—=xe>>".

><
. xE>>>+=x<>>>+=>x<>>>=>ﬁx<,B=>x€[3.
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Luego, p =>>7.

Ejercicio 61. Sea a un subconjunto no vacio de w que estd acotado superiormente en (w, €).
Probar que a posee elemento mdximo (teorema del extremo).

Sea b el conjunto de cotas superiores de a en (w, €). Entonces, b es un subconjunto no
vacio de w. Luego, existe ¢ = min(b).

Si ¢ = 0, entonces resulta que a = {0} y, por tanto, 0 = méx(a).

Supongamos que ¢ # 0.Sean € w tal que c = n*. Comon < nt = ¢, resulta que n ¢ b.

Luego, existe d € a tal que n < d. Entonces, ¢ = nt <d.Comoc €b y d € a resulta que
d < c.Por tanto, c = d € a.

Es decir, ¢ es un elemento de a que, ademés, es cota superior de a. En consecuencia, ¢ =
max(a).

Ejercicio 62. Sea a un subconjunto no vacio de w tal que a = |J a. Probar que a no estd acotado
superiormente en (w, €) y concluir que a = w.

En primer lugar, obsérvese que el conjunto a es transitivo, ya que a = [Ja. Veamos que
el conjunto 4 no esta acotado superiormente en (w, €).

— En efecto: caso contrario, por el teorema del extremo, existird n € w tal que n =
maéx(a). Se tiene que
mxCa=x<n=x<n" = xen’.

m x ent = x <n=x €a(puesaes transitivoy n € a).

Luego, a = n". De donde resultaria que a = Ja = Un" = n. Lo que es una
contradiccion (se prueba facilmente que Un™ = n).

Finalmente, veamos que w C a. Para ello, sea n € w. Como a no estd acotado superior-
mente en (w, €), existe p € a tal que n < p. Luego, n € |Ja. Es decir, n € a.

Ejercicio 63. Sea a un conjunto inductivo. Probar que a NP (a) es un conjunto inductivo ; Exis-
te un conjunto no inductivo, b tal que b N P(b) sea inductivo?

Sea a un conjunto inductivo. Veamos que 2 N P(a) es un conjunto inductivo.

» QcanP(a),yaque@cay® Ca.

» Sea x € aNP(a). Como x € a, resulta que x* € a. Ademds, x* C a, puesy €
c
= (yexvy=x) =yca
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Veamos que existe un conjunto no inductivo, b tal que b N P(b) es inductivo. En efecto:
sea b = w U {{w}}. Entonces, b no es inductivo, ya que {w} € by {w}T ¢ b.

Veamos que bNP(b) = w.
ew CP(),yaquen cw=nCwCb=necP(b).
o {w} ¢ P(b), yaquew ¢ by, por tanto, {w} Z b.

En consecuencia, el conjunto b N P(b) es inductivo.

Ejercicio 64. Sea a un conjunto inductivo. Probar que son inductivos los conjuntos que se
indican a continuacion:

(1) b= {x €a: xtransitivo }.
(2) c={x€a: xtransitivo N x & x}.

B) d={x€ca: xtransitivo NNz Cx (z# QD — JuezVyez(y¢u))}

(1) Como @ € ay @ es un conjunto transitivo, resulta que @ € b.
Sea x € b. Entonces, x € a 'y x es un conjunto transitivo. Luego, x™ € a y, adems,
x7T es transitivo. Es decir, x* € b.

(2) Como @ € a, @ es un conjunto transitivoy @ ¢ &, resulta que @ € c.
Sea x € c. Entonces, x € 4, x es un conjunto transitivo y x ¢ x. Luego, x™ € ay x™

es un conjunto transitivo. Veamos que x* ¢ x*.

— Caso contrario, resultaria que x* € x*. Por definicién de x* resultaria que
xT exVaxt =x.Sixt € x, entonces x € x* C x (pues x es transitivo) y, por
tanto, x € x.Si xT = x, entonces x € x™ = x. En ambos casos, se contradice
que x ¢ x.

Por tanto, xT € c.
(3) En primer lugar, observemos que si x € d y x € x, entonces {x} es un subconjunto
no vacio de x, luego x ¢ x. Por tanto, x € d = x & x.

Se tiene que @ € d, ya que @ € a, D es un conjunto transitivo y, ademas,
VzCQD(z£QD—JuezVyez(y¢u))

(pues el antecedente es falso).

Sea x € d. Entonces, x € ay x es transitivo. Luego, x™ € a4 y x* es un conjun-
to transitivo. Para ver que x™ satisface la tercera propiedad que caracteriza a los
elementos de d, sea z un subconjunto no vacio de xT. Entonces,
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= ObienzNx =@, encuyocasoz = {x}yJu € zVy € z (y ¢ u) (basta tomar
U =Xx).

= ObienzNx # @, en cuyo caso (teniendo presente que z N x es un subconjunto
novaciode xy que x € d), existef € zNx talqueVy € zNx (y ¢ t). Entonces,
es inmediato que
Vyez(yét)
Seav € z. Como z C x™T, resulta que v € xT.Siv € x, entonces v € zN x Y,

. tC
por tanto, v ¢ t.Siv = x, entonces v ¢ t (pues x € t => x € x).

Ejercicio 65. Demostrar que un ordinal es limite si y sélo si es un conjunto inductivo.

Sea « un ordinal.

Supongamos que « es limite. Entonces & # 0. Luego, 0 € . Ademads, si x € «, entonces
x < a. Luego, x* < a. Por tanto, x™ € a.

Supongamos que « es un conjunto inductivo. Entonces « es un conjunto no vacio (ya
que 0 € «). Ademads, si x € a, entonces xT € a. Luego, xT < wa. Por tanto, a es un
ordinal limite.

Ejercicio 66. Dar un ejemplo de un conjunto inductivo que no sea un ordinal.

Consideremos el conjunto a descrito informalmente como sigue:
a=wU{w’, ()", (0T)")T,...}
= Veamos que a es un conjunto inductivo.
Obviamente, 0 € a. Sea x € a. Entonces
— Obien, x € w, en cuyo caso x* € w C a.
— Obien, existe p € w — {0} tal que x = wt " en cuyo caso

(p+1)
xt = w4 2 g

= Veamos que 4 no es un ordinal.

Basta tener presente que a no es un conjunto transitivo, ya que
wheawew ywéa
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Ejercicio 67. Sea R la relacion definida en el conjunto, Z, de los niimeros enteros, como sigue:
xRy = [ <y[V(x[=[y[Ax<y).
Se pide:

(1) Demostrar que R es un buen orden en Z.

(2) Calcular t.o.((S%(x),R)).

La solucién de este problema vamos a estructurarla como sigue:

(a) Probaremos que (Z, R) es un conjunto totalmente ordenado.

(b) Demostraremos que (Z, R) es isomorfo a (w, <) (encontrando el tinico isomor-
tismo, f, que existe entre dichos conjuntos ordenados). De donde resultara que
(Z, <) es un conjunto bien ordenado (por serlo (w, <)).

(c) A partir de (b), mediante la restriccién de f a S%(x), hallaremos el t.o.((S%(x), R)).

En primer lugar, hagamos una descripcién gréfica de dicha relacion.

(@) (Z,R) es un conjunto totalmente ordenado.

s R esirreflexivaen Z.

En efecto: si x,y € Z verifican que xRy, entonces x # y.

= R es transitiva en Z.
En efecto: sean x,y,z € Z tales que xRy e yRz.
Caso 1°: Supongamos que |x| < |y|.

En este caso, teniendo presente que |y| < |z| resulta que |x| < |z|. Luego,
xRz.

Caso 2°: Supongamos que |x| = |y| A x <y (luego, y > 0).
Entonces

— Obien |y| < |z|, en cuyo caso |x| < |z| y, por tanto, xRz.

— Obien |y| = |z| Ay < z: este caso no se puede dar pues y > 0.
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m R esconexaen Z.

En efecto: sean x, y € Z tales que x # y. Entonces

— Obien |x| < |y|, en cuyo caso xRy.
— Obien |y| < |x|, en cuyo caso yRx.
— Obien |x| = |y| A x < y, en cuyo caso xRy.
— Obien |x| = |y| Ay < x, en cuyo caso yRx.

(b) Veamos que (Z,<) = (w,<).

Vamos a determinar el tnico isomorfismo que existe de (Z, <) en (w, <). Para ello,
vamos a justificar cémo conseguir el candidato adecuado.

En la descripcion grafica de (Z, R) podemos imaginar que los elementos de Z
estan distribuidos en “columnas", de tal manera que la “columna k—ésimagonsta
de los elementos k y —k. La imagen gréfica de un isomorfismo de (Z, R) en (w, <)
podria ser la siguiente:

®1 e 2 @3

N
™
N

cCPg—
(=)
-
-
W e— ¢
N
G@e————
@

S
g
L

(Quién deberia ser f(x), para cada x € Z? Desde luego, f(0) = 0. Supongamos
que x # 0. Entonces, f(x) deberia coincidir con el nimero de elementos de Z que
son estrictamente menores que x por la relacion R (f(0) = 0, f(—1) =1, f(1) =

2,f(=2)=3,f(2) =4,...).

— Caso 1°: Supongamos que x > 0.
En este caso:

f(x) = (n°elementos col.0) + (n° elementos col. 1) + - - - +
+ (n2 elementos col. (x —1)) +1 =

= 14+ Q242+ 6D 42)+1=142-(x—1)+1=2x
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— Caso 2% Supongamos que x < 0.
En este caso:

f(x) = (n%elementos col.0) + (n° elementos col. 1) + - - - +
+ (n2 elementos col. (|x| = 1)) =
= 14+ 2+2+ x5V 42) =
1+2- (—x—1)=-2x—-1

Estamos en condiciones de conjeturar que la aplicacién f : Z — w definida por

f(x):{Zx si x>0

—2x—1 si x<0

es un isomorfismo de (Z, R) en (w, <). Para probar dicha conjetura, y teniendo presente
que se trata de conjuntos totalmente ordenados, basta probar que f es un homomorfis-
mo suprayectivo de (Z, R) en (w, <).

= f es un homomorfismo de (Z,R) en (w, <).

Para ello, sean x, y € Z tales que xRy.

* Caso 1°: Supongamos que |x| < |y|.
— Subcaso 1°: Supongamos que x = 0 Ay > 0.
Entonces x < y. Luego, f(x) = 2x < 2y = f(y).
— Subcaso 2°: Supongamos que x > 0 Ay < 0.
Entonces x < —y. Luego,
flx) =2x < 2y =2x < 2y — 1= f(x) < f(y)-
— Subcaso 3°: Supongamos que x < 0 Ay > 0.
Entonces —x < y. Luego,
flx) =—-2x <2y = 2x—-1<2y = f(x) < f(y)-
— Subcaso 4°: Supongamos que x < 0 Ay < 0.
Entonces —x < —y. Luego, f(x) = —2x -1 < =2y —1 = f(y).
* Caso 2°: Supongamos que |x| = |[y| Ax < y.
En este caso, se tiene que x < 0Ay > 0Ay = —x. Luego,
fl) =-2x-1=2y-1<2y = f(y)

= f esuna aplicacion suprayectiva de Z en w.

Sea p € w. Entonces

— O Dbien existe n € w tal que p = 2n (p par), en cuyo caso f(n) = p.
— Obienexisten € w — {0} tal que p = 2n — 1 (p impar), en cuyo caso f(—n) =
p.
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(c) Hallemos el t.o. ((S%(x),R)). Teniendo presente que f : (Z,R) = (w,<), para
cada x € Z se tiene que

f18%(x): (SK(x),R) = (S2(f(x)), <)
Luego,
to.((SF(x), R)) = S<(f(x)) = f(x)

En consecuencia
2x si x>0
J[O(<S%(x)/ R>) = { —2x —1 si x <0

Ejercicio 68. Sea R la relacion definida en w x w como sigue:
(x, NR(X Y)Y = x+y<+yVx+y=x+y Ax <)
(1) Demostrar que R es un buen orden en w X w.
(2) Calcular t.o.((S¥™“((x,¥)),R)).
(3) Probar que la aplicacion f : w X w — w definida por

fxy) = (X+y)(J;+y+1) +x, (V(x,y) € w X w)

es un isomorfismo de (w x w, R) en (w, <).

Vamos a resolver este ejercicio siguiendo la pauta del anterior. Es decir, estructuramos
la resolucién como sigue:

(@) Probaremos que (w X w, R) es un conjunto totalmente ordenado.
(b) Demostraremos que la aplicaciéon f : w X w — w definida por

flaoy) = EEVEIIED | (i) € w x w)

es un isomorfismo de (w X w, R) en (w, <). De donde resultard que (w X w, R) es
conjunto bien ordenado.

(c) Apartirde (b), mediante la restriccion de f a S5 *“((x,y)), hallaremos el t.o.({(S¥*“({x,y)), R))
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Comenzamos haciendo una descripcién gréfica de dicha relacion.

® (2,0 (2,x+y-2)
® (1,0) I (1,1) (Lx+y—1)
w Loy Ly o

(@) Veamos que (w X w, R) es un conjunto totalmente ordenado.

= Resirreflexivaen w x w.
En efecto: si (x,y) € w x wentonces (x+y £ x+y)A(x+y=x+yAx £ x).
Luego, ({x,y), (x,y)) € R.

= R es transitivaen w X w.

En efecto: sean (x, ), (z,t), (4,v) € w x w tales que (x,y)R(z,t) y (z,t)R{u,v).

Caso 1°: Supongamos que x +y < z + £.
En este caso, teniendo presente que z +t < u + v resulta que x +y < u—+o.
Luego, (x,y)R(u,v).
Caso 2°: Supongamos que x +y =z +t A x < z.
Entonces
— Obienz+t < u+0v,encuyo caso x +y < u-+ vy, por tanto, (x,y)R(u, v).
- Obienz+t=u+vAz<uencuyocasox+y =u-+vAx < uy,por
tanto, (x,y)R(u,v).

m Resconexaenw X w.

En efecto: sean (x,y), (z,1) € w X w tales que (x,y) # (z,t). Entonces

Caso 1°: Supongamos que x +y = z + £.
En este caso, ha de ser x # z. Luego,
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— Obien x < z, en cuyo caso (x,y)R(z, t).
— Obien z < x, en cuyo caso (z, t)R{x,y).
Caso 22: Supongamos que x +y < z + t.
En este caso (x,y)R(z, ).
Caso 3°: Supongamos que z +t < x + .
En este caso (z,t)R(x,y).

I

(b) Veamos que (w X w,R) = (w, <).

Comenzamos este apartado, justificando porqué f es el candidato idéneo para ser el
isomorfismo de (w X w, R) en (w, <). Para ello, recordemos que en la descripcién gra-
fica de (w x w,R) tenemos distribuido el orden segin unas determinadas “colum-
nas". De tal manera que la “columna k—ésimaconsta de todos aquellos pares ordenados
(x,y) € w x w tales que x +y = k. Asi pues, en la “columna k—ésima.®¥isten, exacta-
mente, (k + 1) pares ordenados. ;Cémo definir f(x,y), para cada (x,y) € w X w?

(0,0) (0,1) (1,0) (0,2) Ly ... (x=Ly+1) (xy)

(—e—o—o—o—o—o—o— (W,<)

0 1 2 2 flxy)

Es decir, f(x,y) debe coincidir con el nimero de pares ordenados estrictamente me-
nores que (x, y) por R (obviamente, f(0,0) = 0). Por tanto,

f(x,y) = (n2 pares orden. col.0) + (n2 pares orden. col. 1) + - - - +
(n® pares orden. col. (x +y — 1))+
(n® pares orden. col. (x +y) menores que (x,y))

x+y—1
= Y k+D)+x=01+2+ -+ (x+y)) +x
k=0

_ 1+(926+y) (x4y)+r= (x+y)(;c+y+1) T x

Teniendo presente que se trata de conjuntos totalmente ordenados, basta probar que f
es un homomorfismo suprayectivo de (w X w, R) en (w, <).

= f es un homomorfismo de (w X w, R) en (w, <).

Para ello, establecemos previamente el siguiente resultado:
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Aserto: x +y < z+t = f(x,y) < f(z,1).

Prueba:

f(x,y) — (x+y)(§+y+1) +x< (X+y)(§+y+1) + x4+ (y+ 1 +Z)

_ (x+y)(x+y+;)+2(x+y+1) tz=

(x+y+1)2(x+y+2) s

< (Z+t)(§+f+1) + 7 = f(Z, t)

Para ver que f es un homomorfismo, sean (x, y), (z, ) € w x w tales que (x,y)R(z, t).
Distingamos dos casos:
Caso 1°: Supongamos que x +y < z + £.
En este caso, del aserto deducimos que f(x,y) < f(z,t).
Caso 12: Supongamos que x +y =z +t A x < z.
En este caso, se tiene que (x,y) # (0,0) y (z,t) # (0,0) . Luego,
floy)=0+2+ -+ (x+y)) +x
fzt) =0 +24+--+@z+1)+z o = floy) <f(z)
x+ty=z+thx<z
= f esuna aplicacion suprayectiva de w X w en w.

Sea n € w. Veamos que existe (x,y) € w x w tal que f(x,y) = n.

Para ello, consideremos la aplicacién ¢ : w — w definida por

z(z+1
s = 1 vz e w)
Entonces g es una aplicacion estrictamente creciente de (w, <) en (w, <) y
rang(g) no estd acotado superiormente. Por tanto, dado n € w existe un tinico
zewtalqueg(z) <n<g(z+1).Seax =n—g(z) ey =z — x. Entonces

ez)<n=n—-g(z) 20=xcw
De la definicién de g resulta inmediatamente que
g(z+1)=g¢(z)+z+1
Por tanto,

gz+1)>n = g@z)+z+1>n=g(z)+z>n
— gz)+z-n20=y=z—-x20=ycw

Luego, (x,y) € w. Ademds

flxy) = (Hy)(?w’l) +x= 72(2;1) tx=g(z)+x=mn
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(c) Finalmente, vamos a hallar el tipo ordinal de (S%*“((x,y)),R), para cada (x,y) €
w X .

Si (x,y) € w X w, entonces

FISR"(oy)) = (Sp™(oy)), R) = (SS(f(xy)), <)

Luego,
to.((Sg™“((x,y)), R)) = SE(f(x,y)) = f(x,y)

Por tanto,
Lo.((S§7 ((x,y)), R)) = ERAEEIED

Ejercicio 69. Sea R la relacion definida en w x w como sigue:

mdx(x,y) < mdx(x',y’) vV
(x, y))R(X,y) = (mdx(x,y) = max(x',y') ANx < x') Vv
(mdx(x,y) = mdx(x',y ) Ax =x" Ny <y')

(1) Demostrar que R es un buen orden en w X w.
(2) Calcular t.o.((S¥*“((0,y)),R)), para cada y € w.

() Calcular t.o.((S{™“({x,y)),R)), para cada (x,y) € w x w.

Resolveremos este ejercicio siguiendo la linea de los dos anteriores. Es decir,

(@) Probaremos que (w X w, R) es un conjunto totalmente ordenado.

(b) Obtendremos una aplicacion f : w X w — w que sea un isomorfismo de w X w en
w. De donde concluiremos que (w X w, R) es conjunto bien ordenado.

(c) A partir de (b), mediante la restriccién de f a S¥™“((x,y)), hallaremos el t.o.((S¥*“ ((x,¥)), R))
para cada (x,y) € w X w.

En primer lugar, describimos graficamente la relaciéon R.

[ ]
o1 o202 I ©,p) <w X W, R>

col. 0 col. 1 col. 2 col. p

(050)
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(@) (w x w, R) es un conjunto totalmente ordenado.

= Resirreflexivaen w X w.
En efecto: si (x,y) € w X w entonces max(x,y) = max(x,y) Ax £ x ANy £ y.
Luego, ((x,y), (x,y)) & R.
= R es transitivaen w X w.
En efecto: sean (x,y), (z,t), (u,v) € w x w tales que (x,y)R(z,t) y (z,t)R(u, v).
Caso 1°: Supongamos que max(x,y) < max(z, f).
En este caso, méx(x,y) < méx(z,t) < max(u,v). Luego,

max(x,y) < méax(u,v)

Por tanto, (x,y)R(u,v).
Caso 2°: Supongamos que max(x,y) = max(z, f) A x < z.
En este caso
— O bien méx(z,t) < max(u,v), en cuyo caso méax(x,y) < max(u,v)y
por tanto, (x,y)R{u,v).
— O bien méax(z,t) = max(u,v) Az < u, en cuyo caso max(x,y) =
méx(u,v) A x < uy por tanto, (x,y)R(u,v).
Caso 3°: Supongamos que max(x,y) = max(z, ) Ax =z Ay < t.
En este caso
— O bien méx(z,t) < max(u,v), en cuyo caso méax(x,y) < max(u,v)y
por tanto, (x,y)R{u,v).
— O bien méx(z,t) = max(u,v) Az < u, en cuyo caso max(x,y) =
méx(u,v) A x < uy por tanto, (x,y)R(u,v).
— Obien max(z,t) = méx(u,v) Az =u At < v, en cuyo caso

max(x,y) = max(u,v) Ax =uAy <v

Por tanto, (x,y)R(u,v).
= Resconexaenw X w.
En efecto: sean (x,y), (z,1) € w X w tales que (x,y) # (z,t). Entonces
Caso 1°: Supongamos que max(x,y) # max(z, t).
En este caso,
— O bien max(x,y) < max(z,t), en cuyo caso (x,y)R(z, t).
— O bien max(z,t) < méx(x,y), en cuyo caso (z, t)R(x, y).
Caso 2°: Supongamos que max(x,y) = max(z, f).
— Obien x < z, en cuyo caso (x,y)R(z,t).
— Obien x =z Ay < t, en cuyo caso (x,y)R(z, t).
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— Obien x =z At <y, encuyo caso (z,t)R(x,y).
— Obien z < x, en cuyo caso (z, t)R{x,y).
(El caso x = z Ay = t no se puede dar).

b) (wxw, <) = (w,<).

Si f es un isomorfismo de (w X w, R) en (w, <), entonces para cada (x,y) € w X
w, la imagen f(x,y) debe coincidir con el nimero de pares ordenados de w x w
que son estrictamente menores que (x, y) por R. Con esta premisa, veamos cudnto
tendria que valer f(x,y) (observando que el niumero de pares ordenados de la
columna k—ésima es 2k + 1).

Caso 1°: Supongamos que x < y.
En este caso, méx(x,y) = y. Luego (x, y) “estard.e" la “columna y—ésima". Por

tanto,
y—1

floy) = ) (2k+1) +x=y*+x
k=0
Caso 2°: Supongamos que y < X.

En este caso, max(x,y) = x. Luego (x,y) “estard.e” la “columna x—ésima".

Por tanto,
x—1

f(x,y):k;)(Zk—kl)Jr(x—ky) =x*+x+y

Por tanto, estamos en condiciones de hacer la siguiente conjetura:

x + y? si x<y
x>+x+y si y<x

f(xy) ={

Veamos que f es un homomorfismo suprayectivo de (w x w, R) en (w, <).

= f es un homomorfismo de (w X w, R) en (w, <).
Sean (x,y), (z,t) € w x w tales que (x,y)R(z, t). Veamos que f(x,y) < f(z,f).
Para ello, distingamos cuatro casos:
Caso 1%: Supongamos que x < y Az < t.
Subcaso 1,1: Supongamos que y < t.
Entonces, f(x,y) = x+y> <y+y> < t? <z + 1> = f(z,1).
Subcaso 1,2: Supongamos que y = t A x < z.
Entonces, f(x,y) = x +y*> < z+ 12 = f(z,1).
Subcaso 1,3: Supongamos quey =t Ax =z Ay < t.
Obviamente, este caso no se puede dar.
Caso 22: Supongamos que x > y Az < t.



104

Capitulo 5. El conjunto de los nUmeros naturales

Subcaso 2,1: Supongamos que x < t.

Entonces,

flr,y)=x2+x+y< x> +x+x <2 <2 +z=f(zt).
Subcaso 2,2: Supongamos que x =t A x < z.
Obviamente, este caso no se puede dar.

Subcaso 2,3: Supongamos que x = t Ax =z Ay < t.
Este caso tampoco se da.

Caso 3°%: Supongamos que x < y Az > t.

Subcaso 3,1: Supongamos que y < z.

Entonces,

fx,y)=x+y* <y+y*<z22<z22+z+t= f(z,t).
Subcaso 3,2: Supongamos que y = z A x < z.
Entonces,

flx,y) =x+y*<z+z2<22+z+t=f(z1).
Subcaso 3,3: Supongamos que y =z Ax =z Ay < t.
Este caso no se puede dar.

Caso 4%: Supongamos que x > y Az > t.

Subcaso 4,1: Supongamos que x < z.

Entonces,

flx,y) =x>+x+y<?+2x <22 <22 +z+t= f(z,t).
Subcaso 4,2: Supongamos que x =z A x < z.

Este caso no se puede dar.

Subcaso 4,3: Supongamos que x =z Ax =z Ay < t.
Entonces,

floy) =x+x+y<2Z2+z+t=f(zt).

= f es una aplicacién suprayectiva de w X w en w.

Sea n € w. Veamos que existe (x,y) € w x w tal que f(x,y) = n.
Caso 1°: Supongamos que n = 0.
En este caso, f(0,0) =0 = n.
Caso 2°: Supongamos que existe p € w — {0} tal que n = p~.
En este caso, f(0,p) = 0+ p? = n.
Caso 3°: Supongamos que para cada p € w se tiene que n # p>.
En este caso, consideramos el tinico ntimero natural g tal que ¢*> < n <
(g +1)%.Sear = n — ¢*. Entonces, g*> +r < (g + 1) Luego, r < 2q + 1.

2

Subcaso 3,1: Supongamos que r < 4.

Entonces, f(r,q) = r + ¢*> = n.

Subcaso 3,2: Supongamos que g < 7.

Notemos s = r — g. Entonces, s = r — g < 29 — g = g. Por tanto,
f@as)=g+q+s=¢g+r=n
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(c) Finalmente, vamos a hallar el tipo ordinal de (S§¥*“({x,y)), R), para cada (x,y) €
w X W.

Si (x,y) € w X w, entonces

FISR™0y)) = (SR y)), R) = (SE(f(x 1)), <)
Luego,

x 4 12 si x<
to.({(Sg*“((x, ), R)) = { 2 +yx+y si ygayc

En particular, para cada y € w resulta que t.0.((S¥*“({0,y)), R)) = y*.

Ejercicio 70. Sean R y S las relaciones sobre 2 X w definidas como sigue:

(x, ) R(X",y) o x+y<x'+y Vx+y=x"+y Ax <)
(x, S, Yy = x < Vx=x ANy <y)

Demostrar que :
1) to.(2xw,R)) =
(2) t.o.({2 x w,S)) es un ordinal limite.

(3) to.(2 X w,S)) > w

(1) Obsérvese que R es, precisamente, la relacién inducida en el conjunto 2 X w por
la relacién en w x w considerada en el ejercicio 68. Por tanto, (2 x w, R) es un
conjunto bien ordenado.

A continuacién vamos a hallar el candidato idéneo para el isomorfismo f de
(2 X w,R) en (w, <) (observando que dicha aplicacién no va a coincidir con la
restriccion a 2 x w del isomorfismo que existia de w X w en w, en el ejercicio 68).

o<1,o> ®(1,1) o(ly-1) ®(l,y)

| (0,2) rm 100,y +1)
L @ L
3 0

<7



106

Capitulo 5. El conjunto de los nUmeros naturales

Es decir, debe verificarse que:

f(0,0) =0
f(0,y) = (n®pares col.0)+ (n® pares col. 1) + - - - +

(n2 pares col. (y —1)) =1+ 2+ W7D 42) =2y —1
fLy) = fOy)+3=2y+2

Estamos en disposicién de conjeturar que la aplicacién f : 2 X w — w definida
por
0 si x=0Ay=0
flx,y) = { 2y—1 si x=0Ay>0
2y+2 si x=1
es un isomorfismo de (2 X w, R) en (w, <).

noi Probemos dicha conjetura.

= f es un homomorfismo de (2 X w, R) en (w, <).
Para ello, sean (x,y), (z,t) € 2 x w tales que (x,y)R(z, ).

Caso 12: Supongamos que x = 0y z = 0.
En este caso, y < t. Luego,
floy) = f0y) =2y =1 <2t =1=f(0,t) = f(z,1).
Caso 2%: Supongamos que x = 1y z = 1.
En este caso, y < t. Luego,
floy) = f(Ly) =2y +2<2t+2= f(L 1) = f(z,1).
Caso 3% Supongamos que x =0y z = 1.
En este caso, v < 1+ t. Luego,

flx,y) = fOy)=2y—1<2(1+¢t)—1=2t+1
< 242=f(10) = f(z1)

Caso 4°: Supongamos que x = 1y z = 0.
En este caso, 1 +y < t. Luego
fxy)=fQy) =2y+2<2(t—-1)+2=2¢
Pero 2y + 2 < 2t = 2y + 2 < 2t — 1. Por tanto,
flxy) < f(01) = f(z1)
= f es una aplicacion suprayectiva de 2 X w en w.
Sea n € w. Entonces
— Obien, n = 0, en cuyo caso f(0,0) =0 =
— Obien, nespary >0, encuyocasof(l,T) =2- 52 4+2=n.
— Obien, n es impar, en cuyo caso f(0, 53+) = —
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(2)

(3)

Para demostrar que el tipo ordinal de (2 X w,S) es un ordinal limite, teniendo
presente el ejercicio 58 y que 2 x w # O, bastara probar que el conjunto b.o. (2 x
w, S) carece de elemento méximo. Vedmoslo.

- Si(x,y) € 2 X w, entonces (1,y+1) € 2 X w. Ademéds x < 1Ay < y+1.
Luego, (x,y)S(1,y +1).

Para demostrar que el t.0.(2 X w, S) > w vamos a probar que
t0.((S5°“((1,0)),5)) = w (%)

De (%) resultard que t.0.((2 x w,S)) # t.o.({(S3*“((1,0)),S)) = wy, teniendo pre-

sente que t.0.((2 X w, S)) es un ordinal limite, concluiremos que t.0.((2 X w, S)) >

w.

Para probar (x), consideremos la aplicacién g : SEX“’(<1,O>) — w definida por

g(0,y) =y, para cada y € w (téngase presente que S2*“((1,0)) = {(0,y) : y €

w}).

Entonces g es una aplicacién creciente de <S§X“’ ((1,0)),S) en (w, <), ya que
(0,)5(0,2) =~y <z g(0y) <g02)

Obviamente g es una aplicacién biyectiva entre los conjuntos citados.

En consecuencia, g es un isomorfismo de (S3“((1,0)), S) en (w, <).

5.4. Problemas propuestos

Ejercicio 5.1. Sea a un conjunto no vacio cuyos elementos son ordinales. Probar que si
a no tiene maximo (respecto del orden entre ordinales), entonces |J a es limite.

Indicacion: Pruébese que VB € Ja(B' € Ua).

Ejercicio 5.2. Probar que en la teoria de conjuntos que resulta al prescindir del axioma
del infinito, son equivalentes:

(1) El axioma del infinito (es decir, 3x(x es inductivo)).

(2) Ju € Ord(« es limite ).

Ejercicio 5.3. Seann € wy x € n tales que x* ¢ n. Probar que x* = n.

Indicacién Téngase presente que si x € n, entonces x es un ordinal, y que la relacién de
pertenencia es total entre ordinales.
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Ejercicio 5.4. Un conjunto a es P—finito si y s6lo si para cualquier x C P(a),x # @, se
tiene que x posee algtiin elemento maximal respecto a la relacién de inclusién estricta
(es decir, Ju € xVv € x—(u & v)). Se pide:

(1) Probar que w no es P—finito.
(2) Probar que b = {n : n € w A n es P—finito} es inductivo.

(3) Probar que todo ntiimero natural es P—finito.

Indicacién: (1) Témese w como contraejemplo. (2) Para probar que si n € b, entonces
nt € b, tomese @ # x C P(n™") y considérese

y={u—{n}:ucxAnecu}
(3) Recuérdese que w es el menor conjunto inductivo.

Ejercicio 5.5. Si x es un conjunto inductivo ;puede afirmarse que P(x) sea un conjunto
inductivo?

Ejercicio 5.6. Se pide:
(1) Demostrar que si x es inductivo, entonces también lo es el conjunto

c={yex:y=0Vviazex(y=zU{z})}

(2) Probar que para cualquier ndmero natural n # 0, existe otro natural cuyo
sucesor es 1.

Indicacién:(2) Apliquese (1) para x = w y recuérdese que w es el menor conjunto in-
ductivo.

Ejercicio 5.7. Probar que si x es un conjunto inductivo, entonces x N Ord es inductivo.
Deducir de lo anterior que w es el menor ordinal limite.

Ejercicio 5.8. Sea R la relacién definida en w x w por

y+x <y +xVv

!/ /
<x,Yy>R<x,y > <= { (+2 =y +xAx <)

Probar que:

(1) (w X w, R) no es un conjunto bien ordenado.

(2) Sia={(x,y) € wxw :y > x}, entonces (a,R | a) es un conjunto b.o.
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(3) to.((a,R [ a)) > w.

Indicacién: En primer lugar, represéntese graficamente el orden en el plano cartesiano.
Obsérvese el papel de las rectas de ecuacion y = x + h. (1) El conjunto {(x,0) : x € w}
no tiene minimo. (2) Obsérvese que y +x' < y/ +xsiysélosiy—x < y' —x'. (3)
Pruébese que {(x,x) : x € w} es isomorfo a w. Ademds, nétese que en (w X w, R)
existen conjuntos infinitos y acotados.

Ejercicio 5.9. Sea 2* = | | "2y S la relacién definida en 2* como sigue:
new

fsg <= (dom(f) < dom(g)) V (dom(f) = dom(g) A
A 3k € dom(f) Vj < k (£(j) = g(j) A F(k) < g(k))

Probar que:

(1) (2*,S) es un conjunto bien ordenado.

@) to.((2%,S)) = w.

Indicacién: (2) Pruébese que la aplicacién F : 2* — w definida por F(f) = (2" — 1) +
21 £(0) +2"2. f(1) + -+ + f(n — 1) (en donde n = dom(f)), es un isomorfismo de
(2*,S) en (w, <). Alternativamente, se puede probar que no existen aplicaciones biyec-
tivas de 2* en n, para n € w, y ademas las secciones iniciales de (2%, R) son isomorfas a
algtin niimero natural.

Ejercicio 5.10. Dar ejemplo de una relacion R en w tal que (w, R) posea un tnico ele-
mento maximal y, en cambio, carezca de elemento maximo.

Indicacién: Considérese la relacion R definida asi xRy <= (x # 0 A x < y), siendo <
el orden usual de w.

Ejercicio 5.11. Encontrar el error del razonamiento siguiente (una “presunta“prueba
que permite establecer que w es un conjunto, sin utilizar el axioma del infinito):

“La clase w de los miimeros naturales es un segmento inicial propio de (Ord, <).
Luego de la proposicion 3.3.4 (que no usa el axioma del infinito) se deduce que la clase
w es una seccién inicial de (Ord, <). Por tanto, la clase w es un conjunto."

Indicacién:Determinese la clase Ord en la teoria ZF~, prescindiendo del axioma del
infinito.
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Capitulo 6

Teoremas de induccién y de recursion

En la primera parte de este tema, se trata de obtener distintas versiones del teorema
de induccién para clases bien ordenadas, para la clase Ord y para el conjunto IN.

En la segunda parte, se trata de formalizar en el marco de la Teoria de Conjuntos, los
denominados procesos recurrentes. Dichos procesos consisten en “construir.2plicaciones
de una clase bien ordenada no vacia (A, <) en V mediante el siguiente esquema:

(1) Se define la imagen, a, del primer elemento m de (A, <).

(2) Sib € A — {m}, entonces suponiendo conocidas las imédgenes de los elementos
estrictamente menores que b, se define (“mediante una ley de recurrencia") la ima-
gen de b, a partir de las imdgenes ya conocidas.

En realidad, los pasos (1) y (2) del esquema describen una aplicacién H tal que para
cada x € Ay cada aplicacién gy de S2(x) en V, se tiene que H(gx) € V. Pues bien, el
teorema de recursién garantizard la existencia de una tnica aplicaciéon de A en V que
verifica las dos condiciones exigidas en el proceso.

6.1. Teoremas de inducciéon

Teorema de induccion en una clase bien ordenada.

Sean (A, <) una clase bien ordenada y B una subclase de A tal que
Vx (x € ANS2(x) € B — x € B)

Entonces, B = A.

Teoremas de induccidon en la clase Ord.
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Version 1. Induccion fuerte en la clase Ord.

Sea A C Ord. Supongamos que Yoo € Ord (x C A — « € A). Entonces, A = Ord.

Version 2. Expresion mediante férmulas de la version 1.

Sea ¢(x) una férmula. Supongamos que
Va € Ord (VB € Ord(B < a — ¢(B))) — ¢(a))

Entonces, Va € Ord (¢(«)).

Version 3. Induccion débil en la clase Ord.
Sea A C Ord. Supongamos que

(1) 0 € A.

@QVacOrd (n€ A—at € A).

(3) Va € Ord (« limite Aa CA —a € A).
Entonces, A = Ord.

Version 4. Expresion mediante férmulas de la version 3.
Sea ¢(x) una férmula. Supongamos que

(1) ¢(0).

(2) Va € Ord (¢(a) — @(a™)).

(3) Va € Ord (« limite A (VB € Ord (B <a — ¢(B))) — ¢(a)).
Entonces Vo € Ord (¢(w)).

Teoremas de induccién en el conjunto IN.

» Version 1. Induccion fuerte en IN.

Seaa CINtalqueVn € N (n Ca — n € a). Entonces, a = IN.

» Version 2. Expresion mediante formulas de la version 1.

Sea ¢(x) una férmula. Supongamos que
Vne N ((Vp e N(p <n — ¢(p))) — ¢(n))

Entonces, Vi € IN (¢(n)).

» Version 3. Induccién débil o completa en IN.

Sea a C IN. Supongamos que
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1 0€a.
@ VneN((nea—nt ca).

Entonces, a = IN.

» Version 4. Expresion mediante formulas de la version 3.

Sea ¢(x) una férmula. Supongamos que
1) ¢(0).
@) V¥n € N (p(n) — g(n").
Entonces, Vi € IN (¢(n)).

6.2. Teoremas de recursion

Teorema de recursiéon en una clase bien ordenada.
Sean (A, <) una clase bien ordenada y H una aplicacién de V en V. Entonces existe una

tnica aplicaciéon F : A — V tal que

Vx € A (F(x) = H(F | $4(x)))
Teoremas de recursion en la clase Ord.

m Version 1.

Sea H una aplicaciéon de V en V. Entonces existe una tinica aplicacion F : Ord —
V tal que

Va € Ord (F(a) = H(F [ a))
= Version 2.
Sean « € Ord y H una aplicaciéon de Ord en Ord. Entonces existe una tinica
aplicacion ®, : Ord — Ord tal que
1 9,(0) = a.
(@ VB € Ord (®a(B) = H(®a(B))).
(3) VB € Ord (B limite — @, (B) = sup {Py(>>) : >>< B}).
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Teoremas de recursién en el conjunto IN.

m Version 1.

Sean a un conjunto y H una aplicaciéon de V en V. Entonces existe una tinica
aplicacion F : IN — V tal que

(1) F(0) = a.
@) Vn € N (E(n*) = H(E(n))).

m Version 2.

Seanm € N, [m,— [= {n € N : m < n}, Bun conjunto no vacioy a € B. Sea g
una aplicacion de B en B. Entonces existe una tnica aplicaciéon F : [m, — [ — B tal
que

(1) F(m) = a.
@) (v € [m, — [) (F(n*) = g(F(m))).

6.3. Problemas resueltos

Ejercicio 71. Dado un conjunto x se define por recursion \J" x, para cada n € IN, como sigue:

n+1 n

0
Ux=xaArvneN(Jx=Ulx)

Probar que si x es un conjunto y n es un mimero natural tal que |J" x = @, entonces x ¢ x.

Vamos a demostrar el resultado del ejercicio por la ley del contrarreciproco.

Para ello, sea x un conjunto tal que x € x. Veamos, por induccién débil en w que Vn(n €
N — U'x # Q).

Trivial, ya que x € x — x € [/ x.
Supongamos que x € [J" x. Entonces

n+1

xex/\erx—chU(Ox): UE:
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Ejercicio 72. Demostrar que si a es un conjuntoy G : V. x V — 'V, entonces existe una iinica
aplicacion f : w — V tal que

1 f(0) =a.
(2 Vnew (f(n") =G(< f(n),n>)).

Existencia: Consideremos la aplicaciéon H : V — V definida como sigue:

a six=0
H(x) =< G({x(n),n)) si x esuna aplicaciéon de dominio n*, conn € w
%) en cualquier otro caso (e.c.o.c.)

Por el teorema de recursiéon en Ord (version 1) aplicado a H, existe una tinica aplicaciéon
F:Ord — Vtal que Va € Ord (F(a) = H(F | «)). Consideremos f = F | w. Entonces
f es una aplicacién de w en V verificando:

- f(0) =F(0) =H(F [0) = H(®) = a.
- Sin € w, entonces
f(n") = F(n™) = H(F [ n™) = G((F(n),n)) = G({f(n),n))
Unicidad: Sean f, g aplicaciones de w en V verificando:
(1) f(0) =aAg(0)=a.
@) Vnew (f(n") = G((f(n),n)) Ag(nT) = G((g(n),n))).

Veamos que Vi € w (f(n) = g(n)). Por induccién débil en w.

Trivial, ya que f(0) = a = g(0).

Sean € w tal que f(n) = g(n) (hipétesis de induccién). Entonces

fnt) = G((f(m),m) = G({g(m),m)) = g(n)

Ejercicio 73. Sean a un conjunto y G, G' : V.— V. Demostrar que existe una tinica aplicacién
F:Ord — V tal que

a, sia = 0;
Fla) = { G(F(B)), sia=p+1;

G'(F | w), siaeslimite
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Existencia: Consideremos la aplicaciéon H : V — V definida como sigue:

a six=0Q
Hix) = G(x(B)) sixes una aplicacion de dominio 1, con § € Ord
) G(x) si x es una aplicacién de dominio un ordinal limite
% e.c.o.c.

Por el teorema de recursiéon en Ord (version 1) aplicado a H, existe una tnica aplicaciéon
F:Ord — V tal que Va € Ord (F(x) = H(F [ a)). Por tanto, se tiene que:

—F(0) =H(F10)=H(®) =a.

—Si B € Ord, entonces F(B™) = H(F | B7) = G(F(B)).

— Si « es limite, entonces F(«) = H(F [ «) = G/'(F [ a).
Unicidad: Sean F, F; aplicaciones de Ord en V verificando:

-F(0) =a AF(0) = a.

—Si B € Ord, entonces F(B") = G(F(B)) ANFi(BT) = G(F1(B)).

—Si « es limite, entonces F(a) = G/(F | ) A Fi(a) = G'(F | a).

Veamos que Va € Ord (F(a) = Fi(a)). Por induccion débil en Ord.

Trivial, ya que F(0) = a = F;(0).
p—BT|a=p")

Supongamos que F(B) = F;(B) (hipotesis de induccion). Entonces

F(B*) = G(F(B)) £ G(Fi(B)) = A (")

(a limite A < o) — &

Supongamos que VB < a (F(B)

F1(B)) (hipotesis de induccién). Entonces
Fla) = G'(F [ o)

:1 G (Fl r[X) == Fl(oc)

Ejercicio 74. Demostrar que si G : V x V. — V, entonces existe una iinica aplicacion F :
V x Ord — V tal que

Va € VVa € Ord (F(a,a) = G(a,F, [ a))

donde F, : Ord — V estd definida por F,(B) = F(a, B).
Indicacién: Para establecer la existencia, dado a € V considérese la aplicacion G, : V. — V
definida por G,(x) = G(a, x), para cada x € V, y apliquese el teorema de recursién en Ord.
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Existencia: Sea a € V. Consideremos la aplicacién G, : V — V definida por G,(x) =
G(a,x), para cada x € V. Por el teorema de recursiéon en Ord (version 1), existe una
Unica aplicacién F; : Ord — V verificando:

Va € Ord (Fy(a) = Gu(F, | w))

Consideremos la aplicacion F : V x Ord — V definida por F(a,a) = F,(«), para cada
a € Vya € Ord. Entoncessia € Vy a € Ord se tiene que

F(a,a) = Fy(a) = Go(F, [ w) = G(a, F; | «)

Unicidad: Sean F/, F” aplicaciones de V x Ord en V tales que paracadaa € Vya € Ord

se tiene que:
F'(a,a) = G(a,F, | ) NF'(a,0) = G(a,F) | «)

siendo F,(B) = F'(a,B) y F//(B) = F"(a, B) para cada € Ord.
Para cada conjunto a se tiene que

Va € Ord (F,(a) = G4(F, | a)
Va € Ord (F) () = G4(F) | «) }

Teniendo presente que existe una tinica aplicacién aplicacién F, : Ord — V verificando
que Vo € Ord (F,(a) = G,(F, | «)), se deduce que F, = F/'.

Por tanto, F' = F".

Ejercicio 75. Sean a un conjunto, G : V. — Vy f : w — V definida como sigue:

f0)=ay Vnew(f(n")=G(f(n)))

Demostrar que si G es inyectiva y a & rango(G), entonces f es inyectiva.

Vamos a probar que Vn € wVp € w (f(n) = f(p) — n = p). Por induccién débil en
w sobre la variable n (es decir, aplicaremos induccién débil a la férmula ¢(n) = Vp €

w (f(n) =f(p) = n=p)).

Hemos de ver que Vp € w (f(0) = f(p) — 0 = p). Para ello, sea p € w tal

que f(0) = f(p). Entonces f(0) = f(p) = a = f(p) = p = 0(yaquep #
OA f(p) =a = a € rang(G)).

Sean € wtalqueVp € w (f(n) = f(p) — n = p). Veamos que Vq €
w (f(n") = flq) = n" =q).
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Para ello, sea g € w tal que f(n™) = f(q). Entonces

flrt) =fla) = GUm) = flg) Y g 20
— Frew(@g=r")
— Jrew(G(f(n) =f(r"))
—  Jrew(G(f(n) = G(f(r)))
iy Irew(f(n) = (r)gﬂrew(n:r)
— Frewmht=r")y=qg=n"

Ejercicio 76. Demostrar o refutar:

Sean G1, Gy : V — V tales que Gy | Ord = G | Ord. Entonces las funciones
Fi y F, que obtenemos aplicando el teorema de recursion sobre ordinales a G1 y Gy,
respectivamente, son iguales.

Falso. Consideremos las aplicaciones Gy, G2 : V — V definidas como sigue:

x sixeOrd x si x e Ord
Gl(x) - { 0 e.co.c Gz(x) - { 1 e.co.c

Entonces G | Ord = G | Ord. Sean Fy, F, : Ord — V las aplicaciones obtenidas de G;
y G, respectivamente, aplicando el teorema de recursiéon en Ord. Entonces

Vo € Ord (Fl(oc) = Gl(Fl [oc) /\Fp_(zx) = Gz(Fz fﬂc))

Veamos que F; (1) # F(1). En efecto, teniendo presente que el conjunto {(0,0)} no es
transitivo (y, por tanto, no es un ordinal), resulta que:

Fi(1) = Gi(F [ 0%) = G1({(0,0)}) =0 }
(1) = G (R [07) = G2({(0,0)}) =1

Ejercicio 77. (Version 2 del teorema de recursion en w) Sea m € w y notemos [m, — [= {n €
w :m < n}. Sea B un conjunto no vacioy a € B. Sea g una aplicacién de B en B. Demostrar
que existe una vinica aplicacion F : [m, — [ — B tal que

(1) F(m) = a.
(2) Vn € [m,— [ (F(n") = g(F(n))).

Existencia: Consideremos la clase bien ordenada ([m, — [, <) = (A, <), en donde < es
la restriccion del orden usual de los naturales. Consideremos la aplicacion H : V — V
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definida como sigue:

a siz=0
H(z) = Q(z(n)) sin € w,n >m,z esuna aplicacion tal que
dom(z) ={tew: m<t<n"} y z(n)€eB
%) e.C.0.C.

Por el teorema de recursién en la clase b.o. ([m, — [, <), existe una tnica aplicacién
F: [m,— [— V verificando:

Vx € [m,— [ (F(x) = H(F | $4(x)))

siendo, en este caso, S2(x) = {t € w: m <t < x}.

Se verifica:

(@) F(m) = H(F | S4(m)) = H(®) = a.

(b) Vx € [m,— [ (F(x) € BAF(x") = g(F(x))). Probémoslo por induccién débil en
[m, — .

Por una parte se tiene que F(m) = H(®) = a € B.
Por otra, resulta que F(m*) = H(F | S4(m™)). Ahorabien, f = F | S4(m™)
es una aplicaciéon cuyo dominio es S4(m*) = {m} y f(m) = F(m) = a € B.
Luego,

F(m™) = H(f) = g(f(m)) = g(F(m))

x>m— xt
Sea x > mtal que F(x) € By F(x™) = g(F(x)).
Como F(x™) € rang(g) y rang(g) C B resulta que F(x™) € B.

Notemos y = x*. Entonces f = F | S2(y*) es una aplicacién cuyo dominio
esSA(yt) ={tcw: m<t<y'}y ademss, f(y) = F(y) = F(x*) € B.
Luego,

F(y") = H(F | S2(y")) = H(f) = g(f(v)) = g(F(y))
Unicidad: Sean F, F’ aplicaciones de [m, — [ en B tales que:
(1) F(m) =a = F'(m).

(2) Vx € [m,— [(F(x") = g(F(x)) A (F'(x") = g(F'(x)))
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Veamos que Vx € [m,— [ (F(x) = F'(x)). Por induccién débil en la clase b.o. ([m, —
[ <)-

Trivial, ya que F(m) = a = F'(m).

x>m— xt

Sea x > m tal que F(x) = F'(x) (hip6tesis de induccién). Entonces

F(x™) = g(F(x)) = g(F'(x)) = F'(x™)

=

Ejercicio 78. (Suma de ntimeros naturales)

(1) Demostrar que para cada n € w existe una iinica aplicacion ¢, : w — w tal que

= ¢ (0) =n.
= Vx € w (n(xT) = (@a(x))7).
(2) Demostrar que existe una iinica aplicacion ¢ : w X w — w tal que
» Vm € w (@(m,0) =m).
n VmVn € w (p(m,nt) = (p(m,n))").

Notacion: ¢(m,n) = m + n, para cada m,n € w.
Indicacién: Pruébese (1) aplicando el ejercicio 77 a un esquema adecuado.

(1) Basta aplicar el ejercicio 77 al siguiente esquema: B = w,a = n,m = 0y la
aplicacion g : B — B definida por g(x) = x™ (Vx € w).

Por el ejercicio citado, existe una tnica aplicaciéon
F=¢y:[m—|[=w—-B=w
tal que
= 9n(0) =n.
= Vx € w (@n(x7) = g(@n(x)) = (@n(x))7)-

(2) Existencia: Basta considerar la aplicacién ¢ : w X w — w definida como sigue:
¢(m,n) = @u(n), para cada (m,n) € w x w.

Unicidad: Sean f, ¢ : w X w — w aplicaciones tales que
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m Vm € w (f(m,0)=mAg(m,0)=m).
= Vm,n € w (f(m,n®) = (f(m,n))" Ag(m,n") = (g(m,n))").

Para cada n € w, consideremos las aplicaciones f,, g, de w en w definidas asi:

fu(m) = f(n,m) (Vm € w) }
gn(m) = g(n,m) (Ym € w)

De la unicidad de las aplicaciones ¢, resulta que f,;, = gn.

Por tanto, f = g.

Ejercicio 79. (Producto de ntimeros naturales)
(1) Demostrar que para cada n € w existe una tinica aplicacion ¢, : w — w tal que
= ,(0) =0.
- Ve w (Pulxt) = n+ pul)).
(2) Demostrar que existe una iinica aplicacion  : w X w — w tal que

» Vm € w (p(m,0) =0).
» VmVn € w (Y(m,n") =m+¢p(m,n)).

Notacién: (m,n) = m - n, para cada m,n € w.

(1) Basta aplicar el ejercicio 77 al siguiente esquema: B = w, a = 0, m = 0y la aplicaciéon
¢ : B — B definida por g(x) = ¢,(x) (Vx € w).

Por el ejercicio citado, existe una tnica aplicacién
F=¢,:[m—[=w—>B=w
tal que
= 4(0) = 0.
= Vx € @ (Yu(xT) = g(¥u(x)) = @n(Pn(x)) = 1+ ¢u(x)).

(2) Existencia: Basta considerar la aplicaciéon ¢ : w X w — w definida como sigue:
Y(m,n) = ¢y (n), para cada (m,n) € w x w.

Unicidad: Sean f, ¢ : w X w — w aplicaciones tales que

» Vm € w (f(m,0) =0Ag(m,0) =0).
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» Vm,n € w (f(m,nt)=m+ f(m,n) ANg(m,n") =m+ g(m,n)).

Para cada n € w, consideremos las aplicaciones f,, g, de w en w definidas asi:

fu(m) = f(n,m) (Vm € w) }
gn(m) = g(n,m) (Vm € w)

De la unicidad de las aplicaciones 1, resulta que f;, = gx.

Por tanto, f = g.

Ejercicio 80. (La funcidén factorial) Demostrar que existe una iinica aplicacion f : w — w
tal que

= £(0)=1.
= Vi (f(n+1)=m+1)f(n)).

Existencia: Consideremos la aplicaciéon H : V — V definida como sigue:

1 six=0
H(x) =< nt-x(n) sixesunaaplicacionden™ enw, conn € w
% e.c.0.C.

Por el teorema de recursiéon en Ord (version 1) aplicado a H, existe una tinica aplicaciéon
F : Ord — V tal que
Va € Ord (F(a) = H(F | a))

Consideremos f = F | w. Entonces f es una aplicacion de w en V. Ademas, rang (f) C
rang(H) C rang(F) C w. Luego, f es una aplicaciéon de w en w que verifica:

— £(0) =F(0) = H(F | 0) = H(®) = 1.

~ Sin € w, entonces f(nt) = F(n*) = H(F | n*) = n* -E(n) = n* - f(n).
Unicidad: Sean f, g aplicaciones de w en w verificando:

1. f(0) =1Ag(0) =1.

2. n € w (f(nt) = wt - f(n) Ag(n*) = n* - g(n)).

Veamos que Vi € w (f(n) = g(n)). Por induccién débil en w.

Trivial, ya que f(0) =1 = g(0).



6.3. Problemas resueltos

Sean € w tal que f(n) = g(n) (hipétesis de induccién). Entonces

Fnt)y =nt- fn) 0t g(n) = g(n™)
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Ejercicio 81. Sea A un conjunto no vacioy a € A. Sea f una aplicacién inyectiva de A en A
verificando:

1. a ¢ flA]
2. SiBC Aestalquea € By f[B] C B, entonces B = A.
Se pide:
(1) Probar que existe una vinica aplicacion § : w — A que satisface

» ¢(0) =a.
= Vi€ w(g(n+1) = f(g(n))).

(2) Probar que la aplicacion g del apartado a) es biyectiva.

(1) Existencia: Consideremos la aplicacion H : V — V definida como sigue:

a six=0Q
H(x) = f(x(n)) si x esunaaplicacion de dominio n*
conn €wyx(n) €A
%) e.c.o.c.

Por el teorema de recursiéon en Ord (version 1) aplicado a H, existe una tnica
aplicaciéon F : Ord — V tal que

Vo € Ord (F(a) = H(F | a))
Sea ¢ = F | w. Entonces g es una aplicacién cuyo dominio es w. Se verifica
= ¢(0) =F(0)=H(F|0)=H(®) =a.

» Vn € w(gn) € ANg(nT) = f(g(n))). Probémoslo por inducciéon débil en
w.

Por una parte, g(0) = a € A.
Por otra, g(07) = H(g | 07). Pero ¢ | 0" es una aplicacién cuyo dominio
es 0" y, ademads, g(0) € A. Luego,

g(0") =H(g [07) = f(g(0))
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Sea newtalqueg(n) € Aygn™) = f(g(n)). Como g(nt) €
rang(f) C A, resulta que g(n") € A.

Notemos p = n. Entonces ¢ | p™ es una aplicacién cuyo dominio es p™
y, ademds, g(p) = g(n") € A. Luego,

g(p™)=H(g I p") = f(g(p))

Unicidad: Sean g, / aplicaciones de w en A tales que

- 8(0) =anh(0) =
- Vn € w (g(n") = f(g(n)) A(n™) = f(h(n))).
Veamos que Vi € w (g(n) = h(n)). Por induccién débil en w.
Trivial, ya que g(0) = a = h(0).
n—nt
Supongamos que g(n) = h(n) (hip6tesis de induccién). Entonces

h.i

g(n™) = f(g(n)) = f(h(n)) = h(n™)
(2) Veamos que la aplicacién g es inyectiva. Concretamente vamos a ver que Vp €
wvn € w (g(p) = g(n) = p =n).

Por induccién débil en w sobre la variable p.

p=0
Sean € w tal que g(n) = g(0). Entonces g(n) = a. Comoa ¢ f[A]y g(n+
1) = f(g(n)) € f[A], se deduce que n = 0. Luego, p = n.

p—r'
Supongamos que Vn € w (g(p) = g(n) = p = n). Sea g € w tal que

g(p+1) = g(g). Como g(q) = f(g(p)) resulta que g # 0. Sea r € w tal que
g = r + 1. Entonces

g(p+1)=g(q) ﬁg(PﬂLl) g(f+1)=f( (p)) = f(g(r))
f=% ):p-r:p—l—l-r—l—l—q

Veamos que la aplicacién ¢ es suprayectiva. Para ello, teniendo presente la hip6-
tesis (2), basta probar que a € glw] y flg[w]] C g[w].

Por una parte, es inmediato que a € g[w]. Veamos que f[g[w]] C glw].

— Para ello, sea x € f[g[w]]. Entonces existe y € g[w] tal que x = f(y). Sea
n € w tal que y = g(n). Se verifica que:

x=f(y) Ay = g(n) = x = f(g(n) = x = g(n+1) = x € gla]
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6.4. Problemas propuestos

Ejercicio 6.1. (Potencia de niimeros naturales)

(1) Demostrar que para cada n € w existe una tinica aplicacién 1, : w — w tal que
= 7.(0) = 1.
. Vx € w (n(x*) = fu(x) - ).

(2) Demostrar que existe una tinica aplicaciéon 7 : w X w — w tal que

» Vm € w (n(m,0) =1).
» Vm,n € w (n(m,nt) =n(m,n)- n).

Notacion: y(m,n) = m", para cada m, n € w.
Indicacién: Resuélvase como los ejercicios 78 y 79.

Ejercicio 6.2. Las dos siguientes “versiones"del teorema de recursion en clases bien or-
denadas son erréneas. Encontrar el error y explicarlo.

(@) Sea (A, <) una clase bien ordenada. Sea H una aplicaciéon de A en V. Entonces,
existe una tnica aplicacién F : A — V tal que

Vx € A(F(x) = H(F | S2(x)))

(b) Sea (A, <) una clase bien ordenada. Sea H una aplicaciéon de V en V. Entonces,
existe una tnica aplicacion F : A — V tal que

Vx € A(F(x) = H(S%(x)))

Ejercicio 6.3. Sea R una relacién sobre un conjunto a. Probar que existe una tnica apli-
cacion f 1 w — P(a x a), tal que

M f(0) ={(x,x):x €a}.
(2) f(n+1) =Ro f(n).

Sea R* la clausura reflexiva—transitiva de R en el conjunto g, tal y como se defini6 en el
ejercicio propuesto 2.21. Probar que R* = [ J f(i).
icw
Indicacién: Aplicar recursion en w, version 2. Probar, ademads, que U f(i) es transitiva
icw
y reflexiva en 4, y que si S es una relacion transitiva y reflexiva en a que contiene a R,
entonces se tiene que Vn € w (f(n) C S).
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Ejercicio 6.4. Dar un ejemplo de una clase totalmente ordenada (A, <) y una aplicacién
H : V — V tal que no existe una tnica aplicacién F : A — V tal que

Vx € A (F(x) = H(F | $4(x)))

Concluir que el teorema de recursién no es cierto, en general, para 6rdenes totales que
no son buenos érdenes.

Ejercicio 6.5. (Recursion en clases bien fundamentadas). Sea (A, <) una clase bien funda-
mentada (ver definicién en el ejercicio 39) tal que la relacién < es adecuada en A; es
decir,

Vx € A (S4(x) = {y: y < x} esun conjunto)

Si G es una aplicacién de V en V, probar que existe una tnica aplicacion F : A — V tal
que
Vx € A(E(x) = G(F | SA(x)))

Indicacién: La prueba es andloga a la del teorema de recursion en clases bien ordenadas.

Ejercicio 6.6. (Sucesion de Fibonacci). Probar que existe una tinica aplicaciéon f : w — w
tal que

@ f(0)=f(1) =1.
2 Vnew (f(n+2)=f(n)+ f(n+1)).

Ejercicio 6.7. Sea ¢(x,y) una férmula. Sea R =< ® < la relacion producto lexicogréfico
(ver ejercicio 32) del orden usual en w consigo mismo. Supongamos que se verifica la
siguiente propiedad:

“Sea (n,m) € w X w. Supongamos que para todo (p,q) € w X w tales que

”

(p,q)R(n, m) se verifica ¢(p,q). Entonces ¢(n,m)".

Probar que Vn € w Vm € w (¢(n,m)).

Ejercicio 6.8. Sean a y b dos conjuntos, g : a X b X w — by h : a — b. Probar que existe
una Unica aplicacién f : a X w — b tal que

= f(x,0) = h(x) (Vx € a).
w f(x,n+1)=g(x, f(x,n),n) (Vx €a, Vn € w).

Indicacién: Para cada x € a, aplicar recursion con la funcién g, definida como g, (y, n) =

g(x,y,n).
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Ejercicio 6.9. Usando el esquema de recursion del ejercicio anterior, probar la existencia
de las operaciones, suma, producto y exponenciacién de nmeros naturales.

Ejercicio 6.10. Sea G : V — V. Probar que existe una tinica aplicaciéon F de Ord x Ord
en V tal que

VaVB(F(x, B) = G(F | a x B))

Indicacién: Usar recursion en clases bien fundamentadas, ejercicio 6.5.

Ejercicio 6.11. (Induccion en conjuntos finitos). Sea ¢(x) una féormula y n € w. Suponga-
mos que ¢(0) y que Vk < n(¢(k) — ¢(k+1)). Probar que Vk < n se tiene ¢(k).

Indicacién: Usar induccion en el conjunto bien ordenado (n', <).

Ejercicio 6.12. Sea (4, <) un conjunto parcialmente ordenadoy f : w — a tal que Vn €
w(f(n) < f(n+1)).Probar que Vn,m € w (n < m — f(n) < f(m)).

Ejercicio 6.13. Sean x un conjunto, a € xy g una aplicacién cuyo dominio esta contenido
en x X wy cuyo rango estd contenido en x. Probar que existe una tinica aplicacién f tal
que:

(1) rang(f) C x.
@ dom(f) € w o dom(f) = w.

3) f(0) = a.

@ f(n+1)=g(f(n),n),sin+1cdom(f).

(5) Sidom(f) =k+1,k € w, entonces g no esta definida en (f(k), k).

Indicacién:Considérese u ¢ x y definase G : V — V como sigue:

a six=0Q
Gx) = ¢(x(n),n)  si x esunaaplicacién de dominio n™,
- conn € wy (x(n),n) € dom(g)
u e.Cc.0.C.

Por el teorema de recursiéon en Ord, version 1, aplicado a G, obténgase una cierta apli-
caciéon F : Ord — V.

Finalmente, si § = min{a € Ord : F(a) = u}, considérese f = F [ .
Ejercicio 6.14. Sea a un subconjunto de w. Probar que existe una aplicacién biyectiva
cuyo dominio o bien es un ntimero natural o es w, y cuyo rango es a.

Indicacién: Definir la funcién inversa a la que se pide por recursién en el conjunto bien
ordenado (a, <).
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Ejercicio 6.15. Sean G : V — V y 4 un conjunto. Probar que existe una aplicacién
F:Ord x Ord — V tal que

(1) F(0,0) = a.
(2 F(B+1,> +1) = G(F(B,>>)).
(3) F(a,B) =sup{F(s,>>) :6 < aA >>< B} siay p son limites.
¢Es tinica? Si no es asi, dar un ejemplo.
Indicacién: Usar recursion en clases bien fundamentadas (ejercicio 6.5).

Ejercicio 6.16. Demostrar que un conjunto x es un ordinal si y sélo si se verifican todas
las condiciones siguientes:

1) Dex6®=x.
(2) Siy € x, entoncesy™ € x Vy' =x.

(3) Siy es un subconjunto de x, entonces Jy € x VJy = x.

Indicacién:Si x es un conjunto que no es un ordinal y verifica las condiciones (1), (2)
y (3), entonces pruébese por induccién débil en Ord que Ord C x.



Capitulo 7

Aritmética Ordinal

El objetivo de este tema consiste en establecer la existencia y unicidad de las opera-
ciones usuales con ordinales: la suma, el producto y la exponenciacién; asi como algunas
de las propiedades més interesantes de cada una de dichas operaciones.

7.1. Funciones normales

Definiciéon 7.1.1. Sea F : Ord — Ord. Diremos que:
1. F es continua si para todo ordinal limite «, se verifica que
F(a) = sup{F(p) : p < a}
2. F es normal si F es creciente y continua.

Ejemplos: La funcién identidad en Ord es una aplicacién continua. Las funciones cons-
tantes en Ord son aplicaciones continuas pero no normales. La funcién “paso al siguien-
te", F(w) = a™t, es creciente pero no es continua.

Proposicién 7.1.2. Sea F : Ord — Ord una aplicacién continua. Entonces,
F normal <= Va € Ord (F(a) < F(a™))

Proposicién 7.1.3. Sea F : Ord — Ord una aplicacion normal. Si « es un ordinal limite,
entonces F(a) es un ordinal limite.

Proposicién 7.1.4. Sea F : Ord — Ord una aplicacion normal. Sea « un ordinal tal que
F(0) < . Entonces, existe mdx {B € Ord : F(B) < a}.

129
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Proposicién 7.1.5. Sea F : Ord — Ord una aplicacion normal. Si a es un subconjunto no
vacio de Ord, entonces

F(sup(a)) = sup ({F(a): a € a})
Proposicién 7.1.6. Sean F,G : Ord — Ord aplicaciones normales. Entonces, F o G es una
aplicacion normal.
Teorema 7.1.7. (Teorema del punto fijo (Veblen, 1907))
Sea F : Ord — Ord una aplicacion normal. Para cada « € Ord, existe B € Ord tal que

p=ayF(p)=p

7.2. Existencia y unicidad de las operaciones usuales con
ordinales

Suma de ordinales.

= Teorema 1. Para cada &« € Ord existe una tnica aplicacién >, : Ord — Ord
verificando:

(D 2 (0) = a.
(2) VB € Ord (Zo(BT) = (Za(B)) ™).
(2) VB € Ord (B limite — X, (B) = sup {Za(>>) : >>< B}).
= Teorema 2. Existe una tinica aplicacion @, : Ord x Ord — Ord verificando:
(1) Yo € Ord (P4 (x,0) = w).
(@) Va, B € Ord (04 (&, ) = (@1 (w,))*).
(3) Va, B € Ord (B limite — P (a, B) = sup{P(a,>>) : >>< B}).
)

= Notacién: O (v, ) = a + B.
Producto de ordinales.

= Teorema 1. Para cada @« € Ord existe una tnica aplicacién 11, : Ord — Ord
verificando:

(1) Hzx (0) = 0
(2 VB € Ord (I1,(BT) = T.(B) + ).
(3) VB € Ord (B limite — I1,(B) = sup {I1,(>>) : >>< B}).
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= Teorema 2. Existe una tnica aplicaciéon ®, : Ord x Ord — Ord verificando:
(1) Va € Ord (®o(x,0) = 0).

(2) Vo, B € Ord (Po(a, ) = Do(, B) + ).
(3) Va, B € Ord (B limite — Po(rr, f) = sup {Pa(ar,>>) : >>< B}).

= Notacion: O, (a,B) = a - B.
Exponenciacién ordinal.

» Definimos la aplicacién Eg : Ord — Ord asi: Eg(0) = 1y Eop(B) = 0, para cada
B € Ord — {0}.

= Teorema 1. Para cada w € Ord — {0} existe una tnica aplicacién E, : Ord — Ord
verificando: (1) E,(0) = 1.
(2 VB € Ord (Ex(B") = Ex(B) - ).
(3) VB € Ord (B limite — E,(B) = sup {E,(>>) : >>< B}).

= Teorema 2. Existe una tinica aplicacion ®eyp : Ord x Ord — Ord verificando:
(1) Vo € Ord (Pexp(a,0) = 1).

(2) Va, B € Ord (Dexp (v, B7) = Dexp(, B) - ).
(3) Vo, p € Ord(a # 0 A B limite — Dexp(, B) = sup{Pexp (1, >>) :>>< B}).
(@ VB € Ord (B #0 — Dexp(0,B) =0).

= Notacion: @exp(a, f) = ab.

7.3. Propiedades de la suma de ordinales

(1) Para cada & € Ord la aplicacién 2, : Ord — Ord definida por ,(B) = a + B es
normal.

(2) Va (04 a = «a).

(3) Va,pB (B limite — a + B limite ).

(4) Monotonia

@a < B —=> ta <> +p.
b)a < B — at+ >+ >
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(5) Ley de simplificacion para <
@> +a <> +p —a<p.
(b) a+ >< p+>—a < .

(6) Ley de simplificacion para =
@> +a=>+p—a=p
(b) a+>>= B+ >/ a = p.

(7) Asociatividad. (« + B)+ >>= a + (f+ >>).

(8) Teorema de la resta. Sean «, B ordinales tales que & < B. Entonces, existe un tinico
ordinal >> tal que a+ >>= B.

(9) La suma de ordinales no es conmutativa.

7.4. Propiedades del producto de ordinales
(1) Para cada « € Ord — {0} la aplicacién I, : Ord — Ord definida por I, (B) =
« - B es normal.
@ Va(a-l=a ANl-a=a AN0-a=0).
(3) Va, B (x # 0 A B limite — « - B limite ).

(4) Monotonia
@a<BAS#E0—=> a <> P
b)a<p—a >B >

G) a#0AN1<Bp—a<a-p.
6) a #ON1<BAa<P-a
7)) a#0—B<a B

® a-p=0—a=0Vp=0.

(9) Ley de simplificacion para <
@>>#0A> <> —a<p.
b)>#0Aa >< - >—a <P
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(10) Ley de simplificacion para =
@>>#0A> a=>p—a=p
b)>F#0Na>=>/,a=p.

(11) Distributividad del producto respecto de la suma
@a-(pt+>>) = (a-p) + (a >>).
(b) En general, (a + B)- >># (a- >>) + (B- >>).

(12) Asociatividad. (a - B)- >>=a - (B- =>>).

(13) Teorema de la division con resto. Sean «,  ordinales tales que B # 0. Entonces, existen
unos tnicos ordinales >>,J talesquea = - > +6 A ><a A § < B.

(14) Va (a limite <> 3B(B# 0N =w - B)).

(15) El producto de ordinales no es conmutativo.

7.5. Propiedades de la exponenciacién ordinal

(1) Paracadaa € Ord — {0, 1} laaplicacién E, : Ord — Ord definida por E,(B) = aP
es normal.

@ Va(1*=1Aal=a A a-a=a?).
(3) Va, B (« > 1 A Blimite — af limite ).
(4) Monotonia
@a < BASS>1 =38P,
b)a<p—a> <.
(5) B>0— a<ab.
(6) Ley de simplificacion para <

@) >>> 1A <P 0 < B.
(b) >>#A0Na> < B> —a < B.

(7) Ley de simplificacion para =
@ >>> 1A > =>>F— n = .
b)>>1Na> =B~ L a=p.

(8) aP - a> = aPt>
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9) (aP)> = af>,

(10) Propiedades del ordinal ¢y (menor punto fijo de la funcién normal E,,).
(a) ¢g es un ordinal limite.

(b) wfo = ¢.

(11) Teorema del logaritmo. Sean « # 0, > 1. Entonces, existen unos tnicos ordinales
>>,0,ptalesquea =B~ - 5+p ANO<S<B A p<B™.

(12) Sean > 1yk € w.Sean>>>,...,>>, do, . .., 0 ordinales tales que >>0> ... >>>¢
A (Vi < k) (8; < B). Entonces, para cada ordinal > tal que >>(<>> se verifica
que

‘B>>>0.50_|_...+ﬁ>>>k.§k<‘3>>>

(13) Sea B > 1. Entonces para cada ordinal a« # 0 existen unos tnicos k € w y >>
y e >k, 00, . .., O ordinales verificando que

=B 504+ BTE SN S>> A (Vi<k) (0< 6 <B)

(13) Teorema de la forma normal de Cantor. Para cada ordinal « # 0 existen unos tnicos
k€ w,ng,...,ng € wyordinales >>,...,>> verificando que

=W ng 4w A S>> L >3 A (Vi< k) (0 < ny)

7.6. Problemas resueltos

Ejercicio 82. Sea F : Ord — Ord normal. Probar que:
(1) Laclase A ={a : F(a) = a} es propia.

(2) Dado un ordinal «, el punto fijo B de F que proporciona la prueba del teorema de Veblen es
el menor de los puntos fijos de F que es mayor o igual que «.

(1) Sea F una funcién normal. Entonces por el teorema de Veblen se verifica que Va €
Ord 3 € Ord (a +1 < BAF(B) = ).

Es decir, Va € Ord 35 € A (¢« < B). Por tanto, la clase A no estd acotada superior-
mente en (Ord, <) y, en consecuencia, A es una clase propia.
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(2) En primer lugar, debido a la importancia del resultado y al interés especifico de
la prueba constructiva que, usualmente, se da del teorema de Veblen, vamos a
detallar dicha prueba.

Sea « € Ord. Entonces aplicamos la versiéon 1 del teorema de recursiéon en w,
tomando como conjunto a el ordinal & y como H una aplicacién tal que H | Ord =
F. Del teorema citado, se deduce la existencia de una tinica aplicaciéon g : w — Ord
verificando:

= ¢(0) = .
» Vnew(gn+1)=F(gn))).

Sea f = sup(rang(g)). Vamos a ver que dicho ordinal satisface la tesis del teorema
de Veblen; es decir, « < A F(B) = B.

» & < B. En efecto: &« = g(0) € rang(g). Luego, a < sup(rang(g)).
= F(B) = B. En efecto:

F(B) = F(sup (rang(g))
= sup{F(a): a € rang(g)} [ proplZ1] rang(g) # @]
= sup{F(a): Imcw(a=gn))}
= sup{F(¢g(n)): n € w} =sup{g(n+1): n € w}
= sup (rang(g)) = B [ pues g(0) < F(g(0)) = g(1) ]

En consecuencia, f = sup {g(n) : n € w} es un punto fijo de F mayor o igual que
Q.

Obsérvese que la prueba que se ha dado es constructiva; es decir, que no sélo
prueba la existencia de un cierto punto fijo de F, sino que, ademds, proporciona
un método para obtenerlo.

A continuacién, vamos a demostrar que el punto fijo, B, obtenido en la prueba
descrita, es el menor punto fijo de F que es mayor o igual que a. Es decir, vamos a
demostrar que si >> es otro punto fijo de F que es mayor o igual que &, entonces
B <>>. Para ello, teniendo presente que p = sup {g(n) : n € w}, basta probar
que Vn € w(g(n) <>>). Vedmoslo por inducciéon débil en w.

* Para n = 0 el resultado es trivial, ya que g(0) = a <>>.

* Sin € w es tal que g(n) <>, entonces F(g(n)) < F(>>) =>>. Luego,
gn™) <>

En consecuencia, f = sup {g(n) : n € w} <>>.
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Ejercicio 83. Sea F : Ord — Ord una funcién normal. Sean
A={a€Ord:F(a) =a}

y G el inico isomorfismo de (Ord, €) en (A, €).
Se pide:

(1) Probar que la aplicacion G, considerada de Ord en Ord, es normal.

(2) Interpretar los valores G(«), para cada o € Ord.

(1) Vamos a probar que la aplicacién G es normal. Obviamente, dom(G) = Ord y
rang(G) = A C Ord. Como G es un isomorfismo, resulta que dicha aplicacién es
creciente. Por tanto, falta probar que G es continua. Vedmoslo.

* Para ello, sea « un ordinal limite y veamos que

G(a) = sup{G(p) : p <aj
Notemos >>=sup{G(p) : B < a}.

» Aserto: F(>>) =>>.
Prueba:
F(>) = F(sup{G(p): p <a})
— sup{F(G(B)) : B < a}
= sup{G(p): p<a}=>
Del aserto resulta que >>€ A. Luego existe 6 € Ord tal que G(J) =>>.
Veamos que § = a.

- 0<a,yaqueVp < a (G(B) < G(a)). Luego
5= sup{G(B) : p < a} < Gl)

Es decir, G(0) < G(a) y, por tanto, 6 < a.
— a < J,yaquedelo contrario d <« — 6 +1 < a (pues « es limite). Luego

S>=G(6) < G(6+1) <>

(2) Teniendo presente que G es un isomorfismo de (Ord, €) en (A, €), resulta que
G(0) sera el menor elemento de A; es decir, el menor punto fijo de F.

G(1) sera el siguiente de G(0) en (A, <); es decir, es el segundo punto fijo de F.
Ademés, se puede hallar dicho valor a partir de G(0) usando el método construc-
tivo de la prueba del teorema de Veblen (G(1) es el menor punto fijo estrictamente
mayor que G(0)).



7.6. Problemas resueltos 137

G(a 4 1) sera el punto fijo de F que “viene a continuacién"de G(«). Por tanto,
se puede hallar dicho valor a partir de G(«) usando el método constructivo de
la prueba del teorema de Veblen (G(a + 1) es el menor punto fijo estrictamente
mayor que G(a)).

Si a es un ordinal limite, entonces G(«) es el punto fijo de F que “viene a con-
tinuacion"de todos los puntos fijos de la forma G(>>), con >>< a. Como G
es una funcién normal, el valor de G(a) coincide con el supremo del conjunto
{G(>>) : ><a}.

Ejercicio 84. Sea F : Ord — Ord una funcién normal. Sean
A={a€Ord:F(a) =a}

y G el inico isomorfismo de (Ord, €) en (A, €).
Probar que F = G si y sélo si Va € Ord (F(a) = a).

En primer lugar vamos a establecer un resultado previo.

Aserto: SiVa € rang (F) (F(a) = a), entonces Voo € Ord (F(a) = «).

* Supongamos que Vo € rang (F) (F(x) = «)
Sea « € Ord. Entonces

F(a) € rang(F) = F(F(a)) = F(a) 2% F(a) = a
Probemos ahora que F = G <= Va € Ord (F(a) = a).

Supongamos que F = G. Sea « € rang (F). Como F = G resulta que a €
rang (G). Luego, por definiciéon de G deducimos que F(«) = «. En consecuencia,
del aserto concluimos que Vo € Ord (F(a) = «)

Supongamos que Va € Ord(F(a) = «). Entonces
{x €0Ord: F(a) =a} =Ord

Luego, la aplicacion G es un isomorfismo de (Ord, €) en (Ord, €). Por tanto, G =
Id | Ord. Es decir, Va € Ord (G(a) = a). En consecuencia, F = G.
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Ejercicio 85. Estudiar el crecimiento y la continuidad de las siguientes funciones F; : Ord —
Ord (i =1,2,3,4):

1) F(a)=a+1.

n, sin < w.
w, Six > w.

@ F(a) = {

« +1, siwanoeslimite.
X, si & es limite.

3) B(a) = {

4) Fy(a) =Ua.

(1) Laaplicacién F es creciente, ya que
n<p<=a+l<p+1<= F(a) <F(B)
En cambio, F; no es continua, ya que Fj (w) =w+1y
sup{F(n): n<w} =sup{n+1: n<w}=w

(2) Laaplicacién F, no es creciente, ya que w < w' y h(w) = w = K(w™).

En cambio, F, es continua, ya que si « es un ordinal limite, entonces F(a) = w.
Ademas:

cw<a=sup{h(pf): p<a}l=w.
ew=a=sup{bh(n): n<w}=sup{n: n<w}=w.

(3) La aplicacién F; es continua, ya que si @ es un ordinal limite, entonces F3(«) = a.
Ademas:

m sup{F(B): p<a}<apuesp<a=—FKB)<p+1<a
w x <sup {F(B): B <a}, yaque

B<a=B<B+2=FR(B+1) = B < sup{B(>):><a}

Veamos que la aplicacién F3 es creciente. Para ello, teniendo presente que dicha
aplicacién es continua, bastard probar que

Va(x € Ord = F3(a) < F3(a™))

= Sia es un ordinal limite, entonces F3(a) = a < a +2 = F3(a + 1).
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= Sia no es un ordinal limite, entonces
Fa)=a+1l<a+2=FKa+1)

(4) La aplicacion Fy es continua, ya que si « es un ordinal limite, entonces Fy(a) =
UJa = a. Ademas:

» sup {Fs(B) : B <a}<Ua, pues
p<a=pBSa=JBC|Ja= E(B) <Ja

» Ua <sup {F(B) : B < a}, ya que al ser « un ordinal limite se tiene que
v =Uaya Zsup{F(B): B <a}pues

p<a=p+2<aAB<p+1=J(B+2) =F(p+2)
En cambio la aplicacién F4 no es creciente, ya que

w<wt yRw) =Jvw=w=Jw" =FkKw")

Ejercicio 86. Probar que la clase {a € Ord : w es limite} es una clase propia.

En el apartado 3 del ejercicio 85, hemos probado que es normal la aplicaciéon F; :
Ord — Ord definida por F3(«) = a si « es limite y F3(a) = a + 1, en caso contrario.

Por tanto, del apartado 1 del ejercicio 82 deducimos que es propia la clase
A={a€Ord: F(a)=a}
Finalmente, basta observar que de la definicién de F3 se deduce que

A ={a €O0rd:a eslimite }

Ejercicio 87. ;Existe algiin ordinal « tal que o + w = a*?

No puede existir un ordinal « tal que « + w = a™, ya que si a es un ordinal, teniendo
presente que la aplicacién X, es normal y w es limite, se deduciria que £, = a + w es
limite y, en consecuencia, resultaria que & + w # a ™.

Ejercicio 88. Dar ejemplos de ordinales o, B tales que
M a<Ppya+p<p+a
2 a<pyp+a<a+p.
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(1) Seana =1y B = w. Entonces

x=1<w=pAa+B=l+tw=w<w+l=p+ua

(2) Seana =wypf =w+1 Entoncesa = w < w+1 = B. Ademas

B+u (w+l)+tw=w+(1+4+w) =w+w

j (wWHw)+l=w+(w+1)=a+p

Ejercicio 89. Hallar una permutacion de los ordinales 1,2, w tal que su suma sea, respectiva-
mente:
w, w+1l, w+2 w+3

asoc

1424w = 14+2)+w=3+w=w
24w+1 = 2+w)+1l=w+1
l+w+2 = 14w +2=w+2

asoc

w4142 = w+(142)=w+3

asoc

Ejercicio 90. Dar ejemplos de un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de (A, <q) sea,
respectivamente:

(@) w+n, para cadan € w — {0}.
(b) w-2.

(c) w-w.

(@) Sea n un numero natural distinto de cero. Vamos a dar un ejemplo de un conjunto
A CQtalqueto.({A <)) =w+n.

De manera intuitiva y gréafica el conjunto A podria describirse como sigue:

1-1 1

B

Wl
—_

|

-
—_
N
=

Con la idea anterior, consideramos el conjunto

A={1-1/p: pew—-{0}}U{1,2,...,n}
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(b)

(c)

Entonces, (A, <) es un conjunto totalmente ordenado (ya que el orden usual de Q
es total y, por tanto, induce un orden total en todo subconjunto suyo).

Consideremos la aplicacién f : A — w + n definida como sigue:

f(1—-1/p) = p—1 sipEaJ—{O}}
flk) = w+k—1 sil<k<n

Obviamente, f es una aplicacién biyectiva de A en w + n. Veamos que f es un
homomorfismo de (4, <) en (w + 1, €).

2 1-1/p<1-1/g= f(1-1/p)=p—-1<qg-1=f(1-1/q).
n 1-1/p<k= f(1-1/p)=p—-1<w+k—-1= f(k).
k<l = flk)=w+k—-1<w+k —-1= f(K).

En consecuencia, t.0.({(A, <)) = w + n.

Demos un ejemplo de un conjunto B C Q tal que t.0.((B, <)) = w - 2.

De manera intuitiva y gréafica el conjunto B podria describirse como sigue:

Con la idea anterior, consideramos el conjunto
B={1-1/p: pew—-{0}}U{2—-1/9: g€ w—{0}}

Como hemos observado anteriormente, (B, <) es un conjunto totalmente ordena-
do.

Consideremos la aplicacién f : B — w + w definida como sigue:

fl-1/p) = p—1 sipew—{o}}
f2-1/q) = w+qg—-1 sigew—{0}

Obviamente, f es una aplicacién biyectiva de B en w + w. Ademds, al igual que en
el apartado (a), se prueba que f es un homomorfismo de (B, <) en (w + w, €). Por
tanto, t.0.((B, <)) = w + w.

Demos un ejemplo de un conjunto C C Q tal que t.0.((C, <)) = w - w.
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De manera intuitiva y gréafica el conjunto C podria describirse asi:

. ¢ (€ <)

Con la idea anterior, consideramos el conjunto

C=U{n-1/p: pew-{0}}

new
Entonces, (C, <) es un conjunto totalmente ordenado.
Consideremos la aplicacién f : C — w - w definida como sigue:
fln—=1/p)=w-n+p—-1lsincwApecw-—{0}

Obviamente, f es una aplicacion biyectiva de C en w - w. Entonces, al igual que en
el apartado (a), se prueba que f es un homomorfismo de (C, <) en (w - w, €). Por
tanto, t.0.((C, <)) = w - w.

Ejercicio 91. Sean «, B € Ord con B # 0. Demostrar que o + B es limite si y sélo si B es limite.

Sean «, B ordinales tales que 8 # 0.

Supongamos que a + f es limite. Entonces  debe ser limite ya que, caso
contrario, como B # 0, existirfa un ordinal >> tal que B =>>7; en cuyo caso,
a+ B =a+ >>T= (a+ >>)". Lo que es una contradiccion.

Supongamos que B es limite. Teniendo presente que la aplicacién X, es nor-
mal, deducimos que X, () = « + B es un ordinal limite.

Ejercicio 92. Calcular razonadamente el tipo ordinal del conjunto

{acOrd: a <w* A B (B =0)}
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Notemos a = {a € Ord : a < w* A 3B (B> = a)}. Vamos a probar que el tipo ordinal
de (a, <) es w? + 1.

Para ello, consideremos la aplicacién f : w? + 1 — a definida asi: f(8) = B2, para cada
B € w?+ 1. Veamos que f es un isomorfismo de (w? + 1, <) en (a, <).

Como estamos trabajando con buenos érdenes (por tanto, totales), basta ver que f es un
homomorfismo suprayectivo entre los conjuntos ordenados citados.

= rang(f) C a. En efecto: sea a € rang(f). Entonces existe f € w? + 1 tal que & =
f(B) = B Como B < w? +1 = B < w?, resulta que & = p* < w*. Luego, a € a.
= f es un homomorfismo de (w? + 1, <) en (g, <).

Sean B, >>¢c Ord tales que f <>>.

~ Si B =0, entonces f(B) = 0 <%= f(>>).

— Si B > 0, entonces por la monotonia fuerte (por la derecha) del producto se
tiene que

2
fB)=p"=p-p<p>
Por la monotonia débil (por la izquierda) del producto se tiene que - >><>>
>3>=32 Tuego, f(B) = B> < B S>I?= f(>).
= f es una aplicacién suprayectiva de w? + 1 en a.
En efecto: sea a € a. Entonces, a < w? y existe B tal que 82 = a.
e No puede verificarse que > w? pues, en tal caso, razonando como hemos

hecho antes, obtendrfamos que 82 > w*. Lo que contradice la condicién que
satisface B.

Por tanto, B < w?. Esdecir, € w? + 1y f(B) = p* = a.

Ejercicio 93. Sean « y B ordinales tales que x > 1y B # 0.

(1) Consideremos la clase A = {p € Ord : B < af}. Probar que existe >>= min_ A, que
A = Ord— >>, y concluir que la clase A es propia.

(2) Probar que el ordinal > del apartado anterior, es sucesor.

(3) Probar que existe un tinico ordinal & verificando que a° < B < a®*1.
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(1) Teniendo presente que A C Ord, resulta que A estd bien ordenada por el orden

(2)

(3)

inducido por el usual de Ord. Luego, para probar que existe >>= min. A es sufi-
ciente demostrar que A # @. Vedmoslo.

oc>1:>18<oc/3

0‘>1:>06ﬁ<0c5+1} == ,B<0¢ﬁ+1:/3+1EA:>A#@
Veamos que A = Ord— >>.

- Six € A, entonces x € Ord y >>< x. Luego, x € Ord y x ¢>>. Es decir,
x € Ord— >>.

- Six € Ord— >, entonces x € Ord y x €>>. Luego, >>< x. Por tanto, o
bien x =>> (en cuyo caso, x € A), obien x >>> (en cuyo caso, a* > a> >
yx €A

Veamos que la clase A es propia. En efecto: sila clase A fuese un conjunto, teniendo
presente que Ord = (Ord— >>)U >>= AU >>, del axioma de la unién resultaria
que la clase Ord seria un conjunto.

Sea >>= min.A. Veamos que > es un ordinal sucesor.

— >>esnonulo,yaquel < g < a™.
— Veamos que > no es un ordinal limite.

En efecto: si > fuese un ordinal limite, entonces
= sup{af: p <>}

Como B < a, existiria ¢ € Ord tal que ¢ <>>y B < a’. Es decir,
o <>y € A. Lo que es una contradiccion.

Existencia:

Como >»>= min-A es un ordinal sucesor, existe 6 € Ord tal que >»>= ¢ + 1.
Entonces

— Como 3>=J+1 € A, resulta que B < a+1.
— Como >>=min. A y § <>>, se tiene que § ¢ A. Luego, &’ < B.

Unicidad: Sean 61, 6, € Ord tales que
2 < B < attly a® < B <t
— No puede verificarse que d; < J, pues, en tal caso,
MW <hHh=—=0506+1<bh=—=p<a<a®<p

Lo que es una contradiccion.
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— No puede verificarse que 1 < J7 (razonamiento similar al anterior).

Conclusion: 61 = 6.

Ejercicio 94. Para cada n € w, se definen Ay = {a :n+a=a}ty A, ={a:n-a=a}.
Demostrar que:

(1) Ap=0rd=AjyAj=1.
(2) Sin # 0, entonces A,, = Ord — w.

(3) Sin > 1,entonces A, = {w-p:p =0}

(1) Se tiene que
Ap={x€Ord: 0+a =a} =0rd
Al={a€Ord: 1-a =a}=0rd
Ay={a€Ord: 0-a=a}={0}=1

(2) Supongamos que n € w — {0}.

= A, C Ord — w, ya que si « es un ordinal que no pertenece a Ord — w, enton-
ces « € w. Luegon 4+ a # a (pues n # 0). Por tanto, & & A,,.

» Ord —w C Ay, yaquesia € Ord — w, entonces w < «. Por el teorema de la
resta, existe un ordinal § tal que w + B = «. Luego

x=w+p=n4+w)+p=n+(w+p)=n+ua
Por tanto, « € A,,.
(3) Supongamos que n € w —{0,1}.

» Veamos que A, C{w-p: B > 0}.
Sea « un ordinal que no pertenece al conjunto {w - B : B > 0}. Por el teorema
de la divisién con resto (“dividimos"a por w) existen >>¢ Ord y m € w tales
que & = w->> +mA >< a Am < w. Entonces, m > 0. Luego,

na=n-(w->>4m)=n-(w->>)+n-m=w->>+n-m>w- > +m=un

Por tanto, « & AJ,.
» Veamos que {w-p: B >0} C A
Si B € Ord, entoncesn - (w-B) = (n-w)-B=w-B.Portanto, w- B € A),.
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Ejercicio 95. Probar por induccion débil en Ord que si « > 1, entonces VB € Ord (B < aP).

Probemos el resultado por induccién débil en Ord, sobre la variable B.

Para ello, sea
A={BcOrd: Va € Ord (a >1— B <ab)}

0

Six >1,entonces 0 <1 =a".

BeA—PBTeA
Sea « € Ord tal que « > 1. Entonces

BeEA=B<al = BT < (af)F

B< Bt i ab < ab' = (aP)+ < b’

Por tanto, B < ab’

B limite ABCA—BcA

Sea  un ordinal limite tal que B C A. Veamos que § € A.
Sea « € Ord tal que « > 1. Entonces
h.i.
af = sup {a™ : >>< B} = sup {3 >>< B} =B
Por tanto, A = Ord.

Nota: Este resultado puede probarse directamente como sigue.

Sia > 1, entonces la aplicacion E, es normal. Por tanto, E, es creciente. Luego

vp € Ord (B < Ex(p) = af)

Ejercicio 96. Demostrar que si n > 1, entonces n® = w.

Supongamos que n > 1.

= Veamos que Vp € w (nf € w).

Por induccién débil en w, sobre la variable p.

p=0

Se tiene que n? = n’ =1 € w.
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p—p+1

Supongamos que n” € w. Entonces n?™! = n? - n € w.

= Veamos que n“ = w.

Se verifica que n* = sup{n? : p € w}. Ahora bien, como hemos visto antes, w es
una cota superior del conjunto {n” : p € w} = w.

Ademas, si g € w, entonces

n>1
g<qg+1 < nitl
Luego g no es cota superior de {n” : p € w} = w. En consecuencia,

w

n“ = sup{n’: pecw}=w

Ejercicio 97. Demostrar que

1) 29" =" (Vn € w).
n+1 n

2 2 =wv (Vn € w).

(3) Sia € Ord es tal que & > w, entonces 2wt — (",

(1) Sea n € w. Entonces,
299 = (29 = "

(2) Sean € w. Entonces,

2a)

n+1 _ 2w1+n _ 2w,wn _ (260)60” _ ((,())w

(3) Sea « > w. Entonces existe § € Ord tal que « = w + B. Luego

l+a=1+(w+B)=14+w)+f=w+f=un

Por tanto
Zwa _ 2w1+¢x _ Zw,wtx _ (Zw)wtx _ wwtx

Ejercicio 98. Sean p,q,n € w. Demostrar que:

qg-n, sip=0
(w-p+q)-n = 0, sip#0An=0
w-p-n+q, sip#F0An#0

Indicacién: Para p > 0 pruébese el resultado por induccion sobre n.

Distingamos tres casos.
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Caso 1°: Supongamos que p = 0.

En este caso, (w-p+q) - n=(w-0+q) - n=(0+q) - n=q-n.

Caso 22: Supongamos que p # 0y n = 0.
Enestecaso, (w-p+4g) - n=(w-p+4g)-0=0.

Caso 3% Supongamos que p # 0y n # 0.

En este caso, vamos a probar que
Vn>0Vp>0Vq ((w-p+q) n=(w-p-n+q))
Lo haremos por induccién débil en w — {0}, sobre la variable n.

n=1
Sean p > 0y q € w. Entonces

(W p+q)-l=w-ptg=w-p-1+9q

Sean p > 0y q € w. Entonces

(@ pta)(n+1) " (@ ptg)nt (@ ptg)-l
= (wepntg) +(wop+y)
T owepnt(gtwop) g
= w-p-n+w-p+gq
= (w-pntw-p)+gq
distrib )

= w-p-(n+1)+gq

Ejercicio 99. Demostrar que si x < By *y es sucesor, entonces a -y < - y.

Sean «, B € Ord tales que & < B. Sea >>¢€ Ord tal que existe 6 € Ord verificando que
>>= 6. Entonces

x<p
o- >>>:‘X'5+:(X'5+IX < a5+ﬁ<ﬁ5+ﬁ:ﬁ5+:‘8>>>
Notas:
1. Se tiene que v < B A >># 0 =>> -« <>> - (monotonia fuerte del producto

de ordinales, por la izquierda). Pues bien, en el presente ejercicio, hemos probado
la monotonia fuerte del producto por la derecha, para ordinales sucesores.
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2. Obviamente, el resultado del ejercicio es falso para >>= 0.

3. El resultado del ejercicio es falso para ordinales limites, en general, ya que 1 <
2Nl w =2 w.

Ejercicio 100. Demostrar quesia > 1y B > 1, entoncesa + p < a - B.

Probaremos dicho resultado por induccién débil en la clase Ord — {0, 1}, sobre la varia-
ble B. Es decir, aplicaremos induccién débil a la férmula

p(B) =Va>1(a+p<a-p)

B=2

Sea « > 1. Entonces

<w

1
a+p=a+2 < ata=a-2=a-p

p=2—p"

Sea B > 2 y supongamos cierto ¢(B). Veamos que se verifica ¢(B™). Para ello, sea
o« > 1. Entonces,

=

A

i+t = @+ < (@ p)t = prl < apra=apl

B >2,B limite, < p — B

Sea B > 2 un ordinal limite y supongamos cierto ¢(>>), para cada >> tal que
1 <>>< B. Veamos que se verifica ¢(p). Para ello, sea « > 1. Entonces

h.i.
a4 B =sup {a+ >>:>>< B} ésup{oc->>>:>>><,3}=06'[3

Ejercicio 101. Hallar, en cada caso, el cociente y resto de dividir a por B:
Ma=w’+w-5+3yB=w?+1.

Q2 a=w’+wdP+w-3+2yp =’

(1) Se tiene que w? +w -5+3 = (w? +1) -1+ (w -5+ 3). Luego, al dividir w? + w -
5+ 3 por w? + 1, el cociente es 1y el resto es w - 5 + 3.

(2) Se tiene que W + W+ w-3+2 = @’ w¥ + (w? + w - 3 +2). Luego, al dividir
w® + w? + w -3+ 2 por w®, el cociente es w® y el resto es w® + w - 3 + 2.
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Ejercicio 102. Demostrar que si « > 0y B es limite, entonces a™ - p = a - p.

Veamos que a™ - B < a - B.

mon.fuerte
fi a+0<at+a=—=at<a-2

B (ae2) o ae(20p) = p

0<aw

Veamos que a - f < a™ - B. Se tiene que

debil
o <at "= a p<at B

Ejercicio 103. Sean a, B € Ord. Probar que si a es limite y B # 0, entonces af es limite ;Es
cierto el reciproco?

Sean «, B € Ord tales que « es limite y 8 # 0.

Caso 1°: Supongamos que f es un ordinal limite.

En este caso, al ser la aplicacion E, normal (pues & > 1, ya que « es limite) resulta
que E,(B) = aP es limite.

Caso 2°: Supongamos que B es un ordinal sucesor.

Sea > un ordinal tal que f =>>7. Entonces

+
WP =0 =a” a=1L>(a)

Ahora bien, la aplicacién I1,s es normal ya que &>

consecuencia, [T, («) = af es un ordinal limite.

# 0, por ser a limite. En

Veamos que, en cambio, el reciproco es falso. Es decir, veamos que existen ordinales «, 8
tales que & es limite y « es sucesor.

En efecto: sean & = 2y B = w. Entonces af = 2% = w es un ordinal limite, pero
« = 2 es un ordinal sucesor.

Ejercicio 104. Sean o, B € Ord tales que a < B. Sean p,q € w tales que g > 0. Probar que

Sean a, B € Ord tales que a < By p,q € w tales que g > 0. Distingamos dos casos:

Caso 1°: Supongamos que p = 0.

En este caso, w* - p+wP g =w* -0+ wh g =whq.
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Caso 22: Supongamos que p # 0.
Como a < B, por el teorema de la resta existe >>> 0 tal que a+ >>= p. Luego,

w“-p+w/3-q — w“-p+w“+>>>-q=w“-p+w“-w>>>-q
= " (ptw™-q)

Ahora bien, w> - q > w = w> -q € Ord — w = A, (ejercicio 94, apartado 2).
Por tanto,

Ejercicio 105. Seank € w — {0}, yo,..., 7 € Ordyny, ..., ng € w talesque yg > ... > v
yn; > 0 (Vi < k). Demostrar que :

(1) Sip € w— {0}, entonces

(w’YOnO_i_+w7knk)p:w70nop+w’ylnl+_i_wf)/knk

(2) Siy € Ord — {0}, entonces

(wr)/o.no_i_..._'_w'ﬂ(.nk).wr)/:w'VOJ"r)/

(1) Vamos a probar este resultado por induccién débil en w — {0}, sobre la variable p.

p=1

En este caso, el resultado es trivial.

poptl
Se verifica que:

(w>>>0-no—|—a)>>>1-n1+---+w>>>k~nk)
(@ g+ @™y 4o b )
w>>>0-n0-p+(w>>>1-n1+---+w>>>k-nk+w>>>0-n0)+
a)>>>1'n1+"'+w>>>k'7’lk:

W0 g P4+ w0 g+ Wy A+ Wy =

a]>>>0.n0.(p+]_)_|_w>>>l.n1+...+w>>>k.nk.

(a]>>>0.n0_|_a]>>>l.n1+...+w>>>k.nk).(P—|—1):
1.

(2) Probemos este resultado estableciendo las dos desigualdades.
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Por una parte,

(w>>>0.n0+...+w>>>k.nk).w>>> (w>>>0.n0+...+w>>>0.nk).w>>>

w>>>0.(n0+...+nk).w>>>
— (U>>>O '(U>>> — w>>>0+>>>

I A

Por otra parte,
(w>>>0.n0+...+w>>>k.nk).w>>> > (w>>>0.n0).w>>> :w>>>0.w>>> :CU>>>O+>>>
Nota: Es interesante observar que, a partir de este ejercicio y el anterior, es posible sumar

y multiplicar ordinales expresados en forma normal de Cantor, de tal manera que el
resultado se obtiene en la forma normal de Cantor.

Ejercicio 106. Simplificar las siguientes expresiones:
D) (W*+w-2+2)+ (w+1).
2) (W + @+ @’ 2+ w-10+3) + (w* +w?-2+2).

(1
(W +w2+2)+ (w+1) = W +w-2+2+w)+1
= WHw-2+w+l1
= W+w-2+1)+1
= w+w-3+1
(2)

(W +w®+w? 2+ w-10+3) + (w*+ w?-24+2) =
W + @+ (W 24+ w-10+3+wh) +w?-2+2=
w’ +w® + w4+ w?-242

Ejercicio 107. Expresar los siguientes ordinales en la forma normal de Cantor:

(1) (w+1)2 (2) (w+1)(w?+1)
3) (@W+1)(w+1) (4) (’+w)
(5) (w®+w?)? 6) (w? 4+ w? 54+2)2+w’+3

(4))
(w+1)? = (w+1) - (w+1)=(w+1) - w+ (w+1)-1
Wt (w+1)=w? +w+1
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(2)
(w+1)-(w?+1) = (w+1)-w?+(w+1)-1
= oM+ (w+1)=wP+w+1
(3)
(W?+1)- (w+1) = (W?*+1)-w+ (W?>+1)-1

)
(@ +wf = (@

(5)

(w5+w3)3 — (w3,(w2+1)
w? +1)

I
PRSI

(6)
A+ w? 5422 4+w’+3=

w3 2 )2
w44+ w?-54+2) (WP -4+ w?-54+2)+w’+3=
w44+ w?-54+2) w4+ (WP -4+ w?-54+2) w?-5+
W 4+w? 54+2) 24w +3=

Wl 4+ w54+ (w424 w? 5+2)+w’+3=

Wl 4+ 54+ +3=w’44+w’-6+3

N N N N

Ejercicio 108. Calcular la forma normal de Cantor de

(W 24+ W)+ (W + P+ w0)¥ (W? 24 w)? + (0?24 w)? (W + W + w)?

Calculemos (w* - 2 + w?)?

(w* 24+ w?)? = (0 2+ w?) - (W 2+ w?)
= (0* 24+ w?) -0t 2+ (w* -2+ w?) - w?
WD L 2 = (8.0 4 (b
Calculemos (w? + w?® + w)¥

“ = (w3 + w)“. Ahora bien

Se tiene que (w? + w® + w

)
(w3 +w)w < (w4)w = wtw = W
(w3 +w)w > (w3)w — WY = ¥
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Por tanto, (w? + w® + w)¥ = w?.

Calculemos (w? -2 + w)?

(W? 2+ w)? = (W?-2+w) (W?-2+w)
= (W?24+w) w2+ (W 2+w) w

Calculemos la forma normal de Cantor del ordinal del enunciado
(w24 w?)? + (W? + W + W) (w? - 2+ w)? + (W? - 2+ W) (W? + WP+ w)? =
Wb 24wl +w? - (W 2+ W)+ (w24 W?) - wv =
ww+4 2 ww+3 + w4+w — ww+4 2 ww+3 4w

Ejercicio 109. Hallar la forma normal de Cantor del ordinal (w + 1)@*1. 3¢

En primer lugar, recordemos que 3 =sup{3": n € w} = w.

Vamos a hallar (w + 1)@+,
— Se tiene que (w + 1) = w, ya que w® < (w +1)¢ < (W?)¥ = W?¥ = w®.
Luego, (w+ 1) = (w+1)¥ (w+1) =¥ (w+1) = w4 W,

ej. 105
Por tanto, (CU + 1)w—|—1 . 3(4) — (ww+1 +wa)) -w ]: ww+1+1 — ww+2.

Ejercicio 110. Hallar la forma normal de Cantor del ordinal

(WP 4+ w)¥ (w? 34+w-4+1)?+w*+5

En primer lugar, veamos que (w3 +w)Y = wv.

— En efecto: se tiene que

A continuacién vamos a hallar (w? -3 + w -4 + 1)

(W 34+w-4+1)2=(w?3+w-4+1) (w? 3+w-4+1) =

(W? 34+ w-44+1) - w? 3+ (w? - 34+w-4+1) - w-4+ (W? - 3+w-4+1) =
W2 34+ w44+ (W 3+w-4+1) =

w* 34+ w44+ wr 3+w-4+1.
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Por tanto,
(WP +w)? (W 3+ w-4+1)2+w*+5=
w? (W 34+ w4+ w? 3+w-4+1)+wt+5=

Ejercicio 111. Hallar la forma normal de Cantor del ordinal

ﬂ{tx ot >e+ 1}

En primer lugar vamos a ver que la clase {a : a® > ¢y + 1} es no vacia (concretamente
vamos a probar que €y es un elemento de dicha clase).

En efecto: como 1 < €p, de la monotonia fuerte de la exponenciacion resulta que
€ < 680. Pero €p es un ordinal limite, luego €p + 1 < 680. Por tanto, €y € {a : a* >
€y + 1}

En consecuencia,
(Mo : a® >e+1} = min{a : a* > e+ 1}

Pues bien, vamos a probar que dicho minimo es, precisamente, €.

Hemos visto ya que €y € {a : a* > €y + 1}. Veamos que € es un cota inferior de la
clase {a : a* > g+ 1}. Para ello, basta probar que

a<e=ad¢{a a">e+1}

Sea a < €p. Por definicién de €y existira p € w tal que

a < w

Notaremos por J,, el ordinal

(p) -
w-

Asi pues, con esta notacién, se tiene que a < w®.

= Aserto 1: B <3>>== BF <>,

Prueba: Supongamos que B <>>. Entonces, de la monotonia débil de la ex-
ponenciacién resulta que P <>>F. Por otra parte, se tiene que <>
(si >>= 1 se verifica la igualdad, y si >>> 1 entonces el resultado sigue de la
monotonia fuerte de la exponenciacién). En consecuencia, Bf <>>P<s>>
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13
Teniendo presente que & < w’?, del aserto 1 resulta que a®* < (w® )™ (x).

. 6
= Aserto 2: Para cada p € w se tiene que (w’)¢”" < w1,

Prueba: Por induccién débil en w, sobre la variable p.
Para p = 0 el resultado es trivial, ya que (@)% =1 < w® = .
Supongamos que el resultado es cierto para p. Entonces

5 ) 5 Sp+é
(w5P+l)w P+1 — w5p+1'w p+1 — ww‘sp.w P+1 — a]w 4 P+1

Sp-0 5,10 5108 (o0
Pop+1 op\°p+1 opywP

< a)w ? :w((") p)P :w((") P)

h.i. )

+1
< w9 =Wl

Del aserto (2) y de la relacion (x) se deduce que a® < w’+! < ey < €y + 1.

Asi pues, hemos probado que

(Mo : a* >e+1} =¢

Como €y = w®, la forma normal de Cantor del ordinal N{«a : a* > €y + 1} es w*.

Ejercicio 112. Probar la veracidad o falsedad de las siguientes férmulas:
(1) Va € Ord (& < w? — a + w? = w?).

2 VaceOrd (a < w?+1—a+w?+1=w?>+1).

(1) Verdadera. En efecto: si « < w?, entonces por el teorema de la divisién (de a por
w) existen p,q € w tales que « = w - p + q. Luego,

a4+ w?=(w-p+q)+w*=w?

(2) Falsa. En efecto: consideremos « = w?. Entonces

v <wr+lna+w?*+l=w?+w?+1=w?2+1#w?+1
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Ejercicio 113. Sean a, B € Ord. Consideremos el conjunto

a={f:(f:B—a)An({6€P:f5) # O} es finito)}
y la relacion R en a definida por
fRg = Fy(y =sup{o € B f(6) #8(0)} A fr) <g&(7))
Demostrar que:
(1) (a, R) es un conjunto bien ordenado.
(2) t.o.((a,R)) = aP.
Indicacién: En (2) pruébese que la aplicacion F : a — af definida por

F(f) = a7 f(>>5) + - +a- f(1) + f(0)

en donde > y= sup{6 € B : f(6) # 0} es un isomorfismo de (a, R) en (aP, €).

Resolveremos este ejercicio de la siguiente manera:

(@) Probaremos que (g, R) es un conjunto totalmente ordenado.

(b) Obtendremos un isomorfismo, F, de (a,R) en (af, €) (de donde se deduce que
(a, R) es un conjunto bien ordenado).

(¢) Del apartado (b) se concluye que el t.o.({a, R)) = aP.

Desde luego, podemos suponer que « # 0y f # 0 (ya que si f = 0, entoncesa = {0} y
sie. = 0A B # 0, entonces a = @: en ambos casos, el resultado es trivial).

(@) Veamos que (4, R) es un conjunto totalmente ordenado.

= R esirreflexiva en a. En efecto: sea f € a. Entonces
sup{6 € B: £(6) # f(6)} = sup(@) =0

Ademas, f(0) £ f(0). Luego (f, f) & R.
= R es transitiva en a. En efecto: sean f, g, h € a tales que fRg y gRh. Sean

>>= sup{d € p: f(6) #g(d)} y >>'= sup{d € p:g(d) # h(0)}

Se tiene que f(>>) < g(>>) y ¢(=>>") < h(>>').
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Caso 12: Supongamos que >><>>'.
En este caso, sup{d € B: f(6) # h(6)} =>>'. Ademas, f(>>') < g(>>'
) < h(>>'). Por tanto, fRh.
Caso 2°: Supongamos que 3>/ <>>.
En este caso, sup{d € B : f(d) # h(6)} =>>. Ademas, f(>>) < g(>
) = h(>>). Por tanto, fRh.
= R es conexa en a. En efecto: sean f,¢ € a tales que f # g. Entonces {6 €
B : f(6) # g(6)} es un subconjunto no vacio y finito de B. Luego existe
>>=sup{d € B: f(§) # g(6)} y >>€ B. Por tanto,
— Obien f(>>) < g(>>), en cuyo caso fRg.
— Obien g(>>) < f(>>), en cuyo caso gRf.
(b) Vamos a probar que (a,R) = (af,€). Paraello, si f € a, entonces notaremos

>>=sup{d € B: f(4) # 0}. Teniendo presente que el conjunto {5 € B: f(5) #
0} es finito, resulta que >>(€ B.

Consideremos la aplicacién F : a — af definida asi

F(f) =a™/ - f(>>5) +---+a>- f(2) +a- f(1) + £(0)

= F es un homomorfismo de (4, R) en (aP, €). En efecto: sean f, g € a tales que
fRg.
Aserto: 3> <>y,

Prueba: Supongamos que 3>¢<>>¢. Entonces f(>>¢) > 0 = g(>>;
). Ademads, >>'>>> = f(>>') = 0 = g(>>'). Luego, >>=sup{J €
B: f(6) # g(d)}. Por tanto, resultaria que ¢Rf. Lo que no es posible
por la irreflexividad y transitividad de R.

Si > F<>>¢, entonces

E(f)

<

@ f(3p) 4o f(1) + f(0) < a7
a5 g(3>g) + - +a-g(1) +¢(0) = F(g).

Si 3> r=>>, y notamos >>=sup{d € B: f(J) # g()}, entonces S>>
y f(>>) < ¢(>>). Luego,

F(f) =

= a7 f(>>4) 4
<as-g(>>e) +-
<a”s-g(>>y) +-

F(g)

)+ f(1) + £(0)

o aTlo g +1) +a - f(3) 4+ f(1) + £(0)
et g 1) +a - g ()
o a e3> 1) 40 g(>) + -+ a-g(1) + g(0)
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= F esuna aplicacién suprayectiva de a en af. Observemos en primer lugar que
si ¢ es la aplicacion idénticamente nula de 8 en «, entonces F(¢) = 0.

Sea A € af — {0}. Entonces existen k € w y >>¢,...,>>, do, ..., O tales que
A=a0-8p+ -+ a7k FA S>> . >3 AV < k) (0<6; < a).
Se tiene que >>(< B, ya que

a0 L a0 g4k = A < af =>>0< B
Consideremos la aplicaciéon g : B — a definida asi

gC>i) =6 si0<i<k
2(p) =0 en cualquier otro caso

Entonces >>.=>>y

F(g) = as-g(>>g)+ -+ +a-g(1)+g(0)
= (X>>>050+_|_lx>>>k5k:/\

En consecuencia, la aplicacién F es un isomorfismo de {a, R) en (af, €).

Ejercicio 114. Consideremos las funciones F, G : Ord — Ord definidas por F(a) = U{B €
a: B¢ wlyGa)=w't? para cada x € Ord.

(1) Determinar si dichas funciones son o no crecientes, continuas y normales.

(2) Sean A={a € Ord: F(a) =a}yB={a € Ord: G(a) = a}. Calcular \JA, UB,
NAeNB.

(3) SeaC={a € Ord: F(a) = G(a)}. Hallar |JCeNC.

(1) Vamos a ver que F no es creciente pero, en cambio, si es continua.

m Fnoescreciente, yaque F(1) = U{fel: B¢ w}=Ul-w) =0y
F(2) = U2 —w) = @ (obsérvese que F(n) = J(n —w) = @, para cada
ne w).

= Veamos que F es continua. En efecto: sea & un ordinal limite.

Caso 12: Supongamos que & = w. Entonces
Fla) = | J(w —w) =@ = sup{F(n) : n € w}

Caso 2°: Supongamos que & > w.
Entonces, por una parte F(a) = J(ao —w) = a. Por otra, calculemos

sup{F() : pcaj=sup{U(f-w): pca}.
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(2)

* sup{U(B—w) : B € a} C a. Enefecto: si B < a, entonces p —w C
a — w.Luego, U(p—w) C U(a —w) = a.
*x & Csup{U(B —w) : B € a}. En efecto: sea >>€ a.

- Si >>< w entonces >>¢ J((w+1) —w) = U{w} = w. Como
w~+1 € a se deduce que >>€ sup{U( —w) : B € a}.

- Si >>> w, entonces >>€ (J((>> +2) — w) (pues S>> +1 €3>
+2A >> +1 ¢ w) y > 42 < . Luego,

>>e sup{| J(B—w): pea}
La funcién G es normal. En efecto, para cada ordinal a se verifica que
G(a) = '™ = Ey(1+a) = Eu(Z1(a))

Es decir, G = E, o X;. Luego, al ser composicién de funciones normales, G es
normal.

Respecto de la funcién F, hemos observado anteriormente que si # < w, entonces
F(a) = 0. Ademds

* Sia =B +1>w,entonces F(a) =U(a —w) =U((+1) —w) = B.
* Sia es un ordinal limite, « > w, entonces

Fla) = J@—w) =) =«

Por tanto,
A={a€Ord: F(a) =a} ={0} U{a:a > wAa ordinal limite}

En consecuencia, VA =0y JA = Ord.

Por otra parte, como la funcién G es normal resulta que la clase de puntos fijos de
G es propia (ejercicio 82, apartado 1). Por tanto, |J B = Ord (ejercicio 50). Ademds,
como la clase B es no vacia resulta que (1B =minB. Es decir, (1B =minB es el
menor punto fijo de G.

Consideremos la aplicaciéon i : w — Ord definida como sigue:
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Es fécil ver, por induccién débil en w, que para cada n € w se verifica:

(n) -
W

hin+1)=w
Por tanto, el menor punto fijo de G es sup{h(n) : n € w} = €p. Es decir, N B = €.
(3) Vamos a calcular
C={aeOrd: Fla) =G(a)} = {a € Ord : | J(0 — w) = 0™}
Para ello, sea « € Ord. Entonces

— Si & < w, entonces F(a) =0 # w!'™ = G(a). Luego, a ¢ C.
— Sia > w, entonces
* O bien « es sucesor (« =  + 1), en cuyo caso,
Fla) = J(o —w) =B < B+1< b =" <™ =G(a)

Por tanto, « & C.
* Obien « es limite, en cuyo caso, F(a) = J(o —w) = a. Luego, « € C <=
x €B

En consecuencia, |JC = Ord e " C = €.

Ejercicio 115. Diremos que un ordinal o« > 1 es primo si
VB,> (a=p>=a=pV a=>)

(1) Para cada uno de los ordinales siguientes, demostrar que es primo, o encontrar una des-
composicion que muestre que no lo es:

w, w+1, W+ w, W, W’ +1

(2) Demostrar que si « > 1, entonces existen ordinales primos ay, ..., &y, tales que x =
a1 - - - ay. Dar algiin ejemplo que muestre que esta descomposicion no es iinica.

(1) En primer lugar, veamos que si &, B, > son ordinales estrictamente mayores que
1, entonces a« = - >=— B < aA >< a.

— Supongamos que & = - >y que a < B. Entonces a < f < B- >= a. Lo
que es una contradiccién.
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— Supongamos que & = B- 3>y que & <>>. Entonces &« <>>< - >>=a. Lo
que es una contradiccién.

De la relacién anterior se deduce que para probar que un ordinal # > 1 es primo,
basta demostrar que el producto de dos ordinales estrictamente menores que « es,
también, estrictamente menor que «.

= El ordinal w es primo, ya que sia, f < w, entonces « - f € w.

= El ordinal w + 1 es primo. En efecto: supongamos que existieran ordinales
B, >< w +1 tales que w +1 = B- >>. Como la aplicacién Iz es normal
(pues B # 0) y IIg(>>) = B- >>= w + 1 es un ordinal sucesor, resulta que
>> es sucesor. Luego, >>< w. Entonces,

— Obien B < w, en cuyo caso B- >>< w < w + 1. Lo que es una contradic-
cion.

— Obien p = w, en cuyo caso - >»>= w- >> w-2 > w+1. Lo que es
una contradiccién.

= Elordinal w? + w no es primo ya que
Crow=w-(w+1) yw <& +ww+1<*+w

» Elordinal w® es primo. En efecto: sean 8, >> ordinales estrictamente menores
que w tales que B- >>= w®. Entonces

B, >< w” = sup{w" : n € w}

Luego, existen nimeros naturales p, g tales que p < w? y >>< w1. Por tanto,
B >< p-wl <wP-wl < wv.

= El ordinal w® + 1 es primo. En efecto: sean 3, >> ordinales estrictamente me-
nores que w* + 1 tales que f- >>= w® + 1. Como la aplicacién I1g es normal
y g(>>) = B- >>= w*“ + 1 es un ordinal sucesor, resulta que > es sucesor.
Luego, >>< w®. Entonces,

— Obien B < w", en cuyo caso (como acabamos de ver) - >>< w®.
— Obien g = w®, en cuyo caso - >= w >> w2 > w® + 1.

(2) El resultado de este apartado sabemos que es cierto para los ntimeros naturales.
Vamos a probarlo para ordinales mayores o iguales que w, por induccién fuerte
en Ord — w.

Sean € Ord — w y supongamos que el resultado es cierto para todo ordinal mayor
o igual que w que es estrictamente menor que « (y, por tanto, para todo ordinal
estrictamente menor que «). Entonces
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— O bien « es primo, en cuyo caso « lo tenemos descompuesto en un producto
de ordinales primos (con un sélo factor: el propio «).

— O bien a no es primo, en cuyo caso existen ordinales B, >>< « tales que & =
B- >>. Luego, por hipétesis de induccién fuerte, existen ordinales primos
Bi,--- Bny >>1,...,3>y verificando que

‘B — ,Bl ..... ﬁn
s> I S
Por tanto, &« = ﬁl ..... ,Bn' D REEEE S

A continuacién damos un ejemplo que prueba la no unicidad de la descomposi-
cién de un ordinal en producto de ordinales primos.

w¥? =W W =W’ w - w"

Ejercicio 116. Diremos que un ordinal a es aditivamente indescomponible si no puede expre

sarse como suma de dos ordinales estrictamente menores.

(1) Probar que un ordinal « es aditivamente indescomponible si y solo si

VB<a(Bp+a=ua)

(2) Probar que un ordinal no nulo « es aditivamente indescomponible si y sélo si 36 €

Ord (« = w?).

(1)

(2)

Supongamos que el ordinal « es aditivamente indescomponible y sea B < «.
Por el teorema de la resta, existe un ordinal > tal que & = B+ >>. De la hipétesis
de partida se deduce que >>> a. Ahora bien

SS> A= a =+ S>>0

Por tanto, >>= a. Es decir, « =  + a.

Supongamos que VB < a (B +a = a). Veamos que « es aditivamente in-
descomponible. En efecto: caso contrario existirian ordinales B, >>< « tales que
a = B+ >>. Entonces & = f+ >>< B+ a = a. Lo que es una contradiccion.

Sea « un ordinal no nulo que es aditivamente indescomponible. Sean k € w,
>0, 3>1,..., 3>y o, 11, . .., Ny tales que

lx:w>>>0.n0_|_w>>>l.n1_|_..._|_w>>>k.nk

con S>0>3>1> .. >3 AV <k (0 <y < w).
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= Veamos que w1 -1y + - - - + w>k - . = 0. En efecto: Caso contrario resul-
taria que
w0 g < &
w>>>1.n1+...+w>>>k.nk<lx
w:a]>>>0.n0+w>>>l .n1+...+w>>>k.nk
Lo que contradice que « sea aditivamente indescomponible.

= Veamos que 1y = 1. En efecto: caso contrario

w0 <
w0 (ng—1) < a
X=w>0+ w0 (ng—1)

Lo que contradice que « sea aditivamente indescomponible.

Sea >>¢ Ord tal que « = w™. Si B < a, entonces existen k € w, >>(, >
oo, Sy ng, Ny, ..., 1 tales que
B=w>0 ng+ -+ wTk - mASS>S3>0> >3 AVI< k(0 < n; < w).

ej. 104
Luego, B+ a = (w0 -ng+ -+ +w>k-ng) + w> =7 0> =

Ejercicio 117. Demostrar que w® es el menor ordinal & > w tal que

VB#0(B<a=B-a=ua)

Notemos A={ax € Ord: a > wAVB#0(f<a= B-a=ua)}.

Veamos que w* =min-A.

= Veamos que w® es una cota inferior de A. Para ello, basta ver que si « es un ordinal
tal que « > w y & < w, entonces existe B € Ord tal que B - a # a. En efecto: sea
a € Ord tal que « > w y a < w®. Entonces existen k € w, ny,...,ngy mo, ..., my
tales que
a=w" myg+--FmAw >ng>... > AVi<k(0<m<w).

Entonces w - & = w0 mg + - - + W™ omy # .

= Veamos que w” € A.

Desde luego, es obvio que w* > w. Sea B € Ord — {0} tal que B < w®. Sean
ke w,ng,... ngymo,..., mtales que

B=w" -my+ -+ -mpAw>ng>...>m AVi<k(0<m<w).

ej. 105
Entonces B - w® = (w™ - mg + - -+ + @™ -my) - w® V=" @@ = .
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Ejercicio 118. Demostrar o refutar:
(1) Si B es un ordinal limite, entonces sup{Uwa : « € B} = B.
(2) Sip € Ord, > w, entonces sup{Ja : a« € B} = B.

(1) Verdadero. En primer lugar, observemos que

sup{( Ja: w e B} = J{Ja: aep} = JJw)

aepP

= Veamos que f C | J (| Ja). Para ello, sea >>€ . Entonces
xepB

Sepfp=>+lcpf=>+2cp
Luego, >>€ J(>> +2). Como >> 42 € B, resulta que >>€ | J (| Ja).
aep

= Veamos que U (U «) C B. Para ello, sea @ € B. Entonces [Ja C B. Luego,
aepP

UJw) <8

aeP

(2) Falso. Sea  un ordinal sucesor que es mayor o igual que w. Sea >>¢€ Ord tal que
B =>> +1. Entonces

sup{Ja: acpt= |J (Ua) CUC> +1)=>><> +1=8
xe>+1

Ejercicio 119. Dar ejemplos de dos buenos drdenes R y S sobre w tales que t.0.({w,R)) =
w+wyto((w,S)) =w-3.

Sea < la ordenacién usual de w. Consideremos la relaciéon R definida en w como sigue:
pRg <= (p es par Agesimpar )V (py q tienen la misma paridad A p < q)
Es decir, la ordenacién R esté caracterizada por las condiciones siguientes:
* Todo nimero par es menor que cualquier niimero impar.

* Los ntimeros pares estdn ordenados entre si con la ordenacién usual.

* Los ntimeros impares estdn ordenados entre si con la ordenacién usual.
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Graficamente podria describirse la relacién R de la siguiente manera:

Definimos una aplicacién f : w — w + w asi:

f(n) :{ i s% n es par

w—l—”Tl si n esimpar

Obviamente, f es una aplicacion biyectiva de w en w + w. Veamos que f satisface la
siguiente condicion: para cada p, q € w se tiene que

pRq <= f(p) < f(q)

= Sean p,q € w tales que pRq. Entonces

* O bien p es par y g es impar, en cuyo caso

* O bien p y g son pares, en cuyo caso pRqg = p < qy, por tanto,
P 1_

* O bien p y g son impares, en cuyo caso pRg = p < gy, por tanto,

o) =w+ P2 <wt T2 = fg)

= Sean p,q € w tales que f(p) < f(g). Entonces

* O bien p es par y g es impar, en cuyo caso pRg.

* Obien p y g son pares, en cuyo caso p < g (ya que si p > ¢, entonces f(p) =
5 > 1= f(q))- Luego, pRq.

* O bien p y g son impares, en cuyo caso p < q (ya que si p > g, entonces

f(p) =w+ 55 > w+ 51 = £(q)). Luego, pRy.
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En consecuencia, R es la ordenacién en w trasportada de la usual de w + w, por la
aplicacién biyectiva f~!. Por tanto, R es un buen orden en w y, ademas, t.0.({w, R)) =

w + w.
Consideremos la relacién S definida en w como sigue:
pSq <= (p esmultiplo de 3 A g no es multiplo de 3)V

dnmew(p=3n+1Aqg=3m+2)V
(p < g q— pesmualtiplo de 3))

Graficamente podria describirse la relacién S de la siguiente manera:

Definimos una aplicacién ¢ : w — w - 3 ast:

(

W

si p esmdultiplo de 3

g(p) = w—l—PT_l si dn(p=3n+1)

w-2—|—pT_2 si dn(p=3n+2)

\
Obviamente, g es una aplicacién biyectiva de w en w - 3. Se deja como ejercicio al lector
que, procediendo de manera similar a como se hizo con la relaciéon R, demuestre que g
satisface la siguiente condicién: para cada p,q € w se tiene que pSq <= g(p) < g(q).

En consecuencia, S es la ordenacién en w trasportada de la usual de w - 3, por la aplica-
cién biyectiva ¢~ 1. Por tanto, S es un buen orden en w y, ademds, t.0.({w, S)) = w - 3.

Ejercicio 120. Consideremos las aplicaciones

F: Ord — Ord G: Ord — Ord
K — Qwta . — Wroata-w

Se pide:
(1) Probar que F es normal y que G no lo es.

(2) Calcular el menor punto fijo de F.




168 Capitulo 7. Aritmética Ordinal

(1) Para cada a € Ord se verifica que
Fla) =2 = Ey(w+a) = E2(Zw(a)) = (B2 0 Zw)(a)
Luego, F = E; o X,. Teniendo presente que E, y X, son funciones normales, se

deduce que F es una funcién normal.

Veamos que la aplicaciéon G no es normal. En efecto: por una parte se tiene que
Glw)=w? w+w w=w®+w?

Por otra parte,

sup{G(n): n € w} = sup{w? n+n-w: necw}
= sup{w? n+w: necw}<w+w<Gw)

(2) Para hallar el menor punto fijo de la funcién normal F, aplicamos el método cons-
tructivo que se desarrolla en la demostracion del teorema de Veblen. Para ello,
consideremos la aplicacién /1 : w — Ord definida como sigue:

1(0) =

h(1) = F(h(0)) = F(0) =2¢0 = 2% = @

h(2) = F(h(1)) = F(w) =291% =292 = (2@)2 = ?
h(3) = F(1(2)) = 290%¢" = 24" = (29) = ¥

h(4) = E(h(3)) = 2+ = g ‘LT e

= Aserto:Vn € w (n =2 = h(n+1) = J,) (recordemos que de acuerdo con

()
la notacion del ejercicio 111, 6, es el ordinal |w" )

Prueba: Por induccién débil en w — {0,1}.
Trivial, ya que h(3) = w® = d,.
‘n >2—-n+1 ‘
Supongamos que n > 2y que h(n + 1) = J,,.. Entonces,

h(n+2) = F(h(n +1)) " 20+00 = 200 = s = §,,.1.

Por tanto, el menor punto fijo de F es

sup{h(n) : n € w} =sup{h(n+1): n € w} =sup{d,: n € w} = €.
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Ejercicio 121. Consideremos la aplicacion F : Ord — Ord definida por F(a) = w® + «w? - a.
Se pide:

(1) Probar que F es una funcién normal.
(2) Hallar el menor punto fijo de F.

(3) Sea G el iinico isomorfismo de (Ord, €) en (A, €), siendo A la clase de los puntos fijos de
F. Hallar G(w).

(1) Para cada a € Ord se tiene que
Fla) =’ +w? o =w? (w+a) =T 2(w+a) =TI (Zy(a))

Es decir, F = I1 » o X,. Por tanto, F es una aplicacién normal por ser una compo-
sicién de dos funciones normales.

(2) Consideremos la aplicacién /i : w — Ord definida como sigue:
h(0) =0
h(1) = F(h(0)) = w® + w?-0 = w?
h(2) = F(h(1)) = w® + w? 0® = W® + 0° = &°

= Aserto: Vi € w — {0} (h(n) = w?**1).
Prueba: Por induccion débil en w.
n=1
Trivial, ya que h(1) = w3.
‘n >1—n+ 1‘
Se tiene que

h(n+1) = F(h(n)) = F@?*) = w? + w? - 0?1

W3 43 "2l s

Por tanto, el menor punto fijo de F es

sup{h(n): n € w} =sup{w?"*!: n € w} = w®.

Otra forma de resolver este apartado seria la siguiente.

Teniendo presente que F(a) = w?® + w?a > w? resulta que el menor punto fijo de

F debe ser estrictamente mayor que w>. Ahora biensin € w y n > 3, entonces
Flw") = «®+w? w"=w®+ w2 n42>3  n+2
F(w¥) = sup{F(w"): n € w}=sup{w"™?: necw}=w"

En consecuencia, el menor punto fijo de F es w®.
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(3) Teniendo presente que la aplicacién G es normal y que w es un ordinal limite,
resulta que G(w) =sup{G(n) : n € w}. Vamos a hallar G(n), para cada n € w.

* G(0) = wv.
* Para hallar G(1) consideremos la aplicaciéon h : w — Ord definida como
sigue:

h(0) =G(0)+1=w®+1
h(1) (h(0)) = W® + W? - (W +1) = W + W + W? = WY + W?
h(2) (h(1)) = w® + W? - (W9 + w?) = W3 + W + w* = W9 + w

duccién débil en w es facil probar que h(p) = w® + w?’. Luego,

G(1) = sup{h(p): p € w} =sup{w? +w? : p € w}
= w¥+wv=wv- 2

i 11:: 4 Porin-

* Veamos que G(n) = w® - (n+ 1), para cada n € w. Por induccién débil en w.

Trivial, ya que G(0) = w®.
Supongamos que G(n) = w® - (n + 1). Para calcular G(n + 1) considera-
h(0)=Gn)+1=w"-(n+1)
h( F(h(0)) = w® + w? - (w"
h( F(h(1)) = w® + w? - (w“

mos la aplicacion i : w — Ord definida como sigue:

0)
1)
2)

Por induccién débil en w es f4cil probar que
h(p) = w®” - (n+1) 4+ w?, paracadan € w

Luego,

G(n+1) sup{h(p) : p € w}
sup{w? - (n+1)+w? : p € w}

= w - n+1) 4w’ =wv-(n+2)

En consecuencia,

G(w) = sup{G(n): ncw}=sup{w’-(n+1): new}
= w¥ w=wvt
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Ejercicio 122. Sea F : Ord — Ord definida por F(a) = (w? + w) - a. Se pide:
(1) Probar que F es normal.
(2) Calcular los tres menores puntos fijos de F.
(3) Dadas las clases
C={a€Ord: F(a) =a} D={w"-B: pe€Ord}

demostrar o refutar las siguientes relaciones: C C D, D C C.

(1) Setiene que F =11 .., pues para cada « € Ord se verifica:
P(a) = (@2 + @) - = Mo (a)
Como w? + w # 0, resulta que F es una aplicacién normal.

(2) Como F(0) = 0 resulta que el menor punto fijo de F es 0.

Para calcular el segundo punto fijo, consideremos la aplicaciéon h : w — Ord
definida como sigue:

ho) = 0+1=1
h(1) = Fh(0)) =F1) = (0*+w)-1=w’+w
h(2) = FQ1)) = (w?+w) (0?*+w) = (0*+w) ?+ (W +w) w

= WPt2 42+l = (22 4 221

s Aserto: Vi € w — {0} (h(n) = w? + w7 1).
Prueba: Por induccion débil en w.
n=1
Trivial, ya que h(1) = w? + w.
(n>1—n+1
Se tiene que

h(n+1) = F(h(n)) 2 Fw? + w?1)

— (wz _|_w) . (wZn + cL)2n—1)

— (wz +CU) 5 w2n + (wz + CU) . le’l—l
w2t +w2+2n—1

—  2(n+1) +w2(n+1)—1

Por tanto, el segundo punto fijo de F es

1

sup{h(n): n € w} = sup{w* +w* 1 necw}=w"
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Para calcular el tercer punto fijo de F, consideremos la aplicacion i : w — Ord
definida como sigue:
h(0) = w¥+1
h(1) = F(h(0)) = F(w¥ +1) = (w?* 4+ w) - (w? +1)
= (W +w) w’+ (W +w)-1
= WYt w=wY Wt w
h(2) = Fh(1)) = (0*+w) - (0¥ + w? + w)
= (W+w) w’+ (W +w) w+ (W +w) - w)
= 2w 242 4 2+
= WY 4 @22 4 221

= Aserto: Vi € w — {0} (h(n) = w® + w?" + W 1).
Prueba: Por induccién débil en w.
n=1
Trivial, ya que 1(1) = w® + w? + w.
‘n >1—-n+1 ‘
Se tiene que
h(n+1) =F(h(n)) " F(w® + @ + 0?1

— wZ—!—w _|_ wZ(Vl+1) + wZ(Vl+1)—1

Por tanto, el tercer punto fijo de F es
sup{h(n): n € w} = sup{w®” +w?" +w?1: necw}
= w¥Y+wY =wv-2
(3) Veamos que D C C. En efecto: sea « € D. Entonces existe € Ord tal que a« =
w® - B. Luego,
F(a) = F(@ - f) = (@* +w) - (@ f) = p=w" - p=a
Por tanto, a € C.

Veamos que C C D. En efecto: seaw € C. Sia = 0, entonces &« € D. Supongamos
que « # 0. Entonces por el teorema de la divisiéon con resto (“dividimos « por w®“")
existen ordinales B, >> tales que & = w* - B+ >>, con >>< w. Se tiene que

Fla) = (W*+w) (w0 p+>>) = (v +w) (0 B) + (0w +w) >
= F(w“ -B)+F(>)=w" -B+F(>)
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Como & € C resulta que w® - f+ >>= w® - p + F(>>). Luego, F(>>) =>>. Por
tanto, >> es un punto fijo de F que es estrictamente menor que w®. Del apartado
anterior se deduce que >>= 0. Luego, « = w* - B. Es decir, « € D.

En consecuencia, las relaciones C C Dy D C C son, ambas, verdaderas.

Ejercicio 123. Consideremos la aplicacién F : Ord — Ord definida por F(a) = (w®” + w) - «.
Se pide:

(1) Probar que F es una funcién normal.

(2) Sea A = {a € Ord : F(a) = a}. Probar que existe un tinico isomotfismo, G, de
(Ord, ) en (A, €).

(3) Hallar G(0),G(1),G(2) y G(w).

(1) Se tiene que F = I1,w 4, pues para cada « € Ord se verifica:
Fla) = (w0 + w) - a = Iywip(a)
Como w* + w = 1, resulta que la aplicacién F es normal.

(2) Del ejercicio 82 (apartado 1) se deduce que la clase A es propia. Por tanto, existe
un Unico isomorfismo, G, de (Ord, €) en (A, €). Mds auin, hemos visto que G es
una aplicacién normal.

(3) Por definicion de G resulta que G(0) es el menor punto fijo de la funcién normal
F. Teniendo presente que F(0) = 0, resulta que G(0) = 0.

El valor G(1) coincide con el segundo punto fijo de F. Para hallarlo vamos a uti-
lizar el procedimiento constructivo que se desarrolla en la prueba del teorema de

Veblen.
Para ello, consideremos la aplicacién  : w — Ord definida como sigue:
h(0) =G(0) +1=1
h(1) = F(h(0)) = F(1) = (0 +w) -1 = w0 +w
h(2) = F(h(1)) = (0 + ) - (0 + ) = w2 4 w1
(3) — 1:( (2)) (w _|_w) ( w~2+ww+1) — ww~3_|_ww-2+1

= Aserto 1: Vi € w — {0} (h(n) = w®" + @@ (=D+1),
Prueba: Por induccién débil en w — {0}.
n=1
Trivial, ya que h(1) = w“ + w.



174 Capitulo 7. Aritmética Ordinal

(n>1—n+1]
Sean € w — {0} tal que h(n) = w*™" + w® ("=D+1 Entonces
hn+1) = F(h(n)) " Flw“n + @@ (m=D+1)
= (WY 4 w) - (W9 4 @@ =1+

— (ww + w) LW (ww + w) . ww-(n—l)—i—l
= wtwn wwtw (n=1)+1 _ w-(n+1) + wntl

Por tanto, el segundo punto fijo de F es
G(1) = sup{h(n): ne€w}
= sup{w¥ "4+ w D) e w — {0})
w®?

(Se deja como ejercicio al lector que pruebe que W es el supremo del conjunto
considerado).
El valor G(2) coincide con el tercer punto fijo de F. Vamos a proceder como antes.
Consideremos la aplicacién i : w — Ord definida como sigue:

h(0)=G(1) +1=w +1
(1) = F(h(0)) = (0¥ + @) - (w** +1) = 0" + w® 4+ w
1(2) = F(h(1)) = (0 + w) - (0 + 0¥ + w) = 0 + w2 + w7

(3) = F(h(

= Aserto2:Vn € w— {0} (h(n) = W@ 4w 4 ww-(n—1)+1)'

Prueba: Se hace de manera andloga a la del aserto anterior (por induccién
débil en w — {0}) y se deja como ejercicio al lector.

Por tanto, el tercer punto fijo de F es

G(2) = sup{h(n): ne€ w}
= sup{w®’ + w " + o (DL 5 e w—{0}}
w2

(Se deja como ejercicio al lector que pruebe que W 2esel supremo del conjunto
considerado).

w

Finalmente, vamos a probar que G(w) = w ? . w. Para ello, establecemos previa-

mente el siguiente resultado:

= Aserto 3:Vn € w (G(n) = w®” - n).

Prueba: Por inducciéon débil en w.
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n=1

w?

Trivial, ya que G(1) = w
Sean € w tal que G(n) = w®’ - n. Para hallar G(n + 1) consideramos
la aplicaciéon i : w — Ord definida como sigue:
h0)=Gn)+1=w -n+1
2

h(1) = F(h(0)) = 0 - n+w’+w
h(2) = F(h(1)) = w - n+ % + 0!
h(3) = F(h(2)) = w0 - n+ w3 4 w2

Siguiendo la linea de los asertos 1 y 2 se prueba que, para cada p €
w — {0}, se tiene que

h(p) _ wa)z 4w+ ww-(p—l)—H

Luego,
G(n+1) =sup{w® -n+w? +wPD+:pecw-—{0}}
=w n+w =w (n+1)

Teniendo presente que la funcién G es normal y que w es un ordinal limite, resulta
que
G(w) = sup{G(n): ne€ w}
w?
= sup{w -n:necw}
W w = @t

Ejercicio 124. Consideremos las funciones F,G : Ord — Ord definidas por F(a) = oy

G(a) = 2%, para cada o € Ord. Determinar si dichas funciones son o no crecientes, continuas
y normales. En su caso, hallar el menor punto fijo.

= Veamos que la funcién F no es continua. En efecto:

{ Flw) = w?

sup{F(n): n € w} =sup{n?*: nc w} =w

= Veamos que la funcién F es creciente. En efecto: sean «, § ordinales tales que & < pB.
Entonces

— Obiena = 0, en cuyo caso, F(a) = 0 < F(B).
— Obien a # 0, en cuyo caso, F(x) = a o

= Por tanto, la funcion F no es normal.



176 Capitulo 7. Aritmética Ordinal

= La funcién G esnormal yaque G = E; y2 > 1.

= Hallemos el menor punto fijo de la funcién normal G.

En primer lugar, observemos que w es un punto fijo de G, ya que
G(w) =2Y=sup{G(n): n € w} =sup{2": n € w} =w

Por otra parte, ningtin ntimero natural es punto fijo de G, yaque sin € w, entonces
G(n) =2">n.

En consecuencia, el menor punto fijo de G es w.

Ejercicio 125. Sean F : Ord — Ord la aplicacion definida por F(a) = w-ay A = {a :
F(a) = a}.

(1) Probar que existe un iinico isomorfismo G : (Ord, €) = (A, €).
(2) Hallar G(0), G(1) y probar que G(n) = w® -n( Vn € w).
(3) Calcular G(w) y demostrar que G(a) = w* -« (Yoo € Ord).

(4) Hallar el menor punto fijo no nulo de G.

(1) Teniendo presente que F = I, y que w # 0, deducimos que la aplicacién F es
normal. Por tanto, del ejercicio 82, apartado 1, deducimos que la clase A = {« :
F(a) = a} es propia.

En consecuencia, del teorema de comparacion de buenos 6rdenes resulta que exis-
te un tinico isomorfismo G de (Ord, €) en (A, €).

(2) Por definicién de la clase A, resulta que G(0) es el menor punto fijo de la funcién
normal F. Por tanto, G(0) = 0.

A continuacién, vamos a calcular G(1) que, recordemos, es el menor punto fijo de
F que es mayor o igual que 1 (es decir, estrictamente mayor que G(0) = 0). Para
ello, consideremos la aplicaciéon i : w — Ord definida como sigue:

h(0)=G(0)+1=1

h(1) = F(h(0)) = F(1) = w

h(2) = F(h(1)) = F(w) = w - w = w?

» Aserto: Vn € w (h(n) = w").

Prueba: Por inducciéon débil en w.
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0

Trivial, ya que h(0) =1 = w".
Se tiene que:

h(n+1) = E(h(n)) " F(w")
= w-w" =t = ntl

Por tanto, G(1) =sup{h(n) : n € w} =sup{w" : n € w} = w®.

Seguidamente vamos a demostrar que Vn € w (G(n) = w® - n). Por induccién
débil en w.

Trivial, ya que G(0) =0 = w“ - 0.

Supongamos que G(n) = w - n. Para calcular G(n + 1) (es decir, el (n + 1)-
ésimo punto fijo de F) consideremos la aplicaciéon & : w — Ord definida
como sigue:

h(0) =G(n)+1=w“-n+1
h(1) =F(h(0) =w - (w¥ -n+1) =" - n+w=w" -n+w
h(2)=Fh(1) =w - (w’ n+w) =0 n+w -w=w’ n+ w?
» Aserto: Vp € w (h(p) = w® - n+ wP).

Prueba: Por induccién débil en w.
p=20
Trivial, ya que h(0) = w* - n+1 =" - n + .
poptl

h(p+1) = E(h(p)) ™ F(w® - n+ wb)
= w- (WY n+wf)=w" -n+wtr

Por tanto,

G(n+1) = sup{h(p): p € w}
= sup{w® -n+wP: pecw}
= wY n4+w’=w"-(n+1)

(3) Teniendo presente que la aplicaciéon G es normal (ver ejercicio 83) y que w es un
ordinal limite, resulta que
G(w) = sup{G(n): necw} =sup{w” -n: necw}
= WwY.w = wa)—H
Veamos ahora que para cada « € Ord se tiene que G(a) = w® - a. Por induccién
débil en la clase Ord sobre la variable a.
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Trivial, ya que G(0) =0 = w® - 0.

Supongamos que G(«) = w® - a. Para calcular G(« + 1) consideremos la apli-
caciéon h : w — Ord definida como sigue:

h(0) =G(a) +1=w? -a+1

h(1) =F(h(0)) =w- (w¥ -a+1)=w“ - a+w

h(2) =F(h(1) =w- (w9 -a+w) = 0 - & + w?

» Aserto: Vn € w (h(n) = w® - a + ™).
Prueba: Por induccién débil en w.

0

Trivial, ya que h(0) = w¥ - a+1 = w® - a + w".

h(n+1) = F(h(n)) "™ F(w® - a + w")
= w.(ww,[x_i_wn):ww,lx_i_wl—i-n

Por tanto,

Gla+1) = sup{h(n): n € w}=sup{w” -a+w": new}
= wY a+w’=w’ (a+1)

la limite A < & — ]

Sea « un ordinal limite y supongamos que G(f) = w* - B, para cada B < a.
Entonces

G(a) = sup{G(B): B<a} =sup{w? -B: B<a}
= sup{llyw(B): B<a}=TIlw(a) =w’- «

(4) Finalmente, vamos a hallar el menor punto fijo no nulo de G. Para ello, considere-
h(0)=G0)+1=1

h(1) = G(h(0)) = G(1) = w®
h(2) = G(h(1)) = G(w®) =

mos la aplicacion i : w — Ord definida como sigue:

» Aserto: Vn € w (h(n) = w“™).

Prueba: Por induccién débil en w.

Trivial, ya que #(0) = 1 = w®?.
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hn+1) = Gh(n) "™ Gw ™) = w - w®™"
— wtwn — Gw(l+n) — w-(n+1)

Por tanto, el menor punto fijo no nulo de G es

w?

sup{h(n) : n € w} = sup{w“”": n € w}=w"" =w

7.7. Problemas propuestos

Ejercicio 7.1. Sean F, G : Ord — Ord funciones normales. Demostrar o refutar:

(1) Si>> es un ordinal limite y 6 = sup{F(B) : B <>>}, entonces
sup{G(p) : p <} = sup{G(F(B)) : p <>>}

) sup{F(B) + G(B) : p < a} = sup{F(B) : p < a} +sup{G(p) : p < a}.
(3) sup{F(B)- 3>: p < a} = sup{F(B) : p < a}- >>.

Indicacién: (1) Recuérdese que la composicion de funciones normales es normal.

Ejercicio 7.2. Sean «, 8, >> ordinales tales que & < 4 >>>. Probar que
v < BVI(d<>>Na=p+9)

Ejercicio 7.3. (Caracterizacién intuitiva de la suma ordinal). Sean (a, R) y (b, S) dos conjun-
tos bien ordenados tales que aNb = @, & = t.o.({(a,R)) y p = t.0.((b,S)). Probar que
a+ B =to.((a,R) & (b,S)) (véase definicién de suma lexicogréfica en el ejercicio 31).

Indicacién: Definase f : « + — a Ub de la siguiente manera: si >>< «, entonces
f(>>) = g(>>) (en donde g es un isomorfismo de («, <) en (4, R)); si >>> «, entonces
f(>>) = h(9) (en donde h es un isomorfismo de (B, <) en (b, S) y & + 6 =>>). Pruébese
que f es un isomorfismo de (& + B, <) en (a,R) & (b, S).

Alternativamente, se puede probar el resultado por induccién débil en Ord sobre la
variable B.

Ejercicio 7.4. Sean « y B ordinales no nulos tales que « + 8 = w. Probar que a € w'y

B=w.
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Ejercicio 7.5. Sean a y B dos ordinales tales que & < p. Probar que la ecuaciéon a + x =
B tiene una tnica solucién en Ord y que la ecuacién x + « = f tiene 0,1 o infinitas
soluciones en Ord.

Indicacién: Pruébese que si a > w y x es solucion, entonces x, x*, x™ T, ... son infinitas
soluciones de la ecuacion.

Ejercicio 7.6. Encontrar el menor & > w tal que § + & = «, para cualquier g < a.

Ejercicio 7.7. Encontrar tres ordinales tales que, en las seis posibles sumas que se pue-
den hacer con ellos (cambiando el orden), s6lo se obtengan tres resultados distintos.

Indicacién:Témense dos de ellos iguales.

Ejercicio 7.8. Un ordinal limite a se dice simple si no existe un ordinal B tal que & =
B + w. Demostrar que « es simple si y s6lo si para cualquier B < a existe un ordinal
limite >> tal que B <>>< a. Dar un ejemplo de ordinal simple.

Indicacién: Para ambas implicaciones, usar el teorema de la resta.

Ejercicio 7.9. Sea >>¢ Ord, >>> 0. Probar que son equivalentes:

1) Ya,p <> (0 +p <>>).

(2) Va <> (@ <> —un).

Indicacién: (1) = (2): Pruébese que >> —a =>>. (2) = (1):Si A esel mayordea y
B, acétese a + B por A + A y pruébese que dicha suma es estrictamente menor que >>.

Ejercicio 7.10. Sean «, B, >>€ Ord. Probar que:

(1) Si>>< B - a, entonces existen unos tinicos ordinales J y ¢ tales que >>= -6 +¢,
d<aye<p.

(2) « - B es un ordinal limite si y s6lo si & es limite o 8 es limite.

Indicacidén: Usar el teorema de la divisidén con resto.

Ejercicio 7.11. (Caracterizacion intuitiva del producto ordinal). Sean (a, R) y (b, S) dos con-
juntos bien ordenados tales que « = t.0.((4,R)) y B = t.0.((b,S)). Probar que « - § =
0.((a,R) ® (b, S)) (ver definicién de producto lexicografico en el ejercicio 32).

Indicacién: Definase f : a - — a X b de la siguiente manera: dado >>¢€ « - B, sea
S>=uwa-0+pucond € Bypu € a;entonces f(>>) = (g(u), h(d)) (en donde g es un
isomorfismo de (&, <) en (4, R) y h es un isomorfismo de (B, <) en (b, S)). Pruébese que
f es un isomorfismo de (a - B, <) en (a,R) ® (b, S).

Alternativamente, se puede probar el resultado por induccién débil en Ord sobre la
variable B (usando también el ejercicio 7.3).
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Ejercicio 7.12. Probar que « +1+a = 1+« - 2, para todo ordinal «.

Indicacién: Para « > w, dividir (con resto) a entre w.

Ejercicio 7.13. Encontrar tres ordinales tales que, en las seis posibles multiplicaciones
que se pueden hacer con ellos (cambiando el orden), se obtengan seis resultados distin-
tos.

Ejercicio 7.14. Diremos que un ordinal a es multiplicativamente indescomponiblesix > 1y
B,>< a — B- >>< a. Probar que todo ordinal multiplicativamente indescomponible
es primo (véase ejercicio 115). ;Todo ordinal primo es multiplicativamente indescom-
ponible? Si no es asi, encontrar un contraejemplo.

Ejercicio 7.15. Probar que son equivalentes:

(1) « es multiplicativamente indescomponible.
@ a=wv para cierto ordinal >>.

(3) B-a = « para cualquier B < a.

Indicacién: (1) = (2) Utilicese el teorema del logaritmo y la caracterizacion de ordina-
les aditivamente indescomponible, del ejercicio 116. (3) = (1) Si existiesen B, >>< «
tales que B- =>>> a, entonces pruébese que el mayor de f y > no satisface (3).

Ejercicio 7.16. Sean «, f € Ord, « > 0y n € w — {0}. Probar que:

(1) Sia > w,entonces (x +1) - n=a-n+1.
2 (a+1)-n>a-n.
(3) Si B es sucesor, entonces (« +1) - f > a - B.

(4) Sia > wy B essucesor, entonces (x +1)-f=ua-p+1.

Indicacién: Para (3) y (4), Gsese el ejercicio 102.
Ejercicio 7.17. Sean «, § € Ord.

(1) Probar que si af es limite, entonces para cualquier >>> B se tiene que &>

limite.

es

(2) Probar que af es limite siy sélosi (¢ > 1A B > w) V (a limite A B > 0).

Indicacién: (2) Para la implicacion directa, pruébese que si p € w y « es sucesor, enton-
ces P es sucesor. Para la implicacién reciproca tsese (1).
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Ejercicio 7.18. Demostrar que 2% 4- 3" = 3" + 2%, para cada a € Ord.
Indicacién:Dividase a por w y tsese que 2¢ = 3“ = w.
Ejercicio 7.19. Probar que si &, 8 # 0, entonces « - wP = a™ - wP.

Ejercicio 7.20. Encontrar el menor &« > w tal que para todo p verificando 1 < B < « se
tiene que B* = a.

Ejercicio 7.21. Probar que si 8 > 1, existe un ordinal & tal que af > B.

Ejercicio 7.22. Seaa = w“* - 4+ w¥ ™. 24w’ +1y B = w¥ .2+ @’ + 1. Hallar la
forma normal de Cantor de los siguientes ordinales:

Ma+pByp+a.

Qua-Byp-a.

®) (a+p)-Bya-p+p-p.
Ejercicio 7.23. Expresar los siguientes ordinales en forma normal de Cantor:

1) (w? 4+ w +3)10

@) (w0 + w* + w?)4w

(3) 3w*+2

@) (ww2+1)w-3+2
Ejercicio 7.24. Sean p,q,n,n1,np € w talesque p > g > 0, n; # 0y n # 0. Probar que:

(WP - 11 + @7 1p)" = wP™ -y + WP =1+ gy,

Indicacién:Pruébese el resultado por induccion débil en w — {0}, sobre la variable n.

Ejercicio 7.25. Probar que para cada &« € Ord y cada B € Ord, si existe un ntiimero
natural n tal que « < w" < B, entonces a + = B.

Indicacién: Considérense las formas normales de Cantor de los ordinales « y .
Ejercicio 7.26. Probar que para cada ordinal « se verifica:
w-a=wn<+= 3p€O0rd (0« =w”-p)

Indicacién{=] Supéngase que w -« = a y &« # 0. Como « > 0, se tiene que & =
W0 g+ - W, con S>> ... >33y 0 < n; < w (Vi < k). Dedtzcase de la
unicidad de la forma normal de Cantor que >>;> w y apliquese el teorema de la resta.

Ejercicio 7.27. Probar que:
1) Vnew—{0}Vp € wVa € Ord — {0} ((w*-p)" = w™" - p).
(2) Vn € w—{0} Va € Ord — {0} ((w™)" + (w*-2)" = (w" - 3)").

Indicacién:(1) Pruébese por induccion débil en w — {0}. (2) Apliquese (1).
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El axioma de eleccion

A'lo largo del siglo XIX, el axioma de eleccién es utilizado implicitamente por la ma-
yoria de los matemaéticos (Cantor incluido). Posiblemente, no hicieron especial hincapié
en el mismo por considerar “intuitivamente evidente.¢! proceso que permite seleccionar
un elemento de cada subconjunto no vacio de un conjunto dado.

Las primeras referencias explicitas al axioma de eleccién las proporcionan G. Peano en
1890 y B. Levi en 1902. No obstante, seria E. Zermelo quien, por primera vez, formu-
lara explicitamente dicho axioma debido a que necesitaba ese resultado para probar
“su'"teorema del buen orden (todo conjunto admite, al menos, una buena ordenacién) y
no lo consideraba “matematicamente evidente".

Este axioma ha provocado grandes controversias en el mundo matemaético, debido a
que se trata de un principio de cardcter existencial y no necesariamente constructivo.
Las fuertes polémicas que se suscitaron se debieron a las diferentes tomas de postura
ante el significado matemadtico del concepto de “existencia". Asi, mientras para unos
matematicos (logicistas y formalistas, como Hilbert, Peano, Hadamard y Russell entre
otros) es licito el uso de un axioma de tipo existencial siempre y cuando no dé lugar a
contradicciones, para otros (intuicionistas, como Brouwer, Lebesgue, Borel y Lusin entre
otros) rechazan de plano el uso del axioma de eleccién al considerar que la existencia de
un conjunto Gnicamente se puede asegurar, “bien si cada uno de sus elementos pueden
ser designados explicitamente o si, en su defecto, se dispone de una ley que permita
construir sus elementos".

En 1938, K. Gdel probé que el axioma de eleccién era compatible con los restantes axio-
mas de la Teoria de Conjuntos (es decir, que no daba lugar a contradicciones cuando se
le anadia a la Teoria).

En 1963, P. Cohen demostré que el axioma de eleccion era independiente de los restantes
axiomas de la Teoria (es decir, que no se podia deducir a partir de los mismos).
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8.1. El axioma de elecciéon

Recordemos cudles han sido los axiomas que se han introducido hasta ahora.

(1) Axioma del conjunto vacio: (Jy)(Vx)(x € y).
(2) Axioma de extensionalidad: VxVy((Vz(z € x <= z € y)) — x =y).

(3) Esquema de axiomas de separacion: Si ¢(x) es una férmula e y es un conjunto,
entonces la clase {x : x € y A ¢(x)} es un conjunto.

(4) Axioma del par: Si x e y son conjuntos, entonces la clase {z : z = xVz =y} esun
conjunto.

(5) Axioma de las partes: Si x es un conjunto, entonces la clase {y : y C x} es un
conjunto.

(6) Axioma de la unién: Si x es un conjunto, entonces la clase [J x es un conjunto.

(7) Esquema de axiomas de reemplazamiento: Si F es una aplicacién y x es un con-
junto, entonces la clase F[x] es un conjunto.

(8) Axioma del infinito: 3x (0 € x AVy(y € x = yU{y} € x)).

La teoria cuyos axiomas no légicos son los anteriores, se representa por ZF~ (y se deno-
mina teoria de Zermelo—Fraenkel sin el axioma de regularidad).

Definicién 8.1.1. Sea x un conjunto. Una funcién de eleccion, f, sobre x es una aplicacién

tal quedom(f) =xyVyex (y #2 — f(y) €y).

Axioma de eleccion (ZERMELO 1904).
Vx3f (f esaplicacion Adom(f) =xAVy(y e x Ay # D — f(y) €y)).

Es decir, para cada conjunto x, existe una funcion de eleccién sobre x.

Consideraciones:

1. El axioma de eleccién no es demostrable ni refutable a partir de ZF .

2. La teoria obtenida afiadiéndole a ZF~ el axioma de eleccién se representara por
ZFC™.
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8.2. Ellema de Zorn y el axioma de Zermelo

Definicién 8.2.1. Sea (1, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que un subcon-
junto, b, de a es una cadena de (a, <), si b esta totalmente ordenado por la ordenacién
inducida.

Lema de Zorn: Sea (a, <) un conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadena esta
acotada superiormente. Entonces, (4, <) posee, al menos, un elemento maximal.

Axioma de Zermelo: Todo conjunto posee, al menos, una buena ordenacién.

Teorema 8.2.2. (del buen orden, ZERMELO 1904)

La teoria ZFC™ prueba que todo conjunto posee, al menos, una buena ordenacion.

Teorema 8.2.3. En la teoria ZF~, son equivalentes:
(a) El axioma de eleccion.
(b) El lema de Zorn.

(¢) El axioma de Zermelo.

8.3. Problemas resueltos

Nota: Si (4, R) es un conjunto p.o., entonces notaremos por C(a, R) al conjunto {x C a :
x es una cadena de (a,R) }.

Ejercicio 126. Demostrar en ZF~ que si (a, <) es un conjunto parcialmente ordenado y b es
una cadena de (C(a, <), %), entonces se verifica:

(1) UbeC(a <).

(2) b estd acotada superiormente en (C(a, <), &).

Sea b una cadena de (C(a, <), &).

(1) Seac=b.

— Veamos que ¢ C a. En efecto: sea x € c. Entonces, existe y € b tal que x € y.
Como b C C(a, <) resulta que y € C(a, <). Luego, y C ay, por tanto, x € a.

— Veamos que ¢ es una cadena de (4, <). Para ello, sean x,y € c. Sean z1,z, € b
tales que x € 21 Ay € zp. Como b es una cadena de (C(a, <), &), resulta que
z1 =22V z1 & 220V 2o & 21. Luego, existe z € b tal que x € zAy € z. Como



186 Capitulo 8. El axioma de eleccion

z € b, resulta que z es una cadena de (4, <) y, en consecuencia, x =y V x <
yVy <x.

(2) Por el apartado (1) resulta que Jb € C(a, <). Ademds, se verifica que Vx (x €
b = x C UDb). Luego, Ub es una cota superior de b en (C(a, <), &).

Ejercicio 127. Demostrar que en ZF~ son equivalentes las siguientes propiedades:
(1) El lema de Zorn.
(2) Sia es un conjunto, entonces el conjunto p.o. (C(a, &), &) posee un elemento maximal.

(3) Si(a, <) es un conjunto p.o., entonces (C(a, <), &) posee un elemento maximal (principio
maximal de Hausdorff).

(4) Si(a, <) es un conjunto p.o. y b es una cadena de (a, <), entonces existe una cadena c de
(a, <) que es maximal por la relacion de inclusion estricta y, ademds, contiene a b.

(5) Sea a un conjunto no vacio. Supongamos que para cada cadena no vacia, b, de (a, %)
se tiene que |Jb € a. Entonces (a, g) posee, al menos, un elemento maximal (Lema de
Kuratowski).

(1) = (2)

Sea a un conjunto. Entonces (C(a, %), %) es un conjunto parcialmente ordenado. Del
ejercicio anterior se deduce que toda cadena de (C(a, &), &) estd acotada superiormente.
Por tanto, admitiendo el lema de Zorn concluimos que el conjunto p.o. (C(a,%), &)
posee, al menos, un elemento maximal.

(2) = (8)

Sea (4, <) un conjunto p.o. Consideremos el conjunto b = C(4, <). De (2) se deduce
que existe un elemento maximal, m, de (C(b, &), &). Sea ¢ = [Jm. Veamos que ¢ es un
elemento maximal de (C(a, <), &).

» ¢ C a. En efecto: sea x € c. Entonces existe y € m tal que x € y. Como m € C(b, &)
resulta que m C b. Luego, x € y Ay € b. De la definicién de b se deduce quey C a
y, por tanto, x € a.

= ¢ es una cadena de (4, <). En efecto: sean x,y € c. Como m € C(b, &), existe
zcmtalquex € zAy € z. Luego existe z € b tal que x € z Ay € z. Por tanto,
x=yvVx<yVy<x.

= No existe un elemento de C(a, <) que contenga estrictamente a c. Supongamos lo
contrario, sea x € C(a, <) tal que ¢ & x. Entonces m U {x} € C(b, %), ya que
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yem=—=yCUm=c=yCc&x

Pero esto contradice la maximalidad de m en (C(b, %), %), ya que x ¢ m (pues
si x € m, entonces x C [Jm = ¢, en contradiccién con que ¢ & x) y, por tanto,

m&mU{x} €C(b%).

(3) = (2)

Sea a un conjunto. Entonces (4, &) es un conjunto p.o. Por (3), (C(a,%), &) posee, al
menos, un elemento maximal.

(2) = (4)

Sea (4, <) un conjunto p.o. y b una cadena de (4, <). Consideremos el conjunto ¢ =
{x Ca: xesunacadenade (g, <) ANb C x}.

Por (2), (C(c, %), &) posee, al menos, un elemento maximal, m. Entonces, es obvio que
\Um es una cadena de (4, <) que contiene a b y es maximal por la relacién de inclusion
estricta.

(4) = (5)

Sea a un conjunto no vacio tal que para cada cadena no vacfa b de (a, &) se verifica que
Ubea.

Sea ¢ € a. Por (4), existe una cadena, d, de (1, ) que contiene a {c} y es maximal por
la relacion de inclusién estricta. Entonces, d es una cadena no vacia de (a,&). Luego,
Ud € a. Veamos que m = |Jd es un elemento maximal de (a, &).

= Caso contrario, existiria x € a tal que m & x. En tal situacién, d U {x} es una cadena
de (a,%) talqued & dU {x} y {c} € dU {x}. Lo que contradice la maximalidad
de la cadena 4.

(5) = (1)

Sea (1, <) un conjunto p.o. tal que toda cadena de (4, <) estd acotada superiormente.
Sea b = C(a, <). Entonces b es un conjunto no vacio. Ademas, si ¢ es una cadena no
vacia de (b, &), entonces |Jc C a. Veamos que Jc € b.

= En efecto: como c es una cadena de (b, &), para cada x,y € [Jc existe z € c tal
que x € zAy € z. Como ¢ C b, resulta que z es una cadena de (4, <) y, por tanto,
x=yVx<yVy < x. Esdecir, Jc €b.

De (5) se deduce que existe un elemento maximal, m, de (b, g) Como m € b resulta
que m es una cadena y, por tanto, estd acotada superiormente en (4, <). Sea d una cota
superior de m en (a, <). Veamos que d es un elemento maximal de (a, <).
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= Caso contrario, existiria x € a tal que d < x. Entonces, e = m U {x} seria una
cadena de (a, <) (pues Vy € m(y < d), luego Vy € m(y < x)). Comom & mU {x},
esto contradice la maximalidad de m en (b, &).

Ejercicio 128. Probar en ZF~ el siguiente resultado: Sea (a, <) un conjunto p.o. Considerenios
el conjunto
b={x Ca: xesb.o. porel orden inducido}

Definimos en b la relacion <' como sigue:
x <"y xGyAx essegmentode (y,<)
Se pide:
(1) Probar que (b, <') es un conjunto p.o.
(2) Probar que si c es una cadena de (b, <'), entonces |Jc € b.

(3) Deducir de (2) que toda cadena de (b, <') estd acotada superiormente en (b, <).

(1) Larelacion <’ esirreflexivaenb, yaquex <'y = x Gy = x # y.

Veamos que la relacién <’ es transitiva en b. Para ello, sean x,y,z € b tales que
x <" yAy <’ z.Se tiene que x & z, puesx & y Ay & z. Veamos que x es un
segmento de (z, <).

— En efecto: sean u € x y v € z tales que v < u. Entonces, u € y. Como v € z,
v < u ey es un segmento de (z, <), resulta que v € y. Comou € x, v < Uy x
es un segmento de (y, <), se deduce que v € x.

En consecuencia, x <’ z.

(2) Sea ¢ una cadena de (b, <’). Sea d = |Jc. Veamos que d € b.

En primer lugar, veamos que d C a. En efecto: sea x € d. Entonces, existe y € c tal
quex € y.Comoy € cyc C b, resulta que y € b. Luego, y C a. Por tanto, x € a.

En segundo lugar, veamos que d esta bien ordenado por el orden inducido. Para
ello, sea e un subconjunto no vacio de d. Sea x € e. Entonces, x € e C d = Jc.
Luego, existe y € c tal que x € y. Por tanto, e N y es un subconjunto no vacio de y.
Ahora bien, y € ¢ = y € b. Es decir, y estd bien ordenado por el orden inducido.
Luego, existe z = min(e Ny). Veamos que z = min(e).

m Obviamente z € e.

= Veamos que z es una cota inferior de e en (d, <). Para ello, sea t € e. Entonces,
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— Obient € y,encuyocasot € eNyy, por tanto, z < t.

— Obient ¢ y, en cuyo caso, como t € e C |Jc, existe u € c tal que t € u.
Ahora bien, u € ¢, y € cy ¢ es una cadena de (b, <’). Luego,

u=yvVu<yvy<'u (¥

Comot € uyt ¢ y, resulta que =(u & y). Luego, -(u <’ y). De (x) se
deduce que y <" u. Es decir, y C u e y es un segmento de (i, <).
Luego,

zeyN\yCu—zecu

Pero
uecNcCb—uechb

Por tanto, u estd bien ordenado por el orden inducido.

Como z € u ANt € u, deducimos que t = zVt < zVz < t. Ahora
bien, no puede verificarse que t < z pues, en tal caso, t € y (ya que
z € y At € u Ay esunsegmento de (1, <)). En consecuencia, z < t.

(3) Sea ¢ una cadena de (b, <’). Hemos visto que {J ¢ € b. Veamos que | ¢ es una cota
superior de c en (b, <').

— Para ello, sea x € c. Entonces, x C |Jc. Veamos que x es un segmento de |Jc
(de donde se sigue que x <’ (J¢).

» Seanu € xyv € |Jc tales que v < u. Hemos de ver que v € x.
Sea t € ¢ tal que v € t. Como c es una cadena de (b, <’), resulta que
t=xVvt<'xvx<'t
Luego, o bien x es un segmento de (f, <), en cuyo caso v € x (pues u €
XxAv € tAv < u); o bien t es un segmento de (x, <), en cuyo caso
vet=veEun.

Ejercicio 129. Demostrar en ZFC™ el siguiente resultado: Sea (a, <) un conjunto p.o. no vacio
tal que todo subconjunto de a que sea b.o. por la ordenacion inducida, estd acotado superiormente
en (a, <). Probar que (a, <) posee, al menos, un elemento maximal.

Sea (a4, <) un conjunto p.o. Consideremos el conjunto
b={x Ca: xesb.o.por el orden inducido}
Definimos en b la relacion <’ como sigue:

x <"y x&yAx esunsegmentode (y, <)
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Hemos visto en el ejercicio anterior que (b, <’) es un conjunto parcialmente ordenado
tal que toda cadena de (b, <’) estd acotada superiormente en (b, <’). Por el lema de
Zorn, existe un elemento maximal, m, de (b, <').

Como m € b, por hipétesis existe una cota superior, ¢, de m en (a, <). Veamos que ¢ es
un elemento maximal de (a, <).

s Obviamente ¢ € a.

= No existe un elemento x € a tal que ¢ < x. En efecto: si existiera un tal elemento x,
resultaria que m U {x} € b (ya que todo elemento de m es menor o igual que ¢ y,
por tanto, estrictamente menor que x; luego m U {x} estd bien ordenado). Ademads
m & mU{x}y m es un segmento de m U {x}. Luego, m <’ m U {x}. Lo que
contradice la maximalidad de m en (b, <’).

Ejercicio 130. Demostrar que en ZF~ son equivalentes:
(1) El axioma de eleccion.

(2) Para cada familia (a;);c; de conjuntos no vacios, el producto cartesiano Hﬂi es no vacio.
iel

(1) = ()

Supongamos cierto el axioma de eleccién. Sea (4;);c; una familia de conjuntos no vacios;
es decir, existe una aplicacién f de I en V tal que

Vi I(f(i) =a; # @)
Por el esquema de axiomas de reemplazamiento, la clase f[I| es un conjunto (por serlo
D).

Sea g una funcién de eleccion de f[I]. Es decir, g es una aplicacion cuyo dominio es f|[I]
y, ademds,
Vx(x € flI] AN x #D — g(x) € x)
Luego, para cada i € I se tiene que g(f(i)) = g(a;) € a;. Es decir, go f € [ [ a;
iel

(2) = (1)

Supongamos que para cada familia (4;);c; de conjuntos no vacios se verifica que H a; #
icl

Q.

Sea b un conjunto y consideremos la aplicacién f : b — V definida como sigue:

x si xe€bAx#QD
1 si xebAhx=0
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Entonces (f(x))yep es una familia de conjuntos no vacios. Luego, por hipétesis, [ | f(x) #
xeb
@.Sea g € | [ f(x). Veamos que g es una funcién de eleccion de b.
xeb

— Obviamente, g es una aplicacién cuyo dominio es b. Ademads, six € b Ax # Q,
entonces g(x) € f(x) (yaqueg € []f(x))y f(x) = x, por definicién de f. En

xeb
consecuencia, g(x) € x.

Ejercicio 131. Demostrar que en ZF~ son equivalentes:
(1) El axioma de eleccion.

(2) Sia es un conjunto, entonces para cada particion de a existe un conjunto b que tiene uno
y solo un elemento en comiin con cada conjunto de la particion.

Indicacién: En (2) = (1), si a es un conjunto, considérese la particion

A={y} xy:yea—-{0}}

(1) = (2)

Supongamos (1); es decir, que es cierto el axioma de eleccién. Sean a un conjunto y g
una particién de a (con conjunto de indices I). Notemos

rang(g) = A={a;:i €I}

Sean f una funcién de eleccion de A y b = f[A]. Veamos que b posee uno y sé6lo un
elemento comuin con cada conjunto 4; de la particién g.

— En efecto: seaq; € A. Como a; € Ay a; # @ resulta que f(a;) € a; A f(a;) € b.
Sea x € bNa;. Veamos que x = f(a;).

Como x € b, existe z € A tal que x = f(z). Entonces x € z. Puesto que
z,a; € Ay zNa; # D, se deduce que z = a;. Luego, x = f(a;).

(2) = (1)
Sean a un conjunto. Consideremos
A={{y} xy:yeca—{0}}

Obviamente, A es el rango de una particién del conjunto

Uiy} xy: yea—{2}}
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Luego, por la hipétesis (2) existe un conjunto b que posee uno y sélo un elemento en
comun con cada conjunto de dicha particion (es decir, con cada elemento de A).

Consideremos la aplicacién f : @ — V definida como sigue:

f(y)={® si yeany=90

z si yeahNy#OAN{{y,z)} =bn({y} xy)

Obviamente, f es una aplicacién cuyo dominio es a (ya que siy € a — {@}, entonces el
conjunto b N ({y} x y) es unitario).

Ademds, siy € a Ay # @, entonces {y} x y € A. Luego existe z € V tal que {(y,z)} =
bN ({y} x y). Entonces se tiene que f(y) = z Az € y. Es decir, f(y) € y. Lo que prueba
que f es una funcién de eleccién de a.

Ejercicio 132. Demostrar que en ZF~ son equivalentes:
(1) El axioma de eleccion.

(2) Siaesun conjuntoy R es una relacion de equivalencia en a, entonces existe un conjunto
b que tiene uno y sélo un elemento en comiin con cada clase de equivalencia de a por R [
se dice que b es un conjunto de Zermelo de a relativo a R ].

(1) = ()

Supongamos cierto el axioma de eleccién. Sean a un conjunto y R una relacién de equi-
valencia en a. Entonces a/R = {x : Jy € a (x = yR)} es una particién de a. Del ejercicio
129 se deduce que existe un conjunto b que posee uno y sélo un elemento en comtin con
cada conjunto de la particién; es decir, con cada clase de equivalencia de a por R.

(2) = (1)

Supongamos cierta la hipétesis (2). Sea a2 un conjunto. Consideremos el conjunto
c={(x,y): xcaNx#DANy € x}

Definimos en ¢ una relacién R como sigue:

(x1,y1)R(x2,12) <= x1 = x2

Obviamente, R es una relacién de equivalencia en c. Sea b un conjunto de Zermelo de c
relativo a R. Consideremos la aplicacién f : a — V definida como sigue:

@ si o xeahx=0
f(x)—{y sio xeanx#OAN{(x,y)} =bnNn{(x,z): z € x}

Obviamente, f es una aplicacién cuyo dominio es a (ya que si x € a — {@}, entonces el
conjunto b N {(x,z) : z € x} es unitario, por hipétesis).
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Ademads, si x € a A x # @, entonces existe un conjunto y € V tal que {(x,y)} =
bN{(x,z) : z € x}. Entonces se tiene que y = f(x) Ay € x. Luego, f(x) € x. Lo que
prueba que f es una funcién de eleccién de a.

Ejercicio 133. Demostrar que en ZF~ son equivalentes:
(1) El axioma de eleccién.

(2) Toda relacion binaria que sea un conjunto, contiene una aplicacion con el mismo dominio.

(1) = ()

Supongamos cierto el axioma de eleccién. Sea R una relacién binaria que es un conjun-
to. Sean 4 = dom(R) y b = rang(R) (recuérdese que si una relacién es un conjunto,
entonces también lo son su dominio y su rango). Sea f una funcién de eleccion de P(b).

Consideremos la aplicacion g : @ — V definida asi: g(x) = f(R[{x}]) (para cada x € a).

Como f es una aplicacién cuyo dominio es P(b) y para cada x € a se tiene que R[{x}] C
b, resulta que g es una aplicacion cuyo dominio es 4 =dom(R).

Veamos que ¢ C R. Para ello, sea x € a. Entonces R[{x}] € P(b) — {@} (pues x €
dom(R)). Luego,
8(x) = f(R[{x}]) € R[{x}] € rang(R)
Es decir, (x, g(x)) € R.
2) = (1)

Supongamos cierta la hipétesis (2). Sea a un conjunto. Consideremos la ralacién binaria
R definida como sigue:

R:{{(x,y>:x€a/\y€x} si @¢a
{x,y): xeanyex}U{(®,0)} si QOeca

Entonces existe una aplicacién g tal que § € R A dom(g) =dom(R) = a.

Veamos que g es una funcién de eleccion de a. En efecto: sea x € a tal que x # @.
Entonces
(v,8(x)) €g S R= (x,g(x)) € R = g(x) € x

Ejercicio 134. Sean a, b conjuntos y f una aplicacién de a en b. Demostrar en ZFC™ que f
es suprayectiva si y sélo si existe una aplicacion h de b en a tal que f oh = I, siendo I, la
aplicacion identidad en el conjunto b.

(AC)
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Supongamos que f es una aplicacién suprayectiva de a en b. Sea ¢ una funcién de elec-
cién de P(a).

Consideremos la aplicaciéon h : b — a definida como sigue: h(x) = ¢(f[{x}]), para
cada x € b. La aplicacién h estd bien definida ya que si x € b, entonces @ # f~1[{x}] C

a; por tanto, g(f[{x}]) € f~1[{x}] Ca
Veamos que foh = I,

— Obviamente, f o h es una aplicaciéon de b en b.

— Ademés, para cada x € b se tiene que
h(x) = g(f ' {x}]) € fT{x}] = f(h(x)) € {x} = f(h(x)) = x

Nota: Téngase presente que si el conjunto a es bien ordenable, entonces no hace falta el
axioma de eleccion en esta implicacion.

En efecto: sea R un buen orden en a. Consideremos la aplicaciéon h : b — a definida
como sigue: ii(x) = ming(f~![{x}]), para cada x € b. Entonces, h satisface los requisitos
exigidos.

Supongamos que f es una aplicaciéon de a en b para la que existe una aplicacién h de b

en a tal que f o h = I;,. Entonces f o h es biyectiva y, en consecuencia, la aplicacion f es
suprayectiva.

Ejercicio 135. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Demostrar que en ZFC™~ son
equivalentes:

(1) Todo subconjunto no vacio de A posee algiin elemento minimal.
(2) No existe una aplicacion f : w — A tal queVn € w (f(n+1) < f(n)).

Indicacién: Probar (2) = (1) por el contrarreciproco, usando el teorema de recursién sobre w.

~2) = (1)

Supongamos que se verifica —(2). Sea f una aplicacion de w en A tal que
Vnew (f(n+1) < f(n))

En tal situacion, f[w] es un subconjunto no vacio de A que carece de elementos mini-
males. Por tanto, se verifica —=(1).

~(1) = ~(2) |(AQ)
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Supongamos que se verifica —(1). Sea B un subconjunto no vacio de A que carece de
elementos minimales. Sea f una funcién de eleccién de P(B).

Consideremos la aplicacién H : V — V definida como sigue:

o= { o200 5 e

Sea a € B. Entonces por el teorema de recursién en w existe una tinica aplicaciéon g :
w — V verificando:

8(0) =anvncw(g(n+1)=H(g(n)))
Veamos que g[w] C B. Por induccién débil en w.
Trivial, ya que g(0) =a € B
Sea n € w tal que g(n) € B. Se verifica que
h.i.
g(n+1) = H(g(n)) = f(52(g(n)) N B)

Ahora bien, se tiene que S2(g(n)) N B # @, pues de lo contrario resultaria que
g(n) seria elemento minimal de B. Luego

52(g(n)) NB € P(B) — {0}

Como f es una funcién de elecciéon de P(B), se deduce que g(n+1) = f(S4(g(n)) N
B) € B.

En consecuencia, g es una aplicacién de w en B (y, por tanto, aplicacién de w en A) tal
que

Vi€ w (g(n+1) = f(S£(g(n)) NB))

Luego
Vn € w(g(n+1) € S%4(g(n)) NB)

Es decir
Vnew(gmn+1) <gn))
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8.4. Problemas propuestos

Ejercicio 8.1. Utilizando el lema de Zorn, probar el teorema de comparacién de buenos
6rdenes.

Indicacion: Sean (1, <) y (b, <) conjuntos b.o. Considérese el conjunto ¢ cuyos ele-
mentos son los pares ordenados (S, fs) que verifican las condiciones siguientes: S es
un segmento de (4, <) y fs es un isomorfismo de S en un segmento inicial de (b, <’).
Definase en c una relacién R como sigue:

(S, fs)R(T, fr) <= SGTAfr1S=fs

Pruébese que (c, R) es un conjunto p.o. tal que toda cadena estd acotada superiormente.
Si (S, fs) es un elemento maximal de (¢, R), pruébese que (S = A) V (fs[S] = B).
Ejercicio 8.2. Sea a un conjunto. Notemos O(a) y T(a) a los conjuntos cuyos elementos

son los 6rdenes parciales ¢ totales, respectivamente, de a. Se pide:

(1) Probar que R € T(a) siy s6lo si R es un elemento maximal de (O(a), &).

(2) Utilizando el lema de Zorn, probar que T(a) es una parte cofinal de (O(a), &) (es
decir, para cada R € O(a) existe S € T(a) tal que R C S).

Indicacién: (2) Si R € O(a), entonces considérese el conjunto

b={S€0O(): RCS}
Pruébese que (b, &) es un conjunto p.o. tal que toda cadena estd acotada superiormente.
Finalmente, téngase presente el apartado (1).

Ejercicio 8.3. Probar en ZFC™ que si a y b son conjuntos, entonces o bien existe una
aplicacion inyectiva de a en b, o bien existe una aplicacién inyectiva de b en a.

Indicacién: Considérese sendos buenos 6rdenes en a y b, asi como los correspondientes
tipos ordinales.

Ejercicio 8.4. Probar en ZFC™ el siguiente resultado: Sean 4, b y c conjuntos. Sean f €% b
y g €° b. Entonces, g[c] C fla] <= Jh €“a (foh=Q).

Indicacién: Si g[c] C fla], entonces considérese una funcién de eleccién, ¢, sobre
P(a). Definase h €€ a asi: h(x) = o(f[{g(x)}]).

Ejercicio 8.5. Usando el axioma de eleccién, probar que existe un conjunto a C R veri-
ticando la siguiente propiedad:

VxeR3lyca(x—ye€Q)

Indicacién: Considerése la relacion S definida en R como sigue: xSy <= x —y € Q.
Pruébese que S es de equivalencia en IR y témese un conjunto de representantes de la
particién asociada a dicha relacién de equivalencia.



Capitulo 9

Conjuntos finitos, infinitos y
numerables

9.1. Conjuntos finitos

Definicién 9.1.1. Diremos que dos conjuntos x e i son equipotentes o coordinables (y nota-
remos x ~ Y) si existe una aplicacién biyectiva de x en y.

Si consideramos la relacién de equipotencia en la clase V (dos conjuntos estan relaciona-
dos si y s6lo si son equipotentes), entonces se prueba facilmente que dicha relacién es de
equivalencia (pues la identidad es una aplicacion biyectiva de un conjunto en si mismo,
la inversa de una aplicacién biyectiva es biyectiva y la composiciéon de dos aplicaciones
biyectivas es una aplicacién biyectiva).

Definicién 9.1.2. Diremos que un conjunto x es finito si existe un niimero natural » tal
que x ~ n. Caso contrario, diremos que el conjunto x es infinito.

Ejemplos: El conjunto vacio es finito. Si x es un conjunto finito, entonces para cada con-
junto y se tiene x U {y} es un conjunto finito. En particular, el conjunto siguiente de un
conjunto finito es, asimismo, un conjunto finito. Por tanto, todos los ntimeros naturales
son conjuntos finitos.

Definicién 9.1.3. Una sucesion finita de elementos de un conjunto a es una aplicacién de
n en a, para un cierto nimero natural n (es decir, es una familia de elementos de a con
conjunto de indices un ntimero natural). Una sucesion infinita (o mas brevemente, una
sucesion) de elementos de un conjunto a es una aplicacién de w en a (es decir, es una
familia de elementos de a con conjunto de indices w).

197
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Proposicién 9.1.4. (Principio del palomar, Dirichlet)
Sean n € w y f una aplicacién inyectiva de n en n. Entonces, f es biyectiva de n en n.

Proposicién 9.1.5. Sean n € w y a un subconjunto propio de n. Entonces, a no es equipotente
an.

Proposicién 9.1.6. Sean p,n € w tales que p # n. Entonces, p no es equipotente a n.

Proposicién 9.1.7. Sea a un conjunto finito. Entonces, existe un iinico niimero natural, n, tal
que a ~ 1.

Definicién 9.1.8. Sia es un conjunto finito, entonces el tinico ntimero natural, 1, equipo-
tente a él, se denomina cardinal o niimero de elementos del conjunto finito 4, y lo notaremos
asi: |a| = n.

Proposicién 9.1.9. Dos conjuntos finitos son equipotentes si y sélo si poseen el mismo cardinal.
Proposicion 9.1.10. Sea a un conjunto finito. Entonces, no existe un subconjunto b & a tal

que b ~ a.

La proposiciéon anterior se puede expresar en los siguientes términos: si un conjunto es
equipotente a un subconjunto propio suyo, entonces dicho conjunto es infinito.

Proposicién 9.1.11. El conjunto w de los niimeros naturales es infinito.

Proposicién 9.1.12. Sea a un conjunto finito. Se verifica:

(1) Sea b un conjunto tal que b ¢ a. Entonces a U {b} es finitoy |[a U{b}| = |a| + 1.

(2) Sea b un conjunto tal que b € a. Entonces a — {b} es finitoy |a — {b}| = |a|] — 1.
Proposicién 9.1.13. Sean n € w y a un subconjunto de n. Entonces, a es finito y |a| < n.

Proposicién 9.1.14. Sean a un conjunto finito y b un subconjunto de a. Entonces, b es finito y
[b] < lal.

Proposicién 9.1.15. Sean a un conjunto finito y f una aplicacién cuyo dominio es a. Entonces
fa] es un conjunto finito.

Proposicién 9.1.16. Sean a y b conjuntos finitos. Se verifica:
(1) Siay b son disjuntos, entonces a Ub es finito y [a Ub| = |a| + |b].
(2) El conjuntoaUbes finitoy [aUb| + |anb| = |a| + |b].
(3) El conjunto a x b es finitoy |a x b| = |a| - |b|.
(@) El conjunto P(a) es finito y |P(a)| = 21,

(5) Si todos los elementos de a son conjuntos finitos, entonces |J a es finito.
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9.2. Conjuntos numerables

Definicién 9.2.1. Diremos que un conjunto x es numerable si y s6lo si x ~ w.

A veces, se dice que un conjunto x es numerable* siy sélo si existe una aplicacioén inyec-
tiva de x en w. Desde luego,
(numerable*) = (finito) V (numerable)

Consideraciones:
(1) El conjunto w es numerable.

(2) El conjunto w X w es numerable, ya que la aplicacién f : w x w definida por

Flxy) = (X+y)-(236+y+1)+x

es biyectiva (ver ejercicio 68).

(3) Sia es un conjunto numerable, entonces, sin necesidad de usar el axioma de elec-
cién, podemos garantizar que existe una buena ordenaciéon en a. En efecto: si f es
una aplicacion biyectiva de w en a, entonces basta considerar la ordenacién en a
trasportada por f, de la usual de w.

(4) Si a es un conjunto numerable, entonces a es infinito. En efecto: si a fuese finito,
como a ~ w resultarfa que también lo serfa w.

(5) Sean a y b conjuntos tales que b es numerable y b C a. Entonces, a es un con-
junto infinito (més adelante veremos que, usando el axioma de eleccién, se puede
demostrar el reciproco de esta propiedad).

(6) Si « es un ordinal tal que w < w, entonces a es un conjunto infinito. En conse-
cuencia, un ordinal « es un conjunto finito si y sélo si & < w. Lo que justifica que
hayamos denominado ordinales finitos a los nimeros naturales.

Proposicién 9.2.2. Sea a un subconjunto de w. Entonces, a es finito o numerable.

Proposicién 9.2.3. Sean a un conjunto numerable y b un subconjunto de a. Entonces, b es
finito o numerable.

Proposicién 9.2.4. (ZFC™).

Si a es un conjunto infinito, entonces existe b C a tal que b es un conjunto numerable.

Proposicién 9.2.5. Sean a un conjunto y f una aplicacion suprayectiva de w en a. Entonces, a
es finito o numerable.
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Proposicién 9.2.6. Sean a un conjunto numerable y f una aplicacion. Entonces, el conjunto
f|a] es finito o numerable.

Proposicién 9.2.7. Sean a un conjunto numerable y R una relacion de equivalencia en a. En-
tonces, el conjunto cociente a/ R es finito o numerable.

Proposicién 9.2.8. Sean a y b conjuntos numerables. Entonces, los conjuntos a x by a Ub son
conjuntos numerables.

Proposicién 9.2.9. Sean I un conjunto finito no vacio y (a;);c; una familia de conjuntos nu-
merables. Entonces, los conjuntos Uai y Hai, son numerables.
iel i€l

Teorema 9.2.10. (ZFC™).

Sean I un conjunto numerable y (a;);c; una familia de conjuntos numerables. Entonces, el
conjunto Uai es numerable.

iel

Teorema 9.2.11. (ZFC™).

Sean I un conjunto numerable y (a;);c; una familia de conjuntos finitos. Entonces, el con-
junto Uai es finito o numerable.

iel

Teorema 9.2.12. (de Cantor)

Si a es un conjunto, entonces a no es equipotente a P(a).

Corolario 9.2.13. Si a es un conjunto numerable, entonces P(a) es un conjunto no numerable.

9.3. Problemas resueltos

Ejercicio 136. Demostrar que si x ~ y, entonces P(x) ~ P(y).

Supongamos que x ~ y. Sea f una aplicaciéon biyectiva de x en y. Consideremos la
aplicacion g : P(x) — P(y) definida asi: g(z) = f|z|, para cada z € P(x). Obviamente, g
es una aplicacién de P(x) en P(y).

= Veamos que g es una aplicacién inyectiva.
Sean z,t € P(x) tales que g(z) = g(t). Entonces f[z] = f[t]. Como f es inyectiva,
resulta que z = t.

= Veamos que g es una aplicacion suprayectiva de P(x) en P(y).

Sea z € P(y). Consideremos t = f~![z]. Entonces t € P(x). Ademas, g(t) =
fIfYz]] = z (esta Gltima relacién se verifica debido a que la aplicacién f es biyec-
tiva).
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Ejercicio 137. Demostrar o refutar:y C x Az Cx ANy ~z = x —y ~ X —Z

El aserto es falso. En efecto: consideremos x = w,y = w,z = {2n : n € w}. Entonces
y ~ z ya que la aplicacién f : y — z definida por f(n) = 2n es, obviamente, biyectiva.
Ademas,

YCxNzCxAx—y=Qwx—z#0

Ejercicio 138. Demostrar que un conjunto a es finito si y sélo si existen n € w y una aplicacion
suprayectiva de n en a.

Supongamos que a es un conjunto finito. Sea n € w tal que a ~ n. Entonces, existe una
aplicacion suprayectiva de n en a.

Supongamos que a es un conjunto tal que existen n € w y una aplicacién suprayectiva,
f,denena
, .

Consideremos la aplicacién g : 2 — n definida como sigue:
g(x) = min-(f1[{x}]), paracadaxca

(siendo < el orden usual del niimero natural ).

Como f es una aplicacién suprayectiva de 1 en a4, resulta que para cada x € a, f 1 [{x}]
es un subconjunto no vacio de n. Por tanto, ¢ es una aplicacién bien definida cuyo do-
minio es a y su rango estd contenido en 7.

Veamos que la aplicacién g es inyectiva.

— Sean x,y € a tales que g(x) = g(y). Entonces

min< (f~'[{x}]) = min<(f~'[{y}])
Luego f1[{x}] N f~1[{y}] # @. Como f es funcional y x,y € rang(f), se deduce
que x = V.
Asi pues, g es una aplicacion inyectiva de a en n; luego g es una biyeccion de a en ga].

Ahora bien, como g[a] C n resulta que el conjunto ¢[a] es finito. Finalmente, teniendo
presente que a ~ g[a], concluimos que a es un conjunto finito.

Ejercicio 139. Sean a un conjunto finito no vacio y R un orden total en a. Probar que {(a, R)
posee elemento mdximo y elemento minimo.
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Vamos a probar el resultado por induccién débil en el niimero de elementos del conjunto
no vacio a. Para ello, sea

b={n€w-—{0}: siaesun conjunto no vacio tal que |[a| =ny Res
un orden total en a, entonces (4, R) posee elemento
maximo y elemento minimo}

Veamos que b = w — {0}, por induccién débil en w — {0}.

n=1

Obviamente, 1 € b ya que si un conjunto es unitario, su componente es el elemento
maximo y minimo respecto del tinico orden total que existe en dicho conjunto (el
orden R = @).

Supongamos que n € b. Para probar que n 4+ 1 € b, sean a4 un conjunto finito tal
que |a| = n+ 1y R un orden total en a.

Sea x € a'y consideremos el conjunto ¢ = a — {x}. Entonces [c] =nyR =R | ¢
es un orden total en c. Luego, por hipétesis de induccién, existen ygp =maxg: c y
zp =mings c. Puesto que el orden R es total, existen y; =max{yo, x} y z1 =min{zg, x}.
Por construccién, es inmediato que y; =maxg a 'y z; =ming a.

Ejercicio 140. Sea a un conjunto. Demostrar que a es finito si y sélo si existe un buen orden R
en a tal que R~ es un buen orden en a (Caracterizacion debida a Zermelo).
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Supongamos que a es un conjunto finito. Sean n € w y f una aplicacién biyectiva de
n en a. Sea R la ordenacién usual del ntimero natural 7. Entonces R y R™! son buenos
6rdenes en 7.

Sea R; la ordenacién de a transportada por f a partir de R. Entonces (a, Ry) y (a, R{ )
son conjuntos bien ordenados (obsérvese que la ordenacién inversa de la trasladada es
la trasladada de la ordenacion inversa).

Supongamos que a es un conjunto tal que existe un b.o. R en a verificando que R~!
es, también, un b.o. en a.

Sia = @, entonces a es un conjunto finito. Supongamos que a # @. Sea c =ming a.
Consideremos el conjunto

b={x ca: Si(x) esfinito }
Entonces b es un subconjunto no vacio de a (ya que ¢ € b pues S%(c) = @). Sea

d =ming -1 b; es decir, d =maxg b.

Veamos que a = S%(d) U {d} (de donde concluiremos que el conjunto a es finito,
por serlo S%(d)).

— Supongamos que a # S%(d) U {d}. Sea
e = ming (a — (Sx(d)U{d}))
Entonces

x€Sk(e) = xecalx¢ (a—(Sk(d)u{d}))
= x € (Sg(d) U{d})
x € (S(d)u{d}) = xcan(xRAVx=d) = x € S§(e)

Luego,
Sg(e) = Sg(d) U {d}

Como el conjunto S%(d) U {d} es finito, deduciriamos que e € b. Pero dRe A
d =maxg b. Lo que es una contradiccion.

Ejercicio 141. Probar en ZFC™ que un conjunto a es infinito si y solo si existe un subconjunto
b de a que es numerable.

(ZFC™)
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Supongamos que a es un conjunto infinito. Como admitimos el axioma de eleccién,
existe un buen orden R en a. Sea « =t.0.({a,R)). Entonces w < a (yaquea < w = a
finito). Por tanto, si f es el isomorfismo que existe de («, €) en (g, R), entonces f[w] es
un subconjunto numerable de a.

Supongamos que a es un conjunto para el que existe b C a tal que b es numerable.
Entonces b es infinito y, por tanto, también lo es el conjunto a.

Ejercicio 142. Diremos que un conjunto a es infinito segin Dedekind si y sélo si existe un
subconjunto propio de a equipotente al conjunto a.
Probar en ZFC™ que un conjunto a es infinito si y sélo si es infinito, segiin Dedekind.

(ZFC™)

Supongamos que a es un conjunto infinito. Por el ejercicio anterior, existe b C a tal
que b es numerable. Sea f una aplicacién biyectiva de w en b. Consideremos la aplica-
cion ¢ :a — a— {f(0)} definida como sigue:

[ x si x€a-—-b>
g(x)_{f(n+1) si xebAx=f(n) connecw

Se verifica:

= La aplicacién g estd bien definida entre los conjuntos citados. En efecto: basta tener
presente quea —b C a — {f(0)} y que si x € b, entonces existe un tinico n € w tal

que x = f(n).
= La aplicacién g es inyectiva.
En efecto: sean x,y € a tales que g(x) = g(y).
Caso 1°: Supongamos quex € a —bAy €a—b.
En este caso, x = g(x) = g(y) = y. Luego, x = y.

Caso 2°: Supongamos que x € b Ay € b.
En este caso, existen p,q € w tales que f(p) = xy f(q) = y. Luego,

f iny.
s =gy) = flp+1)=fg+1) = p+1=q+1
= p=q=f(p) =flg) = x=y
Nota: Como g(x) = g(y), no pueden darse mds casos.

» La aplicacion g es suprayectiva de a ena — {f(0) }. En efecto: sea x € a — {f(0)}.
Entonces
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— Obien x € a — b, en cuyo caso g(x) = x.

— Obienx € b — {f(0)}, en cuyo caso existe p € w — {0} tal que f(p) = x. Sea
y=f(p—1).Entonces g(y) = f(p —1+1) = f(p) = x.

En consecuencia, 2 — {f(0)} es un subconjunto propio de a que es equipotente al con-
junto a. Luego a es infinito, segtin Dedekind.

Supongamos que a es un conjunto infinito, segtin Dedekind. Sea b & a tal que b ~ a.
Sea g una aplicacion biyectiva de a en b (que, obviamente, serd una aplicacién inyectiva
de a ena).

Dados ¢ € a — b y la aplicacién g € “a, del ejercicio 77 se deduce la existencia de una
Unica aplicacion f : [0, — [— a verificando

* f(0) =c.
¥ € w (Fn+1) = g(f(n))).

Veamos que la aplicacién f es inyectiva.

= Aserto 1: Para cada n € w se verifica: f(n) # f(n+1).

Prueba: Por induccién débil en w.
Trivial, yaque f(0) =ce€a—0by f(1) = g(f(0)) € b.

Sea n € w y supongamos que f(n) # f(n+1). Como g es inyectiva resulta

que g(f(n)) # g(f(n +1)). Luego, f(n +1) # f(n +2).

= Aserto 2: Para cada n,m € w se verifica: m < n = f(m) # f(n).

Prueba: Consideremos la formula
p(n)=Vmew (m<n= f(m) # f(n))
Probemos que Vn € w (¢(n)). Por induccién débil en w.

Trivial, ya que si m € w, entonces m < 0 = f(m) # f(0).

Sea n € wy supongamos que

Vmew (m<n= f(m)# f(n))

Veamos que la férmula ¢(n + 1) es verdadera. Para ello, sea ¢ < n + 1. En-
tonces
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— Obieng = n,encuyo caso f(q) = f(n) # f(n+1).
— Obieng < n/Ag =0, en cuyo caso

flg)=f(0)=cea—b
i) S s § > S # e
- Obieng < nAg > 0, en cuyo caso existe r € w tal que g = r + 1.
Entonces r < q < n. Por hipétesis de inducciéon f(r) # f(n). Como g
es inyectiva, resulta que g(f(r)) # g(f(n)). Luego, f(q) = f(r+1) =
g(f(r) # g(f(n)) = f(n+1).

Del aserto 2 resulta directamente la inyectividad de la aplicacion f. Por tanto, fw] es
un subconjunto de a que es equipotente a w. En consecuencia, el conjunto a es infinito.

Ejercicio 143. Probar en ZFC™ que un conjunto no vacio a es infinito si y solo si existe un
orden R en a tal que (a, R) carece de elementos maximales.

Supongamos que a es un conjunto infinito. Sea b un subconjunto numerable de a (que
existe en ZFC™~, ver ejercicio 141). Sea f una aplicaciéon biyectiva de w en b. Sea < el
orden usual de w y S el orden en b transportado por f, a partir de <. Consideremos la
relaciéon R definida en 2 como sigue:

xRy <= (x ebANyebAxSy)V(xea—bAyeb)
Entonces, R es un orden parcial en a tal que (a, R) carece de elementos maximales.

Sean a un conjunto no vacio y R un orden en a tal que (g, R) carece de elementos ma-
ximales. Entonces, para cada x € a se tiene que es no vacio el conjunto M, = {y € a :

x <y}
Sea f una funcién de eleccion de P(a) (aqui hacemos uso del axioma de eleccién). Con-
sideremos la aplicaciéon g de w en a caracterizada por las condiciones siguientes:

- $(0) = f(a).
- i€ @ (gn+1) = f(My)

(Se deja como ejercicio al lector que demuestre la existencia y unicidad de la aplicaciéon
g verificando las condiciones citadas, aplicando adecuadamente un teorema de recur-
sion).

Para cada n € w, se.tiene que g(n +1) = f(Mg(,)). Como M, es un subconjur.l-
to no vacio de 4, se tiene que f(My(,)) € My(,). Luego, g(n +1) € Mg(,. Es decir,
Vi e w (g(n) <g(n+1)) (»).
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Aserto: Vn,p € w (p <n — g(p) < g(n)).

Prueba: Consideremos la formula

p(n)=Vpew (p<n—glp) <gn))

Veamos que Vn € w (¢(n)). Por induccién débil en w.

Trivial, ya que Vp € w (p £ 0).
Sean € wtalqueVp € w (p < n — g(p) < g(n)).Seagq < n+1y
veamos que ¢(g9) < g(n + 1). En efecto:

— O bien g < 1, en cuyo caso por hipétesis de induccién se tiene que
8(q) < g(n). Luego,

()
glq) <g(n) < g(n+1)
— Obien g = n, en cuyo caso g(q) = g(n) (2) g(n+1).

Del aserto resulta inmediatamente que ¢ es una aplicacién inyectiva de w en a. Por
tanto, el conjunto 4 es infinito (pues de lo contrario, teniendo presente que w ~ glw] C a
resultaria que w seria finito).

Ejercicio 144. Probar en ZFC™ que un conjunto no vacio a es infinito si y solo si existe un
orden R en a tal que (a, R) posee un iinico elemento maximal y, en cambio, carece de elemento
mdximo.

Supongamos que a es un conjunto infinito. Sea b un subconjunto numerable de a (aqui
hacemos uso del axioma de eleccién, ver ejercicio 141). Sea f una aplicacion biyectiva
de w en b. Sea < el orden usual de w y consideremos la relacién S definida en w como
sigue:

xSy <= x#0Ax <y

Entonces, se prueba facilmente que S es un orden parcial en w. Sea S’ el orden en b
transportado por f, a partir de S. Consideramos la relacién R definida en a como sigue:

xRy <= (xebAyebAxSy)V(xea—-bAye flw—{0}])

Es fécil probar que R es un orden parcial en a. Ademas, por construccion, (a, R) posee un
unico elemento maximal, £(0), y, en cambio, carece de elemento maximo, ya que (4, R)
no estd acotado superiormente.
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Sean a4 un conjunto no vacio y R un orden en a tal que (4, R) posee un tnico elemento
maximal, b, y, en cambio, carece de elemento maximo.

Consideremos el conjunto
c={x €a—{b}: xnoescomparable con b por R}

Como b no es el maximo de (a, R), resulta que ¢ es no vacio. Ademas, (c, R) carece
de elemento maximal (si d fuese un elemento maximal de (c, R), entonces d seria otro
elemento maximal de (4, R), distinto de b). Luego, del ejercicio anterior resulta que c es
un conjunto infinito y, por tanto, también lo es a.

Ejercicio 145. Probar en ZFC™ que un conjunto no vacio a es infinito si y solo si existe un
orden R en a y un elemento b € a tal que si x es un elemento maximal de (a,R), entonces
—(b = x V bRx).

Supongamos que a es un conjunto infinito. Sea R un orden en 4 tal que (a,R) carece
de elementos maximales (ver ejercicio 143). Entonces, para cada b € a se verifica que
Vx € a (x maximal de (4, R) — —(b = x V bRx)).

Sean Run ordenenay b € a tales que si x es un elemento maximal de (g, R), entonces
—(b = x V bRx). Consideremos el conjunto

c={x€a: x=0bVbRx}

Entonces, ¢ es un subconjunto no vacio de a (ya que b € c). Ademds, (c, R) carece de
elementos maximales

- En efecto: supongamos que d fuese un elemento maximal de (c, R). Entonces d
serfa un elemento maximal de (a, R) (caso contrario, existiria e € a tal que dRe;
como d es maximal de (c, R) resultaria que e ¢ c; pero (b = d V bRd) N dRe =
bRe = e € ¢).

Por tanto, —(b = d VV bRd): lo que contradice que d € c).

Luego, ¢ es un conjunto infinito y, por tanto, también lo es a.

Ejercicio 146. Probar en ZFC™ que un conjunto no vacio a es finito si y sélo si para cualquier
orden R en a, toda cadena no vacia de (a, R) posee elemento mdximo y elemento minimo.
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Supongamos que a es un conjunto finito. Sea R un orden en 4. Sea b una cadena no

vacia de (g, R). Entonces, (b, R) es un conjunto finito no vacio totalmente ordenado. Del
ejercicio 139 se deduce que b posee maximo y minimo en (b, R) y, por tanto, en (a, R).

Supongamos que a es un conjunto infinito. Sea b un subconjunto numerable de a.
Consideremos la ordenacién R en el conjunto a, descrita en el ejercicio 143 (implicacion
=—). Entonces, b es una cadena no vacia de (a, R) que carece de elemento maximo.

Ejercicio 147. Probar en ZFC™ que si a es un conjunto infinito, entonces existe una familia de
conjuntos (a; ) que es una particion de a y, ademds, verifica que Vi € I (a; es numerable).

Consideremos la clase

b={(c,d): cCanc#OAIIIf (f particion de ¢ con conjunto
de indices I Ad = f[I| AVx € d (x numerable))}

Obsérvese que si (¢, d) es un elemento de b, entonces ¢ es un subconjunto de a y los
elementos de d determinan una particién de c.

La clase b es un conjunto (;por qué?). Como a es infinito, existe un subconjunto, c, de a
que es numerable. Por tanto, (c,{c}) € b.

Definimos en b una relacién R como sigue:
(c, )R(,d"y <= c G NdCd
Es decir, (c,d)R(c’,d") <= ¢ & ¢’ y todo conjunto de la particion relativa a d es un

conjunto de la particion relativa a d’

Es inmediato probar que (b, R) es un conjunto parcialmente ordenado.

Aserto: Sea C una cadena de (b, R). Entonces, C estd acotada superiormente en
(b, R).

Prueba: Sean ¢* = |J dom(C) y d* = |J rang(C). Veamos que (c*,d*) € b
= Obviamente, @ # ¢* C a.

= Six € d*, entonces existe d € rang(C) tal que x € d. Luego, x # @y x es un
conjunto numerable.

= Sean x,y € d* tales que x # y. Sean ¢y, c3,d1, dy tales que

<C1,d1> eC, <C2,d2> eC, xe dley €dy
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Como C es una cadena de (b, R), resulta que
<C1,d1>R<C2, d2> \ <C2/ d2>R<C1/d1>
Entonces, (x € dy Ay € dy)V (x € dy Ay € dy). Por tanto, x Ny = @.
s |Jd* = ¢*. En efecto:

— Seax € Jd*.Seay € d* = |Jrang(C) tal que x € y. Sean c,d tales que
(c,d) eCeyed.ComoC Cbresultaquey C cAD # c C a. Ademas,

(c,dyeC=cCc"

Por tanto, x € c*.
- Sea x € ¢* = |J dom(C). Sean c,d tales que (c,d) € Cy x € c. Como
C C b, resulta que ¢ = (Jd. Luego, x € Jd.
Ademaés,
de rang(C) =d Cd" = | Jd C | Jd*
Por tanto, x € Jd*.

Asi pues, (c*,d*) € b. La prueba del aserto concluye observando que, por cons-
truccion, se verifica que (c,d) € b = (¢, d)R{c*,d"*).

Del lema de Zorn se deduce la existencia de un elemento maximal (c,d) de (b, R).
= SiC = g, entonces d determina una particiéon de a en conjuntos numerables.
= Supongamos que ¢ # a. Veamos que 4 — ¢ es un conjunto finito.

* Caso contrario, existiria un subconjunto numerable, ¢, de a — ¢. Entonces,
cud,du{c})eby (¢ dR{cucd,du{c})
Lo que contradice la maximalidad de (c, d).

Sea x € d. Entonces, (d — {x}) U ({x U (a —¢)}) determina una particién de a
verificando los requisitos del enunciado.

Ejercicio 148. Probar en ZFC™ el siguiente resultado: Si a es un conjunto que posee, al menos
dos elementos, entonces son equivalentes:

(1) a es un conjunto infinito.
(2) Existe un orden total en a, respecto del cual cada elemento de a carece de siguiente.

(3) Existe un orden total, R, en a tal que (a, R) es denso en si (es decir, Vx,y € a (xRy —

Jx,y[# @)).
(4) Existe un orden, R, en a tal que R # @y (a, R) es denso en si.
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(1) = (2)

Supongamos que a es un conjunto infinito. Sea (4;);c; una particiéon de a tal que
Vi € I (a; es un conjunto numerable). Para cada j € I, sea f; una aplicacion biyecti-
va de Q en a; y notemos por R; la ordenacion en a; transportada por f;, a partir de
la ordenaci6n usual de Q. Obviamente, para cada j € I se tiene que (a;, R;) es un
conjunto totalmente ordenado en el que cada elemento de a; carece de siguiente.
Sea R un buen orden en I.

Consideremos la relacién S definida en 2 como sigue:

xSy <= (Jjel(xeajNy€a;NxRjy))V
(Elj,ke I(j#k/\ij/\XEa]‘/\yEak))

Entonces, (4, S) es un conjunto totalmente ordenado tal que cada elemento carece
de siguiente.

(2) = (3)

Sea R un orden total en a tal que cada elemento carece de siguiente en (a, R).
Veamos que (g, R) es denso en si.

» Sean x,y € a tales que xRy. Entonces, |x,y[# @ ya que, de lo contrario, por
ser R un orden total, resultaria que y es el elemento siguiente de x en (4, R).

(3) = (4)

Sea (a, R) un conjunto totalmente ordenado y denso en si. Como a posee, al menos,
dos elementos, resulta que R # @.

4) = @)

Sea R un orden en a tal que R # @y, ademas, (4, R) es denso en si. Sean x,y € a
tales que xRy. Teniendo presente que (g, R) es denso en si, resulta que el conjunto
]x, y[ es infinito. Por tanto, a es un conjunto infinito.

Ejercicio 149. Probar en ZFC™ que un conjunto a es finito si y solo si para cada aplicacion f
de a en a se tiene que f es inyectiva si y solo si es suprayectiva de a en a.

Supongamos que a es un conjunto finito. Sea f una aplicacién de a en a.
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= Si f esinyectiva, entonces f[a] ~ a. Como f|a] C ay a es finito, resulta que f|a] = a
(puessi fla] & a A fla] ~ a, resultaria que a es infinito). Luego, f es suprayectiva.

= Si f es una aplicaciéon suprayectiva de a en a4, entonces existe una aplicacién g de
aena tal que f o g = I,. Luego, ¢ es una aplicacién inyectiva de a4 en a. Por tanto,
g serd biyectiva de a en a y, a posteriori, también lo sera f.

Supongamos que a es un conjunto infinito. Sea b un subconjunto propio de a tal que
b ~ a. Sea f una aplicacién biyectiva de a en a. Consideremos la aplicaciéon g dea ena
definida como sigue:

glb=fygl(a—b)=1I

Entonces, ¢ es una aplicacién suprayectiva no inyectiva de a2 en a.

Ejercicio 150. Sea a un conjunto y notemos
Pr(a) = {x Ca: xesfinito)}
Consideremos el conjunto
b={xCPa): DexANVyWz(yexNzea—yU{z} €x)}

Probar que Pr(a) es el elemento minimo de (b, &).

Se tiene que Pr(a) C P(a) y @ € Pr(a). Ademés,
VyVz (y € Pp(a) Nz € a — yU {z} € Pp(a))
Luego, Pr(a) € b. Falta probar que Pr(a) es una cota inferior de (b, &). Vedmoslo.
= Sea x € b. Consideremos el conjunto
c={new: VyePe(a) (lyl = n —y € x))

Veamos que cx = w, por induccién débil en w.

Trivial, ya que x € by, por tanto, 0 € x.

Sean € w tal que n € c¢y. Para ver que n +1 € ¢y, seay € Pp(a) tal que
ly] = n+1. Como y # @, existe z € y. Entonces, t = y — {z} es una parte
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tinita de a con n elementos. Por hipétesis de induccién, resulta que t € x.
Ahora bien,
texNzeyCanxeb=tU{z} €x

Es decir, y € x.

Como ¢y = w, se deduce que Pr(a) C x.

Ejercicio 151. Sea (a, <) un conjunto totalmente ordenado tal que todo subconjunto de a aco-
tado superiormente es finito. Demostrar que (a, <) es un conjunto bien ordenado.

Hemos de probar que (4, <) satisface el principio de minimizacién. Para ello, sea b un
subconjunto no vacio de a y ¢ € b. Consideremos el conjuntod = {x € b: x < ¢} Ca.
Entonces d es un subconjunto no vacio de a acotado superiormente en (a, <). Luego
(d, <) es un conjunto finito no vacio totalmente ordenado. Del ejercicio 139 se deduce
que (d, <) posee elemento minimo y elemento médximo.

Sea e =min. d. Veamos que e =min. b.
ecchyaqueecdCh.
e Si x € b es tal que x # e, entonces por ser < un orden total en a:
—Obien x < ¢, en cuyo caso x € d y, por tanto, e < x.

—Obienc < x,encuyocasoe < ¢ < X.

Ejercicio 152. Demostrar que si a es un conjunto numerable, entonces el conjunto Pr(a), de
las partes finitas de a, es numerable.

Indicacién: Pruébese que Pp(w) ~ w, a partir del desarrollo en base de 2 de cualquier niimero
natural distinto de cero.

En primer lugar, veamos que Pr(w) ~ w.

— Consideremos la aplicacion g : Pr(w) — w definida como sigue:
* ¢(@) =0.
* Si{xg,...,xn} € Pp(w) verifica que xp < ... < x5, entonces

g({xo,...,xn}) :2x0+,,_+2xn

Obviamente, ¢ es una aplicacién entre los conjuntos citados. Ademas, g es biyec-
tiva debido a que todo ntimero natural distinto de cero posee un tinico desarrollo
en base 2.
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Sea a un conjunto numerable. Entonces a ~ w. Luego, Pr(a) ~ Pr(w). En consecuencia,
Pr(a) es un conjunto numerable (por serlo Pr(w)).

Ejercicio 153. Probar que el conjunto Z de los niimeros enteros es numerable.

Consideremos la aplicacién f : w — Z definida como sigue:

_fk+1 si n=2k+1
f(”)_{—k si n=2k

Obviamente, f es una aplicacién biyectiva de w en Z.

Nota: También podriamos haber observado que w ~ Z* = {x € Z : x > 0}y
w~Z ={xe€Z: x <0}; de donde resulta que w ~ ZtuZ =2Z.

Ejercicio 154. Demostrar que el conjunto Z[x| de polinomios con coeficientes en Z, es nume-
rable.

Indicacion: Si (p;)ic., es una enumeracion de los niimeros primos, pruébese que es inyectiva la
aplicacion g : Z[x] — w, definida por

glao+- a2 = pitlpt g

endondei; =2jsia; > 0ei; =2j+1sia; <O,

Comencemos observando que el conjunto Z|x] es infinito, ya que la aplicacién f : Z —
Z[x] definida por f(y) =y, para cada y € Z, es inyectiva.

Veamos que existe una aplicacion inyectiva ¢ de Z[x]| en w.

= Consideremos una enumeracion (p;);c., de los nameros primos . Por ejemplo, una
enumeracién podria ser la siguiente

* pPo = 2.
* piv1 =min{p € w: p > p; Ap primo }, paracadai € w.

Consideremos la aplicacion g : Z[x] — w definida como sigue:

g(a0+a1.x+...+an.xn):pl‘,go‘ ..... pl‘zn‘
siendo
= 2j si a]'BO
] 2j+1 si a]'<0

Veamos que la aplicacién g es inyectiva.
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Sean
p(x)=ap+ay-x+ - +a, x" € Z[x]
g(x) =bo+by-x+---+by-x" < Zx|
tales que p(x) # g(x). Entonces,
—Obienn =myexiste jtalque 0 < j < nya; # b;.
— O Dbien n # m.
En ambos casos, los ntiimeros naturales g(p(x)) y g(g(x)) poseen descompo-
siciones distintas en factores primos. Luego, por la unicidad de estas descom-

posiciones, resulta que g(p(x)) # g(q(x)).

Asi pues, hemos probado que Z[x] ~ g[Z[x]|] C w. Luego, g[Z[x]] es un subconjunto
infinito de w. Por tanto ¢[Z[x]|| es numerable y, en consecuencia, también lo sera el
conjunto Z|x].

Ejercicio 155. Diremos que un niimero real b es algebraico si es raiz de algiin polinomio
perteneciente a Z.|x). Probar que el conjunto, A, de los niimeros algebraicos es numerable.
Indicacién: Construir una aplicacion suprayectiva de Z[x] x w en A.

El conjunto A es infinito ya que w C A (pues sin € w, entonces n es raiz del polinomio
n—x € Zx)).

Consideremos la aplicacién f : Z[x] X w — A definida asi:

S i

Veamos que la aplicacién f es suprayectiva.

— Seaa € A. Entonces existe p(x) € Z[x] tal que p(a) = 0. Notemos n = [{x € R :
p(x) =0Ax < a}l|. Entonces f({p(x),n)) = a.

Como el conjunto Z[x] X w es numerable (por ser el producto cartesiano de dos con-
juntos numerables), existe una aplicacién biyectiva, g, de w en Z[x] x w. Luego, f o g
es una aplicacion suprayectiva de w en A. Teniendo presente que A es infinito, de la
proposicién se deduce que el conjunto A es numerable.

Ejercicio 156. Probar que el conjunto Q de los niimeros racionales es numerable.

Obviamente, el conjunto Q es infinito. Sea n € w — {0}. Entonces existe un nimero
finito de ntimeros racionales positivos irreducibles g € Qt — {0} (siendo Qt = {x €

Q: x > 0}) tales que p + g = n (que, a lo sumo, son ”T_l, ”T_Z,...,ﬁ).
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Para cadan € w — {0} notemos A, = {”T_l, ”T_Z, oL, ﬁ} Entonces,

Q+ - {0} - U An

new—{0}

Luego, Q" — {0} es numerable, por ser una unién numerable de conjuntos finitos. En
consecuencia, Q es numerable.

Ejercicio 157. Probar que el intervalo cerrado [0,1] = {x € R: 0 < x < 1} es no numerable.

Supongamos que el intervalo cerrado [0,1] fuese numerable. Sea f : w — [0,1] una
aplicacion biyectiva y notemos f(n) = a,, para cada n € w.

Para cada n € w, consideremos un intervalo I,, que verifique las condiciones siguientes:
an € I, A longitud (I,) 1

= 10n+1

Entonces [0,1] C U I,,. Luego,
new
. > 1 1
longitud ([0,1]) =1 < ZOW =3
n—=

Lo que es una contradiccion.

Ejercicio 158. Probar que existe un orden total en w, respecto del cual cada niimero natural
carece de elemento siquiente.

Sea f una aplicacién biyectiva de w en Q. Sea < la ordenacién usual de Q y considere-
mos la ordenacion R en w transportada por f a partir de <. Es decir,
xRy <= f(x) < f(y) , paracada x,y € w

Del ejercicio 33 se deduce que (w, R) es un conjunto totalmente ordenado. Ademads,
f:{w,R) = (Q,<).Por tanto, cada niumero natural carece de siguiente por R (caso
contrario, existirian ntimeros racionales que poseen elemento siguiente por la ordena-
cion usual).

Ejercicio 159. (ZFC™) Sea (ay)new una familia de conjuntos tal que
Vn € w (a, es un subconjunto infinito de w N a,11 & ay)
Demostrar que existe un subconjunto infinito b de w tal que

Vn € w (b — ay es finito )

Vamos a construir recursivamente, un conjunto b = {by, by, ... } que satisfaga las condi-
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ciones del enunciado. Y lo vamos a hacer de tal manera que en el paso n—ésimo exigire-
mos que by, € a,,, para cada m < n. Sea f una funcién de elecciéon de P(w).

Paso 1: Consideramos b; un elemento cualquiera de a; (por ejemplo, f(a7)).

Paso n — n + 1: Supongamos que ya tenemos construidos by, . .., b, de tal manera
que by, € ay,, paracadam < n.

Como 4,41 es infinito, resulta que a, 1 — {b1, ..., by} # ©. Entonces consideramos
bn—l—l = f(a,,ﬂ — {bl, e ,bn}).

Veamos que b — a, es un conjunto finito, para cada p € w. Sea p € w y determinemos
los elementos de b que hay en a,. Se tiene que

Vnew(p<n=byca,$&ap)

Por tanto, el conjunto b — a, es finito.

9.4. Problemas propuestos

Ejercicio 9.1. Sea a un conjunto. Demostrar que a es finito si y sélo si todo subconjunto
no vacio de P(a) posee elementos maximales por la relacién de inclusién estricta (Ca-
racterizacion debida a Tarski).

Indicacién: Sea a un conjunto finito con p elementos. Sea b C P(a) tal que b # @.
Considérese el conjunto

c={necew: Ixeb (x| =n)}

Pruébese que c es un subconjunto no vacio de w acotado superiormente. Considérense
q =max(c) y d € btal que |d| = q. Pruébese que d es un elemento maximal de (b, &).
Obsérvese que @ # Pr(a) C P(a). Pruébese que si b es un elemento maximal de
Pr(a), entonces b = a.

Ejercicio 9.2. Diremos que un conjunto no vacio, a, es de cardcter finito si
Vx (x €a < Vy (y CxAyfinito —y €a))

La condicion de Teichmller—Tukey afirma que si a es un conjunto de caracter finito, entonces
(a,%) tiene un elemento maximal.

Probar en ZF~ que la condicién de Teichmller-Tukey es equivalente al axioma de elec-
cion.
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Indicacién: (AC = TT) Si a es un conjunto de carécter finito, entonces por el principio
maximal de Hausdorff (ver ejercicio 127), existe un elemento maximal, b, de (C(a, %), &
). Pruébese que b posee elemento méximo en (4, &). (TT = AC) Sean a un conjunto,
b=Uayc="F"0p Paracada f € c considérese cr={x: x CbAf(x) € x} ysea
d={f:3g€c(f Cglcg)} Pruébese que d es un conjunto de caracter finito. Si f es
un elemento maximal de (d, &), pruébese que f es una funcién de eleccion de P(b).

Ejercicio 9.3. Sea a un conjunto y f una aplicacién de 2 en a. Consideremos los conjuntos

b= {xeP(a): f[x] =x}
c= {x€a:3(xp)new (X0 =xAVn € w (f(xy41) = xn))}
Probar que c es el elemento maximo de (b, &).

Indicacién: Pruébese que f[c] C cAc C fc]|, y que c es una cota superior de (b, &).

Ejercicio 9.4. Encontrar el error en el razonamiento siguiente:

“Sea a un conjunto finito. Sea f una aplicacion suprayectiva de a en w. Enton-
ces, existe una aplicacion inyectiva, g, de w en a tal que f o g = I,,. Como w ~ g[w]
y glw] C a, deducimos que el conjunto w es finito"

Ejercicio 9.5. Sea R = {(x,y) : x ~ y}. Probar que:

(1) La clase R es propia.

(2) Para cada conjunto x, la clase R[{x}] es propia.

Indicacién: (1) Obsérvese que si x € V, entonces (x,x) € R. (2) Si y € V, entonces

{y} xx € R[{x}].

Ejercicio 9.6. Sea x un conjunto finito con |x| = n. Probar que existen x1, ..., x, conjun-
tos distintos entre si talesque Vy (y € x = x1 =y V...V x, = V).

Indicacién:Pruébese el resultado por inducciéon débil en w sobre el niimero de ele-
mentos del conjunto x.

Ejercicio 9.7. Sean x un conjunto, n € w y supongamos que existe una aplicacién inyec-
tiva de x en n + 1, pero que no existe tal aplicacién inyectiva de n + 1 en x. Probar que
existe una aplicacion inyectiva de x en n.

Indicacién: Si f : x — n+1lesinyectivayn ¢ f[x] entonces f : x — n esinyectiva. Si
n € f[x], obténgase una funcion g, a partir de f, que sea inyectiva y con rango incluido
en 1.

Ejercicio 9.8. Sean a y b dos conjuntos finitos. Probar que ’a es finito y que |’a| = |a|l’!.

Indicacién: Pruébese por induccién en w sobre la variable n, tal que n = |b|.
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Ejercicio 9.9. Sean a y b conjuntos finitos tales que a C b. Probar que el conjunto b —a
es finito y |b — a| = |b| — |a| ;Qué se puede deducir, en general, sia Z b?

Indicacién:Pruébese que, en general, |b — a| = |b| — |a N b|.
Ejercicio 9.10. Sea x un conjunto finito. Consideremos el conjunto de las permutaciones

de x, Perm(x) = {f : f es una biyecciéon de x en |x|}. Probar que Perm(x) es un conjun-
to finito y que |Perm(x)| = |x|!

Indicacién:Pruébese por induccién en w sobre el nimero de elementos del conjunto
X.
Ejercicio 9.11. Probar que todo subconjunto de w acotado por el orden usual, es finito.
Ejercicio 9.12. Probar en ZFC™ que un conjunto a es infinito si y sélo si para cadan € w,
existe y C a tal que |y| = n.

Indicacién: tsese el ejercicio 141.

Ejercicio 9.13. Sea a un conjunto finito. Probar que es un ntimero natural el conjunto
b= {n € w: existe una aplicacion inyectiva de n en a}

Indicacién: Pruébese que b = |a| + 1.
Ejercicio 9.14. Sea a un conjunto numerable. Probar que para cualquier nimero natural,
n, distinto de cero, el conjunto {x : [x| = n A x C a} es numerable.

Indicacién:tsese el ejercicio 152.
Ejercicio 9.15. (ZFC™). Sea I un conjunto numerable y (4;);c; una familia de conjuntos
tinitos no vacios disjuntos dos a dos. Probar que Uai es un conjunto numerable.

icl
Indicacién:Pruébese que b = U a; no es finito. Para ello, pruébese que la aplicacién

iel
f :b — I definida por f(x) =i,si x € a;, estd bien definida y es suprayectiva.

Ejercicio 9.16. (ZFC ) Seaa = {f €¥ w : In € wVm € w(m > n — f(m) = f(n))}.
Probar que a es un conjunto numerable.

Indicacién:Pruébese quea ~ |} (wx .7. xw).
new—{0}

Ejercicio 9.17. Probar que el conjunto de las sucesiones de nimeros naturales que son
progresiones geométricas, es numerable.

Indicacién: Notese que una progresion geométrica queda determinada univocamen-
te por su primer elemento, a1, y la razén, r. Asi, tal conjunto es equipotente a w x w.
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Ejercicio 9.18. Probar en ZFC™ que un conjunto x es infinito si y s6lo si P(P(x)) contiene
un subconjunto numerable.

Ejercicio 9.19. Probar que si x es finito e y es numerable, entonces x U iy es numerable.
Explicitese una biyeccion.

Indicacién: Si |x| = n, sea f : n — x biyeccién. Obténgase una biyeccién g entre
w — ny el conjunto y. A partir de f y g, constrityase una biyeccién entre w y x U y.



Capitulo 10

Cardinales

En este tema se trata de introducir el concepto de “tamario.® “cardinal"de un conjun-
to, en el marco de la Teoria de Conjuntos; de tal manera que:

(1) Todo conjunto tenga asociado, de manera univoca, un “tamafio".
(2) El “tamafio"de cualquier conjunto debe ser, asi mismo, un conjunto.

(3) El “tamafio"de un conjunto debe identificarlo salvo equipotencias; es decir, dos
conjuntos tienen el mismo “tamario”si y sélo si son equipotentes.

Es decir, se trata de determinar una clase C que satisfaga los siguientes requisitos:

= Todo conjunto, x, debe tener asociado un tnico elemento, |x|, de la clase C (“tama-
no"de x).

= Dos conjuntos son equipotentes si y sélo si tienen asignados el mismo elemento

deC.

= Los elementos de C estan caracterizados por ser conjuntos cuyo tamafio coincide
con el propio conjunto (el “tamafio"del “tamafio"de un conjunto x es el “tama-
no"de x).

= En C debe existir un orden < de tal manera que un conjunto x es sumergible en y
(existe una aplicacion inyectiva de x en y) siy sélo si |x| < |y].

= La clase C, el orden < y la aplicacién F : V — C dada por F(x) = |x|, para cada
x € V, deben ser definibles en la Teoria de Conjuntos.

Frege, en 1884, y Russell, en 1903, introducen por primera vez de manera sistemaética
el concepto de “tamafio"de un conjunto, como la clase cuyos elementos son los con-
juntos equipotentes a él. Ahora bien, es f4cil probar que, en general, dado un conjunto

221
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x, la clase de los conjuntos equipotentes a x es propia. En consecuencia, el concepto
de “tamafio.?si introducido no satisface la condicién (2) y, por tanto, sobrepasamos en
cierto sentido los limites naturales de la Teoria de Conjuntos.

Supongamos que para un conjunto, x, existe un ordinal, &, equipotente a x. Entonces, se
podria definir el “tamafio"de ese conjunto como el menor de tales ordinales, a. Desde
luego, dicho concepto satisface la condicién (2). Se puede probar que se verifica (3) y,
ademas, si admitimos el axioma de eleccion, entonces satisface (1) (esta definicion se
debe, basicamente, a von Neumann, 1928).

Prescindiendo del axioma de eleccion, la definicién anterior sélo abarcaria a los con-
juntos bien ordenables. En tal situacion, el axioma de regularidad permite extender el
concepto de “tamafio.? conjuntos que no sean bien ordenables, a través de la funcién
rank.

10.1. El axioma de regularidad

Axioma de regularidad: Vx (x # @ — dy e x (xNy = D)).
Es decir, todo conjunto no vacio posee un elemento disjunto con él.

La teorfa cuyos axiomas son los de ZF~ mas el axioma de regularidad, se denomina
teoria de Zermelo—Fraenkel y la notaremos por ZF.

La teoria obtenida de ZF afiadiendo el axioma de eleccion la notaremos por ZFC.

Definicién 10.1.1. (ZF~) La jerarquia acumulativa. Para cada ordinal « se define recursi-
vamente V(«) como sigue:

= V(0) = 0.
» V(a+1) =P(V(a)).
» V(a) =U{V(B) : B < a},siaeslimite.

Definicién 10.1.2. (ZF~) Diremos que un conjunto x esta bien fundamentado si « € Ord
tal que x € V(«). Notaremos por WF a la clase cuyos elementos son los conjuntos bien
fundamentados.

Proposicién 10.1.3. Si x es un conjunto bien fundamentado, entonces el menor ordinal « tal
que x € V(), es sucesor.

Definicién 10.1.4. (ZF~) Si x es un conjunto bien fundamentado, entonces rank(x) =
min{a: x € V(a+1)}.
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Definicién 10.1.5. (ZF~) Sea x un conjunto y R una relacién en x. Diremos que R esta
bien fundamentada sobre x si todo subconjunto no vacio de x posee, al menos, un elemen-
to R—-minimal. Es decir, si

Vy(yCxAy#0 — 3z(zeyAVtey((t,z) € R)))

Teorema 10.1.6. La teoria ZF~ prueba que son equivalentes:

(1) El axioma de reqularidad.
(2) Para cada conjunto x, la relacién € estd bien fundamentada sobre x.

(3) V=WF

10.2. Cardinal de un conjunto

Recordemos que un conjunto es bien ordenable si existe, al menos, un buen orden sobre
él. Resulta inmediatamente que:

(1) Si dos conjuntos son equipotentes y uno de ellos es bien ordenable, entonces tam-
bién lo es el otro.

(2) Todo conjunto finito es bien ordenable.
(3) Un conjunto es bien ordenable si y sélo si existe un ordinal equipotente a éI.

Definicién 10.2.1. (ZF) El cardinal de un conjunto x, que notaremos |x|, es

= min{a € Ord : x ~ a},si x es bien ordenable.

m {y: x~yAVz(z~x— rank(y) < rank(z))}, si x no es bien ordenable.
Diremos que un conjunto x es un cardinal si existe un conjunto y tal que x = |y|.
Ejemplos:

(1) Si x es un conjunto bien ordenable, entonces |x| € Ord y |x| ~ x.
(2) Sin € w, entonces el cardinal de 7 es n.

(3) Si x es un conjunto finito con n elementos, entonces el cardinal de x es n (lo que
justifica la nomenclatura utilizada en los conjuntos finitos para designar el nimero
de elementos).
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@ |w|=w=|w+1|.
(5) Sia es un conjunto numerable, entonces |a| = w.
(6) Los ordinales 0,1,2,...,w son cardinales. En cambio, w + 1 no es un cardinal.

Proposicién 10.2.2. Para cada conjunto x, se tiene que |x| es un conjunto.

Notaremos por Cn a la clase cuyos elementos son todos los cardinales. Los cardinales
se representardn por a, b, ¢c,....

Definicién 10.2.3. Diremos que a es un cardinal finito si a € w. Caso contrario, diremos
que es infinito.

Proposicién 10.2.4. Si 0 € |x|, entonces x es un conjunto bien ordenable.
Proposicién 10.2.5. Sea x un conjunto. Entonces, x es bien ordenable si y sélo si |x| € Ord.
Corolario 10.2.6. Cn N Ord = {|x| : x es bien ordenable}

Definicién 10.2.7. Los elementos de Cn N Ord se llaman cardinales bien ordenables (u
ordinales iniciales). Notaremos In = Cn N Ord.

Los cardinales bien ordenables se representaran por «, A, yu, . ...

Proposicién 10.2.8. Dos conjuntos son equipotentes si y sélo si tienen el mismo cardinal.

10.3. Ordenacion de los cardinales

Definicién 10.3.1. Diremos que un conjunto x es sumergible en un conjunto y, y notare-
mos X <, si existe una aplicacién inyectiva f de x eny. Si x < y A x 7 y, entonces
notaremos x < .

Proposiciéon 10.3.2. Sean x, y, z conjuntos. Entonces,

D x<xx.

2 xsyrNysz—x<xz
B x~y—x=<xy.
@D xCy—x=xy.

G) xxy—IzZCy(x~z).



10.3. Ordenacién de los cardinales 225

Teorema 10.3.3. (SCHRDER-BERNSTEIN-CANTOR). Sean x e y conjuntos tales que x <
y ANy < x. Entonces, x ~ y.

Corolario 10.3.4. Sean x e y conjuntos tales que x C y C z y x ~ z. Entonces, x ~ y.

Proposicién 10.3.5. Sean x,y,z,t conjuntos tales que |x| = |y| A |z| = |t|. Entonces, x < z
siysolosiy < t.

Definicién 10.3.6. Definimos en la clase Cn la relacién < como sigue:

a<be Iy (x| =anly=bAx=<XY)

Sia < bAa# b, entonces notaremos a < b.

Proposicién 10.3.7. Sean x e y conjuntos. Se verifica:

M xCy— x| <yl

(2) Siaesun cardinal, entonces a < |y| < Ix Cy (|x| = a).

@ [x| <yl = x<v.
Corolario 10.3.8. La relacion < es un orden parcial sobre Cn.
Teorema 10.3.9. (CANTOR, 1891). Si x es un conjunto, entonces |x| < |P(x)]|.
Corolario 10.3.10. Ya 3b (a < b).

Proposicién 10.3.11. Se verifica:

(1) Sirank(x) = a, entonces x C V(«).

(2) Para todo ordinal w, se tiene que V(x) es un conjunto transitivo.
(3) Sean w, B ordinales tales que & < B. Entonces, V(a) C V(B).
(4) Sirank (x) < B, entonces x C V().

Teorema 10.3.12. Sea x un conjunto tal que x C Cn. Entonces, existe un cardinal a tal que
Vb e x (b<a)

Corolario 10.3.13. Se verifica:

(1) Sea x un conjunto tal que x C Cn. Entonces, existe un cardinal a tal que Vb € x (b < a).

(2) Cn es una clase propia.
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10.4. Ordenacion de los cardinales bien ordenables

Proposicién 10.4.1. Sean a y b cardinales. Sia € Iny b < a, entonces b € In.
Proposicién 10.4.2. Sea « € Ord. Entonces, || € In A |a| < a.

Proposicién 10.4.3. Sea « € Ord. Son equivalentes:

(1) « € Cn.
2 VB(B<a—BFa).
3) |a| = a.
Proposicién 10.4.4. Sean a y b cardinales bien ordenables. Entonces,

a < b como ordinales <= a < b como cardinales

Corolario 10.4.5. En la teoria ZF, la clase (In, <) es bien ordenada. En la teoria ZFC, la clase
(Cn, <) es bien ordenada.

En cambio, en la teorfa ZF no se puede probar que la clase (Cn, <) sea bien ordenada.

Corolario 10.4.6. Sean «, B ordinales. Se verifica:

M) a < p— faf <[B.
2) |a] < |B] = a <B.
(3) |a| = mix{f € In: B < a}.

Proposicién 10.4.7. Sea x € In y a C a. Entonces

(1) to.((a,€)) =a — |a| = a.
(2) to.((a,€)) #a — |a] < a.
Teorema 10.4.8. (HARTOGS, 1915) Vx3a (& < P(P(x x x)) Ao £ x).

Definicién 10.4.9. Si x es un conjunto, entonces el niimero de Hartogs de x es h(x) =
inf{a:a £ x}.

El cardinal sucesor de |x| es |x|Te = inf {x € In: x £ |x|}.

Si a es un cardinal, entonces notaremos a™c = a™.
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Proposicién 10.4.10. Si x es un conjunto, entonces

hx) = |x|* y [x e < [P(P(x x x))]
Proposicién 10.4.11. Si a € In, entonces a < a™.
Corolario 10.4.12. Si a € In, entonces a™ = inf{b € In: a < b}.
Proposicién 10.4.13. Se verifica:

(1) =Ja Vb € In (b < a).
(2) Sea x un conjunto tal que x C In. Entonces |J x € In.
Corolario 10.4.14. Se verifica:
(1) Sea x un conjunto tal que x C In. Entonces, existe b € In tal que Va € x (a < b).

(2) La clase In — w es propia.

10.5. La funcidn aleph

La clase (In — w, <) es propia bien ordenada. Por tanto, existe un tinico isomorfismo ¥
de (Ord, €grq) en (In — w, €Ep—w)-

Para cada & € Ord, notaremos X(a) = N,. Cuando queramos destacar alguna propie-
dad de R(«) como ordinal, entonces lo notaremos por wy. Es decir, w, = N,.

Teniendo presente que min(In — w) = w, resulta que Ry = w.

Proposicién 10.5.1. Se verifica:
(1) Ya € Ord (R, es un ordinal limite).
(2) Va, B € Ord (& < B — Ry < Np).

() Sean a,p € Ord y a € Cn tales que Ry < a < Ng. Entonces existe >>€ Ord tal que
<><BAa=Rs.

(4) Sia € Ord, entonces N = N, 1.

(5) La funcion X es normal.
Corolario 10.5.2. Va € Ord 38 € Ord (B > a A\ B = Ng).
Es decir, existen infinitos ordinales f tales que el f—€ésimo cardinal infinito bien ordena-
ble, coincide con el f—ésimo ordinal.

Definicién 10.5.3. Diremos que a es un cardinal sucesor si existe un ordinal sucesor « tal
que a = N,. Caso contrario, diremos que & es un cardinal limite.
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10.6. Problemas resueltos

Ejercicio 160. Probar en ZF las siguientes propiedades:
(1) Vx (x € x).
(2) VxVy (x ¢ yVy ¢ x).

(3) La clase, R, de Russell coincide con la clase universal, V.

(1) Supongamos que existiera un conjunto a tal que a € a. Entonces, {a} es un con-
junto no vacio. Por el axioma de regularidad, existe x € {a} tal que xN {a} = @.
Entonces, x = a y an{a} = @. De donde resultaria que a ¢ a. Lo que es una
contradiccion.

(2) Supongamos que existieran conjuntos a y b tales quea € b Ab € a. Como {a,b}
es un conjunto no vacio, por el axioma de regularidad, existe x € {a,b} tal que
xN{a,b} = @. Entonces, x = a V x = b. Luego, resultaria quea ¢ bV b ¢ a. Lo
que contradice el supuesto inicial.

(3) Basta tener presente que

R={x:x¢x}, V={x:x=x} yVx(x=x<x¢&x)
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Ejercicio 161. Probar en ZF que ¥a (a = @ < a C a X a).

La implicacién directa es trivial. Veamos la implicacion reciproca. Para ello, suponga-
mos que existiera un conjunto no vacio a tal que a C a x a. Entonces, b = a U ([Ja) es
un conjunto no vacio. Por el axioma de regularidad, existe x € b tal que x Nb = @.
Distingamos dos casos:

Caso 12 : Supongamos que x € a.

Entonces, x € a x a. Luego, x # @. Ademads
xea=xC|Ja=xn(Ja) #0

Luego, @ # xN (Ua) € xNb. Lo que es una contradiccion.

Caso 2° : Supongamos que x € [Ja —a. Como a C a x g, resulta que Ja C J(a x
a). Luego, x € J(a x a). Sean y, z € a tales que x € (y,z). Entonces, x = {y} Vx =
{y,z}. Es decir, x Na # @. Luego, x N b # @. Lo que es una contradiccion.

Ejercicio 162. Probar en ZF que si A es una clase no vacia, entonces existe b € A tal que
bNA=20Q.

Indicacién: Téngase presente que para cada conjunto a existe un conjunto transitivo que lo
contiene.

Sea A una clase no vacia. Sea a € A. Recordemos que la clausura transitiva de a, CT(a),
es un conjunto transitivo que lo contiene (ver ejercicio 44).

Supongamos que a N A # @. Entonces, a N A C CT(a) N A. Luego, CT(a) N A es
un conjunto no vacio. Por el axioma de regularidad, existe b € CT(a) N A tal que
bN(CT(a)NA) =@. Veamos quebN A = Q.

m Caso contrario, existiria x € b N A. Entonces
xebAbe CT(a) = x € CT(a)

Es decir, x € bN (CT(a) N A). Lo que es una contradiccion.

Ejercicio 163. Probar en ZF que si A y B son clases transitivas y € 4 es conexa en A, entonces
(B& A) <= (B conjunto NB € A).

Supongamos que B & A. Entonces, A — B es una clase no vacia. Del ejercicio anterior
se deduce la existencia de un elemento c € A — B tal que cN (A — B) = @. Veamos que
c = B.
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= Six € c,entoncesx ¢ A— B.Como x € A (puesc € Ay A es transitiva), resulta
que x € B.

= Six € B, entonces x € A. Luego, x = cV x € ¢V c € x. Ahora bien

— No puede verificarse que x = ¢, puesx € BAc ¢ B.
— No puede verificarse que ¢ € x, pues teniendo presente que x € By que B es
transitiva resultaria que c € B.

Por tanto, x € c.

Supongamos que B es un conjunto tal que B € A. De la transitividad de A resulta que

B C A.Pero B # A (pues B= A = A € A: que no puede darse, por el ejercicio 160).
Es decir, B & A.

Ejercicio 164. Demostrar que los intervalos [0,1],]0,1], [0, 1[ v |0, 1], tienen el mismo cardinal
(explicitar, en cada caso, una biyeccion entre los mismos).

Antes de resolver propiamente el ejercicio propuesto, vamos a hacer unas considera-
ciones generales acerca de cémo se puede establecer una aplicacién biyectiva de un
conjunto A en un conjunto B, en algunos casos singulares.

Supongamos que es posible hallar descomposiciones de A y B de la siguiente forma:
A=CUDyB=CUE,conCND = CNE = @, D numerable y E numerable.

Supongamos que f es una aplicacién biyectiva de D en E. Entonces, la aplicacién g :
A — B definida por

gIC=IcnglID=f
es una aplicacion biyectiva de A en B.

Veamos cémo podemos aplicar este procedimiento para resolver éste y otros ejercicios
similares.

= Veamos que [0,1] ~]0, 1].
Seaa =0,1[—{1: n € w—{0,1}}. Entonces

0,1 = au{0,1}U{l: new—{0,1}}
10,1 = aU{l:new-{0,1}}

Consideremos la aplicacion f : [0,1] —]0, 1] definida ast:

1
+2

Fla=IAfO) =5 Af() = s (vn€w—{0})
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0,1] : o * {01, 33 5}
I, (R I R AR
PN o J1 1 1 1 1
01[: e p 23356}

Es inmediato probar que f es una aplicacion biyectiva de [0,1] en |0, 1].
= Veamos que [0,1] ~ [0,1].
Seab =[0,1[—{%: n € w—{0,1}}. Entonces

n

0,1 = bU{1}U{l: new—-{0,1}}
0,1] = bU{l: new-{0,1}}

Consideremos la aplicacion g : [0,1] — [0, 1 definida asi:

g1b=TAg() = (vnew—{0})

n+1
0,1] : o b e {1,341 %
[I]" {/2/3/4/5 }
I P
P o J1 1 1 1 1
0.1[: ) 23356}

Entonces g es una aplicacion biyectiva de [0,1] en [0, 1].

= Veamos que [0,1] ~]0, 1].
Seac =]0,1] — {1 : n € w—{0,1}}. Entonces

0,1 = cu{otu{i:new—-{01}}
10,1] = cu{l:new-{01}}

Consideremos la aplicacion & : [0,1] —]0, 1] definida asi:

1 1 1
0,1] : o - « {03,511
7 . /2/ 3/ 4/ 5"'
I (2R SR AR
]0/1] . c ° {%/ %/ %/ %/ %/-- }

Entonces / es una aplicacion biyectiva de [0,1] en |0, 1].



232 Capitulo 10. Cardinales

Ejercicio 165. Sean a,b € R tales que a < b. Demostrar que los intervalos [a, b], |a,b|,[a,b] v
la, b), tienen el mismo cardinal (explicitar, en cada caso, una biyeccion entre los mismos).

Vamos a resolver este ejercicio aplicando un esquema similar al del ejercicio anterior.
Para ello, en primer lugar consideramos un subconjunto numerable de [a, b]. Sea

E:{a+bn;”: new—1{0,1}}

Es obvia la numerabilidad del conjunto E. Ademas E C |4, b] ya que

*a<a+b;—a(Vn€w—{O}).

*a<b%(n—1)-a<(n—1)~b:>a—|—bn;a<b.

Veamos que [a,b] ~]a, b].

e Sea C =Ja,b|—E. Entonces [a,b] = CU{a,b} UE y ]a,b|= C U E. Como los con-
juntos Ey D = {a,b} UE son numerables, podemos establecer una biyeccién de
[a,b] en ]a, b] de acuerdo con lo indicado al principio del ejercicio anterior.

Veamos que [a,b] ~]a, b].
e Sea C =la,b] — E. Entonces [a,b] = CU{a} UE y |a,b] = CUE. Como los conjun-

tos E y D = {a} U E son numerables, podemos establecer una biyeccién de [a, ]
en ]a, b] de acuerdo con lo indicado al principio del ejercicio anterior.

Veamos que [a,b] ~ [a,b].
e Sea C = [a,b[—E. Entonces [a,b] = CU{b}UE y [a,b[= CU E. Como los conjun-

tos Ey D = {b} UE son numerables, podemos establecer una biyeccion de [a, b
en [a,b] de acuerdo con lo indicado al principio del ejercicio anterior.

Nota: Se deja como ejercicio al lector explicitar, en cada caso, una biyeccion del corres-
pondiente conjunto D en E.



10.6. Problemas resueltos 233

Ejercicio 166. Probar, explicitando una biyeccion entre los conjuntos citados, que:
(1) [0,1[~ [0, +oo].
(2) ] —1,0] ~] —00,0].
B) |-1,1[~ R

(4) [a,b] ~ R, para cada a,b € R tales que a < b.

(1) Consideremos la aplicacién f : [0, 1[—> [0, 400 definida ast:

f(x) = 72— (vx e [0,1]

La aplicacién f estd bien definida entre los conjuntos considerados ya que
0<x<1=0< 175 <+

= f esinyectiva ya que

X
fO)=f) =15 =7, = 0-p=y(1-v=r=y
= fesuna aplicacic’)n suprayectiva de [0,1[ en [0, +o0[, ya que si x € [0, +o0],
consideramos y = 13=. Entonces y € [0,1]. Ademas f(y) = %y = X.
(2) Consideremos la aplicaciéon g :] —1,0] —] — o0, 0] definida asi:

g(x) = 11— (Vx el = 1,0)

La aplicacién g esta bien definida entre los conjuntos considerados ya que
—“1<x<0= -0 < 5 <0

= ¢ esinyectiva ya que

8() =8ly) = 75 =4y =~ F Iy =y-(+x)=x=y
= ¢ esuna aplicacién suprayectiva de]—1,0]en]—00,0], yaquesix €] —o0,0],
consideramos y = *. Entonces y €] — 1,0]. Ademds g(y) = % = x.
(3) Consideremos la aplicaciéon h :] — 1,1[— R definida asi:

[
. f(x) si xel01]
hx) = { g(x) st x€]—1,0]

siendo f y ¢ las aplicaciones consideradas en los apartados anteriores. Entonces,
es una aplicacion biyectiva de | — 1,1[ en R.



234 Capitulo 10. Cardinales

(4) Sia < b, entonces [a,b] ~] —1,1]~ R. Para obtener una biyeccion de [4,b] en R,
basta componer la biyeccién k : [a,b] — [c,d] (conc = —1y d = 1) dada por

_d—c

K =52

(x —a) +c, paracadax € [a,D]

con la biyeccion de [—1,1] en | — 1,1[ dada en el ejercicio 165 y la biyeccion de
] —1,1[ en R descrita en el apartado (3).

Ejercicio 167. Demostrar que ||0,1[| = |“2| = |R| = |P(w)|, admitiendo el siguiente resul-
tado:

Seaa € w tal que a > 1. Entonces para cada x €)0, 1], existe una iinica sucesién
{xy : n € w} de niimeros naturales tal que:
(1) Para cada)rcz € w,x, <a.
n
2) x = nguan—&-l'
(3) Existen infinitos n tales que x,, < a — 1.

Indicacién: Pruébese que 10, 1[<% 2y que “2 < [0, 1].

= Veamos que |0, 1[=% 2.

Para ello, consideremos la aplicacion f de ]0,1[ en “’2 definida asi:

— Sea x €]0,1]. Sea {x, : n € w} la tnica sucesiéon de nameros naturales
verificando

(1) Paracadan € w, x, < 2.

Xn
2) x= —.
newzn
(3) Existen infinitos n tales que x,;, < 2 — 1 (la sucesién posee infi-

nitos “ceros").
En tal situacion, definimos f(x) como la aplicacién de w en 2 caracterizada

por (f(x))(n) = x, (Vn € w).

Obviamente, f es una aplicacion bien definida entre los conjuntos citados. Ade-
mas, f es inyectiva ya que

f)=fly) = Vnecw((f(x)n) = (f(y)n)

= Vnewx,=yn) = x=y

= Veamos que “2 < ]0, 1[. Para ello, teniendo presente que [0, 1[~]0, 1[, basta probar
que “2 =< [0, 1[. Vedmoslo.
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— Consideremos la aplicacion g :“ 2 — [0,1] definida como sigue: si x =
X
(X1 )new € “2, entonces g(x) = Z 371:1 =y

new

Es decir, y = 3 + % + g—% + ... es el namero real de [0,1[ cuyo desarrollo
decimal en base 3 es (xy,)neew-

Si (Xy)new € “2, entonces existen infinitos términos de dicha sucesion (en reali-
dad, todos) que son estrictamente menores que 2=3-1. Del resultado que admiti-
mos sigue, inmediatamente, la inyectividad de la aplicacién g.

= Teniendo presente que |0, 1[<“ 2y que “2 <]0, 1], del teorema de Schrder-Bernstein—
Cantor se deduce que |0, 1[~“ 2. Ademas

[P(w)] = [¥2] y ]0,1[] = |R|

Ejercicio 168. Probar en ZFC~ que si f es una aplicacién y a es un conjunto, entonces |f|a]| <
jal.
(AC) Veamos que f[a] < a.

Para ello, sea ¢ una funcién de eleccién de P(a). Consideremos la aplicacion g de f[4]
en a definida como sigue: si x € f[a], entonces g(x) = @(f 1[{x}]) (obsérvese que

g(x) € f1[{x}], para cada x € f[a)).

Obviamente, g es una aplicacién bien definida entre los conjuntos citados. Ademads g es
inyectiva ya que si x,y € fla], entonces

x#y= fH{N T {y}] =0 = g(x) #g(y)

En consecuencia, f[a] < a. Luego, |f[a]| < |a].

Nota: Téngase presente que si el conjunto a es bien ordenable, entonces no es necesario
el axioma de eleccion.

En efecto: sea R un buen orden en a. Consideremos la aplicacion g de f[a] en a definida
como asf: g(x) = ming(f ~![{x}]). Entonces, g es una aplicacién inyectiva de f[a] en a.

Ejercicio 169. Sean «, p € Ord tales que |x| < B < . Probar que |B| = |«|.

Sean « y B ordinales tales que |a| < B < a. Entonces

* fayaquef<a=— B Ca.

* x 2 Byaquea ~ |a|yla| <p=a <B.
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Del teorema de Schrder-Bernstein—-Cantor se deduce que  ~ «. Por tanto, |B| = |«|.

Ejercicio 170. Sean

o A el conjunto de sucesiones finitas de niimeros naturales.

e B el conjunto de sucesiones finitas de niimeros naturales no decrecientes.

o C el conjunto de sucesiones finitas crecientes de niimeros naturales.
Demostrar que |A| = |B| = |C| = |Pr(w)|, explicitando aplicaciones biyectivas entre los
conjuntos citados.

(1) Veamos que A ~ B. Consideremos la aplicacion f : A — B definida asi: f(©) = @
y f(ao,a1,...,an) = (ag,a0 +ay,..., a0 +a; +-- - +a).

Obviamente, f es una aplicaciéon de A en B.
= Veamos que f es inyectiva. En efecto: supongamos que

f(aOIall"'/ai’l) :f(bOIbll"'/bT’l)

Entonces
ap = bo
ag + aq by + by
ap+ay+---+ap, = by+b+---+by

Luego, a; = b; (0 < i< n).

= Veamos que f es suprayectiva de A en B. En efecto: @ € rang(f).Si (bo, by, ...,bn) €
B, entonces (bo, by —by,..., b, — bn—l) e A y f(bo, by —by,..., by — bn—l) =
(bo, b1, ..., bn).

(2) Veamos que B ~ C. Consideremos la aplicacién g : B — C definida asi:
g(®) =0 y g(a()/all' . '/an) = (a0/a1 +1,...,a4 +TZ)

Se verifica que a; < a;11 = a; +1i < a;41 + 1+ 1. Luego, g es una aplicacién bien
definida de B en C.

= ¢ es inyectiva: se hace mediante un razonamiento similar al anterior.

» Veamos que g es suprayectiva de Ben C. En efecto: @ € rang(g). Si (bo, by, ..., by) €
C, entonces para cada j (0 < j < n) se tiene que j < bj. Notemos a; = b; — j
(0 < j < n). Entonces, (ag,a1,...,a,) € By g(ao,a1,...,a,) = (bo,b1,...,bn).

(3) Veamos que C ~ Pp(w). Consideremos la aplicacion i : C — Pp(w) definida asi:
h(@) =@ yh(ag,ay,...,an) ={ap,a1,...,an}

Trivialmente, /1 es una aplicacion bien definida de C en Pr(w).
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= Veamos que h es inyectiva. Si h(ag,a1,...,a,) = h(bo,by,...,b,), entonces
{ag,a1,...,an} = {bo,b1,...,bn}. Teniendo presente que ap < a1 < ... < ayy
bp < by <...< by, resultaquea; =b; (0<i<n).

= Veamos que h es suprayectiva de C en Pr(w). En efecto: @ € rang(h). Sea
{x0,x1,..., %} un subconjunto finito no vacio de w. Ordenemos dicho con-
junto segun el orden usual de w :

{x0,x1,...,xn} ={ag < a1 <...<ay}
Entonces, (ag,a1,...,a,) €Cy

h(ag,ar,...,a,) = {ag,a1,...,an} = {x0,X1,...,%Xn}

Ejercicio 171. Probar en ZF que una clase A es un conjunto si y solo si existe un cardinal a tal
que A ~ a.

=1
Supongamos que la clase A es un conjunto. Entonces, la teoria ZF prueba que existe un
cardinal a tal que |A| = a. Luego, A es equipotente al cardinal a.

Supongamos que A es una clase equipotente a un cierto cardinal a. Sea f una aplicacién
biyectiva de a en A. Como f es una aplicacién y a es un conjunto, del esquema de
axiomas de reemplazamiento se deduce que f[a] = A es un conjunto.

Ejercicio 172. Sea (A;)ic; una familia de cardinales bien ordenables. Probar que U/\,- es un
i€l

cardinal bien ordenable.

Sea (A;)ic; una familia de cardinales bien ordenables. Entonces, para cada i € I se tiene
que A; € Ord. Luego,
JAi = sup{A;: i€ I} € Ord

i€l
Veamos que Vo € Ord (a < [ JA; — a £ [ JA:).
i€l i€l

Para ello, sea « € Ord tal que

w < |JAi = sup{A;: iel}

iel

Entonces, existe j € I tal que a < Aj. Luego, & < Aj.

— Veamos que a ¢ | JA;. En efecto:
i€l
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= Caso contrario, existiria una aplicacién biyectiva, f, de U/\i en «. Luego, f |
iel

A;j serfa una aplicacion inyectiva de A; en a. Es decir, A; < a. Del teorema de

Schrder-Bernstein-Cantor deduciriamos que a ~ A;. Lo que contradice que

A;j sea un cardinal bien ordenable (pues a < A;).

Ejercicio 173. Dar ejemplo de un conjunto, a, de ordinales tales que \J a no sea un cardinal bien
ordenable.

Consideremos ¢ = {w + 1}. Entonces, 2 C Ord y Ua = w + 1 que, obviamente, no es
un cardinal bien ordenable.

Ejercicio 174. Demostrar o refutar:
(1) La clase Ord — In es propia.

(2) Sipara cada o € Ord definimos Ay = {B € Ord : B ~ wy}, entonces la clase
B = {a € Ord : A, es un conjunto} es propia.

(3) Sea (A, R) una clase propia bien ordenada. Entonces, existen dos clases propias By
Ctalesque BNC =QyBUC = A.

(1) Verdadero. Teniendo presente que Ord — In C Ord, para probar que la clase
Ord — In es propia, basta ver que no estd acotada superiormente en (Ord, €).

s Sea o € Ord. Entonces, « < N, < N, + 1. Como todo cardinal bien ordenable
infinito es un ordinal limite, resulta que R, +1 € Ord — In. Luego, a no es
cota superior de Ord — In en (Ord, €).

(2) Verdadero. Vamos a probar que para cada « € Ord, la clase A, es un conjunto (de
donde resultard que B = Ord).

» Sea « € Ord. Entonces
BE Ay = B~ wy= B < Wyt (pueswyi1 < P = Wyt+1 = Wa)
Luego, Ay C wy+1. Como w,41 es un conjunto, del esquema de axiomas de
separacion se deduce que también lo es A,.

(3) Verdadero. Sea (A, R) una clase propia bien ordenada. Entonces, existe un tnico
isomorfismo F : (Ord, €) = (A, R).Sean B = F[In] y C = F[Ord — In]. Teniendo
presente que F es una aplicacion biyectiva entre las clases propias citadas, resulta
que las clases B y C son propias.
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Como (Ord — In) NIn = @y F es biyectiva, resulta que
F[Ord —In]NF[In| =@
Como (Ord — In) UIn = Ord y F es biyectiva, resulta que
F[Ord — In] U F[In| = F[Ord]

Es decir, BNC =0y BUC = A.

Ejercicio 175. Probar que es propia la clase

A={x: x=Jx A x # [x]}

Notemos Lim a la clase de los ordinales limites.

En primer lugar, veamos que Lim — In C A.

» Sea « € Lim — In. Por una parte, como « € Lim, resulta que « = (Ja. Por otra,
teniendo presente que &« € Ord — In, se deduce que a no es un cardinal; luego
x # |a|. Por tanto, & € A.

A continuacién, veamos que la clase Lim — In es propia.

= Teniendo presente que Lim — In C Ord, basta probar que dicha clase no esta
acotada superiormente en (Ord, €).

Sea « € Ord. Entonces o < Ny, = w, < wy + w.

Como X, es una aplicaciéon normal y w es limite, resulta que %, (w) = wy + w
es un ordinal limite. Luego w, + w € Lim.

Ademas, se tiene que w, + w ~ wy (ya que la aplicacion f : wy — wy + w definida
por f(2k) =k, f(2k+1) = ws+k,paracadak € wy f(B) = B, para cada
w < B < wy, es biyectiva).

Por tanto,
|wy + | = |wa| = Wy # W + w

Es decir, wy + w € Lim — In.

Luego « no es cota superior de la clase Lim — In en (Ord, €).

Teniendo presente que la clase A contiene a una clase propia (Lim — In) concluimos que
A es propia.
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Ejercicio 176. Probar en ZF~ que son equivalentes:

(1) Existe una aplicacion, f, del conjuntoa = {x C R : |x| < Ro} en el conjunto R de los
niimeros reales, tal que f(x) & x, para cada x € a.

(2) Existe b C R tal que |b| = ¥.

(1) = (2)

Supongamos que existe una aplicacién, f dea = {x CR: |x| < Ny} en R tal que
f(x) ¢ x, para cada x € a.

Consideremos la aplicacién, g, de N; en R definida por recursién como sigue:

g(a) = f({g(B) : p <a}), paracada a € ¥

La aplicacién g estd bien definida ya que si « € Nj, entonces a es un conjunto
bien ordenable y, por tanto, |g[a]| < |a| (véase la nota del ejercicio 168). Luego,
{g(B) : B < a}| < N.Esdecir,

{8(B) : p<a} €a= dom(f)
Sea b = rang(g). Veamos que la aplicacion g es inyectiva.
= Sean «, f € Nj tales que B < a. Entonces
g(a) = fF({g(>) : > < a}) € {g(>>) : ><a}
De donde se deduce que g(«) # g(B).

Por tanto g es una aplicacién biyectiva de R; en b. Por tanto, |b| = N;.

(2) = (1)

Sea b C R tal que |b| = Ny. Entonces, existe un buen orden, R, en el conjunto b.
Consideremos la aplicacion dea = {x C R : |x| < Ny} en R definida asi: f(x) =
ming (b — x). Entonces, es claro que f satisface las condiciones exigidas.

Ejercicio 177. Sea (a, R) un conjunto bien ordenado cuyo tipo ordinal es «. Probar que para
cada B € Ord se verifica que
Ng < a <= Ng < [q]

Sea (a, R) un conjunto bien ordenado cuyo tipo ordinal es «.
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= Sea B € Ord tal que N/; < «. Entonces, N/; < a. Como « ~ g, resulta que N,g < a.
Por tanto, Ng = [Ng| < |al.

= Sea B € Ord tal que Rg < |a|. Como a ~ g, resulta que |a| < «. Luego, Rg < |a| <
o

Ejercicio 178. Sean a, B € Ord. Probar que & < Ng 1 <= |af < Ng.

Sean &, B € Ord tales que « < Ng 1. Entonces, |a| < a < Vg 1. Luego, [a] < Ng.

Supongamos que |a| < Ng. Entonces, se verifica que « < Ng 1 ya que, caso contrario,

Rpi1 S = Ng < Rgyq = [Ngyq| < [af

Ejercicio 179. Probar que en ZF~ son equivalentes:
(1) El axioma de eleccion.

(2) VaVy (x <yVy < x).

(1) = (2)

Sean a y b conjuntos. Por el axioma de eleccién, a y b son conjuntos bien ordena-
bles. Por tanto, existen ordinales « y 8 tales que a ~ a y b ~ B. Teniendo presente
quea < BV B < a, se deduce que:

n<Pp=a=B=a=b
B<a=B2a=b=a

(2) = 1)

Supongamos que VxVy (x < yVy < x). Veamos que todo conjunto es bien orde-
nable.

Sea a un conjunto. Por el teorema de Hartogs, existe un ordinal « tal que & A a.
Luego, de la hipétesis de partida, resulta que a < a.

Sea f una aplicacién inyectiva de a en «. Entonces, la relacién R en a transportada
por f, a partir del orden usual de « (es decir, xRy <= f(x) < f(y)) es un buen
orden en a.
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10.7. Problemas propuestos

Ejercicio 10.1. Probar que un conjunto x es finito si y s6lo si x < w.
Indicacién: Recuérdese que si x e y son conjuntos, entonces x < y < |x| < |y|.
Ejercicio 10.2. Sea x un conjunto. Probar que 2 < x siy s6lo si 3u,v € x (1 # v).

Ejercicio 10.3. Sean a y b conjuntos tales que a < b. Probar que P(a) < P(b). ;Es cierto
que sia < b entonces P(a) < P(b) ?

Ejercicio 10.4. Sean x, y, z, w conjuntos. Probar que:
(1) Siy X zy x X w, entonces Yx < *w.
(2) Si2 < x, entonces y < Yx.
Indicacién: (1) Distinguir los casos w = @y w # @. (2) Usar (1) y el teorema de Cantor

o bien probarlo directamente usando un argumento similar al de la prueba del teorema
de Cantor (llamado de diagonalizacion).

Ejercicio 10.5. Supongamos que f es una funcién cuyo dominio es un conjunto bien
ordenable. Probar que |rang(f)| < |[dom(f)].

Indicacién: Andlogo al ejercicio 134.

Ejercicio 10.6. Sean x, y, z conjuntos. Demostar o refutar:
(1 SixNz=yNz=VyxUz <yUz entonces x < v.
(2) Six xz <y Xz entonces x < y.

(3) Si*z < Yz, entonces x < v.
(4) Si*x < *y, entonces x < .

Ejercicio 10.7. Sean 4, b, c conjuntos. Probar que:

1) a<bANb<c=—a<c.

Q) a<bANb<c=—a<c.

Ejercicio 10.8. Sea 2 un conjunto tal que a ~ a U {a}. Probar en ZF que existe x C a tal
que x ~ w.

Indicacién:Si f es una aplicacion biyectiva de a U {a} en a, entonces considérese la
aplicacién g : w — a definida por recursién como sigue:

8(0) =f(a) y Vne w(gn+1) = f(g(n))

Pruébese que g es una aplicacion inyectiva, por induccién débil en w, teniendo presente
que del axioma de regularidad resulta que a ¢ a.
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Ejercicio 10.9. Dar una prueba “muy simple"del ejercicio anterior, en la teoria ZFC.

Indicacién:Pruébese que el conjunto a es infinito, teniendo presente que del axioma
de regularidad resulta que a ¢ a. Entonces apliquese el ejercicio 141.

Ejercicio 10.10. Probar que existe una aplicacién normal G : Ord — Ord tal que
Va € Ord (G(a) = Ng(y))
Ejercicio 10.11. Sea h* : V — V la aplicacién definida por
h*(x) = inf{a € Ord — {0} : —3f (f aplicaciéon A dom(f) = x A rang(f) =«a)}
Probar que:

(1) h* esta bien definida.
(2) h*(x) es un ordinal inicial.

(3) Para cualquier conjunto x, se verifica que h(x) < h*(x) (siendo h(x) el namero de
Hartogs de x, ver 10.4.9).

(4) Admitiendo el axioma de eleccién, para cualquier conjunto x se tiene que h*(x) =
h(x).

Indicacién: (1) Probar que h*(x) es el conjunto de los tipos ordinales de los buenos
6rdenes sobre particiones de x (y el cero).

Ejercicio 10.12. Dar una definicién recursiva de la funcién R.

Ejercicio 10.13. Sea A una clase de ordinales verificando:

1 0e A.

(2) Sia € A,entoncesa +1 € A.

(3) Si (ay)new €s una sucesion creciente de elementos de A, entonces
sup{ay,:necw}eA

Probar en ZFC™ que w; C A.

Indicacién: Probarlo por induccién débil en el conjunto b.o. w1, teniendo en cuenta que
los elementos infinitos de w; son numerables.
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Ejercicio 10.14. Consideremos en w - w la relacién R definida como sigue:
aRB— (e =2Brha—Bew)V(B=aAp—uacw)

Probar que R es una relacién de equivalencia y que |w - w/R| = w.

Indicacién:Considérese la aplicaciéon f : w-w/R — w definida por f(a®) = n,
donde & = w - n + m. Pruébese que la aplicacion f estd bien definida y es biyectiva entre
los conjuntos citados.

Ejercicio 10.15. Probar en ZF que no puede existir una sucesién finita de conjuntos
ai,az,...,a, verificandoquea; € ax € --- € a, € aj.

Ejercicio 10.16. Probar en ZF que no pueden existir conjuntos 4, b, ¢, d verificando que
a={b},b={0,{®},c,d},c ={D,a} yd = {a}.

Indicacién: Pruébese que si existen conjuntos verificando las condiciones citadas, en-
tonces a = {P(P(a))}. Alternativamente, tsese el ejercicio anterior.

Ejercicio 10.17. Demostrar o refutar:

(1) La teoria ZF prueba que Jx (x # D A x C {x}).

(2) La teoria ZF~ prueba que Vx (x # @ — {x} C x).



Capitulo 11

Aritmética Cardinal

11.1. Suma, producto y exponenciacion cardinal
Proposicién 11.1.1. Sean x,y,z,t conjuntos tales que x ~ y,z ~t, xNz = DeyNt = .
Entonces x Uz ~ yUt.

Definicién 11.1.2. (CANTOR, 1887) La suma de los cardinales a y b se define como sigue:

a+b=ce IxJy(|x| =aAly=bAxNy=OA[xUy| =)
Consideraciones:

(1) Sean ay b cardinales. Entonces, existen conjuntos a y b tales que |a| = ay |b| = b.
Luego, tomandox =a x {0} ey = b x {1} resultaque |x| =a,|y| =byxNy = .
Por tanto, a + b = |x U y|. Ademds, de la proposicién anterior se deduce que el
valor de a 4 b es independiente de los conjuntos x e y considerados que verifican
las condiciones citadas.

(2) Sean a y b conjuntos. Entonces, |a| + |b| = |(a x {0}) U (b x {1})].
(3) Siay b son conjuntos disjuntos, entonces [a Ub| = |a| + |b|.
(4) Siay b son conjuntos, entonces |a Ub| + |[aNb| = |a| + |b].

Proposicién 11.1.3. (Propiedades bdsicas de la suma; CANTOR, 1887).

(1) Asociativa: a+ (b+c¢) = (a+b)+c.
(2) Conmutativa: a+b =b+ a.

(3) Elemento neutro:a+0=0-+a=a.

245
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(4) Caracterizacion del orden: a < b < Jc(b = a+¢).
(5) Monotonia:a <a' Nb<b —a+b<d +0.

Proposicién 11.1.4. Sean m,n € w. Entonces, la suma de m y n como ordinales, coincide con
la suma de m y n como cardinales.

Proposicién 11.1.5. Se verifica:

(1) Sin € w, entonces Ny +n = N.
(2) Sine€ wyNy < a, entonces a+n = a.
() Vn € wVa € Ord (R, +1n = R,).
(4) Siaesun cardinal, entonces Ng < a <= a+1 = a.
Proposicién 11.1.6. Sean x,y, z, t conjuntos tales que x ~ yy z ~ t. Entonces x X z ~ y X t.

Definicién 11.1.7. (CANTOR, 1887) El producto de los cardinales a y b se define como
sigue:
a-b=ce IxJy(jx| =aAly|=bA|x xy| =¢)

Sean a y b cardinales. Entonces, existen conjuntos a y b tales que |a| = ay |b| = b.
Luego, a- b = |a x b|. Ademds, de la proposicién anterior se deduce que el valor de a - b
es independiente de los conjuntos a y b considerados.

Proposicién 11.1.8. (Propiedades bdsicas del producto; CANTOR, 1887).

(1) Asociativa:a-(b-c) = (a-b)-c.

(2) Conmutativa:a-b="0-a.

(3) Elemento neutro:a-1=1-a = a.

@) a-0=0-a=0.

(5) Distributiva:a-(b+¢) = (a-b) + (a-c).
(6) Monotonia:a <a’' Nb<bl —a-b<d 0.

Proposicién 11.1.9. Sean m,n € w. Entonces, el producto de m y n como ordinales, coincide
con el producto de m y n como cardinales.

Proposicion 11.1.10. Sean x,y,z, t conjuntos tales que x ~ y y z ~ t. Entonces *x ~'y.
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Definicién 11.1.11. (CANTOR, 1887) La exponenciacion cardinal, a elevado a b, se define
como sigue:
a® =ce ITy(jx| =anlyl =bA Vx| =)

Sean a y b cardinales. Entonces, existen conjuntos a y b tales que |a| = ay |b| = b.
Luego, a® = |’a|. Ademads, de la proposicién anterior se deduce que el valor de a’ es
independiente de los conjuntos a y b considerados.

Proposicién 11.1.12. (Propiedades bdsicas de exponenciacion;CANTOR, 1895).

1) (ab)¢ =a®c

(2 (a-b)*=a-b"

(3) a**¢=ab.qc

@) 0° =1ysia#0,entonces 0* = 0.
(BG) al =an1"=1.

6) a>=a-a.

7) a<cnb <o —ab <.

Proposicién 11.1.13. Sean m,n € w. Entonces, la exponenciacion m™ como ordinales, coincide
con la exponenciacion m" como cardinales.

Proposicién 11.1.14. Se verifica:
(1) Si x es un conjunto, entonces |P(x)| = 2/¥/.

Cl2
(2) Si aesun cardinal, entonces a < 2%y at < 2027,

11.2. Aritmética cardinal en In

Definicién 11.2.1. Se define en la clase Ord x Ord una relacién, R (denominada orden
canénico de Ord x Ord), como sigue:

méx(a, B) < méx(a’, p') 6
(o, BYR(a, B') < ¢ méx(a, B) = max(a/, f/) AN <’ 6
méax(a, B) = max(a/, Y Na=a' ANB < B

Proposiciéon 11.2.2. R es un buen orden en Ord x Ord.
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De la proposicién anterior, resulta que existe un tnico isomorfismo F de (Ord x Ord, R)
en (Ord, €).

Proposicién 11.2.3. Si a« € Ord, entonces F[X, X N,] = ,.

Corolario 11.2.4. Sean «, p € Ord. Entonces,

(1) N, - Ny =N,

(2) Ny - Ng = mdx(Ny, Ng).

(B) Vn € w—{0} (n-Ny =Ny).

@) N, + Vg = mdx(Ry, Ng).

(5) Sean ay b cardinales tales que N, < a-b. Entonces, N, < ad Ny < b.
Proposicién 11.2.5. Sean «, B € Ord. Entonces,

(1) Sin € w— {0}, entonces N} = N,.

@) o < B = R, = 2B,

() Sin € w— {0,1}, entonces n™+ = 28«

11.3. Aritmética cardinal infinita

Sean (a;)ic1 y (b;)icr familias de conjuntos tales que Vi € I (|a;| = |b;]). Sin el axioma de
eleccién, no es posible probar que

Haix{i}:iel} ~ | J{bix {i}:iel}
Por ello, para generalizar la suma a familias arbitrarias de cardinales, nos vamos a res-
tringir al caso de cardinales bien ordenables.
Alo largo de esta seccion (k; : i € I) representard una familia de cardinales bien orde-

nables.

Definicién 11.3.1. (Suma general de cardinales; WHITEHEAD, 1902). La suma de la fa-
milia de cardinales (x; : i € I) es

) ki =

iel

Ui} x xi)

icl
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Proposicién 11.3.2. Sea (x;);c una familia de conjuntos tal que:

(1) Vi € I (x; es bien ordenable).
(2) Vi,j € I(i 7éj—>x,-ﬂxj:®).
(3) IfVie I(f(i):x; — |x;| es biyectiva).

Entonces,

Uxi

iel

=) |xil.

icl

Corolario 11.3.3. (ZFC™) Sea (x;);c una familia de conjuntos disjuntos dos a dos. Entonces,

Ui

iel

=) |xil

icl

Proposicién 11.3.4. Sea I un conjunto bien ordenable. Entonces,

@ ) x; € In.

icl

(2 Siviel (ki >0)A(|I| =NV Iiel(k =Ny)), entonces

Y x; = max(|1], sup{x; : i € I})

i€l
Proposicién 11.3.5. Sea (x;);c una familia de conjuntos tal que:
(1) I es un conjunto bien ordenable.
(2) Vi € I (x; es bien ordenable).
() 3f Vi € I (f(i) es una aplicacion inyectiva de x; en ) _|x;|).

icl

Entonces,

Ui

icl

<) |xl.

iel

Corolario 11.3.6. (ZFC™) Sea (x;);c una familia de conjuntos. Entonces,

Ui

icl

<Y Ixil

iel
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Proposicién 11.3.7. Se verifica:

(M) ) % =0, ) k=Ko, ) ki =Ko+Ki

ic0 icl ic2

(2) Sig:1— I'esbiyectivay Vi € 1 (Ké(l.) = K;), entonces

1K= ) K

iel iel

B Viel(k<k)— Y K<) K.
icl icl
@ Vjel (<) ki)
iel
(5) Si I es bien ordenable y Vi € I (k; = k), entonces Y _k; = |I] - k.
iel
Nota: En lo que sigue, y para evitar confusion en la notacién usual que se utiliza en el

producto general de cardinales, dada una familia de conjuntos (4;);c, notaremos H*ai
i€l
al producto de los conjuntos de la familia (4;);c;.

Definicién 11.3.8. (Producto general de cardinales; WHITEHEAD, 1902). El producto car-
dinal de la familia (x; : i € I) es

[T

icl

[T -

icl

Proposicién 11.3.9. Sea (x;) jc; una familia de conjuntos tal que:
(1) Vi € I (x; es bien ordenable).
(2) 3fVieI(f(i):x; — |x;| es biyectiva).

Entonces

[T~

iel

=[xl

i€l

Corolario 11.3.10. (ZFC™) Sea (x;);c una familia de conjuntos. Entonces,

[T~

iel

=T lxl

i€l

Proposicién 11.3.11. Se verifica:
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1) HKi =1, HKZ' = K, HKi = Ko - K.

ic0 icl i€2

(2) Sig: 1 — I'esbiyectivay Vi€ I (Ké(i) = K;), entonces

[Ts =TT+

i€l iel’
@) Viel (ki <xl) — Hxl- < HKZ/
il il
(4) Sea A un cardinal infinito y (k;);c) una familia no decreciente de cardinales no nulos (es
decir; para cada i,j € A se tiene que i < j = x; < & y k; > 0). Entonces

[Tri = (sup{x; : i e AN

icA

(5) Si I es bien ordenable y Vi € I (x; = ), entonces | [rx; = w1,
iel

Proposicién 11.3.12. Se verifica:

@ J[]ri=0<3iel(x=0).

icl
() SiViel (k> 2), entonces Y _x;i < [ [xi.
iel iel
Teorema 11.3.13. (Desigualdad de KONIG-ZERMELO).
i1 i € I) familias de cardinales bien ordenables tales que Vi € I (x; < k7).

Sean (k; : i € I)y (x! :
Entonces,

ZKi < HK;
icl icl

Corolario 11.3.14. Si « es un cardinal bien ordenable, entonces xk < 2.

11.4. Problemas resueltos

Ejercicio 180. Sean x € In y a un cardinal. Supongamos que a - x < a+ k. Probar que
a<k Vk<a

Sea a un conjunto tal que a = |a|. Como |a| - ¥ < |a| + k, existe una aplicacion inyectiva,
f,dea x xen (ax{0})U (x x {1}). Distingamos dos casos:
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Caso 1° : Existe x € a tal que f[{x} x «] C a x {0}.
En este caso, k ~ {x} x k < a x {0} ~ a. Luego, x < a. Por tanto, x = |x| < |a|.
Caso 22 : No existe x € a tal que f[{x} x k] Ca x {0}.
En este caso, Vx € ada € « (f(x,«) ¢ a x {0}). Es decir,
Vx €adn € x (f(x,a) € k x {1}) (%)
Consideremos la aplicaciéon g : @ — x definida como sigue:
g(x) = min{a € x: f(x,a) €k x {1}}, paracada x € a

(Obsérvese que este minimo existe pues x es bien ordenable y por (*)). Seah : a —
k x {1} definida por h(x) = f(x,g(x)). Entonces, h es una aplicacién inyectiva de
aenk x {1}. Luego, a < k x {1} ~ «. Por tanto, |a| < |x| = k.

Ejercicio 181. Sea a un cardinal infinito tal que a + a™ = a - a™. Probar que a es un cardinal
bien ordenable.

Sea a un cardinal infinito tal que a + a™ = a-at.

Por el teorema de Hartogs sabemos que a* es un cardinal bien ordenable. Aplicando el
ejercicio anterior, resulta que a < a™ vV a™ < a. Como a™ £ a, se deduce que a < a™. En
consecuencia, el cardinal a es bien ordenable.

Ejercicio 182. Aplicando el ejercicio anterior probar que si para cada cardinal infinito, a, se
tiene que a®> = a, entonces se verifica el axioma de eleccion.

Supongamos que para cada cardinal infinito, a, se tiene que a®> = a. Vamos a probar

que todo cardinal infinito es bien ordenable (lo que, obviamente, equivale al axioma de
eleccion).

Sea a un cardinal infinito. Para probar que a es bien ordenable basta demostrar, por el
ejercicio anterior, que a + a” = a - a™. Vedmoslo.

= Obviamente, se tiene que a + at <a-at.

= Veamos que a - at <a+ a™. En efecto:

a-at<a®+2-a-at+ (@) =(ata")=a+a’

Ejercicio 183. Probar que en ZF~ son equivalentes:
(1) El axioma de eleccion.

(2) Vx (Ng = x — % ~ x).
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Sea a un conjunto tal que Ny < a. Entonces Xy < |a|. Por el axioma de eleccion,
existe un ordinal « tal que |a| = R,. Luego, a ~ N,. Por tanto, 71 ~ N, x R, ~
N“ ~ (.

Supongamos que Vx (g < x — % ~ x). Veamos que todo conjunto es bien
ordenable.

Sea a un conjunto infinito (ya sabemos que todo conjunto finito es bien ordenable).
Entonces, Ry < |a|T. Luego, Ry < |a| 4 |a|*. Por tanto,

lal + |a|* = (la| + |a|*)* = |af* + 2+ |a| - |a| " + (|a*)*
De donde se deduce que
lal - al™ <2 a| - |a] " < |a] + |a|"

Del ejercicio 180 resulta que |a| < |a|T V |a|T™ < la|. Pero |a|" £ la|. Por tanto,
la] < |a|t. Teniendo presente que |a|* € In, concluimos que |a| € In. Es decir, |a]
es bien ordenable y, en consecuencia, también lo es el conjunto a.

Ejercicio 184. Sean a un cardinal y a, B ordinales tales que « < B. Supongamos que a + N, =
Ng. Probar que a es bien ordenable y a = Ng.

En primer lugar observemos que a es un cardinal infinito, ya que x + 8, = Ngy a < B.
Se tiene que a < a + N, = Ng. Luego a es un cardinal bien ordenable.
Sea >>¢ Ord tal que a = N,.. Entonces,

Rp =N + Ry = Nméx{>>>,p¢}

Luego, >= B.

Ejercicio 185. Hallar el cardinal de R. Probar que R?> ~ R. Hallar el cardinal de R", para cada
n # 0, y el cardinal del conjunto de los niimeros complejos C.

En primer lugar vamos a hallar el cardinal de IR.
— Como R ~ “2 (ejercicio 167) resulta que |R| = |2 = 2/«| = 2%,

Maés atin, sabemos que Ry < 2%, Por tanto, Xy < |RR|.

Veamos que R? ~ R.

— Enefecto: |[R?| = |R x R| = |R| - [R| = 2%0 . 280 = 2Ro+Ro — 2R,
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Veamos que Vn € w — {0,1} (|R"| = |R]). Por induccién débil en w — {0}.

Trivial: es lo que acabamos de probar.

‘n>2—>n—|—1‘

Supongamos el resultado cierto para 1, con n > 2. Entonces

R = [(R") x R = [R"| - [R| = [R| - |R| = 2%

Finalmente, observemos que C ~ R x RR. Por tanto, |C| = |R|.

Ejercicio 186. Se pide:
(1) Si a es un conjunto numerable, probar que es no numerable el conjunto
Pru¢(a) = {b € P(a) : besinfinito}
(2) Sea IP el conjunto de los niimeros naturales pares. Probar que
P s(IP) X {f €’ w: fes biyectiva}
(3) A partir de (1), probar en ZFC que |{f €“ w : f es biyectiva}| = 2%0.
(4) Probar en ZFC que

{f €“ w: fesinyectiva}| = |{f €“ w: f es suprayectiva}| = 2%,

(1) Teniendo presente que P(a) = Pr(a) UPy,f(a), resulta que
2% = [P(a)| = [Pp(a) UPLp(a)| = [Pr(a)| + [Prp(a)| = Ro + [Pryp(a)l

Luego, [P, r(a)| > No (Obsérvese que si 2% es bien ordenable, entonces |Pj,, fla)| =
2%0),

(2) Sea IP el conjunto de los nimeros naturales pares.
Veamos que Py, ¢(IP) = {f €Y w: f esbiyectiva}.
Para ello, consideremos la aplicacion

h:Pp(P) — {f €’ w: fesbiyectiva}

definida como sigue:
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= Sea x € Pp,¢(IP). Entonces, los conjuntos x y w — x son numerables. Sean f y
g« los tnicos isomorfismos de (w, <) en (x, <) y (w — x, <), respectivamente.
Definimos h(x) : w — w ast:

h(x)(2n) = fx(n) y h(x)(2n +1) = gx(n) , paracada n € w

Entonces, para cada x € Py, ¢(IP), h(x) es una aplicacion biyectiva de w en w.
Luego, 1 es una aplicacion bien definida entre los conjuntos citados.

Ademas, la aplicacion 1 es inyectiva ya que
h(x) = h(y) = h(x)[P] = h(y)[P] = x =y
Por tanto, Py, ¢(IP) = {f €Y w: f esbiyectiva}.
(3) Se verifica que:
2% — Plnf(lP) < |{f €¥ w: fesbiyectiva}| < |Yw| = RpNo = 2%
(4) Se verifica que:
2% = |{f €¥ w: fesbiyect.}| < |[{f €¥ w: f esinyect.}| < |Yw]| = 2%

2N — {f €“ w: fesbiyect.}| < |{f €¥ w: f essupray.}| < |Yw| = 2Xo

Ejercicio 187. Sea a un conjunto. Consideremos los conjuntos

Pr(a) = {x Ca:|x| < Np}.
Pe(a) ={x Ca:|a—x| <N}
Pi(a) ={x Ca:|a—x|=|x] =N}

Supongamos que |Pr(a)| = N. Se pide:
(1) Probar que |Pc(a)| = R y calcular |Pc(Pr(a))|.

(2) Admitiendo el axioma de eleccién, calcular |Py(a)|.

Supongamos que |Pr(a)| = Np. Entonces, el conjunto a es bien ordenable ya que a <
Pr(a) (pues la aplicaciéon f : a — Pp(a) definida por f(x) = {x}, para cada x € a, es
inyectiva).

Veamos que |a| = V. En efecto:

= No puede verificarse que |a| < Xj ya que, en ese caso, resultaria que

Pr(a)] < [P(a)] =21 < Ry
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= No puede verificarse que |a| > N pues, teniendo presente que a < Pr(a) resulta-
ria que Ny < |a| < |Pg(a)].

(1) Veamos que |Pc(a)| = V.
— Consideremos la aplicacién f : Pr(a) — Pc(a) definida asi:
f(x) =a—x, paracadax € Pr(a)
= f estd bien definida entre los conjuntos citados, ya que
x € Pp(a) = a—x € Pc(a)
= f esinyectiva, pues

x,yCa

fx)=fly) = a—x=a-y = x=y

= f es suprayectiva, pues si x € Pc(a), entoncesa —x € Pr(a)y f(a —x) =
a—(a—x) =

Por tanto, f es una aplicacion biyectiva de Pr(a) en Pc(a). Es decir,
[Pc(a)| = [Pr(a)| = Ro
Veamos que |Pc(Pr(a))| = No.

— Notemos b = Pr(a). Puesto que |b| = Ry, se tiene que |Pg(b)| = Ry (ejercicio 152).
Entonces,

[Pc(Pr(a))] = [Pc(b)] = Ro

(2) Veamos que |P;(a)| = 2%.

— Como a es numerable, resulta que un subconjunto arbitrario de a, o bien es finito o

es infinito (en cuyo caso, su complementario puede ser finito o infinito). Por tanto,
se tiene que

P(a) = Pp(a) UPc(a) UP(a)

Como dicha reunién es disjunta, resulta que

2% = 2l?l — |P(a)| = [PE(a)| + [Pc(a)| + [P1(a)| = o+ Ro + [P(a))|

Teniendo presente que Ny < 2%, de la relaciéon anterior se deduce que ¥y <
|P;(a)|. Como en ZFC™ todos los cardinales son bien ordenables se concluye que

Py(a)| = max{Rg, |P;(a)|} = R+ Vo + |P;(a)] = 2%.
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Ejercicio 188. (ZFC™~) Probar que el conjunto

a={fe€“w:{necw:f(n)#0} es finito }

es numerable.
Indicacién: Para cada b € Pr(w), nétese

a={fc€a:{new:f(n)#0} =0}
y pruébese que a, ~ (w — {0}).

Para cada b € Pp(w) notemos

amp={fca: {ncw: f(n) #0} =0}

Entonces
a= J a
bEPF(OJ)

Notemos w* = w — {0} y veamos que Vb € Pr(w) (a, ~ Pw™).

— Consideremos la aplicacién g : a, — Yw* definida asf:

¢(f) =f b, paracada f € a

La aplicacion g es inyectiva ya que si g(f) = g(h) (con f,h € ap), entonces f [ b =
h | b. Luego, f = h (pues fuera de b dichas aplicaciones son idénticamente nulas).

La aplicacién ¢ es suprayectiva ya que si f € °

h: w — w definida por

w*, consideramos la aplicaciéon

hib=fAh(x)=0Vxe€w-—D)
Entonces, g(h) =h [ b = f.
Notemos P} (w) = Pr(w) — {0}. Entonces

a=[ |J aVag Alal=] [ al+lag|
beP}(w) beP}(w)

Teniendo presente que la familia (a;) beP;(w) €S de conjuntos disjuntos dos a dos, del
corolario 11.3.3 resulta que

U al= )Y )

beP}(w) bePi(w)
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Pero b
be P(w) = |ay] = '] = |o* [P = T 22 g
Por tanto,
U al= ) |a]= max{|Pi(w)], sup{lay|: b € PE(w)}} =Ny
bePE(w) bePE(w)

Como |ag| = 1, concluimos que |a| = V.

Ejercicio 189. (ZFC™) Sea a un conjunto. Notemos <“a al conjunto de todas las sucesiones
finitas de elementos de a (aplicaciones de un cierto niimero natural en a). Probar que si & €
Ord — w, entonces a ~ <“a. Deducir que |<“w,| = Xy, (Va € Ord).

(1) Seaa € Ord — w. Veamos que & ~ <“a.

* Se tiene que <“x = | ] "a. Ahora bien.
new

— Para cadan € w — {0} se verifica que

" K

a| = o™ = |a|" = |a|

yaque |a| € In, |a| > Royn > 0.
— Ademas |[%x| = |[{0}] = 1.

Como ("a),e es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, del corolario 11.3.3

se tiene que
n
U al= )"

new new

Por tanto,

[~“al = |U"al = }_["a| = max{|w]|, sup{|"a|: n € w}}

new new
— max{No, ||} = |a

(2) Sea a € Ord. Entonces w, € Ord — w. Luego del apartado anterior se deduce que
<ww“ ~/ (U,X. POI' tal’ltO, |<wwlx| — |wl)(’ — N“.
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Ejercicio 190. Hallar, mediante aritmética cardinal, el cardinal de:
(1) EI conjunto de las sucesiones finitas de niimeros naturales.
(2) EI conjunto de las sucesiones finitas de niimeros reales (ZFC™).
(3) EI conjunto de las sucesiones infinitas de niimeros naturales.

(4) EIl conjunto de las sucesiones infinitas de niimeros reales.

(1) Se verifica que:

ej. 189

<l = <] 72

(2) Se tiene que:

<vr| = ||J"Rl "2% YR

new new
= maéx {|w|, sup {|"R|: n € w}} = max {Ry, 2"} = 2%

(3) Se verifica que:
“w| = |w|l¢l = Rjo =2

(4) Se tiene que:
“R| = |]R|\w\ = (2%0)No = pNoRo — oo

Ejercicio 191. Sean a y b conjuntos bien ordenables tales que |a| > No, b C ay |b| < |a|.
Probar que |a — b| = |a|.

Sean a y b conjuntos bien ordenables tales que |a] > RNo, b C ay |b| < |a|. Entonces
|a| = [(a —b) Ub| = [(a —b)| + [b].

Teniendo presente que a y b son conjuntos bien ordenables, resulta que |a — b| y |b| son
cardinales bien ordenables.

Como |a] > N, b Cay |b| < |a|, se deduce que |[a — b| = Ry V |b] > V. Luego,
ja] = [(a = b)[ + [b] = max{[a —b], |b[}

Finalmente, puesto que |a| # |b|, de la relacion anterior se concluye que |a — b| = |a].
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Ejercicio 192. Calcular el cardinal de cada uno de los siguientes conjuntos:
(1) EI conjunto de las aplicaciones de R en R.
(2) EI conjunto de las aplicaciones continuas de R en IR.

(3) El conjunto de las aplicaciones discontinuas de R en R.

(1) Se verifica que
RR| = [R|RI = (2%0)2" = 2N 2%
Ahora bien,
o <N - 2Xo < R0 . oRo — oo
Luego, |RR| = 22",
(2) SeaC = {f: f esunaaplicacion continua de R en R}.

x Veamos que |C| > 2%, Para ello, consideremos la aplicacién f de R en C que
asigna a x € R la funcién constante igual a x. Entonces f es inyectiva. Luego
2% — [R| < [C|

* Veamos que |C| < 2%0. Para ello, consideremos la aplicacién ¢ : C —2 R definida
asi: (f) = f | Q, para cada f € C. Teniendo presente que si dos aplicaciones
continuas de R en IR coinciden sobre Q, entonces son iguales, se deduce que ¢ es
inyectiva. Luego,

C] < [OR| = [R]IQ = (2%)R0 = 2NN = 7%

Ejercicio 193. Probar que un cardinal infinito bien ordenable no se puede descomponer en pro-
ducto de dos cardinales estrictamente menores.

Basta tener presente que el producto de dos cardinales infinitos bien ordenables no pro-
porciona un cardinal estrictamente mayor que ambos, pues se tiene que X, - Rg =max{N,, Ng}.

Ejercicio 194. (ZFC™) Sean «, B y > ordinales tales que |a| < Nss v |B| < Nss.. Probar que:

e+ Bl <R, - pI <R, [#P] <N

en donde a + B, a - B y aP son operaciones ordinales.
Indicacién: pruébense dichos resultados por induccién sobre B.
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(1) Probemos que
Vavpy >> (la] < R A Bl S R — o+ B[ <R)
Por induccién débil en Ord sobre la variable S.
g=0
Sean &, >>¢€ Ord tales que |a| < Nss.. Entonces, |a + 0] = |a| < Nss..
p—p+1
Sean &, B, >>€ Ord tales que |a| < N y |B + 1| < N, Entonces
e+ (B+1)] = [(a+p)+1]= |(06+ﬁ) {o+ B}
— Jat Bl e+ BY N 1= N

B limite A < — B

Sean «, B, >>€ Ord tales que |a| < N y |B] < N y B limite. Entonces

113
a4+ Bl = |sup{a+p: p <} =[lJ (a+p) Zla+p|
pEP , pep

h.i.
— max{|Bl,sup{la+p| : p < B}} < max{|Bl, N} = N

(2) Probemos que
Vavpy >> (Ja] <N A Bl < R — o+ Bl < Ny)

Por induccién débil en Ord sobre la variable B.

p=0

Sean a, >>€ Ord tales que |a| < Nss.. Entonces, |a -0 = |0] < Nss..
p—p+1

Sean &, B, >>¢€ Ord tales que |a| < N v |B + 1| < Nss.. Entonces

hi+(1)
- B+ =la-p+al < Ry

B limite A < — B

Sean &, B, >>¢€ Ord tales que |a| < R v [B]| < Ns v ,B limite. Entonces

w-B| = |sup{a-p: p<p} =|lJ (a-p) e Y Ja-pl

pEP pEP
hi.
= max{|g|,sup{la-p|: p < B}} < max{[p], N} = N5



262 Capitulo 11. Aritmética Cardinal

(3) Probemos que
Vavpy 3> (Jaf < Rss AB] < R — 2P| <Ry

Por induccién débil en Ord sobre la variable B.

=0

Sean «, >>>€ Ord tales que |a| < Ns... Entonces, [a®] <1 < Ny,

g—p+1

Sean &, B, >>€ Ord tales que |a| < N y |B + 1| < N, Entonces
aBTD| = |af - ] hz;(Z) Nss,

B limite A < B — B

Sean &, B, >>¢€ Ord tales que |a| < N5 v |B] < N y B limite. Entonces

P = [sup{af: p < B} = txp| Zlapl

pEP pEP
ui.
= max{|Bl,sup{|a®| : p < B}} < max{[Bl, Rs} = R

Ejercicio 195. Probar en ZF~ que si « € Ord, entonces

& > w < IR (R es un buen orden en a A t.0.({a,R)) = w®)

[=] Supongamos que & > w. Sea 8 > 0 tal que |a| = N;.
» Como a < w”, resulta que || < |w*|. Luego, N[g |cw™|.
= Por otra parte, |w| < Vg A fa] <Ng = |w| <

Por tanto, [w"| = Ng = |af. Es decir, « ~ w". Si f es una aplicacién biyectiva de
w” en «, entonces basta considerar la ordenacién R en « trasportada por f, a partir
del orden usual de w”. Por construccion, t.0.({a, R)) = w*.

Sea R un buen orden en « tal que t.o.({(a,R)) = w". Entonces, « ~ w*. Luego,
a # 0 (pues, « = 0 = 0 ~ 1) y, en consecuencia, & > w.
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Ejercicio 196. Probar que:
(1 |{IX € Ord : |(X| < N0}| = Np.
(2) [{a € Ord : |a] <N} =[{a € Ord : |a| = Np}| = N5.

(1) Veamos que {a € Ord : |a| < Ny} = w.

*nEw= la|] <a<w=N,

*u ¢ w=— w<a= R = |w| <|a] = |a] £ Vg (ya que entre cardinales
iniciales el orden < es conexo).

Por tanto, |[{a € Ord : |a] < No}| = |w| = No.

(2) Veamos que {a € Ord : |a| < No} = wy.
*wEw = a<w = |a| <a<w; =N = || <Ny = |a| <Ny
* 0 ¢ w = w <a= Ny = |w| <l|a] = |a] £ Ry.

Por tanto, [{a € Ord : |a| < No}| = |w1| = Ny.

(3) Veamos que [{a € Ord : |a| = No}| = Ny. Se verifica que

Ny = |wi| = |{a€O0rd: |a| < Np}
= HaeOrd: |af <No} +[{x € Ord: |a] =Ny}
= No+ [{a €Ord: |a] =Np}|

Por tanto,
[{a € Ord : |a| = No}| =¥

Ejercicio 197. Sea « € Ord. Probar que
(1) Para cada B € Ord se verifica: Ry < B < N,11 < |B] = N

@ |{B € Ord: || = No}| = Norr.

(1) Sea g € Ord

Supongamos que R, < B < R, 1. Entonces

* Ny < B = R, = |N,| < |B]
*ﬁ<NDH-1:>|ﬁ’<IB<NDH-1'
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Luego, |B| = N,.
Supongamos que |B| = X,. Entonces
* Ny < Byaquef <Ry = |B] < B <N,
* B <NepryaqueRypy <= Royy = [Nopq| <[P

Luego, Ny < B < Ryyg.

(2) Se verifica que

Ngp1 = [Rgp1| =|{B€O0rd: B < Ryiq}
[{BEOrd: p< N} +[{B€Ord: Ny <B < Nyp1}
Ny + [{f € O0rd: |B] =N}

De donde se deduce que

[{B €Ord: |B| =Nu}| =Natq

Ejercicio 198. Probar que |w®| = |eg| = No.

= En primer lugar vamos a probar que |gy| = Xy. Para ello, comencemos recordando
que &g =sup{F(n) : n € w}, siendo F la aplicaciéon de w en Ord definida por
recursion como sigue:

F0)=w A Vnew (F(n+1) = w"™)
* Veamos que |eg| < V. Para ello, basta ver que
Vn € w (|[F(n)| < Np)

pues, en tal situacion,

(11,3,6)
< ) |F(n)

new

U F(n)

new

leo] =

= max{|w|, sup{|F(n)| : n € w}} =Ny

Probémoslo por induccién débil en w.

Se tiene que |F(0)| = |w| = V.
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Supongamos que |F(n)| < Ny. Entonces

[F(n+1)| = |0f™M] < Ry

Esta dltima desigualdad resulta del ejercicio 194 teniendo presente que
jw| =Roy [F(n)] < Ro.

* Veamos que Xy < |gg|. En efecto:
w=F(0) <egg = Ny = |w| < |eo]
= Veamos que |w®| = V. En efecto:

w < wY <eg = Ny =|w| < |w] < e =N

Ejercicio 199. Sean a,p € Ord tales que p < wy. Hallar los cardinales de los siguientes
conjuntos:

Wy — B, wa X By “YB={f: faplicacion de w,en B}

(1) Se verifica que
e = |wa| = [wa — Bl +[B]

Ahora bien,
Bl < B < wy =Ry

Luego, |wy — B| = Ny (ejercicio 191).

(2) Se verifica que
|wWa X Bl = |wal - |B] = Ve - |B]

= Si B =0, entonces X, - |f| =0.
= SiB € w— {0}, entonces R, - |B| = N,.
= Siw < B < Ny, entonces existe >>€ Ord tal que

0<><a A Bl =R

Luego,
Ny - [B] = Re - R, =R,

(3) Se verifica que
Bl = 18" = |B[™

= Si B = 0, entonces |B|™ = 0.
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= Si B = 1, entonces |B|™ = 1.
= SiB € w—{0,1}, entonces |B|N = 2%,

» Siw < B < Ny, entonces existe >>€ Ord tal que 0 <>< ay || = R
Luego,
N — NIX P o
BN = R Mo = 2"

Ejercicio 200. Sean a y b dos conjuntos disjuntos. Demostrar que
[P(aUD)| = [P(a) x P(D)]
de dos maneras distintas:
(1) Mediante aritmética cardinal.

(2) Definiendo una aplicacion biyectiva de P(a U b) en P(a) x P(b).

(1) Se verifica que

PaUb)| = 20Ubl — olal+lel — plal . b
= [P(a)[ - [P(b)| = [P(a) x P(D)|

(2) Consideremos la aplicacion f : P(aUb) — P(a) x P(b) definida asi: f(x) = (x N
a,xNb), paracadax € P(aUD).
La aplicacion f estd bien definida entre los conjuntos citados, ya que, obviamente,

es funcional y, ademas, six € P(aUb) entoncesxNa € P(a) yxNb € P(b). Luego,
(xNa,xNb) € P(a) x P(b).

» Veamos que f es inyectiva. Para ello, sean x,y € P(a Ub) tales que f(x) =
f(y). Entonces (xNa,xNb) = (yNa,yNb). Luego,xNa =yNayxNb
y N b. Por tanto,
x=xN(@uUb)=(xNa)U(xNb)=(yNa)U(yNb)=ynN(auUb) =y.

= Veamos que f es suprayectiva. Para ello, sea (x,y) € P(a) x P(b). Considere-
mos z = x Uy. Entonces z C a Ub. Ademas

f(z) = (zNa,zNb) =((xUy)Na, (xUy)Nb)
— ((xNa)U(yNa), (xNb)U (yNb))

{

{

UQ,0Uy) [puesx CaAyCbAhanb=0Q]

Asi pues, f es una aplicacion biyectiva de P(a Ub) en P(a) x P(b).
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Ejercicio 201. Calcular el cardinal del conjunto

a={fec?w: Vnecw (f{n} ~w)}

Por una parte, se tiene que |a| < 2% ya que a C¥ wy, por tanto,
o] < [Yw| =2%

Veamos que |a| > 2%, Para ello, asociamos a cada conjunto infinito b de ntimeros natu-
rales primos tal que b # {n € w : nes primo}, una aplicacién F, de w en w definida
como sigue:

0, sinebu{0,1}
1, sin & by nnosedescompone en producto de potencias
Fy(n) = de elementos de b
p, sin & by nsedescompone en producto de potencias de
p elementos de b

De la definicién anterior resulta que F, pertenece al conjunto a ya que

— F,'[{0}] contiene al conjunto b U {1}.

— F,1[{1}] contiene al conjunto {g" : n € w}, siendo g un ntmero primo tal que

qé&b.

- Sip € w—{0,1}, entonces F, ' [{p}] contiene a todas los nimeros naturales que
no pertenecen a b y que en su descomposicién en factores primos aparecen p ele-
mentos de b y ningtin primo que no sea de b.

Notemos ¢ al conjunto
{b: b esun conjunto infinito de primos tal que existe g primo Aq & b}

Entonces |c| = 2. Ademas, la aplicacién ¢ : ¢ — a definida por ¢(b) = F, es, obvia-
mente, inyectiva. Por tanto, 2% = |c| < |a].

Ejercicio 202. Sea « € Ord — {0}. Hallar ) Ngy ) Ny

B B<u

Se verifica que:

Y Ng= Y Ng= max{[a+1],sup{Rs: pea+1}}
B<a B<a+1
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Teniendo presente que [« + 1| < R, y que sup{®g : B € a +1} = Ny, se deduce que

Y R = R,

pa

Para hallar ) "R p distinguiremos dos casos, segin « sea ordinal sucesor o limite.
B<a

= Supongamos que « es un ordinal sucesor. Sea >>¢ Ord tal que « =>> +1. Enton-
ces,
LRg= ), Rp= ) Rg=Ry
B<w B<>>+1 <>

= Supongamos que « es un ordinal limite. Entonces,

Y Ng = max{|a|,sup{Ng: pea}}

B<a

Como la funcién X es normal y a es un ordinal limite, resulta que sup{Rg : B €
a} = N,. Ademads, « < N, = |a| < N,. Por tanto,

Y Rg =N,

B<a

Ejercicio 203. Sean « € Ord y (A;)ic; una familia de cardinales bien ordenables, estrictamente
mayores que 1 y pertenecientes a wy. Calcular razonadamente las siguientes operaciones cardi

nales: Z Aiy H)\i-

€Wy €Wy

Se verifica:
Y A = max{|we|, sup{A;: i € wa}}
Ewy
Teniendo presente que |wy| = Ny y que sup{A; : i € wa} < Ny, se deduce que Z A =
[Ewy

Ny

Calculemos el producto cardinal H A;. Para ello observamos que dicho producto es el
€Wy
cardinal del conjunto H A

€Wy

*
= Veamos que [ [ "A; € “*w,.
€Wy
* . ., ..
En efecto: sea f € ][] A;. Entonces, f es una aplicacion cuyo dominio es w, y

€Wy

Vi€ wy (f(i) € A € wy).
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Es decir, f es una aplicaciéon de w, en wy.

De la relacién obtenida resulta que

Nl < 9wy = R = 2N
T A< [ wal = Ry

1€EWy

= Veamos que “*2 C 1—[ A
IEwy
En efecto: sea f €“+ 2. Entonces, f es una aplicaciéon cuyo dominio es w, y Vi €
wy (f(i) € 2 < Aj). Luego, f € 1—[*/\1-.

IEwy
De la relacién obtenida resulta que

N — |am2| < |H*/\i|

€Wy

En consecuencia, | | | Ai| = 28,
€Wy

Ejercicio 204. Sea a un subconjunto numerable de R. Sea f : R — R x R una aplicaciéon
biyectiva.

(1) Probar que existe b € R tal que (R x {b}) N fla] = @.

(2) A partir del apartado anterior, probar que |R — a| = 2%,

(1) Supongamos lo contrario; es decir, que

v € R (R x {x}) N fla] # ©)

Sea g una aplicacion biyectiva de w en f/a].
Consideremos la aplicacion i : R — f[a] definida como sigue:
m Sea x € R. Consideremos m, = min{n € w : g(n) € R x {x}} (dicho
minimo existe ya que (R x {x}) N fla] # @). Entonces, se define h(x) =
g (my).

Veamos que la aplicacion & es inyectiva. Para ello, sean x,y € R tales que h(x) =
h(y). Entonces,

h(x) = h(y) = g(my) = g(my) = x=y
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ya que g(my) € R x {x}y g(my) € R x {y}.
Por tanto,
2% = |R| < |f[a]| = Ro

Lo que es una contradiccion.

(2) Por el apartado (1), existe b € R tal que (R x {b}) N f[a] = @. Entonces, f~![(R x
{b})] € R — a. Luego,

2% = |f (R x {b})]] < |R —a| < [R] =2%

Ejercicio 205. (ZFC) Sea x un cardinal infinito y A un cardinal tal que A < k. Notemos

Py(x) ={aCx: |a| = A}

Probar que |P) ()| = «*.

El resultado es inmediato para A = 0. Supongamos que A # 0.

Veamos que P (x) < *x.

— Sia € P,(k), entonces |a| = A. Luego, existe una aplicacion biyectiva, f de A en a.
Es decir, f € *ay f[\] = a. Puesto que a C « se tiene que f € *x
Consideremos un buen orden, R, en *«. Sea g : P, (x) — “« definida asf:

g(a) = ming{f € *x: f[A] =a}, paracadaa € P, ()

(Obsérvese que el conjunto considerado es no vacio y, por tanto, posee elemento
minimo por R).

Obviamente, ¢ es una aplicacién bien definida de P, (k) en *x. Ademds, g es in-
yectiva ya que

g(a) = g(b) = g(a)[A] =g0)[A] = a =0
Por tanto, P (k) < *x.
Veamos que *x < P (k).

— Se tiene que *x C P, (A x k), pues
fe= fCAxXKA|f|=A

Ademas, como « es infinito y A < «, resulta que A X k¥ ~ «.

Por tanto,
Me <Py (A X k) ~ Py (x)
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11.5. Problemas propuestos

Ejercicio 11.1. Probar que para todo cardinal a y todo n € w, se tiene que

n
a+ - +a=mn-a
Ejercicio 11.2. Sea a un cardinal. Probar que a® < 2%,

Indicacién: Toda aplicacién en un conjunto x es un subconjunto de x x x.

Ejercicio 11.3. Se pide:

(1) Sea x un conjunto tal que x € x y w = x. Probar que |x U {x}| = |x|.

(2) Probar, usando aritmética cardinal, que todos los ordinales iniciales son ordinales
limite.

Ejercicio 11.4. Sea x un conjunto bien ordenable tal que w < x. Probar que:

(1) xxx~ x.
(2) *x < P(x).

(3) Usando el apartado anterior, dar una prueba de que Ny = 2Re,

Indicacién: (1) Gsese aritmética cardinal. (2) Utilicese el apartado anterior y el hecho de
que *x C P(x X x).

Ejercicio 11.5. Sean &« € Ord y x e y dos conjuntos bien ordenables tales que N, <
|x X y|. Probar que 8, < |x| VX, < |y|.

Ejercicio 11.6. Sean a < B <>> ordinales. Simplificar (en ZF ™) las siguientes expresio-
nes:

D (N + R ) - (Npg + Ny ) )R,
@) (Re-Rp) - (Rp + R )) e,

Ejercicio 11.7. Seann € wy « € Ord. Dar pruebas directas (explicitando una biyeccién)
de las igualdades N, + N, = N, yn- N, = N,.

Nota: En lo que sigue, (k;);c; notard una familia de cardinales bien ordenables y «, A
cardinales bien ordenables.

Ejercicio 11.8. Probar que Zl = A\
i€A
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Ejercicio 11.9. (ZFC™) Sean (4;);c; y (b;)i € I familias de conjuntos disjuntos dos a dos.

Supongamos que Vi € I(a; ~ b;). Probar que || Ja;| = || Jb;|. Dar una definicion alter-
icl icl

nativa de la suma infinita de cardinales y justificarla.

Ejercicio 11.10. Calcular Z n.

new

Indicacién:tsese el apartado (2) de 11.3.4.

Ejercicio 11.11. (Asociatividad de la suma cardinal infinita). Sean (I;)j € J una familia de
conjuntos disjuntos dos a dose I = UIJ' Probar que:

j€l
Z(Z’G) = ZKi
j€J i€l; icl

Indicacién:Pruébese que
Ui < Ui} xx)) ~ Ui} > xi)
j€] i€l; iel
mediante la biyeccion f((j, i, x)) = (i, x).

Ejercicio 11.12. (Distributividad de la suma cardinal infinita respecto al producto cardinal
finito). Probar que A - () ;) =) (A - x;).

iel iel
Indicacién:Pruébese que

Ax JHiy x) ~ U x (A x x7)

icl iel
mediante la biyeccion f({(«,i,x)) = (i, a, x).

Ejercicio 11.13. Hallar familias de cardinales bien ordenables (k,)ncw V (An)new tales
que
Vnew (ke <Au), Y kn=Y Any []mn=]]Mn

new new new new
Ejercicio 11.14. (ZFC™) Sean (a;)ic; v (b;)ics familias de conjuntos. Supongamos que
Vi € I (a; ~ b;). Probar que

[T al=I]T bl

icl icl

Dar una definicién alternativa del producto infinito de cardinales y justificarla.
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Ejercicio 11.15. (Asociatividad del producto cardinal infinito). Sean (I;);c; una familia de
conjuntos disjuntos dos a dos e I = UIj. Probar que:

j€l
H(HKi) = HKi
j€J i€l; iel

Indicacién:Definase una biyeccion, g, de H*Ki en H*(H*Kl) tal que para cada f €
iel je] el

H*Ki se tenga que (g(f)(j))(i) = f(i), Vi €], Vi € I;.

iel

Ejercicio 11.16. Calcular:

@ J]n ()

new

[["«

acw;—{0}

Indicacién: (2) Pruébese que 2™ < | H * w|. Alternativamente, apliquese el apartado
acw;—{0}
(4) de 11.3.11.

Ejercicio 11.17. Probar que:
@ J] n=2%.

new—{0}

(2) El cardinal del conjunto de las sucesiones (xy,)nc,, de nimeros naturales que veri-
fican Vn > 1 (x, < n) es 2%,

@) JTRe = N5

new
@ T Re=N0.
aEwW-+w

Indicacién:(1) y (3) Apliquese el apartado (4) de 11.3.11. (4) Téngase presente que

[T M= T8 TTess

xew—+w Kew /SGw
Ejercicio 11.18. Probar que [ [(A*) = A¥, siendo pu = ) _«;.
i€l i€l
Indicacién: Pruébese que
H*Ki/\ ~ A
icl

siendo a = | J({i} x x;), mediante la biyeccién g que a cada f € H*Ki)\ le asigna la
iel i€l
aplicacion g(f) de | J({i} x x;) en A, definida asi g(f)((i, x)) = (f(i))(x).

iel
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Ejercicio 11.19. Probar que si x es un conjunto finito no vacio e y es numerable, entonces
el conjunto Yx es numerable.



Capitulo 12

Exponenciacidn cardinal

A la hora de estudiar la exponenciacién cardinal y obtener una expresién simple para
la misma, hay que observar que el valor depende de ciertas caracteristicas de los pro-
pios cardinales. Ello nos llevara a establecer una primera clasificacién de los mismos en
cardinales regulares y singulares.

12.1. Cofinalidad

Definicién 12.1.1. Sean « un ordinal.

(@) Diremos que x C wes cofinalen asiVp < a3 >>€ x (B <>>).

(b) Si B € Ord, entonces diremos que f : B — « es cofinal si rang(f) es cofinal
en .

(c) La cofinalidad de a, que notaremos cf («), es el siguiente ordinal:
min{B : 3f (f : B — a cofinal) }

Consideraciones:
(1) La aplicacion identidad en « es cofinal.
(2) cf (0) = 0.
(3) Para cada a € Ord, se verifica cf () <aycf (a+1) =1.

Proposicién 12.1.2. Se verifica:

(1) Si w es un ordinal limite, entonces cf (x) es limite.

275
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2) of (w) =wycf(w+w) =w.

Proposicién 12.1.3. Sean « y B ordinales. Se verifica:

(1) Sif:a — Bescofinaly g : p —>>> es cofinal y no decreciente, entonces gof:
n —>> es cofinal.

(2) Existe f : cf (x) — « creciente y cofinal.
(3) SiPeslimitey f : aw — B es no decreciente y cofinal, entonces cf («) = cf (B).
@ o (¢f (@) = of (w).

(5) Si « es limite, entonces cf (Ny) = cf («).

12.2. Cardinales regulares

Definicién 12.2.1. Sea « un ordinal. Diremos que « es reqular si a es limite y cf («) = a.
Caso contrario, diremos que « es singular.

Proposicién 12.2.2. Si « es un ordinal limite, entonces cf («) es un cardinal reqular.

Proposicién 12.2.3. (HAUSDORFF, 1914) Si k es un aleph, entonces son equivalentes las con-
diciones siguientes:

(1) x es regular.
(2) x no es union de menos de x conjuntos de cardinal menor que x.

Corolario 12.2.4. (ZFC) (HAUSDORFF, 1908) Para cada x € Ord se tiene que N, 1 es requ-
lar.

12.3. Aritmética infinita

Proposicién 12.3.1. (ZFC) Sean A, « cardinales y (A;)icy, (k;)ics familias de cardinales. En-
tonces, se verifica:

@ [[«" = (HK,)A.

icl iel

2) HK/\i =« siendov = Z)\i.

icl iel
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(3) Para cada (x;);c; particion de I, se tiene que:
[Te=11 {11
icl jel \iex;

Proposicién 12.3.2. (ZFC) Sea x un cardinal infinito. Son equivalentes:

(1) x es singular.
(2 (A <x)(FK; 1€ A)) ((Vi <A) (K < K) ANk = in)
i<A

Proposicién 12.3.3. (ZFC) Sea A un cardinal infinito. Si (x; : i < A) es una sucesion no
decreciente de cardinales mayores o iguales que 1, entonces

[Txi = (sup{x;: i< AN

<A

Proposicién 12.3.4. (ZFC) Sean « un cardinal infinito y 0 < A < k. Entonces,

Y )t sicf (k) > A
K= cf (x)
(Z;ﬂ) , sicf (k) <A
j<x

Definicién 12.3.5. La funcion gimel, ], es la funcion sobre los aleph definida asi: J(x) =
ka (1)

Teorema 12.3.6. (ZFC) (Computacién inductiva de N“Nﬁ )

(2N/3, si a <P

N>>>N/3, si p<an(T><a) (N, < N>>>N/3)
Re, Si B<an (Vo< ) R B < Ry) ARy < cf (Ry)

INe),  si B<an(VS<a) N B < Ry) AR > cf (R,)

\

Corolario 12.3.7. (ZFC) (Férmula recursiva de Hausdorff; 1904) Para cada « € Ord se verifi-
ca:
N N
Nzx—i—l b= Ny P Nzx—i—l
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12.4. Las funciones continuo y gimel

Proposicion 12.4.1. (ZFC) (KONIG) Si k es un cardinal infinito, entonces x < (k).
Proposicién 12.4.2. (ZFC) Si k es un cardinal infinito, entonces x < cf (2).
Corolario 12.4.3. (ZFC) Si x y A son cardinales infinitos, entonces x < cf (A*).

Definicién 12.4.4. (ZFC) Si x y A son cardinales, entonces

—— sup{r" : u < A}
Proposicién 12.4.5. (ZFC) Si « es un cardinal infinito, entonces
(2$)cf(1<) _ oK
Definicién 12.4.6. (ZFC) La funcién x —— 2" se llama la funcion continuo.

Definicién 12.4.7. (ZFC) Dado un cardinal «, diremos que la funcién continuo es evern-

tualmente constante en « si existe un cardinal A tal que A < xy 2 =2

Teorema 12.4.8. (ZFC) (BUKOVSKY-HECHLER, 1973) Si « es un cardinal singular y la fun-
cion continuo es eventualmente constante en x, entonces existe un A < «x tal que 2 = 21,

Teorema 12.4.9. (ZFC) Si k es un cardinal infinito, entonces:
A(x),  sixesreqular
o 23, si x es singular y la funcién continuo es ev. cte. en K

K
1(27), sixkessingulary la funcion continuo no es ev. cte. en

12.5. Exponenciacion cardinal con la hipétesis generaliza-
da del continuo

Por el teorema de Cantor, sabemos que Ry < 2%, Por tanto, admitiendo el axioma de
eleccién, existird un tnico ordinal « tal que 8, = 280, Desde luego, N1 < 2R,

El cardinal 2% es de especial relevancia por ser el cardinal de conjuntos tan significativos
como P(w), R, [0,1], R" y “w.

En 1878, Cantor plantea la cuestién de determinar el ordinal a tal que X, = 20 (problema
del continuo).
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Cantor comenzo a abordar el problema del continuo buscando un conjunto a cuyo cardi-
nal estuviera comprendido estrictamente entre ¥ y el cardinal de R (admitiendo que la
btisqueda hubiera tenido éxito, Cantor s6lo habria probado que 2% > Ry, pero seguiria
sin determinar el ordinal @ que resolviera el problema).

En ese intento, Cantor comenzé estudiando un amplio espectro de subconjuntos no
numerables de R (conjuntos perfectos, cerrados, etc.) y prob6 que todos ellos eran equi-
potentes a R. Lo que le llevé a conjeturar que 280 = Ry (hipétesis del continuo, HC).

De la HC resultaria que no existen conjuntos cuyo cardinal esté comprendido estricta-
mente entre el cardinal del conjunto de los ntimeros naturales y el cardinal del conjunto
de los ntimeros reales.

El problema del continuo es presentado por D. Hilbert en el Congreso Internacional
de Matemaéticos de Paris (1900) y lo propone como el primero de una lista de veintitres
problemas abiertos que resumen las inquietudes basicas de los matematicos de la época.

En 1908, Hausdorff conjetura que Va € Ord (R, 1 = 2%+), conocida como hipdtesis de los
aleph (HA) (obsérvese que tal como aparece expresada, la HA presupone el axioma de
eleccién, AC, para que tenga sentido 2™+). En realidad parece ser que en ;1883?, Cantor
realiza esta conjetura de manera implicita para el caso « = 0y, posteriormente, Hilbert
public6é una demostracién errénea de la conjetura realizada por Cantor.

La hipdtesis generalizada del continuo (HGC) establece que si a es un conjunto infinito,
entonces todo conjunto b tal que a < b =< P(a) verifica que, o bien es equipotente al
conjunto a o bien es equipotente a P(a) (es decir, para cada cardinal infinito, «, no existe
un cardinal A tal que x < A < 2%).

Desde luego, la HC es un caso particular de la HGC, concretamente cuando el conjunto
a es numerable.

En 1960, H. Rubin prob6 en ZF que la HA implica el axioma de eleccién (claro estd,
expresando la HA en la forma Vo € Ord (“*2 ~ w,1) que no hace uso de AC).

Por tanto, en la teoria ZFC, la HGC y la HA son equivalentes.

En 1926, Tarski y Lindenbaum conjeturaron que la HGC implica el axioma de eleccién.
Esta conjetura fué probada por Sierpinski en 1947.

En 1938, Gdel probé¢ la consistencia relativa de la HGC vy, por tanto, de la HC, con los
axiomas de la teoria ZFC (es decir, admitiendo que la teoria ZFC es consistente, dicha
teoria no prueba la negacion de la HGC).

En 1963, P. Cohen demostré que el axioma de eleccién no implica la HC y, por tanto,
tampoco implica la HGC (es decir, admitiendo que la teoria ZFC es consistente, dicha
teoria no prueba la HGC).

Definicién 12.5.1.
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= La hipdtesis del continuo (HC) afirma que 280 = X.

» La hipdtesis generalizada del continuo (HGC) afirma que si a es un conjunto infinito,
entonces todo conjunto b tal que a = b =< P(a) verifica que, o es equipotente al
conjunto a o es equipotente a P(a).

= La hipétesis de los aleph (HA) afirma que: Va € Ord (2% = R, 1).
Teorema 12.5.2. (HGC)

N,, siNg < of (Ng)
= { Ropr, sicf (Re) < Ng <Ry
N,B—l—l/ si N,X < N,B

R, B

12.6. Problemas resueltos

Ejercicio 206. (ZFC™) Mediante aritmética cardinal, hallar el cardinal del conjunto de suce-
siones finitas de aplicaciones de R en R. ;Cudnto valdria dicho cardinal admitiendo la hipétesis
generalizada del continuo?

El conjunto de sucesiones finitas de aplicaciones de R en R puede ser descrito asi

. f es aplicacién de 7 en RR
U{f: fesap

new

Notemos a, = {f : f esaplicacién de n en RIR}, para cada n € w. Se tiene que (a,)new
es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, yaquesin # m, f € a, y § € ap,
entonces f # g pues sus dominios respectivos son distintos.

Del corolario 11.3.3 resulta que

U o

new

= Z |an|

new

Ahora bien,
RR| = [R|RI = (2M0)2" = 2% — 92

Ademas, |ag| = 1y sin # 0, entonces
al’l == e = NO n == ZZNO'H = 22N0
an| = ["("R)| = [*R|" = (2

Por tanto,

U anl = ¥ lan] = méx{|w|, sup{|an| : n € w}} = max{R, 22"} = 22"

new new
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Admitiendo la hipétesis generalizada del continuo, el cardinal obtenido valdria 22" —
2N = No.

Ejercicio 207. En la teoria ZFC, admitiendo que 28 = Wy, calcular fol, para cadan € w.

Para n < 1 se tiene que Nﬁl =28 = N,

Veamos que Vn > 2 (Nﬁ1 =N,).

Por la férmula recursiva de Hausdorff, se tiene que Ng =N, N?l. Luego,

NI = Ry - RYT = Ry - Ny = Ry

n=2-n+1

Sea n > 2 tal que Nﬁ ! = N,. Por la férmula recursiva de Hausdorff, se tiene que

N X
N4 = Np1 - N, Luego,

h.i.

N I\
Nn}i—l = Nn—i—l : an = Nn—i—l Ny, = Nn—i—l

Ejercicio 208. Supongamos que en la teoria ZFC se verifica que 281 = R,. Probar que:
(1) Ry, < R = Nob = R0

@) Re? # Ny

(1) Supongamos que 2 = N, y que R, < RO,

X N
= Veamos que N, < N\

En efecto: se verifica que

= Veamos que fo,ll < NS,O.

Por una parte, se tiene que
I\ N Ng-N I
Nllg(NO)Nl_No 1 N

Calculemos N., a través de la férmula que proporciona la computacién in-
. R
ductiva de X,”.
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Teniendo presente que
*1 < w.
* Vi < w (RY1 < Ry,) (por el ejercicio anterior).
*xcf (Ny) = w < V.
se tiene que Ny = J(R,,).
Ahora bien,
I(Ny) = R ) = w0 — e — Wl

w

Por tanto, hemos probado que RO = RN,

En consecuencia,
Ny Ry Ng
Nwl NG =Ry

(2) Supongamos que NAO = N, . Del apartado (1) se deduce que
Nwl - NS)O - S}ll
De donde resultaria que
f
ARewy) = Ve ) = Ngll = N,

Lo que es una contradiccién, ya que para cada cardinal infinito, x, se tiene que

k < I(x).

Ejercicio 209. Sean & = w4 + w3y x = N,. Admitiendo la hipétesis generalizada del continuo,
hallar el valor de k", para los siguientes casos:

MA=Xs (2)A=R,  (3)A=Re

Recordemos que admitiendo la HGC se tiene que

2 Ny,  siNg <cf (Ny)
Ny B =< Nyyq, sicf (Ry) < Ng < Ry

Ngy1, sily <Ng
Vamos a calcular la cofinalidad de R, ;. Se tiene que
cf(Nep,+w;) = cf(ws + w3) = cf(w3) = ws
Por tanto,

(1) Si A = N5, entonces cf (k) = w3 < N5 = A < N,. Luego,

A+
K =K = NUJ4+W3+1
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(2) SiA =R, entonces cf (k) = w3 < N 2 = A < N,. Luego,
K)\ — K+ = NW4+W3+1

(3) Si A = Ry, entonces R, 4,1 < Ny Luego,

K= AT = (Reg) T = R 1

Ejercicio 210. Utilizando la hipdtesis generalizada del continuo, hallar los siguientes cardinales:

Ng N N3
Na}zl z\za_;UZI Nw‘;

Se tiene que cf (N,.2) =cf (w-2) = w.
Teniendo presente que, cf (R,,.2) < Vg < N2, se deduce que foﬁz = Nyo11.
Como cf (Ny,0) = w < Ry, < N,p, resulta que Ni‘f’z = Ny211.

Finalmente, puesto que N,,., < N,,.3 se concluye que Ni‘fjf = Ny.341-

Ejercicio 211. Sean a un conjunto y « un ordinal. Notemos

o= = Pa

Bea

Probar mediante dos métodos distintos que

R | =Ra

Primer método.

w w
Por definicion, X, = [ ] "R,. Como X, < X7, resulta que
new

Ny = ]N,X| < ’N;|

Luego,
Re SPRg | = M =1+ ) "R

new O<n<w

— ].+ Z N[X:].—i_NO'N“:N“

O<n<w
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w w
Segundo método. Como N, < N, basta dar una inmersién de R, en N,.

Sea f una aplicacion biyectiva de X, x X, en 8, — {0}. Entonces, definimos una aplica-

cion g de U "a en N, por recursion sobre 1, como sigue:
new

= Sih € N,, entonces i = 0. Definimos g(h) = 0.

= Sea n € w y supongamos definida ¢ sobre todo elemento de "N,. Sea h €1 N,.
Entonces, definimos g(h) = f(g(h [ n),h(n)).

Veamos que g es inyectiva. Concretamente vamos a probar que
Vkew (g1 J{": 0<n <k} esinyectiva)

Por induccién débil en w sobre la variable k.

Trivial, ya que U{"N, : 0 <n <0} =0y g [ 0 esinyectiva.

Sea k € w y supongamos que g | U{"N, : 0 < n < k} es inyectiva. Sean
hh' € U{"Ry: 0<n<k+1}talesque g(h) = g(I'). Sean p,q < k tales que
helP R, yh' €TR,.
- Sip =0, entonces g(h) = 0= g(I'). Luego, i’ = 0y g = 0 (andlogamen-
te, sig = 0, entonces p = 0).
— Supongamos que 0 < p,q < k.Seanr,s talesquep =r+1yg =s+1.

Entonces
g(h) = f(g(h I'r),h(r)) }
g(h') = f(g(h' I's),h'(s))

Como f es inyectiva, resulta que
g(h 1r)=g(H' ['s) Nh(r) =H(s)

Pero h | ry h' | s pertenecen al conjunto U{"X, : 0 < n < k} yla
restriccion de ¢ a ese conjunto es inyectiva. Luego, h | r =
tanto, r = s. Ademas, h(r) = h'(s) y, por tanto, h = I’

Ejercicio 212. Sean a un conjunto y x un cardinal. Notemos

Po(a)={xCa: |x| <x}

Probar que |P oy, (Ry)| = V.
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Trivialmente, 8, =< P_y,(Xy) ya que la aplicacion f : N, — P_y (Xy) definida por
f(B) = {B} es inyectiva.

Veamos que Py, (Ny) < N,.
Para ello, en primer lugar definimos una aplicacion f : Py, (Ny) — Nf como sigue:

m Seaa € Py, (Ny) tal que |a| = n € w. Como a C N, resulta que a estd bien
ordenado por el orden inducido. Sea h; el tnico isomorfismo de 7 en a, con los
respectivos 6rdenes usuales. Entonces, definimos f(a) = h,. La aplicaciéon f es
inyectiva, ya que

F(a) = f(b) = ho = Iy = a = b

Segtn el ejercicio anterior X;” ~ N,. Sea g una aplicacién inyectiva de N;” en N,. En tal
situacion, g o f es una aplicacion inyectiva de Py, (R, ) en R,.

Ejercicio 213. Sea « € Ord. Consideremos el conjunto
a={f:dom(f) C R Al|dom(f)| <w Arang(f) C R}

Probar que |a| = R,.

= Veamos que N, < |a].
Consideremos la aplicacion f de Py, (R,) en a definida asi:
£(y) =y x {0}, paracada y € Py, (X,)
Trivialmente, la aplicacion f es inyectiva. Luego,
Ny = [Py, (Ra)| < laf
= Veamos que |a| < N,.

Se verifica que a C Py, (Ry X Ny).
Como N, x N, ~ N,, resulta que

Py (Ra X Ra )| = [Py (Ra)| = Rat
Por tanto, [a| < [Py, (Ra X Np)| = V.

Ejercicio 214. Sean a, B € Ord. Consideremos el conjunto

a@,B) = {f : dom(f) C Ry A ldom(f)| < w Arang(f) C N}

Probar que |a(a, B)| = mdx{Rq, Ng}.
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= Se verifica que a(a, B) C N, X Ng. Luego,
la(a, B)] < [Ny x Ng| =R, - Ng = max{R,, Ng}

= Sea >>= maéx{x, B}. Entonces, a(Ry, Ng) € a(Rss, Nss). Luego,

ej. ant.

a(Re, Rg)| < |a(Rss, V)| T2 Ry = max{Ry, Ry}

Ejercicio 215. Probar en ZFC que si «, B € Ord, entonces
(1) Vn € w (Rh* =28 . R).

@) Ve w (R

N
atn — Nzx h NIX—H’I)'

Probemos ambos resultados simultdneamente, por induccién débil en w.

Se verifica:
g - 28 = méx{Ng, 28} = 2Re = N }

N B} N R R
Ry - Ry = max{R,", Ny} =R, =N 7,

Sean € w tal que Nyt =28 R, y Nizfrn ="

“. Ny45. Entonces,

N N h.i.
Nnj_l =Ny N1 = Ny 2R N1 = 28a . N1
N N hi. (N N
Npcf-n—l—l - Nzxﬁ—n Roypnt1 = leﬁ Rapn - N1 = Ntxﬁ Raytnt1

Ejercicio 216. (ZFC~) Probar que Nyt = J(Ry,) - I(Ry).

Se verifica que:
J(Nw) — Nwa (Nw) — Nwa (a)) — NWNO

Hemos de ver que NS} = NSP SR
= Veamos que RN 0™ < RV En efecto:

RYO < RN

N N N

= NN TN

I\ N w 1 X Dw
NllgNwl}
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= Veamos que fo} < fo,o - R ™. En efecto: distingamos dos casos.

Caso1°:dp € w (Ny < N;fl).

En este caso, NS} = N?l. Luego,
N N I N N
R = W= 2%, Rl

Cas02°:Vp € w (X > Ngl).
En este caso, como cf (X, ) = w < Wy, resulta que

RE = J(Ry) = Re? < Ray? - R

Ejercicio 217. (ZFC™) Sea o € Ord tal que & < w;. Probar que

Ngfl — NDLNO . 2N1

Por una parte, se tiene que si @ € Ord es tal que a < w;, entonces

R0 < N

N N N
N <N M } = N7 27N
X o

R N ) . .
Veamos que R,! < R, - 281, Probémosle por induccién fuerte en wy.

Se verifica que: Ngl = 2% g Ngo 2%
=1

Se verifica que: N?l = 2N Ngo R

la>1A <a—a

Sea « > 1, » < wy tal que el resultado es cierto para todo B < a. Veamos
también vale el resultado para «.

Distingamos dos casos.

Caso12: 3B < a (Ry < N3).

p
En este caso, Ry! = 21. Luego,
N,,}fl = Ngl i, Nzo A Nﬁo L

que
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Cas02°: VB < a (N, > Nzl)
* Sia es un ordinal sucesor, entonces cf (X,) = N, > N;. Luego,

NAL = R, < RO < N0 2N

* Siw es un ordinal limite, entonces cf (X, ) = cf(a) = w (ya que a es un ordinal
numerable). Luego, cf (X,) < Xy y, por tanto,

R = () = RO = o < oo

Ejercicio 218. (ZFC) Sea a € Ord tal que VB (2% = Ng, ). Probar que a es un niimero
natural.

Supongamos lo contrario; es decir que & > w. Sea >>=min{f : p+« > a}. Se verifica:

(@ >#0.

(b) >> no es un ordinal sucesor. En efecto: supongamos que existiera 6 € Ord tal que
>>= § + 1. Entonces,

> 4a>a= 0+1)+a>a=0+1+a)>a=Jd+a>a
Lo que contradice que >> sea el minimo del conjunto citado.

(0 >»<ayaquea <a+a=ac{f: p+a>al

De (a), (b), (c) resulta que > es un ordinal limite. Notemos x = Nss. 1 .. Se tiene que «
es un cardinal singular, ya que

of (k) = of (Nssqe) cf ) <<k

Veamos que VA € Cn (Rss < A < x = 24 =28,

— Sea A € Cntal que Rss < A < k. Comok = Vo, existe f (0 < f <>>) tal que
A = R 4. Entonces, p <>>=— f+a = a. Luego,

2 = 2%eep = R

S5B)+a = Nta
R

= N>>>+zx

Por el teorema de Bukovsky-Hechler, se deduciria que 2¥ = 2%>. Pero

N RS ASS
2% =R 1y < Nspis g =2
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Lo que es una contradiccion.

Ejercicio 219. (ZFC) Diremos que un cardinal es débilmente inaccesible si es un cardinal limite,
no numerable y regular. Se pide:

(1) Sea « € Ord tal que X, es débilmente inaccesible. Probar que « es un cardinal y
X = N“.
(2) Probar que existe un ordinal w tal que « = N, y, en cambio, « no es un cardinal

débilmente inaccesible.

(1) Sea « € Ord tal que X, es débilmente inaccesible. Supongamos que & # X,. En-
tonces, & < N,. Como ¥, es un cardinal limite, resulta que « es un ordinal limite.
Por tanto, cf (N,) = cf () < a < N,. Lo que contradice que X, sea regular.

(2) Teniendo presente que la funcién X es normal, por el teorema de Veblen existird el
menor punto fijo, xp, de N.

De la prueba del teorema citado, resulta que si ¢ : N — Ord estd caracterizada
por las condiciones

§(0) =0y Vnecw(g(n+1)=R(gn)) =Nen)
entonces oy = sup {g(n) : n € w}.

Obviamente cf (xg) = w. Ademas, ag es un ordinal limite ya que
ﬁ < ay — E|P € (U(,B < Ng(p)) — E|P ~ w(ﬁ+ < Ng(p) < Ng(P-H) < Nzxo)

Como g es un ordinal limite, resulta que cf (R,,) = cf (ag) = w. Es decir, 8,, no
es regular y, por tanto, no es débilmente inaccesible

Ejercicio 220. (ZFC) Sea x un cardinal regular no numerable. Supongamos que

VApeIn (A <xAp<x= A <x)

Probar que x es un cardinal débilmente inaccesible.

Sea « € Ord tal que x = N, es un cardinal verificando las condiciones del enunciado.
Basta probar que R, es un cardinal limite; es decir, que « es un ordinal limite.

= Supongamos que « no es un ordinal limite. Como a # 0, existird f € Ord tal que
N
« = + 1. Entonces, Nﬁ < 2% = Nﬂﬁ. Luego,

Rg

Ry = Rga1 < Ry
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Por tanto, se verificaria que
R

Lo que contradice el supuesto de partida.

Ejercicio 221. (HGC) Sea « un cardinal débilmente inaccesible. Probar que:
VApeIn(A <xApu<k= A <x)

Sea « € Ord tal que ¥ = R, es un cardinal débilmente inaccesible.

= En primer lugar, veamos que si f € Ord es tal que Xg < X,, entonces 2N < Ny

— En efecto: como B < a y a es un ordinal limite, resulta que  + 1 < a. Luego,
Ngr1 < Ny. Como Ngyq = 2%, se deduce que 28 < Ny,

Sean A, u cardinales estrictamente menores que k. Sean f, 3> ordinales tales que
A =Ngypu =Ry Entonces, f < a, >>< ay, por tanto,

Ng>>> < Ngzx ﬁélx ZN,B < le

12.7. Problemas propuestos

Ejercicio 12.1. Sea F una funcién normal y « un ordinal limite. Probar que
cf (F(a)) = cf (a)

¢Vale el resultado para ordinales sucesores?

Indicacién: Pruébese que la aplicacién ¢ = F | « es una aplicacion cofinal y no decre-
ciente de w en F(a).

Ejercicio 12.2. Sea & € Ord. Probar que
cf (¢) = min{f € Ord : Ja C a (a cofinalen A t.0.({a,€,)) = B)}

Indicacién: Sea wg el minimo del conjunto citado. Para demostrar que cf(x) < ap, sea
a C a tales que a es cofinal en & y t.0.({(a, €,)) = . Si f : (ap, €,) = (a, €4), pruébese
que la aplicacion f es cofinal de &g en a. Para probar que ay < cf(a), sea f : cf(a) — «a
cofinal. Considérense b = {>>< cf (a) : V6 <> (f(6) < f(>>))}ya = f[b], y
pruébese que a es cofinal en a y t.0.({a, €,)) < cf (a).
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Ejercicio 12.3. (ZFC) Sean « y A cardinales infinitos. Probar que son equivalentes las
condiciones siguientes:

(1) cf(x) < A

(2) « es la unién de los elementos de un conjunto de cardinal menor o igual que A y
tal que todos sus elementos tienen cardinal estrictamente menor que x.

(3) «x es la suma de una familia cuyo conjunto de indices tiene cardinal menor o igual
que A y tal que todos los conjuntos de la familia tienen cardinal estrictamente
menor que «.

Indicacién: (1) = (2) Si f : cf (k) — « es cofinal, considérese a = f|[cf (k)] y pruébese
que satisface los requisitos exigidos y que x = (Ja.
(2) = (3)Seax = U{a; : i < u < A} tal que Vi < u (|a;| < «). Considérese b; =
a; —U{aj : j < i} y pruébese que x = )_|[bj].
J<u
(3) = (1) Seax = ) K;talqueVi < p (i; < k). Pruébese que cf (k) < p.
<A

Ejercicio 12.4. (ZFC) Probar que son propias las clases

Reg = {xk € In: xesregular} y Sing= {x € In: xessingular}
Indicacién: Pruébese que dichas clases no estan acotadas superiormente en (Ord, €).
Ejercicio 12.5. (ZFC) Probar que X, es el primer cardinal infinito singular.

Indicacién: Pruébese que R, es unién de Ry conjuntos, cada uno de los cuales tiene
cardinal estrictamente menor que Ry, .

Ejercicio 12.6. (ZFC) Sea x un cardinal infinito no numerable. Probar que si cf (k) = w,
entonces x # 280,

Indicacién: Téngase presente que si k es un cardinal infinito, entonces x < cf (2%).

Ejercicio 12.7. (ZFC) Probar que si a« es un ordinal limite tal que a # R, entonces X, es
un cardinal singular.

Ejercicio 12.8. Probar que para cada &« € Ord existe una aplicaciéon cofinal de w en

a + w. Deducir que cf (Nyy) = w.

Ejercicio 12.9. Admitiendo la hipétesis generalizada del continuo, hallar N:fﬁ , siendo &
un ordinal sucesor y € Ord tal que < a.

Ejercicio 12.10. Probar que si 8, < 2% entonces Nﬁf,o — 2%o,

Indicacién: Téngase presente que N, es un cardinal singular y que si para un cardinal
singular « existe A < «x tal que x < At () entonces xCf () = Acf (),
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Ejercicio 12.11. (ZFC) Sea a € Ord tal que & < w;. Probar que N32 = Ry 2%z,

Ejercicio 12.12. (ZFC) Sean a, $ € Ord tales que a es limite y Ng < cf (N, ). Probar que

I\ N

B _ B

R = ) RE
><u

Indicacién: Téngase presente que si Xz < cf (X,), entonces
ReR, = ({0 0 < N}
Ejercicio 12.13. (ZFC) Sean « un cardinal limite y A un cardinal infinito. Probar que si
A < cf (x), entonces
KA:U{“M/\: n<rx}
Indicacién: Téngase presente el ejercicio anterior.
Ejercicio 12.14. (ZFC) Probar que
VnewVa,peOrd (a <f+n— Nﬁ’g = 2% . R,)

Indicacién: Pruébese por induccién débil en w y téngase presente la férmula recursiva
de Hausdorft.

Ejercicio 12.15. Probar que en ZFC son equivalentes:
(1) La hipétesis generalizada del continuo.
(2) Vo € Ord (R0, = Nyi1).

(3) Vo € Ord (R4, < NI ).
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