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Resumen

En este trabajo repasamos algunos de los con-
ceptos bésicos de la teoria de los mosaicos,
los relacionamos con los diagramas de Voronoi,
probando que aquellos (o subdivisiones de los
mismos) pueden ser generados como el diagra-
ma de Voronoi de una nube de puntos ade-
cuadamente distribuidos dentro del mMosaico.
Ademés abordamos el estudio de Ia, coloracién
de los mosaicos de Penrose del “Dardo y la
Cometa” y de los rombos, probando que am-
bos son 3-coloreables.

1. Introduccién y con-

ceptos basicos.

Un mosaico plano es una familia nu-
merable de conjuntos cerrados denominados
losetas o teselas que recubren comple-
tamente el plano sin huecos ni superposicio-
nes. Sin embargo, esta definicién es dema-
siado general y admite losetas con formas
y propiedades inusuales; para evitarlo exi-
giremos dos condiciones adicionales con las
que eliminaremos los casos indeseados. La
primera condicién es que las losetas seran
homeomorfas a discos cerrados y la segun-
da es que sélo habrd un ndmero finito de

losetas distintas en un mosaico; consideran-
do que dos losetas son iguales si son copias
isométricas. Los representantes de las dis-
tintas losetas se denominan protolosetas y
el conjunto de todas las protolosetas de un
mosaico es su protoconjunto.

Un parche en un mosaico es un conjun-
to finito de losetas, cuya unién es un disco
topolégico, entendiendo como tal cualquier
conjunto cuya frontera es una curva cerrada,
simple. Por otro lado decimos que un con-
junto de losetas cubre un subconjunto del
plano si admite un parche que lo contiene.
Un entorno de un vértice en un mosaico es
el minimo parche que lo cubre ¥ el conjunto
de todos los entornos de los vértices de un
mosaico es el atlas del mosaico.

Un mosaico es periddico si existe una
traslacion que lo deja invariante y no
periddico en otro caso. Si consideramos aho-
ra un conjunto determinado de protolosetas
puede ocurrir que los mosaicos realizados
con ellas sean todos periddicos, periédicos y
no periédicos y por tltimo, también puede
ocurrir que con ese conjunto de protolosetas
s6lo se tesele el plano de forma no periédi-
Ca en cuyo caso diremos que el conjunto de
protolosetas es aperiddico.

El interés por las losetas aperiddicas
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comenzd hace relativamante poco tiempo;
en 1961, H. Wang conjeturd que no existian
tales conjuntos [16], pero ya en 1966 Berg-
er [2], descubrié el primer mosaico aperiddi-
co con 20146 losetas; nimero que rapi-
damente redujo a 104. Posteriormente, en
1968, Knuth [7] consiguié un nuevo conjun-
to de 92 protolosetas.

La reduccién més importante la re-
alizé en 1971 Robinson [13] hallando un
conjunto con tan s6lo 6 losetas que basi-
camente son cuadrados con modificaciones
en sus esquinas. Finalmente entre 1973 y
1974, Roger Penrose descubri6 tres conjun-
tos aperiédicos de losetas [10]. El primero de
ellos, P;, consta de 6 losetas que se basan
en rombos, pentagonos regulares y estrellas
de cinco puntas con ciertas modificaciones
en las aristas. El segundo conjunto de Pen-
rose, P, es el més conocido de los conjuntos
aperiédicos de losetas y estd formado por
tan sélo las dos losetas, dardo y cometa, de
la Figura 1, donde 6 = 7/5 rad. y 7 es la
razén adrea. Y por tltimo, el conjunto de-
nominado Ps que estd formado por los rom-
bos también de la Figura 1. Ambos conjun-
tos de losetas se encuentran entre los mas
interesantes debido en gran parte por ser
los conjuntos de protolosetas méds pequenos
que se conocen.

Habitualmente las modificaciones en
las aristas, que obligan a las teselas a unirse
de una determinada forma, son sustituidas
por ciertas condiciones o reglas combinato-
rias denominadas reglas de emparejamiento
y generalmente se definen mediante etique-
tas en los vértices y en las aristas que han de
coincidir para que dos aristas puedan iden-
tificarse.

Los Mosaicos de Penrose (y otros) veri-
fican propiedades muy interesantes como

Rombos

Figura 1: Mosaicos de Penrose.

por ejemplo, que a pesar de haber una
cantidad no numerable de mosaicos distin-
tos, se cumple que cualquier trozo finito de
ellos se repite infinitamente en cualquiera
de los restantes mosaicos. Esta propiedad
se denomina isomorfismo local. En general
podemos decir que los mosaicos de Penrose
tienen una estructura muy regular local-
mente pero bastante irregular a nivel global.

Otra propiedad muy importante de los
mosaicos es la composicion, consiste en
la capacidad que tienen algunos mosaicos
de unir sus losetas para construir losetas
semejantes a las primeras (y con reglas
de emparejamiento equivalentes) pero mas
grandes, de forma que obtenemos un con-
junto de protolosetas equivalente al origi-
nal. Esta propiedad es una de las mas uti-
lizadas en la demostracién de la aperiodici-
dad de un protoconjunto siendo la herra-
mienta bésica en la demostracién del si-
guiente resultado.
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Teorema 1 ([3]) Si un mosaico tiene una
Unica composicion que lo deja invariante,
entonces es un mosaico no periddico. Ast,
st exriste una unica composicion actuando
sobre cualquier mosaico de un conjunto de
losetas, entonces ese conjunto es aperiddico.

Referencias obligadas en este tema son
los textos de Grinbaum y Shepard [3], de
Gardner [6] y Senechal [14].

2. Nubes de Penrose

Los mosaicos de Penrose modelizan en
parte la estructura de cierto tipo de cuasi-
cristales pero se hace necesario encontrar,
de la forma més rdapida y eficiente posible,
otros tipos de losetas que puedan servir co-
mo modelos matematicos para nuevos ca-
sos. Aplicando los diagramas de Voronoi
(ver [12]), hemos desarrollado en [9], los re-
sultados necesarios para generar una canti-
dad infinita de losetas aperiddicas, a partir
de un conjunto dado. Ademds, las nuevas
losetas pueden utilizarse como puntos de
partida para generar otras.

Dado un conjunto numerable de puntos
P del plano, la regién de Voronoi V (p) aso-
ciada a uno cualquiera p estd formada por
todos los puntos del plano mas cercanos a
P que a ningun otro punto de P, es decir:

V(p) = {z € R*/mip lg - 2l = lp — 2]}

El conjunto de regiones de Voronoi aso-
ciadas a los puntos de P constituye una
subdivisién del plano que denotaremos por
Vor(P) y que llamamos el diagrama de
Voronoi de P.

Si sobre el dardo y la cometa (rombos)
dibujamos una cantidad finita de puntos y

teselamos el plano, obtenemos un conjunto
infinito de puntos que denominaremos nube
de Penrose. Si calculamos el diagrama de
Voronoi de esta nube comprobaremos que
se verifica el siguiente resultado (ver [9]).

Teorema 2 El diagrama de Voronoi de
una nube de Penrose es un mosaico no
periédico.

Este teorema es valido también en un
contexto mas amplio. Ademads, se verifica el
siguiente resultado (ver [9]).

Teorema 3 Dado un diagrama de Vorono:
de una nube de Penrose es posible dar un
conjunto de reglas de emparejamiento para
sus regiones tal que cualquier mosaico que
se construya con ellas siguiendo tales reglas
induce un mosaico de Penrose. Reciproca-
mente, si dos conjuntos de regiones induci-
das por dos mosaicos de Penrose coinciden,
las reglas de emparejamiento construidas
para ellos también coinciden.

En lo que sigue, las losetas obtenidas
utilizando tanto la construccién como las
reglas de emparejamiento anteriores se de-
nominaran losetas Voronoi-Penrose.

Nos planteamos ahora si es posible ele-
gir adecuadamente los puntos sobre las lose-
tas del mosaico de manera que el diagrama
de Voronoi de esa nube de puntos sea, en
la medida de lo posible, el propio mosaico
subyacente.

Teorema 4 Dado un mosaico cualquiera,
siempre es posible encontrar una nube
de puntos cuyo diagrama de Voronoi sea
el propio mosaico o, en su defecto, una
subdivision del mismo.
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Demostracién: Partimos de un mosaico
plano cualquiera. Dicho mosaico estard ge-
nerado por un conjunto finito de losetas
poligonales (junto con sus reglas de empare-
jamiento). Ahora bien, como todo poligono
del plano puede subdividirse a su vez en
triangulos, podemos suponer que, en el peor
de los casos, tenemos una teselacién del
plano formada por tridngulos.

Veamos que podemos elegir un cierto
nimero de puntos en el tridngulo, de mane-
ra que los lados y vértices de los tridngulos
sean aristas y puntos de Voronoi respecti-
vamente.

Puntos sobre un tridngulo
obtusangulo.

a, < 6.

Diagrama de Voronoi en el
interior de un tridngulo
rectangulo

Figura2: (a)

(b)
()

Sea (3 el menor de los dngulos de los
tridngulos vy sea a = -g, para garantizar
que los puntos que situemos no sobrepasen
la bisectriz del dngulo correspondiente. De
igual modo, llamemos L; al menor de los
lados posibles, L, a la menor de las alturas
posibles y sea L = min{L,, L,}; tomem-
0s £ = %, para garantizar que nunca so-
brepasaremos la mitad de cualquiera de los
lados y que nunca nos afectaran los pun-
tos que anadamos, siguiendo los lados, a
los vértices de Voronoi en los tridngulos ob-
tusangulos.

En cada tridngulo de la descomposi-
cidén, tomamos seis puntos situados como en
la Figura 2(a); es decir, nos situamos en un
vértice del tridngulo y, sobre cada uno de
los lados que lo definen, y hacia el interior
del mismo, dibujamos iineas que formen un
angulo « con el lado correspondiente. So-
bre estas lineas, y a una distancia ¢ de cada
vértice fijamos los puntos.

Ahora bien, todo tridngulo pega con
otro tridangulo mediante un lado. En conse-
cuencia, cada punto elegido tiene su simétri-
co, respecto del lado correspondiente. En
el caso de que sélo existan tridngulos
rectangulos o acutdngulos, es suficiente con
estos seis puntos, como puede verse, para
el caso de los tridngulos rectangulos, en la
Figura 2(c).

En otro caso basta con afadir puntos
equiespaciados sobre cada uno de los seg-
mentos que unen pares de puntos de cada
lado a una distancia menor que §, siendo §
la menor de las distancias entre dos puntos
interiores de un mismo 4ngulo. n

Evidentemente, en casos particulares
puede reducirse el nimero de puntos nece-
sarios para generar el diagrama de Voronoi,
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Figura 3: Puntos minimos sobre dardo,
cometa y rombos.

como veremos a continuacién. De hecho,
hemos conseguido configuraciones minimas
con 4 y 2 puntos sobre los rombos y de 4 y
3 puntos sobre cometas y dardos respecti-
vamente (ver Figura 3).

3—coloracion de los
Mosaicos de Penrose

Dardo—Cometa.

3.

El coloreado de mosaicos no periédicos
es un problema abierto que tltimamente ha
atraido mucho la atencién de los investi-
gadores. Este problema consiste en deter-
minar el nimero de colores necesarios para
colorear todas las losetas del mosaico infini-
to de modo que dos teselas adyacentes no
compartan un mismo color. Obviamente, en
caso de ser posible, lo ideal es encontrar una
coloracién del mosaico o bien un algoritmo
que lo coloree.

Naturalmente, al ser el mosaico infinito,
la dificultad radica en la indeterminacién
de la distribucién de las teselas del mo-
saico. En lo que sigue vamos a probar que es

Figura 4: Lineas sobre dardo y cometa de
Penrose.

posible separar convenientemente cualquier
mosaico de Penrose, formado por dardos y
cometas, en un numero finito de clases de
regiones acotadas que posteriormente colo-
rearemos obteniendo asi una coloracién de
todo el mosaico.

Sobre cada dardo y cometa de cualquier
mosaico consideramos unas lineas como las
lineas gruesas de la Figura 4; teniendo en
cuenta que las intersecciones de las lineas
con los lados de las losetas coinciden en la
frontera del dardo y de la cometa. Si gene-
ramos el atlas del mosaico de Penrose con
estas nuevas losetas, obtenemos una regién
acotada, que contiene al vértice central, por
cada uno de los 7 entornos de los vértices
(ver Figura 5) y por tanto, cualquier mo-
saico de Penrose con estas nuevas losetas,
nos divide el plano en exactamente 7 tipos
de regiones distintas como se puede obser-
var en la Figura 6.

Si tenemos en cuenta que, por la
propiedad de composicién, todo mosaico de
Penrose con dardos y cometas es también
un mosaico de Penrose de dardos y cometas
de nivel 6 (ver Figura 7). Utilizando sobre
estos las lineas de la Figura 4 obtenemos co-
mo en el caso anterior el plano de Penrose
dividido en sélo 7 tipos de regiones acotadas
distintas. Y podemos probar el siguiente re-
sultado:
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Figura 5: Lineas sobre los 7 entornos de
Penrose.

Figura 6: Regiones sobre el plano de Pen-
rose.

Figura 7: Composicién del dardo y de la
cometa de nivel 8.

Teorema 5 Los mosaicos de Penrose con
dardos y cometas se pueden colorear con
solo 3 colores.

Demostracién: Si las lineas se trazan colo-
reando los dardos y cometas del primer ni-
vel de forma consistente (que no haya dos
teselas adyacentes con el mismo color) co-
mo en la Figura 8, bastard con colorear el
interior de cada uno de los entornos de ni-
vel 3 también de forma consistente. Dos de
estos entornos pueden verse en la Figura 8.
n

Este resultado se extiende facilmente
al caso de los rombos de Penrose, en los
que hemos conseguido también una 3-co-
loracién de los mismos (ver [5]).

4. Conclusiones.

En este trabajo se demuestra que to-
do mosaico plano (o subdivisién del mismo)
puede ser generado como el diagrama de
Voronoi de una nube de puntos adecuada-
mente distruibuidos en el plano. Hemos
probado también que los mosaicos de Pen-
rose Dardo-Cometa son coloreables con s6lo
tres colores, dando ademéas una coloracién
de cualquier mosaico de uno de estos tipos.
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Ademas el procedimiento seguido para
la coloracién aporta un método de de-
mostracion facilmente algoritmizable para
cualquier tipo de mosaicos jerarquicos que
tenga la propiedad de composicién y un at-
las finito. Este puede utilizarse para probar
resultados parecidos en otros mosaicos.
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