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Prefacio

Desde la formulacién hace mas de treinta afios del lagrangiano de la cromodiné-
mica cudntica, han sido muchos los esfuerzos por encontrar una forma de describir la
fenomenologia de bajas energias de la interaccion fuerte. En los altimos afios, paralela-
mente al desarrollo de maquinas con mayor potencia de célculo, la formulacién de las
teorias de campos en reticulo debida a Wilson ha suscitado gran interés, permitiendo
por primera vez obtener predicciones para las masas hadronicas, por ejemplo, a partir

de primeros principios.

En este trabajo se estudian algunos problemas fundamentales relacionados con la
fisica de bajas energias en una teoria de gluones en interaccion (QCD sin quarks). En
concreto, se analiza el comportamiento de la constante de acoplamiento y el propagador
gludnico, con especial interés en la aparicién de efectos no perturbativos. Los resultados
obtenidos en reticulo para dichas magnitudes sirven para verificar la naturaleza de las
correcciones no perturbativas, que son analizadas en el marco de un desarrollo en
producto de operadores por una parte (en el rango de energias intermedias p 2 1GeV),

y en una aproximacion semiclasica por otra (energias bajas p < 1GeV).

En relacion al desarrollo en producto de operadores, se analiza la correccién no
perturbativa dominante, mediada por la presencia de un condensado gluénico de di-
mension en masa 2, cuyo valor esperado es no nulo. El estudio se realiza para dos
esquemas de renormalizacion que se diferencian por la cinemaética del vértice elegido
para la renormalizacion. La presencia de un condensado de dimension 2 ha suscitado
un gran interés en los tltimos anos, con diversos trabajos que lo relacionan con el
confinamiento. En este trabajo se trata en detalle la renormalizacion de este operador
local, que permite confirmar su relacion con los efectos no perturbativos que aparecen

en el propagador gludnico.

Las aproximaciones semiclasicas también constituyen un activo campo de estudio

en relaciéon con el confinamiento, que algunos autores relacionan con diferentes solu-
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ciones cléasicas del lagrangiano de QCD. En este trabajo se estudian los instantones
en relacion con el comportamiento de la constante de acoplamiento y las funciones
de Green gludnicas en el régimen de bajas energias. Asimismo, se analiza la posible
relacion de éstos con la presencia del condensado gluénico obtenido en el desarrollo en

producto de operadores.

En conjunto, la estructura de esta memoria de tesis podria resumirse como sigue:

n Parte |

- En el capitulo 1 se presenta una breve introduccion histérica a la materia,
con algunos aspectos generales de la cromodindmica cuintica que resultaran
de interés en este trabajo. Se hara especial hincapié en las deficiencias de un

tratamiento perturbativo y se presentaran las alternativas més extendidas.

- En el capitulo 2 se expone el formalismo fundamental para el desarrollo de
este trabajo: la QCD en reticulo. Se trataran problemas generales, relacio-
nados con las teorfas de campos en reticulo, asi como algunos especificos de

particular interés en este trabajo.
= Parte II

- En el capitulo 3 se introduce el método utilizado para obtener la constante
de acoplamiento a partir de las funciones de Green a dos y tres puntos cal-
culadas en reticulo. Asimismo, se presentan resultados previos que motivan

el estudio de las correcciones en potencias del momento.

- En el capitulo 4 se presenta el desarrollo en producto de operadores como
marco en el que describir las correcciones en potencias del momento que
se encuentran en los resultados numeéricos. Se presentan las contribuciones
originales para el esquema MOM asimétrico, asi como los resultados del

esquema simétrico a efectos comparativos.

- Ll analisis anterior muestra la relacion de los efectos no perturbativos con
la existencia de un condensado gluénico, (A?), no nulo. En el capitulo 5
se analiza en detalle la renormalizacion de este condensado. Se presentan
algunos resultados fenomenoldgicos relacionados con el significado fisico de

este condensado.



s Parte II1

- En el capitulo 6 se realiza una amplia introduccién a la fisica de instantones.
En particular se propone un modelo de liquido de instantones para describir

el vacio de la teoria que serd utilizado en los capitulos siguientes.

- En el capitulo 7 se expone el método desarrollado para medir de forma
directa las propiedades de los instantones presentes en las configuraciones

obtenidas en reticulo por medio de un enfriamiento de la configuracion.

- En el capitulo 8 se analiza el comportamiento de las funciones de Green a
bajas energias, proponiéndose una descripcion en términos de un liquido de

instantones.
s Parte IV

- Por ultimo, en el capitulo 9, se presenta un resumen de resultados y las
principales conclusiones extraidas de este trabajo, asi como algunas lineas

de investigacion que podrian resultar de interés para continuarlo.

4k

En resumen, las aportaciones originales mas destacadas de este trabajo estan en
el capitulo 4 (desarrollo en producto de operadores para el esquema MOM asimétri-
co), capitulo 5 (renormalizacién del condensado gluénico a partir de la integral del
propagador), capitulo 6 (parametrizacion analitica del perfil instantonico), capitulo 7
(método de geométrico de localizacion y modelo de evolucion) y capitulo 8 (descripcion
de la constante de acoplamiento y las funciones de Green gludnicas en un liquido de

instantones).
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8 Capitulo 1. Cromodindmica cuéntica

1.1. Del modelo de quarks a la cromodinidmica cuan-

tica

Desde los anos cuarenta, con las medidas en camaras de niebla de particulas del
fondo césmico y, posteriormente, de aceleradores, se fueron acumulando datos acerca
de nuevas particulas. A los piones ! (7%(140), 7°(135)), kaones (K*(494), K°K°(498))
etc., se unieron hiperiones -bariones méas pesados que el protéon (p(938)) y el neutron
(n(940))- como A(1116), X+(1189), X°(1193), ©=(1197), =°(1315), £7(1321), etc., o
resonancias, como N(1520), cuyas propiedades evidenciaban la existencia de una es-

tructura interna formada por unos constituyentes mas fundamentales.

En 1968, experimentos de dispersion de electrones por nicleos realizados en SLAC
(acelerador lineal de Stanford, California) mostraron los primeros indicios claros de la
existencia de constituyentes cuasi-puntuales en el interior de los nucleones, a los que
se denomind «partones». Si bien al principio no fueron identificados como tales, dichos
entes habian sido propuestos anos antes por Gell-Mann y Zweig que, basandose en la
clasificacion de las particulas elementales conocidas hasta el momento, postularon que
los protones y el resto de hadrones conocidos estaban formados por constituyentes mas

fundamentales, a los que denominaron «quarkss.

1.1.1. Modelo de quarks

Entre las particulas descubiertas, se constaté que algunas de ellas tenfan tiempos
de vida media mayores de lo que predecia la interaccién fuerte, a pesar de que ninguna
de las leyes conocidas prohibia estos decaimientos. Gell-Mann y Nishijima atribuyeron
a estas particulas un nuevo nimero cuéntico, denominado extraieza (S), conservado

por la interaccién fuerte.

En términos de isoespin y extrafieza, las particulas conocidas se clasificaron en
singletes, octetes y decupletes (1, 8 y 10 particulas respectivamente), de una forma
andloga a la tabla periodica de Mendeleyev. Gell-Mann y Zweig explicaron esta es-
tructura postulando que los hadrones tienen una estructura interna, al estar formados
por unas particulas elementales, los quarks, que pueden presentarse en tres sabores:

up, down 'y strange, caracterizados por su isoespin (I3) y extrafieza, dados en la tabla

!Entre paréntesis se representan las masas, en MeV.
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1.1, y un namero bariénico B = 1/3. A éstos se afiadieron posteriormente los quarks

charm, bottom y top.

Los bariones, formados por tres quarks, corresponden en esta descripcion a las
representaciones irreducibles del grupo SU(3) contenidas en el producto directo 3®3®3.
Los mesones corresponden a los estados ligados de un quark y un antiquark, de modo
que las particulas se agruparfan en las representaciones irreducibles contenidas en 3®3.
El modelo de quarks, asi constituido, explico la estructura de las particulas elementales

conocidas hasta entonces, prediciendo ademas la existencia de otras.

u d s
Iy [1/2-1/2] 0
S 0 0 -1

Qe | 2/3|-1/3|-1/3

Tabla 1.1: Isoespin, extranieza y carga eléctrica de los quarks up, down y strange.

Resulta extrano, no obstante, que los elementos de la representacion fundamental
del grupo (quarks) y su conjugada (antiquarks) no se encuentren en la naturaleza
(todas las medidas en la busqueda de quarks libres desde 1977 han dado resultados
negativos [Hag02]). Este fendémeno es lo que mas tarde se denominé confinamiento y
plantea uno de los grandes retos de la fisica actual: derivar a partir de interacciones
fundamentales por qué los quarks libres no aparecen en la naturaleza.

Al tratarse de fermiones, la existencia de particulas como A** con J¥ = %Jr,
cuya interpretacién en términos del modelo de quarks indicaria que estd formada por
tres quarks up con niimeros cuanticos idénticos, revela la necesidad de introducir otro

nimero cuantico, al que se denominé color, para cumplir el principio de Pauli.

Esta nueva propiedad de los quarks, que nada tiene que ver con la nocién ordinaria
de color, juega un papel fundamental en nuestra comprension actual de la interaccion
fuerte, haciendo las veces de la carga eléctrica en electrodinamica. La interaccion fuerte
se describe en el marco del modelo estandar de las particulas elementales como una

teorfa lagrangiana basada en la simetria SU(3) de color.
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1.1.2. Electrodindmica cuantica

Antes del descubrimiento de toda esta variedad de particulas, primero Dirac y
posteriormente Schwinger, Feynman, Dyson, y Tomonaga desarrollaron las bases de la
teorfa cuantica de campos y, en particular, de la electrodinamica cuantica (QED) que
permiti6, por ejemplo, obtener predicciones para el momento magnético del electron
con 12 cifras significativas, un hito en la historia de la ciencia. El planteamiento de la
electrodinamica cuantica resulta muy simple si se expresa como la exigencia de que el
lagrangiano de Dirac,

‘CDira,c = w('m/”au - m)”»/) ) (11)
sea invariante bajo transformaciones U(1) o transformaciones gauge locales,
Y — exp(—igA(z))y (1.2)

lo que sugiere la introduccién de un nuevo campo A, o campo gauge, que se identifica
con los fotones. Esta interpretacion geométrica de la invariancia gauge fue en realidad
posterior; histéricamente, esta exigencia procede de las ecuaciones de Maxwell, en las
que un cambio de gauge en el potencial vector deja invariantes los campos electromag-
néticos y, en consecuencia, la fuerza de Lorentz.

La exigencia de invariancia bajo transformaciones de Lorentz, paridad y transfor-

2

maciones gauge locales del lagrangiano libre del campo gauge permite “ escribir el

lagrangiano completo de la QED:

A 1 )
ﬁQED = w(l’}/p‘DM — m)’lﬁ — ZFNVFM 5 (13)

donde se ha introducido la derivada covariante, D, = 0, +1igA,, y el tensor intensidad
de campo, F,, = 9,4, — 0,A,.

El éxito de esta teoria gauge, basada en la constatacién de la existencia de una
simetria U(1), fue la base para el desarrollo de otras teorias de campos, como la teoria
electrodébil, que unifica las interacciones electromagnéticas y débiles (Weinberg y Sa-
lam, 1967) asociada a una simetria SU(2), o la cromodinamica cuantica (QCD), que
describe las interacciones fuertes, y que se consolid6 en los afios 70 como teoria para
describir la interaccién fundamental entre los quarks; las particulas que median esta
interaccién, equivalentes a los fotones de la electrodindmica cuantica, son los gluones,

bosones vectoriales sin masa.

2La renormalizabilidad, sobre la que se tratars mas adelante (ver §1.3), también es necesaria para

escribir este lagrangiano.
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1.1.3. Cromodinadmica cuantica

De modo analogo a la QED, para la cromodinamica cuantica se puede escribir un

lagrangiano:

(2 1 a v
Loop = Y (" Dy —my)y — aFwta (1.4)
f
invariante bajo las transformaciones del grupo SU(3) de color. El tensor de intensidad
de campo y la derivada covariante vienen dados por:
Fy, = 0,A,-0,A, — gof“bCAZAf, )

. 0
D” = 8u+zgoAZ—2- (15)

donde gq es la constante de acoplamiento, f%¢ corresponden a las constantes de estruc-
tura completamente antisimétricas del grupo SU(3) y A*/2 son los ocho generadores de
la representacion fundamental de dicho grupo o matrices de Gell-Mann, que satisfacen
las relaciones de conmutacion [A,, Ap] = 2 fapA°. Este caracter no abeliano del grupo
es el responsable de las interacciones entre los bosones gauge, lo que diferencia a la

QCD de la electrodindmica.

La teoria depende de seis pardmetros dimensionales, las masas de los seis quarks,
més uno, generado dindmicamente, Aqcp, que rompe la invariancia de escala de la
teoria en el limite de masas de quarks nulas, fijando la escala de energias. Energias
altas son, por tanto, las que son mayores que Aqcp, y bajas las que son menores que

esta escala.

Actualmente, la cromodinamica cuéntica se acepta de un modo general como la
teoria que describe las interacciones fuertes, debido a su éxito en la prediccién de la
fenomenologia de energias altas, confirmado en multitud de experimentos. No obstante,
problemas tan fundamentales y aparentemente simples como obtener las masas de los

estados ligados de quarks, los hadrones, a partir de primeros principios siguen abiertos.

En la QCD, a diferencia de la electrodinamica, los bosones que median la interaccion
tienen carga, por lo que interaccionan entre si. Esta interaccion de los gluones provoca
un antiapantallamiento de la carga de color que complica el tratamiento de la teoria.
De este modo, una teoria con gluones no carece de interés, puesto que presenta ya
parte de la riqueza y de las complicaciones que surgen en la resolucion de una teoria
con quarks, en comparaciéon con una teoria en la que solo hubiese fotones que, al no

interactuar, seria trivial.
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1.2. Teorias cuanticas de campos: generalidades

1.2.1. Matriz S y desarrollos perturbativos

Los estados fisicos en una teorfa cuantica de campos vienen descritos por vectores en
el espacio de Hilbert de la teoria, sobre los que acttian los operadores. El procedimiento
habitual es construir el espacio de Hilbert para el hamiltoniano libre, Hy, y tratar el

hamiltoniano de interaccion, Hy = H — H,, perturbativamente.

A fin de describir procesos de dispersién entre un estado inicial, |i) = |®(—00)), y

uno final, |f), se define formalmente la matriz .S como:
|2(+00)) = 5|®(-00)) , (1.6)

describiendo asi la evolucion del estado |®(¢)). La amplitud de probabilidad de la

transicion |i) — |f) viene dada por:

Sip = (f1®(+00)) = (fIS]3) (1.7)

y, teniendo en cuenta la evolucién de un estado |®(¢)) en la representacion de interac-

0 I
i5;10(t) = Hi|2()) , (1.8)

donde HY es el hamiltoniano de interaccién en la representacion de interaccién, es

posible expresar la matriz S como una serie perturbativa dependiente del tiempo,

S:1+§:(L1—)f/oo dtl-‘-/oo dt. T (Hf(t1) - - Hi () , (1.9)

n=1 n! —00 -0

a partir de la cual se puede evaluar la amplitud de probabilidad, S;¢, a cualquier orden
en perturbaciones. El enfoque diagramético de Feynman permite construir cada orden
en teoria de perturbaciones identificando cada sumando del desarrollo de Schwinger
(1.9) con un diagrama y evaluandolos a partir de las reglas de Feynman de la teoria,

que se derivan del lagrangiano de interaccion.

En este marco, se supone que el espacio de Hilbert de la teoria es el mismo que el
del hamiltoniano libre (en el que se desarrolla la teoria de perturbaciones). En QED,
los autoestados del hamiltoniano libre se corresponden con los estados asintéticos del
hamiltoniano completo, de modo que las soluciones construidas a partir de los autoes-

tados del hamiltoniano libre (como se hace en el esquema de la matriz S) conducen a
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resultados de gran precision. En QCD, por el contrario, los autoestados del hamiltonia-
no libre (gluones y quarks) no se corresponden con los estados asintéticos (hadrones),
de modo que un desarrollo en los autoestados del hamiltoniano libre no resulta apro-
piado para describir la fenomenologia hadronica. De hecho, la aplicacion de la teoria
de perturbaciones en QCD no conduce a resultados correctos a energias bajas, donde
los grados de libertad de quarks y gluones no son accesibles. A energias altas, las pro-
piedades individuales de los quarks que forman los hadrones ain tienen influencia, y
los resultados perturbativos permiten describir satisfactoriamente la fenomenologia de

las colisiones hadrénicas a energias altas.

1.2.2. Funciones de Green

Cualquier amplitud de probabilidad S;; entre un estado [i) = .al(p:)|0) y uno
1f) =11, a;f- (p;)10), siendo a] (p;) los operadores de creacion de todos los tipos de par-

ticulas presentes en los estados inicial y final, puede calcularse como:
Sip = (ISl = (O [ a;(ps)S ] al@l0), (1.10)
j i

donde todos los términos se reducen al calculo de una funcion de Green, es decir, a la
evaluacion en el vacio de un producto de operadores. De hecho, cualquier observable en
una teoria cuantica de campos puede describirse en términos de funciones de Green, lo
que justifica el interés que suscitan estas magnitudes. El trabajo desarrollado en esta
memoria se limita a la evaluacién no perturbativa de dos funciones de Green, a dos y

tres puntos, suficientes para renormalizar por completo la teoria.

Alternativamente a la formulacion de la matriz S, es posible resolver la teoria en el
formalismo de las integrales de camino, donde el valor esperado de cualquier operador,

O(z), puede obtenerse a partir de:

©@) = 5 [ [[Ps@e0) . (111)
7 = / [[Pg(@)e*@ (1.12)

donde [], Dé(x) simboliza los valores de todos los campos de la teorfa en todas las

posiciones del espacio-tiempo y S(¢) = [ d*zL(¢) es la accion.

Todas las funciones de Green de la teoria pueden obtenerse introduciendo un térmi-

no de fuente por cada campo; en una teoria gauge pura, si denominamos J; al término
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de fuente que se acopla al campo gludnico, la funcién generatriz de las funciones de

Green gludnicas resultaria:

Z[J;] — H dAZ(CI?) e—ifd“x(EY‘M.%—JﬁAéf) , (113)

;14T

donde se ha incluido solo la parte gludnica del lagrangiano, Ly .. Cualquier funcion

de Green gluénica puede calcularse entonces como:

o In Z[J}]
0Jiit (21)0J5 (22) - - 0T ()

(A (20) AR (23) - - Asn (€)= (1.14)

J3=0

S1 bien en este trabajo no se hard uso de esta expresion formal de las funciones de
Green, resultara util méas adelante para presentar el método de fijacién de gauge de
Faddeev y Popov (ver §1.4.1).

1.3. Regularizaciéon y renormalizacion

En la resolucién de cualquier teoria de campos puntuales aparecen divergencias,
derivadas de la imposibilidad de dotar de sentido fisico a un producto de campos en
el mismo punto. Aunque se trata de un fenémeno general, independiente del método
utilizado para resolver la teoria de campos, a continuacién se expondrd la aparicién
de divergencias en el marco de la teoria de perturbaciones, donde en el desarrollo de
cualquier proceso, como ¢G — ¢q representado en la figura 1.1, aparecen diagramas

divergentes, cuya contribucién es necesario renormalizar.

El proceso en el que se eliminan estos infinitos, conocido como renormalizacion,
- requiere una regularizacion de los mismos a través de algin parametro en cuyo limite
fisico se recuperan las divergencias. Entre los procedimientos de regularizacion maés
extendidos estan el esquema de regularizacién dimensional, en el que los célculos se
realizan en una dimensién d = 4 — 2¢, donde € hace el papel de regulador, o la regu-
larizacion en reticulo, en la que el espacio-tiempo se discretiza en un reticulado cuyo

espaciado, a, hace de regulador al limitar los valores méas pequetios de la distancia.

Las cantidades calculadas en funcién del regulador, A = {¢*, a7%,---}, no son
directamente comparables con la experiencia. Los infinitos, expresados a través de

A, se incluyen en la relacién entre las cantidades desnudas (las que aparecen en el
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[l
+
+

(total) (0) (0)

Figura 1.1: Desarrollo diagramdtico de un proceso qG — qG en QCD. Se ha distinguido entre
los procesos a nivel de drbol (0) y las correcciones radiativas en orden o, (1). Entre éstas, las
hay puramente gludénicas (a) y con bucles de quark (b). Nétese que no se han considerado los

procesos electrodébiles.

lagrangiano sin renormalizar) y las cantidades renormalizadas (las que intervienen en

los procesos fisicos).

De este modo, por ejemplo, el campo gauge renormalizado se obtiene multiplicando

el campo desnudo por una constante de renormalizacién, Z3, definida por la relacion:
-1/2
(A% = Z3'7*(A%),, (1.15)

donde Z3 absorbe las divergencias del campo desnudo. Analogamente aparecen cons-

tantes que renormalizan el campo fermionico, la constante de acoplamiento, etc.

La forma en que se relacionan las cantidades desnudas y renormalizadas es ambigua
y cada forma posible de definir dicha relacion se conoce como “esquema de renorma-
lizaciéon”. Entre los esquemas més comunes estd el esquema de sustraccién minima o
MS (del inglés minimal substraction), ligado al uso de regularizaciéon dimensional, en
el que las constantes de renormalizacion eliminan sélo la parte divergente en el limite

¢ — 0 de la cantidad que renormalizan,

> 1
zZM 1= = (1.16)
en
n=1
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Otro de los esquemas mas extendidos es el denominado MS, que se diferencia del MS
por la inclusién de términos finitos en la definicién de las constantes de renormalizacién.
En este trabajo se expresaran los resultados en el esquema MS, a fin de facilitar la
comparacién con otros resultados en la literatura, aunque al renormalizar las cantidades
obtenidas numéricamente en la simulacion se utilizaran los esquemas de sustraccion de
momento, definidos mas adelante (ver §2.2), especialmente indicados para comparar

magnitudes obtenidas no perturbativamente.

Las teorias en las que el nimero de constantes de renormalizacion necesarias para
renormalizar todas las funciones de Green es finito se conocen como teorias renormali-
zables. Una condicion necesaria (si bien no suficiente) para la renormalizabilidad es que

la dimensién en masa de los términos que aparecen en el lagrangiano no sea superior a
4 [Wei95].

1.4. Fijacion del gauge

Las integrales de camino del tipo (1.11) para teorias gauge divergen, ademés de por

la necesidad de renormalizacion, debido a que la parte cinética de la accién gauge,

g

1 14
S -3 / d'z A% (gh0,0° — 8"9,) Ay, (1.17)

no es invertible a causa de la presencia de modos cero del operador g#*0,0” — 90" . Esto
se debe a que la accidon de los campos gauge asigna a éstos mas grados de libertad de
los que les corresponden 3, existiendo grados de libertad en los campos que no afectan

a la fisica (es lo que se conoce como ambigiiedad del gauge).

Una solucion posible a esta divergencia es fijar un gauge determinado, por ejemplo
el axial (A4(z) = 0), en el que la funcién generatriz de las funciones de Green gluénicas
(1.13) se escribira como:

Z{JE] _ e—ifd“z(Ey_M.—I-JgAfZ) H 5Ag(x) ’ (1.18)

a,z

H dA; (z)

AT

eliminando la divergencia. Este gauge proporciona un marco adecuado para la cuantiza-
cién canoénica; no obstante, obtener las reglas de Feynman a partir de (1.18) no resulta

conveniente, al no respetarse explicitamente las simetrias de rotaciéon y de Lorentz.

®La libertad adicional se incluye al expresar el lagrangiano como funcién de F,, y no de A,.



1.4. Fijacién del gauge 17

1.4.1. Procedimiento de Faddeev Popov

Una alternativa mas formal, en la que se respetan explicitamente las simetrias de
rotaciéon y de Lorentz, fue propuesta por Faddeev y Popov [Fad67| y De Witt [Wit67],

a través de una generalizacion de la integral funcional (1.13), (1.18),

H dA%(z)

a4, T

e Jd'=(Cxm+TEAL) B £ (A 2)]|Det [§[A]] ,  (1.19)

con fo(A,z) una condicion de fijacion de gauge, B [f,(A, z)] una funcional de f, (A, z),
y el operador de Faddeev-Popov,

falApy, %)
OA (y) A=0 ’

indicando la variacion de la funcional f,(A,z) ante una transformacion gauge infinite-

gax,ﬁy [A] = (120)

simal Ag(y).

Campos “fantasmas”

Con objeto de poder resolver la integral funcional de Z[J3] (1.19), resulta conve-
niente escribir todos los términos en la forma de integrales gaussianas. En primer lugar,

el término §u, py[A] puede expresarse como una integral:

Det({fax ﬂy / |:H dCa jl [H dca(m)} eifd4zd4yéa(x)cg(y)3az,gy , (121)

a,r
sobre dos nuevos campos, ¢ y ¢, cuya contribuciéon puede expresarse por medio de la
adici6n al lagrangiano de un término bilineal en §q4 . Estos campos, conocidos como
fantasmas (ghosts), son escalares de Lorentz y satisfacen la estadistica de Fermi. Su
contribucion se limita exclusivamente a participar en estados intermedios en cualquier
proceso; no pueden aparecer en estados iniciales o finales al tratarse de un mero artificio

para resolver las integrales.

Puesto que las integrales mas sencillas de calcular son las gaussianas, una forma
simple de incluir el efecto de B [f(A4, )] es

BIf(4,2)] = exp ( L )fa(w)> , (1.22)

2¢

con lo que es equivalente a ahadir un término

1
»CG.F = _z_é.fa(x)fa(x) (123)
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al lagrangiano. Escribiendo §as s, como un término en el lagrangiano, la integral de

camino para la funcién generatriz de las funciones de Green puede expresarse como:

Z[J,ﬂ = / [H déa(x)} [H dca(z)} e—ifd4x(£M0D+Jg(x)A{;(z)) ;

EMOD = ﬁY.M. fa(x)fa(x)+/d4yéa(x)cﬂ(y)%’az,ﬂy- (1'24)

I EZHE)

[, T

1
2%

Hasta este punto el formalismo es muy general, valido para todos los gauges de uso
habitual. En lo que sigue se particularizara para un tipo especial de gauges que seré de

interés en el desarrollo de este trabajo.

Gauges covariantes

La forma mas simple de construir un gauge que sea invariante ante transformaciones
de Lorentz viene dado por la eleccion f,(z) = 0,A4%(x), que se traduce en un término

de fijacion del gauge en el lagrangiano:

1 ,
Lox. = =50 45004 (1.25)

conocido como gauge covariante o gauge de Lorentz. Los gauges de Landau y de Feyn-
man son casos particulares de éste para & = 0y & = 1 respectivamente. Con esta
eleccion para f,(x), la influencia del término de Faddeev Popov para los fantasmas se

reduce a un término
CF.P, - 8Méaa,uca + fabcauéaAzcb (126)
en el lagrangiano, que en conjunto resulta:

1 _ _
Lyop = Lywm. — ‘2—53”1423“/12 + 0,c"0"c" + fabca”CaA;Cb . (1.27)

La dimensién en masa de los campos ¢* y € es 1, como puede deducirse a partir
del término cinético, lo que asegura que no existen términos de dimensién mayor que

4 en el lagrangiano, haciéndolo candidato a ser renormalizable 4.

4Su renormalizabilidad puede demostrarse haciendo uso de la simetria BRST de este lagrangiano,
que se expondra mas adelante (ver §5.2); la demostracion completa puede encontrarse en [Wei96|, por

ejemplo.
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1.5. Resultados perturbativos

1.5.1. Constante de acoplamiento

Al renormalizar la teoria aparecen una serie de constantes de renormalizacién que
relacionan los campos fisicos con los que aparecen en el lagrangiano. En el proceso
de renormalizacion, ademds, la constante de acoplamiento, as = ¢, adquiere una

dependencia con la escala de renormalizacion, a,(u). Dicha dependencia se expresa por

medio del siguiente desarrollo:

_Oap) B, B Py
= Sy = 5 & (27r)2a3 (47r)3a ce (1.28)

B(e)
conocido como funcién S de Callan-Symanzik.

Integrando (1.28) a un bucle (primer orden en el desarrollo) resulta:

Ot (1) = 5
(1 bucle) \ 1 @n< L )7

2 AQCD

(1.29)

que tiene un polo para p = Aqcp, denominado polo de Landau. De hecho, este polo esté
presente independientemente del orden al que se integre la funcién § y rompe la inva-

riancia de escala del lagrangiano sin quarks (la denominada transmutacion dimensional
de QCD Yang-Mills).

El parametro Aqep indica la escala de energias a la que aparecen los fenémenos
que no son descriptibles en un marco puramente perturbativo y, generalmente, su valor
se asocia a la escala de hadronizacion. Aqep depende del esquema de renormalizacion

utilizado, aunque por lo general esta en torno a 1GeV.

La existencia de singularidades de tipo espacial en la constante de acoplamiento
viola la causalidad de la teoria, lo que muestra que el polo de Landau es una con-
secuencia de la teoria de perturbaciones (de hecho no aparece cuando se calcula la
constante de acoplamiento no perturbativamente, como se vera méas adelante). Shirkov

y col. [SS97,Shi02] proponen regularizaciones de esta singularidad del tipo:

1 A
as(p) = — : (1.30)
5% 1H(AQCD) %(A?QCD — p?)

que son equivalentes a la original en el régimen perturbativo, pero eliminan la diver-
gencia. Esta forma ad hoc de eliminar la divergencia perturbativa supone la adicion de

correcciones del tipo 1/p?, equivalentes al efecto de una masa gluénica.
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La expresion (1.29) indica una caida logaritmica de la constante de acoplamiento
a energias altas que se conoce como libertad asintética; la interaccion fuerte se apaga
a energias muy altas. Esta dependencia logaritmica y, en particular, el exponente de
In(p/A) en «; ha sido verificado experimentalmente en numerosas ocasiones (ver figura
1.3b). La teoria de perturbaciones, por tanto, conduce a resultados satisfactorios en el
régimen de altas energias (donde la constante de acoplamiento es pequeiia) constatando

la validez de la QCD para describir las interacciones fuertes.

Al disminuir la energia, no obstante, la constante de acoplamiento crece, invalidan-
do cualquier intento de descripcién perturbativa de la fenomenologia en el rango de
energias bajas. De este modo, fenomenos fundamentales como el confinamiento de los
quarks en estados neutros de color (o hadronizacién) no son descriptibles en un marco

puramente perturbativo.

2 T

T T T T T T T T T T I T T T T T T T T

1,5+

0,5

1 1 l 1 | 1 1 | J. 1 I 1 l [ L | 1 ' 1 1 i 1

0 2 4 6 8 10
WAqcp

Figura 1.2: Representacion esquemdtica de la evolucion de ag integrada a un bucle en teoria

de perturbaciones.

El valor de la constante de acoplamiento fuerte puede deducirse a partir del analisis
de procesos a energias altas (dispersion inelastica de leptones, decaimientos T, etc.),

haciendo uso de las expresiones perturbativas, validas en dicho régimen (ver figura 1.3).
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Figura 1.3: (a) Valores de la constante de acoplamiento (evaluada a la masa del bosén Z°)
obtenidos a partir de diferentes métodos y promedio universal. (b) Medidas ezperimentales de

la evolucion de a5 con la energia. Figuras extraidas de [Hag02).

1.5.2. Series perturbativas

En QCD, cualquier magnitud puede expresarse perturbativamente como una serie
en la constante de acoplamiento renormalizada similar a (1.28). Para una magnitud

adimensional, R, el desarrollo perturbativo implica sumar series del tipo:

R(ag) = Y raafth. (1.31)

Las series de interés fenomenologico son de la forma r, ~ nla™n® y, por tanto,
divergentes. En el caso més favorable, se trata de series asintéticas, en las que la suma
tiende asintéticamente a un valor y, a partir de un cierto nimero de términos, se hace
inestable y comienza a divergir. Una herramienta adaptada al analisis de este tipo de

series es la transformada de Borel:

B[R|(t) = Zg—;t”*l, (1.32)

n

que permite recuperar la serie original (al menos formalmente) invirtiendo la transfor-

macion:

Ra;) = /0 ) dte™t/* B[R](t) . (1.33)



22 Capitulo 1. Cromodindmica cuéantica

Las divergencias de la serie original, R, aparecen en la transformada de Borel como
polos en el eje real. Los polos en el eje real positivo se conocen como renormalones
infrarrojos y aparecen en QCD para ¢, = 2wm/f,, con m natural, impidiendo la
suma de las series perturbativas. Estas singularidades estan ligadas a la existencia del
polo de Landau, puesto que en los calculos perturbativos es necesario integrar sobre
todas las escalas. Para evitar estas singularidades es necesario deformar el contorno de
integracion, lo que introduce una ambigiiedad en la integral, conocida como ambigiiedad

del renormaldn ®.

Es posible evaluar el nimero méaximo de términos hasta el que es razonable sumar las
serles perturbativas antes de que los resultados comiencen a divergir. Si consideramos
que las series divergen cuando dos términos consecutivos dan contribuciones del mismo
orden, y B diverge para t = t,,, podemos estimar que el cociente entre los coeficientes

sera

T'n+1 N?’L+1 ~ ’I”Lﬁ()

~o

Tn tm 2rm

(1.34)

Volviendo a la serie original para R, ésta comenzaréa a divergir para r,a” ~ r, Q"

con lo que el niimero maximo de términos que es posible sumar vendra dado por:

2
asﬂO .

De este modo, las series perturbativas presentan problemas desde los primeros 6rdenes

(1.35)

n =

y resulta comprometido, en cualquier caso, sumar méas de 5 o 10 términos.

Los instantones, sobre los que se tratara en profundidad en la parte III de la memo-
ria, también provocan la aparicion de polos en la transformada de Borel, si bien éstos
estan situados a valores mayores de t (¢ = 47,87, -+), por lo que su influencia sobre

la QCD perturbativa es despreciable.

1.6. Necesidad de una teoria no perturbativa

Ante el fracaso de la teoria de perturbaciones en la descripcién de la fenomenologia
de energias bajas de QCD, es necesario desarrollar métodos no perturbativos que per-
mitan extraer resultados a partir del lagrangiano de la QCD. Algunos de los métodos

mas extendidos son:

%Al deformar el contorno de integracion aparecen correcciones del tipo exp (—1/a) que, como se

veré en la parte II de esta memoria, estan relacionadas con la aparicién de correcciones en potencia.
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Reticulo: La tnica forma no perturbativa de resolver el lagrangiano QCD a par-
tir de primeros principios es realizar simulaciones en reticulo [MM94]. Resulta un
formalismo bésico desde el punto de vista cuantitativo para obtener prediccio-
nes de la QCD, y cualitativamente para, en combinacién con enfoques analiticos,
comprender la QCD a energias bajas. Las incertidumbres teéricas se tornan en

este caso en incertidumbres numéricas..

OPE + SVZ: El desarrollo en producto de operadores (OPE) [Wei96, Ynd99b|
es un método que permite mejorar la descripcion puramente perturbativa por
medio de una factorizacion [SVZ79] de la fisica a pequefias y grandes distancias,
anadiendo a la descripcion perturbativa la influencia del vacio de QCD a través de

sus condensados, calculados por medio de las reglas de suma debidas a Shifman,
Vainshtein y Zakharov [SVZ79).

Aproximaciones semiclasicas: Para describir la influencia de las propiedades
del vacio de QCD sobre la dindmica de la teoria, es posible realizar aproximaciones
basadas en las soluciones de las ecuaciones de movimiento para los campos del

lagrangiano clasico [SS98]|, como instantones, merones, monopolos, vortices, etc.

N¢ grande: El punto de partida es considerar que la estructura de la QCD es
practicamente independiente del namero de colores, por lo que las cantidades cal-
culadas en el limite No — oo serian aplicables directamente a la QCD (Ng = 3)
salvo correcciones O(1/N¢). Los resultados obtenidos en simulaciones en reticulo

apoyan este tipo de calculos.

SDE: Las ecuaciones de Schwinger-Dyson [Sch51, Dys49| proporcionan un sis-
tema integro-diferencial de ecuaciones exacto para las funciones de Green. Para

poder resolver los sistemas de ecuaciones resultantes es necesario truncarlos.

ERG: Las ecuaciones del grupo de renormalizaciéon proporcionan informacion
acerca de la fisica de energias bajas a partir de la evolucion de las cantidades calcu-
ladas a energias altas por medio de un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales

(ver por ejemplo [BBO1]).

En el capitulo siguiente se detallaran algunos aspectos de la evaluacién numérica
de las integrales de camino en reticulo, que constituird la herramienta de célculo no

perturbativa fundamental de este trabajo. En la parte II se hard uso del desarrollo
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en producto de operadores de las funciones de Green, por lo que se presentara dicho

método. Los métodos semiclésicos se discutiran en la parte III.
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Actualmente, el inico método capaz de dar valor predictivo a la QCD a energias

bajas partiendo tnicamente de primeros principios es el que se basa en la formulacion
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en reticulo de Wilson [Wil74, Cre83, MM94|, que propone una resoluciéon numeérica de

las integrales de camino.

El punto de partida es una formulacion de la teoria de campos en el formalismo de

integrales de camino,
(01 (@) Oulza)) = > / [[IPé(@)|e5@01 (1) -+ Onln) . (21)

Una evaluacion numérica de este tipo de integrales funcionales debe superar dos difi-
cultades esenciales: (i) requiere una integracion sobre un ntimero de grados de libertad
infinito [ [, P¢(x), que incluye los valores de todos los campos en cada uno de los pun-
tos del espacio-tiempo; y (ii) la modulacién introducida por el factor oscilante (%)
que dificulta la convergencia de las integrales numéricas. En este capitulo se presenta

una formulacion en reticulo de las teorias de campos que evita estas dificultades.

El estudio de la QCD en reticulo es un campo muy activo en la actualidad, cuyas
posibilidades crecen vertiginosamente con el desarrollo de nuevos ordenadores. Entre
sus éxitos mas notables cabe destacar la constatacion de la existencia de un término
lineal en el potencial estatico quark-antiquark, que permite confiar razonablemente en
que el confinamiento es una propiedad del lagrangiano de la QCD del que, hoy por
hoy, no se conoce ninguna forma analitica de resolverlo. De este modo, la QCD en un
reticulo es la unica forma de obtener predicciones a partir del lagrangiano de QCD a
escalas no perturbativas y se ha convertido en una herramienta basica para entender

la dindmica de los campos en QCD.

2.1. Teorias de campos en reticulo

2.1.1. Formulaciéon de Wilson

La solucion propuesta por Wilson [Wil74] consiste en resolver las teorias de campos

en un espacio-tiempo finito y euclideo,
A={z=(1,20,23,24) /] 0< 1z, <a(L,-1)}, (2.2)

de extension espacial Ly x Ly X L3 y temporal Ly, y mallado' a, en el que:

' A lo largo del trabajo se consideraran s6lo redes isGtropas, es decir, con igual espaciado en todas
las direcciones espacio-temporales, aunque una extensiéon de la discusién de esta seccion a redes ani-
s6tropas resulta trivial. El uso de reticulos anisétropos es comiin en el contexto de simulaciones de
QCD a temperatura finita [Kan98, Lom02, Lae03].
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» El niimero de variables de integracion es finito, proporcional al niimero de nodos
de la red (Ly x Ly x L3 X Ly), lo que permite plantear una evaluaciéon numérica.
Los reticulos utilizados en el desarrollo de este trabajo van desde 12* a 324, que
unido a los grados de libertad de color, en el caso gauge puro, implica resolver

integrales con del orden de 10® variables de integracién.

» Al trabajar en un espacio euclideo, la exponencial de exponente imaginario que
modula la integral en un espacio de Minkowsky se convierte en una exponencial
de exponente real negativo. En efecto, si realizamos una rotacion de la cuarta
componente en el espacio de Minkowsky, t¥, al plano complejo, t¥ — —i7F, la

accion resulta:
SM = /dsxdtML'M - SF :i/dsxdTEﬁE, (2.3)

y el exponente (2.1) resulta real negativo. La exponencial actiia, por tanto, como
la distribucion de probabilidad de un sistema termodinadmico (donde el papel de

la temperatura lo realiza el inverso de la constante de acoplamiento 2).

Por tanto, las teorias de campos en un reticulo euclideo presentan la ventaja, frente
a la teoria en el continuo, de que permiten calcular las integrales de camino de forma

numérica, empleando métodos de Montecarlo [CM82,PV90|. Por otra parte,

» La limitacién de las distancias al valor de la malla, a, o de forma equivalente de
los momentos, a~!, regulariza la teorfa, evitando la aparicién de infinitos, que

s6lo reapareceran en el limite fisico, a — 0.

» Al trabajar en el espacio euclideo, se suaviza el comportamiento de la teoria,
trasladandose los polos del propagador del espacio real al espacio complejo,

1 N 1
pP—m?  pP4m?’

(2.4)

Con las premisas anteriores, es posible una resoluciéon numeérica de las integrales
de camino de una teoria de campos en un espacio reticulado. No obstante, para poder
aplicar los resultados a la teoria original resulta necesario extenderlos a un volumen

infinito, continuo y con métrica minkowskiana.

2Siguiendo esta analogia, hablaremos de configuraciones de campos termalizadas en referencia a

las producidas con esta distribuciéon de probabilidad.
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2.1.2. El limite de volumen infinito

Al trabajar en un volumen finito es necesario adoptar una convencion para las
condiciones de contorno. La solucién méas extendida, que se utilizara en este trabajo,
es adoptar condiciones de contorno periodicas, que permiten recuperar la invariancia
por traslaciéon que se rompe al trabajar en un volumen finito. Algunos autores (el
grupo ALPHA [Som97|, por ejemplo) utilizan condiciones de contorno diferentes de
las periddicas, incorporando la finitud espacio-temporal en la definicién del esquema
de renormalizacion y, a partir del método de la funcional de Schrédinger, obtienen la

constante de acoplamiento de QCD.

En principio, la extrapolacion a volumen infinito requiere la realizacion de todas las
simulaciones a diferentes volimenes, manteniendo los demés parametros constantes, lo
que es enormemente costoso en tiempo de calculo. Por lo general, resulta satisfactorio
trabajar con simulaciones a volumen finito, una vez que el volumen utilizado es mayor

que las escalas fisicas relevantes 2.

Los efectos de volumen finito pueden estimarse por medio de tratamientos pertur-
bativos [MM94], si bien en este trabajo no se analizara en profundidad el problema.
Se considerara que los efectos de volumen finito no tienen una influencia fundamental

cuando los resultados para diferentes volimenes sean compatibles entre si.

2.1.3. El limite continuo

Una de las etapas més delicadas es el paso al limite continuo, a — 0, o limite fisico.
Previamente se requiere un proceso de renormalizacion, dado que en caso contrario
reaparecerian las divergencias. De nuevo, es necesario tener en cuenta que las mallas
utilizadas deben ser mas pequefias que las escalas hadronicas con las que se trabaja,
de forma que los errores de malla finita (la diferencia entre los resultados a malla finita
y malla nula, también conocidos como errores de discretizacién), no sean criticos a la

escala fisica de interés.

Un tipo de errores de discretizacion de especial relevancia es el que procede de

la ruptura de la simetria de Lorentz del espacio continuo al trabajar en un reticulo

3Por ejemplo, para una simulaciéon de mallado @ = 0.1 fm, una red de L = 32 tendria un volumen

de (3.2 fm)*, mayor que la escala tipica de hadronizacién, ~ 1 fm.
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hiperciibico. Més adelante (§3.2.1) se presentara un método para minimizar la influencia

de este tipo de errores sobre los resultados.

2.1.4. Rotacion de Wick

Los resultados de las integrales de camino realizadas de

forma numérica en el espacio euclideo deben extenderse al i

espacio de Minkowksy, el tnico que tiene sentido fisico. A

este proceso se denomina rotacién de Wick (ver figura 2.1), // t
y se basa en una extensién de las funciones de correlaciéon en //

el espacio euclideo a tiempos complejos, de los que un caso

particular corresbonde al espacio de Minkowsky.

Para que esta extensién sea posible es necesario que el
‘ _ . _ Figura 2.1: Esquema
lagrangiano de la teoria cumpla ciertos requisitos, contenidos , g
tlustrativo de la rotacion

en los axiomas de Wightman, Osterwalder y Schrader [OS75, de Wick.

GJ86]. Puesto que el propdsito de esta seccion es simplemente

introducir la metodologia de las simulaciones en reticulo, basta anadir que en el caso de
la. QCD dicha continuacién es posible dado que se satisface la condicion de positividad de
Osterwalder-Schrader, que asegura que las funciones de Green sean analiticas en el paso

del espacio de Minkowsky al euclideo (para una discusion méas detallada ver [MM94]).

2.2. Renormalizaciéon no perturbativa

A fin de poder comparar los resultados numéricos obtenidos por medio de regulari-
zacion en reticulo con los resultados perturbativos, por lo general obtenidos mediante
regularizacion dimensional, es necesario utilizar esquemas de renormalizacién indepen-
dientes de la regularizaciéon. A priori, para renormalizar cantidades obtenidas en reticulo
por medio de teoria de perturbaciones, seria necesario obtener los polos en a1, a™2,
etc., para a continuaciéon poder eliminarlos, basandose en algln esquema de renorma-
lizacion [LM93]. Aplicar teoria de perturbaciones en reticulo, entre otros problemas,
presenta la dificultad de su caracter asintético -no convergente- y la utilizacion de la

constante de acoplamiento desnuda, gg, cuyo valor se aleja mucho de la renormalizada.

En este trabajo se hard uso del esquema de renormalizacién intrinsecamente no

perturbativo propuesto por Martinelli y col. [MPS95]|, denominado esquema de sustrac-
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cion de momento (MOM). El punto de partida en este tipo de esquemas es identificar
las cantidades renormalizadas, cuando se evalian a la escala de renormalizacién, con
magnitudes conocidas. En concreto, la prescripcion MOM establece que la cantidad
renormalizada, evaluada a la escala de renormalizacién, sea igual que su valor desnudo,

cambiando las constantes de acoplamiento desnudas por las renormalizadas.

Aplicado a un operador cualquiera, O, el esquema MOM establece que el valor
renormalizado Opg ,(p) evaluado a la escala de renormalizacién, u, es igual al valor a

nivel de arbol, Oy, (p):

OR,M(p)|p2=u2 = 01.1.(p) l;n2=u2 ; (2.5)

lo que permite obtener la constante de renormalizaciéon Ze(u, €) que renormaliza al

operador desnudo, Ogy(u, €), con € el parametro de regularizacion, de la forma:

OR,u(p)|p2:u2 = Z('_)l(ﬂ’ 5)00(N7 €) = Ot-l-(p) |p2:u2 )
OO (,LL, 6)

Zo(p,e) = Oull) (2.6)

2.3. Campos gauge en reticulo

En los apartados anteriores se han presentado caracteristicas generales de las teorias
de campos en reticulo; a continuacién se particularizard para el caso de los campos
gludnicos, mientras que la problematica de los campos fermidnicos serd introducida

brevemente en la seccién siguiente.

El procedimiento estandar para introducir los campos gluénicos en reticulo es aso-

ciar las matrices SU(3),
Uy (z) = eia0 fo drAi(etran)’y (2.7)

a la linea que une dos puntos consecutivos de la red, z y = + afi. Esto se conoce por el
término inglés link, que traduciremos en esta memoria como eslabdn. Al mismo eslabdn,

orientado en sentido opuesto, le corresponde la matriz inversa: U_,(z + ajt) = U; ' (z).

La forma mas simple de construir una accién en reticulo que en el limite continuo
(a — 0) recupere la accion Yang-Mills es la que parte de la utilizaciéon del objeto inva-
riante gauge mas sencillo, la plaqueta. Esta se define como el producto de las matrices
U (2.7) en un cuadrado:

I (z) = U@)Us (2 + ap)Ul(z + a2)Ul(z) - (2.8)
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Desarrollando esta expresion en el limite a — 0 se puede demostrar que:

Sz —§Re (Tr(1 =Tl (z))] = Sym +0(a®) (2.9)

NN
siendo 8 = 6/gz.

Es posible construir acciones mejoradas (que reproduzcan, por ejemplo, la accion
Yang-Mills salvo términos O(a?), etc.) si se consideran objetos mas extendidos que la
plaqueta [MM94], aunque esto supone un aumento considerable del tiempo de calculo.
En este trabajo se hara uso de (2.9) para realizar simulaciones en el sector Yang-Mills

0 gauge puro; es lo que se conoce como accion de Wilson.

2.3.1. Calibracion de la malla

El tnico pardmetro de entrada de la simulacion es, por tanto, la constante de aco-
plamiento desnuda, gg, 0, de forma equivalente, el valor de §; el valor de la malla debe
ser determinado a posteriori. El procedimiento estandar para determinar el valor de
la malla es obtener una cantidad en reticulo, necesariamente adimensional, y compa-
rarla con el resultado experimental, extrayendo el valor de la malla. Pueden utilizarse
magnitudes fermionicas, como am, o afr, a las que se tiene acceso experimental, o
la tension de la cuerda, ay/o, que proporciona informacién acerca de la parte lineal
del potencial estatico quark-antiquark y a la que es posible tener acceso a partir de

simulaciones gauge puras.

Si denominamos W (R, T) al producto de las matrices U,(z) en un cuadrado de ex-

tension temporal Ty espacial R, se puede definir el potencial estatico quark-antiquark,
V(R), como:

lim W(R,T) = e TVI® (2.10)

T

donde, si hay confinamiento, en el limite R — oo se tiene que V(R) x oR. Esto se
conoce como ley de drea de Wilson, y permitié obtener de una forma no perturbativa

la primera indicacién de confinamiento en simulaciones gauge puras.

En este trabajo se hara uso de la calibracion absoluta llevada a cabo por Becirevic
y col. [BBG98], en la que se ajusta el valor de la malla a partir de la evaluacion de un

gran niamero de variables mesénicas con una acciéon en reticulo mejorada, y de las cali-

braciones relativas (ZEZ;;) basadas en la tension de la cuerda de Bali y Schilling [BS93].
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Existe una correspondencia biunivoca entre el valor de la constante de acoplamiento
desnuda, go (0 8 =6/g3), y el valor de la malla a, por lo que a lo largo del trabajo se
hard referencia a una u otra cantidad indistintamente para identificar el reticulo que

se utiliza.

2.3.2. (Gauge de Landau

Si bien las magnitudes fisicas son independientes de la eleccién del gauge otras,
como las funciones de Green, dependen del gauge, por lo que debemos elegir un criterio

para fijarlo.
En este trabajo se utilizara el gauge de Landau caracterizado por las condiciones:
AL (x) =0 /d%AZ(x)AZ(x) = min. , (2.11)
es decir, de entre todos los que satisfacen la condicién de Landau, 0" A} = 0, el que da
un valor minimo al condensado A2, conocido como gauge de Landau absoluto.
En reticulo, la condicion (2.11) se traduce en la condicion sobre la derivada discreta,
> (A%z) - As(z+ap)) =0, (2.12)
I

que puede expresarse a través de la minimizacion de la funcién
Fy(g) = —ReTrY > UP(x) (2.13)
T u

respecto a todas las posibles transformaciones gauge (dadas por el indice (g)). Fijar
el gauge se traduce, entonces, en transformar cada matriz U,(z) de modo que su con-
tribucion a Fy(g) sea minima. Cuando el proceso de minimizaciéon converja, se habra

llegado a la fijacién del gauge. No obstante, el proceso no tiene por qué ser univoco.

2.3.3. Copias de Gribov

El problema, constatado por Gribov [Gri78] para el gauge de Landau, no es exclusivo
del célculo en reticulo; aparece cuando hay soluciones multiples de la condicién de
fijacion del gauge. A cada una de estas soluciones se conoce como copia de Gribov. A

priori, la existencia de copias de Gribov podria invalidar el calculo no perturbativo,
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dado que al tratar de fijar el gauge para una configuracién de campos, el procedimiento

de fijacion del gauge podria conducir indistintamente a una solucién u otra.

Si denominamos {A} al conjunto de configuraciones que estan relacionadas entre
si por una transformacién gauge, una condicién de fijacién de gauge, F(A) = 0, no
tiene porqué tener solucién unica (figura 2.2a), o dicho de otro modo, una condicién

F(A) = 0 no tiene porqué ser suficiente para fijar completamente el gauge.

En este contexto, se define una regién modular fundamental (FMR, A) como un
subespacio del espacio gauge en el que la condicién de fijacion tiene solucion tnica (no
tiene copias de Gribov). El gauge de Landau, 9* A%, = 0 , no es una regién modular
fundamental [Gri78], sin embargo puede demostrarse que estd contenida en la region €2
determinada por un signo positivo del determinante de Faddeev-Popov, Det(Faz,g,y),

también conocida como region de Gribov.

(A

Boundary id.

Singular Boundary Point r

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Ejemplo en que la condicién de fijacidn de gauge tiene dos soluciones para
una drbita {A} determinada. (b) Representacion esquemdtica de la region de Gribov. Figura
extraida de [SBZ03/.

Algunos autores [MO90, DZ91, Baa92, Cuc98| argumentan que el hecho de aplicar

la condicion adicional de exigir que la funcion:
Figld) = [ a9, () A9 () (2.14)

sea un minimo absoluto respecto a los cambios de gauge, delimita una regiéon modular

fundamental dentro de la region de Gribov, 2 (ver figura 2.2b), lo que seria suficiente
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para eliminar el posible error sistematico debido a la presencia de copias de Gribov en

el gauge de Landau absoluto.

En los estudios en reticulo nada asegura que el método numeérico sea capaz de
encontrar el minimo absoluto de Figy)(A) [MPR91], por lo que suele hablarse de copias
de Gribov en reticulo, aunque su relacién con las copias de Gribov en el continuo no es
inmediata. En cualquier caso, en los estudios realizados sobre la influencia de las copias
de Gribov en reticulo sobre cantidades renormalizadas en esquemas de tipo MOM, los

resultados han sido negativos en todos los casos [Cuc97, Lan01, GPT02].

En este trabajo no se ha contabilizado la existencia de ninguna configuracion de
campos cuya contribucién a las funciones de Green la separe significativamente del
resto, por lo que en caso de existir, las copias de Gribov no parecen tener una influencia

importante sobre los resultados.

2.3.4. El teorema de Zwanziger

Zwanziger [Zwa91| restringiendo la integral de camino a la regién de Gribov, ,
demostré que el propagador gluonico obtenido en reticulo es menos divergente en el IR
profundo que p?>~?, con D la dimensién del espacio. De hecho, establece que en el limite

de volumen infinito, éste debe anularse, independientemente del valor de la malla:
lim G®(0)=0. (2.15)
V—oo

El resultado anterior por ahora ha sido dificil de contrastar con los resultados en reticu-
lo, exceptuando quizas el trabajo de Cuccieri y col. [CMT03] en SU(2) y 3 dimensiones
con volimenes muy grandes. En SU(3) y 4 dimensiones no se ha encontrado este limite
(en particular no se encuentra en las simulaciones realizadas en este trabajo), aunque
puede deberse a la dificultad de introducir volimenes grandes en estas condiciones

(SU(3) y 4 dimensiones requiere méas memoria de calculo).

La fijacion del gauge de Landau en reticulo permite obtener una cota para el pro-
pagador gludénico a impulso nulo: si consideramos una configuracién de campos gauge

que satisfaga la condicion de Landau, 0* A}, = 0, y realizamos la transformacion
a a [/} 1 a
Au@»-+,4u@g::AM@»-v;§:ngx), (2.16)

la contribucién a A? disminuye. Para este gauge, se tiene que

> A(z) =0, (2.17)

T



2.4. Fermiones en reticulo 35

con lo que Z’: (0) = 0 y necesariamente el propagador gluénico a impulso nulo es 0.

Este resultado es valido en el continuo y para volumen infinito. En un reticulo,
la transformacion (2.16) no es una transformaciéon gauge, pero puede realizarse una

transformacion similar que permite establecer una cota sobre el valor de >~ Al (),
1 s
- > A%z) < 2tan T (2.18)
T

El resultado de Zwanziger, que utiliza ademaés la condicién de positividad del operador
de Faddeev-Popov, es mas restrictivo, lo que le permite determinar que el propagador

se anula a impulso nulo.

2.4. Fermiones en reticulo

Este trabajo se centrara en el analisis de funciones de Green gluénicas en la aproxi-
macion quenched, es decir, sin que aparezcan quarks ni en los estados externos (s6lo se
calculan funciones de Green gludnicas) ni en los estados intermedios (en esta aproxi-
macioén se desprecian los bucles fermionicos). De forma equivalente podria decirse que
se trata de un estudio de gluodindmica o una teoria Yang-Mills pura. No obstante, por
completitud y para justificar el extendido uso de la aproximacion quenched, se intro-
ducird a continuacion la probleméatica de la introducciéon de quarks en la accion de la

simulacién en reticulo.

2.4.1. Accién fermidnica

Una discretizacion lo méas simple posible del lagrangiano de quarks darfa una con-

tribucion a la accién debida a los campos fermiénicos:

S, = {~§% Y @@ nUu@)e(@ + ai)] +m a(w)q@:)} : (2.19)

E7
con Uy,(z) la matriz SU(3) procedente de la parte gludnica, definida en (2.7), y i

el vector unitario en la direccion u. Esta accion, no obstante, presenta 16 fermiones

situados uno en cada vértice de la zona Brillouin.

Ante el problema de la aparicién de quarks suplementarios en los vértices del hi-
percubo, una posibilidad es considerarlos como sabores independientes (Staggered Fer-

mions [KS75]), si bien la alternativa de asociarles una masa que tiende a infinito en el
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limite fisico [Wil75] ha sido mucho méas extendida:

1= {51— > @) = %) Uu()a(e + ap)] + () (m + §>q<x)} . (220)
x +p

donde se ha introducido un término de masa en r que provoca que las soluciones espurias
sean infinitamente pesadas en el limite fisico (a — 0). De este modo, dichas soluciones
se hacen formalmente inexcitables, con lo que se desacoplan de la dinamica. Esta es
la accion de Wilson. No obstante, esta accién no nos permite introducir directamente

fermiones de masa nula, que seria de gran interés fenomenoldgico.

El problema es atn mas complejo, el teorema de “No-Go” de Nielsen y Ninomi-
ya |[NN8la, NN81b, NN81c], establece la imposibilidad introducir fermiones de masa
nula en el reticulo. En concreto, asegura que cualquier teoria descrita por un lagran-

giano

L =¢(z)D(z,y)e(y) , (2.21)

no puede satisfacer simultaneamente las condiciones:

(i) Campos locales, ¢(z);
(ii) El propagador recupera la forma correcta en el limite fisico, D(p) iYupu+0(a);
(iti) D~'(p) tiene un solo polo (en p = 0);

(iv) {D,7s} = 0;

Usualmente se sacrifica el Gltimo punto, utilizindose campos fermionicos que no
son invariantes frente a transformaciones quirales continuas, 1) — €*(*)%54), Esto impo-
sibilita la introduccion de fermiones sin masa (neutrinos, etc.), dificultando el trabajo

de QCD en el limite de masas m,,, mg nulas.

Recientemente han surgido alternativas a la accion de Wilson (2.20) con un mejor
comportamiento quiral: Quverlap [Neu98b, Neu98c| y Domain Wall [Kap92], en las que
{D, 75} se anula en el limite continuo. M4s all4 de los detalles de ambas formulaciones,
se trata de dos versiones de la misma idea [Neu98a,ZJ01, Bor04], la introduccion de

campos fermidnicos que satisfacen la relaciéon de Ginsparg Wilson,

D™+ D7 s = F(pH)s (2.22)
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con f(p®) una funcién local cualquiera que en el limite fisico tienda a 0 (basta, por

tanto, con considerar f(p®) = a).

Estas formulaciones presentan el inconveniente de que suponen un tiempo de calculo
dos ordenes de magnitud superior al del lagrangiano fermi6nico de Wilson [Jan02],

aunque en los ultimos anos han proporcionado numerosos éxitos.

2.4.2. Variables de Grassmann

La dificultad fundamental para la introduccién de campos fermiénicos en el reticulo
es que anticonmutan entre si. Hasta ahora no se ha encontrado la forma de realizar una
simulacién con variables de Grassmann directamente, es decir, con variables numéricas
que anticonmuten. Por tanto, la integracién numérica de las variables fermiénicas en
las integrales de camino debe obligatoriamente pasar por una integracién gaussiana de

los grados de libertad fermiénicos. En un espacio euclideo y con una accién:

Sq = Y b()QWUY(x) , (2.23)
se tiene que:
[ g e = pesfaiun (224)

y para el propagador fermioénico,

/ [dfdy] e 5P (z)i(y) = Det [Q] Q5 (2.25)

De un modo analogo, cualquier funcién de Green fermionica puede expresarse en fun-
cion de Q71 y Det [Q)].

En el caso concreto de la funcion generatriz de las funciones de Green gluodnicas

(1.13), contando los grados de libertad fermionicos:

217 = /

se puede separar la contribucién fermiénica,

[T d4s()

a,H,T

[Hdm)dwu(x)} miSvanSi[ 4L (3.96)
7%

Z[JY = ] d4%(z) | Det [Q[AL])] e7*¥~ atogat (2.27)

QT
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que solo contribuye a través del factor Det[Q)]. Integrar contando los grados de liber-
tad fermiénicos requiere entonces una evaluacién del determinante fermiénico en cada

iteracion del método de Montecarlo.

La aproximacion quenched [HP81 MPR&1|, que se utilizard en este trabajo, consiste
en considerar Det[Q)] = cte., independiente del campo gauge *. Esta aproximacion
permite realizar la integraciéon Montecarlo pesando las configuraciones s6lo con la parte

gludnica de la accién, con la consiguiente disminucién del tiempo de calculo.

La aproximacion equivale a despreciar las contribuciones de los bucles de quark,
debido a que los grados de libertad de quark han sido suprimidos de la accién con
la que se producen las configuraciones. Esta hipétesis se ve apoyada por resultados
fenomenolodgicos, asi como por las estimaciones procedentes del calculo en reticulo, que
para las masas de hadrones permite estimar la contribucién de los bucles de quark en
torno al 10 %.

“El resultado es independiente del valor de dicha constante, dado que al calcular OLnZ [J]/0J el

valor de la constante desaparece.
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Analisis de las funciones de Green
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La evaluacion en reticulo de oy a partir del vértice a tres gluones fue propuesta por

Parrinello y col. [Par94], y explorada a continuacién por Allés y col. [AHP97] y Boucaud
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y col. IBLM98a, BLM98b], etc. Se basa en la implementaciéon de métodos de renorma-
lizacion no perturbativa para extraer la constante de acoplamiento renormalizada a
partir de la evaluacién en reticulo de funciones de Green gludnicas. Posteriormente,
han sido implementados métodos de renormalizacién similares para los vértices quark-
gluén [SK02] y gluén-fantasma [SAHI7], con definiciones alternativas de los esquemas

de renormalizacion.

En este marco, se presentara a continuacion el calculo de las funciones de Green que
serdan objeto de analisis en este trabajo. En primer lugar se introduce el método en el
continuo, para particularizar mas adelante en su realizacion en reticulo. Por tltimo, se
presentaran los resultados previos, basados en la teoria de perturbaciones, que motivan

el analisis de los capitulos siguientes.

3.1. El método de las funciones de Green

Las funciones de Green gluonicas a n puntos en el espacio de momentos vienen

dadas por:

a1as-+an

G upe, o) = (77 (A o) ABE) - A p))) 8D

donde T™ es el producto cronolégico de Wick de los operadores en el espacio de mo-

mentos !, (---) representa el valor esperado en el vacio y ZZ (p) es la transformada de

Fourier de A¢ (x):
;[a 1 4 ipmAa 3.9
() = = [ daem Al 52)

En esta seccion se expone el método que permite obtener la constante de acopla-
miento renormalizada en los esquemas de sustraccion de momento (MOM) a partir de
la evaluacién de las funciones de Green gluénicas. La aplicacion del método al caso
de la obtencion no perturbativa de las funciones de Green a partir de simulaciones en

reticulo se presentaré en la secciéon siguiente.

1En el espacio de Minkowsky, el producto temporal est4 relacionado con el orden en el que aparecen
los polos. En coordenadas euclideas, el producto temporal no tiene ningun efecto, a pesar de lo cual
se mantiene en lo que sigue, por coherencia con los trabajos anteriores [BLM98a, BLM98b, BBL99,
BBL00,BBR00,BYL00].
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3.1.1. Estructura tensorial

Antes de renormalizar es necesario identificar la forma tensorial que tienen las
funciones de Green, sobre cuya parte escalar se aplicaran las condiciones de renorma-
lizacion.

En el gauge de Landau, la estructura tensorial de las funciones de Green viene
determinada por la condicién de fijacion del gauge (2.11), que en el espacio de momentos
equivale a p“;lvz (p) = 0. Todas las funciones de Green gluénicas deben ser ortogonales

a cualquiera de los momentos entrantes.

En el caso del propagador gludnico, esta exigencia fija por completo la estructura

tensorial del propagador, que s6lo puede tener componentes en el tensor g, — & Zf". El

propagador puede expresarse por tanto como:
~a, Y — ab p pl/
(Ae(p)A(-p)) = G (b, —p) = GO F)S” (g,w - p—) . (3.3)

La relacion anterior define el factor de forma escalar, G (p?), que puede extraerse
mediante la proyeccion:

5abgw}

=g

(T X(-p)) - (3.4

En cuanto a la funcion de Green a tres puntos, o vértice a tres gluones,

3)abc

G (01, 92, p5) = (A2 (p1) A p2) A5(ps) ) (3.5)

su forma tensorial depende no sélo de la eleccion del gauge, sino de la cinemaética;
en este trabajo se hara uso del vértice a tres gluones en dos cinemadticas diferentes,

representadas en las figuras 3.1(a) y (b), correspondientes respectivamente a:

s=1ut; (3.6)

W, p3=0. (3.7)

Vértice simétrico : p

Dy =D

i

[ SIS N ]
Il

i

R D DN

W N

Vértice asimétrico : pi=p
En el caso simétrico (3.6), hay dos tensores linealmente independientes que son
ortogonales a los momentos entrantes (son los que persisten, por tanto en el gauge de

Landau): el tensor que proporciona la forma tensorial del vértice a nivel de arbol,

o ! p ’p '3
TMIIL2/L3 = [5“1#2 (pl — p2)ﬂ3 -+ perm. CiCl.] H (6Hiﬂl¢ - “;;21“ ) 3 (38)
i=1,3 ¢
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D3 0
b1 Y %) 41 P2
(a) (b)

Figura 3.1: Vértices a tres gluones con cinemdtica (a) simétrica y (b) asimétrica que se

utilizardn en trabajo para definir no perturbativamente la constante de acoplamiento.

y la combinacion (py — pa2)u, (P2 — P3)u (P3 = P1) 4, - De este modo, la funcion de Green

puede expresarse como:

abe abe
G® L (01,p2,p5) = |G (02, p2, p2) Tyup (D1, P2, P3)
P1— P2)p(P2 — P3)u(ps — D1)v
e 59

de donde es posible extraer el factor de forma escalar * G©®)(p?, p2, p?) mediante la

proyeccion siguiente:

1 abc v
_ p — K — v
L (1= p2)"(py 2/;3) (Ps — p1) ] Fare (3.10)

En el caso asimétrico (3.7), por contra, s6lo un tensor sobrevive en el gauge de
Landau, siendo por tanto idéntico al tensor a nivel de arbol; el factor de forma escalar

se extrae en este otro caso por medio de la proyeccion:

1
1442

abe ., PEpY
G(g)(:u27 MZ, 0) = fach(S)uup(p7 D, 0) (gli - ) pp . (311)

p2

En ninguno de los dos casos considerados puede haber contribucién en el tensor

completamente simétrico, d*¢, debido a la simetria de Bose de los gluones, que hace

?En principio, tan sélo la parte que tiene la misma estructura tensorial que el vértice a nivel de
arbol resulta de interés, debido al esquema de renormalizacién utilizado, como se vers en la seccion

siguiente.
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que las funciones de Green sean invariantes frente al intercambio de colores, momentos

e indices de Lorentz, fijando la estructura de color a través del tensor completamente

antisimétrico, fobe,

3.1.2. Renormalizacion MOM del propagador gludnico

Frente a los esquemas de renormalizacion de tipo MS, definidos en el apartado 1.3,
cuyo uso esta ligado a la teoria de perturbaciones y, mas concretamente, para el caso
particular de regularizacién dimensional (que resultan de escasa utilidad en los célculos
no perturbativos), se puede definir un esquema de renormalizacion de sustraccion de
momento o MOM (ver §2.2), que presenta la ventaja de que resulta sencillo relacionar
dos cantidades obtenidas a través de métodos de regularizacion diferentes. Este mé-
todo esta especialmente indicado, por tanto, para comparar cantidades obtenidas no
perturbativamente a través de simulaciones en reticulo con cantidades basadas en el

calculo perturbativo, usualmente obtenidas a través de regularizacién dimensional.

La prescripcion MOM para la renormalizacion del propagador gluénico establece
que el propagador renormalizado, cuando se evalta a la escala de renormalizacién, u,
toma la misma forma que a nivel de arbol, es decir,

@2 2 _ 1
Gr'(p°, 1) o TR (3.12)
La renormalizacion del propagador viene dada por la constante de renormalizacion del

campo gludnico, Z3 (ver §1.3), de modo que el propagador renormalizado se expresa

como:
@2 2y — | 1 @2 A
GR (p 7:“’) Ah—l;rolo Z3(/_L2,A)GO (p ’ )
1 (2)(,2
= = O(1/A 3.13
Zg(u2,A)G0 (%, A) + O(1/A), (3.13)

donde GE)Q) (p*, A) es el propagador desnudo (sin renormalizar) y A el pardametro de

regularizacion 3. Para el esquema MOM, por tanto,
ZYM(uP A) = pPGP (P A) + O(L/A). (3.14)

En un esquema de renormalizacién cualquiera (ER) es posible escribir:

2,4(2) (. 2 MOM (,,2
(2) Y p G (p aA) — Z (p 7A)
P*Gur(p®, i) = lim Zf(’)*(/ﬂ,/\) = JrEeny T OWN,  (319)

1 1

3Equivale al mallado, a™!, en regularizacion en reticulo o a e~! en regularizacién dimensional
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que implica que, salvo términos subdominantes en A, la dependencia con el parametro
de regularizacion es independiente del esquema de renormalizacion utilizado (el término
de la izquierda no depende de A). Por tanto, es posible escribir |Gru84, BBLOO]:

Zi(i?N) = ZEG2)ZIA) +O(1/A), (3.16)

donde Z#(1*) depende del esquema de renormalizacion y no del método de regulariza-

cion, cuya influencia esta contenida en el factor Z2(A).

Utilizando las expresiones (3.13) y (3.15) es posible establecer una relaciéon entre

los propagadores en dos esquemas de renormalizaciéon cualesquiera, por ejemplo, entre

MOM y MS:

1 dIn 1 2GSP (u2, A) I dln ZMOM(12 A)
im

linr

A—o0 dln /J,2 T A-oo dlIn /ﬂ
S 2,2 2
dIn Z3"5(p?, A) dln Gy, 1)
= 1i ’ { . 3.17
/\11—I>Ic>lo dIn p? + Ah—>nolo dln p? (3.17)

La evolucion del propagador con el momento suele expresarse a través de la deno-

minada dimensién andémala,

R(a)_aanﬁ(u)*_ﬁ W o, W

T 9lmp? | ano (47r)2a (4#)3a—""

(3.18)

cuyos coeficientes pueden ser evaluados perturbativamente. La expresion (3.17) permite
entonces relacionar los coeficientes de la dimensién anémala para los esquemas MS y
MOM a partir de cantidades conocidas [DOT98, CS00, CR00]:

PO a) = 75(0) + Jim (& (1l G0, 7+ OW/N)]) Bla ) - (319

A—oo «

La dificultad de este calculo estriba en la necesidad de mantener los términos finitos
y subdominantes en el parametro de regularizacion, que sélo podran despreciarse tras

derivar y tomar el limite.

Calculo de «; a partir del propagador

En principio, la condicién de renormalizacion del propagador gludnico en los esque-
mas MOM, dada por (3.12), es independiente de la prescripcién para renormalizar el
vértice. No obstante, en la expresion (3.19) se observa como los coeficientes del desarro-
llo en a; de la dimensiéon anémala dependen del esquema elegido para la renormalizacion

de la constante de acoplamiento a traveés de la funcion 5(a).
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De hecho, para obtener Z3(u) sera necesario resolver el sistema de ecuaciones dife-
renciales acopladas (1.28) y (3.18),

aa(ﬂ) _ Bo 2 B 3 B 4 )
Olnp or (27r)2a (47r)3a Y
O1n Z3(p) Yo M2 Mo
= —lao-— - -... 20
O1ln p2 " (47r)2a (47r)3a ’ (3:20)

hasta un cierto orden en «;. Esto permite, si se tiene acceso a valores no perturbativos
del propagador gluénico, obtener en un ajuste el valor de la constante de acoplamiento a
la escala de renormalizacion, as(ug), v Z3(i), 0 de forma equivalente el valor de Aqcp,

el parametro que gobierna la evolucion perturbativa de la constante de acoplamiento.

Este método fue utilizado [BBL99, BBLO0] para obtener el valor del parametro
Asps a partir de la evaluacion no perturbativa (en reticulo) del propagador gluénico.
Desarrollando las expresiones perturbativas hasta tercer orden, y ajustando el com-
portamiento del propagador a energias intermedias, obtienen Agg = 353 £2 2 MeV.
En este trabajo se extraerd Agg de un ajuste combinado del propagador gluénico y la

constante de acoplamiento fuerte calculados no perturbativamente.

3.1.3. Constante de acoplamiento renormalizada

En una teoria Yang-Mills es suficiente el conocimiento de dos constantes de renor-
malizacion para renormalizar por completo la teorfa (ver por ejemplo [DGH92]). Es
necesario, por tanto, anadir a la renormalizacion del propagador una prescripcion para
la renormalizacion de un vértice. De este modo, la eleccion del vértice a tres o cuatro
gluones determina, en principio, diferentes esquemas de renormalizacion, y lo mismo
ocurre con la cinematica del vértice. Aplicar la prescripcion MOM al vértice a tres
gluones en una cinematica completamente simétrica (3.6) o asimétrica (3.7) determina

dos esquemas de renormalizacién diferentes.

En este trabajo se utilizaran las dos cinematicas dadas (ver figura 3.1) para definir
la constante renormalizada debido, por una parte, a que son las dos cineméticas méas
simples, lo que permite obtener resultados no perturbativos en dos esquemas de renor-
malizacion diferentes, y por otra a que para dichos esquemas se conocen los resultados
de la teoria de perturbaciones [CS00, CR00, BBLO0O.

Para el vértice simétrico a tres gluones, la prescripcion MOM establece que:

(2)

3
3
G518, = oo ) | G0, | 3.21)

504
S0
S
Uﬁ
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igualando el valor de la funcion de Green renormalizada, cuando se evalia a la escala
de renormalizacion, p, con su valor a nivel de arbol y cambiando la constante de

acoplamiento y el propagador gluénico desnudos por sus valores renormalizados.

Por otra parte, la renormalizacion de la funcién de Green a tres puntos viene dada

por:

-3/2

Ghion(P* 1%) = lim (232, 0)) ™" G (0%, A) (3:22)

donde se ha escrito explicitamente la dependencia de la funcién de Green desnuda

con el parametro de regularizaciéon, A. En conjunto, las expresiones (3.21) y (3.22)

proporcionan una definicién de la constante de acoplamiento dada por:

) G(3) 2 A Z3/2 2 A
guiom(u?) = lim ok 2) : (”3 ) (3.23)
(Gé)(zﬂ,/\))

que permite obtener numéricamente la constante de acoplamiento a partir de la eva-

luacion de las funciones de Green a dos y tres puntos.

Diagramaticamente, la definiciéon de la constante de acoplamiento dada por (3.21)
equivale a decir que la constante de acoplamiento corresponde a la funcién de Green
a tres gluones a la que se han amputado los tres gluones externos. En lo que sigue se
denominarad amputacion en un sentido perturbativo a la eliminacion los propagadores
salientes de un diagrama (ver figura 3.2a), de modo que la constante de acoplamiento
depende exclusivamente de los diagramas que renormalizan el vértice * (ver figura 3.2b).
No perturbativamente se entiende la amputacidn como una divisién por el propagador

no perturbativo.

El esquema anterior se suele denominar en la literatura simplemente MOM, mientras

que el que procede de la aplicaciéon de la prescripcion de sustraccion de momento al

e —

vértice asimétrico (ver figura 3.1b), se suele denominar MOM. De forma similar al caso

TN

anterior se puede llegar a la expresion para. el esquema MOM:
G (12, 0) 23 (12, A)

2 3
G k2, 0)) GP(0,4)

= lim ( (3.24)

donde, en este caso, la funciéon de Green a tres puntos corresponde a la cinemética

asimétrica.

*Al amputar se eliminan los propagadores entrantes con todos los bucles que sea posible, de modo
que la renormalizacion del vértice s6lo absorba aquellas contribuciones que no puedan ser comprendidas

como una renormalizacién del propagador.
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Figura 3.2: (a) Representacidn esquemdtica de la amputacidn de los propagadores externos y
(b) definicion de la constante de renormalizacidn; los circulos grises representan los propaga-

dores y el vértice renormalizado.

De este modo, a partir de la evaluacién en reticulo de las funciones de Green gludni-
cas, es posible obtener no perturbativamente la constante de acoplamiento renormaliza-
da, estando en disposicién de compararla con el resultado de la teoria de perturbaciones.
Asimismo, se podré evaluar en qué régimen de energias la teoria de perturbaciones es

suficiente para describir la evolucién de .

3.2. Implementaciéon en reticulo

A partir de las variables definidas en reticulo, U,(z), es necesario recuperar los
campos gauge, Af.(z), para poder calcular las funciones de Green gluodnicas. A partir
de la relacién entre ambos, dada por (2.7), hay muchas formas posibles de recuperar el

campo, con distinto nivel de precisién. En este trabajo se utilizara la siguiente [AHP97]:
‘ c 1
iagoAc A (r) = Uu(x) — U::(:v) — gTr (Uulx) — UL(X)) , (3.25)

donde a es el tamano de lamallay gy = \/6/_5 es la constante de acoplamiento desnuda.
Una vez obtenido campo gauge a partir de la integracion numeérica de las integrales de
camino, la aplicacion de la prescripcion MOM para la renormalizacion de las funciones
de Green es simple, con la salvedad de los efectos que se derivan de las especificidades
del reticulo, sobre las que se profundizara a continuacién. Estas determinaran el rango

de energias en el que se puede obtener informacién fisica.

Cualitativamente, los valores posibles de la energia estan limitados en el UV por

el inverso de la malla (el inverso de la minima distancia que es posible describir en
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el reticulo) y en el IR por el inverso de la extensién total del reticulo, (La)™!. Sin
embargo, un analisis detallado de los errores de discretizacion revela que en realidad el

rango de momentos valido es mas reducido.

Por otra parte, las simetrias de la funcion de Green que es objeto del calculo reducen
el nimero de valores del momento para los que es posible encontrar una combinacién

adecuada en reticulo, como se vera a continuacién.

3.2.1. Errores hipercubicos

La ventana de energias en la que se evalian las funciones de Green est4 intimamente
ligada a los errores de discretizaciéon o de malla finita que afectan a nuestros resultados,
dado que es necesario descartar aquellos valores del momento para los que los errores de
discretizacion son determinantes. En principio, los momentos permitidos en un reticulo

de extension L vendrian dados por:

2mn
Py = La#; n,=1,---,LEN, (3.26)
lo que limitaria la ventana de momentos a (i—’;, 277’), esto es, a la primera zona de

Brillouin.

La regularizacién en reticulo tiene un efecto de importancia fundamental sobre la
ventana de energias que podra dar informacién fisica; el propagador libre de un campo

escalar de masa m, por ejemplo, calculado en reticulo resulta °:

~ 1
G(pja) = ———, 3.27
(p;a) e (3.27)
con p, = 2sin (“%). Algo similar ocurre con el resto de funciones de Green, que

en general dependen de p pero no de p. Este resultado no tendria més importancia
si no fuese porque en un reticulo hipercibico, a diferencia del continuo, no siempre
existe una correspondencia biunivoca entre p y p. La consecuencia fundamental es lo
que comunmente se denominan errores hipercibicos, que resultan de la ruptura de la

simetria de Lorentz.

®Dependiendo de la definicién, simétrica o no, de las diferencias finitas en reticulo, se obtendra el
propagador como funcién de p, o de p, = %sin(apu). En lo que sigue nos referiremos sélo a p por

simplicidad.
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Ruptura de la simetria de Lorentz

Este tipo de errores de discretizacion procede del hecho de que mientras que en
el espacio-tiempo continuo los puntos (2,0,0,0) y (1,1,1,1) son indistinguibles (uno
puede convertirse en el otro por medio de una rotacion), en reticulo no es posible realizar
una rotacion de la red que lleve uno al otro. Mateméaticamente, puede resumirse como
la ruptura de la simetria de Lorentz SO(4) del continuo, que en la red se reduce a una

simetria hiperctbica Hy.

Las dos definiciones del momento, p y p, son equivalentes en el limite del continuo,
por lo que las diferencias procedentes de utilizar uno u otro pueden clasificarse como
errores de malla finita. De hecho, si definimos pl?! = Zu(pup“)r, para r natural, p?

puede expresarse como:

1
2 Yoo, 3.28

=

donde todos los términos incluidos en los puntos suspensivos pueden expresarse como

funcion de pl®, pl8l etc.

De este modo, dos momentos (py, pa, p3, pa) ¥ (P}, P, Py, Py) que satisfagan p® = p?,

no contribuyen de forma idéntica a las funciones de Green si pl¥ # p/l¥l es decir:

F(p’) = F(p®) pero  F(p°) # F(7?), (3.29)

debido a la presencia de términos en p!, etc.

La primera limitacion que introduce este tipo de errores es que los momentos con-

siderados se limiten a valores de p? dados por:

2 4r® 2 2 u 2
p° = n®; n® =n,n* < (L/4)°, (3.30)

dado que para n, > L/4, cambia el signo de p, respecto al de p, y, en consecuencia,

realizar cualquier tipo de desarrollo de p, en torno a p, carece de sentido.

Atn restringiéndonos a la region n? < (L/4)?, existen efectos notables en el célculo
de cualquier funcion de Green en reticulo procedentes de las diferencias entre p y p.
En la figura 3.3a se muestran estos efectos como una estructura ramificada en la que,
por cada valor de p?, la funcién de Green toma diferentes valores, uno por cada valor

de pt4.
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Método de extrapolaciéon a pl¥ = 0

Ante este inconveniente, una posibilidad bastante extendida en la literatura es el de-
nominado método democratico; Leinweber y col. [LSW98] basandose en la apreciacion
de que cuanto mejor repartido estd el cuadrimomento entre las cuatro componentes,
menores son Jos errores de este tipo que aparecen, proponen tomar sélo los valores del
cuadrimomento proximos a la diagonal, (1,1,1,1). De esta forma se reducen conside-
rablemente los errores hipercubicos reduciendo, no obstante, el nimero de momentos

disponibles.
El método que se utilizara en este trabajo [BBL99, BBL00, BSD03b| se basa en
extrapolar los resultados para diferentes valores de pl*! al limite p! — 0,

a?pl4
Q% p™) = Q% 0) + o ol (3.31)

donde c; se ajusta numéricamente a partir de los resultados en reticulo si hay un nimero
4 (6
1 plél

etc.). En caso de que esto no sea suficiente, como ocurre para el caso del propagador de

suficiente de 6rbitas (conjunto de momentos caracterizados por iguales p&, pl

quark, donde los errores hipercibicos son mucho méas importantes, pueden considerarse
los errores en a?,

2, (4 4iplfl
Q(pQ,an[4],a4p[6]) = Q(p?,0,0) + qa; + ¢ ;; + c3a4p[4], (3.32)

o incluso teniendo en cuenta términos mas complicados. No obstante, para poder reali-
zar estas extrapolaciones es necesario disponer de un nimero suficiente de 6rbitas que
difieran en los valores de pl®l, hecho que para los reticulos que se utilizan en este trabajo

no ocurre.

En efecto, para reticulos 16* y 24*, y restringiéndonos al primer cuarto de la primera
zona de Brillouin, sélo existen como maximo cuatro érbitas que difieren por el valor de
p por lo que nos conformaremos con extrapolar los resultados numéricos a pt! = 0,

lo que asegura una reduccion considerable de los errores hipercibicos.

3.2.2. Tripletes de momento

Los momentos para los que podemos obtener el propagador y el vértice asimétrico

(ver figura 3.1b) solo estén restringidos por la condicion p; = —ps, que permite obtener
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Figura 3.3: (a) Errores hipercibicos para el propagador de quark; se observa con claridad la
estructura ramificada (figura extraida de [BSD03b]. (b) Comparacion del método democrdtico
(linea inferior) y el de extrapolacion a pl4 descrito en el texto (superior); se observa cémo
el método de extrapolacion elimina mds eficientemente las oscilaciones debidas a los errores
hipercibicos (figura extraide de [BBL99/).

momentos para cualquier valor de n? en (3.30). Para el vértice simétrico, sin embargo, es

necesario encontrar valores de los momentos py, pe y ps que satisfagan simultdneamente:

p1+p2+p3=0; P 3 (3.33)

que conducen a valores de n? pares, dado que a partir de las condiciones anteriores se
tiene que:

pi = (p2+ps)* = 2p7 +2p; - ps3 (3.34)
o de otro modo,

ni=nji=ni=—2ny ny. (3.35)

Asi pues, so6lo los momentos con n? par contienen tripletes para el vértice simétrico,
reduciéndose el nimero de momentos para el que podemos calcular la constante de

acoplamiento en el esquema MOM simétrico respecto al asimétrico.

Para cada uno de los reticulos utilizados, el rango de momentos en el que se evaltian

las funciones de Green es el que se muestra en la tabla 3.1.
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B | L | Pmin(GeV) | Prmaz(GeV)
6.0 | 16 0.77 3.09
6.0 | 24 0.52 3.09
6.2 |16 1.06 4.24
6.2 |24 0.71 4.24
6.4 16 1.41 5.63
6.4 |24 0.94 5.63
6.8 116 2.54 10.18
6.8 | 24 1.70 10.18

Tabla 3.1: Ventana de energias en la que se obtienen las funciones de Green para cada uno

de los reticulos, (8, L), utilizados.

3.3. Resultados perturbativos y correcciones en po-

tencia

El primer paso en el anélisis de magnitudes obtenidas no perturbativamente seria
compararlas con las procedentes de la teoria de perturbaciones, a fin de evaluar la
validez de ésta en un determinado rango de energias. A priori, la teoria de perturba-
ciones no deberia encontrar dificultad para reproducir los resultados a energias muy
altas, incluso truncando las series perturbativas a érdenes bajos, debido a la libertad

asintotica.

3.3.1. Series perturbativas

La dependencia de la constante de acoplamiento, o = g2/4m, con el momento suele
expresarse a través de la funcién 8 de Callan-Symanzik (1.28), cuyos dos primeros
coeficientes son universales (independientes del esquema de renormalizacion utilizado),

2N,

19N
3 3 ?

Bo =11~ 3

B = 51— (3.36)

mientras que los siguientes dependen del esquema (ver tabla 3.2).

De forma semejante, la evolucion del propagador se expresa a través de su dimension

anémala (3.18), cuyo primer coeficiente, vo = 13/2 — 2N;/3, es también universal
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Ny,=0| MS MOM | MOM
Be 2857 3072 | 4824.31
Bs | 29242.96 * 84353.79
o 66.375 | -16.9095 | 3.625
Yo 915.963 | 1332.75 | 960.326

95

Tabla 3.2: Coeficientes de la funcion de Callan-Symanzik hasta cuarto orden y de la dimensidn
anémala del propagador gludnico hasta el tercero [CS00, CR00, BBL0OO] en una teoria Yang-

Mills sin quarks (Ny =0). (*) El coeficiente BYIOM es hasta ahora desconocido.

mientras que el resto depende del esquema de renormalizacion (Ver tabla 3.2), estando

relacionados los coeficientes en dos esquemas diferentes por medio de la expresion
(3.19).

La evolucién de la constante de acoplamiento con el momento puede obtenerse
integrando la expresién (1.28) truncada a un cierto orden; a primer orden, por ejemplo,

la solucién viene dada por:
olw) g
mt = / = (3.37)
Ko a(uo) Pocx
o particularizando para a(uy = Aqep) = o0,

2

alp) = . 3.38
(k) BoTnla/ haon) (3.38)
Para érdenes mayores, se define el valor de Agcp a partir de la expresion:
% 27 B (5004(,“)) /a(“) [ 1 27 B
In = — —1In + do + - , (3.39
Aqep Boar(1s) 53 27 0 Bla)  foca? 53‘1 ( )

con el primer sumando correspondiente al orden 1 del desarrollo, el segundo al orden
dos y los demés para un orden mayor que dos. A tres bucles, por ejemplo, resulta:
81

(ﬁoa(u%)“ﬂ? (1 L 808 — BB

AQCD ~ ngﬁoa(ni)x A LA

4 16733
a (2808182 — 863 — B3Bs (8B — /30/32)2
T3 ( 327268 * ( 16733 ' (3.40)

Esta expresion permite obtener el valor de Aqcp a partir de valores de o, obte-

nidos no perturbativamente. Invirtiéndola podemos obtener la evolucién de a; con el
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momento. Desarrollando hasta el cuarto bucle resulta:

47 8nfB; Int
oM = P o 3.41
° Bot Bo (Bot)? (3:41)

2 16732
. <7T/B2+ 6Wﬂ1(ln2t—lnt—1)>+

(Bot)* \ Bo B2
1 (278 16733 (_ 5 0 { _36260} B ))
4 (ﬁot)4< B, + e 2In°t+5In"t + |4 15, Int -1 ;

donde ¢ = In(p®/Aqqp).

De forma analoga, la integracion de las ecuaciones diferenciales acopladas (1.28)
y (3.18), permite obtener la constante de renormalizacién del propagador glunico en
funcion del momento. La solucién puede expresarse paramétricamente a través de a,(u)

y Z3(a), dada ésta por:

Zsla) = Z a 7 3228y + 167B1a + P 5
sle) = Zslm) <Ol<ﬂo)> 3212y + 167 fra(pto) + Pac®(pio)
oxp { (20 = 2220 - a2) (1) - H oo} (3.42)
con
B 1 _}_ 8761 + Bocx |
H(a) = TN arctan (47r TNy 4[312> , (3.43)

permitiendo obtener Aqcp a partir de los resultados numéricos de las simulaciones en

reticulo.

3.3.2. Resultados numeéricos

Mediante la evaluacion no perturbativa por cualquier método (en reticulo en nues-
tro caso) de la constante de acoplamiento es posible obtener un valor del parametro
Ajsg a partir de la relacion (3.40). Basandose en el método de la funcional de Schrédin-
ger [Som97], el grupo ALPHA [CLS99] obtuvo la constante de acoplamiento a energias
muy altas, lo que le permitié obtener con mucha fiabilidad un valor del pardmetro Ay

en la aproximaciéon quenched:

(Nf=0) _
A= — 938(19)MeV . (3.44)

Este serd, a lo largo de todo el trabajo, un valor a tener en cuenta como referencia.

En lo que sigue el objetivo es, a partir del analisis de las funciones de Green en una
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Figura 3.4: Agg como funcion de la energia, p, en la ventana utilizada para el ajuste. Los
puntos de la parte superior corresponden al ajuste puramente perturbativo, mientras que en
los de abajo se ha incluido una correccion en potencia (8.45). Los diferentes marcadores co-
rresponden a reticulos de 24* y 8 = 6.0,6.2,6.4 y 6.8. Figura extraida de [BBROO].

region de energias de entre 3 y 10 GeV, obtener el valor del pardmetro que gobierna
la evolucién perturbativa, Asg, a la par que se estudia la posible aparicion de efectos

que no sean descriptibles por medio de la teoria de perturbaciones.

Con este tipo de céalculos, Boucaud y col. [BRM98, BBR00| constataron la invalidez
de una descripciéon puramente perturbativa, dado que el pardmetro Ay resulta tener
una dependencia importante con la escala (figura 3.4) que, no obstante, puede ser
eliminada por medio de la adicién de un término en 1/p? a la descripcion puramente

perturbativa de la constante de acoplamiento:

K
as(p®) = g™ (p%) + 7 (3.45)

con VK = 0.8 GeV. Aifiadiendo este término, ademas, los valores de Ag obtenidos

estan en buen acuerdo con el resultado del grupo ALPHA (3.44).

Este resultado muestra la necesidad de incorporar correcciones no perturbativas en
la region 3-10GeV para dar una descripcion precisa de la evolucién de la constante de

acoplamiento obtenida numéricamente.
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3.3.3. Correcciones en potencia

Por correcciones en potencia se conoce a los términos del tipo (Agep/p)™ que apa-
recen en las funciones de Green que, de proceder de un calculo perturbativo, corres-
ponderian a una contribucién del tipo exp(—1/a;) en la funcién 3 de Callan-Symanzik.
Este tipo de términos no puede aparecer perturbativamente, debido a que su desarrollo
de Taylor es nulo a todos los 6rdenes. Asi pues, las correcciones en potencias del mo-
mento, siendo efectos genuinamente no perturbativos, pueden ofrecer una pista acerca
de la fenomenologia de energias bajas de QCD que escapa a la descripcion puramente

perturbativa.

Las correcciones en potencia fueron introducidas por primera vez en el marco de
las reglas de suma de Shifman, Vainshtein y Zakharov [SVZ79], donde los condensados
introducen efectos no perturbativos por medio de correcciones en potencia. El marco
teorico que permite explicar este tipo de correcciones en potencia viene dado por el
desarrollo en producto de operadores de Wilson, que sera expuesto en detalle en el

capitulo siguiente.

La aparicion de correcciones en potencia esta ligada a la de términos confinantes
en el potencial estatico entre quarks [BRM98|. En la aproximaciéon de intercambio de
un gluén, el potencial culombiano estatico, V' (r) puede escribirse:

eiE~F

V(r) « as/dSk — .
|k[?

Para el caso de una constante que depende de la escala, podria generalizarse esta

(3.46)

expresion como:
etk
|k[?

de modo que anadir un término en 1/k? a o, equivale a anadir un término lineal (or
s €q

V(r) « /d3k a(|k?) : (3.47)

al potencial culombiano (1/7), lo que es una posible definicién de confinamiento.

A la inversa, puede considerarse una definicién de la constante de acoplamiento ba-
sada en la fuerza entre dos quarks estaticos, que en una teoria SU(3) sin quarks [Mic94]

resulta:

oa@=1 5 (o~3) (3.48)

Si tomamos un potencial con una contribucion culombiana y otra lineal (confinante),

V(r) ~ ~Sior ) (3.49)
r
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la constante de acoplamiento resultaria

3 30
=—-Cc+ = . 3.50

4c+ 102 ( )
Esto permite estimar el valor de las correcciones en 1/p?, que deben ser del orden
de la tension de la cuerda (/o ~ 0.5GeV), en acuerdo cualitativo con los resultados

preliminares (3.45).

El tratamiento de las correcciones en potencia es delicado. En primer lugar, debido
a la incertidumbre derivada de la truncacién de las expresiones perturbativas, que
podria verse enmascarada por las correcciones en potencia y, en segundo, debido a la
ambigliedad del renormalén [Ben99] (ver §1.5.2).
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4.5, Discusion . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 87

En el capitulo anterior se expusieron algunos resultados preliminares que indicaban
que la no convergencia de las series perturbativas origina la apariciéon de correcciones en
potencias del momento a los resultados perturbativos para las funciones de correlacién

gludnicas.

Un procedimiento estdndar para incorporar dichas correcciones en potencia al es-
tudio de las funciones de correlacion en QCD se basa en la utilizacion del desarrollo en
producto de operadores (OPE). Este marco permite parametrizar efectos no perturba-
tivos a través de una serie jerarquizada de potencias del momento, cuyos coeficientes

reproducen las simetrias y la dimension de la funcion de correlacion considerada.

En este capitulo, tras introducir el desarrollo en producto de operadores, se ex-
pondra como éste predice de forma natural la aparicién de correcciones en 1/p? a las
funciones de Green gluodnicas y, por tanto, a la constante de acoplamiento en los es-
quemas de renormalizacién de sustraccion de momento. La aplicacién del desarrollo en
producto de operadores establece una relaciéon entre estas correcciones y la existencia
de un condensado gluénico, {A?), no invariante gauge, sobre cuyo significado fisico se

profundizara en el capitulo siguiente.

El célculo de la dimensién anémala de dicho condensado y la utilizacion de las
ecuaciones del grupo de renormalizacién para los coeficientes del desarrollo permiti-
ran confirmar la relacion entre el condensado gludnico y las correcciones en potencia

necesarias para describir los resultados numeéricos.

4.1. Desarrollo en producto de operadores y reglas de
suma
Wilson [Wil69], buscando un marco en que el que estudiar el comportamiento de la

cromodindmica cudntica a distancias cortas, propone una generalizacién del conmuta-

dor de dos operadores a igual tiempo,

[A(wo, %), B(z0,¥)] = Y Da(x = ¥)Ou(2) , (4.1)
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donde O,(z) es un campo local en z y D,(x — y) es una funcién 6(x — y) o deriva-
das de ésta. Wilson generaliza esta expresion postulando que cualquier producto de

operadores, A(z)B(y), puede desarrollarse, para z — ¥, como:
A@@)B(y) = Y _Co,(z - y)0i(y) , (4.2)
O;

donde la suma esté extendida a todos los operadores locales, O;(y); y Co,(z — y) son
coeficientes que, en general, dependen de potencias y logaritmos de (z—y). La expresion
anterior es una relaciéon entre operadores, es decir, los coeficientes Co,(z — y) son los
mismos para todos los elementos de matriz {(c;|A(z)B(y)|az), independientemente de

los estados |ay) y |ae) elegidos.

La demostracion estandar de esta hipotesis de Wilson (basada en teorfa de per-
turbaciones) fue dada por Zimmermann [Zim70]. Se puede demostrar [Wei96] que su
validez no es exclusiva para la teoria de perturbaciones, tratdndose de una expresion

por completo no perturbativa.

Por medio de un analisis dimensional es posible obtener la dependencia de los
coeficientes en (z —y). Si da, dp y do, son las dimensiones en masa de los operadores
A, By O; respectivamente, el coeficiente Co, (z—y) debe comportarse como (z—y)", con
r = dp, — da — dp. Con operadores O; de complejidad (dimension) creciente aparecen
contribuciones de mayor orden en (z —y), por lo que truncando el desarrollo a un orden
dado (un operador O; dado), éste proporciona informacion no perturbativa en el limite

T — .

Una de las propiedades més destacadas del desarrollo en producto de operadores
procede del hecho de que, al ser valido en el régimen de pequenas distancias, donde la
QCD perturbativa es predictiva, los coeficientes pueden calcularse por medio de teoria
de perturbaciones. De este modo, ademas, es posible utilizar las ecuaciones del grupo
de renormalizacién para obtener informacion acerca de la dimensién andmala de los

operadores O;.

En este trabajo se hara uso de la version del desarrollo en el espacio de momentos t

que no es mas que la transformada de Fourier de (4.2),

" (A)B(-p) = 3 Co.p): 0:(0) :, (43)

1De nuevo se mantiene el producto cronolégico de Wick, a pesar de trabajar en un espacio euclideo.
Del mismo modo, se mantiene la notacién de indices covariantes/contravariantes, aunque en euclideas

no hay diferencias.
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valido para p >. Al aumentar la dimensién del operador (;, apareceran correcciones
no perturbativas en potencias mayores de 1/p. Se ha introducido el orden normal de
los operadores locales a la derecha, a fin de separar las contribuciones perturbativas y

no perturbativas de modo analogo al teorema de Wick.

La introduccién de efectos no perturbativos a través de correcciones en potencias
del momento habia sido avanzada por Shifman, Vainshtein y Zakharov (SVZ), en su
formulacion de las reglas de suma [SVZ79|. Estas reglas de suma, aplicadas a la QCD,
permiten separar la fisica de energias bajas, asociada a los condensados, de la de ener-

gias altas, que esta contenida en los coeficientes del desarrollo de Wilson.

Las reglas de suma tienden un puente entre los estados libres de la teoria, quarks
y gluones, y los estados asintoticos, los hadrones, mediante el uso de relaciones de
dispersion; de hecho, la esencia de las reglas de suma de Shifman, Vainshtein y Zakharov
estd en igualar el desarrollo en producto de operadores con una relacion de dispersiéon
para el operador en cuestién, lo que permite evaluar en perturbaciones no sélo el orden
dominante de los coeficientes de Wilson, sino también los 6rdenes subdominantes, por

medio de la inclusion de estados que en el vacio tienen un valor esperado no nulo.

4.2. Desarrollo OPE de las funciones de Green

Al realizar el desarrollo para las funciones de Green gluénicas en una teoria sin
quarks, los operadores de dimensién mas baja en masa que pueden aparecer en el
desarrollo son, aparte del operador identidad: : A :, : ¢* : y : € :, de dimensién uno, y
PASAD 0 AL ettt A%ty 1 O, 1, de dimension dos 2, ete. Puesto que estos
operadores van a ser evaluados en el vacio, ninguno de los que comporta la existencia
de fantasmas en los estados inicial o final puede contribuir, lo que deja tan solo : €%c? :
de entre los que contienen algtin campo fantasma. Este operador, no obstante, tampoco
puede aparecer, puesto que en el gauge de Landau se anula el coeficiente de Wilson
del desarrollo [LO92|. Asimismo, la contribucién de : 9, Ay, : en el vacio de QCD se
anula, por la simetria de color. En definitiva, tan sblo el operador identidad, I, y los

operadores gludnicos : A} @y : AZAg : pueden aparecer en los desarrollos 3.

2Se han omitido, por simplicidad, los que difieren de los citados en cambiar ¢* por ¢°.
3En realidad, (0] : Af 1 ]|0) también se anula, debido a las simetrias de color y de Lorentz, pero en

el desarrollo del vértice asimétrico el término : Az : contribuye, puesto que hay un gluén que no se

introduce en el desarrollo que se contrae con él.
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Los operadores que aparezcan en el desarrollo deben mantener las simetrias del
producto de operadores que se esté desarrollando; en el desarrollo de operadores inva-
riantes gauge, por ejemplo, no podran aparecer los operadores que no lo sean. Aplicado
al caso de las funciones de Green glu6nicas que estamos estudiando, significa que es
posible que aparezcan contribuciones no invariantes gauge. De hecho, como se vera
en detalle en la seccion siguiente, la contribucién dominante se debe al operador A?,

4

no invariante gauge y de dimension 2, frente al primer operador gluonico * invariante

gauge, F* = F% F* vy de dimensién 4.

A continuacion se detallan los pasos necesarios para obtener una expresion OPE
renormalizada del propagador gluénico; en los casos siguientes, al tratarse de la mis-
ma metodologia, se indicaran basicamente los aspectos especificos del vértice gludénico
para cada uno de los esquemas de renormalizacion utilizados. Los resultados para el
esquema MOM (vértice simétrico) habian sido publicados antes del comienzo de esta
tesis [BYLO0O, BYLO1|, mientras que, para el esquema m, los resultados presenta-
dos son originales. En cualquier caso, ambos esquemas seran presentados en idénticas

condiciones a efectos comparativos.

4.2.1. Propagador gluénico

El proceso para obtener el desarrollo en producto de operadores de una funcion
de Green pasa por tres etapas. En primer lugar, se identifican los operadores que, en
funcién de las simetrias especificas del producto de operadores a desarrollar, pueden
contribuir al desarrollo hasta el primer orden no trivial. A continuacién, se obtienen los
valores a nivel de arbol de los coeficientes en teoria de perturbaciones, para posterior-
mente renormalizar la expresion. Por ltimo, se obtienen las correcciones al logaritmo
dominante (dimension anémala a un bucle) de los operadores locales a través de las

ecuaciones del grupo de renormalizacién para los coeficientes del desarrollo.

*Con dimensién 3 existe el condensado quiral, (gg), que podria contribuir pese a estar en la apro-

ximacién quenched.
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OPE a nivel de arbol

El desarrollo en producto de operadores relevante para el calculo del propagador

gluonico es el siguiente:

1

T (A)ALU=p) = (o)) + (ea)fot (07)  AL(0) 1 +
+ () (p?) + A (0)AL(0) : +- - (4.4)
Al tomar el valor esperado en el vacio de (4.4) desaparece la contribucién en el
operador : AZ', (0) :, por la simetria de color e invariancia de Lorentz del vacio, de modo
que s6lo se mantendran en lo que sigue los términos en ¢y y ¢z. El mismo argumento
indica que solo la componente del tensor AZ',(O)AZ,(O) que verifica f/ = v y o =1V

contribuye, es decir:

<; A% (0) A% (0) :> oc 67 g | (4.5)

o de forma equivalente,

a/ ! al ! A2
(: AL 0)AL(0) ) = 5 s (A7

TERE (4.6)

De este modo, el coeficiente de la correcciéon no perturbativa va viene dado exclusiva-

mente por:

(02)21{7}2”;' (pQ)éa’blgu’u’ 3 (4.7)

lo que simplifica la estructura del tensor a calcular.

Si se evalia el producto de operadores (4.4) en un vacio perturbativo, |0) (el vacio
trivial), la contribucion de (0] : A% (0)AZ (0) : [0) se anula, de modo que el término

dominante se puede identificar con el propagador perturbativo:
~ ~ ab
(014 () AL (=p)I0) = (o) (*) = G (7). - (48)

Las reglas de suma SVZ [SVZ79|, indican que es posible obtener el coeficiente
de Wilson del desarrollo en un tratamiento perturbativo, y su valor seguira siendo
valido en la expresion no perturbativa original, en la que el condensado contiene las

contribuciones no perturbativas. En este sentido, si consideramos el valor esperado del
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desarrollo en producto de operadores anterior (4.4) en un vacio no perturbativo, donde

se introducen dos gluones de baja energia °, se tiene:
s | Aa q ab s
(g2 |A0)B2(-p)| 9t ) = GDp(p, —p) (g39%) +

+(c2) M (p%) - <Zf,(0) : A% (0)A%(0) : 2{3(0)> T (4.9)

El miembro de la izquierda de (4.9) se obtiene, perturbativamente, como la suma
de todos los diagramas con cuatro gluones entrantes, con los momentos e indices de

color y de Lorentz:

~0 0 0700000 700000 70 ©C 0

sc0 app bv —p t70

En el miembro de la derecha de (4.9), el primer sumando corresponde a los dia-
gramas desconectados, mientras que el segundo corresponde al coeficiente (cz)zl,’,'g,';: (p?)

que multiplica al valor esperado:
(9 ¢) = (L4040 L0) = (410

- <Zil(0)l A (0)450) 4Zz<o>> = <Zzl<0)| A (0)45(0): |Z:<o>> .
J | |

DAL (0)A%(0) :

Teniendo en cuenta que la contraccién entre el operador local y el no local resulta:

-~ ' 1 7 sa’
A;0)45(0) = & / d'z A3 (z)A%(0) = GP7,(0), (4.11)
[ L
se puede escribir el término que multiplica al coeficiente (CQ)Z%Z: (p*) como:

. AZ/ (O)A,b// (0) :

&

La parte del coeficiente del desarrollo de Wilson (c3)

6ty = G (OGP, (0) + GU (0G5, (0) . (412)

oV’ T

abu'v'

oy (D%) que contribuye al

desarrollo OPE (dada por (4.7)) resulta entonces, utilizando los resultados de las ex-
presiones (4.9) y (4.12),

1 (A5 (0) A5 () AL(—p) AL () con. oy
ta’ sb!
2 G® 7, (0)GP ., (0)

(02)21%’2' (p2)5alblg,u'u’ = Gu'v' s (4.13)

5Es decir, gluones de una energia por debajo de la escala de separacion efectiva entre efectos
perturbativos y no perturbativos de modo que no contribuyen al coeficiente de Wilson. Para evitar
complicar innecesariamente la notacién con la introduccién de otro momento, expresaremos estos
gluones a p = 0, como |g$) = A% (0)]0), |gt) = AL(0)|0), si bien en los calculos s6lo se supone poseen

un momento muy pequeino respecto a p.
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Tt Gs

Ha vb ja vb

Figura 4.1: Diagramas que, con todas sus posibles permutaciones, contribuyen a (cz) a nivel

de drbol. Las cruces indican los gluones procedentes del vacio.

equivalente a todos los diagramas con cuatro gluones externos (numerador), donde
los dos gluones de momento nulo han sido explicitamente amputados (denominador).
En la figura 4.1 se representan los diagramas con cuatro gluones externos que estan
conectados, de modo que se eliminan las contribuciones del primer sumando en (4.9).
Para obtener el coeficiente (cy) es necesario calcular dichos diagramas con todas sus
posibles permutaciones. Los gluones marcados con una cruz representan a aquellos con
un momento nulo que corresponden, segin la expresion (4.13), a los que es necesario

amputar.

Forma tensorial

Puesto que conocemos la forma tensorial del propagador en el gauge de Landau,
podemos escribir las expresiones anteriores directamente para la parte escalar del pro-
pagador (G@ (p?), ver (3.4)):

P’GPopp(p®) = co(p?) + Cz(pz)ﬁz—l)% +oee, (4.14)

donde se ha escrito la parte escalar de los coeficientes de forma que sea adimensional,

9 1

2 — ab (.2 v
co(p’) = pm(co)w(p )Sabg™ (4.15)
1 a ’V’ v all
) = 9 gy e ) 6 g (4.16)

v se ha tenido en cuenta que : A% (0)A% (0) : solo puede contribuir si y' = ' y o' =¥,

como indica la expresion (4.6).

Del calculo a nivel de arbol (4.13) (ver figura 4.1), se obtiene que ¢y (p?) = 3g% =
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127, conduciendo a la expresion:

(A% 1

203 (2 = 26D (2 9 4.
p GOPE(p ) D Pe'rt.(p ) +1 7TO[S4(N(27 . 1) p2 + ’

(4.17)

que a continuacién serd necesario renormalizar.

Renormalizacién y dimensién anémala de (A?)

Hasta ahora se ha obtenido el desarrollo OPE del propagador a nivel de arbol;
la correspondiente expresién renormalizada se obtiene tras cambiar los coeficientes
obtenidos a nivel de arbol por los coeficientes renormalizados, que al ser adimensionales,
s6lo pueden depender del cociente p?/u? y la constante de acoplamiento renormalizada:

2 2 2
2~(@OPE, 9 oy _ [P P ARy 1 g
p G R (p 7:u’ ) CO <'U/2,a(p/)> +C2 <“2’a(:u)> 4(N% . 1)p2 + * (41 )

El valor de los coeficientes depende del esquema de renormalizacion elegido. En este

contexto, se pueden definir la renormalizacion del propagador (3.13) para la expresion:
OPE:

OPE
e )| =1, (4.19)
pP=p
o para la expresiéon perturbativa,
Pert.
PG L (p?, 2 e = 1, (4.20)

lo que define respectivamente Z9FE(u?) y ZEert(p?).

En este trabajo se utilizara la primera, de modo que el coeficiente ¢, resulta:

p2 _ Z?I,F’ert(p2) _ Pert/ 2
o (E,am)) - Sl = @ WLal) Z0) (4.21)

con la condici6n de contorno co (1, a(p)) = 1+ O(1/p?). El término en 1/u? procede de
la diferencia entre las expresiones perturbativa y OPE a la escala de renormalizacién,
que hacen que imponer la condicién de renormalizacién (3.12) sobre el propagador per-
turbativo o sobre el procedente del desarrollo en producto de operadores no sea equiva-
lente (por la correcciéon en potencia). Despreciando dicha contribucion (subdominante
desde el punto de vista numérico a la escala de renormalizacion elegida, p = 10GeV)

resulta

2
p Pert
co (E,a(u)> = p*GI% " (0% 1d). (4.22)
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Para el coeficiente ¢y, a partir de la expresion (4.18) se puede identificar

2u6)es (0w ) (4% (4.23)

con una cantidad desnuda y es, por tanto, independiente de la escala de renormaliza-

cion. Esto permite escribir una ecuacion del grupo de renormalizacion para co(p?/ 12, a(u)):

dli I [23(“2)02 (ﬁj—?a(m) <A2>R,u} =0. (4.24)

Si denominamos Z 4> a la constante que renormaliza el operador local A2,
2 —1¢,2\ A2
AR,;I, = ZA21(/J’ )AO ) (425)
la ecuacién anterior se escribe:

{20 (000) = 20 (@) 4 5=+ 5 0() 52 b s (Gat)) =0 (429

p?’
con v3(a) la dimension anémala del propagador (3.18) y vaz(a) = @3_1_2_4&2 la del

operador A? (ver §4.3). La solucién de (4.26) a un bucle [PR82] puede escribirse como :
(Lat)) = a 1.0 (“(p))%% (427)
c | =, ap) | =all,ap) | —= . .
AV ’ a(u)

Si ademés tenemos en cuenta la condicién inicial ¢o (1, a(p)) = 127a, (1), procedente

del calculo en arbol, se llega a una expresion OPE para el propagador:

n bucles D log—T;/Q“ll
Gorp) =GP (7) <1+R‘2’ (%) ;) (4.28)
con
67T2 _Jo~%o
@ — mHY 0 42 4.29
B =gy (g) T @ (429

donde se ha considerado el desarrollo (1.28) a un bucle en la correcciéon OPE, y se

desprecian términos de orden mayor, 1/p* y a?(p)/p?, en la correccion OPE.

8In Z
3lnu?>

Su desarrollo en la constante de acoplamiento se define de forma completamente analoga a (3.18):

6Se ha denominado 4 = con Z = Z 4227 la constante que renormaliza (g|A2|g) (ver §4.3).
3

2(a) = —20q - g2
Y(a) = e (47T)2a
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4.2.2. Veértice simétrico

El desarrollo para el vértice simétrico es muy similar al del propagador [BYLOO,
BYLO1],

T (Aa(p) A p) Axps) ) = ()it () + () (0") - A (0) : +
+ (d) P (%) A%(0)AL(0) i 4+, (4.30)

uvpa'b

que conduce a una expresion para la parte escalar (3.10) de la funcion de Green a tres

puntos:

2 2 2
3) _ (P p (A ryu 1
PG (07, u?) = do <—M2,a(,u)> + dy <—M2’a(ﬂ)> _——4(Né ey (4.31)

en la que, siguiendo una linea de razonamiento analoga a la llevada a cabo para el

propagador, identificaremos el coeficiente dy con la funcion de Green perturbativa,

dO = pﬁGgf):rt.(p2, M’Q) ) (432)
mientras d, vendra dado por:

<‘2{§(O)ZZ(pl)Avg(pQ)g;(pS)Ztr(0)>con a'b
t / bl 5
G(Z)T(L’ (O)G(Q)(sﬂ/' (0)

¢ /V, al ! 1
()i (916 g = 5

}LVpll’b' gﬂ'l/ 3 (433)
equivalente a todos los diagramas con cinco gluones externos, en el que los dos gluones

de momento nulo han sido explicitamente amputados (ver figura 4.2).

La ecuacién del grupo de renormalizacién para dp (cuyo valor a nivel de arbol,
calculado a partir de la suma de los diagramas de la figura 4.2, es dy(p?) = 9¢°) resulta

en este caso:

{=23(0m) + 21000) + 5 + Bl 5 } (Latw) =0, (31
cuya solucion es analoga a (4.27):
P’ B a(p) W
i (Tot) = o) (25) 7 (435

La constante de acoplamiento en el esquema MOM, definida no perturbativamente
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pCp3 pcp3
GS )
Tt
i% ﬂ
oS S
wah @) %vbpz Hah ®) vb P
pcp,
: pep,
Tt 3 os oS
%g )
Hap, (c) Vb P, Hap, @ vbp,

Figura 4.2: Diagramas con cinco gluones externos que, con todas sus posibles permutaciones,
contribuyen a la correccion OPE a nivel de drbol de la funcion de Green a tres punios en

cinemdtica simétrica.

segn (3.23) resulta:

MOM 2
MOM _ (9588 (p))
aopp (p) = 4
2
_ i(GSLE@?,pﬁ,p%[pzaﬁf}a,;(ﬁ)w?) _
o (GoPp(?)
2
A2
1 (d‘)*d%(zv(%*z)“p?) N
= = .
& 2, 3\ (A%,
~ T+ (22-22) 2/ ol 4.36
47T03{+<d0 o) INE-DF T (436)

donde, en el ultimo paso, se han retenido tan solo las correcciones en primer orden
en p~2. Haciendo uso de los desarrollos para el propagador y el vértice a tres gluones,

(4.28) y (4.31), y el calculo de los coeficientes, se obtiene una expresién no perturbativa



4.2. Desarrollo OPE de las funciones de Green 73

para la constante de acoplamiento:

R® Jotdo
@ors () = it (v) (” 2(M) (%) ” ) : (4.37)
p
con
1872 _20+d0
O (p) = —— K A0 2
B ) Bo(NE — 1) (ln A) (A >R,u : (4.38)

4.2.3. Vértice asimétrico. Hipotesis de factorizacion

En el caso del vértice asimétrico [Sot03], el desarrollo en producto de operadores es
diferente del anterior, puesto que el campo gluénico de momento nulo que aparece en

la funcién de Green no puede incluirse en el desarrollo:

T (A AL-p)A0) = () + (e : 450): +  (439)
() (?) s ALO)AL(O) 1 + -] A5(0) .

Este desarrollo resulta, por tanto, idéntico al realizado para el propagador, (4.4). Al
evaluarlo en el vacio de QCD, el argumento de invariancia de Lonretz hace que s6lo

contribuyan en este caso los términos impares del desarrollo:

(T (BOREB0)) = @) ( 450 £0) +

()it ) (- AL ALOADO)  A(O)) 4+, (4.40)

de forma que la primera correccion al término puramente perturbativo no vendria dada

directamente por el condensado (A4?), sino por el valor esperado en el vacio del operador

: A% (0)A% (0)AS(0) : A%(0) . (4.41)

Ademas de este término, el Gnico que se ha mantenido en las expresiones anteriores

por simplicidad, habria contribuciones del tipo:

' A (0) A% (0) : A5(0) (4.42)

:HV’

que dificultan el calculo tensorial de las correcciones. A fin de salvar estas dificultades,

se formula una hipotesis adicional: se supondré en lo que sigue que los operadores que
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contribuyen al desarrollo OPE del vértice asimétrico pueden factorizarse por medio de

una insercién de vacio, reduciéndose la contribucion del operador (4.41) a

( A%(0)AL(0)AS(0) : A2(0)) — (- A%(0)A%(0) ) (- AS(0) : AS(0)) + perm.,
(A%) g, o
— ma ()7;3,,,“ (4.43)

donde T‘”’, es el tensor que proporciona todas las posibles permutaciones ciclicas de

[ N

los indices ( "W )-(u'v'p'), que viene dado por:
Ta,,/ 'Z = Gy 6a/b/gp75c; + G 5a/c/gT,ﬂ 5t 1% + Gy 5c/b/ gl;—éﬂt’ ) (444)

Esta hipotesis, ademéas de factorizar el operador : A% :, permite descartar las contribu-
ciones de los operadores de tipo (4.42), que tras realizar la factorizacién por insercion

de vacio,
(: 0,45,(0) :){(: AS(0) : A5(0)) | (4.45)
son necesariamente nulas por invariancia Lorentz y simetria de color.

Realizar esta hipotesis de factorizacién permite, por tanto, eliminar las contribu-
ciones al desarrollo OPE del vértice simétrico que no son proporcionales al condensado
(A?). La hipotesis, a priori, carece de justificacion, aunque a posteriori veremos cémo
las correcciones introducidas por el calculo de la dimensiéon anémala permiten confiar

en que la desviacién que introduce esta aproximacion estan controladas (ver §4.3).

Siguiendo el mismo método que en los apartados anteriores, se identifica el coe-
ficiente ¢, con la funcién de Green a tres gluones en cinemaética asimétrica donde el

gluén de momento nulo ha sido amputado,

.y G 3 abe ,O
L@ (p,—p,0) = “”"(, —».0) : (4.46)
g G55 (0)

y siguiendo de nuevo el método de calcular el coeficiente mediante la introduccion de
gluones a una escala no perturbativa (que notaremos de nuevo por 0, por simplicidad),

se obtiene formalmente el coeficiente relevante para la primera correcciéon OPE como:
(4402 (p) 2(—p) A5(0) A5(0) )
sa’ 4 ct
G(Q)au’ (O)G(2))\I/’ (O)G(Z)p'r(o)

Esto permite calcular el coeficiente a partir de la evaluacion de todos los diagramas con

T A

(et O TELST =5

pua’b’c’ wr'p't

on gy (5a1b’ . (447)

cinco gluones externos (tres de ellos de momento nulo) en el que los tres de momento

nulo han sido explicitamente amputados (ver figura 4.3).
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Tl pcl gs 7l pc0 gs
Hapy Eg §§ E g vbpy HGP1 f; : é Eg vbps

Figura 4.3: Diagramas que, con todas las posibles permutaciones, contribuyen a nivel de drbol

al coeficiente de Wilson en la ecuacion (4.47).

Extrayendo la parte escalar de la funcién de Green (3.11), asi como de los coefi-
cientes, del mismo modo que en los casos anteriores se tiene 7,

p? > (A, 1

41-(3) 2,2y _ 4pn(3) 2,2
p FOPE(p MK ) =p FPert.(p y K )+C3 (E’a(ﬂ) 4(Ng _ 1)})3} (448)

con ¢3(1, a(p)) = 3¢%(p?), calculado a partir de (4.47).
El operador (4.41), antes de aplicar la hipotesis de factorizacion, viene renormali-
zado por la expresion:

[; A%, (0) A (0) A% (0) - 215,(0)] ~

R,u

= Z3 ' (u?) Z74 (1P) : A%(0)AL(0)A(0) : A°(0), (4.49)

con Z43(u?) la constante de renormalizacién del operador local A®. Si denominamos
Z(14%) a la constante que renormaliza el valor esperado del operador (4.49) con dos
gluones blandos procedentes del vacio, Z(p2) = Zas(u2)Z; */?, obtenemos, a partir de

la expresion (4.40), una ecuacién del grupo de renormalizacion para cs:
_ 0 9 P’
—27(a(p) — v(a(n) + onn Bla(p)) 7= ¢ cs 2 a(p) ) =0,  (4.50)
donde se ha introducido la dimensién anémala de Z(p), F(u), definida segtn:

Oln p? ~ (47)?

—():M@_E N2 (4.51)

Unido a la condicion inicial e3(1, a(p)) = 3g%(p?), esto conduce a:

_ 2o+

o (Gat) =300) (22) (452)

a(p)

"El miembro de la derecha de la expresién (4.40), tras suponer la validez de la hipotesis de facto-

rizacién, contiene una contribucién multiplicativa en el propagador gluénico de momento nulo, por lo
que es posible reescribir la expresién cambiando, en el miembro de la izquierda, la funcién de Green

completa por la funcién de Green con el gluén de momento nulo amputado.



76 Capitulo 4. Desarrollo en producto de operadores

Se puede obtener informacion acerca de la validez de la hipotesis de factorizacion
a través del célculo de la dimensién anémala (ver §4.3); si la hipotesis de factorizacion
es valida, las constantes de renormalizacion de : A3 : A(0) y de : A2 : G®(0) serfan

idénticas;
2Pz =z e 7=7. (4.53)

Con objeto de parametrizar este efecto, definimos k¢ = 7, — 4o como la contribuciéon

al logaritmo dominante de los diagramas que renormalizan el operador : A3 : A(0) que

no satisfacen la hipotesis de factorizacion (ver §4.3).

En conjunto, y con un célculo de la constante de acoplamiento en funcién del
propagador y del vértice asimétrico similar a (4.36), se obtiene la expresion para la

constante de acoplamiento en el esquema MOM asimétrico siguiente:

. . ) Yotie In 277
oMISM (p) = QMOM (1) (1+ (1) (m2) ™ (2 [—-] 1)), s

p? In £
con
67"2 ILL _ ;’7)
T =————(In= © (A? . 4.55
w=goen (%) " A (4:39)

4.3. CAlculo de la dimensién an6émala

En las expresiones obtenidas falta conocer el valor de las dimensiones anémalas 9,
¥ Yo, necesarias para poder utilizar los desarrollos OPE para describir la evolucion del

propagador y la constante de acoplamiento con el momento.

En la primera parte de esta seccién se obtendra la dimensién anémala de A2, estando
la segunda dedicada a la obtenciéon de la dimensién anémala de A3, cuya evaluacion
permitird valorar los efectos de la utilizacion de la hipoétesis de factorizacion en el

desarrollo OPE del vértice a tres gluones en cinematica asimétrica.

4.3.1. Operador : A?:

A fin de evaluar la dimensién anémala del condensado (A?), 742, se estudia la
divergencia del valor esperado:

(9514°|97)
GO ()@Y (g)

uo

re (g, —q) = (4.56)
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donde se denota ¢ al momento que portan los gluones de energia baja. Esto corresponde

a (g|A?%g) con los dos gluones de baja energia amputados.

La constante de renormalizacién de (4.56) vendra dada por:

a Z_IZ_l a >
(Te (g, —9)), = -—AZ}TB' (T (0, —9), = 27" (T (e, —9)), - (4.57)
de modo que evaluando 7 a partir de esta expresiéon podremos tener acceso a su di-

mensién anémala al logaritmo dominante:

A dInZ () Ao
_ Y (T 4.58

y por tanto a y42 = + 7o.

El valor a nivel de arbol de FZ;‘,

viene dado por la evaluacién del diagrama 4.4(a),
mientras que los diagramas que contribuyen a la primera correccién en teoria de pertur-
baciones, 4.4(b) y (c), introducen las primeras divergencias logaritmicas, responsables
de la dimensién anémala. Con el propdsito de evitar divergencias infrarrojas adicionales
que dificulten el calculo de las integrales, se introduce el momento ¢, que no se conserva
en la insercion del operador local (representado por el circulo en los diagramas). Es-
ta forma de regularizar las integrales en el infrarrojo permite obtener las divergencias

ultravioletas, que no se ven alteradas por el hecho de que el momento no se conserve.

Sumando las contribuciones de los diagramas de la figura 4.4, evaluados a partir de

las reglas de Feynman en regularizacion dimensional se tiene [PR82, BYLO1):

a Qulv \ <0
Fu?/(‘]) _Q) = 2 (g;w - 2_2) 5 b X

(1+%{?’—JZ—CZ—; + O(ag)} +0(612>> . (459)

donde los gluones externos han sido explicitamente amputados, «; representa la cons-

X

tante de acoplamiento desnuda y € = 2 — % es el parametro de regularizaciéon dimen-

sional, de modo que las contribuciones en 1/e son divergentes en el limite D — 4.

A continuacién deberfamos renormalizar la expresion (4.59) en nuestro esquema
MOM, pero como sélo estamos interesados en el orden dominante, nos limitaremos a
la prescripcién MS de eliminar todos los polos divergentes en el limite € — 0, ya que

s6lo se diferencia de MOM en 6rdenes mas altos. De este modo:

Fus 1(3Ne o 2 1) -
Z = 1+€< 1 47r+0(ab) +0 ) =
. 1 3NC CYMS(/,L) MS 2 1
= 1+ c (T T +0 (a’ (/1’)) +0 2 , (460)
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Figura 4.4: Diagramas implicados en el cdlculo de la dimensién andmala del operador A? (a)
a nivel de drbol y (b) y (c), contribuciones a un bucle. Los circulos representan la insercion

del operador local, A?.

y la dimensién anémala resulta (ver por ejemplo [DOT98]):

dlnZMS 3Ny oM5(p) 2
~MS [ MS c H MS
7 (@) = = " T o o W) (4.61)
Yy por tanto:
~ ~ 3N
BN =S === (4.62)

4.3.2. Operador : 4 : A(0)

Para el operador : A3 : /T(O) la técnica que hay que emplear es muy similar a la
anterior; renormalizaremos el valor esperado en el vacio de (g4| : A% : A(0)|g%), con los
tres gluones de momento pequenio amputados. Su constante de renormalizaciéon es en

este caso:

= B _ glRgl (4.63)
El diagrama a nivel de arbol correspondiente a (g4| : A : A(0)|g%) antes de aplicar la
hipotesis de factorizacion podria representarse como el de la figura 4.5(a), donde todos
los gluones se contraerfan con todos en el interior del circulo (insercion del operador
local). La hipotesis de factorizacion se traduciria entonces en separar uno de los gluones,

que no se acoplaria con el resto en la insercion local del operador de la figura 4.5(b).

Las correcciones a primer orden vendrian dadas por los diagramas de la figura 4.6,
entre los que se distinguen claramente los que respetan la hip6tesis de factorizacion, (a)

y (b), cuya contribucion a 7 es idéntica a 4 (los diagramas, factorizando el propagador
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(b)

Figura 4.5: Diagramas a nivel de drbol, (a) antes y (b) después de aplicar la hipdtesis de

factorizacion.

de la parte inferior, son de hecho idénticos a los de la figura 4.4), de los que no satisfacen

dicha hipétesis, (c) y (d), que contribuyen a xo = ¥, — Jo.

Evaluando las contribuciones divergentes en € en regularizacion dimensional de for-

ma anéloga al caso anterior, para los diagramas (c) y (d) se obtiene:
ko = —27/136 . (4.64)

Este valor representa alrededor del 8 % de 49 = 9/4, lo que nos permite concluir que
el calculo de la dimensién anémala apoya la hipotesis de factorizacion, puesto que las

correcciones que introduce respecto a dicha hipo6tesis son pequenas.

Numéricamente, la influencia de g sobre la evolucion de «, (expresion (4.54))

resulta despreciable, puesto que s6lo contribuye a través del factor:

ln% giol ln% 0.017
(2 [@} — 1) =~ (2 [@] -1, =1 (4.65)

que funciona como una buena aproximacion en el rango de momentos en el que traba-
jaremos (3-10 GeV).

El hecho de que el célculo de la dimensién andémala no introduzca desviaciones sig-
nificativas respecto a la hipotesis de factorizacion realizada ratifica dicha hipotesis que,
no obstante, trataremos de verificar con los datos numéricos procedentes del reticulo a

continuacion.
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TTTTTTTO - TEOTTOTO- - -

(c) (d)

Figura 4.6: Diagramas necesarios para el cdlculo de la dimension andmala ¥ a un bucle.

Notese que los diagramas (c) y (d) violan la hipétesis de factorizacion.

4.4. Resultados numéricos

En el capitulo anterior se han presentado algunos resultados preliminares que indica-
ron la necesidad de introducir correcciones en potencias del momento a las expresiones
perturbativas para describir los resultados numéricos. A continuacion se analizaran los

resultados numéricos mediante expresiones del tipo:

(42)
GR) = Glna) (1+cl<p2,u2>—pzﬂ ; (4:66)
) A?
) = o) (1+cz<p2,u2>%>, (467

donde las funciones C1(p?, p?) y Co(p?, 1?) han sido calculadas en la seccién anterior
para cada uno de los dos esquemas de renormalizacion utilizados (ecuaciones (4.28) para
el propagador, (4.37) para el vértice simétrico y (4.37) para el asimétrico, definiendo,

—

respectivamente, los esquemas de renormalizacion MOM y MOM).
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Los datos numéricos disponibles proceden de 1000 configuraciones obtenidas en
reticulo a través de una combinaciéon de los algoritmos de Metropolis y overrelaza-
tion [MM94], con reticulos de L = 16, 24 y 32, y 8 = 6.0, 6.2, 6.4 y 6.8, que nos
permiten obtener las funciones de correlacion para energias de hasta 10 GeV. Se traba-
jard en todo momento con configuraciones gauge puras, en el gauge de Landau absoluto
(definido en §2.3.2). El procedimiento numeérico de fijacién de gauge utiliza una com-
binacién del algoritmo de overrelazation y aceleracion de Fourier. Se considera que el
procedimiento ha convergido cuando |9,A%> < 107 y la integral espacial de A, es

constante en x4, salvo términos ~ 1075.

Con estas premisas, la metodologia de esta seccién es la siguiente:

- En primer lugar, fijamos la escala de renormalizacion pg = 10 GeV, a la que
exigimos la condicién de renormalizacion de sustracciéon de momento. Para el
propagador esto supone introducir un factor constante para cada valor de §, de

modo que se satisfaga la condicién p?G® (u?) = 1.

- A continuacién realizamos un ajuste combinado de los datos numéricos para el
propagador y la constante de acoplamiento, del que se extrae el valor de Aqcep

en el esquema considerado ® y el condensado (A2)g .

- Se realiza el ajuste de modo que los valores del condensado que aparecen en
las correcciones en potencia al propagador gludnico, (A%),4p, ¥ la constante de
acoplamiento (A?), puedan ser diferentes. Si el tratamiento OPE es valido, ambas
estimaciones deben ser iguales, de modo que la compatibilidad entre ellas serd

una prueba adicional de la validez de los resultados.

- Para estimar las incertidumbres que afectan a nuestros resultados, se utiliza el
método de Jackknife, descrito en el apéndice C, que consiste en dividir el conjunto
total de configuraciones en varios subconjuntos en los que realizan ajustes por
separado. El valor medio de los pardmetros que se ajustan y sus errores se obtienen
a partir de los resultados para cada subconjunto. Este método permite obtener
predicciones cuando los errores de las diferentes medidas (en este caso, el valor de
las funciones de Green a diferentes energias) estan fuertemente correlacionados

entre si.

8El resultado se expresar4 en el esquema MS a través de las expresiones del apéndice A.1, con el

objeto de facilitar la comparacién con otros resultados en la literatura.
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4.4.1. Caso simétrico, MOM

En este apartado se presentan los resultados para el vértice simétrico, obtenidos por
Boucaud y col. antes del comienzo de este trabajo. Se presenta para poder establecer

e

comparaciones con los resultados para el esquema MOM de la proxima seccion.

Resultados a dos bucles

A partir de las expresiones (3.41) y (3.42) desarrolladas a dos bucles, se realiza
un ajuste de los resultados numéricos, obteniéndose el resultado que se muestra en la
grafica 4.7, con un x?/d.o.f. combinado 1.12, Ags = 172(15) MeV, y condensados para

cada funcion de Green:

(A2>pmp = 1.64(17) GeV y (A?)  =3.1(3) GeV . (4.68)
El valor de Ay obtenido, considerablemente inferior al obtenido por el grupo ALP-
HA, junto a la diferencia entre los condensados obtenidos a partir del propagador y la

constante de acoplamiento °,

Ve 1.86(4) (4.69)

prop

son indicios de que no es suficiente, en la regién de energias en la que se realiza el

ajuste, desarrollar las expresiones perturbativas a dos bucles.

Resultados a tres bucles

Desarrollando las expresiones perturbativas a tres bucles se tienen los siguientes

valores:

s = 233(28) MeV,  x*/dof. = 1.2

(A2)  =155(17) GeV , (A2) =1.9(3) GeV . (4.70)

prop

YEl error del cociente no se obtiene propagando los de los condensados, sino que se obtiene para
cada subconjunto de medidas por separado mediante el método de Jackknife. El hecho de que el error
del cociente sea menor que el de los condensados por separado indica que, aunque los valores de los

condensados varien entre los distintos conjuntos de medidas, el cociente permanece estable.
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Figura 4.7: Resultados obtenidos en reticulo para el (a) Propagador y (b) as en funcidn
del momento junto a los ajustes OPE (linea continua) y la parte perturbativa de éste (linea

punteada) a dos bucles.

En este caso se obtiene un valor para Az en buen acuerdo con el dado por el grupo
ALPHA, 238(19) MeV, lo que es indicativo de que nos acercamos a la asintoticidad.

Por otra parte, el cociente entre condensados resulta en este caso:

NV le - 121(18), (4.71)

compatible con la unidad.

Si bien la calidad del ajuste no varia apreciablemente al pasar de 2 a 3 bucles, puede
decirse que los resultados mejoran considerablemente; los valores del condensado que
se extraen del propagador y la constante de acoplamiento son més parejos, a la vez.
que el valor de Agg pasa de estar en total desacuerdo a ser compatible con el resultado
dado por Capitani y col. [CLS99], 238(19)MeV. Seria posible que el desarrollo a cuarto
orden de las expresiones perturbativas modificase el valor de los condensados, aunque
por el momento resulta imposible realizar el mismo tipo de ajustes para cuatro bucles,

puesto que los coeficientes 83 y v3 no se conocen (ver tabla 3.2).
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Figura 4.8: Resultados obtenidos en reticulo para el (a) Propagador y (b) as en funcion
del momento junto a los ajustes OPE (linea continua) y la parte perturbativa de éste (linea

punteada) a tres bucles.

4.4.2. Caso asimétrico, MOM
Resultados a dos bucles

Para el caso asimétrico, con las expresiones perturbativas desarrolladas a dos bucles

se obtiene:

Ass = 283(15) MeV ,  x*/dof. = 1.95

(A2)  =0.78(26) GeV , (A2) = 2.8(7) GeV , (4.72)

prop

con un valor de Agg alejado del resultado esperado, y un cociente entre los condensados

N e 3.65(4) (4.73)

alejado de la unidad. Resulta evidente en este caso la necesidad de ir a 6rdenes més

altos en teorfa de perturbaciones.
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Figura 4.9: Resultados obtenidos en reticulo para el (a) Propagador y (b) as en funcion
del momento junto a los ajustes OPE (linea continua) y la parte perturbativa de éste (linea
punteada) a dos bucles. El valor extremadamente pequerio del condensado extraido a partir

del propagador hace que la curva perturbativa se aprozime considerablemente mds a la curva

OPE en (a) que en (b).

Resultados a tres bucles

A tres bucles, se obtiene:

Ags = 260(18) MeV ,  x*/d.of. = 1.18

(A?)  =1.39(14) GeV , (A?) = 2.3(6) GeV, (4.74)

prop

con un valor de Ayg compatible con el dado por el grupo ALPHA, una mejora sustancial
sobre la calidad del ajuste, y un cociente
(4%)

Ve = 17(3), (4.75)
(A?)

prop

que se sitia ahora a 20 de la unidad, acercaAndose a ésta notablemente al pasar de dos

a tres bucles.

Los resultados en este esquema son menos satisfactorios que en el simétrico, donde

el cociente es compatible con la unidad, y el valor central de Ayg estd muy proéximo
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al obtenido por el grupo ALPHA. Esto puede deberse a varias causas, entre ellas a
la hipotesis de factorizacion. La utilizacion de esta hipo6tesis no era necesaria en el
caso MOM, pero en éste es imprescindible para llegar a expresiones OPE en las que la

primera correccién dependa del valor del condensado (A?).

Por otra parte, al tratarse de esquemas de renormalizacion diferentes, la importancia
de la correccion de cuarto orden también difiere entre ellos. De este modo, es posible
que en un esquema desarrollar las expresiones perturbativas a tres bucles sea suficiente

mientras que en otro sea necesario calcular la correccion de cuarto orden.

1,5 R T T 0,40
1.4+ y 0,35
~13r 8 0,30f
= 3
© | z” r
1,2 - - 0,25
Lk . 0,20
1,0 L L L | o]
2 4 6 8 10 0.15

Figura 4.10: Resultados obtenidos en reticulo para el (a) Propagador y (b) as en funcidn
del momento junto a los ajustes OPE (linea continua) y la parte perturbativa de éste (linea

punteada) a tres bucles.

Pruebas sobre la dimensién anémala

A fin de evaluar la posibilidad de que la diferencia entre los resultados para los esque-
mas MOM y MOM se deba al uso, en el segundo caso, de la hipétesis de factorizacion,
se estudia a continuacién la calidad del ajuste combinado (x?/d.o.f.) manteniendo libre
el valor de la dimensién anémala 4y. En la figura siguiente se muestra la evolucién de

x*/d.o.f. frente a r = 1 — (55 + )/ B0, el exponente de In(p/A) en la expresion (4.54).

Se puede observar en la figura 4.11 como el mejor ajuste se obtiene para un valor

de r muy proximo al obtenido por medio de nuestra hipotesis de factorizacion y el
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x’d.of.

Figura 4.11: Dependencia de la calidad del ajuste con el exponente r = 1 — (5 + Y0)/Bo en

(4.54). El punto corresponde al valor calculado en la seccion 4.3, r =~ 0.2

calculo de la dimension anémala del operador A3. El valor r = 1 corresponde al calculo
a nivel de arbol (es decir, considerando nulas las dimensiones anomalas), mientras que
las correcciones en 1/p? puras [BRM98, BBROO] corresponderian a r = —1. El valor
calculado esta entre ambos, cerca del minimo de x?, aunque el nimero de datos de que
se dispone no permite discriminar entre un valor positivo de r, como se obtiene en el

calculo de la dimension anémala (r & 0.2), y un valor negativo, como sugiere la grafica
4.11.

4.5. Discusion

Con los resultados de este capitulo, la primera conclusion que puede extraerse es que
para reproducir los resultados no perturbativos obtenidos en reticulo en una ventana
de energias entre 3 y 10 GeV, es necesario desarrollar las expresiones perturbativas al
menos hasta tercer orden. Esto implica que al calcular cualquier magnitud hadrénica,
puede no ser suficiente (incluso a energfas tan altas como 10 GeV) quedarse con el
primer o segundo orden en teoria de perturbaciones, practica bastante extendida en el
estudio de procesos hadrénicos por necesidades de calculo. Asi pues, para evitar la falta
de asintoticidad en la evaluacién perturbativa de cualquier cantidad, puede llegar a ser
necesario desarrollar las expresiones perturbativas hasta tercer orden, dependiendo del

proceso que se estudie y del esquema de renormalizacion.
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De hecho, se podria definir un esquema de renormalizaciéon generalizado a partir
del valor de los coeficientes de la funcion 8 de Callan-Symanzik (1.28) y la dimensién
anomala del propagador gluénico (3.18), de modo que sea el esquema adecuado para
describir un cierto proceso, para el que el desarrollo perturbativo converja suficiente-
mente rdpido. No obstante, esta definicién no tiene porqué dar resultados razonables
para otros procesos. Un ejemplo paradigmatico de este tipo de esquemas es el esquema
de renormalizacion definido por el potencial quark antiquark, en el que la constante de

acoplamiento viene definida por la relacion (3.48).

Se ha apreciado, ademas, la necesidad de anadir correcciones en potencias del mo-
mento para describir la evoluciéon de la constante de acoplamiento y el propagador
gludnico entre 3 y 10GeV, cuyo efecto es significativo (= 3 %) a escalas tan altas como
10 GeV, donde su efecto es del mismo orden que el tercer bucle en teoria de perturba-

ciones.

El marco OPE permite justificar la aparicion de estas correcciones en potencia,
proporcionando expresiones que describen con precision la evolucién de o, y G en la
ventana de energias considerada. La inclusion de la dimension anémala en las expresio-
nes confirma la validez del marco OPE, sefialando al condensado (A?) como un firme
candidato para explicar la presencia de correcciones en potencia. El desarrollo en pro-
ducto de operadores permite asi describir la evolucion de la constante de acoplamiento
con la energia, con la determinacion de un pardmetro Ay compatible con el obtenido
por el grupo ALPHA.

De este modo, dos procedimientos totalmente diferentes conducen a la determina-
cion de un valor de Agep compatible, lo que permite establecer con menor incertidum-

bre el valor de este pardmetro en una teoria Yang-Mills pura (N; = 0).

Si bien este tipo de analisis resulta delicado, por cuanto las correcciones en potencia
pueden interpretarse como falta de asintoticidad de las series perturbativas, el estudio
de la transicion de los resultados de 2 a 3 bucles, apunta hacia una estabilizacion del
valor del condensado en torno a (1.5 GeV)?, aunque seria conveniente poder realizar
pruebas a 4 bucles para confirmar esta tendencia. No obstante, y dado que las series
perturbativas no son convergentes sino asintéticas, aumentar el nimero de bucles lle-
vard los resultados a dejar de convergir en algtin momento. Seria necesario evaluar
ag en un rango de momentos que modifiquen In(p) en un rango de varias unidades
(como hace el grupo ALPHA [CLS99]), donde las correcciones perturbativas, en In(p),

sean distinguibles inequivocamente de contribuciones no perturbativas en la forma de
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correcciones en potencias del momento.

El estudio de las correcciones en potencia a las funciones de Green gluoénicas ha sido
realizado con dos sabores de quark dinamicos [BLM02a,BLMO02b], N; = 2, obteniéndo-
se, resultados cualitativamente muy similares, lo que apoya el tipo de estudios realizado
en este trabajo. Desde un punto de vista cuantitativo, los resultados permiten obtener
as(Mz) extrapolando a partir de los resultados para Ny = 0y N; = 2, obteniéndose un
valor compatible con los resultados experimentales. En cuanto a la determinacién del
condensado gludmico, los resultados parecen ser compatibles, aunque el estudio para

Ny = 2 es aln preliminar.

Estos resultados han sido obtenidos con una fijacion de gauge particular, la del
gauge de Landau; en el capitulo siguiente se tratara sobre el significado que puede
tener el valor del condensado (A?) en este gauge particular. No obstante, serfa de
interés poder realizar este analisis en otros gauges, como en el gauge de Lorentz o en
un gauge maximamente abeliano !°, a fin de evaluar la dependencia del resultado con

el cambio de gauge.

Mas adelante, en la parte III del trabajo, se tratara de aclarar el significado del valor
que toma el condensado estudiando una posible descripcién del valor de (A42) basada
en una aproximacion semiclasica. En concreto, tras constatar que un tipo particular de
soluciones clasicas contribuye al valor de este condensado, se tratard de evaluar dicha
contribucion, lo que sirve como punto de partida para realizar un estudio de propiedades
de las funciones de Green de la cromodinamica cuantica que pueden explicarse en

términos de soluciones clasicas del lagrangiano.

10L,0s gauges maximamente abelianos son aquellos en los que las componentes diagonales del campo

gauge, A, = A} \,, se comportan como fotones.
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A partir de los resultados del desarrollo en producto de operadores, corroborados

por los datos obtenidos en reticulo, se puede concluir la existencia de un condensado,

(A?%), cuyo valor esperado en el gauge de Landau es no nulo.

Varios aspectos acerca de este condensado necesitan ser aclarados: en primer lugar,

no esta claro el sentido fisico de un condensado que depende del gauge, por lo que en

las secciones 5.1 y 5.2 de esta memoria se recopilan algunos resultados fenomenologicos

acerca del mismo. En segundo lugar esta la propia definicién del condensado, como

91
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veremos en la seccion 5.3 (A?%) es cuadraticamente divergente, por lo que sera necesario
definir lo que se entiende por valor no perturbativo del mismo. Por tltimo, y esta
cuestiéon no serd abordada hasta la parte III de la memoria, esti justificar el valor

cuantitativo del condensado.

5.1. Fenomenologia

Gubarev y col. [GZ01] estudian la posibilidad de que el condensado (A4?) tenga un
sentido fisico en el gauge de Landau absoluto debido a la singularidad de éste. Si bien
(A?) varfa de un gauge a otro, en el gauge de Landau caracterizado por (A2)y;,, esta
cantidad es un minimo absoluto y, en este sentido, este valor del condensado esta bien
definido. No seria pues el condensado (A?) lo que tendria sentido fisico sino su valor

minimo respecto a los cambios de gauge.

En una teoria gauge abeliana (fotodindmica), el condensado (A4?%) puede expresarse,
particularizando para el gauge de Landau, como:

/d4xA2(3:) = i/d4xd4x'w+--- : (5.1)

272 (x —2')?

donde los puntos suspensivos representan integrales superficiales. De esta forma, el
condensado (A?) corresponde a una integral no local, pero invariante gauge, aunque,
no esta claro que esta expresién siga siendo valida tras la renormalizacién. La extensién
a la QCD tampoco es trivial, puesto que la expresion (5.1) es ambigua en QCD debido
a la presencia de copias de Gribov que pueden dar resultados diferentes para el término

de la izquierda, pero necesariamente contribuyen igual al de la derecha.

Gubarev y col. analizan relacién del condensado con la existencia de una topologia

no trivial de los campos en el caso de una teoria gauge abeliana compacta,

1
Leom = 52 [1 - cos(Fu)?] , (5.2)

frente al caso no compacto, en el que los fotones son particulas libres,
1 2
Eph - @(Fm/) . (53)

De este modo, la diferencia entre los valores esperados del condensado {A?) en ambas
teorias sufre una transicion de fase [GSZ01] en torno a e®> & 1, que se atribuye a la

existencia, en el caso compacto, de monopolos magnéticos, lo que vincula la presencia
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de este condensado a las estructuras de topologia no trivial. Estos resultados no son
extrapolables al caso no abeliano de la QCD, no obstante, el estudio de la parte III
en la que se analiza en valor del condensado (A?) en QCD, también esta basado en la

existencia de estructuras de topologia no trivial.

Por otra parte, Verschelde y col. [VKAO1], a partir de la introducciéon de un tér-
mino en A? en el lagrangiano de QCD, concluyen que valores no nulos del condensado
estarian energéticamente favorecidos, lo que supondria la generacién de una masa glué-
nica efectiva. Dudal y col. [DVGO04] a partir del mismo tipo de estudios, han obtenido
recientemente (A?) ~ 0.3GeV, lo que si bien difiere cuantitativamente del condensa-
do obtenido, tiene en mismo signo, correspondiente al de una masa gluénica efectiva

m? < 0.

5.2. Invariancia BRST

El condensado (A?), a pesar de no ser invariante gauge, es invariante bajo un tipo
de transformaciones que dejan invariante el lagrangiano de la QCD en el formalismo
de fijacion de gauge de Faddeev y Popov para gauges covariantes (1.27):

L
2€

Algunos autores vinculan la invariancia del condensado frente a una transformacion

Lyop = Lym. — 570450, A, + 0,8"0"c, + fabca“EaAZcb . (5.4)

que deja invariante este lagrangiano como signo de que el condensado pueda tener
sentido fisico, por lo que se presenta a continuacién una introduccién a su trabajo, de

interés para profundizar en el conocimiento del condensado (A?).

5.2.1. Transformaciéon BRST

El lagrangiano (5.4), reescribiendo el término de fijacion de gauge de forma lineal
a través de la introduccién de un nuevo campo, h,, denominado campo de Nakanishi-

Lautrup, es equivalente a:
1
Lyop = Lywm. + ha(?“Al‘j + 'Z‘fhaha + 0,c%0cy + fabca“E“AZcb ) (5.5)

donde ¢ es el pardmetro de fijacion de gauge. El lagrangiano (5.4) se obtiene trivialmente

si hacemos uso de la ecuacion de movimiento para el campo de Nakanishi-Lautrup,
a . ¢—19u Aa
h® = £ 0" AL
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Este lagrangiano permanece invariante bajo una transformacion denominada BRST
(Becchi, Rouet, Stora y Tyutin [BRS75,Tyu75]) que modifica un operador O de acuerdo

con la expresion:
O — O+60, (5.6)
con 0y definida para un parametro infinitesimal 6 a través del operador s,
360 = 650 . (5.7)

Este operador actiia sobre los campos en la forma:

sAL = =0, — gf“bCAch
a g abc
sct = 5 f¥cpee
s¢® = h°
sh* = 0. (5.8)

Puede demostrarse de un modo simple que este operador es nilpotente de orden
dos (s* = 0) asf como la invariancia del lagrangiano ante una transformacién BRST
(para una revision bastante completa ver [Wei96, Ynd99b]). La invariancia BRST del
lagrangiano en el marco de la fijacion de gauge de Faddeev-Popov se presenta, por
tanto, como una simetria residual del lagrangiano de la QCD cuando se fija el gauge

de este modo.

5.2.2. Condensado de dimensién 2 invariante BRST

El operador gluénico de dimensiéon 2 (A?%), cuya contribucién a las funciones de
Green se ha obtenido en el marco OPE en el capitulo anterior, no es invariante
bajo transformaciones gauge, asi como tampoco lo es bajo transformaciones BRST.
Otro condensado de dimension 2, (¢éc), ha suscitado un gran interés en los ultimos
anos [Sch99,Kon00,DV03] en relacion con el confinamiento en los gauges “MAG” (Ma-
zemum Abelian Gauge). Estos gauges se definen de forma que las componentes diago-
nales de A, = AfA, se comportan como fotones, mientras que el cardcter no abeliano

se concentra en las componentes no diagonales.

Ni el condensado gluénico de dimension 2, (A?), ni el condensado de fantasmas,

(¢c), son invariantes BRST por separado, no obstante, una combinacién de ambos,

(34 €)= [t (Jaraa2) - 2 @) | (5:9)
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es invariante frente a este tipo de transformaciones. En efecto, aplicando el operador
definido en (5.8) se obtiene:

s(A(2)?) = (sA%) AF + A% (sAY) = =2 (ALD,® + Algfs Abce)
s(c(z)e(z)) = *(2)ha(z), (5.10)

de modo que tras tener en cuenta que h®(x) = £710*A%(x) (que procede de las ecua-
ciones de movimiento para el campo h%(z)), y que f% A%Ab = 0, por la antisimetria

de fo se llega a

s (—A(aj)2 — §E(x)c(:c)> = —0Mco(7)AL(7) — ca(x)0"AL(T) =
= =0 (ca(z)A5(2)) . (5.11)

La transformacién s actuando sobre el condensado resulta por tanto:

s <~;—A2 —fﬁc> = Tl/— / d'z s <%A(x)2 —ge(x)c(x)) =
1

= —— [ d'w8" (ca(x)A%(2)) (5.12)

que se anula al integrar sobre todo el espacio de modo que, en efecto, 5(%A2 — &ec) = 0.
Esto significa que el condensado mixto gluén-fantasma es invariante bajo transforma-

ciones BRST en los gauges covariantes ®.

De forma particular en el caso del gauge de Landau (¢ = 0), el condensado mixto
gluon-fantasma, (3A* — £ec), se reduce al condensado (A4?), que es entonces invariante
BRST. Kondo demuestra que esta invariancia no se ve alterada por la renormaliza-
cion [Kon01, Kon03a, Kon03b).

Este resultado muestra que el condensado (%—A2 — £Tc) es invariante frente a un tipo
de transformaciones que deja invariante el lagrangiano. Si bien no es invariante gauge,
es invariante frente a una simetria residual del lagrangiano, por lo que es totalmente
legitimo que aparezca en los desarrollos en productos de operadores de un observable
hadronico. En el gauge de Landau, el condensado mixto se reduce trivialmente al con-
densado (A?), cuyo valor hemos obtenido a través del analisis de funciones de Green

gludnicas en este trabajo.

'Puede demostrarse que también es invariante en los gauges de tipo MAG [KonO1].
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5.3. Renormalizacion de <A2>

Tras esta recopilacion de resultados acerca del condensado (A42%) presentes en la
literatura, trataremos a continuaciéon de profundizar en la renormalizacion de dicho
objeto. En particular focalizaremos la atencion en la separacién de las contribuciones
perturbativa y no perturbativa al condensado, que nos permitirdn comprender qué se

entiende por valor del condensado [BSY03c].

5.3.1. Renormalizacién del operador compuesto A?

Para este anéalisis se hara uso del esquema de renormalizacion MOM, introducido

en el capitulo 3, en el que la constante de renormalizacion de los campos gauge (1.15),
(Ar)y = Zs(u)™/*(A0)s , (5.13)

se define como

Zs(p) = 12GP (12) (5.14)

que unida a una prescripcion para la renormalizacion del vértice a tres gluones, renor-

maliza completamente la teoria.

Los operadores compuestos, es decir, aquellos que son una combinacién de los cam-
pos que aparecen en el lagrangiano, no tienen por qué quedar renormalizados al renor-
malizar los campos y constantes del lagrangiano. Un ejemplo es el operador compuesto
A%, Para aclarar este punto, introduzcamos algunas notaciones ttiles: denotaremos al
operador local A? renormalizado a una escala p por (A%)g (1), cuya relaciéon con el

operador desnudo, A2, viene dada por:
(A2 () = Zgh(w)A3 . (5.15)

Por otra parte, el cuadrado del campo renormalizado, (Ar(u))® esta relacionado

con el cuadrado del campo desnudo por la expresion (5.13), que permite escribir:

(Ar(1))* = Zs(u) " A7 . (5.16)

De las expresiones anteriores se deduce, por tanto, la relacion 2:

(A% () = Z7Mu) (Ar(w)® (5.17)

Recordemos que Z1(p) = Zy 1(p)Z a2(p), definido en el capitulo anterior.
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donde se puede apreciar la diferencia entre el cuadrado del campo gauge renormalizado
y el operador compuesto renormalizado, (A4?), (u). Esta diferencia es, precisamente,
que renormalizar los campos no es suficiente para renormalizar el operador compuesto,
que requiere aun de la constante de renormalizacion Z. A continuacién veremos c6mo
en efecto el operador compuesto es divergente, y por medio de la utilizaciéon de la
expresion OPE para el propagador gludnico, (4.28), se puede obtener la constante de

renormalizacion.

5.3.2. Integral del propagador

A partir de la definicion del propagador gluénico en el gauge de Landau,

Gl (g = 222] = [ e ag 0 aba(o) (5.15)

e integrando sobre el espacio de momentos,

3 (A8 (0) 4%, (0)) = ﬁ%;r)il—) [ane2 o) (5.19)

se obtiene una expresiéon para el cuadrado del campo renormalizado:

3(NZ - 1)

(Ar())?) = 2555

/ pPdp*GE (0%, 12) (5.20)

divergente al integrar para p — oo. Por tanto, renormalizar los campos y la constante
de acoplamiento no asegura que el condensado esté renormalizado. De hecho, para
obtener el condensado ((A2)y (1)) falta incluir el factor de renormalizacion Z~(y) de

la expresion (5.17).

Esquema de renormalizacion

A continuacion, se integrara la expresion (5.20), con el desarrollo en producto de
operadores obtenido en el capitulo anterior, a fin de evaluar las contribuciones pertur-
bativa y no perturbativa al condensado. Es necesario, previamente, puntualizar algunas
sutilezas acerca del esquema de renormalizacion utilizado. En el capitulo anterior se
obtuvo la expresiéon OPE para el propagador gluénico en el esquema de renormalizacion

(que denominaremos R) definido por (4.19), en el que

PG (p?)

22,2 2y _
PG (1) = BC () (5.21)
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Este esquema, sin embargo, no separa completamente las componentes perturbativas

y no perturbativas, como harfa el esquema R’ definido por (4.20),

203(2) (2
p°G¥(p
POR W) = (2)( 3 : (5.22)
2 GPert(M )
De este modo, el desarrollo
2 2 2
2~42)0PE, 5 oy p b (A >R’”._i
PG (pS,u7) = < (E’a(ﬂ)> + ¢ (l—ﬁ,a(u)> 4(]\% —10)p + , (5.23)

obtenido en el capitulo anterior, con ¢o(1,a(p)) = 1 + O(1/u?), corresponderia en el
esquema R’ a:

Z_;a(u)) - (%’a('u)) (ARru 1
oam) T wlal) NG-DE T B2

donde ahora el primer término carece de contribuciones no perturbativas debido a que

OPE “o (
pQG(Q)R' (p*, 1) =

se aplica la condicién de renormalizacion sobre el propagador obtenido perturbativa-
mente (5.22). Por medio de este esquema es posible, por tanto, separar totalmente las

contribuciones no perturbativas, que aparecen s6lo en el segundo término del desarrollo.

La diferencia entre ambos esquemas, a los efectos de los ajustes realizados en el ca-
pitulo anterior, resulta despreciable %, pero no lo es desde un punto de vista conceptual,
cuando lo que se trata es de separar contribuciones perturbativas y no perturbativas,
por lo que se utilizara el esquema R’ en este desarrollo. La tnica diferencia entonces es

la inclusion de un factor constante (independiente del momento):

Zo—_—m:1+0<%) . (5.25)

que multiplica a ambos términos en el desarrollo OPE.

Contribuciones perturbativas y no perturbativas

Retomando la expresion (5.20), podemos definir la integral extendida hasta un valor
maximo del momento 4, A, como:

A2

ML [ pare (5.26)
0

(An(a))?), = 2555

3 A la escala de renormalizacién, = 10GeV, los efectos no perturbativos son pequenos, por lo que

aplicar la condicién de renormalizacién R o R’ es equivalente.
*Nétese que el regulador que se introduce en este caso, A, no guarda, relacién con los anteriores (e,

a, etc.}, aunque juega el mismo papel: limitar el valor méximo de momentos mediante la introduccién

de un valor de corte en la integral.
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que diverge al menos cuadraticamente en el limite A — oo. Esta puede dividirse en

tres partes,

(Ar()?), = (AR + ((Ar(w)D) s " + (Ar(w)?), ,  (5.27)
donde
() = 22D [ parelor) (529

contiene la parte de la integral por debajo de una cierta escala, pmi, ~ 2.5 GeV,
correspondiente a la regién infrarroja en la que el desarrollo OPE del propagador no

tiene validez. Por otra parte,

(Canpyy = 2D f Y e (f;,a(u)) (5.29)

2
16'” pxznin

corresponde exclusivamente a la contribucion perturbativa a la integral, y

OPE 2 % A2 2 2 2R
(anta)T" = A [T 8 (2 o) S oo

min

a la contribucién del condensado OPE.

El término (5.28) no depende de A, por lo que en el limite A — oo permanece cons-
tante mientras los otros dos divergen (como se vera a continuacion). Su importancia es,
por tanto, subdominante, y despreciable en dicho limite, por lo que en los razonamien-

tos que siguen solo se distingue entre contribuciones perturbativas y contribuciones
OPE.

A partir de la evaluacién perturbativa del coeficiente de Wilson (4.27), la parte
perturbativa, ((Ag(1))*)2™, resulta:

o 3(N2 — 1
((Ar(m)*)>™ — ( = ) e (5.31)
20
In {2 %o 2
“ _(é_%szl 140 + +0<p/r{;n> ,
In (——"L—AQCD) In ( AQCD)

que es divergente en el limite A — 0o y con una contribucién subdominante en pp;,.

La contribucion OPE al cuadrado del campo renormalizado, (5.30), resulta ser pro-
porcional al condensado que introducimos en el desarrollo, puesto que éste no depende

del momento y puede salir fuera de la integral. Este sera un primer indicio de la relacion
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entre la contribucion OPE y el condensado, sobre la que profundizaremos a continua-
cién. La integral (5.30) puede calcularse haciendo uso de los resultados del capitulo

anterior, (4.27), que permiten escribir:

er (Zoo) = (1ae) (22" = 1210 (9@)& (5.52)
VL 2 a(n) alw)) '
de forma que (5.30) conduce a:
OPE 9 ((Ap(w) Y dp®  1m
(An(u)?)" = [ e R (5.3
< >A 167 a(u)wﬁ% ,2nin p2
Haciendo uso de la relacion a primer orden,
dp? 47 do
—— =dln(p?) ~ ——— 5.34
la expresion anterior puede escribirse como:
A2 a(pmin) .
<(AR(M))2>/(2PE — _?_ <( )R (j’b» / daa—l—’yo/ﬂo (535)
45o a(p)"f?% a(A)

- sptenon[(265) - ()]

El resultado destacable, recordando el calculo de la dimension anémala realizado en
el capitulo anterior (ver §4.3), 4o = 9/4, es que el coeficiente de la contribucion OPE al
condensado, segun la expresion anterior es la unidad. Por tanto, en el limite A — oo,

resulta, ®:

5

OPE

()Y o () ) () ™ (5.36)

- ()

Este es un resultado de la mayor relevancia, dado que si hubiésemos partido de

considerar una correcciéon en potencia 1/p? con un condensado genérico, (C), este re-
sultado nos permitiria identificarlo con el condensado (A?%), y obtener su dimension
anémala, 7y. De haber considerado una correcciéon mediada por un condensado gené-
rico, la integraciéon que se ha realizado sobre el propagador hubiese conducido a la

expresion:

B

(Cru) —= ((Ar@))y (%%) , (5.37)

®Notese que para A — 00, @(pmin) resulta mucho mayor que a(A) y en consecuencia es posible

despreciar la contribucién en a(ppyi, )70/
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en vez de (5.36) que, en efecto, identifica este condensado con {A?) y permite determinar
su dimension anémala. La constante de renormalizacién Z (1), definida en (5.17), resulta
a partir de (5.36):

i
. B
Z(A, ) = (9—(A—)) " (5.38)
a(p
de modo que su dimensién anémala seria:
dln Z () 1 _i0 01 o dap) _1%0 B(@)
—_— = A Bo B - = — =
aln'u? Za( ) O[(/,L) o ﬁodlnﬁﬂ Oé(,u,) ,BO 2
Yo
- 10 5.39

y efectivamente 4y es la dimensién anémala a un bucle del condensado (A2), como
se habfa obtenido en el capitulo anterior (ecuacion (4.61)). En nuestro caso habfamos
supuesto desde el principio que se trataba de dicho condensado, y este resultado lo

confirma.

5.4. Discusion

Varios resultados del desarrollo anterior merecen una especial atencion:

» El resultado (5.36), y mas concretamente el hecho de que aparezca un factor 1
entre el condensado y la parte OPE del campo renormalizado al cuadrado, indica
que la dimension anomala de (A?), 7y, que aparece en dicho coeficiente, no es
una variable independiente, o, en todo caso, que puede calcularse mediante una
integracion del propagador para todos los momentos (si partimos de suponer que
el coeficiente en (5.35) es la unidad, obtenemos el valor de la dimensién anémala).
Este resultado [BSY03c| fue justificado poco después de la publicacion de este
trabajo por Dudal y col. [DVS03] que, a partir de la introduccién de un operador
A? en el lagrangiano, determinaron una nueva identidad de Slavnov-Taylor,

Yaz(@) = — (M

o T ’}/(04)) : (5.40)
Esta identidad establece una relacién entre la dimensiéon anémala del condensado
(A?), la funcién 8 de Callan-Symanzik y la dimensién anémala del propagador a
todos los 6rdenes por lo que, en efecto, la dimensiéon andémala 7 no es una variable

independiente en QCD.
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» Fl resultado principal de este capitulo podria resumirse en:

()" (500 ;

12

() (1))

5B

= [(an0), - ("] (555)° s

cuyo significado es revelador; el condensado (A?), es decir, el valor esperado en el
vacio responsable de las correcciones O(1/p*) que encontramos en el calculo OPE
de las funciones de Green (miembro de la izquierda), puede calcularse sustrayendo
de la integral completa del propagador gluénico, la parte puramente perturbativa

(en el miembro de la derecha), es decir, tomando orden normal.

Esta relacion define lo que entendemos por valor no perturbativo del condensado
(A?); que supone, por una parte, eliminar la contribucién aditiva a este conden-
sado procedente de la parte perturbativa, ((Ag(u))*)2™" y, por otra, eliminar la
divergencia logaritmica que resta; esto lo hace la constante de renormalizacion

o~

Z, tal como se habia obtenido en el capitulo anterior.

» La integracion del propagador gluénico a todos los momentos (5.20) que hemos
llevado a cabo en este capitulo permite, por tanto, comprobar la consistencia de

la descripcién realizada, aclarando el significado del condensado.

La ecuacion (5.41) representa una separacion entre las contribuciones perturbativa
y no perturbativa al propagador integrado, es decir, a {(A%)r(u)). Dicha separacion
es ambigua, en cuanto a que depende del esquema de renormalizacion utilizado y el
numero de bucles al que se desarrollen las expresiones perturbativas, en cualquier caso,
el resultado (5.41) vincula la existencia de un condensado gluénico de dimension 2 a
las componentes no perturbativas del campo gludnico. Es esta expresion la que motiva

el estudio semiclasico de la parte III.

Dicho estudio surge tras constatar que las soluciones clasicas del lagrangiano de la
QCD proporcionan una contribucién no perturbativa al condensado (A?%), que trata-
remos de cuantificar mediante un estudio en reticulo en el que trataremos de evaluar
la capacidad de las soluciones clasicas para describir este condensado asi como otras

propiedades del régimen no perturbativo de la QCD.
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Como se ha visto en los capitulos precedentes, los resultados de la teoria de pertur-

baciones no son capaces de describir la fenomenologia de las interacciones fuertes en el
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régimen de energias bajas. El problema, como se ha sefialado, aparece en los desarrollo
perturbativos en la forma de un crecimiento de la constante de acoplamiento al bajar
la energia que invalida el tratamiento perturbativo. En estas condiciones no se puede
obtener el vacio de la teoria anulando las interacciones, es decir, no es posible desarro-
llar a partir de las soluciones perturbativas del lagrangiano libre, como en QED. Por
el contrario, los campos gauge en el vacio de QCD estan intensamente correlacionados
y confieren a los condensados valores esperados no nulos, que contienen al menos una

contribucion a la parte no perturbativa de la teoria.

Una via posible para estudiar las propiedades de la QCD a energias bajas consiste en
realizar una aproximacion semiclasica, basada en las soluciones clasicas del lagrangiano
de la QCD. Ese sera el objetivo de los siguientes capitulos, por lo que en éste se realiza

una introduccién a los aspectos fundamentales de las aproximaciones semiclasicas.

La solucién clasica mas conocida del lagrangiano de QCD se denomina instanton.
Fue propuesto por primera vez en [BPS75] y sirvié de base para la comprensién de
determinados hitos fenomenologicos que no son explicables mediante la utilizacién de la
teoria de perturbaciones. Permite explicar, entre otros, la masa del mesén pseudoescalar
n', cercana a 1GeV a diferencia de su compafiero del octete, 7, que es esencialmente
un boson de Goldstone en el limite quiral, basandose en la anomalia axial [BJ69].
Asimismo, el estudio de su relaciéon con la ruptura espontanea de la simetria quiral o
el espectro hadrénico son activos campos de estudio en la actualidad (ver [SS98] para

una recopilaciéon bastante completa de resultados en este campo).

En un primer momento, numerosos autores sefialaron el potencial de los instantones
para explicar la fenomenologia a energias bajas de la QCD, incluido el confinamien-
to [Pol75, Pol77]. Mas tarde se demostré que tinicamente en términos de instantones
se puede explicar el confinamiento, aunque las muestras de que este fenémeno esta
relacionado con las soluciones clasicas son multiples (ver [CDG77,CDG80, GM96], por

ejemplo).

El objetivo de este capitulo sera realizar una introduccion bastante general a la fisica
de instantones, en la que se comenzara por presentar las caracteristicas fundamentales
de las soluciones semiclasicas. Posteriormente se analizara cémo describir el vacio de
QCD en términos de instantones, lo que serd de utilidad en los capitulos siguientes,
donde se contrastara con los resultados obtenidos en reticulo. Por tltimo, se abordara
la contribucion de las soluciones clésicas al condensado (A?), cuestién que motivé en

un principio este estudio.
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6.1. Solitones

Las soluciones clasicas de la mayor parte de las teorias con las que estamos familiari-
zados, como las ecuaciones de Maxwell o la ecuacion de Klein-Gordon, son disipativas,
es decir, la densidad de energia se anula en todos los puntos si se espera el tiempo
suficiente. No obstante, en otros casos, como el de algunas teorias gauge o teorias de

campos escalares

£ = 20,600~ U(9) (6.1)
con interaccion ¢*:
U(g) = %(aﬁz—az)2 , (6.2)
0 Sine-Gordon:
U(g) = 7 (1~ cospg) , (6.3)

poseen soluciones clasicas no singulares y no disipativas, comdinmente denominadas
solitones (ver |[Col75] para una discusiéon bastante completa acerca de este tema). El
término soliton designa a las soluciones no disipativas independientes del tiempo que
permanecen localizadas en el espacio. En teorias con invariancia de Lorentz, es po-
sible construir soluciones localizadas en el espacio-tiempo, por lo que se denominan

mnstantones.

Por poner un anilogo simple, la ecuacion de Euler-Lagrange para una teoria ¢* es

equivalente a resolver el problema de una particula moviéndose en un potencial:

-V(z) = %(12 - a2)2 , (6.4)

en el que existen soluciones que conectan los dos maximos del potencial (ver grafica
6.1), lo que se corresponde con las soluciones clasicas del lagrangiano (6.2), los solitones.
Si considerasemos el sistema con tiempo imaginario, cambiaria el signo del potencial,
con lo que las soluciones clasicas se corresponderian en ese caso a soluciones de efecto

tanel.

En una teorfa gauge SU(3) y cuatro dimensiones, las soluciones “instanténicas”
aparecen solo en el espacio euclideo. Pasar a tiempo imaginario (para pasar del espacio
de Minkowsky al Euclideo) equivale a invertir el potencial de modo que, siguiendo la
analogia anterior, las soluciones clasicas en el espacio Euclideo equivalen, en el espacio
de Minkowsky, a soluciones de efecto tunel de minima acciéon. La influencia de las

soluciones clésicas, por tanto, es importante también a nivel cuéntico.
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0,0

=
W

2 V(x)/Aa®
>

-1,5

Figura 6.1: Potencial con soluciones andlogas a las de una teoria ¢*.

Aproximaciones semiclasicas
El uso de aproximaciones semiclasicas parte de la constatacion de que las integrales

de camino en el espacio euclideo,

/ [HWE)] ¢~Sed(e) (6.5)

estan dominadas por las configuraciones de campos de acciéon minima. Las configura-
ciones de accién minima son precisamente las soluciones clasicas, dadas por el principio

de minima accion:

6Sp(4) =0, (6.6)

que cuanticamente proporcionarfa la aproximacion de orden 0 a la solucién completa.
El desarrollo en torno a la solucion clasica es un procedimiento que ha sido ampliamente
estudiado en el contexto de la mecanica cuantica a través de la aproximaciéon WKB
que considera no so6lo las soluciones clasicas, sino también el siguiente término de la

accion desarrollada en torno a su minimo, un término cuadratico.

En esta ultima parte del trabajo, trataremos de extraer informacion acerca de las
propiedades de las funciones de Green de QCD a energias bajas a partir de una apro-
ximacion semiclésica en la que se considera que los campos gauge estan dominados por

las soluciones clasicas del lagrangiano de la QCD.
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6.2. Propiedades topologicas del vacio de QCD

Las aproximaciones semiclasicas empleadas en este trabajo se basan en las solucio-

nes cléasicas del lagrangiano Yang-Mills !,
1 a apy aQ a a a c
Lyy = 4_92(;“”@ W, G4, =0,B%-9,B: - {4 BB . (6.7)

que vienen dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange,

O»CQCD . 8L’QCD
0(9,B2) 0B

8, =0, (6.8)

0, escritas de forma simplificada para el lagrangiano (6.7),

8,Gy, — “bCB,’ij,u =0. (6.9)

Las primeras soluciones para (6.8) fueron propuestas por Belavin, Polyakov, Sch-
wartz y Tiupkin [BPS75] y posteriormente por 't Hooft [tH76b,tH76a| y son los deno-
minados instantones BPST que, en el gauge de Landau absoluto y SU(2), se expresan
como:

o, 2

P = s )

(6.10)
donde 7 es el tensor de 't Hooft, cuyas propiedades se recogen en el apéndice A.2. El

centro del instantén se ha situado por simplicidad en el origen, y p es un parametro
libre.

El campo (6.10) presenta una divergencia en el origen (donde se ha situado el
centro del instanton). Esta singularidad puede desplazarse, por medio de una transfor-
macién gauge [FP01], a cualquier punto del espacio o incluso al infinito % sin alterar
la distribuciéon de accion en el espacio. En lo que sigue, no obstante, nos referiremos
exclusivamente al gauge en el que la singularidad coincide con el punto de maxima
accion, puesto que éste corresponde al gauge empleado en las simulaciones en reticulo,

definido en la ecuacion (2.11), el que posee un condensado (A?) minimo.

'En esta parte se denominara campo gauge a gAjf, a fin de que en las ecuaciones no aparezca

explicitamente la constante de acoplamiento, manteniendo una notacién acorde con la literatura. Para

evitar confusiones se denominard B}, a este campo y G7,, al tensor equivalente a Fg,
2Al gauge en el que la singularidad est4 situada en el centro del instanton se denomina gauge

singular, y al que no presenta singularidad (est4 en el infinito), gauge regular.
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Los instantones son soluciones autoduales, es decir, G, = G,

s con G, definido

por

~ 1
qu = é'ﬁuypaGapa. . (611)

También existen soluciones anti-autoduales, denominadas anti-instantones, en los que
éfw = —Gy},,. Los anti-instantones BPST son idénticos a los instantones, dados por la
expresion (6.10), cambiando el tensor de 't Hooft 7 por 7 (ver apéndice A.2). En lo que
sigue, a menos que la diferencia sea fundamental, el término instantén se referird gené-
ricamente a ambos. La autodualidad de los instantones es una propiedad fundamental

de éstos asociada al caracter topologico de los campos en un instantén.

La divergencia de la corriente de Chern-Simmons,

1 1
KP = meuaﬁ“f( B0 By + 3 fare BaBBS) (6.12)

puede expresarse como:
1 ~
aﬂKﬂ - _3_2__7_{2_GZVG‘1/‘V 5 (613)

de donde se deduce que, para campos autoduales, el lagrangiano puede expresarse
como la divergencia de un cuadrivector. La accion, por tanto, se anula excepto cuando

topologia de los campos gauge sea no trivial.

La integral extendida a todo el espacio de la divergencia de la corriente de Chern-

Simmons (6.13) se conoce como carga topolégica:

Q= / d*zo" K, = / d'zGe, G (6.14)

3272

que en el caso de un instantéon BPST (6.10) vale +1 y para un anti-instantén —1. En

general, es un nimero entero que caracteriza la topologia de la configuracion.

A continuacién se presentan algunos de los hitos fenomenolégicos mas importantes
de los instantones, a fin de tener una vision general de las propiedades que pueden

explicarse en términos de una descripcién instanténica.

6.2.1. Anomalia axial

En una teoria clasica de campos, el teorema de Noether permite identificar la co-

rriente conservada asociada a una simetria del lagrangiano. En ocasiones, al cuantizar
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la teoria, las simetrias exactas del lagrangiano clasico no lo son a nivel cuéntico, en

cuyo caso se dice que existe una anomalia.

La corriente j; = ¥y, 75% [Wit79a) es la corriente de Noether asociada a una trans-

formacion quiral local de los campos:

Y(@) = V(@) =U)pz) = e Py(a) (6.15)

que es una simetria exacta del lagrangiano clasico de QCD con masas de quark nulas 3.

No obstante, la divergencia de la corriente jZ calculada cuanticamente viene dada
por [DGH92|:

Ny
; N a apv : oy
0,J5 = 167’;2GWG" + 20> mg sty (6.16)
g=1

y la presencia del término anémalo [BJ69, Ad169], %{;GZV@“W, da un valor no nulo
a (6.16) incluso en el limite de masas de quark nulas. Esta contribucién anémala es
responsable de la diferencia de masas entre ' y 7, como se obtiene a partir de la férmu-
la de De Witten-Veneziano [Wit79a, Wit79b, Ven79|, que relaciona la susceptibilidad

topologica (en la aproximacion quenched),

Xtop :/d4:1: (Q(2)Q(0)) , (6.17)
donde
Qlz) = 555G (2) 3 (z) (6.15)

es la densidad de carga topologica, con las masas de 7, 7’ y K, asi como con la constante
de decaimiento del pion f; (en QCD):

fz

2 2 2\ 4
N, (m2 —mZ —2m}) ~ (180 MeV)". (6.19)

Xtop =

Los instantones, a partir de su contribucién a la susceptibilidad topolégica, permiten
obtener la masa del meson 7' mediante esta expresion, con lo que se obtienen resultados

en buen acuerdo con los experimentales [SS98].

3Es exacta solo si todos los sabores de quark del lagrangiano tienen masa nula. Se denominara Ny

al nimero de sabores de masa nula.



112 Capitulo 6. Descripcion semiclésica del vacio de QCD

6.2.2. Modos cero de la ecuacién de Dirac

La carga topologica (6.14) puede evaluarse en funcién del propagador fermiénico:
Q:—l—/d“:ca jS:J—/d4xNaTr(5(x . (6.20)
IN; wi T 9N, I SIS '

con S(z,y) = (x|(¢l))'|y) el propagador de quark y iI} = (id, — B2(z)\,/2)7" el
operador de Dirac. Desarrollando en funcién de los autoestados del operador de Dirac,

lew)\ - )\1/)/\7

2l
Say) = Yy 2B (6.21)
A

y haciendo uso de la ecuaciéon de autovalores, se obtiene:

Q = /d4x Tr (ZwA(x)z/J:’\(x)’yg,) . (6.22)

El integrando de la ltima expresion es nulo salvo si A = 0, debido a la ortogonalidad
de 15 v 1595 % De este modo, sélo contribuyen a la carga topolégica los modos cero

de la ecuacion de Dirac, con un signo que depende de su quiralidad:
Q= ny—n_, (6.23)

donde ny representa el niimero de modos cero de quiralidad derecha y n_ izquierda.
Esto conduce al teorema del indice [AS84], que demuestra que:

1
6—47}56“””" / d'zGe,Ge =ny —n_ (6.24)

es un invariante topoldgico, el cual es constante e igual a un nimero entero para cual-

quier variacion continua de los campos gauge. Su valor permite clasificar las diferentes

configuraciones.

Recientemente, algunos autores [HDDO02, HDD03] han estudiado la topologia de
QCD a partir de un analisis del espectro del operador de Dirac. Como se ha visto, los
modos de energia muy baja, al estar relacionados con los instantones, proporcionan
informacién directa acerca de las propiedades de la QCD en el limite de masas de
quarks nulas. No obstante, este tipo de analisis requiere la utilizaciéon de operadores
con buenas propiedades quirales en reticulo, lo que resulta complicado (ver §2.4) y, en

cualquier caso, requiere un gran tiempo de calculo.

“Nétese que {I,vs} = 0, por lo que Y59 es un autoestado del operador de Dirac de autovalor —A.
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6.3. Soluciones clasicas de Yang-Mills

La solucion BPST (6.10) no es la unica solucion clésica de las ecuaciones de movi-
miento, aunque si corresponde al tipo de soluciones mas simples, que puede obtenerse
de forma exacta, y el de uso méas extendido. Se puede obtener este tipo de soluciones

partiendo de un campo gauge SU(2) de la forma:
a _ o=a -2
Bu(x) = 277W,LL‘,,:E ¢(z) , (6.25)

donde ¢ es una funcién adimensional cualquiera de z. El tensor G, resulta entonces:

2 d 2 2
Gy, = T [—43—?2- - ﬁ—{] + (ﬁ,‘ipxuxp —ﬁzp:c,,x,,) {4 gi?if)) _ (¢) } . (6.26)

22
Introduciendo este tensor en la ecuacién (6.9), y haciendo uso de las relaciones del

apéndice A.2, se llega a la ecuacion para la funciéon ¢(x):

2
o dp

qp T ) T =0 (620

en la que es posible reducir el orden de la ecuacion diferencial, resultando:

¢ (1~ ¢)+ x2déi) =0. (6.28)

Esta ecuacion es invariante de escala, es decir, cualquier solucién sigue siéndolo si

se realiza el cambio de variable x — x/p. Esto se debe a que estamos considerando
una solucién clasica aislada; al considerar los efectos de un sistema correlacionado de

instantones apareceran términos que violan esta invariancia de escala.
Las soluciones de (6.28) son:
0 Solucién trivial

o(z) = 1 Merén , (6.29)
Instantén BPST

22
que comprenden, ademas de la solucion trivial, con campos nulos en todas las posiciones
del espacio-tiempo, la solucién BPST (6.10), y otro tipo de soluciones clasicas, los

merones, que han sido propuestos recientemente como candidatos para describir el
confinamiento [LNT04]. ‘

El tipo de solucion (6.25), valido en SU(2), puede ser extendido a SU(3) sin pérdi-

da de generalidad introduciendo grados de libertad adicionales, correspondientes a la
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orientacion del instantén SU(2) en el espacio SU(3). Esta orientacién se introduce por
medio de los tensores R**, cuyas propiedades se obtienen en el apéndice A.2 a partir
de las matrices de rotacion en el espacio gauge. De este modo se pueden construir solu-
ciones en SU(3) que, en cualquier caso, son particulares, con carga topologica unidad.
Shuryak [Shu88,SS98|, basindose en algunas estimaciones fenomenolégicas indicé que
para describir el vacio de QCD en términos de instantones deberian encontrarse en una

densidad de en torno a un instantén por fm?.

Por tanto, las soluciones obtenidas no son suficientes para describir los datos feno-
menologicos. Como alternativa, se considera un conjunto de instantones con posiciones
(1), radios (p;) y orientaciones de color (R*) diferentes para cada instantén, con lo

que se obtiene el campo gauge como:

Z 2R, (T — 2)p°

B (z)su@)ms. = e =+ ) (a=1,---,8). (6.30)

Esta formulacion del vacio de QCD se conoce en la literatura como “Modelo del Liqui-
do de Instantones” °; generalmente se acepta que los instantones tienen posiciones y
orientaciones en el espacio de color aleatorias, radios en torno a 0.3 fm y densidades

en torno a 1 fm™%.

El hecho de que las ecuaciones sean no lineales hace que (6.30) no sea solucion de las
ecuaciones clasicas (6.9), salvo cuando sblo existe un instanton en todo el espacio. El
proposito de la seccidn siguiente sera construir soluciones aproximadas de las ecuaciones

de movimiento basadas en (6.30).

6.3.1. Distribucién de instantones

La probabilidad de encontrar un instanton (cuya accion viene dada por S; = 87%/g?)

viene dada en orden cero por:
P ~ 8/ (6.31)

Si se introducen correcciones cuanticas, y se tiene en cuenta la dependencia con el

radio (parametrizada a través de la dependencia de la constante de acoplamiento con

’En algunos casos se denomina “gas” de instantones, aunque en este trabajo se opta por la opcién

de “liquido”, como quedara justificado por las densidades obtenidas.
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el radio del instantén, g(p)), se puede obtener la distribucion de instantones en funcién
del radio [tH76a,Shu88|:

dpg(p) 872 \ 2V _ sx2 _5
— . (»)? 6.32
P Chne 90 e 9% p=° ( )

donde Cl,, es una constante que, calculada a un bucle en el esquema de regularizacién
a la Pauli-Villiars ©, toma el valor [tH76a, BCG77|:

0.466¢~ ! ©79Ne
Cne = : 6.33
T (No = DN~ 2)! (69

La densidad obtenida perturbativamente crece con p como

duo(p) _ (pApy)™ 7 (6.34)

d*zdp o

que en el caso SU(3), en el que trabajamos (5 = 11), implica un crecimiento como p°.
La divergencia de esta distribucion para radios grandes se debe a la utilizacién de ex-
presiones perturbativas, que carecen de valor para grandes distancias. Para regularizar
esta distribucion es necesario construir soluciones de las ecuaciones de movimiento que

tengan en cuenta los efectos de las correlaciones entre instantones.

6.4. Modelo del liqguido de instantones

Debido a la no linealidad de las ecuaciones de movimiento, no es posible escribir
una solucién clasica como superposiciéon de soluciones particulares. No obstante, si la
fraccién de ocupacion es pequeiia, es posible encontrar una buena solucién aproximada
mediante la aplicacién de métodos variacionales tomando como configuracion de partida

una superposicion de instantones BPST.

Por ejemplo, un par instantén anti-instantén (/1) tendra una accion (S;7) diferente
de la accién de los dos por separado (S; + S7), lo que permite definir una interaccion

de los instantones, dada por:

Smt = Sy7—25;, (6.35)

SEl valor depende del esquema elegido. En otro esquema B vendria dada por:
CB — PV APV oo
N¢g —™ Y N¢ AB 3

con fp = 11N¢/3 el primer coeficiente de la funcién 3.
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cuyo signo revela si la interaccion es atractiva o repulsiva.

Los estudios realizados coinciden en sefialar una interaccion dipolar entre un instan-
ton y un anti-instantén a distancias grandes, mientras que no hay interaccion entre dos
instantones o dos anti-instantones. Para distancias pequefas, por el contrario, hay una
interaccion repulsiva entre pares I — I, I — I o I — I. Esta repulsion es la responsable

de la regularizacion para radios grandes de la distribucién u(p) (6.32).

El punto de partida del estudio del liquido de instantones es la funcién de particion

del conjunto de instantones y anti-instantones:

vIT
1
Z — | | i . —8Sint X

con §; = {R?, z;, p;} las variables del instantén y u(p;) la distribuciéon de radios de

instantones.

Para resolver este tipo de sistemas, han surgido diferentes métodos, entre los que

cabe destacar los siguientes:

- Callan y col. [CDGT8]| resolvieron este sistema utilizando tan sélo la interaccién

dipolar, con lo que no es capaz de eliminar la divergencia en u(p) o p°.

- Ilgenfritz y Muller-Preussker [IM81] propusieron un modelo de esferas duras:

00 |zr — 27| < apip?
Simt = ' — (6.37)

?
0 ler—z7| > {/apip?

en el que hay un volumen excluido de la funcion de particioén, y la divergencia en

1(p) desaparece.

- Diakonov y Petrov [DP84| propusieron un método variacional (sobre el que se
insistird més en profundidad dado que se hara uso de sus resultados mas adelante)

para fijar la distribucién de los instantones y el perfil ¢(x) de éstos.

- Verbaarschot [Ver91] critica las parametrizaciones anteriores, basadas en la super-
posicion de soluciones aisladas en las que el efecto de las correcciones cuanticas
vuelve inestables los pares muy proximos. Como alternativa propone el méto-
do del «valle» o streamline que, sin embargo, no consigue evitar la divergencia

perturbativa de la distribucién de instantones.
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6.4. Modelo del liquido de instantones
A continuacién se presentarda mas en detalle el método de Diakonov y Petrov, del

que se hard uso en las secciones posteriores para construir una parametrizacion del

perfil instanténico. Si bien su desarrollo es complejo, es interesante senalar los aspectos

fundamentales, a fin de tener una vision completa del método.

El método de Diakonov y Petrov
Este método parte de una configuraciéon de campos inicial, QNS, y una accién modifi-

cada, Sy, para la que S(8) = S1(¢), con una funcién de particion resoluble,

vIT
1 _s
o= N{IN7! H ol (6-38)
La funcién de particion completa del sistema puede expresarse como:
NI!IN—! H?H [sz’M(Pi)] e~ (5=51)=51
7z = 7 5 -
A
(6.39)

y dado que el término a la derecha de (6.39) depende de la funcion inicial, en este caso

el campo instanténico,
(6.40)

viT
BZ(‘Z‘) = Z BZ(R?Q, Zis Pis ¢($)) ’
se puede obtener la funcion del perfil ¢(z) por medio de un método variacional.
Sin entrar en detalles acerca del desarrollo del método [DP84], diremos que éste
recupera las caracteristicas béasicas de la interaccion, de comportamiento dipolar a

distancias largas y fuertemente repulsiva a distancias cortas. En promedio la interaccién

es repulsiva, de valor:
21_No (6.41)

— A2.22 2 _
(Sine) = vP107, 7 = TN
lo que reproduce la interaccion repulsiva a pequenas distancias de Ilgenfritz y Muller-

Preussker [IM81]. La distribucion de radios aparece regularizada segin la expresion:
(@)P*1(p)p?BN/V (6.42)

?

n(p) = po(p)e™”
con y(p)p* = [;° dz*¢(z/p) y v(p)p? el promedio sobre la distribucion de radios. La

distribucion, una vez normalizada, viene dada por:
—7/2
(6.43)

)
! e300
v(7/2)

7

plp) = 2

FACULTAD 7 n’glm
BISLIOTE A
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donde el factor exponencial elimina la divergencia del término perturbativo p°.

El perfil 6ptimo ¢(x) viene dado por la ecuacion:

d \? oot 1 §C
~ | 2°— ¢+<1+ DP )¢ 3¢% + 2¢° + Ne — 9, 6.44
(v 2a) 6600 00 (6:44)
donde app es una constante dimensional relacionada con la densidad de instantones,

du(p)
T8¢ -
Este término es el responsable de la ruptura de la invariancia de escala de la ecuacion,

B(p) es la funcion del grupo de renormalizacion y el término en Cn, procede de

como consecuencia de la introduccién de correcciones cuanticas.

En el comportamiento a grandes distancias, Diakonov y Petrov estiman que el
perfil no debe verse afectado por un cambio global de escala, por lo que despreciando

el término que viola la invariancia de escala, obtienen la ecuacion

2
— <x2d%2> ¢ + (1 + sz > ¢ —3¢°+2¢° =0, (6.45)

valida para distancias grandes. Esta expresion es invariante de escala, la dependencia
con la escala se fija por medio de una condicion de contorno, ¢(z = p) = 1, donde p

define el tamano del instantén.

El pardmetro app, en el caso particular de que todos los instantones tengan el

mismo radio, puede expresarse como:

9N07T2 [ |
a%p N = 1n/ dz?¢ ( p (6.46)

donde 7 es la densidad de instantones. En el limite n — 0, el parametro app se anula,

con lo que la ecuacién (6.45) se reduce a (6.27), es decir, para el limite de densidad

nula se recupera la ecuacién para instantones libres.

A continuacién se presentard una parametrizaciéon del perfil instanténico, ¢(z),

inspirada en las ecuaciones (6.44) y (6.45), del que se hara uso en este trabajo.

6.5. Parametrizacién del perfil instanténico

Basandonos en los desarrollos de Diakonov y Petrov, escribiremos los campos en

un liquido de instantones de la forma méas general, con orientacién de color, posicién
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y radio diferentes para cada instanton o anti-instantén, y una funciéon de perfil, ¢(x),

general ” (6.30) como:

BE (@) = Y (Z)E"igyz_ &2y ('x — zll) . (6.47)

i

Este tipo de soluciones, al estar construidas como suma, de soluciones localizadas,
viola la invariancia por traslacién. S6lo se podré recuperar informacion fisica cuando di-
cha simetria sea restaurada, por ejemplo, al promediar sobre diferentes configuraciones

de campos con conjuntos de posiciones {z'} diferentes.

A fin de construir una parametrizacion del perfil ¢(z) basada en las soluciones
asintoticas de la ecuacion (6.45), se estudian a continuaciéon los limites de pequenas y

grandes distancias.

6.5.1. Limite de distancias pequenas
En el limite appz — 0, se puede aproximar
— =1, (6.48)

con lo que la ecuacion diferencial (6.45) resulta,

2
—<2d> ¢+¢—3¢°+24° =0, (6.49)

a2
idéntica a (6.27), desarrollando las derivadas.

Esto significa que las soluciones para distancias muy pequenas, cerca del centro
del instanton, no se ven alteradas por la presencia de otros instantones. Serd en la
cola de los instantones (lejos del centro) donde los efectos de superposicién sean més

importantes.

6.5.2. Limite de distancias grandes

Para z/p > 1, las potencias superiores en ¢ pueden despreciarse frente al término

lineal, puesto que es de esperar una caida al menos como p?/z?* (caso BPST), con lo

"El argumento de esta funcién, como debe ser adimensional, se ha expresado en funcién del para-
bl b

metro p, que proporciona la escala del instantén, y por la simetria radial como funcién de |z — z|/p.
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que la ecuacion original puede escribirse como:

2
- (xz—g;%) ¢+ (1 + ——a%ixZ) ¢=0, (6.50)

que es equivalente a la ecuacién de Bessel modificada de segunda especie:

d? d T
{I'r'lele + lxl2a—m - (22 + a2DP|xl2) } ¢CVDP <|—p'l> - 0 . (651)

Las soluciones de ésta vienen dadas por:

o (L) =~ Katoorlal) ~ S (6.52
— ~ Ky(appl|z|) ® ——, .
P >p |1L' |

es decir, mientras que para distancias cortas es el pardmetro p el que gobierna el
comportamiento del perfil, para distancias grandes son los efectos colectivos, a través

de app, los que determinan la forma del mismo.

Asi pues, mientras que en el caso de un instantén aislado el perfil decrece como z 2

para distancias grandes, las soluciones monoparticulares en un liquido de instantones

decrecen exponencialmente.

6.5.3. Expresién analitica del perfil

En este trabajo se propone una parametrizacion del perfil de los instantones inspi-

rada en las soluciones asintdticas anteriormente expuestas [BSY03b]:

2

p .
——— si applz| K1
; <|_x_|> _ Ky (opp|z|) . x4 Pt > ,  (6.53)
p

2
————'—2 -+ KQ(OZDPCE)

(appp) o« Ko(applz|) si |z|/p>1

que incorpora el comportamiento obtenido por Diakonov y Petrov para distacias gran-
des y el del perfil BPST para distacias pequefias. De este modo (6.53) es capaz de
integrar los efectos colectivos debidos a las interacciones entre instantones en una mo-
dificacion de la funcion del perfil instantonico, ¢(x) a través del parametro app. El
hecho de que no sea solucion exacta de la ecuaciéon (6.44) no es fundamental, puesto

que esta ecuacién es aproximada, valida tan sélo en el rango de distancias grandes.
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6.6. Contribucion instantonica a los condensados de
QCD

6.6.1. El condensado (G?)

Los instantones, al dotar al vacio de campos no triviales, contribuyen a dar un valor

no nulo a los condensados de QCD. Probablemente, el condensado
(@) = / 0262, ()G (z) (6.54)

es el caso mas conocido, al haber sido utilizado tradicionalmente para acotar la densidad

instantonica. Un instanton aislado tiene una accion
Sy = 8x?/g*, (6.55)

lo que implica que, para un conjunto de instantones que no se vieran alterados por la
presencia del resto, el condensado (G?) tendria un valor proporcional a la densidad de

instantones:

(G*) = 32n*n . (6.56)

A partir de esta relaciéon, basandose en estimaciones fenomenolégicas del conden-
sado (OPE, reglas de suma, etc.), Shuryak obtuvo una cota superior para la densidad
de instantones de 1 fm™*, aunque otros autores (ver tabla 7.2) han obtenido valores
mayores de este condensado a partir, bien de reglas de suma, bien de simulaciones en

reticulo (estas ultimas parecen sefialar valores mucho mayores para el condensado).

Cuando la densidad de instantones es apreciable, la aproximacién de considerarlos
aislados deja de tener sentido, y una superposiciéon de instantones BPST tendria, en
realidad, una acciéon mucho mayor que 872n/g?. Esto conlleva la necesidad de construir
soluciones aproximadas, como se ha visto en el apartado anterior. Para un perfil ¢(z)
genérico, a partir de la expresion (6.26) y de las propiedades del tensor 7, (ver §A.2),

la contribucion al condensado (G?) vendria dada por:

(G?) = /d4x [3 (12 2 %f))wﬁ—z‘ﬁ) +—3~(¢2+4¢)2} . (6.57)

El resultado de esta integral para el perfil (6.53) se muestra en la grafica 6.2(a), en

funcién del parametro appp. Se ha normalizado a la unidad para el perfil BPST, que
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corresponde a app = 0. Se hard uso de esta relacién en el capitulo siguiente, para de-
terminar el valor del condensado (G?) a partir de la densidad del liquido de instantones

obtenida.

T 1,00

o
&
T

1,02k

1,0%’0‘ .0,5. P .1’0. - .175. - ‘2,0

Figura 6.2: Dependencia de los condensados (a) (G?) y (b) (A?) con el pardmetro appp.

Ambas grdficas estdn normalizadas a 1 para el perfil BPST, correspondiente a app = 0.

6.6.2. El condensado (A?)

En un vacio trivial, caracterizado por campos nulos en todas las posiciones del
espacio-tiempo, el condensado
(42) = 52—<B2) - Vl : /d4 B(2) B! (z) (6.58)
tendria un valor nulo. Por contra, en una configuracién de campos clasicos como (6.47),
tendria un valor en general no nulo, dado por:

vIT vIT

) = Z 2 R

V/d4 x__zz” ¢ ("T ;izi|> ((Z”_—;%% ('x ;j'z”) . (6.59)

Si se supone que las orientaciones de color en diferentes instantones no estan, en pro-

medio, correlacionadas, podemos considerar:
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que es equivalente a decir que las contribuciones fundamentales (cuando se promedia
sobre un nimero suficiente de configuraciones) son las que proceden de cada instantén

separadamente. En esta aproximacién, la expresion anterior se reduce a:

vIT Ix zll)

(A%) = Ve Z/ = = 12n%np?g™ /Ooo ds*¢?(s) . (6.61)

Asi pues, salvando el efecto del valor de la integral (que dependera de la funcién del
perfil, ¢), los instantones dan una contribucion al condensado (A2%) que depende de la
densidad y el radio de éstos. Para instantones con perfil BPST (6.10) la tltima integral
en (6.61) vale 1, mientras que para otros perfiles se aleja de este valor. En la figura
6.2(b) se muestra la dependencia de esta integral con appp para la parametrizacién

propuesta del perfil, (6.53).

Precisamente el hecho de que los instantones proporcionen un valor esperado no
nulo a este condensado, unido a los resultados de la parte II, hace necesario determinar
la densidad de instantones (y su radio), para poder evaluar la contribucién de los

instantones al condensado (A4?), objetivo del préximo capitulo.
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El proposito de este capitulo sera analizar la presencia de instantones en las simu-
laciones en reticulo a fin de determinar la densidad y el radio de los instantones para, a

través de las expresiones de la seccién 6.6, obtener su contribucién al condensado (A4?).

Como se veréd en la seccion siguiente, detectar la presencia de instantones en las
simulaciones en reticulo no es tan simple como comparar los campos obtenidos con
los dados por el modelo del liquido de instantones. Los campos procedentes de la si-
mulacion (a los que nos referiremos como configuraciones de campos termalizadas, por
analogia con un sistema termodinamico) estan por lo general dominados por fluctua-

ciones a distancias muy cortas [Tep85], que nada tienen que ver con los instantones.

125
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Resulta imprescindible, por tanto, encontrar alternativas para evaluar la presencia de

instantones en los campos obtenidos.

Una opcion (citada en §6.2.2) es realizar simulaciones con fermiones de buen com-
portamiento quiral, y extraer informacién acerca de la presencia de instantones estu-
diando el comportamiento del espectro del operador de Dirac [HDD02|, cuyos autoes-

tados de energia mas pequena estan relacionados con los instantones.

En una teoria Yang-Mills pura existe asimismo un método mucho menos exigente
en cuanto a potencia de calculo que permite contabilizar los instantones presentes
en una configuracién de campos y que ha sido intensamente utilizado en los tltimos
anos [Tep85, CGH94, Neg99|. Parte de la idea de reducir la accién de la configuracion
(siguiendo el analogo termodinadmico, esto corresponde a enfriar la configuracién, por
lo que denominaremos enfriamiento a este proceso) lo que revela una estructura de

campos dominada por instantones.

En este capitulo se hard uso de este tipo de métodos, presentados en la seccién
siguiente, para desarrollar un procedimiento que permita identificar los instantones

presentes en las configuraciones frias.

7.1. Enfriamiento de la configuracion

Las configuraciones procedentes de una simulacién Montecarlo, es decir, las con-
figuraciones termalizadas, estan dominadas por fluctuaciones de muy corta distancia,
tipicamente del orden del tamaifio de la malla, a. Con objeto de tener acceso a las pro-
piedades de energias bajas, sera necesario eliminar estas componentes més energéticas,

sin alterar en lo posible el contenido semiclasico.

Un procedimiento de este tipo fue propuesto por Teper [Tep85], en el que se reduce
la accion total de la red mediante un proceso en el que para cada punto se modifica el
valor del campo gauge de forma que el nuevo valor reduzca la acciéon. Realizado iterati-
vamente, el proceso anterior reduce las fluctuaciones de corta distancia, dando lugar a

configuraciones dominadas por estructuras que pueden identificarse como instantones.

La forma ideal de enfriar la configuracion seria realizar un proceso en el que cada

eslabon, U, se cambie por uno elegido aleatoriamente, U’, s6lo si éste reduce la accién,

U——)U’@SU—SUIZO. (71)
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Este proceso resulta, no obstante, excesivamente lento para eliminar las fluctuaciones
UV. La alternativa propuesta por Teper es cambiar el valor antiguo de U,(z) por uno

que minimice la contribucién de ese eslabo6n a la accion.

La contribucién de U,(z) a la accién viene dada por:

38,0 = B{1- g Re (T IUL) -6, (12)

donde U,(z) es una matriz SU(N), y £,(x) es la suma de los productos de los eslabones

que rodean a U,(z) en cada plano *:

v#p
&) = Y. Ulz+ep)Ul(z+ad)Ul(z), (7.3)
v=rtl, 44
con fi y ¥ los vectores unitarios en las direcciones y y v respectivamente, y Ul(z) la
matriz compleja conjugada de U,(z). En la figura 7.1, se representan los eslabones
orientados que contribuyen a ,(z) (los dos circulos negros representan a los puntos
de la red z y z + I, respectivamente) en un caso tridimensional. En la simulacién

tetradimensional hay dos contribuciones mas procedentes del plano adicional.

Se trata, por tanto, de encontrar una matriz SU(N),

A, que minimice Re (Tr [A - B]), con B una matriz N x N
dada. El problema es trivial en SU(2), donde basta elegir

A = (det B)"'B', puesto que cualquier matriz 2 x 2 pue- /"1 //917

de escribirse como una matriz SU(2) por una constante.

Volviendo al proceso de enfriamiento, esto se traduce en

cambiar: )
Figura 7.1: Representacion

Uyz) = U,(x) = %}(‘?)ﬂ , (7.4) tridimensional de {,(x).

con |£| el determinante de £ y &' la matriz compleja conjugada de &.

En SU(3) (y para SU(N) con N > 2 en general) el problema es mucho méas comple-
jo [Hoe86], de modo que es habitual sustituir U,(z) por una matriz U’ que, a pesar de
no conducir al minimo local de la accién, permita reducirla [ST98, Tep85, Tep94, Tep97].
En este caso, por analogia con (7.4), realizaremos una ortonormalizacién de la matriz §

por filas, que produce una matriz SU(3) cuya conjugada tomaremos como nueva matriz
U,(z).

1Por tanto, U, (z)€,(z) es la suma de todas las plaquetas (2.8) que contienen al eslabén Up(z).
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Figura 7.2: Representacion de la densidad de carga topoldgica Q(x) en un corte bidimensional

de un reticulo 24" (a) antes y (b) después de un proceso de enfriamiento.

Este proceso se aplicara a todos los eslabones del reticulo %, de modo que denomi-

naremos una iteraciéon de enfriamiento a la actualizacién de todos los eslabones de la
red.

Esta forma de reelegir las matrices U,(z) no conduce a cada una de ellas a un
minimo local de la accion, pero bajo un proceso iterativo reduce la accion hasta eli-
minar las fluctuaciones UV que dominan en las configuraciones termalizadas. En las
configuraciones frias pueden identificarse entonces correlaciones a distancias mayores
que la malla (ver figura 7.2). En las secciones siguientes se desarrollard un método para

determinar cuales de ellas son instantones.

Deriva de la configuraciéon

El proceso de enfriamiento, al eliminar las correlaciones a distancias muy cortas,
permite apreciar la estructura semiclasica de una configuracion de campos gauge. Una
posibilidad para determinar las propiedades instanténicas bastante extendida en la
literatura [Tep85, Tep94, MS95a, MS95b, ST98, BFL00|, es realizar un cierto nimero
de iteraciones de enfriamiento y medir en ese punto las propiedades del liquido de
instantones. Sin embargo, el proceso iterativo supone una progresiva modificacién de
las propiedades instantonicas, por lo que estimar las propiedades instanténicas tras un

cierto niumero de iteraciones de enfriamiento resulta ambiguo.

2Se realizara de forma ordenada, comenzando por un extremo y finalizando por el opuesto. A
priori, esta forma de actualizar las matrices U, (x) podria introducir correlaciones que afecten a todo

el reticulo, pero existen estudios [Tep94| que aseguran la validez de este procedimiento.
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En el proceso hay una pérdida progresiva de informacion en varias fases [PV88,
MS95al:

- Eliminacién de fluctuaciones cuanticas revelando una estructura semiclasica.
- Eliminacién de fluctuaciones residuales alrededor de los instantones.

- Aniquilacién de pares I — 1.

- Situacion clésica (solo quedan I o I).

- Desaparicion de la carga topologica, quedando una configuracién trivial.

Estos efectos se superponen, lo que impide determinar cudnto hay que enfriar la
configuracién para que se eliminen las fluctuaciones cuanticas de modo que el proceso

afecte lo menos posible a las propiedades semicléasicas.

Ademas aparece un problema adicional, la calibracion de la malla (ver §2.3.1) es
valida en la configuracion termalizada. Al enfriar la configuracién nada asegura que
siga siendo valido, ni siquiera que se pueda realizar una nueva calibracién tras eliminar

las fluctuaciones UV.

Para salvar las dificultades expuestas, en este trabajo se obtendran las propie-
dades instantonicas en funciéon del nimero de iteraciones de enfriamiento realizadas,
y posteriormente se extrapolaran los resultados a la situacién original (este tipo de
procedimientos fueron propuestos en [Neg99]). Una alternativa a extrapolar los resul-
tados a la situacion de partida seria definir operadores y acciones en reticulo mejora-
das [FGS96, AKO01], de forma que se minimicen los efectos del enfriamiento sobre las
propiedades instantonicas. En cualquier caso, persiste la ambigiiedad acerca del valor

de la malla tras el enfriamiento.

Los procedimientos que utilizan el enfriamiento de la configuracién han sido cri-
ticados [HDDO02, HDDO03] ante la sospecha de que el resultado (una configuracion de
campos gauge de variaciones suaves) era consecuencia mas del procedimiento utilizado
que del contenido original de la configuracion. Al realizar este trabajo se ha compro-
bado que al enfriar configuraciones con campos elegidos aleatoriamente, al cabo de
muy pocas iteraciones (~ 10) el enfriamiento conduce la configuracién a un estado
trivial, caracterizado por f d%GZVég” = 0. Para las configuraciones termalizadas, por

el contrario, se necesitan mas de 10000 iteraciones para llegar a la misma situacion.
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Esto muestra inequivocamente que el resultado depende realmente de la dinamica de
los campos, aunque pueda existir alguna influencia del proceso, como indica el hecho

de que las propiedades de los instantones se modifiquen con el enfriamiento.

7.2. Método de localizacion por reconocimiento de

forma

A continuacién se presenta el método desarrollado para localizar los instantones en
las configuraciones de campos gauges obtenidas a través de las simulaciones en reticulo.
Dicho método se basa en un analisis de la forma que tienen los méaximos de la densidad
de accion, comparandolos con las predicciones del perfil instanténico [BSD02]. Se ha

denominado a este método ISR, del inglés Instanton Shape Recognition.

Con objeto de poder extrapolar los resultados a la situacion termalizada, sera nece-
sario realizar la identificacion con el minimo nimero posible de iteraciones, por lo que
la tarea se complica debido a la presencia de fluctuaciones UV que atin no han sido

eliminadas.

El método desarrollado presenta la originalidad, frente a métodos similares para
medir el contenido instanténico de una simulaciéon de QCD en reticulo, de que permite
identificar si una estructura es o no un instantén independientemente de su tamaifio,
es decir, sin que p sea un parametro que aparezca en la identificacion. La medida de p

servird, por tanto, para contrastar los resultados.
El punto de partida es la evaluacion en reticulo de la densidad de carga topolégica
(6.18),
+1,,44
L ptv+pto
Q) = Z (-1) ﬁuupaTT[Huu(x)Hpa(x)] ) (7.5)

2972
pyv, p,0

donde ¢€,,,, es el tensor completamente antisimétrico y
0,0 (2) = Up(@)Us(z + U} (@ + D)V} (z) . (7.6)

En la figura 7.2 se muestra un corte bidimensional de Q(z) en una simulacién en reticulo

donde se pueden apreciar los efectos del proceso de enfriamiento.

El primer paso del método propuesto para localizar los instantones (anti-instantones)

es determinar las posiciones de los maximos (minimos) de Q(z), entendidos como los
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puntos de la red en los que la densidad de carga topologica es mayor (menor) que en
los 3% — 1 primeros vecinos. A continuacion se integra la densidad de carga topoldgica
en torno a cada maximo local para los puntos que tengan més de una determinada
fracciéon « de la densidad de carga topoldgica en el maximo, Q(z) > aQ(0), para dife-
rentes valores del pardmetro «, ) JEOT Qret.(x). El valor tebrico a partir de (6.18)
y el perfil BPST (6.10), seria 3:

/ d*z Q(z) =1 — 30?4+ 223/ (7.7)
3/ Q(#)2aQ(0)

A fin de distinguir los méaximos que corresponden a verdaderos instantones de méxi-
mos espurios, debidos a fluctuaciones UV, analizaremos el comportamiento del cociente
de la integral de la densidad de carga topologica calculada en reticulo y su contrapar-
tida teorica (7.7) como funcién de la fracciéon del méaximo hasta la que extendemos la
integral (a):

2 0)9) 5 o @Ret. (7)

G0
1 — 3al/2 + 2a3/4

(7.8)

e(a) =

En principio, este cociente deberia valer # 1 para cualquier valor de . Numeéri-
camente, aceptaremos un extremo local como instanton si eg(a) tiene una dispersion
menor que un cierto limite, o, respecto a un valor central (entre €min Y emax), para una
fraccion f de los valores de « considerados en un intervalo de valores de &, (Qmin,%maz)-
Los valores adoptados para estos parametros (ver tabla 7.1) se fijan de modo que el

resultado es estable frente a pequenos cambios de éstos.

A fin de evitar realizar integraciones con un nimero excesivamente pequeno de pun-
tos, donde los errores de discretizacion sean criticos, se descartan aquellos candidatos
en los que la integracién no se haya llevado a cabo para al menos N, puntos. Por
ultimo, para conseguir un método mas restrictivo, se exigen las mismas condiciones
para la densidad de accién que para la carga topologica (debido a la autodualidad (ver

§6.2), en un instantén deben ser iguales).

*La utilizacién del perfil BPST parece natural puesto que la localizacion se basa en la forma del
instanton cerca de su centro, donde los efectos colectivos tienen poca o nula influencia. En cualquier
caso, el método no es capaz de separar dos instantones muy proximos, por lo que en caso de que las
perturbaciones fueran muy importantes, poco importa qué perfil se considere, el método descartaria

el méximo.
4Evidentemente, todo es idéntico para un minimo de la densidad de carga topolégica, correspon-

diente a un anti-instantén, s6lo que este cociente seria -1.
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Umin | Cmax f €min | €max O¢ Nmin

0.2 08 {1/6| 05 | 1.5 |0.2| 24

Tabla 7.1: Pardmetros utilizados en el método de reconocimiento de instantones.

Con estas condiciones, este método permite identificar instantones tras muy pocas
iteraciones de enfriamiento (= 5-10). El limite de validez del método viene dado por el
valor de la malla, dado que cuando se acerca al valor del radio del instantén las fluc-

tuaciones de corta distancia resultan practicamente indistinguibles de los instantones.

Una de las caracteristicas que hacen mas atractivo este método es que la localiza-
cion es puramente geométrica, independiente del radio del instantén o de la zona de
integracion. La medida del radio resulta entonces independiente de la localizacion y

puede ser realizada de dos formas:

- A partir del valor de la densidad de carga topoldgica en el centro del instanton,

lo que segun (6.14) conduce a:
pla={| 5= (7.9)

- Mediante las expresiones (6.14) y (7.7) se puede obtener el radio como funcién

del volumen de integracion:

pfa = 1 1/ 2VRet Vier = / dr
= ; t = .
VaA—1V w2 “ Js0@za00)

En teoria, ambas medidas del radio deberian conducir a resultados idénticos. En la

(7.10)

practica, se encuentra entre ellos una diferencia de alrededor del 5%. En este trabajo
se hard uso de la segunda opcién que, al basarse en una integral sobre un cierto nimero
de puntos, deberfa tener menos errores de discretizacion, que podrian distorsionar el

valor del radio calculado a partir de la carga topolégica en el maximo.

En la literatura se pueden encontrar métodos similares al propuesto [ST98], pero
en ellos se integra para los puntos situados a distancias del centro menores que un
cierto valor, R, con lo que es necesario utilizar el radio instantonico en el método de
localizacién. El método propuesto en este trabajo no integra en distancias al maximo,
sino en las regiones definidas por la condicion Q(z) > a@(0), lo que requiere determinar

los puntos conectados entre si que satisfacen esta condicion. Evidentemente el método
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Figura 7.3: Evolucion de (a) la densidad y (b) el radio promedio de los instantones con el
enfriamiento para diferentes configuraciones (8,L). Puede apreciarse como las curvas aparecen

separadas por el valor de B, pero no por el tamarnio del reticulo, L.

falla cuando fijamos un valor de « pequeinio, puesto que las regién en torno a cada
maximo percolaria con las de los instantones proximos, y se integraria sobre regiones

que corresponderian a mas de un instantén 5.

7.3. Densidad y radio de los instantones

Con el método anterior se identifican los instantones presentes en las configuraciones
producidas, determinando su tamafio ¢, la densidad de instantones y las distancias entre

vecinos de igual (I — I o T — 1) y diferente carga (I — I), listados en el apéndice B.

Se ha realizado un niimero de iteraciones del proceso de enfriamiento desde 0 (donde
el método geométrico no funciona) hasta 200 (donde practicamente todos los pares I —I
se han aniquilado). Si se continda el proceso hasta un numero de iteraciones mucho

mayor, ~ 10000, todos los instantones desaparecen, dando lugar a una configuracién

Para los parametros utilizados se ha verificado que la forma de las regiones de integracién es

aproximadamente esférica, lo que descarta que se esté realizando la integral sobre varios instantones.
%Se desconoce el valor de la malla en las configuraciones frias, por lo que se utilizara el valor de

la malla en la configuracién original para expresar los resultados con dimensiones. Al extrapolar a

n. — 0, en cualquier caso, se recupera este valor de la malla.
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de campos trivial. Sin embargo, dado que el interés de este trabajo es determinar la
densidad de instantones (y su radio, etc.) en la configuracion original, carecen de interés

situaciones tan modificadas por el enfriamiento.

Entre los efectos que se observan en el proceso, cabe destacar los siguientes:

- El nimero total de instantones, N, se reduce (ver grafica 7.3a).

- El radio promedio de éstos, p/a, aumenta (ver grafica 7.3b).

Ademaés, en las figuras 7.3, se puede apreciar coémo los resultados no dependen del
tamano del reticulo, L, mientras que hay una fuerte dependencia con 8 (es decir, con

el valor de la malla, a).

Respecto a la dependencia con el tamafno del reticulo, para todos los reticulos
utilizados se cumple que p < La, por lo resulta comprensible que los efectos de volumen
finito no sean importantes. En cuanto a la dependencia con la malla, podria pensarse
que se debe a errores de discretizacion, puesto que trabajamos con mallas finitas. De
hecho, esta parece la causa de que los resultados para 8 = 5.6 se alejen del resto, dado
que la malla, @ = 0.234 fm, estd proxima al radio promedio de los instantones. Para
los resultados a valores mayores de 3, por el contrario, no cabe esperar que los errores
de discretizaciéon provoquen diferencias importantes en los resultados. Como se vera en
el apartado siguiente, lo que separa las curvas en esos casos es que una iteraciéon de

enfriamiento modifica méas o menos la configuracién segiin el mallado de ésta.

7.4. Evolucion con el enfriamiento

En las gréficas de la figura 7.3 se puede apreciar como dado un cierto ntimero de
iteraciones, n., las propiedades instantonicas no son directamente comparables para
diferentes valores de (5. Esto se debe a que el enfriamiento produce un efecto mas pro-
nunciado para mallados grandes. Este fenomeno, segin Ringwald y Schrempp [RS99],
se debe a que el enfriamiento es diferente segiin el valor de la malla. De este mo-
do proponen que el enfriamiento de una configuracion puede medirse por el tamafio
que alcanzan las correlaciones introducidas en el proceso que, en un modelo simple de

camino aleatorio, vienen dadas por la magnitud:

T. X @ ncH's, 4 pequeno , (7.11)
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Figura 7.4: Evolucidn de (a) la densidad y (b) el radio instantdnico frente a r. para diferentes
configuraciones (B, L). Se puede apreciar cémo sdélo B = 5.6 se separa del comportamiento

general.

de forma que n, iteraciones para un mallado a; modifica la configuracién tanto como
dn. para a,/2.

Si representamos la evolucion de la densidad y el radio instanténico en funcién 7

de r. = a,/n., desaparece la mayor parte de la dependencia con el tamafio de la malla
(ver graficas 7.4). Las diferencias méas apreciables que restan son para el reticulo con
B = 5.6, cuyo mallado, a = 0.236, esta proximo al radio promedio de los instantones,

lo que muestra el limite del método de localizacion.

En la figura 7.4 se observa, en cualquier caso, una fuerte evolucion de la densidad y
el radio con r.. Para poder obtener una estimacién de los parametros instanténicos seré
necesario, por tanto, comprender la evolucion de la configuracion con el enfriamiento

y extrapolar los resultados a r, = 0.

Modelo de aniquilaciéon de pares.
Puede concebirse un modelo simple [BSD03a] para dicha evolucién partiendo del
hecho de que un par I — I no es estable en reticulo [MS95a] cuando la distancia del

centro del instanton al centro del anti-instantén es menor que ,/prp7, (6.37). De este

"Supondremos § ~ 0 funciona adecuadamente como una primera aproximacion [RS99] y un factor

de proporcionalidad unidad.
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modo, si suponemos que los instantones se mueven durante el proceso de enfriamiento
(donde el nimero de iteraciones, n., juega el papel del tiempo), los pares I — I se
aniquilaran cuando se cumpla la condicién anterior. Si la caida de la densidad se debe
exclusivamente a las aniquilaciones de pares I — I, se tiene que satisfacer que:

dN; _ dN;

dn.  dn,’

(7.12)

con lo que la carga topologica, @ = N; — Ny, permanece constante.

En el modelo mas simple, suponiendo que los instantones se mueven aleatoriamente
durante en proceso de enfriamiento, el ritmo de aniquilacién sera proporcional a la
probabilidad de que un instantén se encuentre a una distancia menor que su radio de
un anti-instanton. Despreciando las correlaciones entre las posiciones de instantones y
anti-instantones que se derivan de la interaccién diferenciada de pares I — I e I — I

(ver §6.4), se obtienen las expresiones:

N SN
N-
dn, O( 1% I
w2 4
dNr T AVTPT
N, 7.13
i N (7.13)

donde E;N 190 (%ZNTp“T) es el volumen total ocupado por instantones (anti-instantones) ®.

Si se supone que todos los instantones y anti-instantones tienen el mismo radio, la

evolucion de la densidad, n = (Ny + Ny7)/V, vendria dada por:

dn ot , @
- = . 7.14
dn, * g (n V2) (7.14)

En principio, la constante de proporcionalidad que falta en (7.14) depende de la malla.
Es posible escribir una ecuacion general (independiente de la malla) si expresamos la

dependencia con n, a través del parametro 7, del modo siguiente:

dn 172t [, QP

con £ un parametro dimensional que gobierna la evolucién de la configuracion.

Salvo en configuraciones sometidas a un gran nimero de iteraciones de enfriamiento,

la carga topoldgica, @ = N; — Ny, es despreciable frente al nimero total de instantones

2 . . . 0
8Recuérdese que E-R* es el volumen de una hiperesfera de radio R en 4 dimensiones.
2
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y anti-instantones (en particular cuando estamos interesados en la extrapolacion a

n. — 0). En este caso, la ecuacion (7.15) se reduce a:

dn 1 7p*
_— = —— 7.16
e integrando resulta:
n(0
n(r) = ———0 , (7.17)

que proporciona informacion acerca de la evolucion de la densidad de instantones con

Te.

A partir de la expresion anterior, se ha estudiado la extrapolacion a la situacion
termalizada para diferentes parametrizaciones posibles de la dependencia del radio con
r.. La opcién mas simple seria considerar p(r.) ~ po = cte, que conduce a una expresion

para la densidad

Ty
’n(’l'c) = —ﬂ . (7.18)
1+ T'I’Lopog—

4 T L L.

‘.‘ * Reticulo 1
I - p=p,t+er)?| ]
Y e p=pyltcr)

3_ ‘.‘ .- p:cte —

p (fm)

r, (fm)
(b)

Figura 7.5: (a) Ajuste de la evolucion de la densidad (en fm™*) suponiendo diferentes para-

metrizaciones del radio. (b) Diferentes parametrizaciones de la evolucion del radio (en fm).

Aunque esta expresiéon permite describir de un modo satisfactorio la evolucion de

la densidad (ver grafica 7.5a), la hipGtesis de radios constantes no es realista, dado que



138 Capitulo 7. Instantones en reticulo

la evolucion de p con el enfriamiento no es despreciable (ver grafica 7.5b). De hecho,
cualquier intento de parametrizar la evolucion del radio a partir de los datos numéricos
de este estudio se muestra incapaz de describir simultaneamente la evolucién de éste y
de la densidad por medio de la expresion (7.17). En la figura 7.5 se muestran diferentes
parametrizaciones de la evolucién del radio y los resultados de los ajustes de la densidad

respectivos.

Este modelo permite comprender de un modo cualitativo el proceso que hace dis-
minuir la densidad del liquido de instantones con el enfriamiento. La dificultad para
realizar la extrapolacién a la situacién original con cualquier parametrizacion de la evo-
lucién del radio puede explicarse en términos de las correlaciones entre las posiciones de
instantones y anti-instantones. En efecto, debido a la interaccion entre los instantones,
éstos tienden a situarse en configuraciones en las que cada I tiene por primeros vecinos
preferentemente ? a I, de modo que, cuando el liquido de instantones es muy compacto,
la aniquilacion es méas rapida que si los instantones estuviesen en posiciones no corre-
lacionadas (la probabilidad de que un instantén y un anti-instanton se encuentren es
mayor que la de que se encuentren dos instantones). Esta es la situacién cuando nos
aproximamos a la situacién termalizada, donde la fraccion de ocupacion (fraccion del
volumen total ocupado por instantones y anti-instantones) se acerca a 0.3, el de un

agregado compacto de esferas.

Cuando no se tiene en cuenta la dependencia de p con r, hay una compensacion
entre el efecto de la funcién p(r.) (que hace que disminuya el ritmo de aniquilacion
para r, pequefio) v el de considerar las correlaciones entre los instantones (que hace
que aumente), lo que explica la paradoja de obtener mejores resultados en la region de
7. pequefio considerando radios constantes que considerando cualquier parametrizacion

empirica de la evolucién del radio.

7.5. Resumen de resultados y discusion

7.5.1. Meétodo de localizaciéon

En este capitulo se ha hecho uso de un método de enfriamiento para determinar

el contenido semiclasico de una configuraciéon de campos procedente del algoritmo de

9 Aunque en los resultados presentados en el apéndice B no se aprecie con claridad esta situacion,

otras medidas en reticulo -figura 14 en [ST98}- ponen de manifiesto esta ordenacion.
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Metropolis. Se ha verificado que el enfriamiento elimina las correlaciones de menor
alcance, dejando como resultado una configuracion de campos de variaciones suaves (ver
figura 7.2), en la que se distinguen estructuras cuya distribucién de carga topoléogica

es semejante a la de los instantones.

Se ha desarrollado un método que permite identificar los instantones entre todos
los picos que aparecen en la configuracion de campos. Este método presenta la origi-
nalidad, frente a métodos méis o menos similares encontrados en la literatura, de no
utilizar el radio en el proceso de identificacién, con lo que el hecho de obtener radios
en torno al fenomenologico constituye un medio para contrastar la validez del método.
Asimismo, permite identificar el contenido semiclasico de la configuracién de campos

con un enfriamiento moderado.

7.5.2. Extrapolacién de la densidad

La dificultad de este tipo de medidas es que las propiedades del liquido de ins-
tantones se modifican con el proceso de enfriamiento; los pares I-I se aniquilan en el
proceso, con lo que la densidad disminuye. Se ha corroborado el resultado de Ringwald

y col. [RS99] de que el parametro que mide el enfriamiento de la configuracién es

re = ay/ne, (7.19)

en funcién del cual se superponen las curvas de radio y densidad para todos los reticulos
utilizados. Cabe senalar el caso excepcional correspondiente a 8 = 5.6, cuyo compor-
tamiento es diferente del resto debido, probablemente, a que la malla ¢ = 0.236 fm es
muy similar al radio de los instantones, lo que puede suponer un corte importante en

la distribucién de radios.

En este trabajo se propone un modelo simple para explicar la evolucién de la densi-
dad, suponiendo que los pares se aniquilan cuando estan a una distancia menor que sus
radios. Este modelo permite describir cualitativamente la disminucién de la densidad
con el enfriamiento. No obstante, 1a excesiva simplicidad del modelo, unida a la depen-
dencia del resultado con la parametrizacion de la evolucion del radio promedio, dificulta

la realizacion de una extrapolacion de los resultados a la configuracién termalizada.

Los resultados sugieren, en cualquier caso, una densidad de instantones en la confi-
guracion original no inferior a 3 — 5 fm™, por encima del valor basado en estimaciones

fenomenologicas [SS98], ~ 1 fm™.
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El condensado (G?), del que hay gran niimero de estimaciones basadas en las reglas
de suma, est4 relacionado con la densidad instanténica, como se present6 en la seccion
6.6. En la tabla 7.2 se muestran los valores del condensado obtenidos por diferentes
grupos, asi como la estimacién del valor de la densidad instanténica que implican,
suponiendo que se deben por completo a la contribucién instanténica y que se trata de
instantones BPST (esto en realidad supone una correccién minima, segtin los resultados
de la figura 6.2). En general, las estimaciones de la densidad de instantones a partir del

condensado (G?) obtenido por medio de las reglas de suma estan en torno a 1 fm™*.

Referencia (G?) n
(GeV*) | (fm™)
SVZ [SVZ79] 047 | 1.0

Narison [BNP92] 0.79 1.7
Yndurain [Ynd99a | 0.60 1.26

Kiselev [Kis99] 0.74 1.55
Eidemuller [EJO01] 0.95 1.99
Toffe [1Z03] 0.36 | 0.75

Tabla 7.2: Valores del condensado {G?) obtenidos a partir de reglas de suma encontrados
en la literatura junto al valor de la densidad que darian si fuese debido exclusivamente a la

contribucidn instantonica (6.56).

La determinacién de la densidad de instantones en las simulaciones en reticulo
resulta especialmente tediosa. En general, los valores de referencia estan entre 0.5 y
~ 7 fm* [Neg99], aunque algunos autores determinan densidades mas altas (Garcia
Pérez y col [GPS99], Xiang-Dong Ji [Ji95] y Langfeld [Lan00] obtienen por medio de
diversos métodos, densidades en torno a 15 fm™*). Otros autores [ST98,RS99] justifican
mediante argumentos fenomenologicos trabajar a un cierto niimero de iteraciones de

enfriamiento fijo, obteniendo densidades menores (0.3 —1 fm™).

El valor del condensado gluénico, asi como de la densidad instanténica parecen
estar sometidos a una gran incertidumbre, asociada a la dificultad de obtener resultados
independientes del método de reconocimiento de instantones tras el enfriamiento. Los
resultados procedentes de las reglas de suma, parecen, en general, senalar valores mas

bajos del condensado, si bien éstos tampoco estan libres de ambigiiedad.

La dificultad para extrapolar los resultados obtenidos tras el enfriamiento a la situa-
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cion termalizada implica la necesidad de buscar caminos alternativos. Una posibilidad
seria definir operadores que minimicen la dependencia de los resultados con el en-
friamiento [FGS96|, o estudiar la topologia directamente a través de simulaciones con
quarks, por medio del analisis del espectro del operador de Dirac [HDDO02]. Ambos
métodos estan en desarrollo en la actualidad, si bien requieren de un mayor esfuer-
zo computacional. En el capitulo siguiente se presentara otra alternativa que permite
obtener la densidad de instantones en la configuracién original utilizando para ello la

influencia de los instantones en las funciones de Green gluénicas.

7.5.3. Contribucién al condensado (A?)

El radio promedio de los instantones en la situacién original que se extrae de la
extrapolacion es compatible con el valor fenomenologico p ~ 1/3 fm, aunque resulta
igualmente dificil obtener un valor cuantitativo a partir de los ajustes, puesto que
depende fuertemente de la formula utilizada para extrapolar. La determinacion del
radio no presenta en la literatura una incertidumbre tan amplia como en el caso de
la densidad; es generalmente aceptado [Neg99| un radio promedio (en la aproximacion

quenched) entre 0.3 y 0.5 fm.

Si suponemos que el valor del condensado (A?) se debe so6lo a la contribucién de
los instantones y despreciamos el efecto de la modificacion del perfil (efecto que resulta

ser subdominante, ver figura 6.2), el condensado (A?) resulta :
(A*) = 120%p°n , (7.20)

como se obtuvo en la seccion 6.6 (ecuacion (6.61)).

A continuacién nos proponemos evaluar si el valor del condensado obtenido en la
parte OPE puede deberse a la contribucién instanténica. Narison y col. [NSV85] mues-
tran para una teoria escalar ¢? que el valor clasico del condensado {¢?) se corresponde
con el valor del condensado cuantico evaluado a la Gnica escala que existe clasicamente,
en su caso, la de una masa generada dindmicamente. Para la situacién que nos concier-
ne, el condensado que hemos obtenido a la escala u = 10 GeV habria que evaluarlo a

la escala instantonica p ~ 1/p ~ 0.7 GeV.

Recordando los resultados de la parte anterior, la evolucion de (A*)g,, con el mo-
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mento de renormalizacién viene dada por (5.15), que permite llegar a la expresion:

Z5 (1) w I

A%y = (A? A (A2 1+ 8-k 3 7.21
< >R,u < >R,p0 Zgzl (,LLO) < >R,;L0 ﬁo In o ( )

con 7({*2 = Y + 7 = 35/4. El analisis OPE, no obstante, no es vélido a una energia,

tan baja como 0.7 GeV, dado que no es adecuado por debajo de u ~ 2.5 GeV. A esta

escala, el valor del condensado seria:
<A2>R,,u~2.5GeV ~ 1.4(3)(3) GeV?, (7.22)

donde el primer error es estadistico (procedente de nuestros ajustes) y el segundo es una,
estimacion de la incertidumbre que puede afiadir tener en cuenta érdenes superiores en

Q.

Si suponemos que este valor se debe sélo a la contribucién instanténica, para p =
1/3 fm deberfa haber una densidad de instantones en torno a 2 — 4 fm™*, con lo que
todas las medidas a nuestro alcance sugieren una densidad mayor que la fenomenolégica
de 1 fm, aunque también parece evidente que es necesario un método alternativo para

poder obtener un resultado cuantitativo.
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por medio de las simulaciones en reticulo en el régimen profundamente no perturbativo.

143



144 Capitulo 8. Analisis de las funciones de Green gludnicas a energias bajas

Para ello se analizaran las predicciones de un liquido de instantones para las funciones
de Green gludnicas en una configuracién de campos dominada a energias bajas por
dichas estructuras, evaluando su capacidad para describir los datos numéricos. Los
resultados del capitulo anterior, en efecto, apoyan la idea de que las configuraciones
de campos gauge, a distancias grandes, estan dominadas por instantones, por lo que
éstos deben estar relacionados con el comportamiento de las funciones de correlacion

a energias bajas.

8.1. Funciones de Green gludnicas en una configura-
cion de campos instantonicos
Trabajaremos bajo la suposicion de que a energias bajas las configuraciones de

campos estdn dominadas por las soluciones clasicas, en el sentido de que la integral de

camino puede limitarse a una suma sobre las configuraciones clasicas:

[T d4s(=)

Qs T

eS0(z) ~ Z;;——Z‘?‘@ | (8.1)

Para el caso concreto de las funciones de Green gludnicas, esto implica que basta

@)= [

con calcular las funciones de correlacion gludnicas en una configuracion de campos
instantonicos para obtener el comportamiento a energias bajas de las funciones de

Green de la teoria.

Por tanto, a continuacion se evaluaran el propagador gluénico y el vértice simétrico a
tres gluones en un liquido de instantones. Esto posibilitara describir el comportamiento
de la constante de acoplamiento, definida a partir de estas dos funciones de Green en

el esquema MOM simétrico.

8.1.1. Propagador gluénico

En la configuraciéon de campos dada por (6.47), el propagador gluénico puede es-
cribirse como
ab 1 — —~
G (p) = 7 < Bip)Bi(-p) >, (8.2)
donde se ha supuesto que la invariancia por traslacion se ha restaurado, por ejemplo, al

realizar un promedio sobre las variables instantonicas (en concreto, sobre las posiciones

del centro de los instantones).
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La transformada de Fourier del campo instantonico, (6.47),

BZ(H?) — Z 2Rga(ﬁi)gu(a‘:l/ - Zzl/)qs ('27 - Zil) , (83)

(z — 27)? Pi

i
para un perfil ¢ cualquiera, puede escribirse como:
vIT

Ba( d%e“"’””"Ba _ Ri7% e Zp"z”pl I(pp; 8.4
=/ 77 LA n) (8)

con
d isgzg_?_ _ d iSq 20
1(s) :_?ﬂ/d% Zo(lel) = ——disl/2|z|d|z|dQe 6(z).  (85)

En un espacio tetradimensional, el elemento de angulo sélido vendra dado por
d) = sin? 6;d0s sin O,d0>d0; . (8.6)

Si elegimos s en la direccion que define al angulo 63, s,2, = |s||2|cosfs, la integral

angular resulta:

" 7r 2m
/ dQe o = / sin’ B3dfs / sin 62df, / df,elelleleosts =
0 0 0

1

: 472

= 47r/ d(cos 03)e**<%5% /1 — cos?f; = FIEk Ji(s]lz]) (8.7)
-1

con Ji(&) la funcion de Bessel J de primer orden. Introduciendo este resultado en la

integral (8.5), se tiene:

8?2 [
I(s) = — zdzJo(s2) P(2) , (8.8)
0
que permite obtener la funcién I(s) para un perfil cualquiera. En el caso méas simple,

el perfil BPST, la funcion I(s) resulta:

19 = (2 - rato)) (5.9)

s \ 82
mientras que, por ejemplo, para el perfil modificado (6.53), la integral resulta:
87(2 K2 (oszpz)

I(s) = _8_/0‘” 2dzJy(57)— P (8.10)

(appp)

que no admite una expresion analitica compacta.
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El factor de forma escalar del propagador (3.4), en una configuracién de instantones,

S€ expresa Comao:

1 /=~ iy ) bg“'/
G () = — (Ba(p)B(- [ 8.11
(p*) e <(p)BE(—p) SNE =) (8.11)
y sustituyendo los campos en el espacio de Fourier (8.4) se tiene:
mz
G(.‘Z) (p2) — 5abg (812)

39° (N2 — )V

aa - P P’ p
<2Ri Rme D, P p3 i = I(ppi)f(ppj)> :

Sise supone, en primera aproximacion, que las orientaciones en el espacio de color de
los instantones no estan correlacionadas, cuando se promedie sobre un niimero suficiente
de configuraciones, las contribuciones de los términos cruzados seran subdominantes

frente a las procedentes de un mismo instantén, con lo que:

<ZR SR 4] >y m 0 (8.13)

Haciendo uso de las expresiones del apéndice A.2, el propagador gluénico resulta:

n
G (p*) = 857 < p°1(pp)* >, (8.14)

donde n es la densidad de instantones y < - -+ > simboliza el promedio sobre la distri-

bucion de instantones (6.43):

< F(p) > = /Ooo dpw(p)F (p, p); /OOO dou(p) = 1. (8.15)

8.1.2. Veértice simétrico

El caso del vértice simétrico a tres gluones es analogo al del propagador. La par-
te escalar de la funcién de Green en el gauge de Landau, extraida por medio de la

proyeccion (3.10), vendria dada por:

GO ) = e (Bo) B0 Boo))

108p?g3
9 — 14 — 22 _ v
[T“””+ (1 = p2) (pzzlff) (s — 1) ]fabc. (8.16)
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Introduciendo el campo instantonico (8.4) en la expresiéon anterior y despreciando

los términos procedentes de diferentes instantones,
aa B pecy o
< ZR(“)R(Zz)R(lg) >ij¢1k_ 0, (817)
a

se obtiene una expresién para la funcién de Green a tres puntos:

GO (p?, p*p?) = < P’ I(pp)® >, (8.18)

n
48 p g3

donde de nuevo se ha hecho uso de las relaciones del apéndice A.2.

8.1.3. Constante de acoplamiento

En la parte II del trabajo se ha utilizado una definicién no perturbativa de la
constante de acoplamiento fuerte renormalizada, «,, basada en las funciones de Green a
dos y tres puntos. En esta parte se mantendré dicha denominacién para la combinacién
de funciones de Green:

1 (G(3)(p2,p2,p2) 2 2)>2 2 (@@ )'
i\ (GO “MomP ’ '

dr - (GO(p?)°
a pesar de que no esta claro el significado fisico que tiene en un liquido de instantones.

G (p2) =

En cualquier caso, el cociente (8.19) esta bien definido y puede evaluarse en un liquido
de instantones a partir de las expresiones (8.14) y (8.18), resultando:

p* < p’I{pp)® >

. 8.20
18mn < pbI(pp)? >3 (8.20)

as(I)(p) =

Si consideramos, en primera aproximacion, que todos los instantones tienen el mis-

mo radio, el factor que aparece en la constante de acoplamiento,

< p°I(pp)* >*

8.21
< p81(pp)? >3 (8:21)

3

valdria 1 independientemente de la funcion ¢(z) del perfil del instantén. Se obtiene,

por tanto, una ley de potencias para la constante de acoplamiento a energias bajas,

1
asy(p) = 187mp4- (8.22)

Resulta interesante sefialar que este resultado es independiente del tipo de solucién;

no solo del perfil del instanton y su radio, sino que incluso es valido para otro tipo de
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soluciones clasicas, merones, por ejemplo, o cualquier otro que pueda describirse de la
forma (6.25).

La independencia de la forma funcional (8.22) respecto al perfil de los instantones
convierte a la constante de acoplamiento en una magnitud especialmente indicada para
evaluar la capacidad de un liquido de instantones para describir las correlaciones en
QCD a energias bajas. Este sera el proposito de la seccion siguiente, en la que se
analizardn algunas magnitudes independientes del perfil instanténico, permitiendo una
identificacion sencilla del comportamiento instanténico. En la seccién 8.3 se analizaran

las funciones de Green por separado, lo que permite estudiar el perfil instanténico.

8.2. Analisis de la constante de acoplamiento a ener-

gias bajas

El resultado final del apartado anterior predice que en una configuraciéon de campos
dominada por soluciones clasicas, la constante de acoplamiento crece con la cuarta
potencia del momento. El objetivo de esta seccién serd evaluar la validez de dicha
prediccion para describir el comportamiento de la constante de acoplamiento calculada

en reticulo en la regién profundamente no perturbativa.

En el capitulo 4, donde se presentaron los analisis del comportamiento de la cons-
tante de acoplamiento entre 3 y 10 GeV, se obvié el comportamiento de en la region de
energias més bajas. Fenomenolégicamente, la evolucion de la constante de acoplamiento
obtenida en reticulo en los esquemas MOM presenta un maximo en torno a 1-1.5 GeV
(ver figura 8.1b). A energias mas altas o, decrece, como se ha descrito en el marco
OPE. Para energias por debajo del maximo, la constante de acoplamiento decrece has-
ta anularse para p = 0 con un comportamiento que, como veremos a continuacion, se

puede explicar en términos de un liquido de instantones.

8.2.1. Resultados numeéricos

Las simulaciones realizadas para los ajustes de la parte II (en la region de energias
intermedias) utilizaban tamanos de la malla (a) y del reticulo (L) apropiados para
obtener valores del momento en la regiéon 3-10 GeV, pero contenfan pocos valores por

debajo del maximo de «,(p). Para poder obtener un ntimero de puntos suficiente en
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Figura 8.1: Comportamiento de la o, entre 0 y 10GeV, con detalle de la region de energia
baja, junto al ajuste por una ley p*. En la region de alta energia se presenta el ajuste basado

en OPE de la parte anterior.

la regién de energias de interés para esta parte, por debajo de =~ 1 GeV, es nece-
sario utilizar valores mayores de la malla. Los datos de los reticulos utilizados y los

correspondientes volimenes se recogen en la tabla 8.1.

L | 8 |V (fm") | N° Conf.

24 | 5.6 1036 15
32 |5.7 1190 35
24158 | 183.2 10

Tabla 8.1: Nimero de configuraciones utilizadas para cada conjunto de pardmetros de la

simulacion.

Se han empleado valores de S pequefios, de hasta 5.6, a pesar de lo cual no parece que
existan errores de discretizaciéon importantes. El hecho de que los resultados para todos
los valores de 3 sean compatibles entre si muestra la validez de las simulaciones para j3
pequefio. La calibracién de la malla para estos valores de 3 se toma de [Gua01]. Se han
utilizado voliimenes de hasta 32%, limite impuesto por la capacidad de computacién
disponible. Los resultados de estas simulaciones para la constante de acoplamiento se

muestran en la figura 8.2.

El primer resultado destacable se refiere al namero de configuraciones necesarias
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para que los resultados converjan. En el régimen de energias altas (por encima de 3 GeV,
la regién descrita por el desarrollo en producto de operadores), eran necesarias del
orden de 100 configuraciones para alcanzar un comportamiento suave ! de la constante
de acoplamiento. En la region de energias por debajo de 1 GeV, por el contrario,
los resultados muestran un comportamiento suave a partir de un nimero menor de
configuraciones, del orden de 10. Este resultado es coherente con una descripcion en
términos de soluciones clasicas, al no depender el comportamiento de la constante de

acoplamiento de los detalles de cada configuracion.

En dicha regi6n, la evolucion de la constante de acoplamiento puede describirse
por una ley potencial, como predice el modelo instantonico, lo que se muestra como
el primer indicio de efectos instanténicos en una magnitud gluénica sin necesidad de
someter la configuracion a procesos de enfriamiento [BSY03a]. Utilizando los resultados
obtenidos para la constante de acoplamiento con las configuraciones de la tabla 8.1,
se realiza a continuacion un ajuste segiin una ley p*, a fin de extraer un valor para
la densidad de instantones. La region de ajuste sera entre 0.4 GeV, limite inferior
impuesto por los reticulos utilizados, y 0.9 GeV, donde la ley p* deja de ser valida para
ajustar los datos. Los resultados del ajuste se muestran en la figura 8.2, que conducen

a las estimaciones de la densidad presentadas en la tabla 8.2.

Reticulo | n (fm™) | x2/d.o.f.
5.6(24%) || 5.1+ 0.6 0.98

5.7(324) || 6.6+£04 | 0.29
5.8(244) || 5.6 +1.1| 0.03

Tabla 8.2: Resultados para la densidad obtenida ajustando la region entre 0.4-0.9 GeV por
una ley (8.22) para los tres reticulos (B, L*) utilizados . Los errores son estadisticos, calculados

mediante el método de Jackknife.

En los tres reticulos utilizados, el comportamiento de la constante de acoplamiento
se describe satisfactoriamente por el modelo instanténico, si bien es necesario pun-
tualizar que, debido al escaso nimero de puntos disponibles (exceptuando el caso de
B = 5.7) y a la fuerte correlacién existente entre los errores, se obtienen valores de

x?/d.o.f. muy inferiores a la unidad.

!Entiéndase por comportamiento suave que sea posible trazar una linea monétona que pase por

las bandas de error de los puntos.
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Figura 8.2: Se representa el comportamiento a energias bajas de as(p) para los reticulos (a)

(5.6,24), (b) (5.7,32) y (c) (5.8,24). Ndétese cdmo por encima de =~ 1 GeV, no es posible

trazar una linea suave uniendo los puntos.

Puesto que el comportamiento a bajas energias de la constante de acoplamiento
no muestra diferencias notorias para diferentes reticulos, es posible realizar un ajuste
global, incluyendo los datos para todos los reticulos 2 conjuntamente de forma que hay
un numero de puntos ampliamente suficiente para realizar el ajuste. El resultado de
este ajuste (grafica 8.1), es [BSY03a:

n~53 + 1.1 fm™*, x?/d.of. =38, (8.23)

donde ahora la calidad del ajuste es mucho peor debido a la inclusién de més reticulos,
alguno de los cuales sblo introduce un punto en la ventana de ajuste, con errores muy

pequenos.

Asi pues, los resultados numeéricos exhiben un comportamiento que puede descri-
birse en términos de un modelo instanténico para el vacio de QCD. Este resultado es
del mayor interés, ya que permite abordar la comprension de la QCD a bajas energias
desde una perspectiva nueva, donde las correlaciones a gran distancia se corresponden

con las de un modelo semiclésico.

Por otra parte, este tipo de andlisis permite estimar la densidad de instanto-
nes [BSY03a| sin necesidad de procedimientos que alteren la configuracion (como es el
caso del enfriamiento utilizado en el capitulo anterior). Otras propiedades del liquido

de instantones como el radio, o los detalles del perfil instant6nico, no son accesibles a

2Incluyendo los reticulos utilizados en la primera parte, aunque alguno de ellos s6lo afiade un punto

en la ventana de energias de interés para el ajuste.
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traves de este analisis (puesto que tienen una influencia subdominante sobre o) y sera
necesario, por tanto, estudiar las funciones de Green por separado para tener acceso a

estos datos (tarea que se realizara en la seccién 8.3).

8.2.2. Resultados para configuraciones enfriadas

En el capitulo anterior se present6 el método de enfriamiento para eliminar las co-
rrelaciones a distancias muy cortas, que revela la estructura del vacio de QCD como un
liquido de instantones. A continuacion se estudian las funciones de correlacion gluénicas

en configuraciones enfriadas a fin de evaluar si se ajustan al modelo instanténico.

En la figura 8.3 se representan el propagador gluénico y la constante de acoplamiento
fuerte (8.19) para diferentes etapas de enfriamiento. Analizando cualitativamente el
propagador, se aprecia c6mo a energias altas se produce una modificacion sustancial de
su comportamiento; pasa de comportarse como p~2 para n, = 0, segin predice la teoria

de perturbaciones, a comportarse como p~%, de acuerdo con un modelo instanténico,

327
P> g2

GO (p) e (8.24)
p

Este resultado es independiente del perfil ¢(z) (ver ecuacién (8.37)), puesto que para

distancias pequenas, la influencia de las correlaciones es subdominante. De hecho, este

comportamiento es valido también para merones (¢(z) = 1). En la figura 8.3 se han

representado el propagador gluénico y la constante de acoplamiento fuerte en escala

logaritmica, con el fin de apreciar con maés facilidad el cambio cualitativo de compor-

tamiento.

Si se analiza a continuacion la constante de acoplamiento (figura 8.3b), se apre-
cia que, tras un namero relativamente pequeinio de iteraciones, la caida logaritmica a
momentos grandes desaparece, eliminandose cualquier signo de libertad asintotica en
las configuraciones frias. En su lugar, la constante de acoplamiento crece monétona-
mente con el momento, como predice un modelo instanténico. Si bien resulta dificil
comprender el significado fisico de esta constante de acoplamiento, este sorprendente
resultado corrobora que tras el enfriamiento, la configuracion de campos est4 dominada

por instantones

%Fl término instantén se utiliza aqui en un sentido general refiriéndose a soluciones con la forma
tensorial dada por (6.25).
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Figura 8.3: (a) Propagador gludnico y (b) constante de acoplamiento fuerte obtenidos para
(L =24, f =6.0) en diferentes etapas del proceso de enfriamiento, (n.).

A partir de la constatacion de que la evolucién de la constante de acoplamiento en
configuraciones frias se adapta cualitativamente a lo que predice un modelo instanto-
nico, puede plantearse calcular la densidad de instantones a partir del ajuste de ésta,
igual que se hace en las configuraciones termalizadas, con objeto de contrastar la deter-
minacion de la densidad con la del método geométrico del capitulo anterior. A priori,
podria plantearse realizar el ajuste en la zona de energias altas, aunque la ausencia de _
un comportamiento comiin imposibilita esta tarea, por lo que se realizan los ajustes en
la misma region que para las configuraciones termalizadas, entre 0.4 y 0.9 GeV. Esta
region, al no estar influida por las correlaciones cuanticas, sélo se ve alterada con el
enfriamiento por la modificacion de la densidad. Los resultados de dichos ajustes se

muestran en la tabla 8.3.

Comparando estos resultados con los obtenidos para las mismas configuraciones a
través del método geométrico de reconocimiento, revelan una diferencia sustancial, de
en torno a un factor 3 para f = 5.8 e incluso mayor para 8 = 5.6. Esta diferencia
puede proceder de la dificultad del método de reconocimiento para contar instantones
con radio pequeno, efecto mas acusado para mallados grandes. Por otra parte, puede
haber contribuciones a la ley p* que procedan de otros objetos diferentes de los instan-
tones (merones, por ejemplo), y que no se detectan con el método de reconocimiento

geométrico de forma.
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ne || n(8=5.8) | n(B =5.6)

0 5.6(7) 5.14(22)
5 || 2.283(23) | 1.35(6)
10 1.58(3) 0.73(3)
20 || 0.990(10) | 0.387(2)
30 || 0.780(11) | 0.283(8)
40 || 0.674(14) | 0.228(5)
50 || 0.552(23) | 0.172(3)
60 || 0.535(6) | 0.152(5)
70 || 0.480(7) | 0.118(3)
80 || 0.410(6) | 0.107(1)
90 || 0.396(3) | 0.0984 (1
)

150 | 0.211(5) | 0.0446 (1
200 || 0.156(5) | 0.0313 (2

(

( )
100 || 0.337(4) | 0.0781 (2)

( )

( )

Tabla 8.3: Densidades (en fm™) obtenidas a través de un ajuste del comportamiento de
la constante de acoplamiento en la region 0.4 — 0.9 GeV para configuraciones enfriadas. Los

errores se han calculado por el método de Jackknife.
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Para poder determinar la densidad de una forma compatible mediante ambos mé-
todos seria necesario, por tanto, realizar simulaciones con mallados muy finos (de modo
que los errores de discretizacién no sean criticos para el método de reconocimiento de
forma) y volimenes grandes (que permitan determinar la constante de acoplamiento
para mas valores del momento en la region p < 1GeV dominada por los instanto-
nes). Los resultados obtenidos, no obstante, muestran el dominio de los instantones en
la dindmica a energias bajas de la QCD, permitiendo situar el valor de la densidad
de instantones en torno a 5 fm™*, en buen acuerdo con las estimaciones del capitulo

anterior.

8.3. Analisis de las funciones de Green

En esta seccion se analizaran las funciones de Green gludnicas en el régimen de
energfas bajas. En la seccion anterior se verifico que el cociente de funciones de Green
que define la constante de acoplamiento se ajusta a las predicciones del modelo instan-
tonico. Parece razonable, por tanto, verificar si el comportamiento de las funciones de
Green individualmente se ajusta al modelo. Este anlisis resulta interesante, ademaés,
porque mientras que a; no depende (en primera aproximacion) de la funcién del perfil,
¢(z), el propagador y el vértice gluénico si, de modo que, estudiando estas funciones

de Green podremos evaluar la validez del perfil propuesto (6.53).

Asimismo, en esta seccién se analizara la modificacion de la expresién obtenida
para «; (8.22) cuando se considera una distribucion finita de radios instanténicos (que

depende del perfil) y el comportamiento del propagador en el limite p — 0.
8.3.1. Aproximacién semiclasica
Este analisis parte de la hipotesis de que es posible describir los campos gauge como

superposiciéon de una parte clasica, g“le(a:), y otra cuantica, QZ(I), correspondiente

a fluctuaciones sobre el fondo clasico *:

A%(z) = éBZ(xH(QB)Z(w), (8.25)

4Notese que B esta definido incluyendo la constante de acoplamiento, mientras que A y @ no.
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de modo que las funciones de Green (en este caso, el propagador) resultarian de la

forma 3:

(45004 (2)) = ¢7*(Bi(0)B.(x)) +((@r):(0)(@r)(2)) , (8.26)

o haciendo la transformada de Fourier,
GO () = 972G (%) + G (p?) . (8.27)

La hipotesis de trabajo en este apartado es que en la zona de interés, es decir, para
bajas energias, la influencia del término cuantico es despreciable y toda la dependencia

de las funciones de Green con el momento viene dada por el término clésico.
Si escribimos:
Ghu(p®a™!) = TOR?a™) g7°GH) (%) |
Ghn(p? a™") = T®(p? ™) gGH) (p?) (8.28)
la hipotesis anterior se traduce en considerar:
F(2)(p2, al) = F(3)(p2, al) =1, (8.29)

de modo que las funciones de correlacién gluénicas serian las de un liquido de ins-
tantones. Las funciones ['9(p? a!) introducidas en (8.28) contendrian, en principio,
todas las desviaciones respecto al comportamiento clasico. Entre ellas, cabe destacar
la influencia de la malla, los efectos de la renormalizacion y las desviaciones respecto
al modelo semiclésico, ya sea por los efectos de las correlaciones entre instantones (que
pueden afectar a energias muy bajas) o por la aparicion de correlaciones cuanticas

(efecto que impondra el limite superior de la ventana en la que se realizan los ajustes).

A continuacién, vamos a profundizar en los detalles de esta aproximacién, a fin
de comprender los pasos que permiten llegar de (8.28) a (8.29). Las consideraciones

necesarias para esta aproximacion son las siguientes:

1. La aproximacion semiclasica se traduce en considerar subdominante la depen-

dencia con el momento de los factores I'¥(p?, a™!), de modo que:
™ (p?a™) =~ T (™), (8.30)

restando, no obstante, la dependencia con la malla, a.

®Los términos cruzados del tipo (B2(0)(@p)%(x)) se anulan puesto que corresponden al promedio

de las fluctuaciones cuanticas.
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2. La constante de acoplamiento,

pb (G(3)(p2,p2,p2))2 ~ (P(g)(a_l))z .y
w (GO ([@() 18 (8:31)

as(p) =

calculada en el apartado anterior, no depende significativamente de la malla, lo

que nos lleva a:

(I‘(3) (a—l))2 N

T o

3. Realizando un ajuste combinado del propagador y del vértice gluénico con el
perfil (6.53) entre 0.4 y 0.9 GeV en el que se mantienen I'@(g~1) y T®(a™1)
libres (y todos los demas parametros iguales para ambas funciones de Green),
se obtiene que estos parametros son iguales (figura 8.4a) cuando el radio de los
instantones se sitda en torno al radio fenomenologico (p ~ 0.3 fm). Ademaés, un

ajuste con
') =~ 1@ ™), (8.33)

est4 favorecido por el valor de x2/d.o.f. (figura 8.4b).

Estas premisas justifican la utilizaciéon de la aproximacion, (8.29), que implica que
todos los efectos debidos a la influencia de la renormalizacion, o a deficiencias del
modelo, van a aparecer en los resultados como desviaciones en el valor de la densidad.
Para estimar la incertidumbre introducida al considerar I'¥(a~!) independiente de la
malla, se ajustaran los valores de la densidad por separado para cada reticulo. En
cualquier caso, el hecho de que el mejor ajuste y el cociente gll:—%- ~ 1 sucedan para
valores de p cercanos, y a la vez proximos al valor fenomenolégico, 0.3 fm (ver graficas
8.4), son muestra de la consistencia de los resultados. La aproximacion realizada se

muestra, por tanto, apoyada por los datos numéricos.

8.3.2. Resultados numéricos

Con las premisas anteriores, se realiza un ajuste de los resultados numéricos para
el propagador gludnico y el vértice simétrico en la region 0.4-0.9 GeV, utilizando las
expresiones (8.14) y (8.18), del que se extraera una estimacion de la densidad, el radio

instanténico y el parametro app. Se han realizado ajustes para valores fijos del radio,
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Figura 8.4: (a) Resultados de un ajuste combinado del propagador y el vértice simétrico los
reticulos de la tabla 8.1 segin las expresiones cldsicas, (8.14) y (8.18) manteniendo libres los
factores T (a~1). Se representan el valor del cociente % procedente de los resultados numé-

ricos y (b) x2/d.o.f. del ajuste en funcion del radio fijado cuando se aprozima T'?3) (a~1) = 1.

dado que no resulta posible un ajuste con todos los pardmetros libres. Los resultados

se muestran en la tabla 8.4.

El mejor ajuste se obtiene para p =~ 0.3 fm, en buen acuerdo con las predicciones
fenomenologicas [SS98|. Para este valor del radio, se obtiene una densidad de en torno
a 8 fm™, considerablemente superior a los resultados obtenidos para a; en la seccién
anterior (=~ 5 fm™*). No obstante, en la tabla 8.4 se aprecia cémo los resultados para la
densidad dependen fuertemente del valor del radio, por lo que no es posible descartar

valores compatibles con los de la seccion anterior.

Los errores de discretizacion (estimados a partir de las diferentes densidades obte-
nidas para cada valor de la malla) son pequefios, =~ 3 %, lo que apoya la suposicion de

que los resultados son puramente clasicos en este rango de energias.

En la figura 8.5(a) se representa, junto al resultado del perfil (6.53) que se obtiene
en el ajuste, el propagador para el perfil BPST correspondiente al mismo valor del
radio. Puede apreciarse como ambos perfiles dan resultados compatibles para ener-
gias grandes, mientras que a energias bajas el perfil BPST se separa ampliamente de

los resultados numeéricos. El perfil modificado que se ha propuesto en este trabajo se
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p (fm) 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
B=5.6 26.5(1) | 13.18(5) | 7.75(3) | 5.12(2) | 3.63(1)
n B =57 27.2(1) | 13.54(5) | 7.98(3) | 5.28(3) | 3.76(2)
(fm™*) | B=5.8 27.8(2) | 13.9(1) | 8.20(7) | 5.41(4) | 3.86(3)
appp 0.393(2) | 0.527(2) | 0.675(2) | 0.836(3) | 1.005(3)
x%/d.o.f. 6.1 3.3 2.3 3.3 6.0

Tabla 8.4: Pardmetros del mejor ajuste combinado Gggt(pQ)-Gggt(ﬁ) para diferentes valores

del radio. Los errores representados son solo estadisticos.

ajusta satisfactoriamente en la region de energias entre 0.4 y 0.9 GeV, y reproduce

cualitativamente la regién de energias inferiores.

El cociente de los valores del propagador procedentes del calculo en reticulo y los
resultados del ajuste para el propagador (figura 8.6) muestra como el ajuste realizado
s6lo permite describir el comportamiento en un estrecho margen de energias. En esta
region es, por tanto, donde la aproximacion semiclésica es valida. Para energias menores
la situacion debe poder describirse en términos de instantones, por lo que la incapacidad
de este modelo para describir las funciones de correlacién puede estar relacionada bien
con el efecto de la distribucion de radios (que no hemos tenido en cuenta) bien con la

utilizacion del perfil (6.53), que puede no ser el mas adecuado para energias menores.

Los resultados de densidad obtenidos difieren de los presentados en la seccién an-
terior debido, entre otros motivos, a que en este caso se realiza un ajuste sobre el
propagador, que posee mas puntos en el intervalo de integraciéon que el vértice a tres
gluones (y, por tanto, que la constante de acoplamiento) y con errores menores. En
cualquier caso, los margenes de error que se derivan de los ajustes realizados no nos

permiten establecer diferencias significativas entre los resultados.

8.3.3. Efectos de la distribucién de radios sobre o,

Hasta este punto se ha considerado un liquido de instantones idénticos realizando
ajustes satisfactorios de la constante de acoplamiento, «,, y las funciones de Green,
G@(p?) y G®(p?). No obstante, es necesario considerar la influencia que podria tener

el hecho de que los instantones tengan diferentes radios sobre los resultados.



160 Capitulo 8. Anélisis de las funciones de Green gluénicas a energias bajas

Op———g T T T
[ |— Ajuste (DP)
F| e p=ss4h)
B=5.7 32")
Ll s p=s5.8(24Y)
A2O—
a
&
go'o
\Do.l r
L 10F
/ I vl
1'6,:1 5506 07 08" (;,9 - J} /
RPN TP T B TS S TN N 0....|.__..'54....|....|..‘.
05 1 15 2 0 0,2 04 0,6 0,8 1
p (GeV) p (GeV)

(a) (b)

Figura 8.5: Resultados numéricos para (a) el propagador y (b) el vértice gluénico adimensio-
nalizados (°G? y pPG®) | respectivamente) para f = 5.6, 5.7 y 5.8 después de escalarlos a

los resultados para B = 5.6.

Dado que o, no depende del perfil de los instantones, se muestra como una magnitud
ideal para estudiar la influencia de la distribuciéon de radios que apareceria como un
efecto de segundo orden a través del factor:

< p°1(pp)® >*
< p®I(pp)? >3’

(8.34)

que podria introducir desviaciones respecto a la ley de potencias p* obtenida para un
modelo con todos los radios idénticos. Este factor depende del perfil instanténico consi-
derado, ¢(z), por lo que no es posible separar totalmente la influencia de la distribucion

de radios sobre la constante de acoplamiento de la del perfil.

Se considera la distribuciéon de instantones (6.43),

()"
A T (8.35)
v(7/2) ’

basada en los resultados de Diakonov y Petrov [DP84]. En cualquier caso, los detalles de

wp) =

la distribucién no parecen ser fundamentales, y puede considerarse una aproximacion
a una distribucién de instantones con un comportamiento p® para p pequeiio, como
predice el calculo perturbativo a un bucle, y regularizada para radios grandes. Este
tipo de distribuciones se ve apoyada por resultados obtenidos a partir de simulaciones
en reticulo [RS99].



8.3. Analisis de las funciones de Green 161

b ' ' : 1 D S S
1 [P . . p=56]
| - B = B=5.8] |
: - B=ST] ) I - B=s7] |
-~ 1 ] LIk i
T --. : _ -
a 8,0 ‘_T [ + i { - & 4
s i 7 | 1
3:0 I 1 l : i :" I - 1 1
= R =y 1 I 1.0k
. i
L
B 1 0205 06 07 08 09
p (GeV)
(b)

Figura 8.6: (a) ng?I'® (p®,a™") para los tres reticulos utilizados, (B = 5.6, 5.7 y 5.8). (b)
Los mismos datos que en (a) escalados a 1. Se observa cémo las curvas coinciden, aungue hay

una cierta desviacion parabolica en los extremos del intervalo.

Puesto que la influencia de una distribuciéon de radios de instantones sobre a,(p)
depende del perfil, a continuacién se consideran dos casos particulares: el perfil BPST

v el propuesto a partir de los resultados de Diakonov y Petrov.

Perfil BPST
Como primera aproximacion, merece la pena plantear cuél serfa el comportamiento -
en el caso de un perfil BPST, en el que los limites asintéticos de las funciones de Green

pueden escribirse conjuntamente como:

2—m 2 2\ ™
m ‘ D n —-m Im m 4p 1 4m
GED)(PZ) = o gem—2Y <p"™(pp)™ > =n ey (EP_‘i) (8.36)

( 7

1+0 | —= ara >1
(24021)2) d o
X 4 7+2m m 2

(g2 (2*2 ) 2252 (2— )
RAS A 1+ bu(p?) =2+ 0| [ 2
(D) PP (p°)=p’p =P

! para pp K1

con m = 2 para el propagador y m = 3 para el vértice simétrico y

bm (p%) = &;}2@ [275 - g+1/) (9 +22m) +1n (%?pi’) - ln4] . (837)
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Donde v = 0.577216... es la constante de Euler y 9(2) la funcién “digamma” de
Euler, 1(z) = 4121(2),

dz

La primera correcciéon (valida para p?p? << 7/2) a la constante de acoplamiento
I

resulta entonces:

121, 6 — , PPp? 22567
) = {34 P (1+56”p (27’”21“ 56 | 3465 )
1.37 p o \375
.38
187n (lGeV) ’ (8.38)

donde se han obtenido el factor y la potencia efectivas de una ley de potencias en el

rango de energias de interés para p = 0.3 fm.

Perfil modificado

Si se realiza el mismo analisis para el perfil modificado (6.53) se obtiene el mismo
comportamiento de las funciones de Green para pp > 1, como era de esperar . Para
p < « en este caso, se tiene:

m 122—m’y(z+m)42 —_— g
GPE) = n (Emﬂ;mf) 27(%) % (1+0(agpp2,p2p2)) . (8.39)

que conduce, para la constante de acoplamiento, a

1.45 p \383
=~ 4
@(p) 187 (1GeV) ’ (8.40)

con appp = 0.675 tomado de la tabla 8.4 7.

Los resultados obtenidos para ambos perfiles muestran que la dependencia con el
perfil es subdominante en la region en la que se realiza el ajuste, y para los dos se

obtiene que la modificaciéon debida al factor (8.34) es similar.

Resultados numéricos.
De los resultados anteriores se deduce que el efecto de considerar una distribucién
de radios para los instantones debe aparecer en la forma de una potencia del momento

en la constante de acoplamiento ligeramente menor que 4, que depende levemente del

6Corresponde al limite de pequefias distancias, donde el perfil propuesto recupera la forma del
instantén BPST (ver §6.5.1).
"Se han tomado valores de p y app procedentes de los ajustes realizados en la aproximacién de

radios fijos; evidentemente podria haber leves diferencias respecto a un ajuste completo, aunque es de

esperar que dichas diferencias sean subdominantes.
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perfil concreto y de los detalles de la distribuciéon. No obstante, el efecto mas notable
aparece en el factor numérico que multiplica la potencia de p, que se ve alterado en un

40 % aproximadamente.

Si se realizan los ajustes de la constante de acoplamiento con una potencia del
momento libre, se obtienen los resultados recogidos en la tabla 8.5. Aparecen potencias
menores que 4, si bien los errores no permiten concluir nada al respecto. La estabilidad
de los valores centrales obtenidos para el exponente sugiere, de nuevo, la realizacién de

un ajuste combinado de todos los reticulos.

Reticulo | potencia | x*/d.o.f.
5.6(24%) | 3.9+04| 061
57(32%) | 39+06| 035
5.8(24%) | 38+05| 001

Tabla 8.5: Potencia de p en un ajuste potencial de la constante de acoplamiento. Los grandes
errores se deben al escaso mimero de puntos con los que se realiza el ajuste, cuyos errores

estdn ademds muy correlacionados.

Realizando, por tanto, un ajuste combinado sobre todos los reticulos disponibles, se
obtiene una potencia 8 3.8440.08. Este valor, compatible con 4, apoya la aproximacion
de la distribucion de radios de instantones por una delta de Dirac; s6lo como aproxima-
cion de segundo orden, aparecen efectos debidos a la anchura finita de la distribucion.
En la estimacion de la densidad, no obstante, aparecen efectos notables, dado que las
estimaciones de la tabla 8.2 tendrian que ser corregidas por un factor ~ 1.4 que se
deriva de la expresion (8.40). Esto en la practica se traduce en un incremento sustan-
cial de las densidades medidas. En las condiciones actuales, no obstante no podemos
sino considerar ésta como una fuente méas de incertidumbre del valor de la densidad

determinado.

Los resultados obtenidos merecen una profundizaciéon en el anélisis de la relacion
(6.46). Con los resultados de radio y app obtenidos, la relacion darfa una densidad del
orden de 1 fm™, cualitativamente de acuerdo con nuestros resultados. Este acuerdo es
més significativo si tenemos en cuenta que, para un perfil BPST, la integral del perfil

en (6.46) diverge, por lo que la relacion es muy sensible al perfil. Para Diakonov y

8La estimacién del error se ha obtenido en este caso a partir de el método de x7,, + 1, y estd

claramente subestimado, al ser x%/d.o.f. ~ 3.8.
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Petrov [DP84], ademés, la relacién (6.46) es solo aproximada, por lo que un acuerdo

en orden de magnitud con nuestro resultado es satisfactorio.

8.3.4. Exponentes criticos

Puesto que, segun los resultados de la secciéon anterior, los instantones ofrecen una
explicacion a la dinamica de los campos en QCD a energfas bajas, parece adecuado
estudiar como seria el comportamiento en el infrarrojo profundo que predice un liquido
de instantones, en comparacién con otras técnicas habitualmente utilizadas a estos
efectos, como el formalismo de Schwinger-Dyson [Dys49,Sch51]. Recientemente un gran
niamero de autores utilizan este formalismo junto a simulaciones en reticulo para el
estudio no perturbativo de QCD vy, en particular, para el comportamiento a energias
muy bajas de las funciones de Green gluénicas [SAH97, AvS01,LS02, FA03.

Exponentes criticos en el formalismo Schwinger-Dyson

En este marco, argumentos bastante generales basados en la dominancia infrarroja de
los campos fantasmas establecen que el comportamiento profundamente infrarrojo de
los propagadores de gluén (G;?) y fantasma (G(fi)) estan relacionados [WAO1|, estando

su comportamiento para momento pequeno gobernado por un tinico parametro, x:

ab Pubv\ Za(p®
G;?)W(Z?Q) — b (6/“/_‘ u;) gl(2 )  Za(p?) ~ (p?)%
) p (8.41)
(2)%, o b Z1a(P?) 2 Nk
Gy, (p7) =—6 iz s Zpa(p?) ~ ()7
El valor de k, que controla el régimen asintético, puede acotarse basandose en las

siguientes exigencias:

- El criterio de confinamiento de Kugo-Ojima [KO79,NO90| establece que para
que exista confinamiento es suficiente que el propagador de fantasma sea maés
divergente para momento pequefio que el de una particula sin masa (p~2). Esto

se traduce en limitar k a valores positivos.

- Por otra parte, Zwanziger [Zwa91,CMTO03] establece, a partir de argumentos sobre
la proximidad del horizonte de Gribov en el régimen IR, que el comportamiento
del propagador gluénico para momentos pequenios es menos singular que p2

(k > 0) y, probablemente, con un limite finito (x > 1/2).



8.3. Analisis de las funciones de Green 165

- Las ecuaciones de Schwinger-Dyson sin truncar proporcionan informacion acerca
de las caracteristicas generales del comportamiento en el infrarrojo profundo de

las funciones de Green [WAOQ1], a partir de las cuales puede establecerse « < 1.

En conjunto, las exigencias anteriores limitan los valores posibles de k a valores
positivos, probablemente [Zwa9l] en el intervalo 1/2 < k < 1. Suponiendo que el
vértice gluon-fantasma es regular en el infrarrojo [LS02], se llega al resultado s ~ 0.595,

corroborado por medio de técnicas basadas en el uso del Grupo de Renormalizacién
Exacto (ERG) [PLN03, Kat04].

Exponentes criticos en un modelo instanténico

Si bien no se han extendido los calculos al propagador de fantasma, es posible com-
parar los resultados de la seccion anterior con los calculos basados en la resolucion de
ecuaciones de Schwinger-Dyson truncadas. Para un modelo de un liquido de instanto-
nes, el comportamiento asintotico del propagador gluénico depende exclusivamente del
perfil instantonico, obteniéndose (8.37), (8.39):

GO ~ { p~? & k=0 para BPST (8.42)

p? < k=1 paraDP

Asi pues, el perfil BPST, (6.10), esta en el limite de cumplir el criterio de con-
finamiento de Kugo-Ojima, mientras que el perfil modificado a partir de la ecuacién
diferencial de Diakonov y Petrov, (6.53), da el otro limite de la ventana de exponentes

generalmente aceptados (k = 1).

Siendo BPST, (6.10), el perfil con la caida mas lenta posible en un marco instan-
tonico, es de esperar que cualquier modificacion de éste vaya en el sentido de reducir
la singularidad del propagador gluénico en el origen. Para el perfil obtenido a partir
de la ecuacion aproximada de Diakonov y Petrov (6.45), el exponente se va al punto
opuesto de la ventana, x = 1, correspondiente a un propagador de gluén que se anula
suavemente para p — 0. Probablemente ninguno de ellos sea el mas adecuado, si bien
acotan el marco de los resultados posibles. El hecho de que DP resulte en un propaga-
dor que se apaga mas rapido de lo deseable (si confiamos en los resultados de SDE),
puede estar ligado a una sobrestimacion de la intensidad de la interaccién instantonica,

como ha sido sugerido por Verbaarschot [Ver91].

Resulta de interés sefialar que el propagador caec a G¥(0) = 0 para k > 1/2,

mientras que tiene un valor finito para k = 1/2, lo que en el modelo instanténico se
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alcanza para perfiles del tipo 1/(p* + p*)*?2. Para caidas exponenciales como (6.53),
el propagador se anula a impulsion nula. En los resultados numéricos no se observa
esta caida, si bien resulta dificil eliminar la posibilidad de que sea debido a efectos
de volumen finito . Este tipo de estudios ha sido realizado en SU(2) y tres dimensio-
nes [CMT03], donde parece haber los primeros indicios de una supresion del propagador

en el infrarrojo profundo.

8.4. Resumen de resultados y discusion

El resultado fundamental de este capitulo es la constataciéon de que a energias bajas
las correlaciones vienen dadas exclusivamente por las propiedades del vacio de QCD, sin
influencia de correlaciones cuanticas. Esto se ha puesto de manifiesto por medio de una
comparacion de las funciones de correlacion gluonicas obtenidas no perturbativamente

a través de técnicas reticulares con las que predice un modelo de liquido de instantones.

El comportamiento de la constante de acoplamiento a energias bajas (p < 1GeV)
en el esquema MOM se ajusta a la prediccion del modelo semiclasico, independiente del
perfil y del tamarnio de los instantones. Este resultado constata el caracter semiclasico
de las funciones de correlaciéon gludnicas a energias bajas. Los calculos de la constante
de acoplamiento y el propagador gluénico en configuraciones frias permiten verificar
este resultado, a la vez que confirman la naturaleza instanténica de los campos tras

realizar el proceso de enfriamiento.

Se ha verificado que la parametrizacion del perfil instantonico propuesta en (6.53)
permite ajustar el comportamiento de las funciones de Green analizadas (propagador
gludnico y vértice simétrico a tres gluones) en la region 0.4-0.9 GeV, derivandose del
ajuste un valor del radio instantonico en buen acuerdo con el radio fenomenologico

(p =~ 0.3 fm). Se ha estimado asimismo el parametro app, con appp = 0.675(2).

Con respecto a la contribucién instanténica a los condensados, el valor del para-
metro appp determinado indica que los valores de los condensados se modifican muy
levemente por la variacion del perfil (ver grafica 6.2). Los valores de densidad obtenidos
sugieren un valor del condensado (A?) mayor que el obtenido en la parte OPE, aunque

la incertidumbre que afecta a la determinacion de la densidad no permite extraer con-

9Para hacerlo serfa necesario realizar simulaciones para volimenes mucho mayores a la vez que se

mantienen mallados pequenos
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clusiones al respecto. En cuanto al condensado (G?), las estimaciones obtenidas en el
capitulo anterior y en éste, si bien son superiores al valor que sugieren las estimaciones
basadas en las reglas de suma (tabla 7.2), no estan en desacuerdo con otros resultados

en reticulo [Neg99]. En conjunto permiten situar la densidad instanténica en torno a
5-8 fm™*.

Para la determinacion de la densidad a partir del analisis de la constante de aco-
plamiento en configuraciones enfriadas, se obtienen resultados que difieren de los obte-
nidos en el capitulo anterior, donde se determiné la densidad a partir de la localizacion
geométrica de los instantones. A priori, esta diferencia puede interpretarse como una
imprecisiéon del método de localizacion, que puede no encontrar ciertos instantones. No
obstante, el hecho de que la densidad medida escale razonablemente bien con el radio
de enfriamiento, 7, = ay/n, (introducido en el capitulo anterior), sugiere mas bien la
contribucion de otras soluciones clasicas a la ley p* obtenida para «;. La contribuciéon
de los merones, caso de existir, se sumaria a la de los instantones, por lo que resultaria

dificil separar ambas contribuciones.

Una posibilidad para diferenciarlas seria tratar de encontrar los merones de un modo
similar al utilizado para los instantones en el capitulo anterior, a través de su influen-
cia sobre la densidad de carga topologica, Q(z), pero ésta, para el caso de merones, es
divergente [CDG77], por lo que una determinacion en reticulo resulta mas complicada
que para el caso de los instantones. Los merones han sido analizados recientemente
en relacion al problema del confinamiento (ver [LNTO04]), por lo que merecen un es-
tudio mas detallado, junto con otras soluciones clasicas de topologia no trivial, como

monopolos, vortices, etc., a los que también se atribuye relacion con el confinamiento.

En cuanto al calculo de los exponentes criticos para el comportamiento en el limite
p — 0 de las funciones de Green, para un liquido de instantones se obtienen valores que
no estan en desacuerdo con las cotas que pueden establecerse basdndose en argumentos
generales, (0 < k < 1), aunque los valores que se obtienen a partir de la resolucion de un
sistema de ecuaciones integro-diferenciales de Schwinger-Dyson (los ultimos resultados
parecen confirmar el valor k¥ & 0.595) no se reproducen con un modelo de instantones
BPST ni la alternativa de Diakonov y Petrov. Las correlaciones entre las orientaciones
de instantones, despreciadas en este trabajo (8.13), podrian alterar el comportamiento
en el limite p — 0, por lo que un estudio en profundidad de los exponentes criticos en

un marco instanténico no debe obviar este punto.
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En este capitulo se presentara el resumen de los resultados obtenidos de los dife-
rentes estudios que conforman esta tesis, analizando el conocimiento de la dindmica de
la QCD que se infiere de ellos. A partir de ahi, se presentaran las conclusiones que se

extraen del estudio, para finalizar con las perspectivas de continuacién de este trabajo.

9.1. Resumen y conclusiones

En la parte II se ha estudiado el comportamiento de las funciones de Green gluénicas
obtenidas no perturbativamente en un amplio rango de energias. Dichas funciones se
han analizado en el régimen de energias intermedias en el marco de un desarrollo en

producto de operadores. Esta parte del trabajo podria resumirse como sigue:

1. Una descripciéon basada exclusivamente en los resultados de la teoria de pertur-
baciones no es suficiente para describir la dependencia de la constante de acopla-
miento y el propagador gluénico con el momento en un rango de energias de 3 a
10 GeV.
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El andlisis OPE muestra como en el gauge de Landau, la primera correccion a los
resultados perturbativos procede de un condensado, (A?), que no es invariante
gauge y que contribuye a los desarrollos de funciones de Green calculadas tras

aplicar un procedimiento de fijacién de gauge particular.

T N——

En el esquema MOM, se ha obtenido una correccién en potencia proporcional
a (A?) a través de la hipoétesis de factorizacion, apoyada por el calculo de la
dimensién anémala. A través del ajuste de los resultados numeéricos, se obtiene el
valor Ags = 260(18) MeV, compatible con el determinado por el grupo ALPHA,
Aszs = 238(19) MeV. Asimismo se obtiene un valor del condensado (A?) en buen

acuerdo con el determinado para el esquema MOM, /(A% ) ~ 1.7(3) GeV.

Se ha verificado que los resultados, en los dos esquemas de renormalizacion utiliza-
dos, muestran una tendencia hacia la convergencia al elevar de 2 a 3 el nimero de
bucles considerados en las expresiones perturbativas. Las estimaciones del valor
del condensado (A?) procedentes del propagador y de la constante de acopla-
miento se aproximan y los valores de Ay se hacen compatibles con el dado por

el grupo ALPHA cuando se consideran las expresiones perturbativas a 3 bucles.

Los anélisis realizados sefialan la necesidad, al menos para las magnitudes estu-
diadas y en los esquemas utilizados, de desarrollar las expresiones perturbativas
hasta tercer orden y con correcciones en potencias del momento. La importancia
de dichas correcciones, incluso a energias tan altas como 10 GeV, es del 3%.
Evidentemente los resultados dependen del proceso considerado, pero ponen de
manifiesto los problemas de convergencia y asintoticidad de los desarrollos per-
turbativos en QCD.

Se ha determinado la relacién existente entre las correcciones en potencia al
propagador gludnico y el condensado (A?). Dicha relacién permite, por una parte,
definir lo que se entiende por valor no perturbativo del condensado y, por otra,
indica que la dimensién anémala del operador (4?%) no es un parametro libre. Este
ultimo resultado se ha visto corroborado por una nueva identidad de Slavnov-
Taylor identificada por Dudal y col. [DVS03].

N

Los resultados originales en esta parte del trabajo se refieren al esquema MOM,

en el que se han corroborado los obtenidos con anterioridad para el esquema MOM.
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Ademas, se ha aclarado el significado del condensado (A?), a través de una definicién

de éste por medio de la integracion del propagador gluénico (capitulo 5).
HeHe ke

En la parte III de esta tesis, motivados por la presencia de un condensado (A?) de
valor esperado no nulo, se ha estudiado la posibilidad de describir el vacio de QCD a
partir de las soluciones clasicas del lagrangiano Yang-Mills. En esta parte del trabajo

se han logrado los siguientes avances:

1. Se ha construido una parametrizacion del perfil instanténico que combina el com-
portamiento asintético obtenido por Diakonov y Petrov para grandes distancias
con el comportamiento para pequeiias distancias de la solucién estandar (BPST),

exigible a cualquier solucion.

2. Se ha desarrollado un método para identificar los instantones presentes en una
configuracién de campos obtenida en reticulo, haciendo uso de un método de
enfriamiento para eliminar las fluctuaciones méas energéticas de los campos gau-
ge. Este método permite determinar la densidad y el radio de los instantones.
La utilizacién del radio de enfriamiento definido por Ringwald y Schremp para
determinar el efecto del proceso de enfriamiento sobre la configuracién segin el

valor de la malla permite eliminar la dependencia de los resultados con ésta.

3. Se ha constatado la necesidad de extrapolar los resultados obtenidos como fun-
cion del numero de iteraciones de enfriamiento a la situacioén original, por el
rapido decrecimiento de la densidad cerca de dicha situaciéon. Para interpretar
esta caida se construye un modelo para la evolucién del liquido de instantones
con el enfriamiento, aunque la alta compacidad del liquido de instantones cerca
de la situacion original y las correlaciones entre las posiciones de instantones y

anti-instantones dificultan la extrapolacion.

4. Se han calculado las funciones de Green en un liquido de instantones. El cociente
de funciones de Green que define la constante de acoplamiento en el régimen de
altas energias, (G®)?/(G®)3, resulta ser independiente del perfil de los instan-

tones,

9.1)
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cuando se considera que la influencia de la distribucion de radios es despreciable.
Este comportamiento se ha encontrado en la regién infrarroja (p < 1 GeV) en
nuestras simulaciones en reticulo, permitiendo una determinacion de la densidad

de instantones en torno a 5 fm™*.

5. Se ha constatado que, con el enfriamiento de la configuracion, el régimen de va-
lidez de la ley p* se amplia a todo el rango de energias en el que calculamos la
constante de acoplamiento. Esto confirma que las correlaciones cuanticas desa-

parecen tras el enfriamiento dando lugar a una configuracién cldsica.

6. Se ha comprobado que el perfil propuesto es capaz de describir la evolucion del
propagador gluénico y del vértice simétrico a tres gluones en una regién de mo-
mentos 0.4-0.9 GeV, en la que a,(p) se comporta de acuerdo con la ley clasica
(x p*). Estos ajustes favorecen un valor fenomenolégico del radio (r ~ 0.3 fm)

y valores del parametro appp =~ 0.675.

L

En conjunto, las partes II y III permiten senalar la presencia de cuatro regimenes

en la evolucion de la constante de acoplamiento con la energia (ver grafica 8.1):

= Por encima de = 2.6 GeV, donde la teoria de perturbaciones unida a un desarrollo
OPE que incluya el efecto de los condensados permite dar una descripcién precisa
de la evolucién de las funciones de Green con la energia. En esta region dominan
las correlaciones cuanticas, aunque ya estan presentes efectos no perturbativos a

través del condensado (A?) que pueden incluirse en un marco OPE.

= Entre =~ 0.9 GeV y ~ 2.6 GeV coexisten las fluctuaciones cuanticas y la influencia
de la estructura semiclasica del vacio, lo cual queda por el momento fuera de

nuestros analisis.

= Entre =~ 0.4 GeV y = 0.9 GeV, la evoluciéon de la constante de acoplamiento
se ajusta muy bien a la ley de potencias p* que predice el modelo del liquido
de instantones, indicando de que en este rango de energias las correlaciones son

puramente clasicas, sin efecto de las correlaciones cuanticas.
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= Por debajo de = 0.2 GeV, los efectos de volumen finito debidos al volumen del
reticulo utilizado no estan controlados. Cabe esperar que los efectos instanténicos
dominen también en esta zona, si bien los términos cruzados procedentes de
la correlacion entre diferentes instantones no seran despreciables a muy bajas

energias (distancias muy grandes).

Por medio de los instantones o, en general, de las caracteristicas del vacio no per-
turbativo de la teoria, es posible hallar vinculos entre las propiedades de alta y baja
energia de la QCD, como establecen las reglas de suma, por ejemplo. En este trabajo
se ha estudiado la relacion del condensado (A?), obtenido a partir de la parte OPE,
con las propiedades del liquido de instantones en términos del cual describimos el vacio

de la teoria.
He ek

En un marco mas amplio, en este trabajo se han obtenido caracteristicas de la
dindmica de la interaccion fuerte a partir de un estudio sin quarks. Puesto que la teoria
de gluones interactuantes contiene al menos parte de la problematica de la interaccién
fuerte, el estudio en reticulo de las teorias Yang-Mills puras sigue deparando un marco
simple en el que mejorar nuestra comprension de la fenomenologia de bajas energias,

en particular del problema del confinamiento.

Asi pues, frente a la tendencia actual de realizar calculos con fermiones dindmicos
en el reticulo que, evidentemente, constituye una fuente inigualable de resultados no
perturbativos a comparar con la experiencia y sin la cual no podrian obtenerse gran

cantidad de resultados fenomenologicos, las simulaciones gauge puras siguen siendo de
utilidad.

9.2. Perspectivas

El comportamiento de la constante de acoplamiento y las funciones de Green glué-
nicas que se extraen de este trabajo sugieren la necesidad de un estudio teérico méas

profundo. Si recordamos la descomposicion del campo gludnico realizada en el capitulo
8,

AL(z) = g7'Bj(z) + Qu(z) , (9-2)
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donde Bj(z) corresponde al fondo clasico y Q%(z) a la parte cudntica, la teoria de
perturbaciones trata solamente la parte cuéantica, despreciando el efecto que el campo
clasico tiene sobre el cuantico. En el otro extremo est4 la aproximacion semiclasica que
hemos realizado en este trabajo (capitulo 8), en la que no consideramos la contribucién

de Qf,(z) (siendo valida, por tanto, en la region de energias bajas).

La clave para poder describir la region intermedia, entre 0.9 y 2.5 GeV, puede
estar en realizar una teoria de perturbaciones contando con la presencia de un campo
clasico que debe ser tratado no perturbativamente. Hay algunos intentos de rehacer de
este modo la teoria de perturbaciones [AR78, AR79, GR80, Ros86], pero es necesario
comprender el modo en el que se superponen las fluctuaciones cuéanticas al fondo clasico
que, segin los resultados de este trabajo, parecen dominar la dindmica de las funciones

de Green analizadas en el régimen de energfas p < 1 GeV.

kK

Considerando aspectos particulares de esta tesis, los resultados sugieren una serie

de lineas de investigacion, algunas de ellas en curso, entre las que cabe destacar:

1. Respecto al desarrollo en producto de operadores, aunque se dispone de resul-
tados preliminares, resultaria interesante extender el anélisis a otras funciones
de Green, por ejemplo al propagador de quark y al vértice quark-gluon o al
propagador de fantasma y al vértice gluon-fantasma, donde aparecerian ademas
correcciones en el condensado (¢c), por ejemplo. Asimismo, el analisis OPE de-
beria realizarse para otras posibles fijaciones de gauge, donde el condensado no

tenga las particularidades del gauge de Landau.

2. En la parte dedicada a los instantones se observa la necesidad de realizar si-
mulaciones en reticulo para volimenes mayores y espaciados més finos, a fin de
contar con mayor numero de puntos en la region p < 1 GeV que nos permitan
determinar con fiabilidad la densidad de instantones y las caracteristicas del per-
fil de éstos. El método de enfriamiento con acciones mejoradas [FGS96] puede
ayudar a comprender la estructura del vacio de QCD, si bien resulta necesario
contar con mallados muy finos para evitar que los errores de discretizacién sean

determinantes.
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3. Seria interesante obtener resultados para configuraciones de campos gauge sin
instantones, lo que permitiria aclarar qué ocurre en el infrarrojo si no hubiese un
vacio no trivial. En este sentido, varias posibilidades basadas bien en una leve

modificacion de la accién, bien en artefactos del calculo en reticulo, estan siendo

estudiadas.

FACULTAD DE FiSicA
BIBLIOTECA



Apéndice A

Formulas de utilidad

A.1. Conversiéon de Agcp entre diferentes esquemas

de renormalizacion

Resulta sencillo convertir el parametro Aqcp obtenido en el esquema MOM (MOM)
al esquema MS, mucho méas extendido, a fin de facilitar la comparacién con otros

resultados para este parametro.

Partamos de dos esquemas de renormalizacion A y B cualesquiera, en los que la

funcién g de Callan-Symanzik,

_ Oa(p) ~ Bo b1 B2 _
Bla) = Sy ~é;a2 - (27r)2a3 - (47r)3a4 cee (A1)

esta definida por coeficientes 8 y 82 respectivamente, y la dimensién anémala del
propagador:
dln Z.
_ n 3(“) _.:Y_O.. 71 2 72 3 (AZ)

) = dlnp® 47ra_(47r)2a (47r)3a S

por 72 y 42 respectivamente.

Es posible relacionar los coeficientes que definen un esquema con los del otro, a
través de un desarrollo de la constante de acoplamiento en el esquema A en la del

esquema B:

a b
o4 = op+ Z;r—a% + Woz% + (9(0/};) , (A.3)
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con a y b constantes que pueden calcularse de forma sencilla, como veremos a conti-

nuacion, a partir de los coeficientes 3; y v; de ambos esquemas.

En efecto, ambos esquemas pueden relacionarse por medio de la expresion:

dCYA __dO[A daB

Balaa) = (A.4)

dlnpg  dap dlnp’
en la que sustituyendo (A.3), se obtiene que los dos primeros coeficientes son indepen-

dientes del esquema y para los coeficientes de segundo orden se obtiene una relacion:
By = B3 +4aby +2(a® — b))y . (A.5)

Introduciendo el desarrollo (A.3) en la dimension anémala (A.2), e identificando los
términos en cada potencia de «, se obtiene asimismo que el primer coeficiente del
desarrollo, vy, es independiente del esquema, mientras que para los siguientes pueden

establecerse las relaciones:

W o= Y+ay, (A.6)
%= v 207+ by (A7)

Las relaciones (A.5), (A.6) y (A.7) muestran que se puede establecer una relacion
cerrada entre los coeficientes 5, 1 y ¥2, de modo que sblo dos entre ellos son indepen-
dientes, es decir, para definir un esquema de renormalizacion basta con especificar dos

de estos pardmetros.

Con los resultados anteriores, tenemos los datos necesarios para calcular el cociente
entre los valores del pardmetro Aqcp en ambos esquemas, A 4/Ap. Puesto que éste es el
unico parametro relevante en el régimen perturbativo, podemos calcular dicho cociente
en la regiéon de altas energias en la que un bucle es suficiente, de modo que haciendo
uso de la expresion de o, a un bucle, (3.38),

27

Ay = pe Poea | (A.8)
se tiene:
27
g2 .
Aa _pe W0 et (A.9)
AB ue_BoaB

Utilizando a continuacion la expresion (A.6) para despejar a, se llega a:

Aa [%B - vf‘]
DA Exp [T A.10
Ap P 28070 ( )
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que con los coeficientes de la tabla 3.2, permite obtener el valor de Agcp en el esquema

MS a partir de su valor en los esquemas MOM y MOM:

Q

Ags ~ 0.299931 Apom

Ass =~ 0.346246 Ao

A.2. Tensores n de ’t Hooft

Definicién:
€apv w,v=12,3
M (M) = 4 +(=)den v=4
—(+)6a,1/ H= 4
Propiedades:

Napv oy  — 4(5aba
NapvTapp = 361/;)7
NopvTopy — 12,

NapvTapy = 5,up51/)\ - 5uA6up + €uvpr;
NapvMopp = 6ab6up + €abeTevp)
Napr Moy = 0.

Las mismas relaciones son vélidas para 7, excepto:

ﬁauuﬁap)\ = (5up5u/\ - 5,u)\5up — €uvph

Relaciones adicionales:

€abcopvTcph = 5up77a1/>\ - 5/1)\77an + 5V)\77a,up - 61/p77a;u\7

Expvollaps = 6p)\nauu + 5pu77a)\u + 5/);/'7(11/)\-

(A.13)

(A.20)
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A.2.1. Tensores de rotacion en el espacio de color

Sea BiU® = Da=18 BiAa €l campo gauge instantonico en SU(3) y BEU(Q) =
Y a—13 Bi7a su equivalente ' en SU(2). El campo instanténico en SU(3) se define en
este trabajo introduciendo el de SU(2) en un subgrupo de SU(3) y rotéandolo, de la

forma:
SU((3) _ i
B3V®) = U Ut (A.23)

con U una matriz de rotacion en SU(3). De forma equivalente es posible escribir:

0 0 0
Z B, = U| o Ut
M a
£=18 0 <Za=1,3 BuTa)
0 0 0
= Y Ul o Ut BY. (A.24)
a=1,3 0 Ta

El dltimo término es trivialmente una matriz hermitica de traza nula, por lo que

puede expresarse como combinacion de los generadores del grupo SU(3):

0 0 o0
Ul o Ut= Y R, (A.25)
( Ta ) a=1,8
0
de modo que el campo en SU(3) puede expresarse como:
Bt = > R™B, (A.26)
o=1,3

y las propiedades de R** se pueden extraer de forma simple de (A.25) conociendo las

propiedades de los generadores de los grupos SU(2) y SU(3):

- Multiplicando (A.25) por si misma y tomando la traza, se tiene:

> ReRY = §°8 (A.27)

!X\, representa los generadores del grupo SU(3) y 7, los de SU(2).
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- A partir de las propiedades de los conmutadores de los generadores del grupo se

llega a:

> RRY¥Rfy, = 7. (A.28)

abc
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ne || (5.6,24) (5.8,24) | (6.0,24) | (5.832) | (6.0,32) | (6.2,32) | (6.4,32)
10 || 0.045(24) | 0.58(9) | 1.52(14) | 0.60(8) | 1.50(13) | 2.20(25) | 3.1(4)

20 || 0.079(17) | 0.44(3) | 094(6) | 0.44(4) | 0.94(7) | 1.27(12) | 2.03(18)
30 | 0.070(9) | 0.337(22) | 0.67(4) | 0.33(3) | 0.68(4) | 0.91(7) | 1.55(12)
40 || 0.055(6) | 0.274(18) | 0.55(3) | 0.269(20) | 0.56(3) | 0.74(6) | 1.27(10)
50 || 0.046(5) | 0.225(13) | 0.46(4) | 0.229(14) | 0.489(17) | 0.58(5) | 1.10(6)
60 || 0.039(3) | 0.195(11) | 0.386(18) | 0.193(8) | 0.437(16) | 0.51(4) | 0.98(5)
70 || 0.0325(20) | 0.166(8) | 0.370(20) | 0.164(8) | 0.388(15) | 0.459(20) | 0.89(7)
80 || 0.0280(17) | 0.142(8) | 0.332(18) | 0.145(7) | 0.360(16) | 0.43(4) | 0.82(5)
90 || 0.0239(14) | 0.124(7) | 0.316(21) | 0.129(6) | 0.323(20) | 0.37(3) | 0.77(5)
100 || 0.0210(12) | 0.110(3) | 0.277(22) | 0.114(5) | 0.287(16) | 0.346(25) | 0.72(4)
110 || 0.0191(10) | 0.103(4) | 0.262(16) | 0.107(5) | 0.262(13) | 0.315(13) | 0.66(4)
120 || 0.0173(10) | 0.097(6) | 0.235(13) | 0.095(4) | 0.236(11) | 0.289(15) | 0.61(4)
130 || 0.0163(8) | 0.0865(16) | 0.204(11) | 0.089(4) | 0.213(9) | 0.274(17) | 0.59(3)
140 || 0.0141(8) | 0.082(4) | 0.192(12) | 0.082(4) | 0.199(9) | 0.253(22) | 0.58(3)
150 || 0.0127(7) | 0.075(6) | 0.168(12) | 0.072(4) | 0.191(10) | 0.239(12) | 0.57(3)
160 || 0.0122(8) | 0.065(5) | 0.156(12) | 0.068(3) | 0.180(13) | 0.222(8) | 0.54(3)
170 || 0.0109(6) | 0.061(3) | 0.147(9) | 0.062(3) | 0.177(13) | 0.212(12) | 0.54(3)
180 || 0.0107(7) | 0.0584(16) | 0.129(9) | 0.059(3) | 0.165(14) | 0.197(6) | 0.52(3)
190 || 0.0100(7) | 0.053(4) | 0.120(7) | 0.0556(25) | 0.154(14) | 0.191(10) | 0.49(3)
200 || 0.0090(6) | 0.0486(23) | 0.115(6) | 0.051(3) | 0.145(16) | 0.186(8) | 0.48(3)

Tabla B.1: Densidad de instantones (en fm™*) en funcion del nimero de pasos de enfria-
miento, ne, para diferentes reticulos (B,L). A fin de obtener resultados con unidades se ha

utilizado, de modo orientativo, el valor de la malla en la configuracion termalizada, n. = 0.
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ne || (5.6,24) | (58,24) | (6.0,24) | (5.8,32) | (6.0,32) | (6.2,32) | (6.4,32)

10 || 0.590(8) | 0.448(5) | 0.401(7) | 0.448(3) | 0.398(4) | 0.367(5) | 0.310(6)
20 || 0.666(8) | 0.498(8) | 0.441(13) | 0.495(5) | 0.445(8) | 0.430(9) | 0.377(11
30 || 0.719(11) | 0.525(11) | 0.460(17 (9) | 0.460(12) | 0.405(14

0.480(10

50 || 0.792(17

(3)
(5)
0.522(6) | 0.465(9
(7)
(8) | 0.498(11

)
) )
40 | 0.758(14) | 0.549(13) | 0.469(18) | 0.543(7
) )
)
)

)
60 || 0.821(20) | 0.593(18) | 0.488(23
)

70 1} 0.845(24 0.530(14

80 || 0.86(3) | 0.612(25
90 || 0.89(3) | 0.62(3) | 0.54(3) | 0.625(14

(
(
(
(
(
(
( 0.544(15
(
100 || 0.91(3) | 0.64(3) | 0.54(3

(

(

(

(

(

(

(

(

(10)

(11)
0.516(12) | 0.513(20

(14)

(15)

)

0.553(16

0.566(17) | 0.55(3) | 0.47(3

110 || 0.91(4) | 0.65(3

(
(
(
(
(
(
(
(
( 0.575(18) | 0.55(3
120 || 0.93(4) | 0.67(3

(

(

(

(

(

(

(

(

130 || 0.97(4 0.586(20) | 0.58(4

140 || 0.96(5

160 || 1.00(5 0.615(23) | 0.57(4

(
) (
) (
150 || 0.97(5) | 0.69(4 0.605(22) | 0.56(4
) (
) (

170 || 1.00(6 0.634(24) | 0.57(4

)
)
)
)
)
)
0.57(4) | 0.651(17) | 0.584(20) | 0.57(4
)
)
)
)
)
)

)

)

) (3)

) 3)

) 3)

0.591(21) | 0.58(4) | 0.47(3)
) 3)

) 3)

) (3)

)

180 || 1.02(6) | 0.72(5) | 0.56(5) | 0.698(24) | 0.64(3) | 0.57(4) | 0.49(3
190 || 1.02(6) | 0.72(6) | 0.57(5 0.71(3) | 0.65(3) | 0.59(4) | 0.49(4)

200 || 1.01(6) | 0.73(5) | 0.59(4 0.73(3) | 067(3) | 0.584) | 0.49(3)

Tabla B.2: Radio promedio de los instantones (en fm) en funcion del nimero de pasos de

enfriamiento, n., para diferentes reticulos (B,L).
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ne || (5.6,24) | (5.8,24) | (6.0,24) | (5.8,32) | (6.0,32) | (6.2,32) | (6.4,32)
10 || 1,21(13) | 0,65(6) | 0,31(5) | 0,37(7) | 0,56(4) | 0,49(3) | 0,45(2)
20 || 1,07(11) | 0,70(7) | 0,35(6) | 0,40(8) | 0,62(5) | 0,57(4) | 0,51(3)
30 || 1,10(12) | 0,74(9) | 0,37(8) | 0,42(9) | 0,67(7) | 0,61(7) | 0,56(6)
40 || 1,10(14) | 0,71(10) | 0,32(8) | 0,38(10) | 0,63(8) | 0,58(7) | 0,52(7)
50 || 1,22(13) | 0,81(8) | 0,40(8) | 0,45(9) | 0,72(6) | 0,67(6) | 0,61(5)
60 || 1,20(15) | 0,76(11) | 0,35(9) | 0,40(10) | 0,68(9) | 0,62(8) | 0,58(8)
70 || 1,24(16) | 0,79(11) | 0,36(9) | 0,42(11) | 0,70(9) | 0,65(8) | 0,59(8)
80 || 1,34(15) | 0,89(10) | 0,45(10) | 0,51(11) | 0,79(8) | 0,74(8) | 0,72(9)
90 || 1,26(19) | 0,78(14) | 0,33(12) | 0,38(13) | 0,66(12) | 0,63(12) | 0,62(13)
100 || 1,42(15) | 0,96(10) | 0,50(11) | 0,53(11) | 0,82(7) | 0,80(7) | 0,80(10)
110 || 1,46(16) | 0,96(11) | 0,50(11) | 0,54(12) | 0,84(9) | 0,82(9) | 0,84(12)
120 || 1,48(17) | 0,97(12) | 0,46(11) | 0,53(12) | 0,84(9) | 0,82(9) | 0,84(11)
130 || 1,44(18) | 0,90(12) | 0,44(11) | 0,47(11) | 0,79(9) | 0,77(9) | 0,76(10)
140 || 1,51(20) | 0,91(14) | 0,46(13) | 0,48(13) | 0,81(12) | 0,80(12) | 0,75(12)
150 || 1,61(19) | 1,03(13) | 0,54(13) | 0,56(13) | 0,88(10) | 0,90(11) | 0,80(10)
160 || 1,57(21) | 0,96(14) | 0,48(13) | 0,50(13) | 0,83(11) | 0,87(12) | 0,74(10)
170 || 1,69(20) | 1,07(11) | 0,59(12) | 0,57(11) | 0,91(7) | 0,96(10) | 0,81(7)
180 || 1,69(21) | 1,10(14) | 0,64(15) | 0,58(13) | 0,92(10) | 0,97(12) | 0,83(10)
190 || 1,74(20) | 1,17(14) | 0,69(15) | 0,58(11) | 0,93(8) | 0,97(10) | 0,87(10)
200 || 1,73(24) | 1,16(18) | 0,63(18) | 0,53(14) | 0,87(12) | 0,90(13) | 0,86(15)

Tabla B.3: Distancias entre pares mds prozimos de instantones, I —I o T — T (en

funcidon del nimero de pasos de enfriamiento, n., para diferentes reticulos (8,L).

fm), en
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ne || (5.6,24) | (5.8,24) | (6.0,24) | (5.8,32) | (6.0,32) | (6.2,32) | (6.4,32)

10 || 1,15(12) | 0,60(5) | 0,29(5) | 0,35(6) | 0,51(3) | 0,46(3) | 0,44(3)
20 || 0,99(10) | 0,64(6) | 0,32(5) | 0,37(7) | 0,57(4) | 0,52(3) | 0,49(3)
30 || 1,03(12) | 0,69(8) | 0,34(8) | 0,40(9) | 0,61(7) | 0,56(6) | 0,52(6)
40 || 1,03(13) | 0,66(9) | 0,29(8) | 0,35(9) | 0,57(7) | 0,53(7) | 0,48(6)
50 | 1,16(12) | 0,77(8) | 0,37(7) | 0,43(9) | 0,67(6) | 0,63(5) | 0,57(4)
60 || 1,15(15) | 0,74(10) | 0,32(8) | 0,39(10) | 0,63(8) | 0,59(8) | 0,52(7)
70 || 1,21(16) | 0,78(11) | 0,33(9) | 0,41(11) | 0,65(8) | 0,60(8) | 0,53(7)
80 || 1,34(15) | 0,90(11) | 0,43(9) | 0,50(11) | 0,75(8) | 0,70(8) | 0,62(7)
) ) )

90 || 1,25(19

100 || 1,47(16) | 0,95(10) | 0,45(9) | 0,53(11) | 0,80(7) | 0,74(6) | 0,64(5)

12) | 0,83(9) | 0,81(11) | 0,66(7)

0,45(10) | 0,54

(
(
(
0,30(11) | 0,37(13) | 0,63(12) | 0,58(11) | 0,49(10)
(
(
(

)

) | 0,44(10) | 0,55(13) | 0,84(9) | 0,81(11) | 0,72(9)
130 § 1,53(19) | 0,94(12) | 0,39(9) | 0,49(12) | 0,79(9) | 0,70(8) | 0,70(12

)

)

)

( (

( (
110 || 1,51(17) | 0,97(11
120 || 1,55(18) | 1,00(12

( (

( (

140 || 1,64(22) | 1,14(25) | 0,40(12) | 0,50(14) | 0,80(12) | 0,72(11) | 0,70(13
150 || 1,74(20

0,60(18) | 0,59(13) | 0,88(10) | 0,81(9) | 0,81(13

0,82(11) | 0,75(10) | 0,83

160 || 1,72(22 0,54(18) | 0,54(14

)

) 16
170 || 1,84(21) | 1,28(23) | 0,61(17) | 0,62(13

)

)

(
0,89(7) | 0,85(7) | 0,86(13
0,91(10) | 0,97(16) | 0,82(13

(

(

180 || 1,88(22

)
190 || 1,90(22) | 1,44(25) | 0,62(17)

200 || 2,2(4) | 1,39(27) | 0,55(19) | 0,60(16

13) | 0,92(8) | 0,92(10) | 0,94(16

0,86(12) | 0,93(17) | 0,88(19

)

)

(1 ) )

( (14) )

( (13) )

1,31(24) | 0,62(18) | 0,63(14) )
( (13) )

( (16) )

Tabla B.4: Distancias entre pares mds prézimos de instantones, I — T (en fm), en funcion

del nimero de pasos de enfriamiento, n., para diferentes reticulos (ﬂ,L).



Apéndice C

Calculo de errores: método de
Jackknafe

Los datos procedentes de simulaciones numéricas comparten con algunos casos ex-
perimentales la existencia de correlaciones entre las medidas. Esto supone un problema

para la utilizacion del método estandar de minimos cuadrados.

El procedimiento para obtener resultados en nuestro caso es producir configuracio-

nes pesadas por una determinada accién, tras lo cual realizamos una serie de medidas,
{6Pw =1), 6P =2), - P =)}, (C.1)

y continuamos produciendo configuraciones (etiquetadas en la expresién anterior por
el indice 7) a partir de las cuales podemos obtener el valor medio y su incertidumbre

para cada n?.

Puesto que las estimaciones del propagador para los distintos n? proceden de la
misma configuracion, es muy probable que si G®(n? = 1) se desvia por encima del

valor medio, G? (n? = 2) también lo haga.

Asi, si queremos ajustar los datos obtenidos por medio de alguna expresion teorica,
el método habitual de minimizacion x?, que supone que los errores son estadisticamente
independientes, no es valido. Para este tipo de casos, el método de Jackknife [Efr82]
propone una alternativa que permite realizar una propagacion de los errores de las
medidas a los parametros evitando la influencia de las correlaciones entre los errores

de las medidas.
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Si partimos de un conjunto de N medidas, el método de Jackknife comienza por
dividirlo en IV conjuntos de N —1 medidas, eliminando una de las medidas en cada una.
A continuacioén se realiza el ajuste en cada uno de los N subconjuntos, obteniéndose

N valores de cada parametro del ajuste, por ejemplo:
{mJUsz?"' 7mJN} . (CQ)

La desviaciéon estandar es entonces:

N

o = (N = 1) 3 (ms ~ )N, (€3)
=1

con m el resultado del ajuste sobre el conjunto completo de configuraciones. De es-

ta forma, se puede asimismo evaluar la desviacion introducida por el muestreo, si el

promedio sobre los m; es diferente de m.

En el caso mucho més simple de obtener la desviacion del valor medio de N medidas
de una cantidad, el método de Jackknife proporciona el mismo resultado que el que se
obtiene tratando todas las medidas conjuntamente, con lo que no hay diferencia entre
un método u otro. No es asi en casos mas complejos, donde la utilizacién del método

de Jackknife puede suponer una enorme ventaja.



Nota:

Los calculos en reticulo utilizados en esta tesis han sido realizados gracias a los
equipos APE100 (Quadrics) y APEmille |Bat91, Bar02] situados en el Laboratoire de
Physique Théorique (LPT) de Orsay. APE (Array Processor Experiment ') es un pro-
yecto que canaliza actualmente los esfuerzos de DESY, INFN y el LPT para desarrollar
computadores dedicados a las simulaciones de QCD en reticulo, consistentes en redes
de procesadores conectados en tres dimensiones con topologia toroidal. Ambos equipos
funcionan bajo el protocolo SIMD (todos los nodos ejecutan la misma orden en cada
momento sobre conjuntos de datos diferentes). Actualmente el proyecto APE esta de-
sarrollando APENEXT [Bod03], una nueva generacién de maquinas con posibilidad de
ejecutar ordenes diferentes en cada procesador, y una capacidad de célculo de varios
TFlop.

'Véase http://www-zeuthen.desy.de/ape/ para las tltimas noticias acerca del proyecto APE

asi como los detalles de los procesadores.
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