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English Abstract

The main problem we consider in this work is the study of semigroups of composi-
tion operators on spaces of analytic functions on the unit disc. Mainly, we focus on the
problem in Hardy spaces, H?(ID), and Bergman spaces, AP(DD).

We can divide this work in two different parts. Firstly, we study the concept of
strongly continuous semigroup of operators on a Banach space, as well as the existence
of its infinitesimal generator. Secondly, we pay attention to semigroups of composition
operators on spaces of analytic functions on the unit disc and its construction from the
concept of semigroup of analytic functions. If {¢;}i>0 is a semigroup of analytic self
maps of the unit disc D with the composition as operation between them, and X is a
Banach space of analytic functions on DD, then

Qt)f=fogp, feX, t>0,

defines a semigroup of composition operators whenever Q(t) € Z(X) for t > 0. We will
proof under what conditions they are strongly continuous and we will focus on cases
such as Hardy spaces and Bergman spaces. Finally, we will calculate its infinitesimal
generator.

Results of the first part are classic and they can be found in many traditional books
of Functional Analysis, such as [Rudl|, while the rest of this report collects current
results, so we will study recently published works of different authors.






Introduccion

Denotamos por D el disco unidad, 9D su frontera y H(ID) el espacio de funciones
analiticas en dicho dominio. Para una funcion ¢: D — I se define el operador de
composicion de simbolo ¢ como

Co(f) =Ffow,  feH(D).

El estudio de los operadores de composicion es llevado a cabo en numerosos espacios
de funciones analiticas (que denotaremos de forma genérica X) y tiene como principal
objetivo caracterizar las propiedades que éstos poseen a partir del espacio de funciones
en el que se esté trabajando, asi como de las propiedades del simbolo ¢.

En particular, el trabajo que se desarrolla en esta memoria se centra en los espacios
de Hardy HP?(ID) y los espacios de Bergman AP(ID), siendo ambos espacios de funciones

analiticas satisfaciendo, cada uno de ellos, cierta propiedad de integrabilidad.

Asi, para 0 < p < o0, se define el espacio de Hardy H?(ID) = H? como el conjunto
de funciones holomorfas f en el disco unidad de forma que

1 2m )
sup <—/ ]f(re”)|pdt) < +o00.
0<r<1 \ 27 Jo

Para el caso p = oo, el espacio correspondiente es el de las funciones analiticas y
acotadas H>*(D).

Por otra parte, para 1 < p < 400, el espacio de Bergman AP(D) = AP se define

como el conjunto de funciones holomorfas en el disco unidad que pertenecen al conjunto
de funciones p—integrables L”(D). Es decir,

1
~ [ 1s@pan() <+,
T Jo

donde m denota a la medida de Lebesgue en D.

En ambos casos probaremos que, si tenemos una funciéon ¢: D — D holomorfa y un
operador de composicion C,: X — X, donde X es un espacio de Hardy o un espacio
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de Bergman, entonces dicho operador es acotado en esos espacios y daremos, ademas,
una cota de su norma para cada uno de los dos casos.

Una vez estudiados los operadores de composicion de forma genérica, veremos c6mo
es posible obtener una familia de dichos operadores a partir de un semigrupo de funcio-
nes analiticas. La familia {¢;}1>0 se dice que es un semigrupo de funciones analiticas si
para cada t > 0 la aplicacion ¢;: D — D es analitica y, ademas,

= ) es la identidad en D.
" o = s O @y, para todo t,s > 0.

Se dira, ademés, que es continuo si ¢; — o uniformemente en compactos cuando
t— 0.

A partir de dicho semigrupo continuo de funciones analiticas podemos construir una
familia de operadores {Q(¢)}+>o definidos, para cada ¢ > 0, como

Qt)f=fop,  [feX
Esta familia constituye un semigrupo de operadores de composicion, ya que
= Q(0) es la identidad en X.

s Q(s+1t) = Q(s)Q(t) para todo t, s > 0, denotando dicha operacion a la composi-
cion de operadores.

En cuanto a las condiciones de continuidad que podemos atribuirle al semigrupo de
operadores de composicién, se dird que el mismo es uniformemente continuo si

1i t)—1||=0

Jim |Q(t) — 1] =0,

y, estableciendo una condicién méas débil, se dird que es fuertemente continuo si
Ii t)f — =0
Jm [[Q@)f — fllx =0,

para toda f € X. Evidentemente, la primera condicién de continuidad implica la se-
gunda.

De esta forma, uno de los objetivos primordiales de este trabajo es probar que, dado
un semigrupo continuo de funciones analiticas, el semigrupo de operadores de compo-
sicion correspondiente {Q(t)}+>0 es fuertemente continuo en los espacios H? y AP para
1 < p < +o0 pero, sin embargo, no lo es en el espacio de funciones holomorfas y aco-
tadas H®°.
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Cabe senalar, tal y como se indicara a continuacion, que la primera parte de este
trabajo se desarrolla en un contexto clasico y es posible encontrarla en conocidos li-
bros de Analisis Funcional, mientras que los resultados concretos (que constituyen el
objetivo final de la memoria) han sido estudiados de una forma més original a como se
hace habitualmente, donde es comiin trabajar con resultados mas abstractos de campos
como el Analisis Funcional o Complejo.

Llegados a este punto, vamos a detallar capitulo a capitulo el trabajo que se realiza
a lo largo de la memoria.

En primer lugar, encontramos en el Capitulo 1 los resultados generales de semigrupos
de operadores, sin particularizar todavia en operadores de composicion o semigrupos de
operadores de esta naturaleza. Asi, se estudian los conceptos de semigrupo fuertemente
y uniformemente continuo, dandose diversos ejemplos de cada caso: ejemplos en espacios
de funciones y otros en espacios de sucesiones. Del mismo modo, se define el generador
infinitesimal de un semigrupo A como el limite

i @HE =7

t—0+ t ’

r e X,

siempre que exista. El conjunto de valores x € X para los que dicho limite exista se
denotara por Z(A) y lo llamaremos dominio del generador infinitesimal. Siguiendo la
linea de ejemplos vistos arriba, se expondra la construccion del generador infinitesimal
para algunos de ellos.

Poniendo en comiin los conceptos anteriores mediante una serie de resultados que
se enuncian y demuestran en este primer capitulo, esta primera parte termina con dos
hechos fundamentales que se utilizaran con frecuencia a lo largo del resto del trabajo.
En primer lugar, si {Q(t)}+>0 es fuertemente continuo, entonces podemos afirmar que
P(A) es denso en el espacio X. Por otra parte, se probara que la condicion del semi-
grupo de ser uniformemente continuo es equivalente a que Z(A) = X.

Como se dijo anteriormente, esta primera parte es posible encontrarla en libros cono-
cidos de Analisis Funcional. En concreto, el desarrollo que se hace en el primer capitulo
de esta memoria sigue la linea de [Rudl], ofreciendo con mayor detalle la prueba de los
resultados que se van enunciando.

En cuanto al segundo capitulo, es necesario observar que el desarrollo que se lleva a
cabo sigue las pautas de uno de los temas estudiados en la asignatura “Variable Comple-
jay Operadores” del Master Universitario en Mateméaticas (Universidad de Sevilla). Es
decir, se demuestran una serie de resultados del campo del Anélisis Complejo necesarios
para probar finalmente dos resultados interesantes de operadores de composicién: si el
espacio de funciones analiticas con el que trabajamos es H? con 0 < p < 400, 0 AP con
1 < p < +oo, entonces U, es acotado en dichos espacios.
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Para probar dichos enunciados es conveniente estudiar de forma previa algunos con-
ceptos relacionados con las funciones armonicas y subarmonicas, asi como conceptos
como el de producto de Blaschke. FEntre los resultados destacados encontramos el Teo-
rema de Factorizacion (relativos a dichos productos) o el Principio de subordinacion de
Littlewood. Ademas la prueba de la propiedad de acotaciéon del operador C, se hara
para todos los casos de forma progresiva, demostrando previamente la cota para fun-
ciones con cierta particularidad y, finalmente, concluyendo con el caso general.

Tal y como se ha comentado, las pruebas que se exponen de la mayoria de los
resultados del Capitulo 2 son las estudiadas en la asignatura “Variable Compleja y
Operadores”. En los casos en los que no se detalle la demostracion se ofrecera una re-
ferencia adecuada, aunque ya podemos adelantar que toda la primera parte referente a
funciones subarmonicas y productos de Blaschke es posible encontrarla en [Rud2].

Acto seguido, nos encontramos con el Capitulo 3, cuyo estudio central se basa en
los semigrupos de funciones analiticas y su continuidad. De hecho, uno de los primeros
resultados de esta parte es ver que la continuidad uniforme en compactos de la que
se habl6 anteriormente es equivalente a la convergencia puntual de las funciones del
semigrupo.

Seguidamente, mostraremos una serie de ejemplos en los que se comprobara que
se tratan realmente de semigrupos de funciones analiticas. Dichos ejemplos es posi-
ble encontrarlos en obras como [Sis], aunque en esta memoria se trabajan con mucho
mas detenimiento. Para concluir esta primera parte, probaremos un resultado que nos
permitird afirmar que los semigrupos de operadores de composicion derivados de un
semigrupo continuo de funciones analiticas son fuertemente continuos en los espacios
H? y AP para 1 < p < 4o00.

La segunda parte de este capitulo se dedica al estudio del generador infinitesimal
de un semigrupo continuo de funciones holomorfas. Dicho generador se define como el
limite

G(x) = 1 2P =2 e
t—0+ t

La existencia y analiticidad de esta funcion G fue obtenida por vez primera en [BP].
Cabe senalar que la prueba que damos de la existencia de dicha funciéon es original de
este trabajo. De hecho, descansa en la teoria clasica de semigrupos fuertemente conti-
nuos en espacios de Banach aplicada, en este caso, a los semigrupos de operadores de
composicion en el espacio de Hardy H?2.

Acto seguido, utilizaremos la misma bateria de ejemplos anteriores de semigrupos
continuos de funciones analiticas para hallar su generador infinitesimal y probaremos,
ademas, que si el semigrupo de operadores de composicion inducido por el semigrupo
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de funciones analiticas es fuertemente continuo, entonces
Af(z) = f'(2)G(2),  z€D,
donde A era el generador infinitesimal del semigrupo de operadores.

En cuanto al cuarto y ultimo capitulo de la presente memoria, el objetivo principal
del mismo es probar que en H* el semigrupo de operadores de composicion inducido
por un semigrupo continuo de funciones analiticas no es fuertemente continuo. Sin
duda, esta es la parte méas original del trabajo. El resultado que acabamos de enunciar
aparece por primera vez en el articulo de Siskakis [Sis| haciendo uso de las siguientes
herramientas:

1. El Teorema de Lotz de 1985, que afirma que un semigrupo fuertemente continuo en
un espacio de Grothendieck con la propiedad de Dunford-Pettis es uniformemente
continuo. Cabe senalar que nosotros no entraremos en los detalles técnicos del
significado de estas propiedades, pudiéndose consultar en [Lot]|.

2. Los profundos resultados de Bourgain de los anos 80 que prueban que el espa-
cio H* posee la propiedad de Dunford-Pettis (publicado en Acta Mathematica,
[Boul]) y que es un espacio de Grothendieck (publicado en Studia Mathematica,
|Bou2|).

Nuestra aproximacion al resultado central del Capitulo 4 evita usar estas podero-
sas herramientras, ofreciendo de forma alternativa una prueba autocontenida del mismo.

Asi, estudiaremos en primer lugar una de las herramientas con las que se trabaja
durante el resto del capitulo: los horodiscos. Dado un punto ¢ € 0D y un radio R > 0
se define el horodisco H (o, R) como el conjunto

o — 2P

H = D:
(07 R) {Z € 1 — ’Z|2

< R}.
Este conjunto es un disco contenido en D y tangente a su frontera en el punto o.

Se estudiaran propiedades de los mismos y de la métrica hiperbodlica, que también
presentaremos en su debido momento. Para culminar este primer apartado, se enunciaré
y probara el Teorema de Denjoy-Wolff discreto, pues no resultara un trabajo laborioso
con todo el desarrollo llevado a cabo hasta ese momento.

En una segunda parte estudiaremos la forma del generador infinitesimal de un se-
migrupo de funciones analiticas, en particular, la conocida descomposicion de Berkson-
Porta. Probaremos que, para cada z € D,

G(z) = (2 = 0)(bz = 1) P(2),
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donde b € D y Re(P) > 0. Dicha descomposiciéon se probara usando una disyuntiva
presentada al inicio de la seccion: o todas las funciones del semigrupo tienen el mismo
punto fijo en D, o ninguna tiene puntos fijos.

Para culminar dicho apartado, probaremos el Teorema de Denjoy-Wolff continuo y
se definira, consecuentemente, el punto de Denjoy-Wolff de cada semigrupo estudiado
en ejemplos anteriores.

Con la ultima parte del Capitulo 4 llegaremos al objetivo presentado al principio.
Probaremos que en H* el semigrupo de operadores de composicién inducido por el
semigrupo de funciones analiticas en cuestion no es fuertemente continuo, para lo que
seguiremos un procedimiento constructivo utilizando resultados probados en secciones
anteriores, asi como en otros capitulos de la memoria.



Capitulo 1

Semigrupos de Operadores.

1.1. Definicién y propiedades.

En esta seccion presentaremos la definicion de semigrupo de operadores, asi como
algunas propiedades de cierto interés. Estudiaremos la diferencia entre semigrupo de
operadores fuertemente continuo y uniformemente continuo y se respaldaran estos con-
ceptos con una serie de ejemplos en diferentes espacios.

Cabe senalar que, en las siguientes definiciones y propiedades, el espacio Z(X)
denotara a la familia de funciones lineales y continuas de X en X. Ademas, dados dos
operadores T, S € ZA(X), denotaremos al operador composicion como T'S. De no decirse
lo contrario, X serd un espacio de Banach.

Definiciéon 1.1. Sea X un espacio de Banach y Q) la aplicacion

Q: [0,+00) — Z(X)
t — Q)

es decir, a cada t no negativo le asocia una aplicacion lineal y acotada de X en el
mismo espacio. Supongamos que la aplicacion arriba definida satisface las siguientes
condiciones:

1. Q(0) = I, siendo I el operador identidad;

2. Q(s+1t) = Q(s)Q(t) para todo s > 0 y para todo t > 0. Es decir, el operador
Q(s +t) es la composicion de los operadores Q(s) y Q(t).

En ese caso, la familia {Q(t) 110 se llama semigrupo de operadores (o bien, semigrupo
uni-paraméltrico).

El hecho de que sea llamado de esta forma se debe a los valores que toma el parame-
tro t, inicamente valores no negativos, de forma que el dominio no es todo R. Por tanto,
a pesar de que nuestro trabajo se centrara en los operadores presentados anteriormente,
podemos dar la siguiente definicion:
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Definiciéon 1.2. Sea X un espacio de Banach y () la aplicacion

Q: R — ABX)
t — Q)

satisfaciendo las siguientes condiciones:
1. Q(0) = I, siendo I el operador identidad;
2. Q(s+t) =Q(s)Q(t) para todo s,t € R.
En ese caso, la familia {Q(t)} es llamada grupo de operadores.

Con la siguiente definicién vamos a conocer las condiciones de continuidad con las
que se va a trabajar de aqui en adelante.

Definicion 1.3. Sea X un espacio de Banach y {Q(t) }+>0 un semigrupo de operadores.
Se dice que el semigrupo es fuertemente continuo si satisface

lim |Q(t)z — 2] =0 (1.1)
para todo x € X. Si el semigrupo de operadores satisface

i [Q(¢) = 7] = 0 (12)
se dird que es uniformemente continuo.

A continuacion presentamos un ejemplo de un semigrupo de operadores uniforme-
mente continuo. Aunque en la mayoria de los casos el pardmetro que toma el semigrupo
recorre todos los niimeros reales, es evidente que el razonamiento es analogo si conside-
ramos Unicamente el caso no negativo.

Ejemplo 1.4. Sea A € #(X) y t € R, consideramos la sucesion cuyo término general
se define como

n ok
Qu(t) =32 A (1.3)
k=0

entendiéndose que A° = I. Fijado ¢t > 0, se trata de una sucesion en el espacio Z(X),
va que las propiedades de linealidad y continuidad se siguen a partir de las propiedades
del operador A. Para p > 0, se tiene que

n—+p tk i n tk . n—+p tk i n+p ‘t’k i
[Quin®) = Qu®)l = ||>_ A =2 A% = | 32 A = 2 Lol
k=0 k=0 k=n+1 "~ k=n+1

tratandose esta ultima suma de la cola de la serie convergente

o0 tn

E :u A" = eltlIAll
!

0 n:
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Esto quiere decir que

n+p ‘t’k
lim sup Z |A|F =
"0 pe k=n+1

y, €n consecuencia,

lim sup [|@np(t) = @n(t)]| =0,

n—o0 pe

por lo que {@,,(t)}n>0 es una sucesion de Cauchy en Z(X). Como dicho espacio es de
Banach (y, en particular, completo) dicha sucesion es convergente a un elemento de
A(X) al que denotamos por

o0 n

At n
Qt) = e t_n On'A (1.4)

Vamos a probar que {Q(t)}:>0 es una familia de operadores uniformemente conti-
nuos en AB(X).

En primer lugar, es inmediato que

Q(0) = e = lim Q,(0) = lim I = I.

n—oo n—o0

Para la segunda propiedad que definen a los semigrupos de operadores tenemos en
cuenta lo siguiente:

Qnl5)@nlt) = (Z W‘) ( > j|AJ>

n i t ;o N min{m,n} Sm*j 4
SO STES SR D SRt
k=0 j=0 j=méax{0,m—n}
n mo gm—iti n gM—itd
ED IV gt S 2
_ l il — 14l
m=0 j=0 ( '] J: m=n+1 j=m—n j)j
_y e i
e 3y (m— 7)1
m=0 m=n+1 j=m—-n
Por tanto, se tiene que
. " gM—itd
Qn(5)Qn(t) = Qu(s +1) + Z A Z m— )
m=n-+1 j=m—n J)%:

Acotando en norma se tiene que

Q@) = Quls + 0 < 3 Ay 30 L g ey

m=n+1 j=0 ( It
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siendo el sumatorio obtenido el resto de la serie convergente

> (Is[ + D™ LA™ = e+l
— m/! ’

m=0

por lo que al hacer tender n a oo dicha suma tiende a 0. Este hecho se traduce en que
Tim Qu(s)@ult) — Quls + )] = 0.

Como la norma es una funcion continua, podemos intercambiarla con el limite y, aten-

diendo a la definiciéon que se habia dado del semigrupo de operadores afirmamos que
HesAetA _ e(s—i—t)AH —0

y, por tanto,
Q(s)Q(t) = Q(s + 1) (1.5)

para todo t,s > 0.

Por ltimo, se tiene que

IQ(e) — 11| = ||e* — 1| =

X n
>
n!

n=1

- el
<3 e = gy
n=1

Al hacer tender € a 0 se satisface que
lm [|Q(e) — 1] =0,
e—0

quedando probado de esta manera que se trata de un semigrupo de operadores unifor-
memente continuo.

[ )

A continuacion estudiaremos el semigrupo de las traslaciones en LP(R) con 1 < p <
00. Veremos que es fuertemente continuo si y solo si p < +00. Sin embargo, probaremos
que en ningin caso este semigrupo de operadores es uniformemente continuo.

Ejemplo 1.5. Sea el espacio LP(R) para 1 < p < oo y el operador de traslacion
Q(t) € A(LP(R)) definido como

QW) = f(+1). (1.6)
Vamos a probar que la familia {Q(¢) };>0 es un semigrupo de operadores.

Antes de comenzar con las comprobaciones correspondientes, es necesario observar
que, al trabajar en el espacio LP(R) realmente se manejan clases de funciones, por lo que
no tiene sentido evaluar una funcion en un punto. Por ello, todas las propiedades que
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veremos a continuacion estaran justificadas si se comprueban para funciones continuas
v de soporte compacto y, posteriormente, se usa la densidad de este espacio en nuestro
espacio de partida LP(R).

En primer lugar, vamos a comprobar que las aplicaciones involucradas estan bien
definidas. Para ello, estudiamos si para cada t > 0 el operador Q(t) pertenece al espacio
#(LP(R)).

Para la propiedad de linealidad tenemos que, dados o, 5 € Ry f,g € LP(R), se
verifica que

Q) (af(s) + Byg(s)) = (af + Bg)(s +1)
=af(s+1t)+ Bg(s+1)
=aQ(t)f(s) +B8Qt)g(s), t=20, seR
Sabemos que para toda aplicaciéon lineal, la condicién de continuidad es equivalente

a la de estar acotado. Por ello, consideramos una funcion f € LP(R), con 1 < p < oo,
de forma que

Qs =1+ 0, = ( [ 17 +t|pds);=( / If(U)Ide);ZIIf(-)Ilp,

quedando justificados los pasos anteriores debido a que si la funciéon f es medible, cual-
quier traslacion suya también lo sera.

Por otra parte, consideramos ahora una funcion f € L*(R), de forma que

1R FC)lloe = 1172+ )l = sup ess|f(- +1)| = Sufe]gss‘f(u)‘ = 1/l »

+teR

utilizandose que, al trasladar, el supremo esencial no cambia debido a la propiedad que
posee la medida de Lebesgue de ser invariante bajo traslaciones.

Con las expresiones obtenidas en ambos casos se prueban dos cosas. En primer
lugar, que la aplicacion Q(t) es continua, pudiéndose concluir de esta manera que
Q(t) € B(LP(R)) para todo t > 0. Por otra parte, se ha probado que la aplicacon
Q(t) es una isometria para cada t > 0. En particular, Q(¢)f(-) € LP(R), de forma que
la aplicacién que se expuso al comienzo del ejemplo estd bien definida. Con todo ello,
vamos a probar las dos condiciones de la Definicién 1.1.

Sea f € LP(R), es evidente que

Q(0)f(s) = f(0+s) = f(s),
es decir, Q(0) = I. Por otra parte,

Qs +6)f(u) = fls+t+u) =Qs)f(t+u) = Q(s)Qt) f (u),
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por lo que Q(s +t) = Q(s)Q(t), para todos s,t > 0.

Por tanto, estas dos propiedades prueban que la familia {Q(%)};>¢ es un semigrupo
de operadores.

Para ver ahora que el semigrupo es fuertemente continuo en el caso 1 < p < oo,
vamos a utilizar la propiedad de la que se hablé en la observacion del inicio del ejemplo.
Es decir,

LP(R) = C.(R).

Sean f € LP(R) y ¢ > 0, gracias a la densidad de la que hemos hablado podemos

garantizar la existencia de una funcion g € C.(R) de forma que
5
lo— 7l < &

Como ¢ es continua y de soporte compacto, se tiene que es uniformemente continua y,
ademds, podemos garantizar que existe un valor « de forma que g(s) = 0 si |s| > a.
Este hecho nos conduce directamente a suponer que

sopg C [—a,a] C (—a—1,a+1).
Con todo esto, tenemos que

QM) S = fll, < llQ®)f — QW)gll, + 1Q(E)g — gll, + llg — fII,,- (1.7)

A continuacién, tomamos un valor ¢ en el intervalo (0, 1) de forma que se verifique

£

ot +) =901 < 5 (551 19

si|[t| < dy s € R, utilizando en este caso la continuidad uniforme de g. De esta forma,
se tiene que
a+1

Qg =gl = [ lats+0) = g(Pds = [ lols 1) = glo)ds

—a—1
\P 1 E\P
N g T
(Q Yarpatirath=(3
Consecuentemente, se tiene la cota

3

1R(t)g —gll, < 5

Por otra parte, se tiene que

() = Q(t)gll, = I +1) = g + )], < =
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por la elecciéon de g.

Atendiendo a la expresion (1.7) y a las cotas que acabamos de obtener se tiene que

lQWf - fll, <5 +5+5 == (1.10)

siempre que |t| < §. Como € > 0 es arbitrario, se cumple la condicion
lim Q1) — £ = 0. (1.11)
—0

para toda funcion f € LP(R) con 1 < p < oo, por lo que el semigrupo de operadores
con el que hemos trabajado es fuertemente continuo en este caso.

En contraposicién, vamos a ver que para p = 400, el semigrupo definido ante-
riormente no es fuertemente continuo. Para ello, serd necesario encontrar una funciéon
f € L*(R) de forma que no se cumpla la condicion

i [Q(6) ~ £, =0,
Sea f = X[o,1) definida como

1 si s€]0,1],

f(s) =
0 si s¢][0,1].

funcion que, en efecto, pertenece al espacio L>°(R) ya que

| f]l.. = sup ess|f(s)] =1 < oo.
seR

Al hacer actuar el operador Q(t) sobre la funcién anterior se tiene que

1 si s+tel0,1] 1 si se[-t1—1

Q) f(s) = f(s+t) = = = X[-t1-4(8)-
0 si s+t&]0,1] 0 si s¢&[—t,1—1]

De esta forma,

Q) = fll = sup essFs-+1) = F(5)] = 1.

para todo valor de ¢ no nulo. Por tanto, dicha norma no tiende a 0 al hacer tender ¢ al
mismo valor, pudiéndose concluir de esta forma que la traslaciéon no es un semigrupo
de operadores fuertemente continuo en el espacio L>(R).
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Vamos a ver que el semigrupo de operadores con el que estamos trabajando no es
uniformemente continuo en ninguno de los casos.

Fijado t > 0, consideramos en LP(R), con 1 < p < o0, la funciéon f definida como

()P si s eo,l],
fi(s) =
0 si s &0,%],

de forma que
1/p

12 o
||ft||,,=</0 ;ds) -1

Al hacer su trasladada a partir del semigrupo ((t) obtenemos que

(%)1/]) sios€ [_tu_%]v

Q) fi(s) = fils+1) =
0 si s & [—t,—1%].

Con todo ello, nos disponemos a acotar inferiormente la norma de Q(t) — I. Se tiene
que

”Q(t)ft_ftHg:/IR’ft(S—i-t)—ft(S)lpdS

715/2 2 t/2 2
= / —ds + / —ds = 2.
—t t 0 t

Tomando supremo entre todas las funciones del espacio de norma 1 se tiene que

Q) — Il = sup [|Q)f — fll, > V2.
I£ll,=1
Por tanto, al hacer tender ¢t a 0 dicha cantidad siempre quedara acotada inferior-
mente por un nimero estrictamente positivo, quedando probado de esta forma que el
semigrupo de operadores no es uniformemente continuo en los espacios LP(R) con p

finito.

Por ultimo, como el semigrupo de operadores de la traslacion no era fuertemente
continuo en el espacio L(R), se tiene inmediatamente que tampoco puede ser unifor-
memente continuo.

L3

Desarrollando un razonamiento de densidad analogo al anterior se puede probar
también que el semigrupo de operadores de la traslacion es también fuertemente conti-
nuo en el espacio Cp(R).

En general, la idea anterior de densidad puede ser extendida a un contexto mas
general, tal y como vamos a ver en el siguiente resultado.
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Proposicion 1.6. Sea X un espacio de Banach e Y C X denso en X. Consideramos
un semigrupo de operadores {Q(t)}i>0 en el espacio X de forma que existe un § > 0 tal
que supy5 ||Q(t) ||y < 00. Si la restriccion Q(t)|y es fuertemente continua, entonces
el semigrupo es fuertemente continuo en X.

Demostracion. Como Y es denso en X, dada una funcion f € X y € > 0 existe otra
funciéon g € Y de forma que

£
—gll<=.
I =gl <

De esta forma, tenemos que

1Q@)f = fllx < 1QW)f — Q(D)gllx + Q19 — gllx + llg — fllx

<[QWIIf = gllx + 1Q(1)g — gllx + %
<15 + QMg — gy + -

Teniendo en cuenta que la norma de Q(t) esta acotada en un entorno de 0 y que
el semigrupo es fuertemente continuo en Y, al que pertenece g, hacemos tender ¢ a 0.
Todo ello unido al hecho de que el valor de € > 0 es arbitrario da lugar a que

lim [[Q(1)f — ]l = 0.

para toda f € X. Es decir, el semigrupo de operadores es fuertemente continuo en X.
m

A continuacién vamos a ver otro ejemplo de espacio donde el semigrupo de las
traslaciones no es fuertemente continuo.

Ejemplo 1.7. Trabajaremos ahora con el espacio de funciones continuas y acotadas en
R, Cy(R), dotado de la norma del supremo.

Es inmediato, a partir de todo lo que hemos expuesto anteriormente, que el operador
de traslacion esta bien definido y satisface las condiciones de la definicion de semigrupo
de operadores en el espacio C,(R). Para ver que no es fuertemente continuo, vamos a
buscar una funcion en el espacio de trabajo que no satisfaga la condicién

lim [[Q(1)f — /], = 0.

Consideremos la funcion f(s) = sin(s?) para s € R. Se trata de una funcion continua
y acotada (es decir, pertenece al espacio Cy(R)) pero no es uniformemente continua.
Vamos a estudiar la norma que nos interesa acotar inferiormente, es decir,

Q) S — [l -

Consideramos la sucesion {s,}n,>0 = {V2n7},>¢ de forma que para cada n > 0 se
tiene que sin s2 = 0. Por otra parte, vamos a buscar una sucesion {t, },>o convergente
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a 0 de forma que sin(s, +t,)* = 1 para cada valor de n > 0. Dicha igualdad se tiene si
(8p +t,)? = 2n7 + 7/2, para cada n > 0. Despejando convenientemente, tenemos que
cada término de la sucesion {t,},>o viene definido por

tn:1/2nﬁ+g—sn: 2n7r+g—v2mr.

Si ademés estudiamos su limite cuando n tiende a +o00 se tiene que

9
m /207 + =~ — V2nr = lim T/ —0
n—+o00 2 n—+00 \/2TL7T + g + \/2”71'

de forma que hemos obtenido una sucesion que tiende a 0, lo que nos resultard muy ttil
para la definicion de continuidad fuerte. Considerando ahora la norma de las funciones
involucradas tenemos que

Q) = fll = P Q) F(5) = £ (0)
> [Qtn) fsn) = S(a)| = |sin(s, + £)* = sins2| = L.

Al tomar limite cuando n tiende a +o00, tenemos que la sucesion {t, },>o tiende a 0

¥ que
i QU f1 > 1,

por lo que podemos concluir que el semigrupo de operadores definido por la traslacion
no es fuertemente continuo en el espacio Cy(R).

Cabe senalar que, a pesar de que el razonamiento anterior es suficiente para probar
que el semigrupo no es fuertemente continuo, se puede demostrar que, para todo t > 0,

1Q()f — f|l, = sup|sin(s +t)* — sin s*| = 2.

seR

L3

Por dltimo, vamos a presentar un ejemplo en el que daremos un semigrupo de
operadores definido sobre un cierto espacio de sucesiones, de forma que seré fuertemente
continuo pero no de manera uniforme.

Ejemplo 1.8. Consideramos el espacio de sucesiones /F con 1 < p < oo definido como
7 = {{am}tm>o: Z | @ |7 < 00}
m=0

y dotado de la norma [[{am}|, = (>,2, lam|P)'" .
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Para cada t > 0, consideramos la sucesion acotada {e~™},,5¢ v el semigrupo de
operadores Q(t) € A(?) definido como
op — op

1.12
{Clm}mzo — {e_mtam}mZ(b ( )

pudiéndose observar que todos los operadores de este tipo son operadores de multipli-
cacion.

Veamos, en primer lugar, que esté bien definido. Es casi trivial comprobar la linea-
lidad del operador. En efecto,

Q(t){aam + ﬂbm} = {eimt(@am + 6bm)} =
= a{e™ay,} + B{e b} = aQ(t){an} + BA){bn},

siendo {am }m>0 v {bm }m>o0 sucesiones de 7 y «a, 5 € R.

Al ser una aplicacién lineal, podemos ver que en norma la aplicaciéon esta acotada
para asi tener la condicion de continuidad. Es decir,

oo
Q) {am ], = Z e ay|P < sup e Y Jaml” = [{am b < oo,
m= m=0

Por tanto, hemos probado que la aplicacion Q(t) es continua y, ademés, que esta bien
definida: conduce elementos de /P a elementos del mismo espacio.

En segundo lugar, comprobemos que se verifican las dos condiciones de la Definicion

1.1. Se tiene que
Q(0){an} = {e’an} = {an}

para toda sucesion {a,, }m>o0 € 7. Por tanto, podemos afirmar que Q(0) = I. Por otra
parte, dados s,t > 0,

Qt + s){am} = {e_mte_msam} = Q) {e ™ an} = Qt)Q(s){an},

para toda sucesion de nuestro espacio de trabajo. De esta forma, Q(s +t) = Q(s)Q(t),
para todos s,t > 0.

Siguiendo el objetivo del ejemplo, vamos a probar que el semigrupo de operadores
es fuertemente continuo. Consideremos la sucesion {a,, }m>0 € 7. Dado € > 0 elegimos

un valor N > 0 de forma que
o

0 aml <,

m=N+1

quedando justificado este hecho debido a que se trata de la cola de una serie convegente,
de forma que al hacer tender N a +oo dicha suma converge a 0, por lo que la podemos
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hacer tan pequena como queramos. Una vez escogido ese valor de N > 0, podemos
afirmar que existe un 6 de manera que

N
> e = 1Plan|f <&
m=0

siempre que 0 < t < 0, gracias a la continuidad de la funciéon exponencial. Como
finalmente se hara tender ¢ a 0 podemos suponer ya el caso en el que dicha variable esta
acotada superiormente por el valor 6. Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores
podemos afirmar que

(0.9} oo
QW am} = {am}lly = D le ™ an — anlP =Y [e7™ = 1P|an|
m=0 m=0
N e’}
< e = 1PlanP + D aml < 2.
m=0 m=N-+1

Como el resultado obtenido es vilido para un valor de £ > 0 arbitrario, podemos
hacer que sea tan pequeno como sea necesario y, de esta forma, si consideramos el limite
cuando t tiende a 0 se puede afirmar que

1 1Q(6){an} — {an}, =0,

para toda sucesion en el espacio 7.

Finalmente vamos a ver que el semigrupo de operadores no es uniformemente con-
tinuo. Para ello, acotaremos la norma de Q(t) — I inferiormente por un valor positivo
no nulo. Tendremos en cuenta la definicién de dicha norma, asi como los vectores de
la base canonica en (P, es decir, {e,},>1 de forma que la componente k—ésima es 1 si

= n y nula en caso contrario. Evidentemente, [le,[|, = 1 parta todo n > 1. Con todo
ello tenemos que

Q) = II" = sup  [|Q(t){am} — {am}l, = [|Q(F)(en) — enll,

{am }I,=1
(o.9]
=D e en(m) — en(m)? = e ~ 1P
m=0

para todo n € N.

Para cada t fijo, si hacemos tender n a co se tiene que
1Q() = I]I” > 1
y, por tanto, se puede afirmar que

- s
liminf [|Q(¢) — 1] > 1,
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de forma que el semigrupo de operadores no es uniformemente continuo.

L3

Antes de presentar y trabajar con nuevos conceptos, damos en el siguiente resultado
dos propiedades sobre los semigrupos de operadores.

Teorema 1.9. Sea X un espacio de Banach y el semigrupo de operadores fuertemente
continuo {Q(t) }+>0. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Existen dos constantes C' y v de forma que

Q)| < Ce™,  0<t<o0.

2. Para cada x € X, la aplicacion

X
t)z

0 Jgoo) - 0 (1.13)

es continua.

Demostracion. 1. En primer lugar, supongamos que existe una sucesion no negativa de
nimeros reales {t,},>1 tendiendo a 0 de forma que ||Q(¢,)] tiende a oo, lo que quiere
decir que la familia de operadores {Q(t,,) }n>1 no esta uniformemente acotada alrededor
de 0. Gracias al Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 5.2.3 de [Rud2]), se tendra
que la familia de operadores tampoco estd puntualmente acotada en el espacio X, es
decir, existird un elemento x € X de forma que la coleccion {||Q(t,)z||} es no acotada,
contradiciendo la hipotesis que establece que el semigrupo de operadores es fuertemente
continuo.

Por tanto, podemos suponer que existe un 6 > 0 y un C' < oo de forma que
|Q(t)|| < C en el intervalo [0,6]. Como 0 < ¢ < 0o, consideramos un ntimero natural n

que satisfaga (n — 1)d <t < nd, de forma que 0 <t/n <dy [|Q(t/n)| < C.

Si recordamos ahora la ecuacion funcional de la Definicion 1.1,

Q(s+1) =Q(s)Q(t), para todo s,t > 0, (1.14)

o(1) =a(L)e(t)-e(te s ) —au

Utilizando las propiedades de la norma,

ol =|e (L)

tenemos que

< Cm (1.15)
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Finalmente, utilizando la desigualdad (n — 1)d < ¢, se tiene que
()| < C's. (1.16)

Tomando ¢¥ = C's queda probado el primer apartado del teorema.

2. Dividiremos la prueba de este apartado en continuidad a la derecha y a la izquier-
da.

Para demostrar que la aplicacion (1.13) es continua a la derecha, consideramos s y
t de forma que 0 < s <t <T. Se tiene que,

@)z — Q(s)z]| = [|Q(s + 1 — s)z — Qs)z| = [[Q(s)Q(t — s)x — Q(s)]
= [1Q(s)(Q(t — s)x — z)|| < |Q()[ | QE — s)x — =]
< Ce” Q= s)x — =],

debiéndose la segunda igualdad a la segunda propiedad de la Definiciéon 1.1, la primera
desigualdad al hecho de que las funciones Q(t) son lineales y continuas y, por tltimo,
se ha utilizado el apartado anterior del presente teorema para la tltima cota superior.

Ahora bien, si hacemos tender ¢t — s, tenemos que
Jim QU — ) — 2] = |Q(0)x — al| = 2 — ]| = 0.
gracias a propiedades de continuidad.

Por tanto, hemos probado que si t — s tiende a 0, con t — s > 0, Q(t)x tiende a
Q(s)x para todo z € X, lo que equivale a decir que la aplicacion t — Q(t)x es continua
a la derecha en [0, 00), pues la hipotesis que se tenia era t > s.

En cuanto a la continuidad por la izquierda, consideramos un valor s fijo y t < s.
Queremos probar que

lim Q(t)z = Q(s)x.

t—s—

Para ello observamos que tenemos la siguiente factorizacion

Qt)r — Q(s)r = Q(t)(x — Qs — t)x),

gracias a una de las propiedades de la definiciéon del semigrupo algebraico de operado-
res. Como, por hipotesis, el semigrupo con el que estamos trabajando es fuertemente
continuo, tenemos que

Ii —t)xr =

Jim Qs t)r =1,
que es equivalente a decir

lim Q(s —t)x = x.

t—s—
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Por tanto, podemos afirmar que

lim (x — Q(s — t)x) =0, reX.

t—s—

Teniendo en cuenta ahora la norma de la diferencia de los operadores,

1QM)z — Q(s)z]| = |QW)r — Q( + 5 — )| = [[Q(t)r — Q()Q(s — t)x]]
< QW Iz — Q(s = t)zl| < Ce [l — Q(s — t)]| .

Como t < s, al calcular el limite cuando ¢ tiende a s por la izquierda la cota
superior obtenida tiende a 0 por lo que se ha probado justo antes, de forma que podemos
garantizar que

i [|Q(t)x — Q(s)z|| = 0,

t—s—

quedando probada, de esta forma, la continuidad por la izquierda de la aplicacion (1.13).

Con todo ello, podemos concluir que la aplicacién anterior es continua en el intervalo
[0, +00). O

1.2. El generador infinitesimal.

En esta seccion definiremos un operador conocido como generador infinitesimal que
estard ligado a la convergencia de ciertos semigrupos de operadores. Para completar los
conocimientos fundamentales sobre semigrupos de operadores ofreceremos una serie de
propiedades de los semigrupos en los que se encuentra involucrado el generador infini-
tesimal.

Tal y como se prueba en el Apéndice B, toda funcién compleja y continua que satis-
faga la condicion f(s+t) = f(s)f(t) es de la forma f(t) = e, siendo A una constante.
Calculando su derivada y evaludndola en ¢ = 0 podemos concluir que f'(0) = A. Ade-
mas, es conveniente recordar, la definicion de derivada en un punto, interesindonos en
este caso el 0 :

h—0 ’

es decir, el limite del cociente incremental. Con todo ello, nos disponemos a trabajar
con los operadores {Q(t)}:>0. Llamamos A. al cociente incremental

1
A, = = para todo € > 0.
€

Aplicando dicha funcion a un valor cualquiera x € X, se tiene que

Ax = Qe para todo x € X, > 0. (1.17)
£
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Por ultimo, definimos el operador A como el limite del cociente incremental, es decir,

Az = lim A.z. (1.18)

e—0t

Denotaremos por Z(A) al conjunto de x € X tales que el limite 1.18 existe.

Definicion 1.10. El operador A construido anteriormente se conoce como generador
infinitesimal del semigrupo de operadores {Q(t)}>o.

Se tiene que Z(A) es un subespacio del espacio de partida X y, gracias a la lineali-
dad de los operadores Q(t), el operador A mantiene la misma propiedad.

Con el fin de ofrecer algunos ejemplos, nos disponemos ahora a hallar el generador in-
finitesimal de algunos de los semigrupos de operadores estudiados en la seccion anterior.

Atendiendo a uno de esos casos, vimos que la familia {Q(#)}s>0 con Q(t) = e se
trataba de un semigrupo de operadores uniformemente continuo. Gracias a un resultado
que se estudiard mas adelante (en concreto, el Teorema 1.14), podemos afirmar de
manera inmediata que el operador A € Z#(X) se trata del generador infinitesimal del
semigrupo en cuestion.

Ejemplo 1.11. Si nos detenemos ahora en los operadores de multiplicaciéon estudiados
en el Ejemplo 1.8, el objetivo es probar que el conjunto Z(A) viene definido por

2(A) = {{an} € P: {—ma,,} € },

teniéndose ademas que el generador infinitesimal del semigrupo esta definido como
A{an} = {—ma,,} para toda sucesion {a,,}m>0 € ¢P, tratdndose de un operador no
acotado.

Para probar la primera contencion, consideramos {a,, }m>0 € Z(A). En primer lu-
gar, como Z(A) es subespacio de (% se tiene que {am}m>0 € P. Por otra parte, el
hecho de que pertenezca a Z(A) nos dice que el limite que define A{a,,} es convergente
en (P. Como la convergencia en dicho espacio implica la convergencia coordenada a
coordenada, no es dificil comprobar que la coordenada m—ésima de la sucesion A{a,,}
corresponde con —ma,,.

De esta forma, el generador infinitesimal se trata de la sucesion { —ma,, } >0, tenién-
dose en consecuencia que dicha sucesion pertenece al espacio 7 siempre que {a,, }m>0 €

2(A).

Para la contencion contraria, partimos de una sucesion {a,, }m>o € 7 de forma que
{=may,}m>0 € 7, con el fin de demostrar que existe el limite de la definicion A{a,,}.
Como el limite coordenada a coordenada no implica el limite de la sucesion en (7, te-
nemos que trabajar con la sucesion al completo desde primera hora.
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En primer lugar, para cada m > 0 se tiene que

e—mt —-mt __

e ™ — 1
am—m‘ = |am|
mt

A, — A
t

e

‘ m < Clam|m,

puesto que la funcion (e=™ — 1)/u esta acotada en valor absoluto por una constante C'
siempre que u € (0,+00), tal y como es en nuestro caso con u = mt.

Ahora bien, dado € > 0, elegimos un valor N > 0 de forma que

(e} o

Y (CHDlanm)? =(C+1)" Y (lamm) <e,

m=N-+1 m=N-+1

hecho que queda justificado al tratarse de la cola de una serie convergente, pues { —ma, }m>o €
(P, de forma que podemos hacerla tan pequena como sea conveniente.

De esta forma,

Q(){am} — {am} L e am — am Y
H . —{—ma,}|| = Z " + mayy,
p m=1
N lemma,, —a P N
<> e ma| 4+ (C 1) 7 (lam|m)?
m=1 m=N+1
N | —mt P
e "™y, — ap,
< m .
< mX::l p + ma +¢€
Tomando limites en las desigualdades anteriores llegamos a que
Q){an} — {an} Y S| —a ’
lflilj(}lpH mt = —{—ma,} pgll/—{rolmzzl #—i—mam +e=c¢.

Como el valor de ¢ > 0 es arbitrario, podemos hacer que sea tan pequeno como
convenga de forma que se puede concluir que

Q) {am} — {am}
t

P
= 0.

p

lim
t—0

—{—man}

De esta forma, hemos probado que {a,}m>0 € Z(A) v A{an} = {—ma,,} € *.
&

Ejemplo 1.12. Por tltimo, vamos a estudiar el caso particular del espacio L*(R).
Vamos a ver que, para el semigrupo de la traslacion, el generador infinitesimal es la
derivada de la funcion que estemos tratando en cada caso pero en un sentido més débil
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del concepto de derivada habitual.

A modo de motivacién para este ejemplo, si tenemos una funcion continua y de
soporte compacto, f € C}(R), se puede comprobar gracias a algunas de las propiedades

del Apéndice A que f(s) = isf(s). Ello nos lleva a considerar el conjunto de funciones
de L*(R)

B={feL*R): sf(s) € L*(R)}, (1.19)

a partir del cual vamos se va a extraer el concepto de derivada. En concreto, vamos a
entender dicha derivada como F~1(sf(s)) para cada f € L?(R), quedando bien definida
gracias a que la transformada de Fourier es biyectiva en el espacio L?(R).

Tal y como se dijo al comienzo, nos disponemos a probar que Af = [’ para

fezA).

Suponiendo que existe el limite de la definicion de generador infinitesimal, se tiene
que

g QU= S0) g S+ D=1 _

t—0 t t—0

para toda funcion f € L*(R).

De nuevo, para justificar de manera correcta el calculo del limite anterior usamos
un argumento que ya ha aparecido anteriormente. Como en L?(R) manejamos clases
de funciones, y no funciones concretas, no tiene sentido considerar el limite puntual de
una clase. Lo correcto es verificar que se tiene el limite para las funciones continuas vy,
haciendo uso de la densidad, se tendra inmediatamente para nuestro espacio en cuestion.

Para probar que una funcién f € Z(A) si y, solamente si, sf(s) € L(R), es necesa-
rio tener en cuenta algunas propiedades de la transformada de Fourier, que se pueden
consultar, tal y como se indicé anteriormente, en en el Apéndice A. Alli mismo se jus-
tifica el uso de dichas propiedades para cualquier funcion f € L*(R), que son las que
manejamos en este caso.

Sea entonces f € L2(R) y supongamos que sf(s) € L2(R). Por el Teorema A.3 se
tiene, en primer lugar, que f es una funcion diferenciable. Tenemos que probar que

lim
t—0
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Partiendo de que existe la derivada f’, tenemos que

H Q) f(s) — f(s)
t

fGs+8)—fls) ——

= | B

e =nite) g,

= J'(s)

A

=[[e = v -is] it

t

2

, (1.20)

1ts 9

_ [i(eits - 1] isf(s)

donde se ha utilizado la definicion del semigrupo y la Identidad de Plancherel en la
primera igualdad, asi como algunas propiedades de la transformada de Fourier en el
resto de desigualdades.

Ahora bien,

‘eits _ 1| -1
lts|

puesto que la cantidad del numerador, que es la distancia del punto de la circunferencia

e® a 1 es menor que si recorremos el arco de circunferencia que los une, cuya longitud
es precisamente |ts|.

Por otra parte, si consideramos una sucesion {t,},>; tendiendo a 0 y denotamos
por ¢, a la sucesion de funciones

onls) = (St = 1) isf)

1t,s
se puede comprobar facilmente que, para todo s € R, se tiene

lim @,(s) = 0.

n—oo

En consecuencia, R
[on(s)] < 2ls[1f(s)])?,
que se trata de una cantidad finita al integrarla puesto que estamos considerando funcio-

nes del espacio B definido arriba. Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada,
podemos afirmar que

lm [ |¢n(s)]?ds =0

n—o0

y, por tanto, la expresion (1.20) tiende a 0 para toda sucesion {t,},>; tendiendo al
mismo valor, quedando de esta forma probado que f € Z(A) y que Af = f'.
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Reciprocamente, si f € Z(A), se tiene que Af = f’ en nuestro espacio L?(R). De
esta forma,

-~

JioA], = {17

por lo que sf(s) € LA(R). &

= 1fl < oo,

Una vez estudiados los ejemplos anteriores damos paso al siguiente resultado, donde
se recogen una serie de propiedades de importancia que se usardn en alguna ocasion a
lo largo del trabajo y cuyas pruebas veremos con detalle a continuacion.

Teorema 1.13. Sea {Q(t)}i>0 un semigrupo de operadores fuertemente continuo y A
su generador infinitesimal. Se tiene que

1. 9(A) es denso en X y A es una aplicacion cerrada.

2. La ecuacidn diferencial

d
EQ(t)x = AQ(t)x = Q(t)Ax (1.21)
se satisface para todo v € P(A).
3. Para todo x € X,
Qt)r = HH(I) e,
e—

siendo la convergencia uniforme en todo subconjunto compacto de [0,400).

4. 8i A€ C yRe) >, la integral
R(\)x = / e MQ(t)xdt
0

define un operador R(\) € B(X) cuya imagen es Z(A) y cuya inversa es A\l — A.
Dicho operador es llamado la resolvente del semigrupo {Q(t) }1>o-

Demostracion. 1. Para probar, en primer lugar, que Z(A) es denso en el espacio X,
veremos que cualquier elemento de X es limite de alguna sucesion del subespacio Z(A).
Construiremos dicha sucesion de forma conveniente de la siguiente forma.

Dado ¢ > 0, definimos la funcién M, a partir de una integral vectorial como

1 [t
Mz = Z/o Q(s)xds, (1.22)

con z € X. En efecto, como Q(s)xr € X, se tiene también que M,z € X y, por tanto,
My € B(X) y ||M]] < Ce" gracias a la primera propiedad del Teorema 1.9. Nuestro
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objetivo ahora es probar que M;x pertenece a Z(A) y, ademas, que su limite es x cuan-
do t converge a 0.

Previamente vamos a demostrar que
A&-Mtﬂf = AtMal', g > O,t > 0, xr € X. (123)

Tenemos que

/06 Q(s)xds + /€t+€ Q(s)zds = /Ot Q(s)xds + /tt+6 Q(s)zds

y, por tanto,

[ e~ [ aueas= [t~ [Co@uas

En la primera integral de la izquierda, hacemos el cambio s = u + €, de forma que
ahora se cumple 0 < u < t. Como u es una variable, la renombramos como s para
mayor comodidad. De esta forma, se tiene que

/Ot Q(s +e)xds — /Ot Q(s)xds = /Ot[Q(s +¢) — Q(s)]xds
- [1600) — Qs

0

~ Q@) 1] / Q(s)rds
= cA.tM,x,

donde hemos utilizado diversas propiedades de las integrales vectoriales en la pentiltima
igualdad que pueden consultarse en el Apéndice C, asi como las definiciones de A, y
M;x en la igualdad final.

Anéalogamente, razonamos para el término derecho de la igualdad (1.24). Hacemos
el cambio s = u+t, de forma que 0 < u < . De nuevo, renombramos la variable u por
sy se tiene que,

/05 Q(s +t)xds — /OE Q(s)xds = /OE[Q(S 1) — Q(s)]ads =
- [[1a)ew - Qs -

— Q@) — 1 / Q(s)ads =
=tAieM.x,
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donde hemos utilizado de nuevo propiedades citadas anteriormente como las de las
integrales vectoriales. Gracias a la linealidad de las funciones A. y A;, en cada caso,

podemos cancelar las constantes no nulas t y €, de forma que queda probada la igualdad
(1.23).

Como el valor € > 0 es arbitrario, para cada valor de t fijo, hacemos que tienda a 0
a ambos lados de la desigualdad. En el término de la derecha obtenemos At(h'né M.x),
E—

de forma que, si existe ese limite, podremos hablar del limite cuando ¢ tiende a 0 de
A_M,x. Por tanto, procedemos a calcular el limite de M_.x cuando ¢ tiende a 0.

Utilizando el hecho de que el semigrupo es fuertemente continuo, fijamos n > 0 y
tomamos un valor (x) > 0 de forma que

1Q(s)x — =[] <7

si s < e(z). Con todo ello tenemos que

1 [° 1 [°
—/ Q(s)xds — —/ xds
€Jo €Jo

1 3
<2 [ e -alds <
€Jo

M.z — 2| = <

/OE L Q(s)0 — w)ds

3

siempre que s < g(x). Como el valor de 7 es arbitrario y positivo, podemos concluir que
lim M.x = z,
e—0

para todo x € X. Por tanto, como el resultado obtenido es convergente, podemos hablar
del limite en el término izquierdo de la igualdad (1.23) y, como consecuencia, se tiene
que

AMx = Az, r e X. (1.25)

Este hecho significa que Mz € Z(A). Por ultimo, haciendo tender ¢ a 0 de forma
analoga a como se hizo anteriormente con ¢, se tiene que

lim Myx =z € X,

t—0

por lo que queda probado que Z(A) es un espacio denso en X.

En segundo lugar, para probar que A es un operador cerrado tenemos que compro-
bar que el grafo de A es un subespacio cerrado de X x X.

Sea {x,},>1 una sucesion en Z(A) de forma que

lim x, =z y lim Az, =y.
n—oo n—oo
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El objetivo es demostrar que x € Z(A) y Az = y. Tenemos, por una parte, que Q(s)
conmuta con Q(t) para todos s,t > 0, puesto que

Q(s)Q(t) = Q(s +1) = Q(t +s) = Q(1)Q(s).
Por otro lado, se puede probar que A.M; = M;A.. En efecto,

AM, = 11Q(E)M, — M) = M2 [Q(e) — 1] = MiA.. (1.26)

Aun mas, si el limite de A.M,; existe cuando ¢ tiende a 0, se tendra que
para todo x € Z(A).

Haciendo uso de las igualdades (1.25) y (1.27), podemos afirmar que
Az, = AM,x,, = M, Ax,,.
Si hacemos tender n a +oo, se tiene por la continuidad de las funciones A, y M; que
Ay = My. (1.28)

Por dltimo, hacemos tender ¢ a 0. Tal y como se ha hecho en ocasiones anteriores,
se obtiene que
lim Myy = v,

t—0

de forma que el resultado obtenido es convergente y, por tanto, podemos hablar del
limite cuando t tiende a 0 de A;z. En este caso, llegamos a Ar = y. Queda probado,
de esta forma, que z € Z(A) y que el grafo de A es cerrado en el espacio correspondiente.

2. La igualdad (1.25) afirma que

A%/O Q(s)xds = %[Q(t)x — ], r e X.

Puesto que Z(A) es un subespacio vectorial y A es lineal, se tiene que

A/o Q(s)xds = Q(t)x — z, z e X. (1.29)

Como el integrando es continuo, podemos derivar a ambos lados de la igualdad, tenién-
dose para el término derecho que

d

d
S(@QM) — ) = ZQ.
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mientras que para el de la izquierda vamos a probar de manera separada que se tiene
la igualdad deseada para las derivadas laterales. Empezando con la derivada por la
derecha, tenemos que

dt+ /Q a:ds-hm—(/ Q(s)xds — A /Q :Eds)

, Qit+h)r—z—Qt)r+=x
= lim
h—0+ h

= Q(t) lim Qhz —x

h—0t h

= Q(t)Ax

donde hemos utilizado la igualdad (1.29). Con todo ello, hemos probado que la derivada
a la derecha de Q(t)x respecto a t es igual a Q(t)Ax, siempre que x € Z(A).

En cuanto a la derivada por la izquierda, tenemos en cuenta que

o QT —QMe QU@ o QR —a
h—0~ h h—0+ —h h—0+ h

)

de forma que vamos a probar que la iltima de las expresiones anteriores es igual a
Q(t)Azx. Para ello, si consideramos la diferencia de los operadores implicados y sumamos
y restamos el término Q(t — h) Az se tiene que

QUIT =T oty ax = Qi — ) QDT =2

h h
—Q(t —h) (% _ Am) +Q(t — h)(Az) — Q(t) Ax.

Q(t — h) — Q(t)Az £ Q(t — h) Az

Por tanto, si acotamos en norma se tiene que

HQ(t - @EZE o)

r— X

< ||Q(t —h — Ax

+QE = h)(Az) — Q(t) Ax]| .

Ahora bien, utilizando que existen dos constantes C' 'y v con ||Q(¢)|| < Ce para

todo t > 0, y que
o Qh)r —a
lim ———

h—0t h

= Ax

se tiene que el primer sumando de la cota obtenida tiende a 0 cuando hagamos tender
h a 0 por la derecha. Del mismo modo se consigue el mismo valor del limite para el
segundo sumando haciendo uso de la continuidad fuerte del semigrupo.

Con todo ello, podemos concluir que

m Q(t+h)x —Q(t)x
h—0— h

= Q(t)Ax.
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Como ha sido probada la misma desigualdad para las dos derivadas laterales, esta-
mos en condiciones de afirmar que

d
Q1) = Q1) Ax. (1.30)

Por ultimo, siguiendo de nuevo la definicién de A llegamos a que si z € Z(A),

AQ(H)r = 1im L [Q()Q(1)x — Q1))

e—=0 &

— Q1)1 L [Q(e)r — o] = Q(t)Ax,

e—0 €

de donde podemos afirmar que Q(t)z € Z(A). De esta forma queda probado que
d
EQ(t)x = AQ(t)r = Q(t)Ax, r e J(A). (1.31)

3. Para demostrar el resultado correspondiente a este apartado, el primer objetivo

que debemos plantear es el de encontrar una cota superior para la norma de et4:.

Comenzamos desarrollando en serie de potencias dicha funcion.

o0 o0

e _ HQE-D) _ bt _ N~ Q)" e 1'R(ng)
e e (& [ e ; Enn! (& nz% gnn! s

donde se ha utilizado la siguiente propiedad de los semigrupos de operadores:

Qe)" =Q(e) -~ Qle) = Qe +--- +¢) = Q(ne).

Aplicando la funcién norma y acotando mediante la desigualdad triangular, se tiene
que

X n > n ne & e\ "
tA. t t" |Q(ne)|| _t tnCerms 4 te 1
[l e X = s T = )

n=0 n=0 n=0

= Ce e = Cez(" D

para € > 0. Ademas, como vamos a considerar valores muy cercanos a 0 de £, podemos
exigir que € < 1. De esta forma, se puede seguir acotando superiormente la expresion
anterior y se tiene

[et4e]] < Ces 7D < el < Cete” (1.32)

para 0 < € < 1. Cabe senalar que la segunda desigualdad es debido a lo siguiente:

n-n—1
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Fijado ahora un punto z € X, vamos a definir la funcién ¢.(s) como sigue:
©.(s) = et=94Q(s)x, 0<s<t. (1.33)

Si z € Z(A), podemos utilizar la ecuacion diferencial para @Q(s) demostrada anterior-
mente, asi como la regla de la cadena, de forma que se tiene

@l (s) = P9 (—A)Q(s)x + eV Q(s)Ax = 7 Q(s)(Ax — Acx).  (1.34)

Si ahora utilizamos algunas cotas conocidas, como la que se dio para la norma de
Q(t) o, la obtenida en (1.32), se tiene que

le2(s)ll < [l Q) | Az — Acerl| < Cel* = C'e™ | Az — Az
< Ce' O || Az — Az = K(t) || Ax — Az (1.35)

siendo K (t) < ooy, siempre que 0 < s <t,0<e<1lyz e Z(A).

En particular, la cota anterior sera valida cuando el valor de ¢ se acerque a 0 y, de
forma consecuente, también lo haga el valor de s. De esta forma, teniendo en cuenta los
valores de la funcion ¢.(s) evaluada en ¢t y en 0, y haciendo uso del Teorema del Valor
Medio, se tiene que

lp=(t) = = 0)ll = [[Qt)z — e"ea|| < tK(t) | Az — Acx], (1.36)

para ¢ € Z(A) y 0 < ¢ < 1. Tomando limite cuando ¢ tiende a 0, el término de la
derecha tiende a 0 siempre que exista HII(]) A.z. Es decir, hemos obtenido que
E—r

lim eex = Q(t)x, (1.37)

e—0

para x € Z(A).

Sin embargo, nuestro objetivo era demostrar la convergencia en todo el espacio X.
Sea [0, T] un compacto de R. Si prestamos atenciéon al operador Q(t) — e« se tiene
que es acotado en norma siempre que 0 <t < Ty 0 < e < 1. En efecto, usando la cota
proporcionada por el primer apartado del Teorema 1.9, asi como la expresion (1.32) se
tiene que,

|Q(t) — e <O+ < 0T 4 O’ < 0.

<IQ)] + [l

Por tanto, los operadores {e'<}o..<; forman una familia de operadores uniformemente
acotados que convergen en un denso de X cuando ¢ tiende a 0, en concreto, en Z(A).
Utilizando este argumento de densidad, la convergencia ha de ser cierta en todo el
espacio, es decir,

lim "2 = Q(t)a, (1.38)

e—0
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para todo x € X, como se queria probar.

4. En primer lugar, comprobaremos que el operador R()\) esta bien definido. Para
ello, habra que probar que la integral impropia converge, asi como las propiedades de
linealidad y continuidad necesarias para que pertenezca al espacio %(X). Se tiene que

| e Q@al dr < Cla [ e Rexera
0 0

:CHIH/ G(W—Re)\)tdt: C”QSH < 00,
0 ReA — v

donde se ha utilizado la cota proporcionada por el Teorema 1.9, asi como la hipotesis de
que Re A > . Esto significa que la integral que define al operador R(\) en valor absoluto
converge y, por tanto, la integral impropia es convergente, por lo que el operador R(\)
va del espacio X en él mismo. La propiedad de linealidad se sigue de que la posee el
operador Q(t), que aparece en el integrando. Ademas, los calculos anteriores prueban
también que

C |

/OO e—AtQ(t)xdtH < /OO |@—At| |Q(t)x| dt < =———— < o0,
0 0

Lo e

de forma que el operador es acotado, condiciéon equivalente a la de continuidad siempre
que el operador sea lineal. Con todo ello concluimos la prueba de que el operador R(\)
estd bien definido.

En segundo lugar, vamos a demostrar que el conjunto imagen de R(\) es exacta-
mente el espacio Z(A). Lo haremos por doble inclusion. De esta forma, sea x € X, nos
disponemos a demostrar que R(A)x € Z(A). En otras palabras, tenemos que ver que
existe el siguiente limite

lim A. R(\)z, e X.
e—0
Para ello, se tiene que

CARN)z = Qe) Rz — R\ — / MO () adt — / MO adt

0 0

N / T e NQt + 2)adt — / T e NQ(t)edt,
0

0

quedando justificado el intercambio de Q(g) con la integral gracias a las propiedades de
las integrales vectoriales.

Seguidamente, hacemos el cambio u = t + ¢ pero, como u es una variable, la renom-
bramos por ¢t para mayor comodidad. De esta forma, tenemos que lo anterior es igual
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/00 e MM Q(t)wdt — /00 e MQ(t)xdt
€ 0
— A€ =\t dt — Ae —At dt — =t d
e /o e MQ(t)xdt — e /0 e NQ(t)xdt /0 e MQ(t)xdt
— (oM _ =Xt dt — Ae =t dt.
(e 1)/0 e MQ(t)xdt — e /Oe Q(t)xdt

Debido a que € > 0, podemos despejarlo hacia el lado derecho de la igualdad, de forma
que

ARz = -1 / eMQ(t) dt—— / e MQ(t)xdt

g

_ e 1 a:——/ AtQ xdt (1.39)

Si hacemos tender € a 0 y el término de la derecha resulta ser convergente, se tendré
que el limite que obtendriamos coincidiria con AR(\)x. Vamos a comprobar si se tiene
esta condicién. Por una parte, no es dificil comprobar que

) e)\s -1
lim = A,
e—0 g

puesto que la derivada de la funcién € — €’ en € = 0 es igual a \.

Por otra parte, estudiamos el limite cuando ¢ tiende a 0 de la funcion que aparece

en el segundo sumando:
6)\5 €
—/ e MQ(t)adt.
€ Jo

Para ello, observamos que la funcion del integrando (t) = e MQ(t)z es el producto
de una funcion escalar continua de [0, +00) en R como es la exponencial, con una funciéon
vectorial continua del mismo dominio pero con valores en X, de forma que ¢ se trata
de una funcion vectorial continua en el dominio [0, +00). Gracias a la continuidad de
dicha funcién en [0, +00) se puede probar que

1 £
0) = lim - ds.
©(0) tm 2 ) ©(s)ds
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En efecto,

3[¢@w—w®

€

X € Jo

3A7wg—mmm5

3

= [ et - ¢l

< sup [lo(s) —@(0)]| -

0<s<e

IA

Al hacer tender ¢ a 0, el valor s se comporta de la misma forma, de manera que la
norma resultante tiende a 0 gracias a la continuidad de la funcién ¢ en 0.

De esta forma, podemos afirmar que

1 3
lim = [ e MQ(t)xdt = e °Q(0)x = x
e—0 & 0

y, en COHSGCHGHCia,
Ae

lfm < / e MQ(t)xdt = .
0

e—0 €

Con todo ello, hemos probado que el lado derecho de la igualdad (1.39) es conver-
gente cuando ¢ tiende a 0 y, por tanto, se da la igualdad

ARN)x = AR(N)z — x. (1.40)

Como el término de la derecha es finito, significa que R(\)x € Z(A), como queriamos
probar con el anterior razonamiento.

Haciendo uso de la expresion (1.40), se tiene que
r=ARN)z — AR(N)x = (M — A)R(\)zx, r € X, (1.41)
lo que significa que el operador A\ — A es, justamente, el inverso a la izquierda de R(\).

Por dltimo, vamos a demostrar que cualquier elemento de Z(A) pertenece a la
imagen de R(\). Sea x € Z(A), por definicion significa que existe el limite

lim A.x
e—0

y es igual a Az. Por tanto, aplicamos el operador R(\) a A.x de forma que se tiene

RN A.x = /00 e MQ(t) Acxdt. (1.42)
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Haciendo uso de la definicién de A, es facil comprobar que dicho operador conmuta
con Q(t), es decir, Q(t)A. = A.Q(t). En consecuencia,

R(MNA.x = AcR(\)x. (1.43)

Anteriormente se prob6 que para cualquier z € X se tenfa que R(\)z € Z(A). En
particular, haciendo uso de la hipotesis de la que partimos ahora de que x € Z(A) se
tendra, por lo anterior, que el término de la derecha de la igualdad (1.43) converge a
AR(XN)z cuando € tiende a 0. Del mismo modo, el término de la izquierda de la citada
igualdad tendera a R(\) Az, de forma que se tiene

R(MN) Az = AR(\)x (1.44)
para todo x € X. Haciendo uso ahora de la expresion (1.40) tenemos que
R(MNAx = AR(N)xz = AR(N)z — o
que equivale a decir
RA\)(M — A)x = z, r € P(A), (1.45)

por lo que podemos afirmar que x pertenece a la imagen del operador R()\). Ademas,
se tiene que A — A es el operador inverso a la derecha de R(\).

Con ello, queda probada la doble inclusion y, por tanto, damos por concluida la
prueba del presente teorema. O

Teorema 1.14. Sea {Q(t)}1>0 un semigrupo de operadores y A el generador infinite-
stmal de dicho semigrupo. FEntonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. 9(A) = X.

2. HII(I) |Q(e) — I|| =0, es decir, el semigrupo es uniformemente continuo.
e—

8. Ae B(X)yQt)=e para 0 <t < oco.

Demostracion. Comenzamos suponiendo que se verifica Z(A) = X. Este hecho quiere
decir que para todo elemento x € X existe el siguiente limite

lim A.x.
e—0

Por tanto, podemos afirmar que la familia de operadores A, es puntualmente acotada
en el espacio X para valores de € > 0 suficientemente pequenos, por ejemplo, € € (0, 1].
Es decir,

sup{||A:z| : 0 < e <1} < o0, para todo = € X.

Gracias al Teorema de Banach-Steinhaus, podemos afirmar, ademés, que la familia de
operadores estd uniformemente acotada también para valores de £ > 0 pequenos, es
decir,

sup{||Ac]| : 0 < e <1} < 0.
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Equivalentemente, se puede decir que existe una constante M > 0 de forma que
|Ac|] < M para esos valores de e.

Gracias a la definicién del operador A., tenemos que
Qe) — I = £A..

Tomando norma en la anterior igualdad y utilizando los resultados a los que hemos
llegado gracias a las hipoétesis, tenemos que

1Q(e) — 1| = lleAs|| = e [[Ac[| < eM. (1.46)

Como a pesar de ser pequeno, el valor de ¢ es arbitrario, hacemos que tienda a 0 de
forma que podemos concluir que

lim [|Q(e) = I]] = 0, (1.47)
es decir, queda probado que (1) implica (2).

Supongamos que (2) es cierto. Vamos a demostrar que A € Z(X) y, ademas,
Q(t) = e para todo valor t con 0 < t < cc.

En primer lugar, queremos probar que A es un operador lineal y continuo del espacio
X en él mismo. Ya sabemos por toda la materia vista anteriormente que A es lineal.
Por otra parte, es conocido que, para todo operador lineal, la propiedad de continuidad
es equivalente a la de ser acotado, por lo que nos disponemos a demostrar esto ultimo
para el operador A.

Recordamos que en la prueba del Teorema 1.13 se definieron los operadores M; de
la siguiente forma

1 t
Mz = ;/ Q(s)xds, re X, t>0.
0

Vamos a probar, en primer lugar, que estos operadores tienden en norma a la iden-
tidad cuando ¢ tiende a 0. Se tiene que

[M; = 1| = sup

flzf|=1

1 [t 1
< —/ |Q(s) — Illds < —t sup [|Q(s) — I]| = sup [|Q(s) — I
L Jo t o<s<t 0<s<t

= sup
[lz]l=1

%/;Q(s)xds —x %/;(Q(S) — I)zds

El hecho de que t tienda a 0 implica que s se acerque al mismo valor, de forma que,
utilizando la hipo6tesis de partida, podemos afirmar que

lfm || M, — I|| = 0. (1.48)

t—0
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Es conveniente recordar que M; € #(X), ademas de que se daban las igualdades
AtME = Ath Y AeMt = MtAs

para €,t > 0. Si tenemos en cuenta todas esas igualdades ya probadas, podemos afirmar
que
AtME — MtAE' (149)
Usando que yr% |M; — T|| = 0, podemos tomar un valor t > 0 de forma que el
%
operador M; sea invertible en el espacio #(X). Gracias a la expresion (1.49), se tendria

que
A, = (M)t AM.. (1.50)

Dado un elemento x € X cualquiera, calculamos el siguiente limite:

HH(]) AE.T = (Mt)ilAtMex = (Mt)ilAtﬂf.
e—

Como (M;)™*A; € %(X) por composicion de operadores que se encuentran en dicho
espacio, podemos afirmar que el limite anterior es convergente para todo z € X y,
gracias a la definicion del operador A, se tiene que A = (M;) ' A;, de forma que A €
Z(X). Aun maés, se verifica, tal y como se muestra a continuaciéon, que la convergencia
en norma de A, — Aesa0:

limsup || A. — A = limsup || (M;) 7" AM. — (M)~ A| (1.51)
e—0 e—0
= limsup [((M,) ™" A) (M. — I)|| < lim [|(M) 7 Ay[| |0 — I|| = 0,

e—0

donde hemos utilizado el limite calculado al comienzo de esta prueba, asi como el hecho
de que (M;) ' A; es un operador acotado en X. De esta forma, se tiene que

lim ||A. — Al| = 0.
e—0
Por dltimo, tenfamos gracias al Teorema 1.13 que

Q(t)x = lim ez, para todo = € X.

e—0

Utilizando el resultado (1.51), se verifica que
Q(t) = lim e = et (1.52)

que es la igualdad que se pedia demostrar.

Para finalizar la prueba del presente teorema, debemos demostrar, suponiendo los
resultados ya probados, que X C Z(A) de forma que, como se tiene siempre la conten-
cion contraria, tendriamos que los dos conjuntos son iguales.

Pero este resultado es trivial haciendo uso de las hipotesis del segundo apartado. Si

A € AB(X), significa que para todo elemento del espacio, el valor Az esta definido vy,

equivalentemente, existe el limite h'n% A.z. Por tanto, queda probado que Z(A) = X. O
e—
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En particular, el resultado anterior afirma que si A € #(X), entonces el generador
infinitesimal del semigrupo definido por e’ es precisamente el operador A.






Capitulo 2

Espacios de funciones analiticas.

2.1. Funciones armoénicas y subarmonicas.

En esta primera secciéon vamos a presentar una serie de resultados que serdn nece-
sarios para el posterior desarrollo del presente capitulo. La mayoria de ellos han sido
vistos en la asignatura Variable Compleja y Operadores del Master Universitario de
Matematicas (Universidad de Sevilla), de forma que para algunos resultados no se ex-
pondra sus respectivas pruebas. A cambio de eso, daremos unas referencias en las que
se podran consultar dichas demostraciones.

Sea {2 una region del plano complejo C. Decimos que una funcién u: 2 — C es
armonica si u € €*(Q) y Au = 0. Es decir, si u es dos veces diferenciable, con sus
derivadas continuas y, ademés, el laplaciano es 0, siendo éste el operador definido como

0*f  O*f

Af(xy,x9) = 522 T o (2.1)

en coordenadas cartesianas para R2.

Es posible probar que, en caso de contar con una funciéon armonica u, dicha funciéon
es continua (hecho evidente al tratarse de una funcion de €*(f2)) y, ademas,

1 2m )
u(a) = —/ u(a + re')dt, si B(a,r) C €, (2.2)
21 Jo
siendo B(a,r) la bola cerrada de centro a € C y radio r > 0. Ademés, el reciproco
también es cierto. Con todo ello damos paso a la siguiente definicion:

Definiciéon 2.1. Una funcion u: 2 — R se dice que es subarmdnica si es continua y

1 2w )
u(a) < —/ u(a + re)dt, si B(a,r) C . (2.3)
0

- 27



36 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION

Evidentemente se trata un concepto mas débil que el de funciéon armoénica pero seré
suficiente para algunos resultados que veremos mas adelante.

Veamos ahora una serie de propiedades de las funciones subarmoénicas, puesto que
algunas de ellas seran utilizadas a lo largo del capitulo.

Proposicion 2.2. Sean u,v: 2 — R dos funciones subarmdnicas. Se tiene
1. u—+ v son subarmonicas.
2. 85i A €R con X\ >0, entonces \u es subarmdnica.
3. La funcion max{u,v} es subarmonica.

Demostracion. Las dos primeras propiedades son inmediatas siguiendo la definicion de
funcién subarmonica.

Para probar la tercera propiedad, supongamos que B(a,r) C 2. Tenemos que el mé-
ximo de funciones continuas es una funcioén continua y, en cuanto a la subarmonicidad,
definimos la funcién g como

g(z) = max{u(z),v(z)}, z €.

En ese caso,

Por tanto, al tomar maximo se tiene que

g(a) = méx{u(a),v(a)} < %/0 7Tg(a + re')dt,

por lo que g(z) es una funcién subarmonica, que es lo que se queria probar.

Proposicion 2.3. Si u es armdnica, entonces |u| es subarmdnica. En particular, el
modulo de una funcion analitica es subarmaonica.

Demostracion. Suponiendo que B(a,r) C €2, si u es armoénica se tiene que

1 2m ) 1 2m )
%/0 u(a +7’e“)dt’ < %/0 lu(a + re™)|dt,

de forma que podemos afirmar que |u| es una funcién subarménica.

ju(a)| =
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En cuanto al caso en el que tengamos una funcion analitica f, la prueba es exacta-
mente la misma a la anterior teniendo en cuenta, gracias al Teorema del Valor Medio,
que

1 2w )
fla) = o [ flat e
2 Jo
siempre que B(a,r) C (2, como es nuestro caso. ]

Teorema 2.4 (Desigualdad de Jensen). Sean (A, X, P) un espacio de probabilidad, T
un intervalo de R (acotado o no), f: A — I una funcion integrable y ¢: I — R una

funcion convexa. Entonces,
© (/ fdP) < /(gpof)d}P’. (2.4)
A A

Demostracion. Sea m = fA fdP, que pertenece al intervalo I. Como ¢ es convexa en
I, existirdn a,b € R de forma que ¢(x) > ax + b para todo x € [ 'y ¢(m) = am + b, es
decir, la recta y = ax+b es una subtangente a ¢ en el punto m € I. (De hecho, podemos
encontrarnos con casos en los que existan infinitas rectas con estas caracteristicas). Con
todo ello se tiene que

/A(SDOf)d]PZ/A(af+b)dP:a/AdeP+b

=am+b=w(m)=w(/Afle’),

donde se ha utilizado el hecho de que P es una medida de probabilidad. O

Proposicion 2.5. Sea I un intervalo (acotado o no) de R y ¢: I — R una funcidn
convexa y creciente. St u: Q — I es subarmonica, entonces p ou es subarmaonica en €.

Demostracion. Supongamos que B(a,r) C €. Como u es subarmonica en , se tiene
que
1 2w )
u(a) < — u(a + re')dt.
@3- | ulasre)
Utilizando el hecho de que ¢ es creciente, asi como la desigualdad de Jensen, llegamos
a que

o(u(a)) < ¢ <i /027T ula + 'r’e“)dt> < QL /O%(gp ou)(a+ ret)dt,

21 T

quedando probado que ¢ o u es una funcién subarménica en €. O

Si tenemos ahora en cuenta que la funcion ¢t — ¥ es convexa y creciente en [0, +00)
para p > 1, asi como que |f| es subarmonica si f € H()) gracias a la Proposicion 2.3,
podemos enunciar el siguiente corolario de los resultados precedentes.

Corolario 2.6. Si f € H(Q) yp > 1, entonces | f|P es una funcion subarmdnica en €.
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Es necesario senalar que, aunque no se va a probar al no ser necesario para nuestro
trabajo, el resultado anterior también es cierto si 0 < p < 1.

Los proximos dos resultados seran de gran utilidad més adelante y, aunque no vamos
a detallar las respectivas pruebas, es posible consultarlas en el Capitulo 17 de [Rud2].

Proposicién 2.7. Sea Q una region acotada de C y u,v: Q@ — R dos funciones
continuas. Si v es armonica en 0 y u es subarmonica en dicha region de forma que
u(z) < v(z) para todo z € 052, entonces u(z) < v(z) para todo z € ).

Mas atin, es posible probar que el resultado anterior y el hecho de que u sea subar-
monica en () son afirmaciones equivalentes. En cierto sentido, la proposiciéon anterior
da una explicacién del término “subarmonica”.

Proposicion 2.8. Sean u: Q — R una funcion subarmonica, a € 2, p > 0 tal que
B(a,p) C Q, y la funcion ¢ definida por
w: [Ovp) — R

2

r u(a + re)dt.

27 Jo

Entonces ¢ es creciente en su dominio.

2.2. Espacios de Hardy y espacios de Bergman.

Al igual que en la seccién anterior, se van a exponer a continuacion resultados
y conceptos estudiados en la asignatura “Variable Compleja y Operadores”, aunque
muchos de ellos se pueden consultar en obras de la bibliografia como |Dur|, en el caso
de los espacios de Hardy; o bien en [DS| , cuando hablemos de espacios de Bergman.

Definicién 2.9. Sea 0 < p < oco. Definimos el espacio de Hardy al que denotaremos
por HP(D) como el conjunto de funciones holomorfas f: D — C tales que

sup <i /027r|f(7“e“)|pdt) < +00. (2.5)

0<r<1 \ 27

Para el caso p = +oo se define el espacio correspondiente como
H>*(D) ={f: D — C: f es holomorfa y acotada}, (2.6)
que se trata de un espacio de Banach con la norma
[/l e = supf{[f(2)|: z € D}. (2.7)

Como se puede observar, las definiciones se han dado para el caso en el que el do-
minio es el disco unidad D, pues sera con lo que trabajemos habitualmente, salvo que
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se indique lo contrario. Por comodidad, utilizaremos de aqui en adelante la notacién
HP(D) = HP para 0 < p < +00.

Para el caso 0 < p < 400 podemos definir un funcional || f||;;, = supg<,.; m,(f,7),
donde

my(f,7) = (% / ) \f(re“)\pdt)’l’ . (2.8

Este funcional tiene sentido para todos los casos de p finito pero no podemos decir
que en todos ellos sea una norma. Si p > 1, entonces ||-||,, se trata de una norma.
En caso contrario, donde p < 1, lo maximo que podemos decir es que la aplicacion

dy(f.9) = || f — gl es una distancia. Mas atin, se puede probar usando la Proposicion
2.8 que para este caso, en el que p es finito, se tiene que
1l = Um mp(f,7), (2.9)
r—1

donde recordamos que f € H(D).

A continuacion vamos a hablar de convergencia de funciones en estos espacios, ex-
poniendo algunos resultados que tendran gran utilidad mas adelante.

En primer lugar, podemos observar que dados p,q con 1 < p < ¢ < +00, se verifica
la siguiente relacion entre la contencion de unos espacios en otros:

H>* c HYC H?, (2.10)

debido, principalmente, a que nos encontramos en un espacio de probabilidad, donde
las normas son crecientes, es decir,

-l e 2 W lre 2= M1l - (2.11)

A continuaciéon vamos a ver un lema del que obtendremos algunas consecuencias
interesantes.

Lema 2.10. Sea f € H'. Para todo z € D se verifica que

1
1=z

[f(2)] < (a7 (2.12)

Demostracion. Sea z € D, tomamos un radio r > 0 de forma que r > |z|. Como
consecuencia del Teorema integral de Cauchy tenemos que

oL fw) 1 fret)
£(2) fw_r

= — = — ” re'dt.
2mi w—z 2 Jo ret —z

Acotando ahora en valor absoluto y, teniendo en cuenta que

re’ — 2| > |Ire”| — [z]] = |r — |2]] = 7 — |z},



40 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION

llegamos a que

r 1
r—|z| 27

L [* f(re™) r

2w Jo ret —z

[f(2)| =

27
A et < 1l

re”dt‘ <
r— 2]

Como el procedimiento se ha llevado a cabo para un r > |z| arbitrario, hacemos que
tienda a 1 por la izquierda de forma que,

1

@<

[Fal7e

que es lo que queriamos probar. O

Aunque la cota obtenida en el Lema anterior es mejorable, lo que nos dice es que
la convergencia de funciones en el espacio H! implica la convergencia puntual de las
mismas en el disco unidad. Mas atin, vamos a ver a continuacién que en los compactos
de D dicha convergencia es uniforme.

Corolario 2.11. Sea K un compacto contenido en D. Si f, — f en el espacio H',
entonces f, — [ uniformemente en K.

Demostracion. Dado un compacto K C D, existe un valor p € (0,1) de forma que
K C B(0, p). Por el Lema 2.10 podemos garantizar que

1) = G T M= fln. 2 €K

La convergencia en el espacio H' implica que el término de la derecha converge a 0
cuando n tiende a oo, lo que conduce directamente a afirmar la convergencia de f, a f
uniformemente en cada compacto K C D. O

Con todo lo que tenemos hasta ahora podemos afirmar que la convergencia en H*
implica la convergencia en compactos del disco unidad pero, a su vez, la convergencia
en cualquier H? con p > 1 implica la convergencia en H'. En definitiva, contamos con
el siguiente resultado:

Corolario 2.12. Sea p > 1. Si f, — f en HP?, entonces f, — [ uniformemente en
compactos de D.

Si consideramos la clase de Nevanlinna N, formada por todas las funciones f € H(DD)

tales que
2m

1 .
| fllyy = sup — log® |f(re™)|dt < +o0; (2.13)
0<r<1 2m 0

donde log™ es la parte positiva del logaritmo, es posible probar que toda funcién en
dicha clase tiene limite radial en casi todo punto e € 9D, es decir, existe el limite

lim f(re')

r—1-
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en casi todo punto de la frontera del disco unidad.

Ademaés, para 0 < p < +oo se tiene que H? C N. Teniendo en cuenta ambas cosas
podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 2.13. Sean 0 < p < +oo y f € HP. En casi todo e € 0D eziste el limite
radial

f5(e") = lm f(re™).

r—1—
Es mds, f* € LP(OD) y ||f*||LP(8]D>) = ”fHHP(D)'

Aunque de aqui en adelante es suficiente para nuestro trabajo el resultado anterior
tal y como se ha enunciado, es de interés senalar que también es cierto para un concepto
de limite més fuerte como es el limite no tangencial.

Hasta aqui la presentacion de los espacios de Hardy junto a algunas de sus propie-
dades fundamentales y que mas usaremos a lo largo del trabajo. A continuacion vamos
a estudiar otros espacios del mismo interés que los anteriores: los espacios de Bergman.

Definicion 2.14. Sea 1 < p < +o0 y D el disco unidad. Definimos el espacio de
Bergman AP(D) como el conjunto de funciones holomorfas f: D — C tales que

= [ 1twpdm(w) <+, (214)

donde m denota a la medida de Lebesque en ID.

Es decir, A? = H(D) N LP(D), dotando al espacio de la topologia y la norma de
LP(D), o sea,

e = (5 [ |f<w>|dm<w>)’l’, fea (219

Como se puede observar, vamos a trabajar con la medida de Lebesgue normalizada
%m (que en ocasiones denotaremos por A) y el dominio habitual seré el disco unidad,
salvo que se indique lo contrario.

Consideramos ahora 7 fijo de forma que 0 < r < 1 y una funcién f € AP. Definimos

la funcién f, como

fr: lD — C
r

z — fi(z) = f(rz).
Mas adelante podremos probar propiedades para la funciéon f, y, mediante el si-

guiente resultado, extenderlas a su funcion correspondiente f a partir de la cual ha sido
definida.

(2.16)

Proposicion 2.15. Sea 1 < p < +oo, f € AP y f. definida como se ha hecho arriba.
Entonces f, € AP y ||f — foll4p — O cuando r — 17
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— 1
Demostracion. En primer lugar, como r < 1 se tiene que D C —D, de forma que f,
r

es una funcion acotada en ID. Como la propiedad de analiticidad se sigue de su propia
definicion, podemos afirmar que f, € AP.

Para la parte de convergencia, consideramos g € LP(D) y definimos g, de la misma
forma que se ha hecho anteriormente, de manera que tenemos

L/Wg7mjwdA. ]/|g IPAAG) < 5 ol

donde se ha utilizado el cambio rw = z, siendo ahora z € rID. De esta forma, se tiene
que

ng”ip( HgHLp (D) »

probandose que para las funciones implicadas no solo nos quedamos en el espacio L?(ID),
sino que podemos controlar la norma de una funcién respecto a la de la otra.

Podemos afirmar también que si integramos la funcién f en una corona circular
contenida en el disco lo suficientemente pequeiia, esa integral tiene “poco peso”, es
decir, dado ¢ > 0, existe § > 0 de forma que

/ fPdA < e. (2.17)
D\ (1—8)D

Por otra parte, se puede probar que f, — f uniformemente en compactos cuando
r — 1, de forma que existe un rq tal que si r > ry entonces

|fr(2) — f(2)] <e, para todo z € (1 - g) D. (2.18)

En definitiva, la integral en la corona circular tiene un valor muy pequeno y, en su
complementario, se tiene la convergencia de la funcién f, a f al tratarse de un compacto.
Por tanto, separando la integral de forma conveniente se tiene que

I =il = [, 5= gpaas [ ip s

5 D\(1-3)D

§ﬁ+/ (If] + 1A,
D\(1-$)D

2

donde hemos utilizado los argumentos expuestos anteriormente, asi como la desigualdad
triangular.
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No es dificil probar que para a,b > 0 se tiene que (a+b)P < 2P7!(a? + bP). Teniendo
en cuenta esta desigualdad y continuando con las acotaciones tenemos que

1= fol <P+ /D\(l_ém(lfH\fA)pdA

<ef 42! / | f|PdA + / | f[PdA
D\(1-3)D D\(1-$)D

< P 4 2r71 / |fIPdA + / | f,|PdA
D\(1-6)D D\(1-2)D

1
<P 420! (€—|— —28) :
r

debiéndose la cota para la segunda integral a lo siguiente:

[ h@paaw = [ jfew)Pdaw)
D\(1-3)D D\(1-5)D

1
- F(2)PAA(:)
r(D\(1-$)D)

y F(2)PdAC)

D\(1—48)D
1

r2

IN

IN

2P

siempre que r(1 —2) > 1 — 4.

Como el valor de € > 0 es arbitrario, podemos hacer que tienda a 0 de forma que
concluimos que

ll_rg ”f - frHAp = 07

que es lo que se queria probar. O

2.2.1. Productos de Blaschke. Teorema de factorizacion.
Definiciéon 2.16. Un producto de Blaschke es una funcion B que se escribe como
ST (1), (2.19)
aen n — Up2

donde m es un entero no negativo y {a,}, una sucesion en D\ {0} verificando que

Y onen(l = lan|) < +o00. La sucesion puede ser infinita, en cuyo caso A =N y [ .\ =
[[2; finita, en cuyo caso A ={L2,...,N} y [Lhen = Hivzl; o incluso puede ser
vacia, en cuyo caso B(z) = 2. Tambzen puede darse A = () y m = 0, siendo en este

caso B(z) = 1.
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Definicion 2.17. Si f € H(D) es tal que >, (1 — |a,|) < +00 para la sucesion {a,}y,
de ceros de f en D\ {0}, se llama producto de Blaschke asociado a f al que se forma en
la expresion (2.19) con dicha sucesion y tomando como m la multiplicidad de 0 como

cero de f (m =0 si f(0) #0).

Una de las propiedades que utilizaremos del producto de Blaschke y que, por tanto,
es importante destacar es que |B(z)| < 1 para todo z € D y, en particular, B € H*. Si
denotamos por B* al limite radial de B, se tiene que |B*(e)| = 1 en casi todo e € 9D
Y Bl = 1.

Antes de dar a conocer el Teorema de Factorizacion, vamos a enunciar un resultado
que relaciona la propiedad de una funcién de pertenecer a los espacios de Hardy con la
sucesion de sus ceros no nulos.

Proposicién 2.18. Sean 0 < p < +o00 y f € H? no idénticamente nula. Si {a,}n>1 €s
la sucesion de ceros de f en D\ {0}, entonces

D (1= ag]) < +oo. (2.20)

n

La prueba de este resultado se puede encontrar, por ejemplo, en la obra correspon-
diente a [Dur].

Teorema 2.19 (Teorema de Factorizacion). Sea 0 < p < +oo. Si f € HP no es
idénticamente nula, B es el producto de Blaschke asociado a f, y g = f/B; entonces
g€ HP, y | fllge = 9l s - Por tanto, toda f € H? se factoriza como f = gB, donde
B es un producto de Blaschke, g € HP no tiene ceros en D, y || f|l o = 19| v -

Demostracion. Dividiremos la prueba en dos casos, aunque realmente lo que se pide
probar es el segundo, sirviéndonos el primero como punto de apoyo.

Supongamos, en primer lugar, que el producto de Blaschke B es finito. Como se
trata de una funcion holomorfa en I, continua en D y de médulo 1 en toda la frontera
del disco unidad, existird una corona circular donde el mdédulo sea mayor que un cierto
valor menor que 1. Es decir, dado ¢ > 0 existe p € (0,1) de forma que |B(2)| > 1 —¢
para todo z con p < |z| < 1.

Sea ahora r de forma que p < r < 1. Como en esta region se satisface que 1 — e <
|B| <1, si consideramos g = f/B, tenemos que

F(re)] < lo(re)] < T (re")]

Cabe senalar que g = f/B se trata de una funcién holomorfa puesto que, a lo mas,
posee singularidades evitables distintas de cero por la propia construcciéon del producto
de Blaschke, de forma que “evitdndolas” se puede conseguir la analiticidad del cociente
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en todo el disco unidad.

Si elevamos a p las desigualdades obtenidas en el paso anterior e integramos a lo
largo de la circunferencia de radio r tenemos que

my(fr) < my(9,7) < T

mp(f7 T‘).

Como el argumento se mueve en la corona circular comprendida entre los radios p y
1, podemos tomar limite cuando r tiende a 1 por la izquierda, de forma que se obtiene

1
1 e < Ngllge < == 1 llgzo

1—¢
para todo € > 0. Como dicho valor es arbitrario, hacemos que tienda a 0 de forma que
concluimos que g € H? y, ademas, || fl z» = |9l -

Supongamos ahora que el producto de Blaschke B es infinito. Ya no es cierto el
argumento de que B sea continuo en la frontera, de forma que tendremos que llevar a
cabo un paso al limite.

Consideramos B(z) = lim By(z), donde para cada N € N, By es un producto

N—oo
i &)

N—oo BN(Z)7

finito. Entonces

g(z) = z € D.

Ahora bien, cada factor By(z) es menor o igual que la unidad, de forma que la
sucesion de producto de Blaschke finitos es decreciente en moédulo. En consecuencia, si
denotamos por gy(z) al cociente f(z)/By(z) para cada N € Ny z € D, la sucesion
determinada por |gy(2)| es creciente a |g(2)|.

Tenemos, para todo N € N que ||gn|| g = || fll o v, ademés, para r < 1,

1 £ > / lan(re)Pamie).

Por el Teorema de la Convergencia Mono6tona, el mismo resultado debe ser cierto
para la funcion g. Por tanto,

1£1 > /a lglre)Pdm(t) = (myg.7)"

lo que significa que g € H?. Ademas, esta tltima desigualdad nos da la cota || f]|%, >
llg]l%» st tomamos supremo en r. Como la otra cota se debe a que |f| < |g|, podemos
concluir gracias a la definiciéon de g que

1 lzze = N9l 0

que es lo que se queria probar. O
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2.3. Operadores de composicion.

En esta secciéon vamos a introducir el concepto de operador de composicion, es-
tudiando previamente un par de resultados que serdn necesarios para la materia que
veremos en el resto del capitulo.

Lema 2.20. Sea G: D — R una funcion subarmdnica y w: D — D una funcion holo-
morfa verificando que w(0) = 0. Definimos una funcion g a partir de la composicion de
funciones g = Gow: D — R. Entonces
1 27 ) 1 2T )
— g(re®)do < —/ G(re)dd (2.21)
27T 0 27T 0
para todo 0 < r < 1.

Demostracion. Fijamos un valor de 0 < r < 1 y consideramos la funcion U: rD — R
continua en rD; arménica en rD, y tal que U(rz) = G(rz) si z € ID, es decir, se trata
de la solucion al Problema de Dirichlet.

Gracias a la igualdad anterior sobre la frontera y al hecho de que G es subarmonica
y U armoénica en los dominios correspondientes, se tiene por la Proposiciéon 2.7 que

G(z) < U(z), para todo z € rD. (2.22)

Definimos ahora la funcién armoénica © = U o w: rD — R. Vamos a justificar que
la aplicacion u estd bien definida a partir del Lema de Schwarz. Como w: D — D y
w(0) = 0, se tiene que |w(z)| < |z| para todo z € D, tratandose de un giro si se da la
igualdad en algin punto. En este caso, si tomamos z € rDD, tenemos que

[w(z)] <[z <,

de forma que podemos afirmar que w(z) € rD, teniéndose que U toma valores en dicho
conjunto y, por tanto, podemos afirmar que la aplicacion u esta correctamente defini-
da. Ademas, u es armonica en D y continua en rD al tratarse de la composicion de
funciones holomorfas y armoénicas en los dominios correspondientes.

Tomamos a continuacion un punto z con |z| < r de forma que se tiene

9(2) = G(w(z)) < U(w(z)) = u(z)

haciendo uso de la definiciéon de cada una de las funciones anteriores, asi como de la
expresion (2.22). Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones armonicas es
posible ahora hacer la siguiente estimacion:

1 [

i0 | N _
g(re)do < %/0 u(re”)dd = u(0) = U(w(0))

27 Jo

1 2T ) 1 2T ]
— U(0) / Ure®)an = — [ Gre®)an,
0

T or 2m Jo
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donde se ha utilizado que w(0) = 0, el hecho de que U y u son armoénicas junto con la
caracterizacion (2.2) y, por tltimo que U(z) = G(z) en la frontera del disco rD.

Como los célculos se han hecho para un valor de 0 < r < 1 arbitrario, se puede dar

por concluida la prueba del presente resultado.
m

Definiciéon 2.21. Sean las funciones holomorfas f: D — C y F': D — C. Decimos que
f estd subordinada a F, y lo denotamos por f < F si existe otra funcion holomorfa
w: D — D con w(0) =0 de forma que f = F ow.

Teorema 2.22 (Principio de subordinacion de Littlewood). Sea 0 < p < +o0 y
consideramos dos funciones analiticas f: D — C y F: D — C. Si f < F, entonces
my(f,r) <my(F,r) para 0 < r < 1.

Demostracion. Sea 0 < r < 1 fijo. Comenzaremos probando el caso p = 4o00.

Como f < F| existe una funcion holomorfa w: D — D de forma que f = Fow y
w(0) = 0. Debido a su definicién y al hecho de que fija el origen, podemos hacer uso
del Lema de Schwarz de forma que se tiene

lw(z)] < |z, para todo z € .

Por tanto, si consideramos ahora los valores z € D con |z| < r, se tendré gracias
a la desigualdad anterior que |w(z)| < r. Esto, a su vez, nos conduce a la siguiente
contencion entre conjuntos:

{|F(w(z)]: |z] <7} C{IF(2)]: [2] <7}
Finalmente, todo ello nos lleva a la siguiente cadena de desigualdades:

Moo (f;7) = max{|f(2)[: [z < r} = méx{[F(w(2))]: |2] <7}
<max{|F(2)|: |z| < r} =me(F, 1),

utilizandose en la desigualdad la contencién probada previamente.

En cuanto al caso de p finito, volvemos a contar con una funcion w: D — D que fija
el 0 de forma que f = F o w, gracias a la subordinacion f < F.

Teniendo en cuenta que |f|P es una funciéon subarmonica y la relacion de composicion
anterior, hacemos uso del Lema 2.20 con las funciones g = |f|P v G = |F'|? para afirmar
que

1 2w

, 1 [ .
— |f(re®)|Pde < —/ |F(re'?)|Pdb, para todo 0 < r < 1. (2.23)
2m Jo 2 J,
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1
Elevando la desigualdad anterior a —, podemos concluir que

mp(fv T) S mp(Fv T)
para todo 0 < r < 1. O

A partir de este momento vamos a comenzar a trabajar con operadores de composi-
cion, con el objetivo de estudiar el comportamiento de éstos al restringirlos a diferentes
espacios.

Definiciéon 2.23. Sea una funcion holomorfa ¢: D — D. Llamamos operador de com-
posicion de simbolo ¢ a la funcion

C,: HD) — H(D)

$ s fou (2.24)

Como se ha comentado anteriormente, la prioridad de nuestro trabajo sera estudiar
si al restringir la aplicacién anterior a un espacio vectorial determinado, me conduce
al mismo espacio vectorial; es decir, si el operador de composicién estd acotado. En
concreto, estudiaremos el caso de los espacios de Hardy, H?(D), y de Bergman, A?(D).

Comenzamos estudiando el caso de los espacios de Hardy HP. Para ello, lo haremos
mediante una construcciéon en la que se irdn estudiando casos particulares para dar
finalmente una generalizacion.

Uno de los casos més sencillos que nos podemos encontrar es aquel en el que la
aplicacion de partida ¢ verifica que ¢(0) = 0. En ese caso, podemos decir que la
composicion fogp estd subordinada a la funcion f. Como ambas funciones son analiticas,
se tendria gracias al Principio de subordinacion de Littlewood (Teorema 2.22) que
my(f o, ) <my(f,r) para todo 0 < r < 1y, por tanto,

1f ol < Nl - (2.25)

Ademas, la igualdad se daria para la funcion constante f(z) = 1, que no es dificil
comprobar que pertenece a H?, de forma que podemos afirmar para este caso que el
operador de composicion Cy,: H? — H” es acotado y, ademés, ||Cy| 5, = 1.

El siguiente paso que vamos a dar es ver que el operador de composicion esta acotado
en el caso p = 2 cuando restringimos nuestra funcién ¢ a los automorfirmos del disco,
Aut(D).

Lema 2.24. Sea 7 € D y el automorfismo del disco o, definido como

a: D — D
T—2z (2.26)

z —> —.
1—72
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Entonces, el operador de composicion C,, : H*> — H? es acotado y, ademds,

14 |7\ ?
1Ca g2 < (1 — |T|) : (2.27)

Demostracion. Sea f € H? un polinomio. Procedemos directamente a estimar el valor
de ||f o a;|| ;2 , que por definicion se trata de
T H2

2m
I oarl = 5= [ Ifare) Pt (2.28)

A continuacién vamos a efectuar el cambio e = ., (e'). Si tenemos en cuenta que
a, o a, = idp vy, por tanto, a,(e?) = €, podemos comprobar que el cambio anterior

es equivalente a t = — log(a,(¢)). Por tanto, para el cilculo del diferencial dt se tiene
i
que

1 1 : 1—7e |72 —-1
dt = : () - ie'dh = : —_ . ¢%dp
i a(e?) ol () - de T—e? (1 —7e)? €
|,7—|2 - 1 z@dg |7—|2 - 1
(1 —€e?)(1 —Te?) (e~ — 1)(1 — 7e)
1|7 1-
do —_df
(1 —7e=)(1 — Te?) 1 —7e?2"

de forma que, si utilizamos dicho cambio en la expresion (2.28), se tiene

If ol = 5 [ Irlan(ePa

1 [ 1—|7]?

(1 —ray |

f )P

:%0

Ahora bien, como 7 € D, podemos afirmar que |1 — 7e?| > 1 — |7, por lo que si
seguimos la cadena de desigualdades se tiene lo siguiente:

1 2 o | 11— |7’|2 2 1 o 0 |2 1
1 oy | = 1T g < (1 — C— ! do
o /. | f(e”)] (1 — Fei0)2 <=1 271/0 £l (1—|7])?
_ 1+ |7’| 2
- i

En definitiva, hemos probado que

1
L+7])?
C <|———
|| 847“[—12— (1_|7_|>
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siempre que f € H? sea un polinomio. A continuacién vamos a ver qué ocurre cuando
tomamos una funcion f € H? arbitraria.

Como, en particular, se trata de una funciéon holomorfa, tomamos su desarrollo en
serie de Taylor f(z) = >~ f(n)z", donde f(n) denota al n-ésimo coeficiente de Taylor
de f. A partir de ésta, consideramos para cada n > 0 el polinomio f,(z) definido como

fa(2) =D F(k)2", (2.29)

de forma que se pueden probar ciertas relaciones entre dichos polinomios y f en el
espacio H?, y que usaremos mas adelante.

Una de ellas es que f, — f uniformemente en compactos de DD cuando n tiende a
0o. Ademés, es posible probar que en el espacio H? se tiene la siguiente igualdad entre
la norma de una funcién y sus coeficientes de Taylor:

17 =D ()P,
k=0

lo que da lugar a la convergencia entre normas que se prueba a continuacion,

2

T |l 2 = lim (Dﬁ(k)?) - (Zrﬂwz) = 11fll - (2:30)
k=0 k=0

Por 1ltimo, como los f,, son funciones polinémicas, podemos afirmar gracias al
primer caso desarrollado en la prueba que

1+ |7|
1—|7|

%
| fn 0 arll e < ( ) | frll 72 para todo n > 0. (2.31)

Con esas tres propiedades nos disponemos a probar el resultado para la funciéon
f € H? tomada al principio de forma arbitraria.

Fijado 0 < r < 1, se tiene que

1

mg(f (@) OéT,T)Q = %

27 21
. 1 )
/ | f(ar(re™))]?dt = lim —/ | fn(r(re™)) Pdt,
0 n—oo 27 J
donde hemos usado la convergencia de f,, a f en compactos y el hecho de que trabaja-
mos en la circunferencia centrada en el origen y de radio r, que se trata de un compacto
del disco unidad.
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Continuando con las acotaciones se tiene que

1 27 .
T o= [ Uan(re) P < Timsup 15,0 o
1+ 7] 5 L+ |7] 2
< 1/ n - Y
< 1£Lnj£p (1 — |T’> | frll 22 |7 £ Il 2

donde hemos utilizado la convergencia en norma de la que se habl6é antes, asi como la
acotacion probada previamente para el caso de los polinomios.

Haciendo un recorrido por las desigualdades obtenidas, acabamos de probar que
foa, € H? por la propia definiciéon del espacio y, ademas, que

1 3
P P

Yy, por tanto,

1
L+ |72
Ca <\ -
H THH2 = (1_ |7_|)

dando por concluida, de esta forma, la prueba del presente lema.
m

El siguiente paso serd pasar de H? a H? con p arbitrario, aunque por ahora seguimos
suponiendo que la funcién ¢ que define al operador de composicioén es un automorfismo
del disco unidad.

Lema 2.25. Sea 0 < p < 400, 7 € D y el automorfismo del disco o, definido en (2.26).
Entonces el operador de composicion C,, : H? — HP es acotado y verifica

1+ |7\ *
1ol < (117) (2.32)

Demostracion. La herramienta principal que utilizaremos en esta prueba seré la facto-
rizacion de una funcién de H? en un producto de Blaschke y otra funciéon del mismo
espacio sin ceros.

Rigurosamente, si tenemos f € HP no idénticamente nula y consideramos el pro-
ducto de Blaschke B asociado a f, entonces existe una funcién g € H? que no se anula
en ningtn punto de forma que ||g||;;, = ||f|l» - Ademas, es inmediato comprobar que
g”/* € H?, hecho que también utilizaremos mas adelante.



52 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION

Con todo ello se tiene que

1 2w )
my(f o arr? = 5= [ Iflartre) pat
1 2

== | [Blar(re))Plg(a-(re”)|dt

s—/umweww
donde hemos utilizado la factorizacion de f, asi como el hecho de que || B, < 1.

Continuando las acotaciones tenemos que

1 2 1 2

[ Jgla(rety)rdt =

|gp/2(aT(reit))|2dt = mz(gp/2 oy, 7“)2
2m Jo o

2
< sSup m2(gp/2 O A, T)Q - ( sup m2(gp/2 © Qr, T)>

0<r<1 0<r<1

2
— || p/2
= [lg"? o o[ 2 .

teniéndose la igualdad entre supremos al tratarse my(g”/? o arr, ) de una cantidad po-
sitiva.

Por tltimo, como ¢P/? € H?, utilizamos el Lema 2.24 de forma que se tiene

1 —|— |7'] ” /2

s
=7

[
_ 1 + |7‘| _ 1 + |7‘|

Recapitulando todas las cotas obtenidas, hemos probado que

Iz <

11V

1+ |7|

my(foa,,r)P < I

115

de forma que la funcion m,(f o a,,r) estd uniformemente acotada, lo que implica de
forma inmediata que f o, € HP. Elevando a 1/p la desigualdad anterior y tomando
supremo para 0 < r < 1, llegamos a

1+T%
1o (Dl =17 07l < (T7) 1l

que es la cota que se queria probar. O
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Hasta ahora sabemos que los operadores de composicion restringidos a los espacios
de Hardy estan acotados cuando se dan uno de los dos siguientes casos: si la funcion
que define el operador de composicion fija el cero o, si ésta se trata de un automorfismo
del disco unidad como los que hemos descrito anteriormente.

Con todos los resultados que hemos probado previamente estamos en condiciones
de enunciar y dar la prueba del resultado general, donde tinicamente hara falta que la
funcion que describe al operador de composicién sea analitica en el disco unidad.

Teorema 2.26. Sea 0 < p < 400 y ¢: D — D wuna funcion holomorfa. Entonces el
operador de composicion Cy,: HP — HP estd acotado y verifica

Lt [e(0)])
1ol < (T550) (2.9

Demostracion. En primer lugar consideramos 7 = ¢(0) € D. A partir de dicho punto,
definimos el automorfismo del disco unidad como lo hemos hecho hasta ahora, es decir,

ar(z) = =

Es posible comprobar que la composicién de dicho automorfismo consigo mismo se
trata de la funcion identidad en el disco unidad. En efecto,

T—2
T — _ _
B 1—72 T—T72—T+2 _2(1—7'7')_
aT(aT(z))_l Tz i—m—mrim 1=m o P
—
1—7z

Por otra parte y, teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir ¢ como composi-
cion de funciones de la siguiente forma

Y =0;00,00=0,;0W,

siendo w = a, o . Se tiene que w una funciéon holomorfa por la propia definicion vy,
ademas, w: D — D. Més atn,

w(0) = a-(¢(0)) = a, (1) =0,
por lo que w es una funcién que fija el origen.

Hasta este punto, contamos ya con dos funciones para las que sabemos que el resul-
tado que queremos probar es cierto. Si consideramos ahora f € H(D), se tiene que

Co(f)=fop=Ffoa,ow=Cyu(foa;)=(CyoCy)(f),
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de forma que, como lo anterior es cierto para cualquier funcién f holomorfa, podemos
afirmar que C, = Cy, 0 C,, .

Por los lemas probados anteriormente, sabemos que C,, y C,. son operadores de
composicion acotados en el espacio de Hardy H?, lo que implica que C,: H? — H?
estd acotado en el mismo espacio.

Por dltimo, en cuanto a la cota de la norma que se queria probar tenemos que

1+ \@(0)I>;7

1Collgp = [[Cw © Collgo < [Cull s ICa, |l pé(
PIH H H H 1_’90(0”

donde se han utilizado las desigualdades (2.25) y (2.32).

Con ello damos por concluida la prueba del presente teorema. O

Llegados a este punto podemos decir que queda probado el hecho de que los operado-
res de composicion son acotados cuando restringimos el espacio de funciones holomorfas
al espacio de Hardy HP, donde ha sido bastante determinante el Principio de subordi-
nacion de Littlewood (Teorema 2.22).

Para finalizar con el estudio de los espacios H? y antes de dar paso a los espacios
de Bergman, concluimos con el siguiente resultado sobre el caso en que p = +o0.

Teorema 2.27. Sea ¢: D — D wuna funcion holomorfa. El operador de composicion
Cp: H*® — H estd acotado y verifica ||Cyl| oo = 1.

Demostracion. En efecto, dada f € H™ se tiene que

1€ Mz = [1f © Pl = sup|flp(z))] = sup |f(w)] < |l

wep(D)

donde se ha efectuado el cambio de notacion w = (z) teniendo en cuenta la hipotesis
de que ¢: D — ID. De todo ello obtenemos de forma inmediata que C, es acotado y
1Cell e < 1.

Tomando ahora el caso particular de f = 1, perteneciente al espacio H*, se tiene
que
1Ce (M e = 1Ll g = 1,
de forma que podemos concluir que ||C,| ;. = 1, como se queria probar.
]

A continuacion nos disponemos a demostrar el mismo resultado para los espacios de
Bergman AP, donde veremos que el esquema de trabajo es similar al del caso anterior.
Recordamos que A denota a la medida de Lebesgue normalizada.
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Comenzamos estudiando las funciones que fijan el 0, para lo cual vamos a hacer
antes la siguiente observacion.

Sea f € AP, se tiene que

11 = [ 1£raa = [ 1
=;/0 (/0 (e )|prdt>

1
:2/0 rmb(f,r)dr

lo que nos dice que las normas en los espacios de Bergman se pueden estudiar a partir
de la funcion m,(f,r). Mas atn, podemos tomar supremo en 0 < r < 1y, si éste es
finito, se tiene que HP C AP.

Por ultimo, si f < F, gracias al Principio de subordinaciéon de Littlewood se tiene

HM%:@Aﬁﬁuwm)s@Aﬁwwm )ﬂWH

Con todos estos preparativos podemos enunciar de manera formal el siguiente lema
en términos de operadores de composicion:

Lema 2.28. Sea 1 < p < 400 y w: D — D wuna funcion holomorfa satisfaciendo
w(0) = 0. Entonces, Cy,: AP — AP estd acotado y ||Cyl| 4» = 1.

Demostracion. Como Cy,(f) = f ow por definiciéon, para f € AP; y w(0) = 0, lo que
tenemos es que (f ow) < f.

Por lo que se ha probado antes del enunciado del lema, tenemos que

1Cw (e = 1 e wllaw < NS llav s

lo que nos indica que el operador C,, esta acotado y ||Cyl 4, < 1.

Si tomamos la funcion constante f(z) = 1 para todo z € D, que es holomorfa y
p—integrable (al ser D de medida finita), se alcanza la igualdad

1Fowll o = Il fllav
de donde se concluye que ||Cy|| ,» = 1. O

Seguidamente vamos a estudiar qué ocurre con los automorfismos del disco tal y
como los definimos para los espacios de Hardy HP.
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Lema 2.29. Sea 1 < p < 400 y 7 € D. Definimos el automorfismo del disco unidad

o COMo
o D — D
T—z (2.34)

1—72

zZ

Entonces el operador de composicion C,_: AP — AP estd acotado y su norma satisface

1 ,
[Ca. |l < (1 f M) : (2.35)

7]

Demostracion. Como en la mayoria de casos anteriores, vamos a estimar la norma del
operador de composicién f o, en AP. Tenemos que

Ifoarltyy = [ 1f o ar2)Paac)
=/uwwmmwww>
A P

= [rer|g =

donde hemos efectuado el cambio de variable o, (z) = w razonando como se hizo en
algunas pruebas anteriores.

dA(w>7

Como 7,w € D, usando la desigualdad triangular inversa tenemos que

1 —7w| > |1 —|7w||=1—|7||w| > 1—|7].

2

dA(w)

Por tanto, (1 —7w)* > (1 — |7])*. Continuando las estimaciones anteriores se tiene que
e i

[ 1#wr /v | =
m /u PdA(w
G*H)wn

Finalmente, haciendo un recorrido por las cotas obtenidas hemos probado que el
operador de composicion estd acotado y, ademas,

ITI2
2

N
oDl = 1 o0l < (3517 151
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Al igual que hicimos en el caso de los espacios de Hardy, vamos a obtener de los
dos lemas anteriores el teorema general de acotacion que estabamos buscando para los
espacios de Bergman.

Teorema 2.30. Sea 1 < p < 400 y una funcion holomorfa ¢: D — . Entonces el
operador de composicion Cy,: AP — AP estd acotado y su norma satisface que

el < (15500) (2.30)

Demostracion. Consideramos 7 = ¢(0) € D y definimos, a partir de dicho valor el
automorfismo del disco unidad con el que hemos trabajado hasta ahora, es decir,
T—z ©(0) — 2

o)== = 1—0(0):

Tal y como se prob6 anteriormente, se tiene que «, o o, = idp, por lo que podemos
escribir
Y =0; 00 0P =qQ; 0w,

siendo w la funcién holomorfa a.,; o ¢, de forma que w: D — D y, ademas, fija el 0 tal
y como probamos a continuacion:

w(0) = ar(p(0)) = a-(1) =0,

haciendo uso de nuevo de la condicién de automorfismo.

Si tomamos ahora una funcion f € AP tenemos que

Cw(f):fOQO:fOO‘Tow:Ow(fOO‘T):<Cwooa7)(f)'

Como la cuenta anterior es valida para cualquier funcién perteneciente al espacio de
Bergman, hemos probado que C, = C,, 0 C,, .

Por los Lemas 2.28 y 2.29, podemos afirmar que C,, y C,_. son operadores de compo-
sicion acotados en el espacio de Bergman AP. Por consiguiente, el operador C, también
es acotado en el mismo espacio.

En dltimo lugar, usando de nuevo los lemas anteriores, se tiene que

2
1+ |¢(0)|> ’
1—e(0)]/)

que se trata de la desigualdad que aparece en el enunciado. Con ella damos por concluida
la prueba del presente teorema. O

1€ = [Co 0 Callaw < [Collo [ColLr < (






Capitulo 3

Semigrupos de operadores de
composicion en espacios de funciones
analiticas.

3.1. Semigrupos de funciones analiticas.

Tal y como se indica en el titulo de la presente seccién, vamos a estudiar los se-
migrupos de funciones analiticas y, para ello, lo primero que vamos a hacer es dar
su definicién. Al igual que hicimos con los semigrupos de operadores, expondremos el
concepto de semigrupo algebraico y, posteriormente, daremos cierta condicion de con-
tinuidad sobre ellos.

Como hemos hecho hasta el momento, denotamos por D al disco unidad y considera-
mos X un espacio de Banach de funciones analiticas, que mas adelante sera un espacio
de Hardy o un espacio de Bergman. Consideramos también una aplicacién analitica
¢: D — D.

A partir de dicha aplicaciéon y, tal y como se hizo en el Capitulo 2, podemos definir
el siguiente operador de composicion:

Colf)=fow, [feX (3.1)

De esta forma, para n > 1, los operadores C; son operadores de composicion que
se tratan precisamente de Cy, , es decir, los operadores inducidos por la composicion de
las iteradas de la funcion ¢ un niimero n de veces:

n — QO-++0 .
¥ \d ¥

Si suponemos ahora que el nimero de veces que componemos la funciéon ¢ no es
natural, sino real y no negativo, obtenemos una familia de funciones analiticas del
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disco unidad en ¢l mismo, {¢;}i>0, que llamaremos semigrupo de funciones analiticas
si verifica las condiciones de la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Se dice que {¢i}i>0 es un semigrupo de funciones analiticas si para
cada t > 0 la aplicacion p;: D — D es analitica y, ademds,

1. ¢q es la identidad en D.
2. psit = s 0@ para todo t,s > 0.

A partir de dicha familia, podemos definir las iteradas fraccionarias de C,,, con
© = 1, de la siguiente forma

Qt)f=fop, t>0,f€eX.

Claramente, se sigue teniendo que Q(n)f = C,, para n > 1. Haciendo uso de su
propia definicién se tiene que

Q(O)f:foSOo:fu f€X>

por lo que Q(0) = I; y, por otra parte,

Q<S+t)f:fog03+t :fo(gpsogpt) =
= Q(s)(f o) = Q(s)Q(H) [.

De esta forma, hemos construido un semigrupo de operadores {Q(t)}+>o asociado al
semigrupo de funciones analiticas {p; }1>o0.

La definicién que se ha dado de semigrupo de funciones analiticas es puramente
algebraica. Anadiendo una condicién de continuidad podemos enriquecer el concepto y,
de hecho, seré con el que habitualmente trabajemos de aqui en adelante.

Definiciéon 3.2. Un semigrupo de funciones analiticas {¢:}i>0 se dice continuo si ve-
rifica que @y — o uniformemente en compactos del disco, cuando t — 0.

En el siguiente resultado vamos a ver dos caracterizaciones de la continuidad del
semigrupo de funciones analiticas. Entre ellas, se encuentra la equivalencia entre la
convergencia uniforme en compactos del disco de la definicién anterior y la convergencia
puntual de las funciones en cuestion. Para su prueba usaremos, entre otros resultados, el
Teorema de convergencia de Vitali (o, simplemente, Teorema de Vitali), cuyo enunciado
se puede consultar en el ejercicio 10 del Capitulo 6 de [Rud2]| (pagina 125).

Teorema 3.3. Sea {¢:}i>0 un semigrupo de funciones analiticas de D en D. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

1. El semigrupo {@:}i>0 es continuo.
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2. La aplicacion
0,40)xD — D

(t, 2) — @(2)
es continua.
3. Para todo z € D, la aplicacion
0,400) — D
p — o(2) (3.2)

es continua en t = 0.

Demostracion. Es claro que la segunda condicién implica la primera y que, a su vez,
ésta implica la tercera, tratandose esta tltima de la convergencia puntual de las funcio-
nes del semigrupo de funciones analiticas. Por tanto, nos detenemos en demostrar que
(3) implica (2).

En primer lugar, vamos a probar que para todo z € D, la aplicacion (3.2) es continua
por la derecha en el intervalo [0, +00).

Fijamos z € Dy T' > 0 y consideramos una sucesion {t,,},>1 en [T, +00) de forma
que
lim t, =1T.

n—o0

Haciendo uso de las propiedades de los semigrupos de funciones analiticas y, gracias
a la hipotesis de que la aplicacion (3.2) es continua en 0, se tiene que

I oy, (2) = 1 @y, r(pr(2)) = er(2),

n—oo

probandose, de esta forma, que para todo z € D la aplicacion ¢ — ¢,(2) es continua
por la derecha en el intervalo [0, +00).

En segundo lugar, vamos a probar una propiedad que utilizaremos mas adelante.
Concretamente, vamos a ver que para todo compacto K contenido en DD, existen ciertos
valores Tx > 0y R € (0,1) de forma que

pu(2)] < Rk, paratodo z € K y s € [0, Ti;
l0L(2)] < 2, para todo |z] < Rk y s € [0, Tk].

Sin pérdida de generalidad, podemos considerar el compacto K = {z € D: |z| <r}

para r € (0,1). Fijado dicho valor de r, tomamos ahora Ry = % Haciendo uso

de (3) y del Teorema de Vitali, tenemos que ¢; — ¢o uniformemente en compactos
del disco unidad cuando ¢t — 0, por lo que existe un valor 77 de forma que para todo
t €10,71] y todo |z| < r se tiene,

li(2) — 2| < R —r < Rg — |2].



62 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION

De esta forma,
[0e(2)] < [2] + le(2) — 2| < R
Por otra parte, teniendo en cuenta que la convergencia uniforme en compactos im-
plica la convergencia de las derivadas en la misma topologia, tenemos que

lm () = ph(2) = L.

t—0

Por tanto, existe un valor 7 > 0 de forma que para todo ¢t € [0,73] y todo |z| < Rk se
tiene que
oi(z) 1] < 1.
De esta forma,
0 (2)] < 1+ ]py(z) — 1] < 2.

Tomando Tx = min{T3,T,}, tenemos probada la propiedad que enuncidbamos an-
teriormente.

A continuacion, vamos a probar que la aplicacion

; — o(2) (3.3)

es continua para todo z € K. Podemos observar que, con lo probado hasta ahora, es
suficiente demostrar la continuidad por la izquierda de la aplicacién anterior.

Como al comienzo de la demostracion probamos que la aplicacién anterior es conti-
nua por la derecha en [0, 400) para todo z € D, tenemos que es medible y, de hecho,
pertenece al espacio L>([0, +o00), C), puesto que

sup ess|py(z)] < 1, para todo z € D.
te[0,+00)

Fijamos T € (0,Tk]| vy consideramos una sucesion {t,},>1 en (0, 7] convergiendo a
T. Para probar la continuidad de la aplicacion (3.3) acotaremos el valor absoluto de la
diferencia ¢y, (2) — pr(z) por una cantidad que tienda a 0. Se tiene que

|01, (2) — o1 (2)| = |, (2) = pr, (P11, (2))]
< < sup |80;(w)|) |2 — o1, (2)]
|w| <Ry ;0<s<Tx
S 2|Z - SOT—tn(Z)‘)
donde se ha utilizado el Teorema del Valor Medio, asi como una de las hipdtesis sobre

el compacto probadas en la etapa anterior. Ahora bien, si consideramos el limite de la
cantidad positiva que hemos obtenido como cota superior tenemos que

Jm or—, (2) = lm or,(2) = po(2) = 2,
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donde hemos utilizado la continuidad por la derecha de la aplicacion ¢; probada al
principio de la demostracion.

Por tanto, la diferencia obtenida tiende a 0 cuando la sucesion {¢,},>1 se acerca al
valor T, de forma que podemos afirmar que

I |y, (2) = r(z)] = 0.
n—00

Como el compacto que tomamos al principio es arbitrario, queda probado de esta
forma la continuidad de la aplicacion (3.2) en [0, Tk]|, siendo Tk una constante depen-
diente del compacto al que pertenezca z.

Para finalizar la demostracion, nos disponemos a probar que para todo z € D, la
aplicacion t € [0, 4+00) — ¢4(2) es continua.

Fijados z € Dy T > 0, consideramos una sucesion {t,},>1 en (0,7] convergiendo
a T. Tomando el conjunto {z} como compacto, sabemos por el paso anterior que exis-
te una constante 7, > 0 con 0 < T, < T de forma que la aplicacion es continua en [0, T}].

Por tanto, podemos escribir la sucesion {t, },>1 como t,, = s, + N, T, donde {s, }n>1
es una sucesion en (0,7.) y {N,},>1 una sucesion de nimeros naturales. Pero como
{tn}n>1 tiende a T', la sucesion {N,, },,>1 no puede marcharse al infinito al estar contenida
en un intervalo acotado, de forma que podemos tomar una subsucesion (que denotamos
de la misma forma) cuyos términos sean constantes. De esta forma, podemos escribir
tn = s, + NT, para cierto entero no negativo N y para todo n € N. Por tanto, {s,}n>1
converge a algiun elemento s € [0,7,], con T = s+ NT, y, haciendo uso de lo que se
probé6 en el paso anterior,

lim o, (2) = o,(2).

n—oo
Finalmente,

lim ¢y, (2) = Jm ONT. (05, (2)) = OnT. (0s(2)) = OnTts(2) = 01(2)

n—oo

quedando probada, de esta forma, la continuidad del semigrupo de funciones analiticas.

Haciendo uso del Teorema de Vitali, podemos concluir que (3)=-(2), como se queria

probar.
O

Recordamos que una funcién compleja definida en un dominio cualquiera del plano
complejo es univalente si es holomorfa e inyectiva. En el siguiente teorema vamos a pro-
bar que toda funcién perteneciente a un semigrupo de funciones analiticas es univalente
en el disco unidad D.

Teorema 3.4. Toda iterada de un semigrupo de funciones analiticas en D es univalente.
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Demostracion. Dado un semigrupo de funciones analiticas en D, {¢; }+>0, vamos a pro-
bar que cada una de las funciones de la familia es inyectiva. Para ello, supongamos que
existen to > 0 y dos valores 21,2 € D con 2 # 29, de forma que ¢, (21) = @4, (22).

Denotamos ahora por 1" al valor
T =mf{t > 0: ¢i(21) = ve(22) }.

En realidad, como la funcion ¢, es continua en la variable ¢, el infimo de la definicion
se alcanza, por lo que estamos hablando de un minimo.

Si T = 0, estariamos hablando de la funcién identidad, por lo que tendriamos que
21 = 2. Por tanto podemos suponer que 7" > 0.

Denotamos por £ = pr(z1) = @r(22) y consideramos una sucesion {t,},>1 en [0,7T)
convergiendo a T Por la propiedad de convergencia de nuestro semigrupo de funciones
analiticas, tenemos que {pr_; } — o uniformemente en compactos del disco unidad
D. Vamos a demostrar ahora que existe un disco abierto D C D centrado en & de forma
que pr_¢ es inyectiva en dicho disco para todo valor N > n.

Fijamos 0 < r < 1 de forma que B({,r) C D y un valor m € B(, 5). Por el
argumento de convergencia comentado anteriormente, sabemos que existe un ntimero
ng de forma que si n > ng se tiene que
,

: (3.4)

|or—1,(2) = 2| <

siempre que z € B(&,r). Si tomamos ahora z € 0B(,r) se siguen las siguientes de-
sigualdades

r.r
3 2
= [o(2) —m| < po(2) —m| + o1, (2) —ml,

|o7-4,(2) =m = (po(2) = m)| = lpr—,(2) = 2| < < |z —m|

de manera que si hacemos uso del Teorema de Rouché con la curva 0B(&,r) podemos
afirmar que la funcion ¢r_, (2) —m tiene el mismo nimero de raices que ¢q(z) —m en
B(&,r), siendo en este caso una sola raiz. Por consiguiente, queda probada la inyectivi-
dad de la sucesion {p7_;, } a partir de un cierto N € N en un disco D centrado en &.
Ademas, podemos suponer que ¢y, (21), ¢, (22) € D para todo n > N (ya que ambas
sucesiones convergen a ).

Asi,
O1—t, (1, (21)) = pr(21) = or(22) = V14, (1, (22))-

Como @r_;, es inyectiva en D para todo valor de n > N, se sigue de las igualdades
anteriores que ¢y, (21) = ¢4, (22) para todo n > N. Pero t,, < T, siendo éste el infimo
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de todos los valores en los que se daba la igualdad ¢;(z1) = ¢4(22), lo que supone una
contradiccion.

Por tanto, ¢, es inyectiva para todo ¢ > 0.

3.2. Ejemplos de semigrupos de funciones analiticas.

Vamos a ver algunos ejemplos de semigrupos de funciones analiticas comprobando,
ademas, que cada uno de ellos se trata de un semigrupo continuo. En todo momento
tendremos en cuenta que, tal y como se indic6 en las observaciones iniciales del capitulo,
la convergencia en compactos de ID es equivalente a la convergencia puntual en el disco.

Ejemplo 3.5. Consideramos ¢ € C con Re(c) > 0, de forma que definimos {¢; }+>0
como
wi(2) = e %2, zeD.

En primer lugar, vamos a comprobar que la definicién es correcta, es decir, que se
trata de una funcion analitica que va al disco unidad y que constituye un semigrupo de
funciones analiticas.

Es evidente que se trata de una funcién analitica para cada t > 0 y, ademaés, dado
z € D se tiene que

[er(2)] = ez = e Rz < 1,
por lo que ¢, € H(D) con [j¢|, < 1.

En cuanto a las condiciones para que sea un semigrupo de funciones analiticas, se
tiene que

1. po(2) = z para todo z € D, por lo que ¢, se trata de la funcion identidad.
2. 909+t(2) ety = em%e™z = p(e7"2) = pi(ps(2)), para todo z € D y
t>0.
s —ct,
3. %1_1)15%( )—%51(1)6 z =z, zeD.

Con todo ello podemos afirmar que {¢;}i>0 se trata de un semigrupo continuo de
funciones analiticas.

Si Re(c) = 0, estamos simplemente ante un semigrupo de rotaciones. Si ademas,
c = 0, se trataria del semigrupo trivial.

En otro caso, si Re(¢) > 0 y consideramos t fijo, la aplicacion ¢, manda el disco

Re(c)t

unidad en el disco de radio e~ , por lo que podemos decir, en general, que cada
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funcion del semigrupo de funciones analiticas que estamos tratando en este ejemplo se
trata de una rotacién mas una contraccion del disco unidad.

&

Ejemplo 3.6. Consideramos ahora la familia {¢; };>0 determinada por la funcion
oi(z)=e 2 +1—e", z € D.

Claramente, se trata de una funciéon analitica en el disco para cada valor de ¢ > 0.
Vamos a estudiar ahora a qué conjunto conduce la aplicacion ¢; al disco unidad. En
primer lugar, la aplicacion T'(z) = ez, con z € D, envia puntos del disco unidad al
disco centrado en el origen y de radio e, de modo que D(0,e™*) C D. Al sumarle el
término 1 — e~* a la funcion anterior, el disco sufre una traslacion sobre el eje real de
forma que el centro del nuevo disco imagen pasa a ser 1 — e~ y el punto 1 es el tinico
punto frontera comin de este nuevo disco y D.

En definitiva, para cada ¢ > 0 fijo la funcién ¢, lleva el disco unidad en el disco
D(1— et e7") C D, de forma que si hacemos tender ¢ a oo el disco unidad se contrae
a un punto, el 1. Por otra parte, esto confirma que la aplicacién esta bien definida, es
decir, que (D) C D.

Para comprobar que se trata de un semigrupo de funciones analiticas seguimos el
mismo procedimiento que en el ejemplo anterior.

1. ¢o(z) =2+ 1—1=z, para todo z € D, por lo que ¢ es la funcion identidad.

2. pep(z)=efelz+l—efel—e e t=efelz+l—et)+1—¢"

=ePpi(z) +1—e° = ps(pi(2)), para todo z € Dy s,t > 0.
, RV o
3. 11_1)1(1)%(2)—1161_{1(1)6 z+1—e z, z € D.

De esta forma, queda probado que se trata de un semigrupo continuo de funciones
analiticas y que esta bien definido. &

Ejemplo 3.7. El tercer ejemplo que vamos a tratar es el de la familia de funciones
definida por
e(z2) =1—(1—2)", z € D.

Es facil comprobar que se trata de una funcién analitica en el disco por composicion
de funciones analiticas. Para estudiar qué region obtenemos a través de la funcion ¢,
para cada t > 0, lo haremos en diferentes etapas mediante la composicion de diferentes
funciones mas simples.

En primer lugar, consideramos la funcion R(z) = 1—z, con la que se obtiene el disco
D(1,1) al aplicarla al disco unidad D. Para ello, basta observar que al cambiar el signo,
el modulo de la funcién el disco unidad queda invariante, mientras que al sumarle 1,
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estamos desplazando a la derecha en una unidad la parte real de la imagen.

A continuacién, para w = re?’ € D(1,1), con 0 < r < 1y B € (—n/2,7/2),
consideramos la funcion S(w) = w®, donde o = e~*. Por tanto, 0 < o < 1. Vamos a
demostrar, en primer lugar, que w € D(1,1) si y solo si r < 2cos . En efecto, que
w € D(1,1) es equivalente a decir

Ire? — 112 < 1.

Escribiendo el cuadrado del modulo como (re? — 1)(re~ — 1) y desarrollando dicho
producto se tiene que ' ‘
r?—re —re 41 <1,

de forma que ' '
r? < r(e® +e ) =2rcos B

y, en consecuencia, r < 2 cos 3, como se querfa probar.

El objetivo ahora es ver que w* € D(1,1), con w € D(1,1) y 0 < a < 1 haciendo
uso de la equivalencia anterior. Se tiene ahora que w® = r®e*#®. Por tanto,

r* < (2cos B)* = 2%(cos B)* < 2(cos B)*.

. .. . . ™ T
Ahora bien, el coseno es una funciéon céncava en el intervalo 513/ Por tanto,

se tiene que

cos(af) = cos(af + (1 —a)-0) > acos(f) + (1 —a)cos0 =1 — a(l — cos f),

T w
-, = 0<a<l
conﬁE( 2,2>y «

Por otra parte, la funcion ¢ — ta es convexa en el intervalo [0,4+00). Por tanto,
mediante la caracterizacion de funciones convexas y diferenciacion, se tiene que
1 1 1 1
ya > s+ —za(y —x),
o
para todo y,z € [0,+00). En particular, si tomamos los elementos 1 + y, con y > —1,

y x =1, se llega a que
1

1
«
con y > —1.

Como cos(af) y 1 — a(l — cos ) pertenecen al intervalo (0, 1), haciendo uso del
argumento anterior, asi como de la monotonia de la funcion to se tiene que

a(l — cos f)
a

(cos(aﬂ))i >(1—a(l- Cosﬁ)ﬁ >1-— = cos f3,
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con 8 € (—g, %) . Elevando a « la expresion anterior podemos concluir que
r® < 2(cos f)* < 2cos(af)

y, por tanto, w® € D(1,1).

Finalmente, se tiene que —w® € D(—1,1) y, al sumarle a esta expresion una unidad,
la funciéon sufre una traslacion en el eje real de forma que 1 — w®* € D(0,1). Compo-
niendo las funciones que se han ido utilizando podemos concluir que, para cada t > 0,
@ es una funcién de D en si mismo.

Maés atn, se puede comprobar en este caso que

(D) = [0, 1.

>0

Comprobamos ahora las propiedades necesarias para verificar que se trata de un
semigrupo de funciones analiticas.

1. ¢o(z) =1— (1 — z) = z para todo z € D.

2. Sea z € D, se tiene que

(psop)(z) =1 (1=pi(2)) =11 = (1= (1—2) )"
—1—(1—2)""" = p(2), s,t > 0.

3. lim g, (2) =lim1 — (1 — 2)¢ " = 2, z € D.
t—0 t—0
Con ello queda probado que se trata de un semigrupo continuo de funciones anali-

ticas.

&

Ejemplo 3.8. Consideramos ahora una nueva familia {¢;};>0 definida por la funcion

etz
g0t<Z) = m, z € D.
En primer lugar, veamos que se trata de una funcion analitica en el disco. De hecho,
el denominador nicamente se anula en el punto zp = —1/(e”* — 1) para todo ¢t > 0.
Como —1 < e~ t—1 <0, se tiene que zg > 1, es decir, 2z € D, por lo que el denominador
se anula en un punto no perteneciente al dominio. Por otra parte, para el caso t = 0,
se comprueba de forma inmediata que la funcién es holomorfa, puesto que se trata de

la identidad.

A continuacion, vamos a estudiar en qué region transforma la familia de funciones
el disco unidad, lo que nos permitira verificar, a su vez, que se trata de funciones que
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llevan el disco en el disco.

Puesto que para cada t > 0, y; es una transformacion de Mobius, dicha funcion

lleva el disco unidad en un disco o en un semiplano. Como ¢;(ID) es una region acotada,
la imagen del disco unidad ha de ser otro disco.

Ahora bien, observamos que ¢;(R) = R. Para ello, tomamos un ntimero real z, de
forma que por la expresion que define a ; se tiene de inmediato que su imagen es
también real. Por tanto, con esta propiedad y sabiendo que ¢; es conforme, tenemos
que ¢:([—1,1]) es un segmento que corta ortogonalmente a dp:(D). En consecuencia, se
trata de un didametro del disco imagen. Calculando su centro y su radio determinaremos,
finalmente, el disco imagen de D a través de la aplicacion .

Sabiendo que el centro es el punto medio de las imégenes de —1 y 1, tenemos que

_e_t

C7¢t<_1)+90t(1)7 —e—t+2+17 —2e7t+2 71—67)&

= <1

2 2 2(—et4+2) 2—et ™

Para el radio, calculamos la mitad de la distancia entre las imagenes de —1 y 1. De
esta forma,

e t—2—¢t

1
<1
2(—et42)

:2—e—t_

R= ‘%(—1) —sot(l)' REsrsh

2

Por tanto ¢, lleva el disco unidad en D(C, R) C D, por lo que ¢; esta bien definida
para cada t > 0.

Comprobamos ahora que se trata de un semigrupo de funciones analiticas.
1. po(2) = z, para todo z € D, por lo que ¢y se trata de la funcion identidad.

2. En cuanto a la composicién, tenemos que, dado z € D,

. etz
e _—
_ e wi(2) _ (et —1)z+1
(pa0pr)(z) = (e = Dgu(2) +1 (e=5 — 1)—€_t2 +1
(et —1)z+1
eS¢ty e—(s—i—t)z

= = ¥s ’ 02> 0.
eselz—z+1 (e Gt —1)z+1 Por(2) s

z, z e D.
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Con las tres condiciones damos por finalizada la prueba de que se trata de un
semigrupo continuo de funciones analiticas.

&

Ejemplo 3.9. Por tltimo, consideramos la familia de funciones {¢;}+>o definida por

(1+e)z—1+¢€
(—1+e)z+1+e

¢i(z) =

Denotando por a =a; = 1+ €'y b= b, = —1 + €', observamos que se trata de una
transformacion de M&bius, cuyo denominador se anula en el punto

a_l—i—et

= <
b 1 —et —

_1’

por lo que se trata de una funcién holomorfa en el disco unidad. Més aun, con la
notacion que acabamos de introducir tenemos que

—b
az+b W ° ix C— %
th(z)_bz—ka_ b “ 1-e
1——2
a
siendo ¢ = —b/a con ¢ = ¢. Por la forma en la que ha sido posible escribir la funcion

para cada t > 0 podemos afirmar que se trata de un automorfismo de D.

Es facil comprobar que el semigrupo de funciones analiticas posee dos puntos fijos en
D: 1y —1, de forma que podemos afirmar que se trata de un automorfismo hiperbdélico.

Vamos a comprobar ahora que se satisfacen las tres condiciones de semigrupo de
funciones analiticas.

1. po(z) = z para todo z € D.
2. En cuanto a la composicion, sea z € D, se tiene que

o (I+e)z—1+¢ .
(1+e )(—1+et)z+1+et — e
(1+e)z—1+¢
(—1+e)z+1+¢
(1+e)(1+e)z+[e(—1+¢€)+1—e']z —2+ 2e%e
(—1+es)(1+et)z+[es(—1+el) — 1+ etz + 2 4 2eet

2(1+ etz — 2 4 2e5T

S Citemiraren w820

(1+e)o(z) —14+e
—l+e)p(z) +1+e

(903 ° @t)(z) = (

(—1+e%) +1+e®

, L (4 —14e
5 ll—{%%('z) _%g% (—1+et)z+1+e¢t - zeb.
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Con ello, queda probado que se trata, de nuevo, de un semigrupo continuo de fun-
ciones analiticas.

&

3.3. Semigrupos fuertemente continuos.

Cuando estudiamos los semigrupos de operadores, asi como las propiedades de ser
fuertemente y uniformemente continuos, vimos en la Proposicion 1.6 que, bajo ciertas
hipotesis, si tenfamos un semigrupo de operadores fuertemente continuo en un espacio
Y y éste era denso en un espacio de Banach X, entonces el semigrupo de operadores
también era fuertemente continuo en el espacio X.

El siguiente resultado esta estrechamente ligado con la idea anterior. Bajo ciertas
condiciones, probaremos la continuidad fuerte de semigrupos de operadores de compo-
sicién en espacios de Banach de funciones analiticas utilizando, entre otras cosas, que
los polinomios son densos en dichos espacios.

Proposicion 3.10. Sea {p;}i>0 un semigrupo de funciones analiticas en el disco unidad
y X un espacio de Banach de funciones analiticas, de forma que se verifica

1. Los polinomios son densos en X.

2. Existe una constante C' > 0 de forma que si [ y g pertenecen a X, verificando
que | f| < lgl, se tiene que || flly < C'lgl x -

3. limsup ||Q(t)] < +o0.
t—0+

. lim — =0.
4. M lor = ol
Entonces el semigrupo de operadores {Q(t)}i>0 es fuertemente continuo en X.

Demostracion. Para probar que el semigrupo de operadores es fuertemente continuo
tenemos que ver que para toda f € X se tiene

lim [[Q(t) — fllx = 0.

Como se trata de un semigrupo de operadores de composicion, por su propia defi-
niciéon lo anterior es equivalente a decir

lim [1f 00— £l = 0.

En el desarrollo de la demostracién probaremos que el resultado es cierto para los
polinomios y, posterioremente, lo probaremos para cualquier funcién f € X haciendo
uso de la condiciéon de densidad de los polinomios en X.
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Para un valor n € N fijo y dos niimeros cualesquiera a y b no es dificil probar que
se tiene la siguiente identidad

a®—b"=(a—0b) (Z ak_lb"_k> :
k=1

Por tanto, si consideramos ahora la potencia n-ésima para el semigrupo de funciones
analiticas se tiene para todo z € D que

o (2) = 2" = (pe(2) — 2) <Z 9051(2)2”'“) .

Acotando en valor absoluto y, teniendo en cuenta que ¢;: D — D, se tiene que

|0} (2) = 2"| < nlpi(z) = 2],

es decir, hemos obtenido una cota en la que aparecen los n sumandos anteriores, cada
uno de ellos acotado por 1.

Gracias a la desigualdad obtenida y a la segunda hipodtesis del enunciado podemos
afirmar que existe una constante C' > 0 de forma que

ey — wollx < nC llw: — wollx

donde se ha utilizado que ¢q es la funcion identidad.

Tomando limite cuando ¢ tiende a 0 por la derecha y considerando la cuarta hipotesis,
se tiene que

lim (o — o« < nC i — olly =
i [o} = gl < nC lm o= ol =0,

y, consecuentemente,
Ii Y — ool =0.
dim o — gl

De esta forma, dado cualquier polinomio p(z) = Zfﬁvzo ap2"*, se tiene que

N N
k k
E app;y — agz
k=0 k=0

N
<D el fler =2l
k=0

Al hacer tender ¢t a 0 en la desigualdad anterior, llegamos a

N

Z ak(@f )

k=0

lpow: —pllx =

X X

I lpo e —plx =0,
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de forma que queda probada la continuidad fuerte del semigrupo de operadores para el
caso de los polinomios.

Sea ahora ¢ > 0. Como los polinomios son densos en el espacio de funciones analiticas
X, para toda funcion f € X existe un polinomio p de forma que ||p — f|| < e. Para
probar la continuidad fuerte vamos a acotar en norma la funcion f o ¢, — f por una
cantidad que se haga tan pequena como queramos. De esta forma,

[fowr—flix <Nfove—poglx +Ilpoe—plx +lp—flx
= Q) = Q)pllx + lpowr —pllx + llp — fllx
< QIS —plx + lpoee —plx +lIp = fllx
< ([ QI+ IIf = gllx +1lpoee—pllx
<([IRWI +De +llpo e —pllx -

Haciendo uso de la tercera hipotesis del enunciado, asi como de la continuidad fuerte
del semigrupo de operadores para los polinomios se tiene que

limsup || fopy — fllx < Me
t—0t

para cierta constante positiva M independiente de f y de €. Como el valor de ¢ es
arbitrario, se tiene finalmente que

lm [[fow:— fllx =0, para toda f € X,
t—0+

por lo que podemos afirmar que el semigrupo de operadores {Q(¢)}:>o es fuertemente
continuo en X. O

A partir del resultado anterior vamos a ver que el semigrupo de operadores de
composicion inducido por un semigrupo de funciones analitica {¢;}i>0 es fuertemente
continuo en el caso de los espacios de Bergman AP y los espacios de Hardy HP”.

Comenzando con los espacios de Bergman, consideramos un semigrupo continuo de
funciones analiticas {¢;}+>0 en el disco unidad y {Q(¢)}+>0 el semigrupo de operadores
de composicion inducido por el primero, es decir,

Q(t)f = fOQOt,

para todot > 0y f € AP. Vamos a comprobar en primer lugar que los polinomios son
densos en el espacio de Bergman AP. Cabe senalar que en todo momento consideramos
1 <p<+o0.

Sea f € AP y ¢ > 0. Gracias a la Proposicion 2.15, sabemos que ||f, — f||,, — 0
cuando r — 1, de forma que podemos garantizar la existencia de un valor r € (0,1) tal
que

£
J— . p < —_
If = Follaw < 5
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donde f,.(z) = f(rz) para 0 <r < 1.

Ahora bien, considerando el desarrollo en serie de Taylor de la funcion f,, tenemos
que

se trata de un polinomio.

. o1 . .
Puesto que f, es analitica en el disco —ID, su serie de Taylor converge uniformemente
r

a f, en cualquier compacto contenido en el dominio anterior, por lo que en particular
lo hace en D. Por tanto, para el € > 0 anterior existe un valor N € N de forma que

N N
fr - Z f(n>7nnzn S fr - Z f(n)rnzn
n=0 Ap n=0

<€
5

Hoe

Como la serie finita es en definitiva un polinomio, concluimos que dada la funcién
fr v el € > 0 del principio, existe un polinomio p de forma que

3

- (3.5)

Hfr - pHAP <
De esta forma,

If =plar = 1f = fr + fr = Dllar W = follar + 1 = Pllar <&

Como el valor de € > 0 es arbitrario, podemos concluir que los polinomios son densos
en el espacio de Bergman AP.

En segundo lugar, si |f| < |g| para f y ¢ funciones en AP, es evidente que

/ fPdA < / glPdA,
D D

puesto que p > 1. Tomando raiz p—ésima a ambos lados concluimos que

1 Lar < Mgl ar

verificAndose de esta forma la segunda hipodtesis de la Proposicion 3.10 con constante
C=1



3. SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE C. EN ESPACIOS DE FUNCIONES ANALITICAS. 75

En cuanto a la tercera, recordamos que el Teorema 2.30 afirmaba que el operador
de composicion Q(t) era acotado y, ademas, se verificaba que
L+ [ (0)]
L) . (3.6)
1 — [ (0)]
Gracias a la continuidad de ¢; como funcion de ¢, tenemos que ¢;(0) — ¢o(0) =0

cuando t — 0. Por tanto, la cantidad que parece entre paréntesis estd acotada cuando
t es proximo a 0. Este hecho nos permite afirmar que

1Q)Lw < (

timsup [ Q(1)] 4, < +oc.

t—0t+

Por 1ltimo, como el semigrupo de funciones analiticas que caracteriza al semigrupo
de operadores de composiciéon es continuo, tenemos que ¢; — g uniformemente en
compactos del disco unidad. Haciendo uso del Teorema de la Convergencia Dominada
de Lebesgue podemos concluir que

tin [ ) = aul)PaA) = .

Es decir,

1f — ol = 0. 3.7
tgggl!sot ©o| (3.7)

Una vez probadas las cuatro hipotesis del teorema para el caso de los espacios de
Bergman, estamos en condiciones de afirmar formalmente el siguiente resultado.

Corolario 3.11. Sea {p;}1>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas en el disco
unidad y {Q(t) }+>0 el semigrupo de operadores de composicion inducido por el primero.
Entonces el semigrupo {Q(t)}i>0 es fuertemente continuo en el espacio de Bergman AP
para 1 < p < +o00.

De forma analoga a como se ha hecho en el caso de los espacios de Bergman, vamos
a comprobar el mismo resultado para los espacios de Hardy.

La densidad de los polinomios se prueba siguiendo exactamente el mismo esquema
que en caso anterior, por lo que damos por cierta esta hipotesis.

En segundo lugar, si |f| < |g| para f y g funciones en H?, es evidente que

1 2

, 1 [ ,
— Hpdt < — HYPdt
5= [ Ienpar< o [ latrenpar
para todo 0 < r < 1. Tomando raiz p—ésima a ambos lados y supremo en r, concluimos
que
1 eze < 1191l o
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verificAndose de esta forma la segunda hipotesis de la proposicion y, al igual que para
los espacios de Bergman, con constante C' = 1.

Recordamos que el Teorema 2.26 garantizaba que el operador de composicion Q(t)
era acotado y se cumplia la desigualdad

L+ |S0t(0)|)’1’ (3.8)

1 — |1 (0)]

Tal y como se razoné anteriormente, la continuidad de ¢, como funcion de ¢ nos
permite afirmar que ¢;(0) = ¢o(0) = 0 cuando ¢ — 0, de forma que la cota superior
que acabamos de recordar esta acotada cuando t se encuentra en un entorno de 0. Por
consiguiente, podemos decir que

Hmwms(

tmsup [ Q(1)] 5, < +o0,

t—0t

verificAndose, de esta forma, la tercera hipotesis de la Proposicion 3.10.

Por tltimo, queremos probar que para todo 1 < p < 400 se tiene
1m [lge — poll s =0, (3.9)

sabiendo que, como el semigrupo de funciones analiticas que caracteriza al semigrupo
de operadores de composiciéon es continuo, se tiene que ¢; — o uniformemente en
compactos del disco unidad. El procedimiento que vamos a seguir es demostrar dicha
convergencia para p = 2 y, a partir de ello, deducir el resto de los casos.

Puesto que la convergencia uniforme en compactos del disco unidad implica la con-
vergencia de los coeficientes de Taylor, se tiene que

. 1 si n=1
Jm Giln) = S00(”)_{0 sionl

Por otro lado, se tiene que

o0

1@’ = lledlze < ledje- <1,
n=0

donde se ha utilizado en la primera igualdad una caracterizacion de la norma en el
espacio H? probada en la asignatura “Variable Compleja y Operadores”. Despejando
convenientemente, obtenemos a partir de lo anterior que

t—0t

lim Z |Ge(n)|? < hm (1 — @ (D)) = 0.
n;él



3. SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE C. EN ESPACIOS DE FUNCIONES ANALITICAS. 77

De esta forma, llegamos a que

tim S [(n) — Go(n)[2 = 0,
n=0

t—0t

si consideramos en la suma anterior el caso n = 1 y el resto de casos de forma sepa-
rada. De nuevo, haciendo uso de la caracterizacion de la norma en H? a partir de los
coeficientes de Taylor, podemos concluir que

i flor = ol 72 = 0.

Ahora bien, sabemos gracias a las desigualdades de la expresion (2.11) que, para
1 <p <2 se tiene
[t = @ollge < llor — woll g2,

de forma que, a partir del primer caso, afirmamos que
lim [j¢; — @0 =0
1m0 = poll

siempre que p < 2.

Veamos que ocurre con el caso en el que 2 < p < +00. Tenemos que

1 2 ) ]
mp(on—e0,r) = 5= | leulre®) — go(re”)Pdo
™ Jo
1 o i0 10\ (2 p—2
<= | leelre”) —po(re”)[7do - [[or — pollfre
2 Jo

< mj(pr — o, 1) - 2772,

De esta forma, teniendo en cuenta las desigualdades obtenidas, asi como el caso
particular de p = 2 llegamos a que

; _ P p—2 — 2 —0.
Jim e = olffr < Hm 277 lgr — ol = 0
Asi, podemos concluir finalmente que
1 [lge = eoll s =0, (3.10)
para todo 1 < p < +o0.
Con todas las propiedades anteriores verificadas, estamos en condiciones de enunciar

un nuevo corolario de la Proposicién 3.10.

Corolario 3.12. Sea {¢;}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas en el disco
unidad y {Q(t) }+>0 el semigrupo de operadores de composicion inducido por el primero.
Entonces el semigrupo {Q(t) }+>0 es fuertemente continuo en el espacio de Hardy HP
para 1 < p < 400.

Cabe senalar que el caso p = +oo serd estudiado en el Capitulo 4.
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3.4. El generador infinitesimal.

Al igual que hicimos en el caso de semigrupos de operadores, vamos a estudiar la
definicién y, por tanto, la existencia del generador infinitesimal en el caso de los semi-
grupos de funciones analiticas. Asi mismo, veremos un par de resultados en el que se
relaciona este operador con el generador infinitesimal estudiado en el Capitulo 1 pa-
ra los semigrupos de operadores, en el caso particular de los operadores de composicion.

Para estudiar la existencia del generador infinitesimal de un semigrupo continuo de
funciones analiticas, es necesario recurrir de forma previa al Lema 10.5.1. de [Rud2],
cuya prueba veremos a continuacién y siendo su enunciado el siguiente:

Lema 3.13. Si f € H(D) y g se define en D x D mediante

FA =) o Ly,
g(z,w) = oY
f(z) st z=w,

entonces g es continua en D x .

Demostracion. Es claro que los tnicos puntos (z,w) € D x D en los que la aplicacion
g puede no ser continua son aquellos en los que z = w. Por tanto, es en dichos puntos
donde estudiaremos la continuidad de la aplicacion en cuestién.

Fijemos un punto a € D. El objetivo es probar, tal y como se ha indicado arriba,
que g es continua en el punto (a,a). Dado € > 0, existe un valor r > 0 de forma que
D(a,r)C Dy

1f'(€) = fla)] <&, (3.11)

para todo ¢ € D(a,r), debido a la analiticidad de f en el disco unidad. Consideramos
dos puntos z y w en D(a,r), tales que z # w, y el segmento que los une a ambos, es
decir,

C)=0—-t)z+tw, 0<t<1,

de forma que se tiene que ((t) € D(a,r) para 0 <t < 1. Ademas,

Como se tiene gracias a la expresion (3.11) que

1F(C@) = fa)l <e

para todo 0 <t < 1, podemos concluir que

9(z,w) —g(a,a)| <e,
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para todos z y w en D(a,r), con z # w.

Es claro que si z = w € D(a,r) entonces, usando de nuevo la expresion (3.11), se
tiene que

l9(z,w) — g(a,a)| = |f'(z) — f'(a)] <e.

El estudio de los dos casos anteriores demuestra que la funciéon g es continua en (a, a).

Como el punto a € D tomado al principio es arbitrario, podemos concluir que la
funciéon g es continua en todo el dominio D x . O

Veamos a continuacion el resultado que prueba la existencia del generador infinite-
simal de un semigrupo continuo de funciones analiticas.

Teorema 3.14. Sea {¢:}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas. Eriste una
funcion holomorfa G: D — C de forma que
G(z) = lim eilz) — =

t—0t

(3.12)

Dicho limite es, de hecho, uniforme en compactos de .

Demostracion. En primer lugar, tenemos gracias al Corolario 3.12 que el semigrupo de
operadores de composicion {Q(t)}+>o inducido por el semigrupo de funciones analiticas
es fuertemente continuo, por ejemplo, en el espacio H2. Por el Teorema 1.13 sabemos
que, en ese caso, Z(A) es denso en H?, donde A es el generador infinitesimal del
semigrupo de operadores. Esto significa que dada f € Z(A) existe el siguiente limite:
Qs -1

t

lim
t—0

y es igual a Af € H2.

Fijamos un punto zg € Dy tomamos una funcion f € Z(A) de forma que f'(z) # 0.
Si esto no fuera posible, tendriamos que f’(z9) = 0 para toda f € Z(A) y, por la densi-
dad de Z(A) en el espacio de Hardy H?, tendriamos que f’(29) = 0 para toda funcion
f € H?, lo que resulta ser una contradiccion si consideramos, por ejemplo, la funcién

f(z) ==z

Ahora bien, existe un valor £ = £(2) > 0 tal que D(z9,€) C Dy f es univalente en
D(zp,¢). En particular, se tiene que f'(z) # 0 para todo punto z € D(z,¢).

Por otra parte, consideramos la funcion g asociada a f definida en el Lema 3.13.
Fijamos un valor 6 > 0 de forma que si ¢t < ¢ entonces
€

lpe(2) — 2| < 5
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para todo z € D(z, 5), hecho que queda justificado gracias al Teorema 3.3.

Por tanto, g(¢.(2), 2) # 0 para todo z € D(z, 5) y todot < 6. Ademas, P’r% wi(z) =2
—

uniformemente en D(z, 5) y, en consecuencia,
lim g(pi(2), 2) = f'(2)
t—0

uniformemente en D(zo, 5).

Por otro lado, se tiene que

lim
t—0

fOSOt—f_
t

H2

y, en particular,

t—0

uniformemente en D(zo, 5).

Puesto que
9(ei(2), 2) - wt(zz —* = f(wt(z)z - f(z),
tenemos que
o #12) — 2 _ AF()

uniformemente en D(z,¢).

— A
Definimos, de esta forma, G, (z) = lim olz) =z AJE) en D(zg,¢).

t—0 t B f’(z)
Supongamos que, siguiendo el proceso anterior, fijamos dos puntos 2y, z; € D dis-
tintos y dos valores eg = £(29) > 0y €1 = €(21) > 0 tales que

lim pulz) — 2 =G, (2)
t—0 t 7
en D(zj,¢e;) para j = 0,1. Es claro que si D(zg,e0) N D(z1,e1) # 0, entonces G, = G,

en dicha interseccion.

Este proceso permite definir una funcion G: D — C de forma que G(z2) = G,(2)
para todo punto z € D, tratandose de una funcion holomorta.

Finalmente, fijamos un compacto K C ID con el fin de probar que la convergencia
anterior es uniforme en compactos.
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Para cada z € K, existe un valor ¢, = £(z) > 0 tal que yr%% = G(2)
—

uniformemente en D(z,¢,). La compacidad de K garantiza que existe un nimero finito
de puntos zy,..., 2z, € K tales que

K c | JD(z.e(%)).

J=1

z)—z
Puesto que en cada uno de estos discos la convergencia del cociente % a G

es uniforme, se tiene la convergencia uniforme en todo el compacto K.

Con ello, se da por finalizada la demostracion del presente resultado.
O

Definicién 3.15. A la funcion analitica G: D — C definida en la expresion (3.12) se
le llama generador infinitesimal del semigrupo continuo de funciones analiticas.

A partir del resultado anterior se deduce la siguiente propiedad entre generador
infinitesimal de semigrupo de operadores de composicion y generador infinitesimal de
semigrupo de funciones analiticas.

Proposicién 3.16. Sea {¢;}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas, {Q(t) }+>o0
el semigrupo de operadores de composicion inducido por el primero y A su generador
infinitesimal. St el semigrupo de operadores de composicion es fuertemente continuo en
el espacio de funciones analiticas X y f € P(A), entonces

Af(z) = G(2)f'(2), (3.13)
para todo z € D.

Demostracion. Razonando como en el resultado anterior se tiene que si f € Z(A)
entonces

Af(2) = fm P =2 L ep

t—0 t

Es decir, Af(z) = G(2)f'(z) para todo z € D. O

Proposicion 3.17. Sea {¢; }1>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas y G: D —
C su generador infinitesimal. Se tiene para todo t > 0 que

Clpd2) = o), zeD. (3.14)

9,
En particular, G(z) = agpt(z)h:o, para todo z € D.
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Demostracion. Para probar la igualdad que se enuncia arriba lo haremos por la propia
definicion de derivada, estudiando los limites laterales a derecha e izquierda por sepa-
rado.

Sabiendo que
G(z) = lim —%(2) —

t—0t t

para todo z € D, se tiene para el limite lateral por la derecha que

t—0+ t t—0+

@t(@s('Z)Z =) _ o), zeD,

pues @4(z) € D para todo s > 0. De esta forma, queda probado que la derivada por la
derecha de la funcion ¢; como funciéon de ¢ coincide con la evaluacion de G en dicha
funcion.

Fijamos ahora z € D. Para la derivada por la izquierda se tiene que

part(2) — ¢s(2) psi(2) = ¢s(2)

lim = lim

t—0~ t t—0+ —t
i )= 0ld) _ g o) — a2
t—0+ t t—0+ t
Si denotamos por v, a la funcién definida por
wn =22 Lep,

el objetivo es ahora estudiar el valor de |¢(@s_¢(2)) — ¥i(@s(2))] y ver que esta acotado
superiormente por una cantidad que tiende a 0 cuando ¢t — 0%.

Dado R > 0 se verifica que

m 2 =2 Gy

t—0t t

uniformemente en D(0, R) y, en consecuencia, 1, converge uniformemente a G’ en el
mismo dominio. Por tanto, existen unas constantes C' > 0y 6 > 0 de forma que
|y (2)| < C siempre que |z| < Ry 0 <t < J. Haciendo ahora uso del Teorema del Valor
Medio se tiene que

[Ve(ps-e(2)) — ulps(2))] < ( sup WL(W)!) |0s-1(2) — pa(2)]

|w]<R;0<v<6

< C’@s,t(Z) - @s(’z)’a
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siempre que |z| < Ry 0 <t <.

Ahora bien, si hacemos tender ¢ — 07, la cota superior tiende a 0 ya que @,_; — @,
uniformemente en compactos. Es por ello que podemos afirmar que

lm ¢y (ps—4(2)) = Jim Vi(ps(2)), z €D.

t—0+

Reescribiendo las funciones anteriores a partir de sus respectivas definiciones se tiene
que

Pilpedle) = euale) g 20 =) _ oy

lim = lim z € D.
t—0+ t t—0+ t
Con ello, damos por concluida la prueba afirmando finalmente que
Glei(2) = 2ul)
Pt = o Y \Z),
para todo z € D y todo t > 0. O

Aprovechando este tltimo resultado vamos a calcular el generador infinitesimal de
los ejemplos de semigrupos de funciones analiticas que se vieron en la Seccion 3.2.

Ejemplo 3.18. El primer semigrupo con el que nos encontrabamos estaba definido por

con z € Dy Re(c) > 0. Si derivamos respecto a ¢ el resultado es

0
agpt(z) = —ce %z, z €D,

de forma que si evaluamos la funciéon anterior en ¢ = 0 obtenemos que el generador
infinitesimal es la funcion
G(z) = —cz, zeD.

Ejemplo 3.19. En segundo lugar, estudiamos el semigrupo dado por
oi(2) =e 2+ 1—e" z € D.

De nuevo, derivando respecto a t la funcion anterior se obtiene que

0
Egot(z) =—e'z+e z e D.

Si, por ultimo, la evaluamos en t = 0, el generador infinitesimal resulta ser la funcién

G(z) =—z+1, z € D.
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Ejemplo 3.20. Otro semigrupo que aparecia en los ejemplos era
o(z)=1—(1—2)°", zeD.

Derivando la expresion anterior como funcion de ¢ se tiene que

9
atgpt

Evaluando lo anterior en ¢t = 0 obtenemos como generador infinitesimal la funciéon

(2) = —(1 = 2)¢ "log(1 — 2)(—e™) = (1 — 2)* "log(l — 2)e™!,  zeD.

G(z) = (1 — 2)log(1l — 2), z € D.
&

Ejemplo 3.21. El siguiente ejemplo que se expuso era el semigrupo de funciones ana-
liticas dado por

ez
2)= —"F— z € D.
#i(2) (et—1)z+1’
Derivando respecto a t la expresion anterior se obtiene que
0 e tz(z—1)

&“Ot(z) B (et —1)z+1)% zeDb,

de forma que al evaluar en = 0 la funcién resultante es
G(z) =z2(z-1), zeD,
que se trata del generador infinitesimal de este semigrupo de funciones analiticas. &

Ejemplo 3.22. Por iltimo, el semigrupo de funciones analiticas con el que se trabajo

fue
(1+e)z—14¢

wulz) = (—1+e)z+1+e’
Si calculamos la derivada de la funcion anterior respecto a t obtenemos que
0 —2e(z+1)(z — 1)

il = D
7 = Tresrirepy D

z € D.

de forma que al evaluarla en ¢ = 0 da como resultado el generador infinitesimal

SENNCES LT S

&
En el Capitulo 1 vimos que si tenfamos un semigrupo de operadores fuertemente
continuo {Q(t)}+>o fuertemente continuo, existian dos contantes C'y v de forma que

IR < Ce™,
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para todo t > 0.

Ademés, el Teorema 1.13 afirma que dado A € C con Re A > 7, existe un operador
acotado R()\) llamado resolvente del semigrupo de operadores cuya imagen es Z(A) y
cuya inversa es A\l — A, siendo A el generador infinitesimal del semigrupo de operadores
en cuestion.

Con todo ello, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.23. Sea {¢:}i>0 un semigrupo de funciones analiticas en el disco unidad
con generador infinitesimal G y X un espacio de Banach de funciones analiticas de
forma que el semigrupo de operadores de composicion {Q(t)}i>o0 inducido por {p;}i>0
es fuertemente continuo. Entonces el generador infinitesimal A de {Q(t) }+>0 viene dado
por Af = f'G y su dominio P(A) viene dado por

P2(A)={feX:Gf € X}. (3.15)

Demostracion. En primer lugar, cabe senalar que la igualdad Af = f'G se sigue inme-
diatamente de la proposiciéon vista anteriormente.

En cuanto al dominio del generador infinitesimal A, consideramos un valor A € C
de forma que Re A > =, para un cierto . Tenemos que

{(feX:GfeX}={feX:Gf —AfeX}
={fe X : existe me X tal que m=Gf — \f}
={f € X : existe m € X tal que f = R(\)(m)}
= R(N)(X) = 2(4A),

que es lo que se queria probar. O

Para dar por concluido el presente capitulo vamos a estudiar dos equivalencias en las
que entran en juego las propiedades de los semigrupos de operadores de ser fuertemente
continuo y uniformemente continuo, asi como la posibilidad de definir el espacio de
trabajo a partir del generador infinitesimal de los semigrupos de funciones analiticas.

Teorema 3.24. Sea {¢:}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas con gene-
rador infinistesimal G, X un espacio de Banach de funciones analiticas que contiene a
las funciones constantes y tal que M = sup;cpo ) [|Q(?)]|x < +00. Entonces,

1. {Q(t)}1>0 es fuertemente continuo en X siy solo si X ={f € X: Gf € X}.

2. {Q(t) }i>0 es uniformemente continuo en X siy solo si X ={f € X: Gf € X}.

Demostracion. 1. Supongamos que el semigrupo de operadores de composicion {Q(t) }+>o
es fuertemente continuo en X. Gracias al Teorema 3.23 tenemos que

92(A)={feX:Gf € X}.



86 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION

Por otra parte, en el Teorema 1.13 se prob6 que Z(A) es denso en X, es decir,

2(4) = X.

Ligando ambos resultados se tiene de forma inmediata que

X=9A) ={feX: Gf € X},
quedando probada asi una de las implicaciones de la equivalencia.

Para probar la implicaciéon contraria, dada una funciéon arbitraria f € X queremos
probar que

lim [Q(1)f — fll = 0.
donde recordamos que {Q(t)}+>o viene dado por Q(t)f = f o ¢, para todo t > 0.

Tomamos una funcion f € X tal que Gf' € X y, para simplificar la notacion,
denotamos por m a dicho producto, es decir,

m(z) = G(2)f'(2), z € D.

A continuacién vamos a probar que se satisface la igualdad

(fow)(z)—f(2) = /0 (m o @,)(2)ds, t>0, zeD.

0
En primer lugar observamos que las derivadas —(f o ¢5) v —(f o @) existen y

son continuas. En efecto, f o ¢, es una funcion de z analitica en el disco unidad por
composicion de funciones analiticas. En consecuencia, su primera derivada respecto a z
existe y, al ser nuevamente derivable por ser la funcion de partida holomorfa, se tiene de
inmediato que es continua. Para la derivada de la funcion compuesta anterior respecto
a s procedemos a calcularla y estudiamos el resultado. Asi, dado z € D se tiene que

0 0

5: 0 9)(2) = [(0s(2)) - 5ows(2) = [(psl(2)) - Gls(2)) = (mo ) (2),

que se trata de una funcién de s holomorfa por composiciéon y, consecuentemente, es
continua. Esta observaciéon nos permite dar uno de los pasos que se muestran a conti-
nuacion.
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Dado z € D, tenemos que

(fowe)(2) = f'(2) =

donde hemos utilizado el Teorema de Schwarz de las Derivadas Cruzadas en la segunda
igualdad (cuya hipdtesis se ha justificado en la observacion previa), asi como la carac-
terizacion del generador infinitesimal (3.14) en el cuarto paso.

De esta forma, si integramos la expresion anterior entre 0 y z se tiene que

(fo (=) — [(2) = (f o w)(0 / / 0 0)'(€)dsde

= (fow)(0 // mo @) (€)déds
— (Jop)(0) — f(0) + /0[<mosos><> m(4(0))]ds.

Como finalmente tomaremos limite cuando ¢ tiende a 0, podemos considerar t < 1,
de forma que se tiene

1f o @ = fllx < Al [f(#:(0)) = FO)] + ‘ /0 [(m 0 9s)(2) — m(ps(0))]ds

< 11l 1F(21(0)) — FO))] + / Im o px — m(pa(0))l] ds
< 11l 1F(2r(0)) — FO))] + / 1m0 pallx ds + 15 / m(4(0))ds
|z|<p

< [l 1 (e (0)) = FON)] + (M Il + {1l sup Im(Z)!> t,

donde M > 0 es una constante, p = supc( ) [¢s(0)] < 1 (puesto que ¢, va del disco
unidad en sf mismo) y ||1|| es otra constante. Notese que aqui se ha utilizado el hecho
de que m = Gf' € X.



88 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION

Al hacer tender t a 0, el primer sumando de la cota tiende a 0 por continuidad,
mientras que el segundo lo hace por ser una constante multiplicada por la variable ¢.
Por tanto, podemos afirmar que

lim 1 o 00— Iy =0
siempre que G f’ € X.

Sea ahora una funciéon f € X arbitraria y, haciendo uso del argumento de densidad
de la hipotesis, dado € > 0 podemos garantizar la existencia de una funcion g € X con
Gqg' € X de forma que

If=glx <e

Entonces se tiene que

[foor—fllx < fowr—gowdlx+llgows—gllx +lg— fllx
SM+1)]lg—fllx +llgoe:—gllx

donde M se trata de una constante positiva. Por tanto, tomando limite superior cuando
t — 0 en la expresion anterior se obtiene

limsup || fo @, — fl| < (M + 1)e +lim [lg o — gf| = (M + 1)e,
t—0 t—0

donde hemos utilizado la condicién de densidad y el hecho de que el limite del segundo
sumando existe y es nulo, gracias al caso particular que probamos en primer lugar.

Como el valor de £ > 0 es arbitrario, el limite superior anterior es cero. An maés,
al tratarse del limite superior de cantidades positivas podemos afirmar que

lim|f o g0~ fllx =0,

de forma que concluimos que el semigrupo de operadores de composiciéon en cuestion
es fuertemente continuo, como se queria probar.

2. Comenzamos suponiendo que el semigrupo de operadores es uniformemente con-
tinuo. Sabemos por el Teorema 3.23 que Z(A) = {f € X: Gf' € X}. Ademas, gracias
al Teorema 1.14 se tiene que Z(A) = X. Teniendo en cuenta ambas afirmaciones queda
probada una parte de la equivalencia.

Para la implicacion contraria, suponemos que X = {f € X: Gf' € X}. Evidente-
mente, se tiene que

X={feX:Gf eX}c{feX:Gfe X} CX,
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de forma que X = {f € X: Gf’ € X}. Aplicando la primera parte del presente teore-
ma, tenemos que el semigrupo de operadores {Q(t) }+>0 es fuertemente continuo.

Con dicha propiedad se tiene gracias al Teorema 3.23 que
92(A)={feX:Gf € X}

y, por tanto, Z(A) = X. Finalmente, esto tltimo es equivalente a que el semigrupo de
operadores de composicion sea uniformemente continuo por el Teorema 1.14, dando por
concluida, de esta forma, la prueba de la equivalencia y del teorema.

O






Capitulo 4

Descomposicion de Berkson-Porta y
semigrupos de operadores de
composiciéon en H°.

En contraposicion a los resultados centrales de capitulos anteriores, el objetivo de
esta tultima parte serd probar que, dado un semigrupo continuo de funciones analiticas,
el semigrupo de operadores de composicion asociado no es fuertemente continuo en H>.

Para ello, dividiremos el desarrollo teérico de este capitulo en tres partes claramente
diferenciadas. En la primera de ellas presentaremos una serie de herramientas con las
que se trabajaré el resto del capitulo, ofreciendo una serie de resultados relacionados
con el comportamiento de las iteradas de una funcién holomorfa ¢ en el disco unidad.

En la segunda secciéon estudiaremos la descomposicion de Berkson-Porta, donde se
expondran una serie de resultados siguiendo cierta casuistica que se indicard en su mo-
mento con el objetivo de estudiar la forma que tiene el generador infinitesimal de un
semigrupo continuo de funciones analiticas.

La tercera parte se centrara en estudiar los semigrupos de operadores de composi-
cion en el espacio de las funciones holomorfas y acotadas, donde se abordaré el objetivo
comentado al principio. Seguiremos una serie de pasos, que resumimos a continuacion,
con el fin de probar que el semigrupo de operadores de composiciéon en cuestion no es
fuertemente continuo.

Probaremos que existe un valor 0 € 0D y A € C\ {0} de forma que

lim G(ro) = A,

r—1

donde G es el generador infinitesimal del semigrupo de funciones analiticas. Es decir,
vamos a probar que existe un punto de la frontera del disco unidad en el que hay limite
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radial no nulo.

El siguiente paso seré probar que dada una funciéon f € H*® con Gf' € H*, la
funcion h(r) = f(ro) verifica que su derivada esta acotada, de forma que se podra
concluir que existe el limite h’rr% f(ro).

T—

A continuacion, daremos un paso mas probando que si f € {f € H>®: Gf' € H®}
entonces también existe el limite de la etapa precedente a ésta.

Por ultimo, construiremos una funcion f € H*> de forma que no exista el limite
radial de f en o. Poniendo en concordancia las cuatro cosas habremos llegado a nuestro
objetivo.

Si bien este resultado es conocido, la prueba que mostramos en este capitulo es
original y autocontenida. Las demostraciones alternativas usan resultados profundos
del espacio H* obtenidos por Bourgain unidos a herramientas no triviales de Anélisis
Funcional. Para estudiar esa linea con mayor detalle se pueden consultar las obras
correspondientes a [Sis| y [Lot].

4.1. Dinamica discreta en el disco unidad.

Para poder dar la forma del generador infinitesimal de un semigrupo continuo de
funciones analiticas en secciones posteriores a ésta, es necesario presentar previamente
una serie de herramientras y resultados fundamentales que usaremos mas adelante. En
particular, vamos a hablar a continuacién de la métrica hiperbdlica y de elementos
como los horodiscos, enunciando una serie de resultados en los que se implican ambos
conceptos entre los que destaca, por ejemplo, el Lema de Julia.

Definiciéon 4.1. Sea 0 € 0D y R > 0. El horodisco H(o, R) de centro o y radio
hiperbolico R es el conjunto

o — 2
1—z?

H(o,R) ={z € D: < R}. (4.1)

Es posible comprobar que, desde el punto de vista de la geometria Euclidea, el horo-
disco H(o, R) es un disco de centro —= y radio R/(R+ 1) contenido en el disco unidad

1+R
D y tangente a la frontera D en el punto o.

En el siguiente resultado vamos a ver cémo es posible expresar el concepto de ho-
rodisco en términos de la distancia hiperboélica, que se define de la siguiente forma: si
consideramos el automorfismo del disco unidad 7T, (w) definido como

Z—w

To(w) = 1 —zw
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para z € D fijo, se define la distancia hiperbolica entre dos puntos z y w como

=—1 4.2
Proposicion 4.2. Sea o: D — D una funcion holomorfa. Entonces
w(p(2), p(w)) < w(z,w), (4.3)

para todos z,w € D. Ademds, la igualdad se da para algunos z,w € D, con z # w, si y
solo si ¢ es un automorfismo.

Demostracion. Sean z,w € D, tenemos por el Lema de Schwarz-Pick (véase Teorema 4
de [Gir]) que

p(z) — p(w)
1 —p(2)p(w)

Si utilizamos la notacién con la que hemos dado las definiciones previas, lo anterior
equivale a decir que

<

12__;; ' . (4.4)

Ty (p(w))] < [T=(w)],

para cualesquiera z,w € D.

Ahora bien, teniendo en cuenta esto ultimo y el hecho de que la aplicacion © €
[0, 400) — L log 122 es creciente, se obtiene que

w(p(z2), p(w)) < w(z,w),
para todos z,w € D, como se queria probar.

Por tltimo, si se da la igualdad en (4.3), entonces se da en la expresion (4.4) y, de
nuevo, por el Lema de Schwarz-Pick se tiene que la aplicacion ¢ es un automorfismo. [

Proposicion 4.3. Sea o € OD. Entonces, para todo z € D se tiene

1 42
lim (w(z,w) = w(0,w)) = 7 log (%) . (4.5)
En particular, para todo R > 0,
1
H(o,R) ={z € D: lim(w(z,w) —w(0,w)) < §log R}. (4.6)
w—o

Demostracion. Dado z € D, consideramos el automorfismo del disco unidad 7, definido

como
Z—Ww
Tz = ) € Da
(w) 1—Z2w v
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es decir, la misma aplicacién que se utiliza para definir la distancia hiperbélica, de
forma que se tiene de forma inmediata que 7.(z) = 0. Con todo ello tenemos que

S

1. 14w

L Tl 1

2 "1 T (w)] 2 °1-—|w
1

27

1+ [T, (w) rwwg
lo : , e D.
g(l—uuwn 1+ |w| v

w(z,w) — w(0,w) =

Como el moédulo es una cantidad positiva, podemos multiplicar y dividir las frac-
ciones obtenidas por 1 + |w| y 1 + |T(w)| de forma que la expresién anterior es igual

a
L 1l 14 [T(w)
—w(0 = —1 . c D.
w(zw) — w(0,w) 2%(1—uxmv Rl

Ahora bien, no es dificil probar que, al tomar limite cuando w — o € 0D se verifica
que
. 1+ T (w
1 [T w)

= 17
w—o 1+ |w|

de forma que se tiene

, 1 1—|wl?
&)IE)I}T(W(Z,U}) — w(O,w)) = 51}]1_13710g W .

Llevando a cabo unas sencillas cuentas de la funcién que aparece en el logaritmo se
llega a que

1 — |w|? 5 1
P ) —
nwp TP

1—Zw
1—zwl?
— 1_ 2 |
I e p
11— zw|?
= (1= |w])
(1= |w*) (1 = [2[?)
11— zw|?
_1——‘Z|27 wED.

En consecuencia,

, 1 L-zwP) _ 1, (lo—2
H%M%W—WQWD:§E$%(1—m2):?%(1—m2’

donde se ha usado el hecho de que o € JD.
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Utilizando esto tltimo y la propia definicion de horodisco (Definicion 4.1) se concluye
que

1
H(o,R) ={z € D: lim (w(z,w) —w(0,w)) < §log R},

para todo R > 0, dando por finalizada, de esta forma, la prueba del presente resultado.
m

Dada una funcién holomorfa p: D — D y 0 € JD, denotamos por a (o) al coefi-
ciente de dilatacion en la frontera de ¢ en o, que viene definido como

1—
ay(o) = h’rzri}i;lf 1_|—¢’(;|)‘

(4.7)
Lema 4.4. Sea p: D — D holomorfa y o € 0D. Se tiene

1log a,(0) = liminf(w(0, w) — w(0, p(w)).

2 w—o
Ademds, 0 < a,(0) < +o00.

Demostracion. Para todo w € D se tiene que

w0(0,w) — w(0, p(w)) = ~ log (w) + Liog (H—‘w‘) . (s8)

2 1— |w] 2 1+ |o(w)

Como ¢: D — D, se tiene que 0 < |w|, |¢(w)| < 1 para todo w € D y, por tanto,

para todo w € . Teniendo en cuenta dichas desigualdades, en la expresion (4.8) llega-
mos a

g (M) + L1og (%) < w(0,w) — w(0, p(w))

1 —[uwl
Lo (1=le)] 1
< -1 —_— —log 2.
_20g( 1= [u] +20g

Por tanto, a,(0) = 400 si y solo si liminf,, ,,(w(0,w) — w(0, p(w)) = +oo.

Por otra parte, si tenemos una sucesion {z,}°°,; C I convergiendo a o de forma

el ea finito, o bien lo sea lim (w(0, z,) — w(0, p(2)),
n—oo

que, o bien el limite lim o]
n

n—oo
necesariamente se tendra que |p(z,)| — 1 cuando n — oo. Por tanto,

) 1+ |2 )
lim log (— =0
n—00 1+ J(zn)]
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Con todo ello y teniendo en cuenta la expresion (4.8), llegamos a

lim (w(0, 20) — w(0, p(2,))) = lim = log (M) |

n—o00 n—00 1— ‘zn‘

teniéndose, por tanto, la primera parte del enunciado.

Finalmente, como las funciones holomorfas son contractivas para la distancia hiper-
bolica y, haciendo uso de la desigualdad triangular, se tiene que

w(0,w) —w(0, p(w)) = w(p(0), p(w)) — w(0, p(w)) = —w(0,¢(0)) > —oo,  (4.9)
de donde se concluye que o, (o) > 0. O]

Teorema 4.5 (Lema de Julia). Sea ¢: D — D wuna funcion holomorfa y o € ID.
Supongamos que o = a,(0) < +00. Entonces existe un valor n € 0D de forma que para

todo \ > 0,

P(H (o, \)) C H(n,aN). (4.10)

Ademds, si tenemos una sucesion {z,}>2, C D convergiendo a o y verificando que
1 - n

h’msupM < 00, (4.11)
n—+oo 1- |Zn|

entonces nl_lg{loo ©(z,) = 1.

Demostracion. Si a,(0) < oo, existe una sucesion {wy}32; C I convergiendo a o de
forma que

1 — Jo(wg)|
lim — R
A T~ @)

por la propia definicion del coeficiente de dilatacion.

De la prueba del Lema, 4.4 se obtenia que kh’m |p(wy)| = 1, de forma que, extrayendo
— 00
subsucesiones convergentes, podemos asumir que existe un valor 7 € 0D de manera que

lim o(wy) = 7.
k—o00

Ahora bien, por la igualdad (4.8), lo anterior es equivalente a

k—o0

lim (w(0, wp) — w(0, p(wy)) = %log 0, (0). (4.12)

Fijemos A > 0 y sea ahora z € H(o, A). Para probar la contencién del enunciado
hay que ver que ¢(z) € H(n, a).) Gracias a la relacion que hay entre los horodiscos con
la distancia hiperbolica dada en la expresion (4.6), lo anterior es equivalente a probar

I (w(p(2), p(wk)) = w(0, p(w))) < %bg(a)\)- (4.13)

k—o0
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Ahora bien, usando que las aplicaciones holomorfas son contractivas para la distancia
hiperbolica (tal y como se prob6 en la Proposicion 4.2) se tiene que

w(p(2), p(wr)) = w(0, p(wr)) < w(z,wr) = w(0, p(we))
= (w(z,wr) = w(0,wr)) + (W(0, wx) = w(0, p(wr)))-

Tomando limite cuando £ — oo, tenemos para el primer sumando que

1
lim w(z, wi) — w(0,wy) < Elog A,

k—o00

donde hemos usado que z € H (o, \), asi como la caracterizacion de este conjunto me-
diante la distancia hiperbolica, dada por la expresion (4.6).

1
En cuanto al segundo sumando, tenemos que el limite es igual a 5 log o, (o), tal y

como se justifico en la expresion (4.12).

Por tanto, se puede concluir que

lim w(p(z), p(wg)) — w(0, p(wy)) < %log)\ + %log ay(o) = %1og(a¢(0)A),

k—o0

quedando probada la desigualdad deseada y, por tanto, que ¢(z) € H(n, a)).

En segundo lugar, supongamos que tenemos una sucesion en el disco {z,}°°; conver-
giendo a o € 9D y verificando la condicion (4.11). Extrayendo subsucesiones y, haciendo
un abuso de notacion, podemos suponer que existe un valor n” € D de forma que

lim ¢(2,) =17".

n—00

Vamos a suponer que 1’ # 7 con el fin de llegar a una contradiccion.

En realidad, para que el limite de la condicion (4.11) sea finito, es necesario que
lim |p(z,)| = 1, de forma que podemos garantizar que n’ € JD.
n—oo

Repitiendo el argumento anterior para la prueba de la contencion entre conjuntos
que se hizo con la sucesion {wy}32,, se puede demostrar que
p(H(o,A)) C H(n', LX)

1 — |z,

p(H(o,A)) C H(n,a))

para todo A > 0 y, en consecuencia,

para todo A > 0, donde L = limsup,, ., . Por otra parte, se tiene también

que

@(H(o,\)) C H(n', L\) N H(n, o)),
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para todo A > 0. Ahora, si ' # n tal y como se ha supuesto previamente, dicha
interseccion es vacia para un valor de A suficientemente pequeno, lo que resulta una
contradiccion.

Por tanto, podemos concluir que ' = 7 y, en consecuencia,

lim p(z,) =7,

n—oo

tal y como se queria probar. O

La importancia del siguiente resultado se debe a que garantiza la existencia de un
valor b en la frontera del disco unidad de forma que la imagen del horodisco H (b, \) bajo
cualquier funcién holomorfa en D sin puntos fijos sigue perteneciendo a dicho horodisco
para todo A > 0. Su uso serd habitual en la prueba de resultados posteriores como el
Teorema de Denjoy-Wolff.

Teorema 4.6. Sea ¢: D — D una funcion holomorfa sin puntos fijos. Entonces existe
un valor b € D de forma que

@(H(b,A)) € H(b, A), (4.14)
para todo A > 0.

Demostracion. Dada una funcién ¢: D — D holomorfa sin puntos fijos y 6 > 0, consi-
deramos el conjunto G5 definido como

1 — [ ()]

Gs={z€D:|z| >1-9, |z—p(2) <9, 1— 2|

<146} (4.15)

En primer lugar, vamos a probar que para todo 0 > 0 se tiene que Gg # 0.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe un valor 6 > 0 de
forma que G5 = (. La idea es usar el Teorema de Rouché para probar que, con estas
condiciones, ¢ tiene algiin punto fijo y, por tanto, llegar a una contradiccion con el
enunciado del teorema.

Consideramos la curva v = {|z| = r}, donde 1 — 0 < r < 1, y las funciones z y
z — p(z), que utilizaremos en el Teorema de Rouché.

Sea z € 7. Se tiene por la propia definicion del conjunto que |z| > 1 — 4. Ahora bien,

L= leG) Ly, 5

como G5 = (), se debe verificar o bien que |z — p(z)| > 0, o bien que =1
— |z

Si estamos en el primer caso, se tiene que

lo(z)| <1=1—-046<|z|+ |z — ¢(2)]
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puesto que 1 — 0 <7r = |z| vy § < |z — p(2)].

En el segundo caso, si despejamos convenientemente en la desigualdad implicada,
tenemos que

lo(2)| <T—=(140)(1—1z]) = =04+ (14+0)|z| == + || + |2].
Ahora bien, como |z| = r < 1, se tiene que —d + d|z| < 0 y, en consecuencia,
o(2)] < =0+ 6]z + |2 < [z] < [2] + [z = 0(2)],

puesto que al sumar cantidades positivas se mantiene la misma desigualdad.

Haciendo uso del Teorema de Rouché en cualquiera de los dos casos, podemos afir-
mar que las funciones z y z — ¢(2) tienen el mismo ntimero de ceros en el disco cuya
frontera es . Pero z en dicha region tiene tinica soluciéon, de forma que se tiene la misma
propiedad para z — ¢(z). De esta forma, se tendria que z = @(z) para algin z € D
y, en consecuencia, ¢ contaria con puntos fijos en el disco unidad, lo que resulta una
contradiccion con la hipotesis de partida. Es por ello que podemos afirmar que Gs # ()
para todo o > 0.

Con el fin de probar el enunciado del teorema, consideramos ahora z, € GG1 para
. . . . n
cada n > 1. En primer lugar, una de las condiciones que se verifica en cada caso es

1-— n 1
EES
1 — |z n

y, por tanto, tomando limite cuando n — oo,

1 - n
lim sup 1P o

1. (4.16)

1
Por otra parte, 1 — — < |z,| < 1 para cada n > 0, puesto que z, € D en cada caso.
n

Por tanto,
lim |z,| =1. (4.17)

n—oo

A partir de esto dltimo, podemos extraer una subsucesion {z,, }32; de la primera, de
forma que kh’m Zp, = b € OD. Ahora bien, como la sucesion inicial verifica la condiciéon
—00

1
n - n)| < —
20 — ()| < -

por pertenecer cada z, a G1, también se tendra dicha desigualdad para la subsucesion
que hemos tomado, de forma que podemos afirmar que

lim ¢(z,,) = 0. (4.18)

k—o00
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Por tltimo, como los cocientes de la expresion (4.16) son acotados, volvemos a tomar
una subsucesion de la anterior, a la que denotamos por simplicidad {w,}2, de forma
que

1 —Jo(w
lim 1= le(wn)] =0<1, lim w, =0 y lim p(w,) = b.
n—oo | — ’wn’ n—o00 n—soo

Aplicando el Lema de Julia (Teorema 4.5) con las tres condiciones anteriores, pode-

mos afirmar finalmente que

P(H(b,\)) C H(b,5)) C H(b,\) (4.19)
para todo A > 0. O

Por ultimo, es necesario detenerse en la siguiente observacion que ofrece un pequeiio
matiz sobre el resultado que acabamos de probar.

Observacion 4.7. Es posible probar que el valor b € JD que aparece en el resultado
anterior es unico. En efecto, supongamos que existen dos valores b; # by verificando
dicho resultado. Dado A > 0, se tendria que

@(H (b1, \)) C H(bi,N) y ©(H (b2, N)) C H{(b2, A).

Ademas, existe un valor A\g > 0 tal que los discos H (b1, \g) ¥ H(ba, o) son tangentes
en un punto, al que denotamos por zy. De esta forma, se tiene a partir de lo anterior que
©(z0) € H(b1, \o)NH (ba, o). Pero precisamente por tener un tinico punto de tangencia,
debe ser p(z9) = 29, siendo dicho punto un punto fijo de la aplicacion ¢, lo que resulta
una contradiccion con una de las hipotesis iniciales. Por tanto, podemos garantizar la
unicidad del valor b € OD.

Aunque no es necesario para nuestro objetivo final, con el esfuerzo realizado hasta
ahora podemos estudiar el comportamiento asintotico de ¢, (z), con z € D fijo, donde
recordamos que dicha funcién corresponde con la composicién

$n = PO 0,

un nimero n de veces. Nos disponemos a ello con los resultados que vienen a continua-
cion.

En el Teorema 4.6 se ha probado que para una funcién holomorfa ¢ del disco en
si mismo y sin puntos fijos, existia un valor b en la frontera del mismo de forma que
©(H(b,\)) C H(b,\), para todo A > 0. Iterando este procedimiento podemos afirmar
que, para todo n > 1, p,(H(b,\)) C H(b,\), para todo A > 0. Mas aun, fijado el
valor de A\ y tomando z en la frontera del horodisco en cuestion, se puede ver que
©on(z) € H(b, \).

Lo que vamos a probar a continuacion es el resultado que se conoce como Teorema
de Denjoy-Wolff, en el que se afirma que, bajo ciertas condiciones, existe un valor b € D
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de forma que ¢,(z) — b cuando n — 400, para un z en la frontera de un horodisco,
fijado también de manera previa. Comenzaremos con el caso discreto, enunciando en
dos resultados distintos el caso en el que la funcién ¢ tiene puntos fijos y el caso en el
que no es asi. El Teorema de Denjoy-Wolff continuo se probara en la siguiente seccién
del capitulo dando paso, ademas, a una serie de ejemplos en los que aplicaremos estos
resultados.

Teorema 4.8 (Teorema de Denjoy-Wolff discreto). Sea ¢: D — D holomorfa y sin
puntos fijos en D. Eziste un valor b € D de forma que
lim ¢,(2) =b. (4.20)

n—-+00
para todo z € D. Ademds, la convergencia es uniforme sobre compactos.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que ¢ no es un automorfismo.

Sea b el punto cuya existencia es garantizada por el Teorema 4.6 y sea A > 0
de forma que z € OH(b,\). Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que

lim ¢,(2) # b. En ese caso, existe una subsucesion {y,, }n,>1 v un valor zp € D
n——+0oo -

distinto de b de forma que

Jim (3= 2

Se tiene que zy pertenece al disco abierto ya que el inico punto que tienen en comin
0D y la frontera del horodisco es el punto b.

Si denotamos por 6 a w(zp, ¢(z0)), tenemos que
0= w(ZOa 90(20» = kEr_{loofJJ((Pnk (ZO>7 (PnkJrl(ZO)) < w(@('zo)’ 902(Z0))'
Por otra parte,

w((20), p(p(20))) = kgrfoow(sonm(%), Prita(20)) < W (pn, (20), Prit1(20)) = 6,

—+00

En particular,
w(z0, p(20)) = w(p(20), p2(20)),
de forma que ¢ es un autormorfismo por la Proposiciéon 4.2. Este hecho supone una
contradiccion, de forma que podemos concluir que
1i =b.
L #n(2)

Supongamos ahora que @: D — D es un automorfismo sin puntos fijos en . En ese
caso, ¢: D — D debe tener un punto fijo b € 9. Consideramos la aplicacion T,: D — H
definida por
btz
Cb—2

Tb(Z) zeD,
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donde H = {z € C: Rez > 0}, es decir, el semiplano derecho.

A partir de las dos funciones anteriores construimos ¢ : H — H como la composicién
T, o gpoTb_l, que se trata de un automorfismo del semiplano en él mismo de manera que
fija el 0o, es decir, ¥ (00) = oco.

Es por ello que deben existir ciertos valores a,¢c € C (de los que daremos mas
informacién a continuacion) de forma que

W(z) =az +c, z € H.

Como ©: iR — iR, tenemos que 1(0) = ¢ € iR, de forma que podemos garantizar
que Rec = 0. En otras palabras, ¢ es un ntimero imaginario puro.

Por otra parte, ¢(i) = ai + ¢ € iR, de donde se obtiene de forma necesaria que
a € Ry, en particular, a € (0,+00), pues en caso contrario nos encontrariamos con el

hecho de que v lleva H al semiplano izquierdo.

Si iteramos la funcion v, se puede probar de forma inductiva que
n—1
Up(z) =a"z + CZ a”, z € H, (4.21)
k=0

para todo n > 1. Es por su forma que a la hora de calcular el limite cuando n — —+o0
necesitamos distinguir varios casos.

En primer lugar, si a = 1 se tiene que c £ 0 y

lim ¢,(z) = lim z+ ne = oo,
n—-+00 n—-+00

siendo oo el Gnico punto fijo en este primer caso.

Por otra parte, si a # 1, es posible desarrollar la expresion (4.21) de forma que

n—1

1—a™
wn(z):a"z+c§ ak,:anz+cl , z € H.
k=0 N
Asi, si a > 1 se tiene también que
, , n 1—a"
lim ¢,(2) = lim a"z+c = 00,
n—+oo n—+oo —a

de manera que en este caso, asi como en el primero estudiado, el co es un punto fijo.
Cabe senalar, aunque no es influyente para la conclusion final, que en este caso el punto
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7 también se trata de un punto fijo. Es un punto de la frontera del disco unidad
—a
(que podria comprobarse que no es atractivo).

Por tltimo, si a < 1, el resultado es
1—a" c

lfm 4,(z) = lim a” = ,
nanfood) (Z) nirilwa Z+Cl—a 1—a

c
de forma que co 'y 7 serfan los dos puntos fijos de la aplicacion que estamos tratando.

En definitiva, si vemos la funcién ¢,, como
~1
$n = Tb o wn o Tba

w—1 .
y tenemos en cuenta que T, '(w) = bj, para todo w € H, podemos concluir que
w

Im @,(2) = lm T, ' (¥a(T(2))) =T, ' (x) = b,

n—-+00 n—-+o0o

a
paratodozE]D),siendoxzoosia>10X:1 sia < 1.

De hecho, al tratarse de una familia normal de funciones, la convergencia anterior
es uniforme en compactos. [

Demostramos ahora el mismo resultado anterior pero en el caso en el que ¢ tiene
un punto fijo.

Teorema 4.9. Sea p: D — D una funcion analitica con un punto fijo b € D y que no
es un automorfismo eliptico de D. Entonces

lim @,(z) =b

n——+00
para todo z € D. De hecho, la convergencia es uniforme en compactos.
Demostracion. Por hipotesis, la aplicacion ¢ tiene a lo mas un punto fijo en el disco uni-

dad. Para la prueba de este resultado distinguiremos dos casos sobre el punto fijo b € D.

En primer lugar, supongamos que b = 0. Como ¢ no es un automorfismo, por el
Lema de Schwarz tenemos que |p(z)| < |z| para todo z € D\ {0}.

Fijemos ahora un valor 0 < r < 1, de forma que llamamos M (r) = sup{|¢(2)|: |z| <
r}y 6 = M(r)/r. Haciendo uso de nuevo del Lema de Schwarz tenemos que 6 < 1.

A partir de todo lo anterior definimos una funcion ¢ del disco unidad como

_p(rz2)
P(2) = M)’

zeD,
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de forma que es analitica en D, lleva el disco unidad en si mismo y verifica ¢(0) = 0.
Aplicando de nuevo el Lema de Schwarz se tiene que [¢(2)| < |z| para todo z € D y, en
consecuencia, |p(rz)| < M(r)|z| para todo z € D. De esta forma, si tomamos |z| < 7,
tenemos que

()| = [ (r2)] < M) |2| = 0121,

lo que ademés supone una pequena mejora del Lema de Schwarz. Haciendo uso de que
lp(2)] < |z| para todo z € D (y en particular para |z| < r) e iterando el proceso anterior
tenemos que

|on(2)] < 0"|2]

para todo z con |z| < r. Este hecho implica que ¢,, converge a 0 uniformemente en rD.

En un segundo caso, supongamos que b # 0. Como ya hicimos en resultados ante-
riores, consideramos el automorfismo del disco unidad T}, definido como

o
)
I
w
m
=

y cuyo inverso era él mismo, de forma que construimos la aplicacion 1) como la compo-
sicion ¢ = T, o p o Tj,. De esta forma, 1) se trata de una aplicacion analitica del disco
unidad en si misma que fija el origen y que no es automorfismo del disco unidad. Por
lo visto en el primer caso, ¢, (z) converge a cero uniformemente sobre compactos en el
disco unidad.

Iterando la funcién que acabamos de definir y haciendo uso de que T, o T}, = idp,
tenemos que v, = Ty, o , o T} para todo n > 1, de forma que (¢, o Tp,)(2) converge a
cero y on(2) = (Tp 0 1, o Ty)(2) converge a T;(0) = b uniformemente sobre compactos
en el disco unidad.

Con ello finalizamos la prueba del Teorema de Denjoy-Wolff cuando ¢ tiene un
punto fijo en el disco unidad. O

4.2. Descomposicion de Berkson-Porta.

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente resultado debido a Berkson y
Porta:

Teorema 4.10. Sea {¢:}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas con gene-
rador infinitesimal G. Entonces existe un punto b € D y una funcion P, analitica en D
con Re P > 0, tal que

G(z) = (z — b)(bz — 1)P(2), (4.22)

para todo z € D.
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Definicion 4.11. La expresion (4.22) es conocida como descomposicion de Berkson-
Porta del generador infinitesimal de un semigrupo continuo de funciones analiticas.

Es necesario senalar que la prueba del resultado anterior dependeri de los puntos
fijos que tengan las funciones del semigrupo, por lo que vamos a comenzar probando
una disyuntiva sobre dichos elementos. De forma previa, enunciamos y demostramos
un lema sobre automorfismos que nos hara falta mas adelante.

Lema 4.12. Sea T: D — D un automorfismo cuyo inverso es él mismo, es decir
ToT =idp. Entonces T tiene un punto fijo en D.

Demostracion. Supongamos, razonando por reduccion al absurdo, que 7' no tiene nin-
gin punto fijo en el disco unidad. Como D es invariante por T, debe existir un valor
b € 0D de forma que Th = b. Fijado dicho valor b € 9D, consideramos la funcion S
definida como
1+ bz btz
1—bz b—2’
de forma que S,: D — H, donde se recuerda que H es el semiplano derecho, es decir,
H={zeC: Rez > 0}.

Sb(Z)

z €D,

A partir de dichas funciones, definimos ¢ como la composiciéon ¢ = S, 0T o S,:l,
de forma que ¢: H — H se trata de un automorfismo sin puntos fijos en H. De hecho,
fija el co. Es por ello que deben existir dos valores a, ¢ € C de forma que ¥(2) = az+c¢
para todo z € H.

Sustituyendo unos valores determinados en la funcion 1 se puede comprobar, tal y
como se hizo en el Teorema 4.8, que a € (0,4+00) y ¢ € iR.

Ahora bien, si componemos v con ella misma, se puede deducir a partir de una de
las hipotesis del lema que 1) o 1) = idy . Por tanto,

Y((2)) :a(az+c)+cza2z+c(a+1) =z, z € H.

Para que sea cierta la igualdad anterior, debe ocurrir que a? = 1. Si a = 1, se ten-
dria que ¢ = 0, resultando ser el automorfismo 7' la identidad, lo que conduce a una
contradiccion. Por el contrario, si a = —1, llegariamos a un absurdo de forma inmediata
con el hecho de que a > 0.

Por tanto, como para ambos casos llegamos a hechos contradictorios, podemos afir-
mar que 7' tiene un punto fijo en el disco unidad. O]

Procedemos ya a enunciar y probar la disyuntiva de la que se hablaba al comienzo
de la seccion.
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Proposicion 4.13. Sea {p;}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas. Enton-
ces, o bien ninguna funcion @, para t > 0, tiene un punto fijo en D; o bien, existe un
punto a € D de forma que ¢i(a) = a para todo t > 0.

Demostracion. Si se da, por ejemplo, la primera posibilidad la prueba habria termina-
do. Tenemos que probar, por tanto, que si no se tiene el primer caso necesariamente se
da el segundo.

Supongamos primero que para todo t > 0 se tiene ¢; # idp, siendo idp la identidad
en el disco unidad. Si no se da la primera opcion del enunciado, existe un punto a € D
y un valor 5 > 0 de forma que ¢;,(a) = a. A partir de ello vamos a demostrar que

pu(a) = a.

De no ser asi, tomemos b = @, (a) # a. Ahora bien, utilizando las propiedades de
2
la definicién del semigrupo algebraico,

o1y () = 91y (919 () = i (0) = a.
En consecuencia,
1 (0) = 1o (020 (b)) = prg (@) =D,

de forma que la funcion ¢y, tendria un segundo punto fijo, b.

Haciendo uso del Lema de Schwarz tendriamos que, al poseer dos puntos fijos dis-
tintos, ¢y, se trataria de la identidad, resultando ser una contradiccion con una de
nuestras hipotesis primeras. Por tanto, ¢+ (a) = a y, repitiendo de forma anéloga el

2

razonamiento, se puede probar que
Pa—niq <a> = a,
para todo n € N.

A partir de lo anterior, es inmediato ver ahora que @iy, (a) = a con k,n € N, de

forma que obtenemos un conjunto denso de valores en [0, +00) para los que la funcion
©; tiene un punto fijo en a. Usando precisamente dicha densidad y el hecho conocido
de que

lglg} 903(2) = (Pt(z)a

para todo z € D, podemos concluir que ¢;(a) = a, para todo t > 0.

Supongamos ahora que existen valores de ¢ para los cuales las funciones ¢; son la
identidad. Podemos garantizar, entonces, la existencia de un valor ¢y, donde

to = inf{t > 0: p = I}
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que podemos suponer estrictamente positivo, puesto que si el infimo anterior vale 0,
usando un argumento con iteradas y densidad concluiriamos que el semigrupo es trivial
y, en ese caso, todo a € D cumpliria que ¢;(a) = a, para todo ¢ > 0. Dicho infimo debe
ser un minimo. Es decir, ¢, = I.

Como ty es el menor de los valores que cumplen la caracteristica anterior, se tiene
que @i, # I, de forma que si consideramos su composicion,
2

QOLOOSOLOZQOto:I7
2 2

siendo lo anterior un automorfismo del disco. Por tanto, ¢« es un automorfismo del

disco unidad cuyo inverso es él mismo. La tnica posibilidad es que sea un automor-
fismo de tipo eliptico. En ese caso, existe un valor a € D de forma que ¢, (a) = a,
2

tal y como se probo en el Lema 4.12. Llegados a este punto, nos encontrariamos en la
primera suposicion de la prueba para los valores t € (0,¢y/2], de forma que si seguimos
un procedimiento analogo al anterior se prueba que ¢;(a) = a para todo t > 0.

Con ello damos por concluida la prueba de la disyuntiva que se presentaba en el
enunciado. O

A continuacién vamos a estudiar la forma del generador infinitesimal del semigrupo
continuo de funciones analiticas {¢;}+>0 en cada uno de los dos casos anteriores. Co-
menzamos con el caso en que existe un punto a € D con ¢.(a) = a para todo t > 0.

Supongamos en primer lugar que el valor anterior es a = 0, es decir, ¢;(0) = 0 para
todo t > 0. Si consideramos, para cada z € D, la aplicaciéon 1 definida como
¢: 0,400) —  [0,1]
t — a2

el Lema de Schwarz nos dice que es decreciente. En efecto, si t > s > 0 se tiene que

0i(2) = pis(ps(2))
y, aplicando dicho resultado,
e (2)] < ls(2)]-
Por tanto, la derivada de la aplicacion ¢ es negativa. Teniendo en cuenta que
0e(2)]? = we(2)@e(2) ¥ que

o) =Clel), €D,

como ya se prob6 en la Proposicion 3.17, lo anterior quiere decir que

V(D) = 2 ()2 + o) o (2l)

= Glei(2)pi(2) + @i (2)Glpi(2)) <0, zeD.
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Ahora bien, el resultado obtenido no es més que un nimero complejo méas su con-
jugado o, equivalentemente, el doble de su parte real. Por tanto, estamos diciendo que

Re(G(pi(2))pi(2)) <0,

para todo t > 0 y todo z € D.

En particular, para t = 0 se tendria que

2
Re(G(2)Z) = Re <G(Z)ﬁ> <0, zeD, z#0.
z
Como el cuadrado del modulo de z es real y positivo, puede salir fuera de la parte

real de forma que afirmamos que

Re <G(Z)1) <0, zeD, z#0.

z

G(z)

Si definimos ahora la funcion P como P(z) = ——= para z € D\ {0}, se tiene
z

que G(z) = —zP(z) con Re(P) > 0, como se queria probar. Puesto que G(0) = 0, la
funcion P tiene una singularidad evitable en 0 y es, por tanto, holomorfa en D.

Recordamos que se ha probado la forma del generador para el caso en el que a = 0.
Si ahora generalizamos, de forma que existe un valor a € D\ {0} con ¢;(a) = a para
todo t > 0, podemos definir una funcién 1, como

-1
Py =T, ©PtOTa,

donde 7, es la biyeccion del disco unidad en si mismo definida por

a—=z
T.(2) = T z e Dy

y cuya inversa se puede comprobar que es ella misma. Es decir 7,07, = idp . Por tanto,
nuestra funcion realmente se define como ¢, = 7, o ¢; o 7,. Claramente, {¢;};>¢ es un
semigrupo de funciones analiticas.

Ahora bien, si evaluamos dicha funcion en el 0, tenemos que

Ye(0) = 7, (2(7a(0))) = 7, (@u(a)) = 7, ' (a) =0,

de forma que el semigrupo de funciones analiticas definido por dicha funcion se encuen-
tra en el primero de los casos que se ha estudiado: cuando el punto fijo era el origen para
todo t > 0. Por lo probado anteriormente, sabemos que la derivada de dicha funcion en
t = 0 corresponde a

0
aﬁ’t(zﬂt:o = —2Q(z)
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con Re(Q) > 0, propiedad que utilizaremos a continuacion.

Operando adecuadamente con la composicion de funciones, es posible ver la funcién
Y COMO

@t:TaowtoTa-

Si derivamos respecto a t con el fin de conocer la forma del generador infinitesimal
del semigrupo de funciones analiticas, tenemos que

) , B
5:71(2) = L((1a(2)) - 5 (e(7a(2))), 2 €D

de forma que si evaluamos dicha expresion en ¢t = 0 y tenemos en cuenta los resultados
obtenidos previamente se tiene que

G(2) = 7(1a(2)) - (-7a(2))Q(7a(2)), 2z €D,

con Re(Q(7,(2))) > 0 para todo z € D. Desarrollando ahora el término de la derivada
se tiene que

—1l4az+a*—az |a*—1
d = = ’ c D,
mal2) (1 —az)? (1 —az)? <
y, en consecuencia,
jaf* — 1 jaf* — 1
Ta(7a(2)) = 7 = - N
( _a—z) (1—az—|a| +az)
1—a — —
1—-az 1—az
la|> — 1 (1 —az)?

pr— — 9 EID)
1—|a[>\* la>-1 )
1—az

Al efectuar el producto con —7,(2) se tiene que

, (s :(1—62)2. a—z :_1——6,2&_2
@) (n) = ST () = )
1 1

= 1——|a|2(1 —az)(a—z) = 1——]a|2

(z—a)(az — 1), z € D.

Tenemos asi que el generador infinitesimal del semigrupo de funciones analiticas
para este caso es
G(z) =(z —a)(az — 1)P(2), z €D, (4.23)

con a € Dy Re(P) > 0, siendo P la funcion definida como

o
~1—af?

P(z) Q(7a(2)), z € D.
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Con ello finaliza la demostracion del Teorema 4.10 si las funciones del semigrupo
comparten un punto fijo en D. Comenzamos ahora la demostracion para los restantes
casos. Hay una idea comtn con el caso anterior: tenemos que encontrar un disco D C D
tal que ¢, (D) C D.

En el caso recién finalizado el papel del disco D lo jugaba rD con r € (0,1) y, por
otra parte, el hecho de que ¢;(D) C D lo garantizaba el Lema de Schwartz. La demos-
tracion de esto ultimo cuando no hay puntos fijos para las funciones del semigrupo es
considerablemente més complicada, y se basa en todo el desarrollo que hemos llevado
a cabo en la Seccion 4.1 del presente capitulo.

Como estamos ya trabajando con las funciones del semigrupo continuo de funciones
analiticas, podemos hacer una observacion apoyandonos en la Observacion 4.7 que se
hizo al final de la seccion anterior.

Observacién 4.14. Supongamos ahora que {¢; }+>¢ s un semigrupo de funciones ana-
liticas sin puntos fijos en D. El Teorema 4.6 garantiza que para cada valor t > 0 existe
un valor b, € 0D tal que

(pt(H(btv )‘)) - H<bt7 )‘>7

para todo A > 0. Veamos que b; = b, para todo t > 0.

De hecho, supongamos que existe un valor n € N con b1 # b; de forma que, para
todo A > 0, !
@1(H(bL,\)) C H(bs,A).

En consecuencia, se tendra si evaluamos ¢ en H (b1, \) que
n

Pr(H (b1, X)) = p1(p1(---p1(H(bi, X)) Cor(H(bi,A)) C H(bi,A),

3=

donde la composicidén que aparece en esta tltima expresion se lleva a cabo un nimero n
de veces. Esto tltimo unido a la Observacion 4.7 nos permite llegar a una contradiccién
con la hipotesis de que b1 # by.

n

Por otra parte, se puede demostrar lo mismo para cualquier miltiplo de 1/n, de
forma que dicha contencion es cierta en un conjunto denso en R*. La continuidad en ¢
nos permite afirmar que

wi(H (b1, \)) C H(by, \)
para todo t > 0 y todo A > 0. Usando el Teorema de la Aplicacion Abierta podemos
afirmar que

o]

@i(H (b1, A)) C H(by,A) = H(b1, \),

para todo t > 0 y todo A > 0, dando por concluida, de esta forma, la justificacion de
esta observacion. Llamaremos b a este punto destacado del semigrupo.
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Finalmente, vamos a dar la forma del generador infinitesimal teniendo en cuenta
todo lo anterior. Una vez més, recordamos el caso en el que estamos: ninguna funcién
del semigrupo de funciones analiticas tiene puntos fijos.

Lo primero que vamos a hacer es construir una funcién 7j, donde b es el elemento
de la frontera del disco unidad que aparece en el Teorema 4.6, definida como

btz

To(e) = 3—

z € D.

Como T,(b) = oo, podemos garantizar que la imagen de D es un semiplano. Concreta-
mente T,(D) = H, siendo H el semiplano derecho, es decir,

H={w e C: Rew > 0}.

Si tenemos en cuenta la imagen de los horodiscos a través de dicha aplicacion, es
posible comprobar que, dado A > 0,

1
Ty(H(b,\) ={w e C: Rew > X}
Denotaremos por 11, a este semiplano en lo que sigue.

En efecto, dado z € H(b, \) se tiene por pertenecer a dicho horodisco que

[b— 2

<A\
1—zf?

Si estudiamos la parte real de la imagen de dicho punto, a través de T, se tiene que

2ReTy(z) = 2Re <b+z) B b+z+b+z

b—z2) b—2z b—3%
b+ 2)b=2)+(b+72)(b—2)
B (b—2)(b—72)
L T S W i
b — z[? b — z[*

donde se ha utilizado el hecho de que b € 0. Haciendo uso de la hipo6tesis establecida
sobre el punto z € H(b, \) concluimos que

1— |2

Re Tb(Z) = m

- 1
3
Denotamos por ¢y a la composicion Tj, o ¢y o Tb_l, para todo t > 0, que se trata de

una funcion del semiplano en él mismo, es decir, ¢, : H — H. Vamos a probar que, fijado
w € H, la parte real de la derivada de 1;(w) con respecto a t es positiva y, utilizando
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la regla de la cadena adecuadamente, llegaremos a la forma deseada del generador in-
finitesimal.

Si evaluamos, en primer lugar, la funcién v, en el conjunto II, se tiene que
() = Ty(@ (T, (1)) = To(e(H (b, N)) C To(H (D, N)) = L. (4.24)

Fijados w € Hy 0 < s < t < +00, tomamos como 1/\ el valor de Re(¢s(w)). Se
tiene entonces que

wt(w) = wt—s(qvbs(w)) € ¢t—s(H_A> C H_Aa

donde se ha utilizado la relacion probada en (4.24).

Por tanto, Re(¢y(w)) > Re(¢s(w)). Es decir, la funcion t — Re(;(w)) es creciente
en [0, +00). Puesto que existe la derivada con respecto a t de ¢, para todo t > 0, ob-
tenemos que también existe la derivada de 1), para todo ¢t > 0 con respecto al mismo

0
parametro. Por tltimo, la propiedad de monotonia implica que 5 Re(¢y(w)) > 0 para
todo w € H.

Teniendo en cuenta la definiciéon de la funcién 1y, lo anterior es equivalente a decir
que

D@ )| > 0

para todo t > 0y todo w € H. Ahora bien, si evaluamos la expresion obtenida en t = 0
y, teniendo en cuenta la Proposiciéon 3.17, la expresion del corchete anterior es igual a

Re | Ty (¢:(Ty ' (w)))

T(T, ' (w) G(Ty ' (w),  welL

donde G es el generador infinitesimal del semigrupo de funciones analiticas. Ahora bien,
como T; es una funcion biyectiva del disco en el semiplano H, dado z € D y tomando
w = Ty(2), tenemos que

Re[T,(2) - G(2)] > 0, z€D.

Nos disponemos ahora a efectuar el calculo de la derivada que aparece, de manera
que obtenemos finalmente

, 2 B 2bb B 2
L(2)G(2) = —¢) = (z—b)(z — b)EG(Z) T (z-b)(bz—1)

G(z), z €D,

donde se ha utilizado el hecho de que b € 9D vy, por tanto, bb = 1.

Llamando P(z) a la funcién
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podemos concluir que
G(z) = (2 — b)(bz — 1) P(2), z €D, (4.25)

con Re P(z) > 0.

Con ello damos por concluida la prueba del Teorema 4.10. Como ya se indico al
comienzo de la seccion, la expresion obtenida en (4.23) y (4.25) es conocida como des-
composicion de Berkson-Porta del generador infinitesimal.

Tal y como se anunci6 en la Seccion 4.1, vamos a enunciar y probar a continuaciéon
el caso continuo del Teorema de Denjoy-Wolff, de manera que al concluirlo podremos
decir lo que se entiende por punto de Denjoy-Wollf.

Teorema 4.15 (Teorema de Denjoy-Wolff continuo). Sea {¢;}i>0 un semigrupo conti-
nuo de funciones analiticas de forma que la primera iterada, @1, no es un automorfismo
eliptico en D. Entonces existe un valor b € D tal que

lim ¢ (2) =0, (4.26)

t—+o00

para todo z € D. Si ¢y tiene un punto fijo en D, entonces b € D y ¢y(b) = b para todo
t>0.

Demostracion. A partir del caso discreto vamos a desarrollar el continuo. Por ahora
sabemos que ¢, (z) — b cuando n — +oo para todo z € D. Tomamos una sucesion
{tn}n>1 de nimeros reales tendiendo a +oo, de forma que cada término lo podemos
escribir como

tn = Sp + 1,

donde s, € N, parte entera, y r, es la parte decimal, es decir, 0 < r, < 1.

Utilizando la propiedad del semigrupo algebraico se tiene que

@1, (2) = @5, (0r, (2)),

para todo z € D. Como ¢, (z) — b uniformemente en compactos, considerando el
compacto K definido como el conjunto

K={p(2):0<t <1, zeD},

podemos concluir que
lim ¢, (2) =0, zeD,

tn——+00

como se queria probar. O

Definicién 4.16. El punto cuya existencia muestra el teorema anterior se conoce como
el punto de Denjoy- Wolff del semigrupo de funciones analiticas {p;}i>o-
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A continuacién vamos a recuperar los ejemplos ya vistos de semigrupos continuos de
funciones analiticas para calcular, en cada uno de los casos, el punto de Denjoy-Wolff.

Ejemplo 4.17. En el primer caso vimos el semigrupo definido por
(pt(z) =e Z? z e D7

con Re(c) > 0. Puesto que ¢;(0) = 0 para todo t > 0, se tiene que 0 es el punto de
Denjoy-Wolff del semigrupo en cuestion. &

Ejemplo 4.18. En el segundo caso, teniamos el semigrupo dado por la funcion

oi(2) =e 2+ 1—e z € D. (4.27)

Calculando el limite de la definicién tenemos que

Im e 'z24+1—e'=1,
t——+o0

de forma que 1 € 0D es el punto de Denjoy-Wolff del semigrupo definido por la funcién
anterior. &

Ejemplo 4.19. El tercer caso con el que nos encontrabamos era
p(z)=1—(1-2)°", zeD.

De nuevo, como para todo t > 0 se tiene que ¢;(0) = 0, el punto de Denjoy-Wolff
en este caso vuelve a ser el origen. &

Ejemplo 4.20. A continuacion se tenia el semigrupo continuo de funciones analiticas
dado por

etz

S S— D.
)= w7

Como en el caso anterior, se tiene que ¢;(0) = 0 para todo t > 0, de forma que 0
vuelve a ser el punto de Denjoy-Wolff para el semigrupo de este ejemplo. &

Ejemplo 4.21. Por tltimo, vimos el semigrupo definido por la funcion

(1+e)z—1+¢
(—1+e)z+1+et’

wi(z) = z €D,

de forma que si calculamos el limite cuando ¢t — 400, se tiene que

(1+e)z—1+¢ . €1+ 2)

e (—1+et)z+1+¢ = i et(1+ z)

9

de forma que 1 € D vuelve a ser punto de Denjoy-Wolff de este dltimo semigrupo. &
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4.3. El espacio H*™.

Una vez probada la forma del generador infinitesimal, nos disponemos a dar el primer
paso para llegar al objetivo del presente capitulo. Vamos a probar que existe un valor en
la frontera del disco unidad en el que el limite radial del generador infinitesimal existe
y se trata de un valor no nulo.

Proposicion 4.22. Sea {¢:}i>0 un semigrupo continuo de funciones analiticas no tri-
vial con generador infinitesimal G. Entonces existe 0 € OD y A € C, A #£ 0, de forma
que lim G(ro) = .

r—1—

Demostracion. Acabamos de ver que el generador infinitesimal del semigrupo continuo
de funciones analiticas {¢;}i>0 es de la forma

con R polinomio y Re(P(z)) > 0 para todo z € . Esta caracteristica va a ser deter-
minante para probar el presente resultado.

Si la funcion P es idénticamente nula, ocurriria lo mismo con el generador infini-
tesimal y, por tanto, el semigrupo de funciones analiticas seria el trivial. Por tanto,
suponemos que P no es idénticamente nula.

Gracias a que Re(P) > 0, se tiene que P € Hz. En efecto, si P es constante se
tiene de inmediato. Por el contrario, si P no es constante, haciendo uso del Teorema
de la Aplicacion Abierta, podemos garantizar que Re(P) > 0, lo que implica que dicha
funcién no se anula nunca y, consecuentemente, podemos considerar la funcion /P(z),
para z € D.

Ahora bien, por lo que acabamos de decir, la funcion P lleva el disco unidad en
el conjunto de nimeros complejos con parte real positiva. A su vez, al calcular la raiz
cuadrada de estos nimeros, se tiene que

VPD) C{w e D: |Imw| <Rew}.
Por tanto, dado w en ese conjunto, se tiene que
lw|*> = (Rew)? + (Imw)? < 2(Rew)?

y, en consecuencia,
[V(P(2))] < V2Re(V/P(2))

para todo z € D.
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Por tltimo, si integramos en cada circunferencia de centro 0 y radio 0 < r < 1,
tenemos que

/% |\/P(rei?)|df < " V2Re(\/P(re))df = vV2Re(y/P(0)) < +o0,

donde se ha utilizado en la tltima igualdad el hecho de que la funcién del integrando sea
armonica. Como hemos obtenido una cota superior finita que no depende del r, tomando
supremo en estos valores y adaptando los resultados obtenidos convenientemente se tiene

que
1 [ N’
su — P(re®)|z | < +oo0,
o<r£’1<27r/0 A ”)

quedando probado que P € H:z.

Recordemos ahora, como se ha visto en la asignatura “Variable Compleja y Operado-
res”, que toda funcién de H> pertenece a la clase de Nevanlinna y, por tanto, tiene limite
radial en casi todo punto. Puesto que P no es nula, este limite es distinto de cero salvo
en un conjunto de medida nula. Tomando un punto o € 9D tal que h'r? P(ro) # 0

r—1-

y R(c) # 0 (que es posible puesto que R tiene un numero finito de ceros al ser un
polinomio de grado, como mucho, dos) se tiene que

lim G(ro) # 0,

r—1-

como se queria probar. O

A continuaciéon, vamos a probar bajo ciertas condiciones que, dada una funcién
f € H*®, existe el limite radial de la misma en el punto o € JD del resultado anterior.

Proposicion 4.23. Sea f € H*™ de forma que Gf' € H®>, siendo G el generador
infinitesimal del semigrupo de funciones analiticas en cuestion. Sea o € 0D el punto
cuya existencia se garantiza en la Proposicion 4.22. Entonces, la funcion h definida por

h: (0,1) — C
r  +— f(ro)

verifica que su derivada estd acotada. En consecuencia, existe el limite

lim f(ro).

r—1—

Demostracion. En primer lugar, tenemos por una de las hipotesis que Gf' € H™, es
decir, existe una constante M > 0 de forma que

G()f(2) < M

para todo z € D.
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Por otra parte, se tiene gracias a la Proposicion 4.22 que existe un valor ¢ € 0D y
A € C no nulo de forma que h'n} G(ro) = A. Precisamente por ser el limite distinto de
r—

cero, podemos garantizar la existencia de una constante § > 0 de forma que |G(ro)| > 0
para todo r € (rg, 1), para cierto 0 < rg < 1.

Enlazando las cotas anteriores, se tiene que
M = |G(ro)f'(ro)| = |G(ro)||f(ro)| = 4| f'(ro)]
para todo ro < r < 1.

Tomando supremo en r y despejando convenientemente, teniendo en cuenta que
0 > 0, se prueba que
, M
sup |f/(ro)| < = = cte,
ro<r<l1 (s
de forma que f’ es una funcion acotada en el intervalo indicado en el supremo. En
[0, roo] la propiedad de ser acotada se tiene gracias a que la funcion es acotada en com-
pactos.

Como K(r) = of'(ro) y |o| = 1, h es una funciéon derivable en (0, 1) con derivada
acotada.

Para probar la existencia del limite que aparece en el enunciado como consecuencia
de lo anterior, tenemos en cuenta que

f@@—f®%=lmfwﬂz

Haciendo el cambio en el integrando z = to y ajustando los nuevos limites de integra-
cion, lo anterior es igual a

h(r) — h(0) = /0 f'(to)odt = /0 h'(t)dt. (4.28)

Ahora bien, por el Teorema de la Convergencia Dominada, sabemos que existe el
limite -

lim [ K (t)dt.

r—1 0

Por tanto, teniendo en cuenta todo lo anterior y calculando el limite en la expresion
(4.28), se tiene que

r

lim f(ro) = J(0) + lim | f'(to)odt = (0) + / f(to)odt = £(0) + / B (1)t
0 0 0

]
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En el siguiente resultado vamos a dar un paso mas probando que existe el limite
anterior pero cuando f pertenece a la clausura del conjunto que se va a detallar en el
enunciado.

Proposicion 4.24. Sea f € H™ de forma que f € {g € H®: Gg' € H*}, siendo
G el generador del semigrupo de funciones analiticas en cuestion. Entonces existe el
stquiente limite

lim f(ro),

r—1

siendo o € JD el valor cuya existencia se probd en la Proposicion 4.22.

Demostracion. Sea f € {g € H®: G¢’ € H*}. Razonando por reduccion al absurdo,
supongamos que no existe el limite

lim f(ro).

r—1

Puesto que f es una funcién acotada, existen dos niimeros A, Ao € C con Ay # Ao,
y dos sucesiones {r,},>1 ¥ {Sn}n>1 en (0,1), ambas convergentes a 1, de forma que

lim f(rno) =X\ y lim f(s,0) = Aa.

n—-+00 n—-+o00

1
Sea ahora ¢ = —|A\; — A > 0. Por hipdtesis, existe una funcion g € H* con
Gg € H*™ de forma que
1f =9l < e

Sea A = lim g(ro), cuya existencia esta garantizada gracias a la Proposicion 4.23.
r—1-
Puesto que
|f(rn0) - g(rn0)| <ée

para todo n € N, se tiene que |A\; — A| < e.
Anéalogamente, tenemos que

|f(sn0) — g(s,0)| <€

para todo n € N, de forma que [\ — A\| < e.

Pero ambas estimaciones son imposibles simultdneamente puesto que, por hipotesis,
A1 — A2| = 3e. Por tanto, hemos llegado a un absurdo y podemos afirmar que existe el
limite
lim f(ro).

r—1-
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En dltimo lugar, vamos a dar un ejemplo de una funcion holomorfa y acotada cuyo
limite radial en o € JD no existe. En particular, vamos a construir dicha funciéon me-
diante la composicion de una serie de funciones partiendo del disco unidad como primer
dominio.

. . 142 . .
Consideramos la funcion R(z) = T, conz€ D. Como hemos visto anteriormente
-z

en la presente memoria, se tiene que

R(D) ={z € C: Rez > 0}.

Calculando el logaritmo principal a la funciéon anterior, que denotamos por log,
obtenemos una nueva funciéon S(z) con z € D definida por

1 1 1
S(z) =log R(z) = log (1+z> = log'lj' +iarg (1 +Z> : z€D.

—Z —Z

En primer lugar es necesario observar que esta bien definida, puesto que los tinicos
problemas que podria presentar seria en los puntos 1 y —1, que no pertenecen al disco
unidad. Por tanto, tiene sentido definir una rama continua del logaritmo tal y como se
ha hecho arriba.

+z

1
En segundo lugar, como . € R(D), se tiene que

-z
142 T
Im S(z) :arg(l_z> € <—§,§>

S(D) = {z € C: |Imz| < g}.

De esta forma,

Realizando una rotacion de razon 7/2 a la funcion anterior, obtenemos una nueva,
a la que vamos a denotar por T, definida como

1
T(z):iS(z):ilog(1+z), zeD,

de forma que, por su propia construccion, el conjunto imagen del disco unidad es el
siguiente:

T(D)={2€C: |Rez| < g}

Tomamos ahora exponencial en la funcién anterior de forma que obtenemos una
nueva funcion V' definida como

V(2) = exp (T(2)) = exp (z log (1 i Z)) . zeD.

—Z
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En primer lugar, hay que senalar que se trata de una funcién acotada en el disco
unidad, ya que

V()] = |exp(T(2))] = exp(Re(T(2)) < exp ()

para todo z € . Ademas es analitica en el disco unidad por composiciéon de todas las
funciones que se han ido construyendo. En definitiva, V' € H*.

Claramente se tiene que no existe el limite h’rr% V(r). En efecto, se tiene que
r—

, I1+r
lim log = 00,
r—1 1—r

lo que implica que al calcular el limite cuando r — 1 de V(r), los valores que toma la
funciéon comienzan a moverse sobre la circunferencia unidad sin converger a un tnico
punto, dando lugar a la no existencia del limite.

Finalmente, si 0 € 0D y consideramos la funciéon f definida como
f(z) =V(oz), z €D,
se tiene, siguiendo todo lo anterior, que no existe el limite
lim /(r0).

Llegados a este punto, estamos en disposicion de enunciar el siguiente y tltimo
resultado, con el que alcanzaremos el objetivo de este capitulo y cuya prueba sera
inmediata a partir de todos los preparativos previos.

Teorema 4.25. Si {p;}i>0 es un semigrupo continuo de funciones analiticas no trivial,
entonces el semigrupo de operadores de composicion correspondiente {Q(t)}i>0 no es
fuertemente continuo en el espacio H.

Demostracion. Se acaba de probar justo antes del presente teorema que existe una
funcion f € H*> de forma que el limite radial

I
Itm £(ro)
no existe, donde o € 0D es el elemento cuya existencia se prob6 en la Proposicion 4.22.

Por tanto, por la Proposicion 4.24, tenemos que

fE{f e H>: Gf e H>},

siendo G el generador infinitesimal del semigrupo de funciones analiticas en cuestion.
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En consecuencia, podemos afirmar que

H* £{fe H>: Gf € H>},

puesto que hemos encontrado una funcién holomorfa y acotada que no esta en la clau-
sura del conjunto descrito arriba.

Finalmente, haciendo uso de la primera equivalencia que se prob6 en el Teorema 3.24,
podemos afirmar que el semigrupo de operadores de composicion {Q(t)}+>o inducido
por el semigrupo de funciones analiticas de partida no es fuertemente continuo en el
espacio H*. O






Apéndice A
Transformada de Fourier.

Al referirnos a los conceptos relacionados con la transformada de Fourier, que defi-
niremos a continuacion, denotaremos por m a la medida de Lebesgue en R normalizada,
que no es mas que la medida de Lebesgue usual dividida por v/27. Este cambio per-
mitira tratar con mayor simplicidad algunos resultados como el Teorema de Plancherel
u otros de gran importancia pero que no trataremos al no ser necesarios para nuestro
trabajo. De esta forma, se tiene que

f(@)dm(z) = —— [ f(z)da. (A1)
/ =/,

Es cierto que la notacién varia ahora con la que hemos utilizado a lo largo del
trabajo, puesto que entonces m denotaba a la medida de Lebesgue sin normalizar, pero
este hecho no nos debe preocupar puesto que lo que vamos a ver ahora son resultados
generales necesarios para algunos ejemplos estudiados a lo largo de la memoria. Cabe
senalar que las definiciones y enunciados, junto con las pruebas que no detallemos a
continuacion, pueden consultarse en el Capitulo 9 de [Rud2]. Tal y como se acaba de
indicar, el fin principal de este apéndice es estudiar brevemente algunas propiedades de
la Transformada de Fourier en L'(R), asi como su relacion con el espacio L*(R).

Definicion A.1. Sea f € LY(R). Se define la transformada de Fourier de f como

(1) = /R f@)edm(z), teR (A.2)

Debemos observar que por ser f € L'(R), la integral anterior esta bien definida pa-
ra todo t real. Siendo un poco mas precisos, llamariamos transformada de Fourier a la
aplicacion que lleva f a f . Cuando sea mas conveniente, denotaremos a la transformada
de Fourier por F(f) en lugar de f.

Cabe esperar que exista alguna forma de recuperar la funcion en cuestion si conoce-
mos su transformada de Fourier. Realizando un estudio detallado se puede comprobar
que es cierto, aunque nosotros lo vamos a resumir con el enunciado del siguiente resul-
tado.



124 SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE COMPOSICION
Teorema A.2. Sea f € L'(R) con fe LY(R). Definimos la funcién g como

= /Rf(t)emdm(t), x €R. (A.3)

Entonces, g € Cy y g(x) = f(x) en casi todo punto.

Cuando sea conveniente, denotaremos a la funcion anterior g como F~*(f).

A continuacién vamos a dar una serie de propiedades de la transformada de Fourier
que seran necesarias en algunas ocasiones para el desarrollo del trabajo, aunque no
daremos las pruebas de las mismas. Lo que si cabe senalar es que la mayoria de ellas son
consecuencia de la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y, por tanto,
de la medida normalizada m. Ademas, se utiliza que para cada « real, la aplicacion
o — € verifica 0o (s+1) = pal(s)palt) v |@(t)] = 1 para todo s y t real. En otras
palabras, ¢, constituye un homomorfismo del grupo aditivo R en el grupo multiplicativo
de los nimeros complejos con moédulo igual a 1. Con esa notaciéon, nos disponemos a
enumerar las propiedades en el siguiente resultado.

Teorema A.3. Supongamos que f € L*(R) y que a y X son nimeros reales. Se tiene,
1. Sig(x) = f(x)e™, entonces §(t) = f

2. Si g(x) = f(z — ), entonces §(t) = f(t)e L.

3. Si g(x) = f(—x), entonces §(t) = f(t).

4. Siglx)=f (%) y A >0, entonces §(t) = Af(Mt).

5. 8iglz) = —ixf(z) y g € L'(R), entonces f es diferenciable y f'(t) = §(t).
Demostracion. Como se comentd anteriormente, no vamos a dar la prueba de las pro-

piedades enumeradas salvo el tltimo caso, en el que vamos a hacer una excepcion al

aparecer la derivada de la transformada de Fourier. Vamos a ver su significado y si esta
bien definida.

Si consideramos el cociente incremental tenemos que

-0 _ [ e ooy,

s — t s—1t
) —iz(s—t) __ 1
= / f(x)e_m—e ; dm(z)

/ f(x)e ™ ¢(x, s — t)dm(z), s #t, (A.4)
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efixu -1

donde ((z,u) =

u

Ahora bien, no es dificil comprobar que |((z,u)| < |z| para todo u # 0 real y, ade-
mas, HII(I) o(x,u) = —iz. De esta forma, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia
u—

Dominada y, haciendo tender s a ¢ en (A.4) se tiene que

Fi(t) =i [ ap(@eam(a) = =iz (0 = g0, (A.5)

como se queria probar.

El espacio L*(R). Identidad de Plancherel.

Debido a que la medida de Lebesgue de R es infinita, el espacio L?*(R) no es un
subconjunto de L'(R), por lo que la definicion de la transformada de Fourier que se dio
en la expresion (A.1) no se puede aplicar directamente a cualquier funcion f € L*(R).
Sin embargo, si es posible utilizar dicha definicion para f € L'(R) N L?*(R), teniéndose
ademas que f € L(R).

Mas aun, se puede probar que la aplicacion que a cada f le asocia su transformada
de Fourier, y que va de L'(R)NL?(R) a L*(R) se trata de una isometria, que se extiende
a otra isometria de L*(R) a L*(R) definiendo, de esta forma, la transformada de Fourier
de toda funcion f € L*(R).

En consecuencia, la teorfa que se desarrolla para el espacio L*(R) guarda bastante
parecido con el caso de L*(R).

Brevemente, vamos a enunciar a continuacién los resultados que seran necesarios
para nuestro trabajo, sin dar la prueba de los mismos.

Teorema A.4. A cada f € L*(R) se le puede asociar una funcion f € LA(R) de forma
que verifican lo siguiente:

1. Si f € LY(R)NLA(R), entonces la transformada de Fourier de f en ambos espacios
coincide.

2. La aplicacion f |—>f es lineal.
3. Para toda f € L*(R), ||f]l, = HfH .
2

La igualdad del tercer enunciado es la conocida Identidad de Plancherel, que prueba
la isometria de la que se hablaba al comienzo.






Apéndice B

Caracterizacion de la funcion
exponencial.

A la hora de construir el generador infinitesimal de los semigrupos de operadores se
utiliza el hecho de que toda funcion compleja y continua satisfaciendo f(s+t) = f(s)f(t)
es de la forma e?! para cierta constante A. El objetivo es probar la veracidad de este
enunciado y, ademés, podremos dar el valor de dicha constante.

Proposicién B.1. Sea f: [0,400) — C una funcion continua satisfaciendo

fls+1t)=f(s)f(t) para todo s, t > 0, (B.1)
7(0) =1, '
Entonces f es diferenciable y existe una tinica constante A € C de forma que se verifica
f'(t) = Af(t)  parat >0,
{ £(0) = 1. (B.2)

Demostracion. Sea la funcion g definida como

t
g(t) = / f(s)ds, t > 0. (B.3)
0
Como f es continua en [0, +00), la funcion g es diferenciable y se tiene que

gt)=ft), t=>0.

Como ¢(0) = 0, siguiendo la definicion de derivada en el punto 0 se tiene que

L= /(0) = (0) = lim 9(t) ; 9(0)

Y

lo que significa que existe un tg > 0 lo suficientemente pequerio de forma que g(t) # 0.
Equivalentemente, g(t) es invertible (en el sentido de que existe g~') para valores cer-
canos a 0.
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Teniendo ahora en cuenta la primera condicion de (B.1) se tiene que

F(0) = 9(to) " g(to) f(2) = glt) (/ 7(s ds) )= g(to) ! / " s+ t)ds =
t+to
= gt)™ / £(5)ds = g(to) ™ (g(t + to) — g(£))

para todo t > 0. Por tanto, la funcién f es también diferenciable y su derivada en un
punto cualquiera t es

£/() = im ft+ h})L —f) _ Iim f(t)f(h}z — () _ ) 1y f(h) -1
= otim L= IO )0,

h

para todo ¢ > 0. Por tanto, denotando por A a la constante f'(0) queda probado el
presente resultado. O

Por resultados conocidos del campo de las ecuaciones diferenciales sabemos que
el problema de valores iniciales (B.2) tiene solucion tnica. Adn asi, en la siguiente
proposicion damos una prueba alternativa para el problema de existencia y unicidad de
solucion.

Proposicién B.2. Sea f(t) = e para todo t > 0 con A € C. Entonces, la funcion f
es la dnica funcion diferenciable que satisface el problema de valores iniciales (B.2).

Demostracion. En primer lugar, se tiene de forma inmediata que la funcion f satisface

la condiciéon (B.2).

Para demostrar que es unica, consideramos otra funcion g: [0,4+00) — C satisfa-
ciendo las condiciones de (B.2). Fijemos ¢ > 0. Consideramos una funcion h: [0,¢] — C
definida como

h(s) = f(s)g(t —s), 0<s<t. (B.4)

Por construccion, esa funciéon es diferenciable para cada valor de t > 0 fijo y su derivada
es la siguiente:

h(s) = f'(s)g(t —s) = f(s)g'(t = s)
= Af(s)g(t —s) — Af(s)g(t —s) = 0.

Esto significa que la funcion es constante y, en particular, h(0) = h(t). Este hecho
aniadido a que ¢g(0) = f(0) =1 da lugar a

f(t) = h(t) = h(0) = g(t). (B.5)

Por tanto, f(t) = g(t) para todo t € [0, 400). O
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Con todo ello, podemos dar respuesta afirmativa al problema que se planted al
principio y lo hacemos enunciando el siguiente teorema:

Teorema B.3. Sea una funcidn continua f: [0,4+00) — C satisfaciendo las condiciones
(B.1). Entonces exite una unica constante A € C de forma que

f(t) = e, para todo t > 0. (B.6)






Apéndice C
Integrales vectoriales.

Sea una medida positiva p y un espacio de medida (). En muchas ocasiones se desea
integrar funciones f definidas en un espacio de medida como el anterior y con valores
en algin espacio vectorial topologico X, tal y como ocurre en la mayor parte de nuestro
trabajo. Por tanto, el problema que vamos a tratar es como definir o como asociar a f
un vector del espacio X al que vamos a denotar por

/Qfdu, (C.1)

es decir, pretendemos definir una “integral vectorial” que respete la mayoria de las pro-
piedades que las integrales convencionales cumplen.

A(/Q fdu> Z/Q(Af)du

deberia ser cierta para toda aplicaciéon A € X*, puesto que las aplicaciones lineales y
continuas respetan la suma y, en cierto modo, las integrales son limites de sumas. De
hecho, la definicién que vamos a ver estard basada tinicamente en este requisito.

Por ejemplo, la ecuacion

Por tanto, vamos a exponer a continuacion la definicién formal de integral vectorial,
asi como algunas propiedades cuyo uso es frecuente a lo largo de nuestro trabajo.

Definiciéon C.1. Supongamos que i es una medida en un espacio de medida Q, X
es un espacio vectorial topoldgico de forma que X* separa puntos, y f: QQ — X una
funcion de forma que las funciones escalares Af son integrables respecto a la medida pu,
para todo operador A € X*. Cabe senalar que Af se define como

(Af)(g) = A(f(g), qeQ. (C.2)

Si existe un vector y € X de forma que

Ay = /Q (Af)du
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para todo A € X*, definimos la integral vectorial de f como

/ fdu=y. (C.3)
Q

Debido a que X* separa puntos en X, podemos garantizar que hay a lo més un y
de los que se acaban de definir para cada f, de forma que no debemos preocuparnos de
la unicidad del problema.

En cuanto a la existencia, en el Teorema 3.27 de [Rudl| se prueba tnicamente
el caso particular en el que () es compacto y f es continua, pues es suficiente para
bastantes aplicaciones posteriores. En ese caso, f(Q) es compacto y, la otra condicion
que se impone es que la envoltura convexa cerrada de f(Q)) sea compacta. Cuando
X es un espacio de Fréchet, se puede probar que esta tltima condicion se tiene de
manera inmediata. Siguiendo la referencia citada arriba, enunciamos de manera formal
el problema de existencia de solucion.

Teorema C.2. Supongamos que X es un espacio vectorial topoldgico de forma que su
dual X* separa puntos y que p es una medida de probabilidad de Borel definida en un
espacio de Hausdorff compacto Q. Si f: Q — X es continua y co(f(Q)) es compacta
en X, entonces la integral

y = / fdu (C.4)
Q
existe en el sentido de la Definicion C.1. Ademds, y € co(f(Q)).

A modo de recordatorio, una medida de Borel definida en un espacio compacto (o
localmente compacto) y de Hausdorff ) es una medida definida en la o—algebra de to-
dos los conjuntos de Borel de (). Més atn, se trata de la menor o—algebra que contiene
a todos los abiertos de (). Si, ademas, hablamos de medida de probabilidad, estamos
diciendo que la medida del espacio total es 1. En cuando a co(f(Q)), denotamos con
dicha simbologia a la envoltura convexa de f(Q).

Situdndonos por un momento al margen de la linea seguida en [Rudl]|, vamos a
demostrar la existencia de la integral (C.4) en el sentido de la Definicion C.1 para el
caso particular de nuestra memoria. Es decir, @) se tratara de un intervalo real [a, b] con
la medida de Lebesgue y X sera un espacio de Banach. De esta forma, consideramos la
funcion f: [a,b] — X y queremos probar que existe la integral

/bf<t)dt- (C.5)

Para ello, consideramos la sucesion {a, },>o definida por

on

=37 (H b;f%{) - (C.6)
k=1
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El objetivo es probar que dicha sucesion es de Cauchy.

Sean dos valores m,n € N distintos de forma que podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que m > n. Consideramos la diferencia a,, — a,,, de forma que se tiene

2" —a e b—a . _ b—a
_Zf( n>_ - f(a+ S g te
k=1

b
2 A
j=(k—1)2m=n4+1
Los limites del segundo sumatorio se obtienen a partir del hecho de que

J c k—1 k

2m on T on |’
de forma que (k—1)2"" < j < k2™ ", Si continuamos a partir de la tltima expresion
obtenida se tiene que

> e~ b—a S b—a \ ,,_,\| b—a
an—amzz Z fla+ o k|2 —fla+ o 2 o

k=1 | j=(k—1)2m—n41

il I b—a b—a
— Z (f <a—i— o k:)—f(a—i- o ])) (b—a)2™",

k=1 |j=(k—1)2m—n41

donde hemos utilizado que el segundo sumatorio cuenta con 2"~ " sumandos. Acotando

ahora en norma se tiene que
b— b
f(“ 2nak) _f(H aj)H (b=a)2™

Haciendo uso de la continuidad uniforme de la funcién f podemos garantizar que la
cantidad a la que se esta calculando la norma es menor que un valor € > 0 dado, puesto
los argumentos de dicha funcién estan lo suficientemente cercanos. De esta forma,

kom—n

on
lan — aml| < Z Z
k=1

j=(k—1)2m—n41

on k2m—n
lan — aml| < Y eb-a)2” sz" (b—a)2™™
k=1 |j=(k—1)2m—n+1
=2"2"""g(b—a)27" =¢e(b— a).
Como el valor de € > 0 es arbitrario, podemos afirmar que {a,, },>¢ es una sucesion de

Cauchy. Al ser X un espacio de Banach podemos afirmar, ademas, que es una sucesiéon
convergente, es decir, existe el limite

lim a,.
n—-+4o0o
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Tal y como se ha definido la sucesion, se tiene que

27L b
, , b—a \b—a
n1—1>1—|1-100 n = n1—1>1-‘,I-1c>o ; f <CL T on k) on /a f(t)dt’

de forma que la funcion f es integrable. Para probar, finalmente, que lo es en el sentido
de la Definicién C.1, hay que ver que para todo A € X* se tiene que

A (/jf(t)dt) — /ab AF(t)dt.

En efecto, por la propia definicion de la integral de f a partir de sucesiones y por
su propiedad de ser continua se tiene que

b b
A ( / f(t)dt) = A( lm_a,) = lim Aa, = / Af(D)dt,

dando por concluida, de esta forma, la prueba de la integral en el sentido de la Defini-

cion C.1 para el caso particular de nuestra memoria.

En el siguiente resultado vamos a ver una caracterizacion en la que se toma el caso
particular de f(z) = z, volviendo, de nuevo, al estudio general que se lleva a cabo en
[Rud1].

Teorema C.3. Supongamos que X es un espacio vectorial topologico con X* separando
puntos, Q un subconjunto compacto de X y que la envoltura conveza cerrada de @), ¢o(Q))
es compacta. Entonces y € ¢o(Q) si y solamente si existe una medida de probabilidad
de Borel reqular i en Q) de forma que

y= /Q rdu(z), (©7)

donde la integral debe ser entendida en el sentido de la Definicion C.1, con f(z) = x.

De nuevo, la condicién de que la envoltura convexa cerrada de () sea compacta seria
consecuencia directa de la compacidad de ) en X si el espacio ambiente X se tratase
de un espacio de Fréchet.

Es importante recordar que una medida de Borel en @) se dice regular si
u(E) =sup{u(K): K C E} = inf{u(G): E C G},
para todo conjunto de Borel E C (); donde K representa a los compactos contenidos

en F y G alos abiertos que contienen a F.

En definitiva, el resultado anterior representa al elemento y como una “media pon-
derada” de (), o como el “centro de masa” de una cierta unidad de masa distribuida
sobre ().
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Teorema C.4. Supongamoa que ) es un espacio de Hausdorff compacto, X un espacio
de Banach, f: Q) — X una funcion continua y i una medida de Borel positiva en Q).

Entonces
| [ o] < [ usta ©9
Q Q

Demostracion. Denotamos por y a la integral

yz/Qfdu-

Es posible probar que existe un elemento A € X* de forma que Ay = ||y|| v |[Az| <
||z|| para todo x € X (pudiéndose consultar en el corolario del Teorema 3.3 de [Rudl]).
En particular, se tiene que

IAf(S) < ()]

para todo s € ). Gracias al Teorema C.2 tenemos que la integral que define al elemento
y anterior existe en el sentido de la Definicion C.1. Con todo ello tenemos que

Iyl = Ay = A ( /Q fdu) - /Q (Af)d < /Q £l d.

quedando probado, de esta forma, el presente resultado. O

En el siguiente resultado vamos a probar otra de las propiedades que se ha utilizado
a lo largo de la memoria, donde se ven involucrados los operadores lineales y continuos.

Teorema C.5. Supongamos que se tienen las hipotesis del Teorema C.2. Sea Y un
espacio vectorial de forma que Y* separa puntos y T: X — Y una funcion lineal y
continua. Entonces, T f es integrable en el sentido de la Definicion C.1 y, ademds,

/Q(Tf)du =T (/Q fdu) : (C.9)

Demostracion. En primer lugar hagamos un par de observaciones. Como estamos en
las hipotesis del Teorema C.2, se tiene que la funcion f: ) — X es integrable en el
sentido de la Definicion C.1. En consecuencia, T'f: () — Y es integrable en el sentido
de la Definicion C.1 gracias al Teorema C.2. Por otra parte, dada A € Y* podemos
observar que
T A
X —Y —R,
es decir, TA € X*. Con todo ello, nos disponemos a probar la expresion (C.9).

Sea A € Y*, tenemos que

A(T (/Qfdu» — (AoT) (/Qfdu) Z/Q(AoT)fdu,
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donde hemos utilizado el hecho de que A oT € X* y, ademas, [ es integrable en el
sentido de la Definiciéon C.1, tal y como se dijo al comienzo de la demostracion.

Continuando con la tltima expresion tenemos que

/Q(AOT)fdu=/QAO(Tf)du=A(/Qdeu),

usandose ahora que A € Y* y T'f es integrable en el sentido de la Definicién C.1.

En definitiva, hemos probado que

() -+

para todo A € Y*. Precisamente por el hecho de que A € Y* es arbitrario, podemos

afirmar que
v ([ gan) = [ 71
Q Q

para T: X — Y lineal y continua. Con ello queda probada la expresion (C.9) y, tal
y como se justifico al principio, el hecho de que T'f sea integrable en el sentido de la
Definiciéon C.1. O
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