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¢,Donde ubicar un centro bajo demanda incierta?
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Robustez

La ubicacion del servicio debe ser suficientemente estable
frente a cambios de demanda.
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Hipotesis asumidas

Se desea ubicar un Unico servicio que atendera a una
seleccion de clientes de un mercado potencial formado por n
clientes ubicados en las posiciones ay, ..., an.

Los costes de transporte son proporcionales a la demanda que
hay que atender (w;) y a la distancia que hay que recorrer
(d(Xv ai))'

La demanda es incierta, no se hacen hipotesis distribucionales,
sélo se asume conocido un rango de variacion [w; ,w; ] para la
demanda de cada cliente a;.
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Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

Si tenemos que elegir entre dos clientes. ..

1/2

0 1/2 1

calizacion bajo demanda incierta Localizacion bajo demanda incierta



Localizacion-asignacion Continua . . .
Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

Si tenemos que elegir entre dos clientes. ..

1/2

0 1/3 1/2 1

Eduardo Conde. Localizacion bajo demanda incierta Localizacion bajo demanda incierta



Localizacion-asignacion Continua . . .
Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

Si tenemos que elegir entre dos clientes. ..

R(x) = min{R(x, (1,0)), R(x,(0,1))}
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Existencia de 6ptimos
Modelos de Localizacion plana

Si tenemos que elegir entre dos clientes. ..

R(x) = min{R(x, (1,0)), R(x,(0,1))}
R(x,(1,0)) = d(x,ar) — min{d(x, a1), 3d(x, a2)}
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Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

En general

@ Si es conocido el escenario de demanda w que ocurrira y
la ubicacién x del nuevo servicio, la seleccion optima de
clientes consiste en los p de menor coste en la ordenacion

w(1)d(X, 8(1)) < W(g)d(X, 8(2)) <...< W(n)d(X, a(,,)).
@ El exceso de coste de servicio que debemos asumir
respecto a la eleccion optima es
p

n
> wid(x,a)zi = > wid(x, ag)),
i—

=1
donde

5 1 si g; pertenece a la cartera de clientes,
"7 1 0 enotro caso,
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Localizacion-asignacion Continua . . -
Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

Coste frente a la seleccion optima a posteriori

@ Para evaluar una ubicacion x y una seleccion de clientes z
usamos la funcién
p

R(X,Z mggz( Zw, X a, —Zw(,-)d(x, a(,-))
w
i=1
@ R(x,2) representa eI maximo sobrecoste que debemos
asumir en la solucion (x, z).
@ Planteamos el problema de optimizacion

min R(x, 2)
sa:
X e X,
zelZ,

donde
Z={(z1,...,Zn):z1+...+2p=p, 2 €{0,1}, i € [}.
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Localizacion-asignacion Continua . . P
Existencia de optimos

Modelos de Localizacion plana

R(x, z) no es inf-compacta

@ Fijada el ubicacion x y el vector de asignacion z, la funcion

o

n
R(X, Z) = Teag))( Zw;d(X, a,-)z,- - ZW(;)d(X, a(,-))
i=1 i=1

es el maximo de una funcién convexa en w sobre el
conjunto poliédrico

w=(w1,...,wn) € Q.

@ Por tanto R(x, z), para cada z, es una funcion continua en
x lo que implica que R(x) es siempre una funcion continua.
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Localizacion-asignacion Continua

Existencia de optimos
Modelos de Localizacion plana

R(x) no es inf-compacta: Ejemplo

Parametros

Tomemos n=2,p=1, Conjunto factible
a = (—1,0),

a = (1 ) 0),

d(x, aj) = [|x — ajllz,

[wy s wi]=1[0,1],

[wy,wi]=11,2],
y el conjunto factible

() I
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Existencia de 6ptimos
Modelos de Localizacion plana

Garantizando la existencia de solucion éptima

ogmin{wj—;jgéP}<méx{w;L: ie P}y YPcCI |Pl=p.

PROPOSICION 2.1
Bajo la hipotesis 2.1 la funcion objetivo R(x) es inf-compacta.

PROPOSICION 2.2
Bajo la hipotesis 2.1 el problema de optimizacion esta bien
definido.
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Existencia de optimos
Modelos de Localizacion plana

Relacion con otros problemas

PROPOSICION 2.3

Seaw; =0parai=1,...,nyasumamos que los indices de
los puntos de demanda estan asignados de forma que se
verifique la siguiente ordenacion entre los costes de transporte

wid(x,ar) <wjsd(x,a) <...<whd(x, an),

entonces,
R(x) = { L wid(x,a) sip<n/2
?:2p—n+1 w,ﬂ_d(X, ai) Sip>n/2
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Localizacion-asignacion Continua

Existencia de 6ptimos
Modelos de Localizacion plana

En el plano, obtenemos problemas no convexos

R(x)=d(x.a)

Eduardo Conde. Localizacion bajo demanda incierta Localizacion bajo demanda incierta



Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Existencia de optimos
Modelos de Localizacion plana

El modelo con p < n/2, w; = 0y distancias
poliédricas

El modelo de localizacion en el plano, con distancias
poliédricas corresponde con un problema de minimizacion
concava a trozos ya que se puede escribir R(x) como el
minimo de un conjunto finito de funciones lineales, es decir,

R(x) =min{ > wid(x,a): |J|=p¢,
jed

donde d(x, a;) es una funcion lineal en cada dominio (por
definicion).
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Localizacion-asignacion Continua . . -
Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

El modelo con p > n/2, w; = 0y distancias
poliédricas

Diferencia de convexas en cada dominio de linealidad
Obsérvese que en este caso,

R(x) = Jn}m {Zuﬁd(x aj } JlJﬁrlgr;n{;wfd(x, aj)}.

jed
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos

Existencia de optimos

R . . Modelos de Localizacion plana
Localizacion centdian sobre arboles

Tomando
fi(x) = —min{ > wid(x,a): [J|=2p—n
jed

y h(x) = fi(x) — R(x), f; y f2 son funciones convexas, dado ¢
un subgradiente de f;(x) en x°, tenemos

R(x) > f(x°) + €' (x — x°) — K(x), Vx.

Inicialmente se elige la particion que consiste en los dominios
de linealidad, dado M un conjunto de particién y x° € M se
verifica

R0 > min {4(x) +€(x ~x°) ~ k().
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Localizacion-asignacion Continua . . -
Existencia de 6ptimos

Modelos de Localizacion plana

Evaluacién de R(x)

PROPOSICION 2.4

Dada la localizacion x y un vector de distancias (d(x, a;))jc/, la
asignacion optima de los p puntos de demanda que seran
atendidos por el nuevo servicio ubicado en x de acuerdo a la
minimizacion de la funcion R(x, z) puede ser obtenida en
tiempo de complejidad O(min{p, n — p}n).

[4 E. Conde.
An improved algorithm for selecting p items with uncertain
returns according to the minmax-regret criterion.
Mathematical Programming, 100(2):345-353, (2004).
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Formulacién del problema

Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Localizacién sobre ejes

min min max Zw, (x,a))z ZUJ(, d(x, ag)

XEUgcE€ zeZ wef

o
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Formulacién del problema

Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Localizacién sobre ejes

min min max Zw, (x,a)z, Zw(, (x, ag)

X€EUgcg€ zeZ weN

TEOREMA 3.2
Siw; =0 paracadaic |yp < n/2 entonces, existe un optimo
en uno de los vértices (complejidad O(pn?)).
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Optimalidad en Vértices

Localizacion-asignacion sobre Grafos L.
Problema con pesos genéricos

Optimalidad en puntos del interior de los ejes
(p > n/2)

i 123 4 5 6 7 8 9 10
a 0 7 7 11 12 17 19 24 29 32
wif 39 3 7 8 9 5 5 6 7
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Optimalidad en Vértices

Localizacién-asignacion sobre Grafos o
ocalizacion-aslg Problema con pesos genéricos

Optimalidad en puntos del interior de los ejes

Localizacion bajo demanda incierta



Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Reescribiendo R(x)...

flup) = min >, [ai(uo)é + bi(uo)]

R(x) = min sai e = P,
o< & €{0,1}, iel,
ai(up) = max{up —s;,0} — max{s; — up, 0},
bi(u) = max{s; — up,0},
donde s; = —wd(x, a), s = —w; d(x, a)).

R(x) = min{f(sy ), (s{), f(s3), f(s3), .., f(sp), f(s5)}-
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Determinando un conjunto FDS

Sy={(s1,---,82n) 1 Sy(1) < Suy2) < --- < Syeen) }-
(s7,87,....Sp.Sy) € Sy~ f(s;) esconcava

Si d(x(t), aj), con x(t) = ar + t(as — ar), es lineal en [a, f] y
(—wid(x(t),ar), —wy d(x(t),ar),...,—w, d(x(t),an)) € Syt € [a, B]

entonces. ..

R(x(t)) es concavaent € [a, f].
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Puntos de interseccion

DEFINICION

Diremos que t° € [0, 1] es un punto de interseccién del eje

e = (ar, as) si existen dos funciones diferentes s,.i(x) y sf(x)
(el indice + significa que el signo + o el signo — debe ser
seleccionado) del conjunto

{5 (x(1)) = —w d(x(t). &), 7 (x(1)) = —w; d(x(t). &) : i€ I},

donde x(t) = a, + t(as — a) tal que s;"(x(1%)) = 57" (x(1°)) y
existe un valor e > 0 para el que
s (x(1)) # 57 (x(1)), Vt € (1° — €, t° + €) \ {t°}. El conjunto de

todos los puntos de interseccion e se denotara por Ip(e).
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Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Localizacion-asignacion sobre Grafos

a, x(t)=a,+t(a,-a,) a, a, X(t)=a,+t(a,-a,) a,
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Localizacion-asignacion Continua
Localizacion-asignacion sobre Grafos
Localizacion centdian sobre arboles

Optimalidad en Vértices
Problema con pesos genéricos

Resultados finales

El conjunto finito Bp(e) U Ip(e) contiene un minimo de R(x)
sobre el gje e.

TEOREMA 3.4

El problema de localizacion-asignacion minmax regret sobre un
grafo general puede ser resuelto exactamente con una
complejidad de orden O(min{p, n — p}nm).
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Centdian robusto con doble juego de pesos
Localizacion centdian sobre arboles

Eficiencia frente a equidad

Un criterio relacionado con esta propiedad es el Centdian introducido
por Halpern en 1976.

F(x,8) = Zmn(x, s) + Z:(x,8),
(X, s) = Zwsd(x aj),

Zs(x,8) = ig&_lf(n{ufd(x, aj)}.
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Localizacion-asignacion Continua

Localizacion-asignacion sobre Grafos Centdian robusto con doble juego de pesos
Localizacion centdian sobre arboles

El modelo

R(x) = max[R(x s) = F(x,s) — r};neir# F(y,s)]

seS

Zw (x,a) + max {usd(X aj)}.

Averbakh y Berman, 1997

Siw; = w;" = 0 el problema se resuelve en O(n?).

Averbakh y Berman, 2003

Si u; = u" = 0 el problema se resuelve en O(nlog?® n).
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Centdian robusto con doble juego de pesos

Localizacion centdian sobre arboles

Complejidad del problema general

TEOREMA 4.1

El problema centdian minmax regret en arboles puede ser
resuelto en O(n® log n).
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Centdian robusto con doble juego de pesos
Localizacion centdian sobre arboles

Conclusiones

@ En este trabajo se han analizado nuevos modelos de
localizacion de servicios en presencia de demanda incierta
bajo un criterio de optimizacién robusta.

© Se han analizado modelos de localizacién continua y
sobre grafos.

© Se han propuesto seis nuevos algoritmos de optimizacién
no convexa.

© Se ha analizado la complejidad tedrica de cada uno de los
algoritmos exactos que se han propuesto. Sus
complejidades oscilan entre O(nlog? n) y O(min{p, n— p}n*m).

© Esta linea de investigacion tiene una continuacion natural
en el andlisis del problema con multiservidores y
asumiendo incertidumbre en otros parametros como en
las longitudes de los ejes del grafo.
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