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En este trabajo presentamos el desarrollo y conclusiones del curso «Ensefnar
con Mathematicas. Esta experiencia didéctica ha sido financiada por el .C.E. de
la Universidad de Sevilla, dentro de la convocatoria para cursos de formacién del

profesorado universitario.

In this paper, we describe the development and conclusions of the course
«Teaching with Mathematica-. This experience has been sponsored by the
Educational Science Institute of the University of Seville, within university

teachers training courses.

I. ANTECEDENTES

En 1986 Peter Lax, un antiguo presi-
dente de la Sociedad Matemitica Ameri-
cana, haciéndose eco de los sentimien-
tos de muchos profesores de Cilculo,
indicé que la ensefianza del Cilculo
estaba repleta de ideas y material
anquilosados. Para responder a ésta y a
otras llamadas a la reforma de la ense-
fianza del Cilculo, la Fundacién Nacio-
nal Americana para la Ciencia (National
Science Foundation), puso en marcha
toda una serie de iniciativas para revi-
talizar la docencia de esta rama de la
Matemitica. En concreto dicha Fundacién
invitaba a presentar proyectos que tu-
vieran en cuenta el impacto de los or-

denadores en el cilculo simbblico en
Matemiticas, asi como mostrar la poten-
cia del Cilculo en la resolucion de pro-
blemas reales, acercando la ensefianza
del Cilculo al modo real en que se utiliza,
El programa «Calculus and
Mathematica» (Brown y otros, 1991) se
enmarca dentro de estas iniciativas, El
curso se desarrolla en su totalidad a
través de la resolucion de problemas de
modo interactivo en un ordenador per-
sonal. Podemos considerar que toda
leccidn tiene cuatro componentes:

1. Problemas bidsicos que presentan
nuevas ideas.

2. Problemas tutorados que introducen
técnicas y aplicaciones.
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3. Problemas para que el alumno aumen-
te su destreza. Es una nueva forma de
la familiar «<hoja de problemass.

4. Problemas de autoevaluacidén para
realizar exclusivamente con papel y
lapiz.

Este curso de Cilculo estd escrito
usando el programa informitico
«Mathematica». En cualquier caso, para
implementar el curso, es suficiente con
que el alumno conozca algunos rudimen-
tos de dicho programa. En contraposiciéon
con los cursos habituales basados en
papeles, pizarras y exposiciones orales,
podriamos denominar a este curso «elec-
trénico» por el tiempo de uso del orde-
nador, por parte de los alumnos.

El curso «Calculus and Mathematica»
ha sido probado en distintas universida-
des americanas (Illinois, Ohio State,...),
y a la luz de la experiencia en clase han
sido revisados problemas, comentarios y
explicaciones del curso original. Por otra
parte, es realmente ficil reestructurar o
eliminar material del curso. Simplemente
hay que afiadir o borrar algin fichero.

II. CONTEXTO DE LA EXPERIENCIA:
OBJETIVOS

Si bien los comentarios de la seccion
anterior sobre el Cilculo son francamente
extrapolables a nuestra situacion actual,
hay factores propios que también influ-
yen en promover cursos de esta natura-
leza, como por ejemplo, el fracaso general
en las asignaturas de Matemaiticas.

Laimportancia que las ensefianzas de
contenido matemdtico tienen en el
curriculum de las carreras cientifico-téc-
nicas hace que los esfuerzos tanto, por
actualizar los contenidos de las asignaturas
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a las necesidades de los futuros profes.
nales como por mejorar los métod
pedagbgicos empleados ensuimpartici¢
sean necesarios para cumplir de mane
mis eficaz nuestra tarea docente.

Ante el fracaso en asignaturas cor
Célculo (que aparece en los primer
cursos de casi todas las carreras mencior
das, a veces con el nombre de Anili
Matemitico o con el de Cilcu
Infinitesimal) nos planteamos una se.
reflexion sobre c6mo mejorar no s6lo |
resultados de las evaluaciones sino tai
bién los contenidos tratados en ellas d
rante el curso escolar. Sin menosprec
aspectos sobre el alumnado o el profes
rado en cuestién, pensamos que bue;
parte de la raiz del problema se encuent
enlas propias asignaturas y, sobre todo, «
el modo tradicional de impartirlas.

Es por ello que nuestro objetivo b
co ha sido y es debatir posibles innov
ciones pedagdgicas sobre el Cilculo,
dlgebra Lineal, ..., con la esperanza «
hallar oal menos probar nuevos enfoqu.
docentes de estas asignaturas.

Un proyecto de esta naturaleza ha «
estar movido tanto por consideracion
matemdticas, como por las posibilidad
tecnologicas actuales. Puede ser util, p
ejemplo, plantearse cambios enel orden
presentacion de los temas o en el énfasis
los contenidos en alguno de ellos, asi corr
prestar més atencién a las aplicaciones.

Es en este punto donde nos plante
mos nuevas posibilidades que, p«
ejemplo, en la ensefianza del Cilcul
puedan proporcionar la disponibilida
tanto de hardware como de softwal
desarrollado para 1al fin.

El aprendizaje de las Matemiticas ¢
un proceso constructivo: se da en
contexto del aula, el alumno trata de ord
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nar y dar sentido a Ia informacién que se le
suministra evaluando, conectando y orga-
nizdndola en relacién con su experiencia y
conocimientos previos. En este contexto, el
ordenador (un dispositivo que habla Ma-
temdticas) posibilita hacer cosas durante la
clase que sin él no podrian llevarse a cabo.
En cualquier caso, nuestra opinion es
que la tecnologia debe ser un medio que
libere a los estudiantes de manipulaciones
algebraicas, reduciendo el trabajo pesado
de operaciones, apoyando el aprendizaje
de las ideas fundamentales y permitiendo
la exploracion de los conceptos. Es decir,
la tecnologia no puede ser el centro de la
ensefianza sino que deberia estar sujeta a
una perspectiva tedrica del aprendizaje.
Aspectos importantes de este cursousando
informdtica quizds deban ser:

1. Que esté basado en problemas que
conduzcan a una abstraccion reflexiva;
2. Que contenga, sin limitarse a ellas, cues-
tiones que se basen en relaciones con
otros temas matemdticos o de otra indole;
3. Que permita a los alumnos, mediante un
proceso de realimentacion, juzgar la
eficacia de sus métodos de pensamiento.

Buscaren el mercado algin producto
que se ajuste a estas normas puede ser
dificil, pero pensamos que, con todos sus
inconvenientes (escrito en inglés, nivel
matemdtico mds cercano al COU que a la
Universidad,..), <«Calculus and
Mathematica» puede ser una buena ex-
periencia a analizar. De hecho los objeti-
vos que autoproclama el curso son:

1. Aprendizaje activo a través de la expe-
rimentacién.

2. Enfasis conceptual en el proceso de
resolver problemas.

3. Enfasis geométrico en la adquisician
de conceptos.

4. Madurez matemitica. El curso permite
visualizar y manejar temas realmente
ajenos a los programas tradicionales,

III. ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE
EL PROGRAMA MATHEMATICA

Mathematica (Gray y otros, 1991,
Wolfram 1988; Wolfram 1991) es un
sistema general para realizar cilculos
matemdlicos. Se puede usar en diferen-
tes contextos, algunos de los cuales
describiremos seguidamente. Una pri-
mera forma de usarlo es como una cal-
culadora. Si tecleamos en el ordenador
un cdlculo, Mathematica inmediatamente
intenta hacerlo. Sin embargo, va mucho
mis alli de las prestaciones de una
calculadora electronica tradicional. A
parte de realizar operaciones numéricas,
puede hacer operaciones simbolicas y
algebraicas, y puede también generar
grificos.

Cuando lo usamos como una calcula-
dora, estamos utilizando capacidades que
ya tiene incorporadas. Pero Mathematica
también es un lenguaje de programacion,
lo cual permite disefiar nuevas presta-
ciones. La posibilidad de trabajar con
formulas simbolicas constituye uno de
los hechos mis potentes de Mathematica;
esla clave que permite abordarla docencia
de asignaturas como Cilculo. Algunos
ejemplos concretos de lo que estamos
diciendo son los siguientes: Mathematica
puede desarrollar, factorizary simplificar
polinomios y expresiones racionales,
puede resolver ecuaciones polindmicas o
sistemas de tales ecuaciones, puede eva-
luar derivadas e integrales simbolicamen-
te, calcular series de potencias, etc.
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También podemos usar dicho pro-
grama como un lenguaje para representar
conocimientos matemdticos; tomar rela-
ciones como por ejemplo de libros, e
introducirlos, casi directamente, en
Mathematica. Bisicamente, el método
consiste en dar una secuencia de reglas
de transformacién que especifican cémo
Mathematica codificard expresiones de
diferentes formas. En general, puede
decirse que Mathematica es un intérprete.

Por dliimo queremos destacar que
permite hacer grificos en dos y tres
dimensiones, tanto a partir de funciones
como de una lista de datos. Los grificos
tridimensionales son bastante reales;
pueden incluir, por ejemplo, sombra,
color y efectos luminosos. También po-
demos suministrar una representacion
simbdlica de objetos, por ejemplo poli-
gonos, en el dibujo, y Mathematica pro-
ducird una representacion grifica de ellos.

IV.PROGRAMACION DEL CURSO

El curso iba dirigido a un maximo de
dace profesores universitarios de Matema-
ticas, preferentemente del drea de Mate-
midtica Aplicada, aunque finalmente hubo
profesores de otras dreas. Se realizd en un
aula del Centro de Cilculo de la Escuela
Superior de Ingenieros Industriales, durante
las mananas de los dias (laborables) del
veinte al veintinueve de Septiembre. Los
participantes dispusieron de los corres-
pondientes ordenadores personales.

Los contenidos del curso, que expo-
nemos a continuacién, estin divididos en
tres bloques. Los dos primeros estin
destinados al uso y conocimiento del
programa Mathematica, y estin basados
en el manual de Blachman (1992). El
tercero estd dedicado al uso de

174

Mathematica para ensefar Cilculo, |
concreto, lecciones extraidas del cur
«Calculus and Mathematicas,

Capitulo I .Introduccién a Mathematic

1. Empezar con Mathematica.

2. Posibilidades numéricas.

3. Posibilidades simbélicas
algebraicas,

4. Grificos en dos y tres dimensi
nes.

5. Mis comentarios sobre Mathem
tica.

Capitulo II. Programacion.

1. Manipulacién de listas.
Asignaciones y reglas.
Tipos de datos.
‘Creacidon de funciones.
Variables locales y programaci¢
procedimental.
Concordancia con patrones.
Funciones andnimas.
Trampas, fallos y depuracion.
Entrada y salida. Paquetes.

W s B
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Capitulo III. Un curso de Cilculo cc
Mathematica.

Introduccion.

Lecciones de Cilculo Diferencia
Lecciones de Cilculo Integral.
Lecciones sobre Series y Aprox
macién,

i g e

El estudio detallado del program
Mathematica (dos tercios del curso)s
justifica para la correcta comprensid
del curso «Calculus and Mathematica
asi como que dicho programa es la llav
para el disefio y realizacidon de nueva
experiencias docentes por parte de lc
profesores asistentes al curso. Esto alt
mo se traduce técnicamente en la prc
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gramacion de paquetes informiticos
(packages) que reflejen mis
acertadamente las inclinaciones y gustos
de cada profesor. En este sentido, el
curso «Calculus and Mathematica~ es sélo
un botdn de muestra.

V. DESARROLLO DEL CURSO

El curso constd de partes tedricas y
practicas. Para los dos primeros capitu-
los, las primeras clases estuvieron dedi-
cadas al conocimiento y manejo del
Mathematica y cubrian la mitad de la
manana. Para ello, los alumnos contaron
con unos guiones del material que los
profesores impartieron, con objeto de
permitir realizar consultas de una forma
cémoda y ficil a la hora de abordar las
pricticas en el ordenador. Desde un
principio se planted la clase enfocada a
un foro en donde debatir las posibilidaes
del programa en su vertiente docente,
especialmente al entrar en temas de pro-
gramacidn. La otra mitad de la manana
estuvo dedicada a clases practicas. Para
ello se confeccionaron hojas de proble-
mas a la usanza tradicional, que inclufan
pequeiios ejercicios susceptibles de ma-
nejarse en clases reales como por ejem-
plo, implementar el método de Newton
para el cilculo de raices de funciones,
desarrollos en series de potencias, pro-
blemas de integracién simbolica, etc. Para
la realizacion de las pricticas se formaron
varios grupos y los profesores intervenian
solamente para ofrecer indicaciones so-
bre algin problema.

Para el tercer bloque, dedicado al
«Calculus and Mathematica», se intentd
reproducir lo mis fielmente posible una
clase real tal como suponemos se desa-
rrolla en las universidades estadouniden-

ses anteriormente citadas, y donde los
profesores participantes en el curso asis-
tlan como «sufridos» alumnos. Evidente-
mente, existia la posibilidad de interrum-
pir la clase y plantear, ya como Profesor
de Universidad, cuestiones o desacuerdos
de cualquier tipo. Debido a la formacién
con la que contaban estos «alumnos» es
probable que algunos problemas sobre
suimplantacién nosurgieranenel debate,
pero las conclusiones recogidas del curso
pueden ser bastante realistas.

Este tercer bloque, comenzd conuna
descripcion de las clases del «Calculus
and Mathematica», esencialmente basadas
en la resolucién activa de problemas.
Para ejemplificar dichas clases se esco-
gieron lecciones de tres grandes dreas del
Cilculo presentes en los programas ha-
bituales. Del Cilculo Diferencial, la defi-
nicién de derivada; del Cilculo Integral,
el teorema Fundamental del Cilculo vy
sobre Series, desarrollos en series de
potencias con aplicaciones a la aproxi-
macion de integrales definidas.

Con esta eleccion, también se pre-
tendia cubrir los tres principales aspectos
con los que se enfrenta un profesor de
Matemdtica, a saber: explicar y justificar
definiciones, enunciar y demostrar teo-
remas, manejar y obtener soltura con
técnicas analiticas.

Atendiendo a las normas de la convo-
catoria, dejamos el Gltimo dfa para una
evaluacion, que encaminamos desde un
principio hacia una autoevaluacidn y
realizacion de algin proyecto docente
que usara el programa Mathematica. Se
expusieron cuatro trabajos sobre distin-
tos temas de Cilculo. En concreto, ver-
saron sobre una exposicidén usando gra-
ficos de la construccion de la integral de
Riemann; una formulacién empirica del
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teorema de Bernoulli sobre variables
aleatorias independientes; una introduc-
cién, tipo pregunta-respuesta, a elemen-
tos bisicos de geometria; una presenta-
cion via ejemplos grificos de extremos
relativos de dos variables,

V. CONCLUSIONES

El trabajo que desarrollamos para la
realizacidon del curso, a la par que el debate
entre todos los asistentes a él, son para
nosotros la fuente de donde extraer con-
clusiones. En ese sentido, esta seccién
responde a una opinién y experiencia
personal,

Las limitaciones para implementar
realmente un curso de estas o similares
caracteristicas son evidentes. En concre-
to, es necesario un aula de informitica
con suficientes puestos de trabajo asi
como personal preparado (mis profeso-
res). En un contexto altamente
masificado, como son los cursos de
primero, el desembolso econémico ne-
cesario para disponer de estos recursos
parece realmente enorme, sobre todo
teniendo en cuenta los medios con que
se parte. Por otra parte, también parece
razonable exigir que el alumnado al que
vaya dirigido el curso tenga algiin tipo
de experiencia informatica. Esto conduce
a pensar que el lugarapropiado (hoy por
hoy) para un tal curso fueran asignaturas
de contenido matemitico del segundo
ciclo, donde el alumnado es mais redu-
cidoy cuenta con una mayor preparacion.
En cualquier caso, creemos que la utili-
zacion de medios informiticos debe
hacerse de modo paulatino y partiendo
de cursos superiores a inferiores. Ademis,
por su cardcter experimental, habrian de
contar con un seguimiento diario.
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Otra dificultad, detectada por los a:
tentes al curso, es introducir el ordenaq
en contextos donde dudosamente me
ren el rendimiento docente con respect
las clases magistrales habituales, comojp
ejemplo, el enunciado y demostracign
teoremas. Usar grificos para aclarar de
niciones, hacer desarrollos simbolicos
programar algoritmos de cualquier ti
son campos abonados para el uso ¢
ordenador, pero quizds otros no.
obstante, estos altimos aspectos cubr
enla ensefianza de las Matemiticas en
Escuelas Técnicas, un tanto por cier
muy elevado de todo el material.

Finalmente, hay untemora que el u
masivo del ordenador simplifique aspe
tos formativos de los programas de as
naturas como Cilculo, y ello redunde
una «bajada- del nivel tanto docente cor
en extension. En nuestro opinién, la s
presion de material (por quedar obsolel
puede ser reemplazado por material nuey
que en el caso de las Escuelas Técnic:
puede ser dirigido a abordar problem
simples pero reales de la Técnica, q
indudablemente requeririn de program
y cdlculos complejos.

En nuestra opinién, una opcién re
es la implementacion a partir de terc
curso de asignaturas (muy abocadas
técnicas de computacién matemitica) qu
conlleven un cincuenta por ciento de 1.
necesarias clases magistrales y otro ci
cuenta por ciento de trabajo en un au
informdtica.

En altimo lugar, nos gustaria const
tar la unanimidad, entre los participantc
al curso, sobre el efecto positivo qu
ticne en la calidad de ensefianza el c
nocimiento por parte de los profesore
universitarios de Matemiticas de sof
ware informitico.
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