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Introdui�on
El desarrollo de la Geometr��a Fratal ha sido uno de los hitos dentro del ampode las Matem�atias, pues ha heho posible desribir formas naturales omplejas ent�erminos de reglas simples, entre otras osas porque la forma de ver la realidad de laGeometr��a Fratal es muy diferente a la de la Geometr��a Eul��dea, ya que mientras�esta intenta adeuar la realidad a un orden que emana de la raz�on, la Geometr��aFratal asume que las estruturas naturales son desordenadas y busa desribirlas.El objetivo general de este trabajo es analizar el papel que la Geometr��a Fratalpuede jugar a la hora de araterizar la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35durante la d�eada de los noventa (desde el d��a 2-01-1991 hasta el d��a 29-12-2000), ala que, por brevedad, nos referiremos omo serie Ibex35.Si somos algo m�as onretos, podemos deir que en realidad lo que pretendemosaraterizar es el grafo de este ��ndie frente al tiempo (registro temporal del ��ndie),pues presenta muhas de las arater��stias propias de los onjuntos fratales, queson los objetos que estudia la Geometr��a Fratal.Esta �ultima frase puede pareer redundante, pero se debe al heho de que noexiste una de�nii�on preisa ni de la Geometr��a Fratal ni de lo que es un onjuntofratal. En palabras de Benô�t B. Mandelbrot (1924-), al que se onsidera omo elpadre de la Geometr��a Fratal:...la de�nii�on informal: la Geometr��a Fratal es el estudio de lairregularidad que permanee tras un ambio de esala y loalizai�on,quiz�as sea la mejor araterizai�on de la Geometr��a Fratal que podemosonseguir. Una de�nii�on formal apropiada ni existe ni se debe esperarsu desarrollo... (Mandelbrot [53℄ pg.9)



2 INTRODUCCI �ONDe heho, aunque han habido varios intentos de dar una de�nii�on matem�atiade un fratal, no hay una de�nii�on satisfatoria en un ontexto gen�erio, ya quetodas exluyen alg�un onjunto on arater��stias que puede estudiar la Geometr��aFratal.Esto, que podr��a pareer un inonveniente, es, desde nuestro punto de vista, unaventaja, ya que no hay que preouparse de si un onjunto es o no un fratal, sinode si la Geometr��a Fratal puede analizar las arater��stias que nos interesan delonjunto.En onreto, la anterior de�nii�on informal de la Geometr��a Fratal hae queel grafo de una serie de preios, y en partiular el grafo de la serie Ibex35, seenuentre dentro de su ampo de ai�on, ya que en estos grafos apareen numerosasirregularidades que se mantienen al observarlos a esalas ada vez menores.Preisamente al intentar uanti�ar este tipo de irregularidades es uando surgela noi�on de dimensi�on fratal, que es el onepto que da t��tulo a este trabajo, y enel ual, de nuevo, nos enontramos on el t�ermino fratal omo adjetivo, alguno deuyos m�ultiples signi�ados apareen en unas palabras de Mandelbrot donde uentaomo au~n�o este t�ermino:Au~n�e el t�ermino fratal a partir del adjetivo latino fratus. El ver-bo orrespondiente es frangere que signi�a \romper en pedazos". Espues razonable, ..., que adem�as de \fragmentado" (omo en frai�on)signi�que tambi�en \irregular", onuyendo ambos en el t�ermino frag-mento (Mandelbrot [51℄ pg.19).Esto hae que al utilizar el t�ermino fratal omo ali�ativo de la dimensi�onestemos indiando, tanto que la dimensi�on puede tomar valores no enteros, omoque la dimensi�on va a ser una medida de las irregularidades del onjunto.Las distintas de�niiones de dimensi�on fratal apareen dependiendo de la formaen que abordemos el estudio de estas irregularidades y, en el aso partiular delgrafo de una funi�on, debido a que las variaiones que experimentan los valores dela funi�on entre puntos pr�oximos est�an relaionadas on el valor de su dimensi�on,



INTRODUCCI �ON 3uanto mayor sea el valor de la dimensi�on, m�as err�atio ser�a el omportamiento desu grafo.Desde el punto de vista te�orio, quiz�as la m�as importante sea la dimensi�on deHausdor�, que reibe este nombre por F�elix Hausdor� (1868-1942) y que aparee aladaptar a onjuntos irregulares la medida n-dimensional de Lebesgue, que, a su vez,reibe este nombre por Henri Le�on Lebesgue (1875-1941). Desde el punto de vistapr�atio, la dimensi�on m�as adeuada para los �alulos emp��rios es la dimensi�on dereuento por ajas, denomin�andose as�� esta dimensi�on por la forma en que se alula.Otro de los objetivos de este trabajo aparee al alular emp��riamente el valor deesta dimensi�on en un grafo, ya que para obtenerlo proponemos una estimai�on ques�olo se utiliza en los �alulos te�orios y pretendemos ver que tambi�en es adeuadapara los �alulos emp��rios.La aparii�on de patrones de omportamiento que se mantienen onstantes alanalizar un onjunto a distintas esalas, es una arater��stia de los objetos queestudia la Geometr��a Fratal que pone de mani�esto que, aunque pareza que tene-mos un onjunto extremadamente omplejo e irregular, su aparienia se debe a larepetii�on de reglas simples a lo largo de estas esalas.Como no existe una de�nii�on que englobe a todos los onjuntos fratales, estaarater��stia hae que usemos omo de�nii�on pr�atia que un fratal es un onjuntouyas partes est�an relaionadas on el todo:Informalmente, los fratales son formas irregulares, ..., donde adapeque~na parte es muy pareida a una imagen de tama~no reduido deltodo (Mandelbrot [53℄ pg.9).En este sentido, en un onjunto fratal podemos distinguir dos tipos de relaionesentre el onjunto y las partes en que se desompone: la autosemejanza, donde paraque se parezan sus representaiones a distintas esalas el fator de esala disminuyeigual en todas las direiones, y la m�as general de autoa�nidad, en la ual este fatorpuede ser distinto en ada una de las direiones.Estas relaiones haen que sea neesario distinguir entre dos tipos de onjuntosfratales: los fratales determin��stios, donde ada una de las partes es igual al todo



4 INTRODUCCI �ONtras un ambio de esala y loalizai�on: autoa�nidad determin��stia; y los fratalesaleatorios, donde la igualdad entre las partes y el todo se da entre las distribuionesestad��stias tras el orrespondiente ambio de esala y loalizai�on: autoa�nidadestad��stia.En el aso partiular de los grafos de funiones, la autoa�nidad tiene dos formasdistintas de manifestarse: la que aabamos de omentar, autoa�nidad global, dondeada una de las partes es igual al todo tras un ambio de esala y loalizai�on, yuna segunda, autoa�nidad loal, que aparee en determinados asos y se mani�estaen la existenia de relaiones entre los grafos que se obtienen uando representamosla funi�on en intervalos de longitud ada vez menor.Esta �ultima manifestai�on de la proporionalidad entre las partes, traduida enla existenia de autoa�nidad estad��stia, es el denominador om�un de los grafos delos modelos que vamos a onsiderar para desribir las arater��stias fratales de laserie Ibex35 y la que nos va a permitir utilizar las t�enias propias de la Geometr��aFratal, para estudiar el papel que la dimensi�on puede jugar a la hora de desribirsu omportamiento.A este respeto, los modelos que vamos a onsiderar son generalizaiones deuno de los primeros modelos utilizados para desribir la evolui�on de los preiosde una ai�on omo un proeso a lo largo del tiempo gobernado por las leyes dela probabilidad (proeso esto�astio): el movimiento browniano, que reibe estenombre por R. Brown, que en 1828 observ�o este movimiento en peque~nas part��ulassuspendidas en un uido, o de proeso de Wiener, por N. Wiener, que dio unade�nii�on sistem�atia del mismo en 1923.Este proeso est�a araterizado fundamentalmente por dos de las propiedades desus inrementos, la independenia y la normalidad de su distribui�on, y a la hora dedesribir la evolui�on de los preios de una ai�on, aunque aparee por primera vezen 1900 en la tesis de Louis Bahelier (1870-1946) Th�eorie de la Speulation ([2℄), noobra importania hasta que en 1965 el premio nobel en Eonom��a Paul A. Samuel-son (1915-) propone en Rational Theory of Warrant Priing ([67℄) el movimientobrowniano geom�etrio o eon�omio, donde los que siguen un movimiento brownia-



INTRODUCCI �ON 5no, on tendenia, no son los preios sino sus logaritmos 1.Aunque desde entones es uno de los modelos m�as utilizados para desribir elpreio de una ai�on, se observa que, omo suede en la serie Ibex35, los datosemp��rios no se ajustan del todo bien a este modelo, ya que los inrementos de lospreios de la mayor��a de las aiones presentan ierta dependenia y su distribui�onemp��ria di�ere de la distribui�on normal, tanto en la parte entral omo en lasolas.Las generalizaiones del movimiento browniano que vamos a onsiderar paradesribir las arater��stias fratales de la serie Ibex35 son dos modelos que fuerondesarrollados por Mandelbrot en los a~nos sesenta 2: los movimientos brownianosfraionarios, que s�olo tienen inrementos independientes en el modelo original ylos proesos estables, uyos inrementos son siempre independientes y donde lasdistribuiones que siguen estos inrementos son una generalizai�on de la normal,que, al igual que el proeso, reiben el nombre de distribuiones estables.Antes de ver las arater��stias fratales que tienen en om�un estos modelos onla serie Ibex35, vamos a rear el maro te�orio que nos permiten analizar esta seriedesde la perspetiva de la Geometr��a Fratal.As��, vamos a dediar un primer ap��tulo a ver que, aunque no existe una de�ni-i�on preisa de fratal, hay una serie de arater��stias que haen que ali�quemosa un onjunto omo fratal y que la aparii�on de varias de estas arater��stias nospermiten estudiarlo dentro de la Geometr��a Fratal.1La idea de trabajar on los logaritmos de los preios, en vez de on los preios, aparee en1959 en un art��ulo de M. F. M. Osborne, Brownian Motion in the Stok Market ([59℄) se hamostrado tan prometedora en los resultados que se ha mantenido en los estudios posteriores, yaque, el omportamiento de los inrementos logar��tmios de los preios es m�as uniforme que elomportamiento de los preios en si mismos.2El primero en 1968 junto a J. W. Van Ness en Frational Brownian Motions, Fraional Noisesand Appliations [54℄ y el segundo en 1960, en The Pareto-L�evy Law and the Distribution ofInome [46℄



6 INTRODUCCI �ONComo la generai�on de la mayor��a de los onjuntos fratales se realiza medianteun proeso iterativo uyo l��mite es el onjunto fratal que se desea obtener, la primerade estas arater��stias es que un onjunto fratal s�olo puede ser representado onuna ierta aproximai�on, que depender�a del n�umero de iteraiones, siempre �nito,que realiemos en el proeso de su onstrui�on.Este proeso se realiza mediante onjuntos que forman las suesivas aproxima-iones al onjunto fratal, por lo que para estudiar la onvergenia del proesomediante el onepto de l��mite, partiendo del espaio m�etrio donde est�an inmersosestos onjuntos, onstruiremos en la primera sei�on del primer ap��tulo, sei�on1.1, un espaio m�etrio del que los onjuntos fratales ser�an elementos: el espaiode los fratales.Este espaio, que ser�a ompleto si el espaio m�etrio original lo es; va a estarformado por el onjunto de los subonjuntos ompatos no va��os del espaio m�etriooriginal y una distania, que tambi�en se obtiene a partir de la original, y en �el,onsiderando la nueva distania, el onepto usual de l��mite permite estudiar elproeso a trav�es del ual se generan la mayor��a de onjuntos fratales.En la siguiente sei�on del ap��tulo, sei�on 1.2, vamos a analizar las ara-ter��stias de esala de un onjunto fratal, asoiando a ada onjunto fratal unatransformai�on de�nida dentro del espaio de los fratales.Esta transformai�on, que reibe el nombre de transformai�on de Huthinson, seonstruye a partir de un onjunto de apliaiones de�nidas sobre el espaio dondeoriginalmente est�a inmerso el fratal, onjunto de apliaiones que reibe el nombrede sistema de funiones iteradas. La transformai�on de Huthinson bajo determi-nadas ondiiones ser�a ontrativa, en este aso, el sistema de funiones iteradasse ali�a de hiperb�olio y el �unio punto �jo de la transformai�on o atrator delsistema ser�a el onjunto fratal.De esta forma, un onjunto fratal se podr�a representar por un onjunto deapliaiones ontrativas, sin m�as que identi�ar el atrator del sistema on el propiosistema y tener en uenta que la representai�on del onjunto no ser�a �unia, pues unonjunto puede ser atrator de m�as de un sistema de funiones iteradas.



INTRODUCCI �ON 7Esta representai�on de un onjunto fratal nos permite poner de mani�esto lasarater��stias de esala del onjunto y distinguir entre los fratales autosemejantes,donde el sistema est�a formado s�olo por semejanzas, y los fratales autoa�nes, dondetambi�en apareen a�nidades; que es una transformai�on m�as general donde los fa-tores de esala pueden ser distintos en ada una de las direiones de los ejes.En la �ultima sei�on del primer ap��tulo, sei�on 1.3, vamos a utilizar los sistemasde funiones iteradas para onstruir una aproximai�on al onjunto fratal de formaefetiva.Para onstruir esta aproximai�on al onjunto fratal, que adem�as permite repre-sentarlo gr�a�amente, en primer lugar vamos a asoiar un �odigo al sistema defuniones iteradas del que es atrator, el ual se obtiene a trav�es de las a�nidadesque forman el sistema y permite estudiarlo sin m�as que extraer de �el las matriesorrespondientes a ada una de las transformaiones (sei�on 1.3.1).A ontinuai�on, para poder trabajar on listas de puntos, lo que nos va a permitirobtener la aproximai�on al onjunto fratal de forma efetiva implementando estosalgoritmos en el entorno de �alulo MATHEMATICA (sei�on 1.3.3), modi�aremoslos dos algoritmos m�as utilizados para la onstrui�on de fratales omo atratoresde un sistema de funiones iteradas: el algoritmo determin��stio y el algoritmo deiterai�on aleatoria (sei�on 1.3.2).En el siguiente ap��tulo, ap��tulo 2, vamos a ver que existen distintos oneptosde dimensi�on fratal y que la mayor parte de estos oneptos est�an relaionados onla manera de asignar una medida a un onjunto.Por este motivo, antes de entrar en el onepto de dimensi�on, dediaremos unaprimera sei�on, sei�on 2.1, a la medida de los onjuntos fratales, donde veremosque ninguna de las medidas n-dimensionales de Lebesgue (longitud, �area, volumen,et.) da una idea v�alida del tama~no de un onjunto fratal (sei�on 2.1.1).Para obtener una medida adeuada a los onjuntos fratales, generalizaremosla medida n-dimensional de Lebesgue a una medida s-dimensional v�alida para val-ores de s no neesariamente enteros. Esta medida reibe el nombre de medidas-dimensional de Hausdor� (sei�on 2.1.2).



8 INTRODUCCI �ONLa dimensi�on de Hausdor� se de�ne en la sei�on 2.2 y aparee uando alulamostodas las medidas s-dimensionales del onjunto y observamos que, al aumentar s,existe un valor r��tio para el ual la uant��a de la medida s-dimensional de Hausdor�pasa de in�nito a ero y que en la mayor��a de los onjuntos fratales esta uant��a es�nita.Esto hae que este valor r��tio de s sea el m�as adeuado para medir este tipode onjuntos y que, en todos los asos, se de�na la dimensi�on de Hausdor� omo elvalor r��tio de s donde la medida s-dimensional de Hausdor� del onjunto pasa dein�nito a ero (sei�on 2.2.1).Una vez de�nida la dimensi�on de Hausdor�, estudiaremos algunas de sus pro-piedades (sei�on 2.2.2) y veremos el \prinipio de distribui�on de masa", que nosva a permitir la obteni�on de otas inferiores de la dimensi�on de Hausdor� de unonjunto fratal, lo que, junto on las otas superiores que surgen de la onstrui�ondel onjunto, hae que podamos alular esta dimensi�on (sei�on 2.2.3).Tras la de�nii�on de la dimensi�on de Hausdor� omo referente te�orio, en lasei�on 2.3 nos entraremos en la dimensi�on de reuento por ajas, uyo �aluloemp��rio es posible y que surge uando se ignoran las irregularidades de un iertotama~no al alular la medida del onjunto.Esta dimensi�on admite distintas de�niiones, todas equivalentes, entre las queest�a la de�nii�on que le da nombre, que aparee uando reubrimos el onjunto porajas (ubos n-dimensionales) de tama~no ada vez menor y se analiza la evolui�ondel n�umero de ajas que lo ortan (sei�on 2.3.1).Al estudiar la relai�on de la dimensi�on de reuento por ajas on la dimensi�on deHausdor� veremos que �esta �ultima siempre es menor o igual que la primera, que laigualdad no se da en general y que s�� lo hae bajo iertas ondiiones de regularidad(sei�on 2.3.2).Despu�es de estudiar algunas de sus propiedades (sei�on 2.3.3), en la sei�on2.4 veremos que el �alulo de la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de unafuni�on ontinua se simpli�a, al relaionar el n�umero de ajas que ortan al grafoon el rango de la funi�on.



INTRODUCCI �ON 9Esta relai�on nos va a llevar a plantear una estimai�on de la dimensi�on de re-uento por ajas del grafo de una funi�on, estimando a su vez el n�umero de ajasque lo ortan, uyo an�alisis realizaremos en el ap��tulo 4, que es el ap��tulo dondeabordaremos el �alulo emp��rio de la dimensi�on.En la siguiente sei�on, sei�on 2.5, veremos que el proedimiento utilizado paraonstruir la medida y la dimensi�on de Hausdor� permite onstruir otras medidasque dar�an lugar a nuevos oneptos de dimensi�on, relaionados tanto on �esta omoon la dimensi�on de reuento por ajas.En la �ultima sei�on del ap��tulo, sei�on 2.6, veremos un onepto de dimensi�on,la dimensi�on de autosemejanza, que s�olo tiene sentido en el aso partiular de losfratales autosemejantes y, por tanto, no es apliable a los fratales autoa�nes.Esta dimensi�on aparee al asoiar un sistema de funiones iteradas al onjuntofratal, sistema que en este aso est�a formado s�olo por semejanzas, y en realidad esuna dimensi�on del sistema de funiones iteradas del que es atrator.Como un onjunto puede ser el atrator de m�as de un sistema de funiones itera-das, la dimensi�on de autosemejanza no es una dimensi�on propia del onjunto fratal,ya que este onjunto puede tener asoiada m�as de una dimensi�on de autosemejanza.Sin embargo, veremos que esta dimensi�on se pueda asoiar al onjunto frataluando podemos enontrar un abierto no va��o uyas im�agenes por ada una delas transformaiones del sistema sean disjuntas y est�en ontenidas en este abierto.Adem�as, en este aso, la dimensi�on de autosemejanza oinide tanto on la dimensi�onde Hausdor� omo on la dimensi�on de reuento por ajas.En el ap��tulo siguiente, ap��tulo 3, vamos a ver que al estudiar la existeniade relaiones entre los grafos que se obtienen uando representamos una funi�on enintervalos de distinta longitud, apareen dos formas de autoa�nidad y que una deellas nos permitir�a extender el onepto de autoa�nidad a un proeso esto�astiopara hablar de autoa�nidad estad��stia.Para analizar ambas formas de autoa�nidad, vamos a utilizar distintos modelosde grafos, modelos que adem�as se usar�an en el siguiente ap��tulo para analizar laestimai�on de la dimensi�on de reuento por ajas que hemos propuesto.



10 INTRODUCCI �ONAs��, en la primera sei�on del ap��tulo, sei�on 3.1, vamos a utilizar las funionesde interpolai�on fratal para ver una primera forma de autoa�nidad: la autoa�nidadglobal.Estas funiones se onstruyen omo atratores de un sistema de funiones ite-radas hiperb�olio dependiente de una serie de par�ametros, por lo que el tipo deautoa�nidad que presenta el grafo de la funi�on es el mismo que apare��a en elprimer ap��tulo, en el ual un onjunto fratal se desompon��a en distintas partesque tras un ambio de esala y loalizai�on son iguales al todo (sei�on 3.1.1).Por otra parte, la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de estas funionesva a depender diretamente de los par�ametros del sistema de funiones iteradasmediante el que se onstruyen, pudiendo tomar ualquier valor omprendido entreuno y dos, y nos van a proporionar un primer modelo para analizar emp��riamentela estimai�on propuesta para la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de unafuni�on.En la siguiente sei�on del ap��tulo, sei�on 3.2, vamos a usar la funi�on deWeierstrass, que reibe este nombre por Karl Weierstrass (1815-1897), para ver unanueva forma de autoa�nidad: la autoa�nidad loal.Antes de analizar este tipo de autoa�nidad, veremos que la dimensi�on de reuentopor ajas de su grafo est�a determinada por uno de los dos par�ametros de los quedepende, por lo que, al poder tomar este par�ametro ualquier valor entre uno ydos, tenemos un nuevo modelo para el an�alisis emp��rio de la estimai�on propuesta(sei�on 3.2.1).Aunque el grafo de la funi�on de Weierstrass no se puede desomponer en partespareidas al todo, en torno al origen aparee la autoa�nidad de su grafo uando,manteniendo el origen omo extremo inferior del intervalo, la representamos en in-tervalos ada vez m�as peque~nos (reduimos la esala horizontal) y observamos quelas representaiones obtenidas son pr�atiamente iguales (s�olo di�eren en la esalavertial) 3 (sei�on 3.2.2).3En realidad, en un sentido estrito, en la funi�on de Weierstrass no deber��amos hablar deautoa�nidad, ya que la igualdad a distintas esalas s�olo aparee uando el fator de redui�on



INTRODUCCI �ON 11En la siguiente sei�on, sei�on 3.3, vamos a extender a un proeso esto�astioeste tipo de autoa�nidad: autoa�nidad estad��stia.Si interpretamos la primera variable de la funi�on omo el tiempo, teniendo enmente la funi�on de Weierstrass, podemos deir que una funi�on es autoaf��n uandoal ambiar la esala temporal se obtiene una funi�on que s�olo di�ere de la originalen la esala espaial.Esta interpretai�on nos permite de�nir un proeso autoaf��n omo un proeso enel que al ambiar la esala temporal se obtiene un proeso que s�olo di�ere del originalen la esala espaial.Continuaremos la sei�on viendo que, bajo iertas ondiiones, el ambio deesala espaial y el ambio de esala temporal est�an relaionados por una relai�onde tipo exponenial, donde el exponente que aparee en esta relai�on reibe el nombrede exponente de autoa�nidad del proeso (sei�on 3.3.1).En la �ultima sei�on del ap��tulo vamos a estudiar las arater��stias fratalesdel movimiento browniano, que es el proeso esto�astio del que van a surgir losdistintos modelos que vamos a onsiderar en el �ultimo ap��tulo para desribir elomportamiento fratal de la serie Ibex35.As��, de este proeso, que es un proeso gaussiano on inrementos independientes,veremos que est�a inluido dentro de los proesos autoa�nes y que la dimensi�on delgrafo de sus aminos muestrales no es entera (sei�on 3.3.2).En el siguiente ap��tulo, ap��tulo 4, abordaremos el �alulo emp��rio de la di-mensi�on de reuento por ajas de un grafo, que se basa en el �alulo del n�umero deajas que lo ortan uando se reubre por ajas, y analizaremos si la dimensi�on quese obtiene mediante la estimai�on de este n�umero de ajas (estimai�on propuesta enla sei�on 2.4), reeja de manera adeuada las arater��stias fratales del grafo.En la sei�on 4.1 veremos ual es el proedimiento que se sigue habitualmentepara el �alulo de la dimensi�on de reuento por ajas de un onjunto plano y loadaptaremos para alular emp��riamente la dimensi�on del grafo de una serie tem-poral de dos formas: alulando diretamente el n�umero de ajas que lo ortanvertial es una potenia del segundo par�ametro del que depende la funi�on.



12 INTRODUCCI �ON(sei�on 4.1.1) y estimando este n�umero de ajas mediante su relai�on on el rangode la funi�on (sei�on 4.1.2).Una vez implementado este proedimiento en el entorno MATHEMATICA (se-i�on 4.1.3), en la sei�on 4.2 vamos a omparar la dimensi�on que se obtiene medianteel n�umero de ajas que se alula diretamente on la obtenida mediante el n�umerode ajas estimado, utilizando, para ello, series temporales generadas mediante lasfuniones de interpolai�on fratal y la funi�on de Weierstrass.En la siguiente sei�on, sei�on 4.3, vamos a ver que si se modi�a la de�nii�onde dimensi�on de reuento por ajas y se hae tender el tama~no de las ajas delreubrimiento a in�nito, en vez de a ero, se obtiene un nuevo onepto de dimensi�on:la dimensi�on global.Como veremos al analizar el movimiento browniano, esta dimensi�on hae que,si el tama~no de las ajas del reubrimiento es grande en omparai�on on los in-rementos de la serie, los valores obtenidos mediante el �alulo direto sean losorrespondientes a la dimensi�on global del grafo y que on ellos no sea posible apre-iar la dimensi�on real de �este (a la que por ontraposii�on nos referiremos omodimensi�on loal).En el �ultimo ap��tulo del trabajo, ap��tulo 5, analizaremos las arater��stiasfratales de la serie Ibex35 y propondremos distintos modelos para desribirla desdeel punto de vista de la Geometr��a Fratal.As��, en la primera sei�on, sei�on 5.1, analizaremos la autoa�nidad estad��stiade la serie, que se mani�esta tanto en su grafo omo en la distribui�on de susinrementos, y veremos que es la arater��stia de esta serie que hae que tengasentido alular su dimensi�on de reuento por ajas.La dimensi�on que se obtiene emp��riamente, en la sei�on 5.2, no es ompatibleon el valor que orresponder��a al movimiento browniano, por lo que a ontinuai�onestudiaremos las dos hip�otesis que lo de�nen: la normalidad de la distribui�on desus inrementos y la independenia de �estos.As��, en la sei�on 5.3, veremos que los inrementos de la serie presentan ier-ta dependenia, y para desribirla, vamos a onsiderar los movimientos brownia-



INTRODUCCI �ON 13nos fraionarios (sei�on 5.3.1), que son ompatibles on la dimensi�on obtenidaemp��riamente y que, omo on�rma el an�alisis R/S de la serie (sei�on 5.3.2), pre-sentan el mismo tipo de dependenia que �esta.En la �ultima sei�on, sei�on 5.4, veremos que la distribui�on emp��ria de losinrementos di�ere de la distribui�on normal tanto en la parte entral omo enlas olas y plantearemos desribir estas olas mediante las distribuiones estables(sei�on 5.4.1). Estas distribuiones dan lugar a los movimientos L-estables (sei�on5.4.2), que muestran el mismo tipo de omportamiento en las olas que la serie yque, al igual que los movimientos brownianos fraionarios, son ompatibles on ladimensi�on obtenida emp��riamente.





Cap��tulo 1
Los onjuntos fratales

Dentro de la geometr��a fratal no existe una de�nii�on preisa del t�ermino fratalque englobe a todos los onjuntos que presentan omplejidad a todas las esalas, sinoque hay una serie de arater��stias que nos permiten hablar de onjuntos fratales.La primera de las arater��stias omunes a los onjuntos fratales es que estosonjuntos se obtienen en el l��mite de un proeso iterativo, por lo que el primerproblema que aparee es analizar si su proeso de onstrui�on es onvergente.Para abordar este problema, en vez de tratar a los onjuntos fratales omosubonjuntos del espaio m�etrio donde est�an de�nidos, vamos a onsiderarlos omoelementos de un espaio m�etrio ompleto: el espaio de los fratales, espaio queest�a formado por el onjunto de los subonjuntos ompatos no va��os del espaiom�etrio original y una distania, distania que reibe el nombre de distania deHausdor� y es la simetrizai�on de la distania habitual entre onjuntos.Este espaio m�etrio, que tiene la ventaja de inluir a onjuntos que no presentanarater��stias propiamente fratales, nos permitir�a tratar a los onjuntos fratalesomo l��mites de una suesi�on de onjuntos y estudiar la onvergenia de su proesode formai�on mediante el an�alisis de esta suesi�on.En segundo lugar veremos que estos onjuntos est�an formados, en ierto sentido,por opias del onjunto total y que la relai�on que existe entre el onjunto y sus parteshae que los podamos inluir dentro de un maro general para su representai�on:los sistemas de funiones iteradas. 15



16 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESLos sistemas de funiones iteradas est�an formados por un onjunto de transfor-maiones a�nes uyas iteraiones onvergen, bajo determinadas ondiiones a unonjunto l��mite o atrator.En este maro, ada fratal ser�a el atrator de un sistema de funiones iteradasy podremos identi�ar el atrator on el propio sistema, siempre teniendo en uentaque un onjunto va a poder ser atrator de m�as de uno de estos sistemas y que, portanto, esta representai�on de un onjunto fratal no tiene por que ser �unia.De este modo, los sistemas de funiones iteradas ponen de mani�esto las ara-ter��stias de esala de un onjunto fratal y nos haen distinguir entre dos tipos derelaiones entre el onjunto y sus partes: autosemejanza y autoa�nidad.As��, s�olo podremos hablar de autosemejanza uando el sistema de funionesiteradas est�e formado por semejanzas y de autoa�nidad en el aso m�as general delos sistemas formados por transformaiones a�nes, donde los fatores de esala enada una de las direiones de los ejes pueden ser distintos y las opias no tienenpor que ser semejantes.Terminaremos el ap��tulo representando un onjunto fratal por una lista de pun-tos que lo aproxima, obtenida omo el atrator de un sistema de funiones iteradas,lo que nos permitir�a onstruir de forma efetiva modelos de grafos on arater��stiasfratales.1.1 El espaio de los fratalesPara obtener el espaio m�etrio del que ser�an elementos los onjuntos fratales, elespaio de los fratales, partimos de un espaio m�etrio ompleto (X; d) y denotamospor H(X) al onjunto que tiene omo elementos todos los subonjuntos ompatosde X no va��os 1, H(X) = fA � X=A es ompato no va��og;1N�otese que dados dos onjuntos de H(X) su uni�on tambi�en pertenee a H(X), por ser unonjunto ompato no va��o, y, sin embargo, su intersei�on puede ser va��a y no estar en H(X).



1.1. EL ESPACIO DE LOS FRACTALES 17de esta forma, una vez que tengamos de�nida una distania, la distania de Haus-dor�, tendremos un espaio m�etrio que, al igual que el espaio original, ser�a unespaio m�etrio ompleto y donde los onjuntos fratales estar�an inluidos junto aotros onjuntos.La distania entre elementos de H(X) va a ser la simetrizai�on de la distaniahabitual entre onjuntos:De�nii�on 1.1 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto 2.La distania del punto x 2 X al onjunto B 2 H(X) se de�ne omod(x;B) = m��nfd(x; y)=y 2 BgLa distania del onjunto A 2 H(X) al onjunto B 2 H(X) se de�ne omod(A;B) = m�axfd(x;B)=x 2 AgLa distania de Hausdor� entre dos onjuntos A;B 2 H(X) se de�ne omohd(A;B) = m�axfd(A;B); d(B;A)g |Proposii�on 1.1 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.La distania de Hausdor�, hd, es una distania en H(X).Demostrai�onVeamos que umple las propiedades que de�nen una distania:2En general, en las de�niiones se utiliza el ��n�mo y el supremo, pero al ser A y B ompatos,tanto el m��nimo omo el m�aximo existen y se alanzan, on lo que adem�as:� 9y 2 B tal que d(x;B) = d(x; y)� 9x 2 A tal que d(A;B) = d(x;B)� 9x 2 A, 9y 2 B tales que d(A;B) = d(x; y)� 9x 2 A, 9y 2 B tales que hd(A;B) = d(x; y)



18 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALES1.-Sim�etria: se sigue diretamente de la de�nii�on.2.-Sean A;B 2 H(X):� hd(A;A) = 0: se sigue trivialmente de la de�nii�on.� Si A 6= B entones hd(A;B) > 0:Si A 6= B existe un x 2 A on x 2j B o existe un x 2 B on x 2j A, supondremosel primer aso pues en el segundo se demuestra an�alogamente:Como x no pertenee a B se tiene que d(x;B) > 0, on lo que al estar x en Atenemos que d(A;B) > 0 y, por tanto, hd(A;B) > 0.3.-hd(A;B) � hd(A;C) + hd(C;B) A;B;C 2 H(X):hd(A;B) = m�axfd(A;B); d(B;A)g � m�axfd(A;C) + d(C;B); d(B;C) + d(C;A)g� m�axfd(A;C); d(C;A)g+m�axfd(C;B); d(B;C)g = hd(A;C) + hd(C;B). |La generai�on de onjuntos fratales se realiza, en la mayor��a de los asos, me-diante un proeso iterativo uyo l��mite es el onjunto fratal que se desea obtener.Para ver que este l��mite oinide on el onepto usual de l��mite en H(X), on-siderando la distania de Hausdor� hd, onviene utilizar una de�nii�on equivalentede esta distania:Proposii�on 1.2 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.La distania de Hausdor� veri�a para A;B 2 H(X) y ada � > 0 3:hd(A;B) � �, A � B + � y B � A + �;on lo que hd(A;B) = m��nf� > 0=A � B + �; B � A+ �gDemostrai�onDemostraremos que d(A;B) � �, A � B + �, y por simetr��a quedar�a demostradoque d(B;A) � �, B � A+ �:� Supongamos que d(A;B) � � y veamos que A � B + �:3La dilatai�on de un onjunto S mediante bolas de radio r, S + r, es la uni�on de todas lasbolas erradas de radio r y entro los puntos de S, es deir, no es m�as que a~nadir una orona deamplitud r alrededor de todos sus puntos.



1.1. EL ESPACIO DE LOS FRACTALES 19Si x 2 A, al ser d(A;B) � �, se tiene que d(x;B) � �, on lo que x 2 B + �.� Supongamos que A � B + � y veamos que d(A;B) � �:Sea x 2 A, omo A � B + �, 9y 2 B=d(x; y) � �, on lo que d(x;B) � �. |De esta forma, tenemos una de�nii�on de la distania de Hausdor� que nospermite tratar adeuadamente el onepto de l��mite de una suesi�on de onjuntosde H(X), fEn : n � 1g:limn!1En = E () 8� > 0 9n0=8n � n0 : En � E + � y E � En + �:En primer lugar, vamos a ver que el l��mite de una adena desendente de om-patos no va��os es la intersei�on de la adena y que esta intersei�on tambi�en es unompato no va��o, de esta forma, un proeso de eliminai�on de abiertos que partede un ompato para la obteni�on de un onjunto fratal, onverger�a en la m�etriade Hausdor� a este mismo onjunto fratal.Teorema 1.3 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Sea fEn : n � 1g � H(X) una adena desendente de ompatos no va��os,E1 � E2 � E3 � � � �y sea E = 1Tn=1En su intersei�on, entones:E 2 H(X) y E = limn!1En en la m�etria de Hausdor�Demostrai�on1.-E es no va��o pues tenemos una adena desendente de subonjuntos errados, alser ompatos, del ompato E1.2.-E es ompato pues es errado, al ser intersei�on de errados, y est�a ontenidoen el ompato E1.3.-Para ver que limn!1En = E basta ver que existe un N tal que EN � E + �, al serE1 � E2 � � � � una adena desendente:Consideremos el onjunto G =[fB(x; �)= x 2 Eg



20 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESque es abierto, est�a ontenido en E + � y ontiene a E.Como E es la intersei�on de una adena desendente de onjuntos errados,al ser ompatos, existir�a un elemento de la adena, EN , ontenido en el onjuntoabierto y, por tanto, ontenido en E + �. |Ejemplo 1.1 El tri�angulo de Sierpinski.El primer onjunto fratal que vamos a ver reibe el nombre de tri�angulo deSierpinski, por el matem�atio polao Wadaw Sierpinski (1882-1969) que la introdujoen 1915, y tambi�en reibe el nombre de alfombra on motivos triangulares por suaspeto (�gura 1.1).El tri�angulo de Sierpinski, al igual que otros fratales, se obtiene omo l��miteal apliar un proeso iterativo, on lo que s�olo puede ser representado on unaierta aproximai�on, que depender�a del n�umero de iteraiones, siempre �nito, querealiemos en el proeso de su onstrui�on.El proeso de onstrui�on omienza onsiderando un tri�angulo equil�atero E0,por ejemplo el tri�angulo de v�erties (0; 0), (12 ; p32 ), (1; 0) (�gura 1.1):E0 = T [(0; 0); (12 ; p32 ); (1; 0)℄:Al unir los puntos medios de sus lados este tri�angulo queda dividido en uatrotri�angulos iguales, de los uales se elimina el tri�angulo entral para quedarnos onlos tres tri�angulos restantes.As��, en esta primera fase, tenemos un onjunto E1 formado por tres tri�angulosequil�ateros, ada uno on la uarta parte del �area del tri�angulo de partida y, portanto, semejantes on raz�on de semejanza 12 :E1 = E11 [ E12 [ E13:El proeso se repite on ada uno de los tres tri�angulos, de forma que despu�es dek-apliaiones del proeso obtenemos la k-�esima aproximai�on al onjunto, que senota por Ek y reibe el nombre de prefratal, formada por 3k tri�angulos, ada uno
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Figura 1.1: Construi�on del tri�angulo de Sierpinskion �area (14)k del �area del tri�angulo de partida:Ek = 3k[i=1Eki:El tri�angulo de Sierpinski ser�a el onjunto de puntos del plano que permaneendespu�es de apliar in�nitas vees el proeso:E = 1\k=0Ek:En este proeso los onjuntos Ek forman una suesi�on dereiente de onjuntosompatos, ya que Ek+1 est�a inluido en Ek para todo k, E1 est�a aotado y losonjuntos Ek son errados por ser uni�on �nita de intervalos errados, por lo que elteorema anterior nos garantiza que el tri�angulo de Sierpinski es no va��o y que es ell��mite de la suesi�on en la m�etria de Hausdor�. |Finalizaremos viendo que (H(X); hd) es un espaio m�etrio ompleto, on lo quepara garantizar la onvergenia del proeso de onstrui�on de un onjunto fratals�olo tendremos que probar que la suesi�on de onjuntos que da lugar al onjuntofratal es una suesi�on de Cauhy en la m�etria de Hausdor�.Para ver que (H(X); hd) es un espaio m�etrio ompleto, partiremos de unasuesi�on de onjuntos que umpla la ondii�on de Cauhy en la m�etria de Hausdor�



22 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESy onstruiremos una adena desendente de onjuntos on el mismo l��mite que lasuesi�on original, ontenida en la uni�on de todos los onjuntos que la forman.Como neesitamos que el onjunto de partida sea ompato, onsideramos lalausura de esta uni�on para obtener un onjunto errado y nos aseguraremos queest�a totalmente aotada 4, ya que, en un espaio m�etrio ompleto un onjunto esompato si y s�olo si es errado y est�a totalmente aotado 5:Lema 1.4 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Si fEn : n � 1g � H(X) satisfae la ondii�on de Cauhy para la m�etria deHausdor�, el onjunto 1[n=1Enest�a totalmente aotadoDemostrai�onPara ver que F = 1Sn=1En est�a totalmente aotado, para ada � > 0 onstruiremosuna �-red que lo reubra, as��, sea � > 0:Como fEn : n � 1g satisfae la ondii�on de Cauhy para la m�etria de Hausdor�9n0 : 8n;m � n0 En � Em + �0 y Em � En + �0. En partiular8n � n0 En � En0 + �0:Al ser E1 � � �En0 ompatos su uni�on tambi�en lo es, on lo que E1 [ � � � [ En04Un onjunto A � X est�a totalmente aotado si 8� > 0 existe un onjunto �nito de puntos(�{red) fy1; :::; ykg � X tal que 8x 2 A d(x; yi) < � para alg�un yi. Es deir:8� > 0 9y1; � � � ; yk 2 X= A � kSi=1B(yi; �).Un onjunto totalmente aotado est�a aotado y, aunque en general el re��proo no es ierto, en elaso partiular de (Rn; de) son ondiiones equivalentes (Barnsley [4℄ pg. 20 y pg. 423).5En un espaio m�etrio (ompleto o no) un onjunto es ompato si y s�olo si es ompleto y est�atotalmente aotado (Franz [38℄ pg. 79), omo adem�as el espaio m�etrio es ompleto y, en esteaso, un onjunto es ompleto si y s�olo si es errado (Franz [38℄ pg. 73) se tiene que, efetivamente,un onjunto es ompato si y s�olo es errado y est�a totalmente aotado.En el aso partiular de (Rn; de), omo totalmente aotado es equivalente a aotado, tenemos laaraterizai�on habitual donde un onjunto es ompato si y s�olo es errado y est�a aotado.



1.1. EL ESPACIO DE LOS FRACTALES 23est�a totalmente aotado y, por tanto, existe una �0-red fy1; � � � ykg tal queE1 [ � � � [ En0 � k[i=1B(yi; �0):Veamos que fy1; � � � ykg es una �-red para F , es deir, F � kSi=1B(yi; �). Para ello,sea x 2 F y veamos que x 2 kSi=1B(yi; �):Como F = 1Sn=1En, existe un x0 2 1Sn=1En tal que d(x; x0) < �0 y omo x0 2 1Sn=1En,existe un N tal que x0 2 EN :Si N > n0, tenemos que EN � En0 + �0, omo x0 2 EN , existe x00 2 En0 tal qued(x0; x00) < �0, omo En0 � kSi=1B(yi; �0), existe yi tal que d(x00; yi) < �0, on lo qued(x; yi) � d(x; x0)+d(x0; x00)+d(x00; yi) < �0+ �0+ �0 < � y, por tanto, x 2 kSi=1B(yi; �).Si N � n0 tenemos que EN � kSi=1B(yi; �0), on lo que existe yi que umpled(x0; yi) < �0, de esta forma d(x; yi) � d(x; x0) + d(x0; yi) < �0 + �0 < �, y, por tantotambi�en x 2 kSi=1B(yi; �). |Estamos ya en ondiiones de demostrar que (H(X); hd) es un espaio m�etrioompleto 6, una vez probado, podremos obtener un onjunto fratal omo el onjuntol��mite de una suesi�on de onjuntos sin m�as que omprobar que esta suesi�on es unasuesi�on de Cauhy en la m�etria de Hausdor�.Teorema 1.5 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.(H(X); hd) es un espaio m�etrio ompleto :Demostrai�onSea fEn : n � 1g � H(X) satisfaiendo la ondii�on de Cauhy para la m�etria deHausdor�. De�nimos Fn = [k�nEk6Una demostrai�on distinta se puede enontrar en Barnsley[4℄ pp. 35-37. En esta demostrai�onse establee adem�as que el onjunto l��mite de la suesi�on fEngn�1 es el onjunto de puntos a losque onvergen las suesiones de Cauhy de la forma fxn : xn 2 Engn�1.



24 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALES1.-Cada Fn es ompato pues son errados ontenidos en F1 y F1 es ompato, alser errado y estar totalmente aotado por el lema anterior.2.-F = 1Tn=1Fn es el l��mite de fFn : n � 1g en la m�etria de Hausdor� al ser unaadena desendente F1 � F2 � � � � (teorema 1.3).3.-Veamos que F es tambi�en el l��mite de la suesi�on original fEn : n � 1g:Sea � > 0� Por el apartado 29N1= 8n > N1 F � Fn + �2 y Fn � F + �2 ;para n > N1 tenemos que Sk�nEk � Sk�nEk = Fn � F + �2 � F + � on lo que8n > N1 En � F + �:� Al ser fEn : n � 1g de Cauhy en la m�etria de Hausdor�:9N2= 8n;m > N2 Em � En + �2 y En � Em + �2 ;para n > N2 y 8m > N2 Em � En + �2 entones Sm�N2 Em � En + �2 tomandolausura FN2 = [m�N2 Em � En + �2 � En + �y por tanto F = 1Tn=1Fn � FN2 � En + � on lo que8n > N2 F � En + �:En resumen, para n > m�axfN1; N2g se tiene queEn � F + � y F � En + �on lo que F = limn!1En. |En el aso partiular de una adena asendente de ompatos no va��os quesatisfae la ondii�on de Cauhy para la m�etria de Hausdor� se tiene:Corolario 1.6 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.



1.1. EL ESPACIO DE LOS FRACTALES 25Sea fEn : n � 1g � H(X) una adena asendente de ompatos no va��os,E1 � E2 � E3 � � � �que satisfae la ondii�on de Cauhy para la m�etria de Hausdor�:limn!1En = 1[n=1En:Demostrai�onEn la demostrai�on del teorema se ve que este l��mite es F = 1Tk=1Fk on Fk = 1Sn=kEn.Como la adena es asendente, todos los Fk son iguales al primero y, por tanto, suintersei�on es F1 = 1Sn=1En: |Como para que una adena asendente satisfaga la ondii�on de Cauhy parala m�etria de Hausdor� es su�iente que est�e totalmente aotada, una adena as-endente ontenida en un ompato siempre tiene l��mite y �este es la lausura de launi�on de todos los onjuntos de la adena.Ejemplo 1.2 La urva de von Koh.La urva de von Koh reibe este nombre por el matem�atio sueo Helge vonKoh que fue quien la introdujo. Como su nombre india este onjunto fratal esuna urva, y al igual que el tri�angulo de Sierpinski (ejemplo 1.1) se obtiene medianteun proedimiento iterativo senillo.El proeso de onstrui�on parte de un segmento retil��neo horizontal E0, porejemplo el segmento de extremos los puntos (0; 0) y (1; 0)E0 = L[(0; 0); (1; 0)℄:Este segmento se divide en tres partes iguales y reemplazamos el terio entralpor un tri�angulo equil�atero del que haemos desapareer su base.As��, en esta primera, fase tenemos un onjunto E1 formado por uatro segmentoson longitud 1/3 del de partida,E1 = E11 [ E12 [ E13 [ E14;



26 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALES

Figura 1.2: Construi�on de la urva de Von Kohque en este aso son los segmentos que unen los puntos (0; 0), (13 ; 0), (12 ; p36 ), (23 ; 0)y (1; 0).Repitiendo el proeso sobre ada uno de los segmentos, en el paso k-�esimo ob-tendr��amos 4k segmentos, ada uno de longitud (13)k del de partida.El onjunto que obtenemos despu�es de haber realizado la k-�esima fase del proeso,prefratal o k-�esima aproximai�on al onjunto, se nota por Ek:Ek = 4k[i=1Eki:La urva l��mite obtenida despu�es de apliar in�nitas vees este proeso es lo quedenominamos urva de von Koh: E = limk!1EKAl ontrario que en la onstrui�on del tri�angulo de Sierpinski el proeso deonstrui�on no se hae mediante una adena desendente de ompatos, on loque no tenemos garant��a de la onvergenia de este proeso. Sin embargo, omohemos probado que (H(R 2); hd) es ompleto, s�olo neesitamos ver que la suesi�onde onjuntos que da lugar a la urva de von Koh es de Cauhy en la m�etria deHausdor�.Para ello, basta observar que en ada paso la distania de Hausdor� de unprefratal a otro disminuye en un terio, on lo que si onsideramos n;m 2 N ysuponemos que n es mayor que m se tiene que:hd(Em; En) � hd(Em; Em+1) + � � �+ hd(En�1; En) =



1.1. EL ESPACIO DE LOS FRACTALES 2713mhd(E0; E1) + � � �+ 13n�1hd(E0; E1) � hd(E0; E1)3m(1� 13) ;que, a su vez, es menor que � para todo n y m mayores que un ierto n0. |Ejemplo 1.3 La urva de von Koh (onstrui�on alternativa).En la demostrai�on del teorema anterior hemos visto que si el proeso de ons-trui�on de un fratal no se hae mediante una adena desendente de ompatos,omo suede on la urva de von Koh, se puede obtener una adena desendentede onjuntos ompatos no va��os, fFng1n=1 on Fn = 1Sk=nEk y Ek la k-�esima apro-ximai�on al onjunto, adena que da lugar al mismo onjunto y que a vees se usapara el estudio de alguna de sus arater��stias.Sin embargo, en el aso de la urva de von Koh se utiliza una onstrui�onalternativa mediante una adena desendente de onjuntos ompatos no va��os quees m�as senilla de manejar.Esta onstrui�on (�gura 1.3) parte de un tri�angulo is�oseles uyo �angulo mayores de 120o, E 00.En este tri�angulo, tomando omo base el lado mayor, haemos desapareer untri�angulo on la misma altura y un terio de la base, de forma que obtenemos unonjunto formado por dos tri�angulos iguales, sobre los que repetimos el proeso.
Figura 1.3: Construi�on alternativa de la urva de Von KohDespu�es de k-apliaiones de este proeso, obtenemos 2k tri�angulos que formanla k-�esima aproximai�on al onjuntoE 0k = 2k[i=1E 0ki:



28 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESEstos onjuntos E 0k son errados y forman una suesi�on dereiente, de estemodo, omo E 01 est�a aotado, tenemos una adena desendente de onjuntos erradosontenidos en un ompato, on lo que su intersei�on es un ompato no va��oE = 1\k=0E 0k;que, apliando el teorema 1.3, oinide on el l��mite de la adena en la m�etria deHausdor�.Quedar��a por ver que este l��mite oinide on el l��mite de la anterior onstrui�onde la urva de von Koh, lo que tendr�a que esperar a la siguiente sei�on, dondevamos asoiar a ada onjunto fratal una apliai�on ontrativa uyo �unio punto�jo ser�a el onjunto fratal. Una vez que veamos omo se obtiene esta apliai�on,podremos garantizar que ambos proesos de onstrui�on oiniden si estableemosque las apliaiones que surgen de ada una de las onstruiones tienen el mismoatrator. |1.2 Autosemejanza y autoa�nidad: sistemas defuniones iteradasPara analizar las arater��stias de esala de los onjuntos fratales, vamos aasoiar a ada onjunto una apliai�on en el espaio m�etrio ompleto (H(X); hd),de forma que bajo determinadas ondiiones esta apliai�on sea ontrativa y su�unio punto �jo sea el onjunto fratal 7.Esta transformai�on en H(X) la vamos a onstruir a partir de un onjunto detransformaiones en el espaio original X:7En un espaio m�etrio (X; d) una transformai�on T : X 7! X es ontrativa si existe unaonstante 0 �  < 1, que se denomina fator de ontrai�on de T, tal qued(T (x); T (y)) �  d(x; y) 8x; y 2 X:En este aso, la transformai�on es ontinua y tiene un �unio punto �jo bx 2 X , que es el l��mitede la suesi�on fxng on xn = T (xn�1) para ualquier punto iniial x0 2 X , veri��andose adem�asque d(xn; x0) = d(x1;x0)1� . (Delgado [23℄ pp. 59-63).



1.2. AUTOSEMEJANZA Y AUTOAFINIDAD 29De�nii�on 1.2 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Un onjunto �nito de transformaiones ontinuas en (X; d)wn : X 7! X; 1 � n � N;reibe el nombre de sistema de funiones iteradas, IFS (del ingl�es \IteratedFuntion System"), y se denota por fX;wn; n = 1; :::; Ng.Este sistema tiene asoiada una transformai�on en (H(X); hd) que reibe el nom-bre de transformai�on de Huthinson del sistema y se de�ne porW : A 2 H(X) 7! N[n=1wn(A) 2 H(X): |Si A es un ompato no va��o ada wi(A) pertenee a H(X), pues wi(A) esompato, al ser wi ontinua 8, y no es va��o, al no serlo A. De esta forma, omoW (A) es la uni�on de todos los wi(A) y esta uni�on es �nita, W (A) es ompato nova��o y, por tanto, pertenee a H(X), on lo que la transformai�on de Huthinsonasoiada al sistema est�a bien de�nida.Para que esta transformai�on sea ontrativa y tenga un punto �jo, neesitamosimponer que las transformaiones originales sean ontrativas:Proposii�on 1.7 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Sea fX;wn; n = 1; :::; Ng un sistema de funiones iteradas formado por aplia-iones ontrativas en (X; d), on fatores de ontrai�on respetivos r1; :::; rn.La transformai�on de Huthinson asoiada al sistema es ontrativa en (H(X); hd),on fator de ontrai�on r = m�axfr1; :::; rng.Demostrai�on� Veamos en primer lugar que ada wi es ontrativa en (H(X); hd).Sean A;B 2 H(X):d(wi(A); wi(B)) = m�axx2wi(A) m��ny2wi(B)fd(x; y)g = m�axx2A m��ny2Bfd(wi(x); wi(y))g �m�axx2A m��ny2Bfrid(x; y)g = rim�axx2A m��ny2B fd(x; y)g = rid(A;B).8En un espaio m�etrio, la imagen de un onjunto ompato por una apliai�on ontinua es unonjunto ompato (Franz [38℄ pg. 65.)



30 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESAn�alogamente se prueba que d(wi(B); wi(A)) � rid(B;A), on lo quehd(wi(A); wi(B)) � rihd(A;B):� Veamos que W es ontrativa en (H(X); hd) on fator de ontrai�on r:Sean A;B 2 H(X) y sea s = hd(A;B):Por la de�nii�on de distania de Hausdor�, a trav�es de la dilatai�on de un onjunto(proposii�on 1.2), A � B + s y, al ser wi ontrativa on fator de ontrai�on ri,wi(A) � wi(B) + ris. Si onsideramos la uni�on en i se tiene queW (A) = NSn=1wi(A) � NSn=1(wi(B) + ris) �� NSn=1wi(B)�+ m�ax1�i�Nfrisg = W (B) + rs.An�alogamente se tiene que W (B) � W (A) + rs, y, por tanto,hd(W (A);W (B)) � rs = rhd(A;B): |De�nii�on 1.3 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Diremos que un sistema de funiones iteradas, fX;wn; n = 1; :::; Ng, es hiper-b�olio si est�a formado por transformaiones ontrativas.En este aso, el �unio punto �jo de la transformai�on de Huthinson del sistema,F 2 H(X), reibe el nombre de atrator del sistema y veri�aF = N[n=1wn(F )on F = limn!1W n(A) 8A 2 H(X). |En los sistemas de funiones iteradas formados s�olo por semejanzas, sistemas defuniones iteradas autosemejantes, su atrator est�a formado por varias opiasa esala del onjunto total F = N[n=1wn(F ) = N[n=1 rnF;on rn el fator de esala de la transformai�on wn.Esta arater��stia reibe el nombre de autosemejanza y es importante se~nalarque s�olo podemos hablar de ella uando el sistema de funiones iteradas es autoseme-jante, ya que en el aso m�as general de los sistemas formados por transformaiones



1.2. AUTOSEMEJANZA Y AUTOAFINIDAD 31a�nes, sistemas de funiones iteradas autoa�nes, los fatores de esala en adauna de las direiones de los ejes son distintos y las opias no son semejantes. Comoestas opias son a�nes, en este aso hablaremos de autoa�nidad.En ambos asos, un onjunto fratal se podr�a representar por un onjunto deapliai�on ontrativas, sin m�as que identi�ar el atrator del sistema on el propiosistema y tener en uenta que la representai�on del onjunto no ser�a �unia, pues unonjunto puede ser atrator de m�as de un sistema 9.Ejemplo 1.4 La urva de von Koh (ejemplos 1.2 y 1.3).En la primera onstrui�on de la urva de von Koh se observa que si onstruimosla urva sobre ada uno de los uatro segmentos que forman la primera aproximai�onse obtienen uatro versiones a esala 13 de la urva ompleta, on lo que si onside-ramos las semejanzas que transforman esta primera aproximai�on en ada una delas uatro partes que forman la segunda aproximai�on,w1(t; x) = ( t3 ; x3 ) w2(t; x) = (2+t�p3x6 ; p3t+x6 )w3(t; x) = (3+t+p3x6 ; p3�p3t+x6 ) w4(t; x) = (2+t3 ; x3 );obtenemos un sistema de funiones iteradas ontrativo formado por uatro seme-janzas de raz�on 13 , uyas transformaiones haen que en ada paso de la onstrui�onde la urva se tenga que En =W (En�1) y, por tanto, En = W n(E0). De esta forma,el sistema de funiones iteradas tiene omo punto �jo la urva de von Koh.En la segunda onstrui�on de la urva se observa que si la onstruimos sobreada uno de los dos tri�angulos que forman la primera aproximai�on, se obtienen dosversiones a esala 1p3 de la urva ompleta, on lo que de forma an�aloga podemosrepresentarla mediante un sistema de funiones iteradas formado por dos semejanzasde raz�on 1p3 .9El problema de enontrar un sistema del que sea atrator un onjunto dado nos lo resuelve elteorema del ollage, este teorema nos garantiza que si tengo un onjunto ualquiera, I , y onsigoenontrar un onjunto de apliaiones ontrativas w1; :::; wN de forma que la imagen de I porW separeza a I , hd(I;W (I)) < �, el atrator del sistema, F , tambi�en se pareer�a a I , hd(I; F ) < �1� s(Delgado[23℄ pp. 72-73).



32 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESPara ver que los sistemas de funiones iteradas asoiados a ada una de lasonstruiones de la urva de von Koh tienen el mismo atrator, en la segundaonstrui�on nos quedamos on los t�erminos pares de la suesi�on y observamos quelas transformaiones que pasan de uno a otro son las mismas que apareen en laprimera onstrui�on de la urva. Al ser �unio el atrator de un sistema de funionesiteradas, el l��mite de la suesi�on asoiada a la primera onstrui�on oinide on ell��mite de la suesi�on de t�erminos pares asoiada a la segunda onstrui�on y, portanto, on el l��mite de la suesi�on ompleta. |Cuando estemos interesados en ver omo un sistema de funiones iteradas at�uasobre un onjunto ompato onreto, los sistemas de funiones iteradas on on-densai�on nos van a permitir onstruir un sistema equivalente, uyo espaio m�etrioes ompato y que ontiene al onjunto en el que estamos interesados.As��, dado un onjunto C 2 H(X) y un sistema de funiones iteradas, obtenemosun sistema de funiones iteradas on onjunto de ondensai�on C uandoa~nadimos la transformai�on de ondensai�on asoiada al onjunto al sistema de fun-iones iteradas, donde la transformai�on de ondensai�on asoiada al onjuntoC 2 H(X) no es m�as que la apliai�on onstanteTC : A 2 H(X) 7! C 2 H(X):Como esta transformai�on es ontrativa on fator de ontrai�on 0, uando sea~nade a un sistema de funiones iteradas se obtiene un nuevo sistema de funionesiteradas que mantiene el mismo fator de ontrai�on que el sistema original, de estaforma, uando el sistema de funiones iteradas original es hiperb�olio el sistema deondensai�on asoiado tambi�en lo es:Teorema 1.8 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Sean fX;wn : n = 1; :::; Ng un sistema de funiones iteradas hiperb�olio on fatorde ontrai�on r y w0 una transformai�on de ondensai�on on onjunto de onden-sai�on C.



1.2. AUTOSEMEJANZA Y AUTOAFINIDAD 33La transformai�on en (H(X); hd) asoiada al nuevo sistema de funionesW0 : A 2 H(X) 7! N[n=0wn(A) 2 H(X)es ontrativa on fator de ontrai�on r y su �unio punto �jo es1[n=0W n(C)donde W es la transformai�on de Huthinson asoiada al sistema original.Demostrai�onW0 es ontrativa on fator de ontrai�on r:Al ser el sistema original hiperb�olio on fator de ontrai�on r se tiene quehd(W (A);W (B)) � rhd(A;B); on lo quehd(W0(A);W0(B)) = hd(C[W (A); C[W (B)) �m�axfhd(C;C); hd(W (A);W (B))g =hd(W (A);W (B)) � rhd(A;B).Por tanto, W0 tiene un �unio punto �jo, F , que veri�aF = N[n=0wn(F ) onF = limn!1W n0 (A) 8A 2 H(X);on lo que si tomamos omo onjunto iniial A = C, se tiene que F = limn!1Cn onCn = W n0 (C).Veamos por indui�on que Cn = C [W (C) [ � � � [W n(C):- W0(C) = w0(C) [W (C) = C [W (C)- W k0 (C) = W0(W k�10 (C)) = w0(W0(C)) [ W (W k�10 (C)) = C [W (W k�10 (C))por hip�otesis de indui�on esto esC [W (C [W (C) [ � � � [W k�1(C)) = C [W (C) [W 2(C) [ � � � [W k(C)).Como Cn es una adena asendente de onjuntos, su l��mite se obtiene por el orolario1.6 y es 1Sn=0Cn, es deir, 1Sn=0W n(C) = C [W (C) [ � � � [W n(C) � � �. |De esta forma, el atrator de un sistema de funiones iteradas on onjunto deondensai�on C se obtiene omo el l��mite de una adena asendente en la que en



34 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESada paso se a~naden opias a esala ada vez menor del onjunto C, lo que haeque sean espeialmente �utiles en los proesos de rami�ai�on donde a partir de unonjunto se van a~nadiendo nuevos onjuntos de tama~no m�as peque~no (�gura 1.4).
Figura 1.4: Un proeso de rami�ai�on donde a partir de un segmento se van a~nadi-endo en uno de sus extremos segmentos de tama~no m�as peque~noCorolario 1.9 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Sean fX;wn : n = 1; :::; Ng un sistema de funiones iteradas hiperb�olio y K unompato no va��o.Existe otro ompato no va��o, eK, que ontiene a K y tal quef eK;wn : n = 1; :::; Nges un sistema de funiones iteradas uyo espaio m�etrio es ompato.Demostrai�onSi onsideramos el sistema de funiones iteradas on onjunto de ondensai�on Kasoiado al sistema fX;wn : n = 1; :::; Ng, su atrator, eK = 1Sn=0W n(K), es unompato no va��o y tal que eK � K y wn( eK) � eK 8n. |1.3 Representai�on de onjuntos fratalesEn esta �ultima sei�on vamos a representar, omo el atrator de un sistema defuniones iteradas, un onjunto fratal por una lista de puntos que lo aproxime, loque nos permitir�a utilizar las funiones de interpolai�on fratal omo modelos degrafos on arater��stias fratales, funiones que veremos en la sei�on 3.1 y queutilizaremos en el an�alisis emp��rio del �alulo de la dimensi�on de reuento por ajas(sei�on 4.2).



1.3. REPRESENTACI �ON DE CONJUNTOS FRACTALES 35Para obtener la lista de puntos que aproxima al atrator vamos a utilizar los dosalgoritmos que apareen normalmente en la literatura, determin��stio y de iterai�onaleatoria, modi��andolos de forma que podamos representar ada onjunto por unalista de puntos 10.1.3.1 C�odigo de un sistema de funiones iteradasCuando el sistema de funiones iteradas est�a formado s�olo por a�nidades paradesribir el sistema, y por tanto el atrator, nos basta on dar los elementos delas matries asoiadas a las a�nidades y sus vetores de traslai�on, on lo que sidisponemos estos elementos en una matriz el atrator del sistema quedar�a repre-sentado por diha matriz, matriz que reibe el nombre de �odigo del sistemade funiones iteradas. De esta forma, ada onjunto fratal que sea atrator deun sistema de funiones iteradas tiene asoiado un �odigo que, aunque no permiteidenti�ar de forma �unia al fratal, identi�a de forma �unia al sistema del que esatrator.En el aso partiular de R 2, un sistema de funiones iteradas formado por na�nidades wi(t; x) = 0� ai bii di 1A0� tx 1A+0� eifi 1Apodemos desribirlo mediante el �odigo:w1 a1 b1 1 d1 e1 f1... ... ... ... ... ... ...wn an bn n dn en fnDe esta forma, un sistema de funiones iteradas se identi�a on una matrizsobre la que podemos estudiar distintas arater��stias del sistema, sin m�as queextraer de ada una de sus �las las matries orrespondientes a ada una de lastransformaiones del sistema.10Para ver otras onstruiones de onjuntos fratales distintas a los sistemas de funiones itera-das, se puede utilizar Aguilera, [1℄, que tambi�en usa para las implementaiones el entorno MATHE-MATICA.



36 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESEn partiular, podemos omprobar que el sistema es hiperb�olio, alular elfator de ontrai�on del sistema y ver si las transformaiones del sistema son seme-janzas 11Cuando las transformaiones a�nes son semejanzas y est�an dadas por la raz�onde semejanza, rn, el �angulo de rotai�on, �n, y el vetor de traslai�on, (en; fn),hn0� tx 1A = rn0� os(�n) � sen( �n)sen( �n) os(�n) 1A0� tx 1A+0� enfn 1Atenemos otro �odigo para el sistema.Este �odigo reibe el nombre de �odigo orto y se representa por una matriz ons�olo uatro olumnas: w1 r1 ang1 e1 f1... ... ... ... ...wn rn angn en fnEjemplo 1.5 La urva de Drag�onLa urva de Drag�on (�gura 1.5) se obtiene sustituyendo un segmento por otrosdos segmentos de forma que: el primer segmento tiene omo extremo iniial elextremo iniial del segmento sustituido y forma un �angulo � on �el, el segundosegmento tiene omo extremo iniial el extremo �nal del segmento sustituido y formaun �angulo ��� on �el, por �ultimo, ambos segmentos se ontraen on el mismo fatorde ontrai�on para que sus extremos �nales oinidan.11Para omprobar que el sistema es hiperb�olio, omprobaremos que los autovalores de las o-rrespondientes matries son menores que uno; para alular el fator de ontrai�on del sistema,basta tener en uenta que el fator de ontrai�on de ada transformai�on es la ra��z uadrada delvalor absoluto del determinante de la matriz orrespondiente y que el fator de ontrai�on delsistema es el m�aximo de los fatores de ontrai�on de ada transformai�on; por �ultimo, para versi las transformaiones del sistema son semejanzas, se estudia si �estas veri�an las euaiones (loque se puede ver, por ejemplo, en Rey Pastor [60℄):a2i + 2i = b2i + d2iaibi + idi = 0: .
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Figura 1.5: Curva de drag�on para � = �4 .Por tanto, si tomamos omo segmento iniial el segmento L[(0; 0); (0; 1)℄, elorrespondiente sistema de funiones iteradas est�a formado por dos semejanzas deraz�on r = 12 os(�) , on �angulos de giro respetivos � y � � �, y uyos vetores detraslai�on son (0; 0) y (0; 1) respetivamente.Como son semejanzas, podemos representar el sistema por su �odigo orto:0� 12 os(�) � 0 012 os(�) � � � 1 0 1Ao por el �odigo ompleto,utilizando su expresi�on omo a�nidades:0� 12 � tg( �)2 tg( �)2 12 0 0�12 tg( �)2 � tg( �)2 �12 1 0 1AEn ambos asos, el �odigo orresponde a las transformaionesw1(t; x) = � t�x tg( �)2 ; t tg( �)+x2 � w2(t; x) = ��t�x tg( �)2 + 1; t tg( �)�x2 � : |1.3.2 Construi�on del atrator de un sistema de funionesiteradasPara onstruir la aproximai�on al onjunto fratal, que adem�as permite repre-sentarlo gr�a�amente, vamos a onsiderar los dos algoritmos m�as utilizados para la



38 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESonstrui�on de fratales omo atratores de un sistema de funiones iteradas: elalgoritmo determin��stio y el algoritmo de iterai�on aleatoria.Algoritmo determin��stioEl algoritmo determin��stio est�a basado diretamente en la de�nii�on de sis-tema de funiones iteradas y en �el se alulan im�agenes suesivas de un onjuntoiniial E0 2 H(X) por todas y ada una de las transformaiones que omponen elsistema: Ek = W (Ek�1) = N[n=1wn(Ek�1):Como el sistema de funiones iteradas es hiperb�olio, la suesi�on fEng onvergeal atrator del sistema en la m�etria de Hausdor� y despu�es de realizar n iteraionesobtenemos la en�esima aproximai�on del atrator.Algoritmo 1.1ENTRADAS:� Matriz on el �odigo del sistema: A.� Lista on el onjunto iniial: l.� N�umero de iteraiones a realizar: n.PASOS:Desde k = 1Sea l =W (l) = NSn=1wn(l)Hasta k = nSALIDA:� Lista on la en�esima aproximai�on del atrator: l. |Este algoritmo se puede modi�ar para onstruir el atrator de un sistema defuniones iteradas on onjunto de ondensai�on, l, sin m�as que tener en uenta queel atrator se obtiene al tomar omo onjunto iniial el onjunto de ondensai�on y,en ada paso, a~nadir al onjunto ya onstruido su imagen por las transformaionesdel sistema:



1.3. REPRESENTACI �ON DE CONJUNTOS FRACTALES 39Algoritmo 1.2 (Modi�ai�on algoritmo 1.1).ENTRADAS:� Matriz on el �odigo del sistema: A.� Lista on el onjunto de ondensai�on: l.� N�umero de iteraiones a realizar: n.PASOS:Desde k = 1Sea l = l [W (l)Hasta k = nSALIDA:� Lista on la en�esima aproximai�on del atrator: l. |Algoritmo de iterai�on aleatoriaEn el algoritmo de iterai�on aleatoria se alulan im�agenes suesivas de unpunto x0 2 X por una transformai�on que, en ada paso, se elige aleatoriamenteentre las transformaiones que omponen el sistema.Despreiando los primeros n0 puntos, para asegurarnos que el primer punto quetomamos est�a dentro del atrator del sistema, despu�es de realizar n iteraionesobtenemos omo imagen del atrator el onjuntoEn = fxk 2 X=n0 � k � ng:En este algoritmo, para representar el sistema de funiones iteradas a~nadimos al�odigo matriial del sistema una nueva olumna on las probabilidades de elei�on deada transformai�on. Denotando por pi la probabilidad de elei�on de la transforma-i�on wi, obtenemos un nuevo �odigo matriial para el sistema, que denominaremos�odigo on probabilidades:w1 a1 b1 1 d1 e1 f1 p1... ... ... ... ... ... ... ...wn an bn n dn en fn pnDe esta forma, el algoritmo de iterai�on aleatoria queda:



40 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESAlgoritmo 1.3ENTRADAS:� C�odigo on probabilidades del sistema: A.� N�umero de iteraiones a realizar: n.PASOS:Desde k = 1Sea (t; x) = wi(t; x)Hasta k = n0Desde k = n0 + 1Sea (t; x) = wi(t; x)Sea l = l [ f(t; x)gHasta k = nSALIDA:� Lista que aproxima al atrator del sistema: l. |Al transformar en ada paso un �unio punto por una �unia apliai�on, el onsumode memoria es menor que en el algoritmo determin��stio, donde trabajamos on losonjuntos ompletos y alulamos la imagen de todos sus puntos. Por el ontrario, elonsumo de tiempo aumenta, ya que, para que la imagen tenga la misma resolui�on,el n�umero de iteraiones neesarias es muho mayor.Adem�as, aunque en el l��mite el atrator del sistema es �unio, la imagen delatrator que obtenemos mediante este algoritmo, depende de las probabilidades deelei�on asignadas a ada transformai�on del sistema, ya que, si las probabilidadesambian, el n�umero de puntos que apareen en las distintas partes del atratortambi�en lo hae 12.Ejemplo 1.6 El tri�angulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).Si en el sistema de funiones iteradas que da lugar al tri�angulo de Sierpinskionsideramos dos eleiones de probabilidades distintas, en el primer aso todas las12Aunque para asignar valores a las probabilidades hay diversas opiones, lo que se puede ver enGutierrez, Iglesias, Rodr��guez y Rodr��guez [39℄, vamos a seguir la sugerida por Barnsley [4℄ pg. 85
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Figura 1.6: Tri�angulos de Sierpinski on p1 = p2 = p3 y p1 = 2p2, p2 = p3probabilidades iguales y en el segundo aso la probabilidad de elei�on de la primeratransformai�on doble que las otras, las im�agenes del atrator del sistema tambi�enson distintas (�gura 1.6). |Para asignar a ada transformai�on del sistema de funiones iteradas una proba-bilidad de elei�on, hay que tener en uenta que su suma debe de ser uno y quetodas las probabilidades deben de ser positivas, de esta forma, intervendr�an todaslas transformaiones del sistema.Por otra parte, para que se mantengan bien las proporiones de puntos en adaregi�on del atrator y, por tanto, la imagen se pareza al onjunto fratal, uando elsistema est�a formado por transformaiones a�nes, se asigna a ada transformai�onuna probabilidad proporional al determinante de la transformai�on, ya que, el fatorde proporionalidad entre el �area de un onjunto y su imagen por una transformai�onaf��n es el determinante de la matriz asoiada a la apliai�onpi = j det(Ai)jnPk=1 j det(Ak)j on Ai matriz de wi :Si alguno de los determinantes anteriores fuera 0, se le asigna a la transformai�onorrespondiente una probabilidad positiva muy peque~na (pi � 0:01) y se ajustan elresto de las probabilidades para que su suma siga siendo 1.1.3.3 Implementai�onEn esta �ultima parte vamos a implementar los algoritmos anteriores en el entornode �alulo MATHEMATICA 3.0, que es donde vamos a movernos para nuestrotrabajo emp��rio, mediante la onstrui�on de la funi�on



42 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESIfs[A, lis, n, ver℄donde la primera variable, A, representa el �odigo del sistema, la variable lis elonjunto iniial en forma de lista, la variable n el n�umero de iteraiones y la variablever el algoritmo a utilizar.Como ada sistema de funiones iteradas autoaf��n est�a representado por su �odigomatriial, A, y las transformaiones son de la forma M[n℄.t,x+v[n℄, tenemos quede�nir una funi�on para obtener las transformaiones que van a atuar (sei�on A.1del ap�endie),CalulaTransformaiones[A℄.Por otra parte, omo las transformaiones del sistema no at�uan de la mismaforma en todos los algoritmos, neesitamos de�nir una funi�on que aplique las trans-formaiones del sistema a ada punto y que at�ue de forma distinta dependiendo delalgoritmo que utiliemos (sei�on A.1 del ap�endie),TransformaPunto[pta,ptb, ver℄.Una vez de�nidas las transformaiones del sistema y las funiones para queat�uen sobre las distintas listas, podemos pasar a de�nir la funi�on on la queobtener una aproximai�on del onjunto fratal: Ifs[A, lis ,n ,ver℄.Para la implementai�on del algoritmo determin��stio, ver=1, partimos de la listainiial, lis, a la que apliamos todas las transformaiones del sistema, sustituimosla primera lista por esta �ultima y alulamos una suesi�on de listas, repitiendo elproeso hasta obtener la en�esima aproximai�on del atrator.Ifs[A_,lis_,n_,1℄:= Blok[{},CalulaTransformaiones[A℄;Nest[Flatten[Map[TransformaPunto[#,1℄&,#℄,1℄&,lista,n℄℄Ifs[A_,n_,1℄:=Ifs[A,Segmento[{0,0},{0,1}℄,n,1℄donde por defeto el onjunto de partida ser�a el segmento L[(0,0),(0,1)℄ (pues pode-mos elegir un onjunto ualquiera) y donde la funi�on que onstruye una lista que



1.3. REPRESENTACI �ON DE CONJUNTOS FRACTALES 43representa el segmento L[a; b℄, Segmento[a,b℄, se de�ne en el ap�endie (sei�onA.1).Para implementar el algoritmo determin��stio on onjunto de ondensai�on lis,ver=2, s�olo tenemos que modi�ar la funi�on anterior y en ada paso, en vez desustituir, unir en una �unia lista la lista a la que apliamos las transformaiones onla lista transformada:Ifs[A_,lis_,n_,2℄:= Blok[{ll},CalulaTransformaiones[A℄;ll=NestList[Flatten[Map[TransformaPunto[#,2℄&,#℄,1℄&,lis,n℄;Flatten[ll,1℄℄En el algoritmo de iterai�on aleatoria alulamos una suesi�on de puntos omen-zando por el punto ontenido en la lista lis, que por defeto ser�a el punto x0 = (0; 0)(pues podemos elegir un punto ualquiera), y, una vez despreiados los primeros ien,estos puntos formar�an la lista que aproxima al atrator del sistema:Ifs[A_,lis_,n_,3℄:= Blok[{},CalulaTransformaiones[A℄;NestList[TransformaPunto[#,3℄&,Nest[TransformaPunto[#,3℄&,First[lis℄,100℄,n℄℄Ifs[A_,n_,3℄:=Ifs[A,{{0.,0.}},n,3℄Una vez obtenida la aproximai�on al onjunto fratal, para representarlo gr�a�a-mente utilizamos la funi�on DibujaPto[lis℄, que represente los puntos ontenidosen la lista lis y que se de�ne en el ap�endie (sei�on A.1).RefereniasEntre las prinipales referenias para profundizar en el estudio de los onjuntosfratales, est�an las obras de Mandelbrot a las que nos referiremos omo seleta,donde reoge sus trabajos fundamentales y les da una nueva visi�on, Mandelbrot [50℄,



44 CAP�ITULO 1. LOS CONJUNTOS FRACTALESMandelbrot [52℄ y Mandelbrot [53℄ y el ensayo fundaional de la Geometr��a Fratal,\La Geometr��a Fratal de la Naturaleza" (Mandelbrot [51℄), en esta �ultima se puedeestudiar el origen de los onjuntos fratales y de sus m�ultiples apliaiones.Dentro de los sistemas de funiones iteradas, tanto en s�� misma omo por lasreferenias que ontiene, un papel similar lo juega \Fratals Everywhere", Barns-ley [4℄.Otras referenias interesantes son Guzm�an, Mart��n, Mor�an y Reyes [21℄ y Peit-gen, H. J�urgens y D. Saupe [61℄.



Cap��tulo 2
Dimensi�on de un onjunto fratal

Una de las diferenias fundamentales entre los onjuntos fratales y los onjuntosonsiderados por la Geometr��a Eul��dea, es que los primeros presentan irregulari-dades al observarlos a esalas ada vez menores y que al intentar uanti�arlas noexiste una dimensi�on entera adeuada para medirlas, pues si utilizamos la medidade Lebesgue n-dimensional orrespondiente a una determinada dimensi�on (longitudpara dimensi�on uno, �area para dimensi�on dos, ...) para unas dimensiones obtenemosuna medida in�nita, que es exesiva para uanti�ar las irregularidades, y para otrasdimensiones obtenemos una medida nula, que en este aso es insu�iente.La primera aproximai�on al problema la realizaremos utilizando las medidas s-dimensionales de Hausdor� que oiniden on la medida de Lebesgue s-dimensionaluando s es entero (salvo en una onstante que s�olo depende de s) y admiten valoresno enteros para s .Las medidas s-dimensionales de Hausdor� no s�olo nos van a permitir obteneruna medida adeuada a los onjuntos fratales sino que va a dar lugar a uno delos oneptos fundamentales de la Geometr��a Fratal: la dimensi�on de Hausdor�,dimensi�on que admite valores no enteros y se de�ne omo el valor de s uya medidas-dimensional es adeuada para medir el onjunto.Como el onepto de dimensi�on fratal est�a relaionado on la forma de asignarun tama~no num�erio a un onjunto, dependiendo de la forma en que se aborde elproblema, apareen distintas de�niiones.45



46 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALAs��, la dimensi�on de reuento por ajas, que va a ser la llave para el an�alisis delas irregularidades de las gr�a�as de las series temporales de preios desde el puntode vista de la Geometr��a Fratal, surge uando al abordar el problema de la medidade un onjunto, se ignoran las irregularidades de un determinado tama~no, Æ, y seestudia omo se omporta la medida uando haemos tender Æ a ero.Como al alular la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de una funi�onontinua se observa que esta medida est�a relaionada on el rango de la funi�on,vamos a plantear el �alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajas de ungrafo, �alulo que abordaremos en el ap��tulo 4, mediante una estimai�on relaionadaon el rango de la funi�on.La �ultima dimensi�on que abordaremos, la dimensi�on de autosemejanza, est�arelaionada on las arater��stias de esala de un onjunto y nos permite tener otroonepto distinto de dimensi�on, onepto que no s�olo no tiene sentido uando elonjunto es autoaf��n, sino que uando el onjunto es autosemejante no tiene por queoinidir on la dimensi�on de Hausdor�.
2.1 Medida de un onjunto fratalEn esta sei�on vamos a ver que la adaptai�on de la medida n-dimensional deLebesgue a onjuntos irregulares da lugar a una medida s-dimensional v�alida paraualquier valor de s, on s no neesariamente entero: la medida s-dimensional deHausdor�.Esta medida tienen una propiedad fundamental: sin un onoimiento previo dela dimensi�on del onjunto, podemos alular todas las medidas s-dimensionales delonjunto.De este modo, una vez aluladas todas las medidas s-dimensionales del onjunto,onsideraremos que el valor de s que m�as sentido tiene para medir es la dimensi�ondel onjunto.



2.1. MEDIDA DE UN CONJUNTO FRACTAL 472.1.1 El problema de la medida de LebesgueA la hora de alular la medida de un onjunto fratal se puede utilizar la me-dida de Lebesgue s-dimensional, donde la medida unidimensional es la longitud delonjunto, la medida bidimensional el �area y la medida tridimensional el volumen,sin embargo, uando el onjunto irregular, en la mayor��a de los asos estas medidasno transmiten ninguna informai�on y no tiene sentido su uso.Ejemplo 2.1 El tri�angulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).Si queremos medir el tri�angulo de Sierpinski, omo este onjunto est�a ontenidoen el plano paree l�ogio utilizar omo medida de Lebesgue el �area, sin embargo,este onjunto tiene �area nula, ya que en la etapa k-�esima del proeso eliminamos3k�1 tri�angulos disjuntos on una uarta parte del �area del tri�angulo anterior, onlo que al ser 1Pk=1 3k�14k = 1, el �area total eliminada oinide on el �area original.Si utilizamos omo medida de Lebesgue la longitud nos enontramos on unproblema pareido, el onjunto tiene longitud in�nita, pues en la etapa k-�esima delproeso tenemos 3k tri�angulos on per��metros 32k , on lo que el per��metro total delprefratal Ek es 3k+12k , que tiende a in�nito al haerlo k.
Figura 2.1: Tres tri�angulosAs��, si lo omparamos on los otros tri�angulos que apareen en la �gura 2.1,observamos que desde el punto de vista del �area el tri�angulo de Sierpinski es peque~nopara ser un onjunto plano, omo el terer tri�angulo donde tiene sentido el �area, yque desde el punto de vista de la longitud es demasiado grande para ser un onjuntounidimensional, omo el primer tri�angulo donde tiene sentido la longitud. |De esta forma, para alular la medida de un onjunto fratal neesitamos en-ontrar una medida que nos de mayor informai�on sobre su tama~no. Esta medida



48 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALes la medida de Hausdor� s-dimensional y surge de forma natural al adaptar laonstrui�on de la medida de Lebesgue a onjuntos irregulares donde �esta no tienesentido.Las medidas s-dimensionales de Hausdor�, al ontrario que las medidas s-dimen-sionales de Lebesgue, van a admitir valores no enteros para s y no va a ser neesario�jar previamente un valor de s para realizar su �alulo.Esta propiedad nos va a permitir de�nir la dimensi�on de un onjunto fratalomo el valor de s para el que la medida s-dimensional de Hausdor� da una ideaadeuada del tama~no del onjunto. Adem�as, el proedimiento que vamos a seguirpermite obtener distintas de�niiones de dimensi�on fratal, sin m�as que realizaralgunas modi�aiones en la onstrui�on de la medida.2.1.2 Medida de Hausdor�Para alular la medida bidimensional de Lebesgue (�area) de una �gura plana,se reubre el onjunto por uadrados ada vez m�as peque~nos y se estima el �areatotal omo la suma de las �areas de estos uadrados, es deir del lado del uadradoelevado a la dimensi�on.Si en vez de uadrados se utilizan bolas de di�ametro Æ, se debe estimar el �areasumando el �area de estas bolas, � (Æ2)2;por lo que en nuestro aso, omo queremos alular todas las medidas s-dimensionalesy ver ual tiene sentido, aunque seguiremos utilizando bolas de di�ametro Æ, sumare-mos expresiones del tipo C(Æ) = (s) (Æ2)s;donde (s) es una onstante que s�olo depende del valor de s onsiderado 1, on lo quepara alular ada medida s-dimensional s�olo tenemos que ambiar las expresionesa sumar y no los reubrimientos.1Cuando s es un entero no negativo (s) = �( 12 )s�( s2 + 1) es la medida s-dimensional de la bolaunidad (Mandelbrot [51℄ pg. 500).



2.1. MEDIDA DE UN CONJUNTO FRACTAL 49De esta forma, si sumamos en ada bola (1) �Æ2�1 = Æ, al estar sumando losdi�ametros de las bolas, lo que obtenemos es la longitud del onjunto, y si sumamos(2) � Æ2�2 = � � Æ2�2, lo que obtenemos es el �area, ya que estamos alulando el �areade ada una de las bolas que forman el reubrimiento.Para simpli�ar los �alulos podemos utilizar la expresi�onC(Æ) = Æs;obteniendo una medida equivalente, que s�olo di�ere en una onstante dependientede la dimensi�on.Si adem�as de las bolas de di�ametro Æ admitimos en los reubrimientos a otrosonjuntos y el papel de Æ lo hae el di�ametro 2; obtenemos una mejor adaptai�ona las irregularidades que pueda presentar el onjunto al que estamos alulando lamedida.Una vez que obtengamos todas las medidas del onjunto y veamos ual de ellases la que tiene m�as sentido, estaremos en ondiiones de de�nir la dimensi�on omoel valor de s orrespondiente a diha medida.El siguiente lema nos garantiza que el proedimiento seguido onstruye una me-dida, independientemente de la funi�on de evaluai�on onsiderada.En realidad la medida onstruida es una medida exterior, pero omo toda me-dida se puede extender a una medida exterior y una medida exterior restringida alos onjuntos medibles es una medida, hablaremos siempre de medida por medidaexterior. De esta forma tenemos la medida de�nida sobre ualquier onjunto y s�olodebemos tener en uenta que, al haber onjuntos medibles y onjuntos no medibles,la aditividad numerable s�olo se da para los onjuntos medibles 3.2El di�ametro de un onjunto A se de�ne por jAj = supfd(x; y)=x; y 2 Ag.3Una medida exterior es una apliai�on � : P(X) 7! [0;+1℄ umpliendo:1. �(;) = 02. A � B =) �(A) � �(B) A;B � X (monoton��a)3. � 1[n=1An! � 1Xn=1�(An) An � X(subaditividad numerable)



50 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALLema 2.1 Dado un onjunto, X, un reubrimiento de X, A, y una funi�on deevaluai�on, C : A 7! [0;+1℄, sea�(E) = inf ( 1Xi=1 C(Ai))donde el ��n�mo se toma sobre los reubrimientos numerables de E por onjuntosAi 2 A.La medida � es la �unia que veri�a:1. �(A) � C(A) 8A 2 A2. Si � es otra medida on �(A) � C(A) 8A 2 A se tiene que�(B) � �(B) 8B � XDemostrai�on� Veamos en primer lugar que es una medida:1.- Como el onjunto va��o est�a ontenido en el reubrimiento va��o y la suma va��aes 0 se tiene que �(;) = 0.2.- A � B =) �(A) � �(B) pues todo reubrimiento de B lo es de A.3.- � 1[n=1An! � 1Xn=1�(An):Si alg�un An tiene medida in�nita es ierto trivialmente.El onepto demedida es m�as restritivo, pues � s�olo se de�ne sobre una �-�algebra de onjuntos.M, uyos elementos reiben el nombre de onjuntos medibles y en vez de la subaditividad, seimpone la aditividad para medibles disjuntos.Para pasar de una medida exterior, �, a una medida se restringe � a la � - �algebraM = fA � X=�(E) = �(E \ A) + �(E nA) 8E � Xgpues se tiene la aditividad numerable uando son disjuntos (Edgar [25℄ pg. 135-136).Para pasar de una medida, �, a una medida exterior se onsidera�(A) = inff�(B)=B � A y B 2 Mgpues est�a de�nida para ualquier A � X y oinide on la medida sobre M (Mattila [55℄ pg. 8).



2.1. MEDIDA DE UN CONJUNTO FRACTAL 51Supongamos pues que �(An) <1 8n:Sea para ada n un reubrimiento Rn on XR2Rn C(R) � �(An) + �2n .Sea R el reubrimiento de 1[n=1An formado por la uni�on de los Rn, se tiene que:� 1[n=1An! �XR2RC(R) = 1Xn=1 XR2RnC(R) � 1Xn=1�(An) + � 8� > 0.� Que es �unia es f�ail: si dos medidas veri�an las ondiiones 1. y 2. ada una esmenor o igual que la otra, on lo que deben de ser iguales.� La primera ondii�on se veri�a tomando fAg omo reubrimiento de A.� Para la segunda ondii�on: supongamos que � es una medida on �(A) � C(A)8A 2 A y sea B � X un onjunto ualquiera. Consideremos R un reubrimientode B formado por onjuntos de A, se tiene queXR2RC(R) �XR2R�(R) � �([R2RR) � �(B);on lo que �(B) � �(B). |A ontinuai�on, vamos a mejorar este proedimiento para onseguir la m�aximaeonom��a en el reubrimiento y evaluar las irregularidades por peque~nas que sean.Para ello, se onsideran los reubrimientos on onjuntos de di�ametros menoresque un ierto Æ, que reiben el nombre de Æ{ reubrimientos, se busa el ��n�moinf( 1Xi=1 C(Ai) : jAij < Æ)y se hae tender Æ a 0.De esta forma, la ondii�on jAij < Æ se hae ada vez m�as restritiva, on lo quela expresi�on anterior ree y tiene l��mite. Este l��mite ser�a la C{medida del onjunto,que puede ser �nita y positiva, in�nita o nula.El siguiente teorema, al que nos referiremos omo onstrui�on de Caratheodory,nos va a garantizar que, uando en el reubrimiento haya onjuntos on di�ametrostan peque~nos omo queramos, se obtiene una medida 4.4Este tipo de reubrimientos reiben el nombre de reubrimientos de Vitali y se araterizan



52 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALEsta medida es una medida de Borel, que adem�as es Borel regular uando elreubrimiento est�a formado por onjuntos de Borel. En este aso, es posible trabajars�olo on onjuntos de Borel y aproximar ualquier otro onjunto por uno de �estos 5.Teorema 2.2 Construi�on de Caratheodory.Sean (X; d) un espaio m�etrio, A un reubrimiento de Vitali y una funi�on devalorai�on C : A 7! [0;+1℄.Para ada Æ > 0 onsideramos:�Æ(E) = inf ( 1Xi=1 C(Ai) : E � 1[i=1Ai; jAij < Æ; Ai 2 A) :Se tiene entones que�(A) = limÆ!0�Æ(A) = sup f�Æ(A) : Æ > 0ges una medida de Borel.M�as a�un, si el reubrimiento est�a formado por onjuntos de Borel, la medida esBorel regular.Demostrai�on� Para ver que � es una medida basta on omprobar sus propiedades utilizandoque �Æ es la medida dada por el lema 2.1 on AÆ = fA 2 A : Æ(A) � Æg yC : AÆ 7! [0;+1℄.� Veamos que es una medida de Borel:por veri�ar que 8x 2 X y 8Æ > 0 9A 2 A= x 2 A y jAj � Æ:5Los onjuntos de Borel son los elementos de la �� �algebra generada por los abiertos, portanto est�an inluidos entre ellos los abiertos, los errados y sus uniones e interseiones.Una medida de Borel es una medida donde los onjuntos de Borel son medibles y en espaiosm�etrios es equivalente a que la medida sea una medida m�etria (Mattila [55℄ pg. 9-10), dondeuna medida, �, es una medida m�etria si�(A [B) = �(A) + �(B) 8A;B � X=d(A;B) > 0;Una medida de Borel es una medida Borel regular si para ualquier onjunto es posibleenontrar un onjunto de Borel ontenido en �el on la misma medida.



2.1. MEDIDA DE UN CONJUNTO FRACTAL 53Sean A;B � X on d(A;B) > 0:Sea Æ : 0 < Æ < d(A;B)2 , dado un reubrimiento R de A[B formado por onjuntos deAÆ podemos separarlo en dos reubrimientos R1 de A y R2 de B, pues para R 2 Rse tiene que jRj < Æ y Æ < d(A;B)2 , on lo queXR2RC(R) = XR2R1C(R) + XR2R2C(R) � �Æ(A) + �Æ(B);por tanto �Æ(A [ B) � �Æ(A) + �Æ(B) y, al ser una medida,�Æ(A [B) = �Æ(A) + �Æ(B):Tomando l��mite uando Æ tiende a ero, se tiene �(A [ B) = �(A) + �(B).� Por �ultimo onsideremos que A est�a formado por onjuntos de Borel y veamosque la medida es Borel regular:Sea A � X, para ada m, m = 1; 2; :::, onsideremos un reubrimiento de A:Am = fAn;m : n = 1; 2; :::g on jAn;mj < 1m y 1Xn=1C(An;m) � � 1m (A) + 1m :Se tiene que B = 1\m=1 1[n=1An;mes un onjunto de Borel que ontiene a A y tiene la misma medida que A. |En nuestro aso se obtiene una medida Borel regular, pues si en vez de unreubrimiento ualquiera tomamos reubrimientos formados s�olo por errados lamedida es la misma, ya que, el di�ametro de un onjunto oinide on el de sulausura; adem�as, tambi�en se pueden onsiderar reubrimientos formados s�olo porabiertos, pues ualquier onjunto est�a ontenido en un abierto, on el di�ametro tanpr�oximo al di�ametro del onjunto omo se quiera.En resumen, mediante la onstrui�on de Caratheodory onA = P(X) y C(A) = jAjs;hemos obtenido para ada s > 0 una medida Borel regular. Estas medidas nos vana permitir obtener la dimensi�on busada, uando veamos el valor de s para el ualtienen sentido pleno.



54 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALDe�nii�on 2.1 Sean (X; d) un espaio m�etrio y F � X.Para ada s > 0 y ada Æ > 0 seaHsÆ(E) = inf ( 1Xi=1 jAijs : fAig es un Æ{reubrimiento de E)Para ada s > 0 la medidaHs(E) = limÆ!0HsÆ(E) = supfHsÆ(E) : Æ > 0greibe el nombre de medida s-dimensional de Hausdor�. |Cuando se toma C(A) = (s) � jAj2 �s ;la medida reibe el nombre de medida s{dimensional normalizada.Esta medida s�olo di�ere de la medida de Hausdor� en una onstante dependientede la dimensi�on y oinide on la medida de Lebesgue uando s es entero 6, o vistode otra forma, la medida de Hausdor� p-dimensional para valores enteros de p di�erede la medida de Lebesgue en una onstante, (p), que s�olo depende de la dimensi�on.En el aso 0-dimensional, omo la medida 0-dimensional de un onjunto on s�oloun punto es uno, ambas medidas son medidas de reuento, es deir, su valor es eln�umero de puntos del onjunto, si este es �nito, y +1, en aso ontrario.2.2 Dimensi�on de Hausdor�Al ontrario que para la medida de Lebesgue, donde debemos �jar previamentela dimensi�on del onjunto a medir, la onstrui�on de la medida de Hausdor� nospermite alular todas las medidas s-dimensionales y enontrar la dimensi�on delonjunto, eligiendo aquel valor de s para el que la medida tiene sentido.Para esta elei�on, nos basaremos en que la medida n-dimensional de Lebesguees apropiada uando al onsiderar dimensiones inferiores la medida resultante esin�nita y al onsiderar dimensiones superiores la medida es ero; por ejemplo, en6Federer [35℄ pg. 197



2.2. DIMENSI �ON DE HAUSDORFF 55una �gura plana s�olo el �area tiene sentido, ya que su longitud es in�nita y su volumenes ero.2.2.1 De�nii�on de la dimensi�on de Hausdor�El siguiente teorema nos va a permitir de�nir la dimensi�on de Hausdor� de unonjunto, ya que vamos a ver que para las medidas s-dimensionales de Hausdor�existe un valor s0, no neesariamente entero, tal que la medida s-dimensional es eropara valores de s superiores a s0 y in�nita para valores de s inferiores a s0.Teorema 2.3 Sean (X; d) un espaio m�etrio, F � X:Para 0 < s < t se tiene1. Hs(F ) � Ht(F ).2. (a) Hs(F ) < +1 =) Ht(F ) = 0.(b) Ht(F ) > 0 =) Hs(F ) = +1.Demostrai�on1.- Si tenemos un Æ-reubrimiento de F , R, on Æ < 1 para R 2 R se tiene quejRj < Æ < 1, on lo que al ser s < t se tiene tambi�en que jRjs > jRjt, tomando el��n�mo de sus sumas nos queda HsÆ(F ) � HtÆ(F ), as��, al tomar l��mite uando Æ tiendea 0 se tiene la desigualdad busada.2.- Consideremos un Æ-reubrimiento de F , R, on XR2R jRjs � HsÆ(F ) + 1, se tiene:HtÆ(F ) �XR2R jRjt � Æt�sXR2R jRjs � Æt�s(HsÆ(F ) + 1);en esta desigualdad basta tomar l��mite uando Æ tiende a 0 para obtener la primeraimpliai�on.La segunda impliai�on es la re��proa de la primera. |Como onlusi�on inmediata del teorema se tiene que:� Si existe un valor s0 para el que la medida s0-dimensional es �nita y positiva:para los valores de s menores que s0 la medida s-dimensional es in�nita y paralos valores superiores es ero.



56 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTAL� Si existe un valor s0 para el que la medida s0-dimensional es ero: para losvalores de s superiores a s0 la medida s-dimensional tambi�en es ero.� Si existe un valor s0 para el que la medida s0-dimensional es in�nita: para losvalores de s inferiores a s0 la medida s-dimensional tambi�en es in�nita.
Figura 2.2: dimensi�on s = +1, s = s0 y s = 0Estamos ya en ondiiones de de�nir la dimensi�on de un onjunto omo el valorr��tio de s para el que las medidas s-dimensionales pasan de in�nito a ero, sin m�asque tener en uenta que uando Hs(F ) es ero 8s > 0, el valor de la dimensi�on es 0y si Hs(F ) es in�nito 8s > 0, este valor es +1.De�nii�on 2.2 Sean (X; d) un espaio m�etrio, F � X:El �unio valor r��tio s0, 0 � s0 � +1 y tal queHs(F ) = 8<: +1 8s < s00 8s > s0reibe el nombre de dimensi�on de Hausdor� y se nota por dimH F .dimH F = supfs : Hs(F ) > 0g = supfs : Hs(F ) =1gdimH F = inffs : Hs(F ) <1g = inffs : Hs(F ) = 0g |De esta forma, la dimensi�on es el �unio valor de s para el que las medidas s-dimensionales de Hausdor� tienen pleno sentido, ya que, la medida s{dimensional deun onjunto es in�nito para valores de s inferiores a la dimensi�on, ero para valoressuperiores y s�olo para s igual a la dimensi�on la medida s{dimensional del onjuntopuede tomar todos los valores, es deir, puede ser �nita y positiva, nula o in�nita.



2.2. DIMENSI �ON DE HAUSDORFF 57As��, si tenemos un onjunto on medida s-dimensional �nita y positiva, podemosa�rmar que su dimensi�on es s. Estos onjuntos reiben el nombre gen�erio de s-onjuntos.La dimensi�on de Hausdor� de�nida extiende bien el onepto l�asio de dimen-si�on en R p, ya que 7,B � R p ontiene una bola abierta =) dimHB = p:Con lo que dimH R p = py, por tanto, F � R p =) 0 � dimH F � p:Aunque la dimensi�on de Hausdor� extienda bien el onepto l�asio de dimensi�onen R p, esto no quiere deir que el asoiar a un onjunto, F , una dimensi�on noneesariamente entera, dimH(F ), sea algo aprihoso y s�olo v�alido para unos poosonjuntos extra~nos, ya que 8,8 s : 0 � s � p 9F � R p= dimH F = s:Cuando restrinjamos nuestra ateni�on al aso de R p, nos podemos entrar en losonjuntos de medida �nita, pues 98F : dimH(F ) = s on Hs(F ) = +1 9E � F= dimH(E) = s y Hs(E) < +1;y, posteriormente, interpretar los resultados obtenidos en el ontexto del onjuntooriginal.2.2.2 PropiedadesLa dimensi�on de Hausdor� no es un invariante topol�ogio (invariante por homeo-mor�smos), ya que, al depender de la distania, es un onepto m�etrio y las7Edgar [25℄ pg. 153.8Mattila [55℄ pg. 59.9Faloner [29℄ pg. 62



58 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALim�agenes de puntos pr�oximos pueden estar muy alejadas. Si queremos enontrarapliaiones para las que sea invariante, neesitamos imponer ondiiones de regula-ridad sobre ellas, de forma que sigan siendo ontinuas y la distania entre dos puntosest�e relaionada on la distania entre sus im�agenes.En primer lugar vamos a ver que suede uando la distania entre dos puntosy la distania entre sus im�agenes est�a relaionada por una ondii�on de H�older deexponente �:De�nii�on 2.3 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios.f : X 7! X 0 veri�a una ondii�on de H�older de exponente � sid0(f(x); f(y)) �  d(x; y)� 8x; y 2 X: |Proposii�on 2.4 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios, F � X.Si f : X 7! X 0 veri�a una ondii�on de H�older de exponente �, entones:1. 8s H s� (f(F )) �  s� Hs(F ):2. dimH(f(F )) � 1� dimH(F ):Demostrai�on1.-Si fAig es un Æ-reubrimiento de F , entones dado quejf(F \ Ai)j �  jAij�;ff(F \ Ai)g es un �-reubrimiento de f(F ), donde � = Æ�. Con lo que al serXi jf(F \ Ai)j s� �  s�Xi jAijs, se tiene queH s�� (f(F )) �  s�HsÆ(F ):Cuando Æ ! 0 tambi�en lo hae �, obteni�endose:H s� (f(F )) �  s� Hs(F )2.-Si s > dimH F entones Hs(F ) = 0 on lo que al ser H s� (f(F )) �  s� Hs(F )neesariamente H s� (f(F )) = 0 , pues una medida ha de ser positiva o nula. As��,dimH(f(F )) � s� 8s > dimH(F ) y, por tanto, dimH(f(F )) � 1� dimH(F ). |



2.2. DIMENSI �ON DE HAUSDORFF 59En partiular, nos interesan las apliaiones que veri�an una ondii�on de H�olderde exponente � = 1, pues entre ellas est�an las apliaiones que preservan la dimen-si�on de Hausdor�.De�nii�on 2.4 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios.f : X 7! X 0 es una apliai�on lipshiziana sid0(f(x); f(y)) �  d(x; y) 8x; y 2 X:Si adem�as es biyetiva y su inversa tambi�en es lipshiziana reibe el nombre deapliai�on bi{lipshiziana.Cuando f es sobreyetiva la ondii�on de apliai�on bi{lipshiziana equivale a1 d(x; y) � d0(f(x); f(y)) � 2 d(x; y) 1; 2 > 0 8x; y 2 X |Corolario 2.5 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios y f : X 7! X 0 una apliai�onlipshiziana1. 8s Hs(f(F )) � sHs(F ):2. dimH(f(H)) � dimH(F ):Demostrai�onSe obtiene diretamente de la proposii�on anterior, teniendo en uenta que veri�auna ondii�on de H�older de exponente � = 1. |Teorema 2.6 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios y f : X 7! X 0 bi{lipshiziana,entones: dimH(X) = dimH(f(X))Demostrai�onSe obtiene diretamente de la de�nii�on y el orolario anterior. |De esta forma, la dimensi�on de Hausdor� es invariante por apliaiones bi{lipshizianas, al igual que la dimensi�on topol�ogia es invariante por homeomor�smos,



60 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALpues dos onjuntos en orrespondenia biun��voa por apliaiones bi{lipshizianastienen siempre la misma dimensi�on. Pero al ontrario que suede para la dimensi�ontopol�ogia, donde dos onjuntos on la misma dimensi�on est�an siempre relaionadospor un homeomor�smo, el re��proo no es ierto en general y entre dos onjun-tos on la misma dimensi�on de Hausdor� no tiene por que haber una apliai�onbi{lipshiziana que los relaione.Como onseuenia inmediata se tiene que las transformaiones a�nes (semejan-zas, isometr��as, traslaiones,...), al ser bi{lipshizianas, preservan la dimensi�on deHausdor�.A ontinuai�on vamos a ver las propiedades de esala de la medida de Hausdor�,an�alogas a las de la medida de Lebesgue, que adem�as de ser fundamentales en lateor��a de fratales, nos van a permitir alular la dimensi�on de algunos onjuntos:Proposii�on 2.7 Sea (X; d) un espaio m�etrio, F � X.Para � > 0 y para ada s: Hs(�F ) = �sHs(F ):Demostrai�on� Si fAig es un Æ-reubrimiento de F entones f�Aig es un � Æ- reubrimiento de�F . Por lo tanto, Hs� Æ(�F ) �Xi j�Aijs = �sXi jAijs;omo la expresi�on anterior es v�alida para ada Æ-reubrimiento de FHs� Æ(�F ) � �sHsÆ(F )y uando Æ tiende a ero tendremos que:Hs(�F ) � �sHs(F ):� Para obtener la desigualdad ontraria onsideramos fAig un Æ-reubrimiento de�F , on lo que f 1� Aig es un Æ� -reubrimiento de F . Proediendo de manera an�alogase tiene que Hs(F ) � 1�sHs(�F )



2.2. DIMENSI �ON DE HAUSDORFF 61y, por tanto, �sHs(F ) � Hs(�F );on lo que, junto a la primera desigualdad, se obtiene la igualdad. |De esta forma, se mantienen las propiedades de esala que tiene la medida deLebesgue, ya que, uando reduimos o aumentamos el onjunto en un fator � lamedida s-dimensional del onjunto lo hae en un fator �s, al igual que la longitudde un onjunto lo hae en un fator �, el �area en un fator �2 y el volumen en unfator �3.Otras propiedades de la dimensi�on de Hausdor� que vamos a neesitar m�as tardeson las relativas a las relaiones entre subonjuntos: la monoton��a y la estabilidadnumerable.Proposii�on 2.8 Sean (X; d) un espaio m�etrio, E; F � X y Fi � X 8i � 1:1. E � F =) dimH(E) � dimH(F ) (Monoton��a)2. dimH� 1Si=1Fi� = sup(dimH(Fi)) (Estabilidad numerable)Demostrai�on1.- Se dedue trivialmente de la monoton��a de la medida de Hausdor�.2.- Que dimH� 1Si=1Fi� � dimH(Fi) 8i se obtiene por la monoton��a. La desigualdadopuesta tambi�en se tiene, pues si s > dimH(Fi) 8i, entones Hs(Fi) = 0, on lo queHs 1[i=1Fi! = 0: |2.2.3 C�alulo de la dimensi�on de Hausdor�En general, el uso direto de la de�nii�on para alular la dimensi�on de Hausdor�de un onjunto no siempre es posible, ya que, debemos evaluar las sumas 1Pi=1 jAijspara todos los Æ{reubrimientos fAig del onjunto; pues evaluando reubrimientosespe���os, s�olo se obtiene una ota superior.



62 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALUtilizando los reubrimientos sugeridos por la onstrui�on del onjunto, la otasuperior que se obtiene suele oinide on la dimensi�on real; aunque, demostrarlosuele ser dif��il, ya que, para obtener una ota inferior, debemos onsiderar todos losÆ{reubrimientos y ver que las sumas, 1Pi=1 jAijs, son mayores que una onstante, onel inonveniente de que estos reubrimientos pueden estar formados por onjuntosde tama~nos muy distintos.Una manera de superar esta di�ultad, es ver que ning�un onjunto individualAi ubre demasiado de F en omparai�on on su tama~no, medido omo jAijs. Paraver esto, basta on enontrar una distribui�on de masa sobre F 10, �, de forma quepara ada uno de los onjuntos Ai, el valor de jAijs sea mayor que la masa, �(Ai),que los reubre.Teorema 2.9 Prinipio de distribui�on de masa.Sea � una distribui�on de masa sobre F y supongamos que para ierto s hay n�umeros > 0 y Æ > 0 tales que �(A) �  jAjs 8A : jAj � Æ;entones Hs(F ) � �(F ) y, por tanto,s � dimH(F )Demostrai�onSea fAig un reubrimiento de F , se tiene0 < �(F ) � � 1[i=1Ai! � 1Xi=1 �(Ai) �  1Xi=1 jAijstomando ��n�mo, HsÆ(F ) � �(F )on lo que al tomar l��mite uando Æ tiende a eroHs(F ) � �(F ) : |10Una distribui�on de masa, �, sobre un onjunto, F , no es m�as que una medida de Borelon soporte ontenido en F veri�ando 0 < �(F ) <1, donde el soporte de �, spt(�) es el menorerrado on omplementario de medida nula



2.2. DIMENSI �ON DE HAUSDORFF 63Cuando los onjuntos fratales se onstruyen por eliminai�on suesiva de partesde un onjunto es posible obtener una distribui�on de masa siguiendo un proedi-miento general, paralelo a la onstrui�on del onjunto:� Partimos de un onjunto de Borel E0, al que se le asoia una masa �nita:�(E0) = m m 2 R ; 0 < m < +1� El onjunto E1 se onstruye omo la uni�on de una olei�on �nita de onjuntosdisjuntos ontenidos en E0 y su masa, �(E0), se reparte entre los onjuntosque forman E1: E1 = n1[i=1E1i y n1Xi=1 �(E1i) = �(E0):� En ada paso, se onstruye el onjunto Ek omo la uni�on de una olei�on�nita de onjuntos disjuntos, de forma que ada uno de ellos est�a ontenido enun �unio onjunto onstruido en el paso anterior, y la masa orrespondiente aada uno de los onjuntos Ek�1j (1 � j � nk�1) se reparte entre los onjuntosEki (1 � i � nk) que ontiene:Ek = nk[i=1Eki y 8j Xi2Ij �(Eki) = �(Ek�1j) on Ij = fi : Ek�1j � EkigProposii�on 2.10 Sea (X; d) un espaio m�etrio.Si al tender k a in�nito, el di�ametro m�aximo de los Eki tiende a ero, existe unadistribui�on de masa que oinide on � sobre ada uno de los onjuntos Eki y uyosoporte est�a ontenido en E = 1Tk=1Ek.Demostrai�onPara ada k, sea Ek = fEki=1 � i � nkg.Si a~nadimos a Ek el omplementario de la uni�on de los onjuntos Eki, al queasoiamos una masa ero, �(R nEk) = 0, obtenemos reubrimientos de X formadospor onjuntos de Borel y uyo di�ametro m�aximo tiende a ero.



64 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALLa medida que se obtiene mediante la onstrui�on de Caratheodory al utilizarestos reubrimientos (teorema 2.2)�(A) = limk!1�k(A) on �k(A) = inf( 1Xi=1 �(Ai) : A � 1[i=1Ai; Ai 2 Ek)es una distribui�on de masa, que oinide on � sobre los Eki, al ser onjuntosdisjuntos perteneientes a Ek y estar ontenidos en un �unio onjunto Ek�1j.Que su soporte est�a ontenido en E = 1Tk=1Ek se veri�a trivialmente pues elsoporte de � est�a ontenido en Ek para todo k, ya que, si A es un abierto que paraalg�un k no orta a Ek, su medida es ero al ser �(R n Ek) = 0. |Ejemplo 2.2 El tri�angulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).Como vimos en la primera sei�on (ejemplo 2.1) el tri�angulo de Sierpinski tiene�area nula y longitud in�nita, on lo que on dimensiones enteras lo �unio que pode-mos a�rmar es que su dimensi�on est�a omprendida entre uno y dos, y neesitamosel uso de dimensiones fraionarias para tener una informai�on ompleta sobre sumedida.Para alular la dimensi�on de Hausdor� de este onjunto vamos a utilizar laadena desendente de onjuntos que aparee en su proeso de onstrui�on.� Para obtener una ota superior, vamos a busar un valor de s de forma que las-medida de Hausdor� del reubrimiento que aparee al onstruir el onjunto sea�nita:As��, onsideramos para Æk = (12)k el Æk-reubrimiento de E, fEkig3ki=1, este reu-brimiento veri�a HsÆk(E) � 3kXi=1 jEkijs = 3k( 12k )s:Esta �ultima expresi�on vale 1 para s = log 3log 2 , on lo que, tomando l��mite uandoÆk tiende a ero (k a in�nito), Hs(E) � 1 y, por tanto,dimH(E) � s = log 3log 2 :� Para ver que este valor de s es la dimensi�on del onjunto, vamos a probar ladesigualdad ontraria utilizando el prinipio de distribui�on de masa (teorema 2.9)



2.3. DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 65y la distribui�on de masa la vamos a obtener a trav�es del proeso de onstrui�ondel onjunto siguiendo el proedimiento general (proposii�on 2.10):As��, asoiamos masa unidad al tri�angulo originalE0 y repartimos esta masa entrelos tres tri�angulos que forman el primer prefratal, E11, E12 y E13.Repitiendo el proeso, en el paso k repartimos la masa de ada tri�angulo entrelos tri�angulos que ontiene, on lo que tenemos 3k tri�angulos disjuntos, Eki, adauno on masa �(Eki) = 13k .La proposii�on 2.10 nos garantiza que existe una distribui�on de masa, �, tal quela masa de ada uno de los onjuntos utilizados en esta onstrui�on oinide onla masa que se les asigna en ella y uyo soporte est�a ontenido en la intersei�on detodos los onjuntos, es deir, en el tri�angulo de Sierpinski E = 1Tk=1Ek.S�olo nos queda por ver que para ada onjunto lo su�ientemente peque~no, A,el valor de jAjs on s = log 3log 2 es mayor de la masa que le asoia esta distribui�on.As��, para ada onjunto A � R 2 on jAj < 1, sea k tal que 2�(k+1) � jAj < 2�k.Como A puede intereptar a lo m�as a uno de los tri�angulos Eki:�(A) � �(Eki) = 3�k = �2�k� log 3log 2 = �2�k�s = 2s �2�(k+1)�s � b jAjs :Por el prinipio de distribui�on de masa dimH(E) � s = log 3log 3 y, por tanto, juntoa la desigualdad ya obtenida,dimH(E) = log 3log 2 � 1:5850: |
2.3 Dimensi�on de reuento por ajasCuando al abordar el problema de la medida de un onjunto se ignoran las irre-gularidades de tama~no menor que Æ y se estudia omo se omporta la medida uandohaemos tender Æ a ero, surge la dimensi�on de reuento por ajas o dimensi�on aja(del ingl�es \box-ounting dimension").Esta medida aparee al tomar en vez de Æ-reubrimientos numerables del on-junto, reubrimientos �nitos por onjunto de di�ametro exatamente Æ. Al evaluar



66 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALlas sumas, las medidas s-dimensionales se obtienen omo el produto del n�umerom��nimo de onjuntos de di�ametro Æ neesarios para reubrirlo, N(Æ), por el di�ametroelevado a s, Æs; es deir, la medida s-dimensional va a ser N(Æ) Æs. Esta antidad,aunque no es formalmente una medida, tambi�en ambia on s de in�nito a eroen un valor r��tio, D, que va a ser la nueva dimensi�on: la dimensi�on de reuentopor ajas. Entre sus ventajas est�a que N(Æ) es proporional a Æ�D, on lo que lapodemos obtener omo el l��mite, limÆ!0 log(N(Æ))� log(Æ) .Cuando utiliemos una Æ-malla para la obteni�on de N(Æ), podremos abordar elproblema del �alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajas.2.3.1 De�nii�on de la dimensi�on de reuento por ajasPara de�nir esta dimensi�on, al igual que en la medida de Hausdor�, se tomaomo funi�on de evaluai�on C(Æ) = Æs, pero en vez de estudiarHsÆ(F ) = inf ( 1Xi=1 jAijs : fAig es un Æ{reubrimiento de F)uando Æ tiende a ero, se estudiaM sÆ (F ) = inf(Xi Æs : fAig es un Æ{reubrimiento �nito de F) = N(Æ; F )Æs;donde N(Æ; F ), que tambi�en se nota por NÆ o N(Æ) uando no hay lugar a onfusi�on,es el n�umero m��nimo de onjuntos de di�ametro Æ neesarios para reubrir a F .Como M sÆ (F ) depende de la elei�on de s, existe un valor r��tio, D, para el queM sÆ (F ) ambia de in�nito a ero, uando Æ tiende a 0:M sÆ (F ) = N(Æ; F )Æs�!Æ!0 8<: 0 s > D+1 s < Don lo que para valores peque~nos de ÆN(Æ; F ) � 1ÆD = Æ�D:Tomando logaritmos y haiendo tender Æ a 0 se de�ne:



2.3. DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 67De�nii�on 2.5 Sean (X; d) un espaio m�etrio y F un subonjunto de X, ompatoy no va��o.Sea N(Æ; F ) el menor n�umero de onjuntos de di�ametro Æ neesarios para reubrira F , de�nimos la dimensi�on de reuento por ajas omodimB F = limÆ!0 logN(Æ; F )� log Æsi tal l��mite existe. |En el aso de que este l��mite no exista, se puede distinguir entre l��mite superiore inferior hablando de dimensi�on superior e inferior de reuento por ajas, aunque,salvo que sea neesario, no haremos esta distini�on y supondremos que existe ell��mite o que nos referimos a la dimensi�on superior de reuento por ajas.El n�umero de subonjuntos de di�ametro m�aximo Æ neesarios para reubrir unonjunto es un indiador de lo irregular que es este onjunto uando se examina aesala Æ, por lo que la dimensi�on de reuento por ajas reeja la rapidez on la quese desarrollan estas irregularidades uando Æ tiende a 0.En el aso partiular de un subonjunto de R p, para estudiar lo irregular que esuando se examina a esala Æ podemos utilizar reubrimientos formados por p-ubosde lado Æ, reubrimientos que reiben el nombre de Æ-mallas y son de la forma[m1Æ; (m1 + 1)Æ℄� : : :� [mpÆ; (mp + 1)Æ℄; mk 2 Z;on lo que si en la de�nii�on de la dimensi�on de reuento por ajas tomamos omoN(Æ; F ) el n�umero de p-ubos de esta Æ-malla que ortan al onjunto se obtiene unade�nii�on de dimensi�on, que aunque en un prinipio puede pareer que da lugar auna dimensi�on distinta, pues el n�umero de p-ubos de una Æ-malla que ortan alonjunto no es el n�umero m��nimo de onjuntos neesario para reubrirlo, tambi�enda lugar a la dimensi�on de reuento por ajas.Proposii�on 2.11 Sea F un subonjunto de Rp, ompato y no va��o:dimB F = limÆ!0 logN(Æ; F )� log Æ ;donde N(Æ; F ) es el n�umero de p-ubos de una Æ-malla que ortan al onjunto F .



68 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALDemostrai�onSea N 0(Æ) el n�umero de ubos de una Æ-malla que ortan a F :� Como estos ubos tienen di�ametro pp Æ, se tiene que N(pp Æ) � N 0(Æ), on lo quedimB(F ) = limÆ!0 logN(pp Æ)� log(pp Æ) � limÆ!0 logN 0(Æ)� log(pp Æ) = limÆ!0 logN 0(Æ)� log(Æ) :� Por otra parte, un onjunto de di�ametro Æ est�a ontenido omo m�aximo en 3pubos de lado Æ, on lo que N 0(Æ) � 3pN(Æ) y, por tanto,limÆ!0 logN 0(Æ)� log(Æ) � limÆ!0 log[3pN(Æ)℄� log(Æ) = limÆ!0 logN(Æ)� log(Æ) = dimB(F ): |Esta de�nii�on de dimensi�on de reuento por ajas es la de�nii�on que se usapara estimar emp��riamente la dimensi�on de un onjunto ontenido en el plano y elproeso que normalmente se sigue para estimarla es el que hae que la dimensi�on dereuento por ajas reiba este nombre, ya que b�asiamente onsiste en dibujar sobreuna representai�on gr�a�a del onjunto una Æ-malla y ontar el n�umero de p-ubosque ortan al onjunto, p-ubos que en este aso son uadrados y que reiben elnombre de ajas (sei�on 4.1).De manera an�aloga se pueden obtener otras de�niiones equivalentes de dimen-si�on de reuento por ajas que algunas vees son m�as senillas de utilizar paraalular la dimensi�on de un onjunto y que a~nadidas a las dos anteriores permitentomar 11:N(Æ) menor n�umero de onjuntos de di�ametro m�aximo Æ neesarios para reubrir F ,N(Æ) n�umero de ubos de una Æ-malla que ortan a F (en R p),N(Æ) menor n�umero de ubos de lado Æ neesarios para reubrir F (en R p),N(Æ) menor n�umero de bolas erradas de radio Æ neesarios para reubrir F ,N(Æ) mayor n�umero de bolas disjuntas de radio Æ on entro en F .11Faloner [29℄ pp. 39-41



2.3. DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 692.3.2 Relai�on on la dimensi�on de Hausdor�La dimensi�on de reuento por ajas y la dimensi�on de Hausdor� tienen en om�unque ambas eval�uan el valor r��tio, D, para el ual las \medidas" s-dimensionalesdel onjunto pasan de valer in�nito a valer ero, y que a los onjuntos que formanel reubrimiento se les asigna omo peso su di�ametro elevado a s.
Figura 2.3: Dos reubrimientos, donde el segundo no es v�alido para el �alulo de ladimensi�on de reuento por ajasSin embargo, este valor no tiene por que oinidir, ya que, en la dimensi�on dereuento por ajas, el reubrimiento utilizado es �nito y est�a formado por onjuntosde igual tama~no; mientras que en la dimensi�on de Hausdor�, el reubrimiento delonjunto puede ser numerable y se hae por onjuntos de tama~nos distintos.Utilizando estas relaiones, vamos a ver que la dimensi�on de Hausdor� nunaser�a mayor que la dimensi�on de reuento por ajas:Teorema 2.12 Sean (X; d) un espaio m�etrio y F un subonjunto de X, ompatoy no va��o. dimH(F ) � dimB(F )Demostrai�onSea D = dimB(F ) = limÆ!0 logN(Æ; F )� log Æ , se tiene que para ada ÆNÆ = N(Æ; F ) � 1ÆD = Æ�D:Como el reubrimiento de F asoiado a N(Æ; F ), fAig, es un Æ-reubrimiento, puesjAij = Æ, se tiene: Xi jAijD = NÆXi=1 ÆD = NÆ ÆD � 1;



70 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALon lo que HDÆ (F ) < +1 y, por tanto, HD(F ) < +1, on lo que por la de�nii�onde dimensi�on de Hausdor� D � dimH(F ): |Aunque en la mayor��a de los onjuntos se da la igualdad la desigualdad a veeses estrita. Una ondii�on su�iente para que se de esta igualdad, es la existeniade una distribui�on de masa sobre F lo su�ientemente regular:Proposii�on 2.13 Sean (X; d) un espaio m�etrio y F un subonjunto de X, om-pato y no va��o.Si existen a; b; s; Æ0 > 0 y una distribui�on de masa, �, sobre F umpliendo0 < aÆs � �(B(x; Æ)) � bÆs <1 8x 2 F; 0 < Æ � Æ0entones dimH(F ) = dimB(F )Demostrai�on� Veamos que s � dimH(F ) � dimB(F ):Sea fAig un Æ-reubrimiento de F on 0 < Æ < Æ0:Eliminando del reubrimiento aquellos onjuntos que no lo orten, podemos elegirpuntos xi 2 Ai \ F de forma que F est�e reubierto tambi�en por fB(xi; jAij)g, onlo que bXi jAijs � bXi �(B(xi; jAij)) � �(F ) > 0;por tanto Hs(F ) � �(F )b > 0 y s � dimH(F ).� Veamos que dimH(F ) � dimB(F ) � s:Dado Æ > 0:Tomamos omo N(Æ) el mayor n�umero de bolas disjuntas de radio Æ on entro en F(que es una de�nii�on equivalente de N(Æ), proposii�on 2.11), eligiendo tales bolasse tiene que aN(Æ)Æs � N(Æ)Xi=1 �(B(xi; Æ)) � �(X) < +1y, por tanto, dimB(F ) � s. |



2.3. DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 71Ejemplo 2.3 El tri�angulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).Para ver que en este onjunto la dimensi�on de reuento por ajas oinide on ladimensi�on de Hausdor�, vamos a ver que la distribui�on de masa que utilizamos paraalular esta �ultima dimensi�on (ejemplo 2.2), veri�a las ondiiones de regularidadde la proposii�on anterior.As��, para ada x 2 E y ada Æ on Æ < 1, an�alogamente a lo heho para el �alulode la dimensi�on de Hausdor�, tomamos k tal que 2�(k+1) � Æ < 2�k:� La bola de entro x y radio Æ est�a ontenida en un �unio Eki, on lo que:�(B(x; Æ)) � �(Eki) = 3�k = �2�k� log 3log 2 � b Æs:� Por otra parte, esta bola ontiene un tri�angulo Ek+1i, on lo que�(B(x; Æ)) � �(Ek+1i) = 3�(k+1) = �2�(k+1)� log 3log 2 = �2�12�k�s � a Æs:De esta forma, tenemos que para ada x 2 E y ada Æ lo su�ientemente peque~no,0 < a Æs � �(B(x; Æ)) � b Æs <1;y por tanto, por la proposii�on anterior,dimB(E) = dimH(E) = log 3log 2 � 1:5850: |2.3.3 PropiedadesLa dimensi�on de reuento por ajas se omporta omo la dimensi�on de Hausdor�bajo el efeto de las transformaiones lipshizianas y bi{lipshizianas, on lo que,tambi�en es invariante por �estas:Proposii�on 2.14 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios y F un subonjunto deX, ompato y no va��o.Si f : X 7! X 0 es lipshiziana:dimB(f(F )) � dimB(F )



72 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALDemostrai�onSi F puede reubrirse por N(Æ) onjuntos de di�ametro m�aximo Æ, al veri�arse qued(f(x); f(y)) �  d(x; y), las N(Æ) im�agenes de estos onjuntos bajo f formar�an unreubrimiento por onjuntos de di�ametro m�aximo  Æ. |Corolario 2.15 Sean (X; d), (X 0; d0) espaios m�etrios ompatos.Si f : X 7! X 0 es bi{lipshiziana:dimB(X) = dimB(f(X))Demostrai�onSe obtiene diretamente de la proposii�on anterior. |Las propiedades de la dimensi�on de Hausdor� relativas a las operaiones entreonjuntos se veri�an parialmente, ya que, aunque la monoton��a se da trivialmente,la estabilidad numerable no se tiene; pudiendo s�olo hablar de estabilidad �nita,uando las dimensiones superior e inferior de reuento por ajas oiniden. Si estasdimensiones no oiniden, s�olo se da para la dimensi�on superior de reuento porajas:Proposii�on 2.16 Sean (X; d) un espaio m�etrio y E; F subonjuntos de X, om-patos y no va��os.Se tiene:1. E � F =) dimB(E) � dimB(F ) (Monoton��a)2. dimB(E [ F ) = m�axfdimB(E); dimB(F )g (Estabilidad �nita)Demostrai�on1.- Trivial pues N(Æ; E) � N(Æ; F ).2.- Para demostrarlo supondremos que dimB(F ) � dimB(E) y probaremos quedimB(E [ F ) = dimB(E), pues de manera an�aloga se puede probar que uandodimB(F ) � dimB(E), se tiene dimB(E [ F ) = dimB(F ).Para ello basta probar que dimB(E [F ) � dimB(E), pues la otra desigualdad setiene por la monoton��a:



2.4. DIMENSI �ON DEL GRAFO DE UNA FUNCI �ON CONTINUA 73Para ada Æ > 0 se tiene que N(Æ; E [ F ) � N(Æ; E) +N(Æ; F ), on lo quedimB(E [ F ) = limÆ!0 logN(Æ; E [ F )� log Æ � limÆ!0 log[N(Æ; E) +N(Æ; F )℄� log Æ� limÆ!0 logN(Æ; E)� log Æ + limÆ!0 log h1 + N(Æ;F )N(Æ;E)i� log ÆComo N(Æ; F )N(Æ; E) no diverge, pues limÆ!0 logN(Æ; F )� log Æ � limÆ!0 logN(Æ; E)� log Æ , el primer suman-do onverge a dimB(E) y el segundo 0. |La �ultima proposii�on que vamos a ver nos permite alular la dimensi�on dereuento por ajas de un onjunto utilizando la suesi�on Æk = C2k , donde C es unaonstante que depender�a del tama~no del onjunto a analizar.Proposii�on 2.17 Sean (X; d) un espaio m�etrio, F un subonjunto de X, om-pato y no va��o, y fÆkg una suesi�on dereiente tendiendo a 0 tal queÆk+1 � Æk on 0 <  < 1;se tiene que dimB F = limk!1 logN(Æk)� log Æk :Demostrai�onSi Æk+1 � Æ < Æk se tiene quelogN(Æ)� log Æ � logN(Æk+1)� log Æk � logN(Æk+1)� log Æk+1 + log( Æk+1Æk ) � logN(Æk+1)� log Æk+1 + log on lo que limÆ!0 logN(Æ)� log Æ � limk!1 logN(Æk)� log Æky la desigualdad opuesta es trivial. |2.4 Dimensi�on del grafo de una funi�on ontinuaEn esta sei�on vamos a ver que el alulo de la dimensi�on de reuento porajas del grafo de una funi�on ontinua se simpli�a uando utilizamos la de�nii�on



74 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALde dimensi�on de reuento por ajas a trav�es del reubrimiento por una Æ-malla(proposii�on 2.11) y relaionamos el n�umero de ajas que en la Æ-malla ortan algrafo de la funi�on on el rango de la funi�on en ada uno de los intervalos sobre losque la onstruimos; donde el rango de una funi�on, f , en un intervalo, [a; b℄, esRf [a; b℄ = supa<u;v<b jf(u)� f(v)j:
Figura 2.4: Relai�on entre el rango una funi�on y el n�umero de ajas no va��as enun reubierto por una Æ-mallaCuando alulamos el oiente entre el rango de una funi�on en un intervalo y lalongitud del intervalo, Æ, estamos midiendo en pasos de longitud Æ la distania entrelos valores extremos de la funi�on en este intervalo, por lo que obtenemos el n�umerode ajas de lado Æ neesario para reubrir el grafo de la funi�on sobre el intervalo(�gura 2.4-a).En realidad, omo el n�umero de ajas es entero, lo que obtenemos es una otainferior, ya que el n�umero de ajas de lado Æ neesario para reubrir el grafo de lafuni�on es el menor de los enteros mayores que este oiente, o, en el peor de losasos, inluso una unidad m�as, ya que, omo estamos reubriendo el grafo por unaÆ-malla (�gura 2.4-b), la base de la olumna de ajas que aparee sobre el intervalono tiene que oinidir on el m��nimo de la funi�on sobre el intervalo (�gura 2.4-).Para utilizar esta relai�on en el �alulo te�orio de la dimensi�on de reuento porajas del grafo de una funi�on ontinua esribimos:Proposii�on 2.18 Sea f : [0; 1℄ 7! R ontinua y sea F su grafo.1. El n�umero de uadrados de la Æ-malla que intersean a F sobre el intervalo[iÆ; (i + 1)Æ℄, NÆ[iÆ; (i + 1)Æ℄, veri�aRf [iÆ; (1 + i)Æ℄Æ � NÆ[iÆ; (i + 1)Æ℄ � Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄Æ + 2



2.4. DIMENSI �ON DEL GRAFO DE UNA FUNCI �ON CONTINUA 752. Sea Æ : 0 < Æ < 1 y m el menor entero mayor o igual que 1Æ :El n�umero de uadrados de la Æ-malla que intersean a F , NÆ(F ), veri�aÆ�1 m�1Xi=0 Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄ � NÆ(F ) � 2m+ Æ�1 m�1Xi=0 Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄;Demostrai�onEl primer apartado ya lo hemos visto y el segundo se obtiene al sumar sobre todoslos intervalos. |Imponiendo ondiiones adiionales las relaiones que aabamos de ver nos per-miten obtener otas superiores e inferiores para la dimensi�on de reuento por ajas:Corolario 2.19 Sea f : [0; 1℄ 7! R ontinua y sea F su grafo.Sean ; 0 > 0, Æ0; Æ00 > 0 y 1 � s � 2:1. Si se veri�a una ondii�on de Holder de exponente 2� s,jf(u)� f(v)j � ju� vj2�s 0 � u; v � 1;dimB(F ) � s;resultado tambi�en v�alido si la ondii�on se veri�a s�olo uando ju� vj < Æ0.2. Si se veri�a8u 2 [0; 1℄ 8Æ : 0 < Æ � Æ00 9v : ju� vj � Æ y jf(u)� f(v)j � 0 Æ2�sentones s � dimB(F )Se tiene, adem�as, que toda funi�on satisfaiendo esta ondii�on es nodifereniable en todos sus puntos.Demostrai�on1.- De jf(u) � f(v)j � ju � vj2�s se tiene que Rf [u1; u2℄ � ju1 � u2j2�s para0 � u1; u2 � 1, y, on la notai�on de la proposii�on anterior,Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄ � Æ2�s:



76 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALTeniendo en uenta que m < 1 + Æ�1 y que podemos tomar Æ : Æ < 1 on lo quem < 2Æ�1 se tiene:NÆ � 2m+ Æ�1m Æ2�s � 4Æ�1 + Æ�12Æ�1 Æ2�s � 4Æ�s + 2 Æ�s = (4 + 2) Æ�s;por lo que dimB(F ) � s.2.- An�alogamente, de jf(u)� f(v)j �  Æ2�s se tiene queRf [iÆ; (1 + i)Æ℄ � Æ2�s;omo se veri�a m > Æ�1 tenemos:NÆ � Æ�1m Æ2�s >  Æ�s;on lo que dimB(F ) � s.Por otra parte, dado u 2 [0; 1℄, sustituyendo Æ por h, se tiene que 8h > 0 su�-ientemente peque~no, existe uh : ju � uhj � h y jf(u) � f(uh)j �  h2�s, on loque ����f(u)� f(uh)u� uh ���� �  h2�sh =  h1�s:Como s es mayor o igual que uno, el l��mitelimh!0 f(u+ h)� f(u)hno onverge a ero y, por tanto, la funi�on no es difereniable e u. |Este �ultimo orolario nos permitir�a alular la dimensi�on de reuento por ajasdel grafo de una funi�on, ya que relaiona las variaiones que experimentan losvalores de una funi�on entre puntos pr�oximos on la dimensi�on de su grafo.Esta relai�on hae que, uanto mayores son estas variaiones, mayor es la di-mensi�on del grafo, y que, s�olo uando las variaiones son tales que la funi�on no esdifereniable, el grafo tiene una dimensi�on mayor que uno.Por otra parte, omo el oiente entre el rango de la funi�on en el intervalo y Æparee una buena medida, en el sentido laxo de la palabra, del \tama~no del grafo" y,omo se ve en la demostrai�on del orolario, uando Æ tiende a ero es este oienteel que determina la dimensi�on, paree una buena idea utilizar esta estimai�on para el�alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajas, estimai�on que analizaremosuando abordemos este �alulo en el apitulo 4.



2.5. OTRAS MEDIDAS Y DIMENSIONES RELACIONADAS 772.5 Otras medidas y dimensiones relaionadasEl m�etodo utilizado para de�nir la medida de Hausdor� nos permite obtenerotras medidas sin m�as que realizar sobre �el algunas modi�aiones. Estas medidasdan lugar a otras de�niiones de dimensi�on que, dependiendo del problema tratado,unas vees son m�as f�ailes de utilizar y otras vees dan m�as informai�on.As��, la medida s-dimensional esf�eria, Bs, se obtiene uando en la de�nii�onde medida de Hausdor�, en vez de tomar reubrimientos por onjuntos de di�ametromenor que Æ, tomamos las bolas abiertas de radio menor que Æ. Aunque esta medidaes distinta de la medida de Hausdor�, la dimensi�on de�nida por ella s�� oinide, onlo que si nuestro inter�es est�a en la dimensi�on y no en la medida, podemos restringirnuestra ateni�on a reubrimientos formados s�olo por bolas abiertas 12.Si en vez del di�ametro del onjunto elevado a s, Æs, utilizamos una funi�on devalorai�on C(A) = h(Æ(A)) on h(Æ) positiva y que tienda a 0 on Æ, se obtiene otramedida Hh que reibe el nombre de h-medida de Hausdor� y que, utilizando unafuni�on de valorai�on adeuada al ontexto, transmite una informai�on m�as re�nadasobre la estrutura del onjunto.La �ultima medida que vamos a ver, que da lugar a una nueva dimensi�on, apareeuando busamos una medida relaionada on la antidadM s(F ) = limÆ!0M sÆ (F ) = limÆ!0N(Æ; F )Æsque utilizamos para de�nir la dimensi�on de reuento por ajas y que no es formal-mente una medida.Esta medida se de�ne siguiendo un m�etodo pareido al de la de�nii�on de lamedida de Hausdor� utilizando los reubrimientos por bolas disjuntas on entrosen el onjunto, uyo n�umero m�aximo es equivalente a N(Æ; F ):PsÆ (F ) = sup(Xi Æ(Bi)s : jBij < Æ) ;donde, en este aso, el supremo se toma sobre los reubrimientos on bolas disjuntason entros en F .12Delgado [23℄ pp. 92-93



78 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALComo PsÆ (F ) deree on Æ, el l��mitePs0(F ) = limÆ!0PsÆ (F )existe y, omo todav��a Ps0(F ) no es una medida, la tomamos omo funi�on de valo-rai�on para obtener una medida apliando el lema 2.1:P(F ) = inf(Xi Ps0(Ai) : F �[i Ai) ;donde el ��n�mo se toma sobre todos los reubrimientos fAig de F .Esta medida reibe el nombre de medida de empaquetado s{dimensional(del ingl�es \s{dimensional paking measure") y el valor r��tio donde pasa de in�nitoa ero el de dimensi�on de empaquetado (del ingl�es \paking dimension"):dimP(F ) = supfs : Ps(F ) =1g = inffs : Ps(F ) = 0gEsta dimensi�on est�a entre la dimensi�on de Hausdor� y la dimensi�on (superior)de reuento por ajas, dimH(F ) � dimP(F ) � dimB(F );por lo que uando la dimensi�on de Hausdor� oinide on la dimensi�on de reuentopor ajas tambi�en oinide on ellas 13.2.6 Dimensi�on de autosemejanzaCuando el onjunto est�a formados por opias a esala del onjunto total, laautosemejanza del onjunto nos permite, bajo iertas ondiiones, determinar sudimensi�on por m�etodos indiretos, as��, si se umple:� F = NSn=1Fn, on Fn = rnF (onjunto autosemejante),� para su dimensi�on, s, se veri�a 0 < Hs(F ) <1 (s-onjunto),13Edgar [25℄ pg. 182



2.6. DIMENSI �ON DE AUTOSEMEJANZA 79� las opias son o bien disjuntas, o bien sus interseiones tienen Hs{medidanula (onjunto no solapado),por las propiedades de la medida de Hausdor� se tieneHs(F ) = Hs( N[n=1 rnF ) = NXn=1Hs(rnF ) = NXn=1 rsnHs(F );on lo que, dividiendo por Hs(F ), la dimensi�on de Hausdor� del atrator, s, essolui�on de la euai�on: 1 = NXn=1 rxn;euai�on que tiene una �unia solui�on no negativa 14.De esta forma, uando el onjunto es autosemejante vamos a de�nir una nuevadimensi�on omo la solui�on de esta euai�on. Esta dimensi�on reibe el nombre dedimensi�on de autosemejanza y no s�olo no tiene sentido uando el onjunto no esautosemejante, sino que uando el onjunto es autosemejante no tiene por que o-inidir on la dimensi�on de Hausdor�, ya que, a pesar de que en el aso partiularque hemos utilizado para onstruir esta dimensi�on oiniden, si las opias se super-ponen veremos pronto que la dimensi�on obtenida no tiene por que oinidir on ladimensi�on de Hausdor�.De�nii�on 2.6 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Sea fX;wn : n = 1; :::; Ng un sistema de funiones iteradas hiperb�olio autose-mejante, on razones de semejanza respetivas rn, n = 1; :::; N .La �unia solui�on de la euai�on NXn=1 rxn = 1reibe el nombre de dimensi�on de autosemejanza y se nota por dimS F . |14Al ser �(x) = NPn=1 rxn ontinua y estritamente dereiente en [0;1) on �(0) = N � 1 ylimx!+1�(x) = 0, el teorema del valor intermedio nos garantiza que existe un �unio x, on 0 � x <1,tal que �(x) = 1. Adem�as, este x es ero si y s�olo si N = 1, ya que, �(0) = N � 1.



80 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALCuando todos las razones de semejanza son iguales, rn = r; n = 1; :::; N , podemosalular la dimensi�on de autosemejanza de una forma senilla, omo el oiente entreel logaritmo del n�umero de opias, N , y el logaritmo del inverso de la raz�on desemejanza, 1r , ya queNXn=1 rx = 1() Nrx = 1() x = log(N)log(1=r) :Es importante se~nalar que esta dimensi�on no es una dimensi�on del onjunto,sino una dimensi�on del sistema de funiones iteradas, ya que un onjunto puedeser el atrator de m�as de un sistema y, por ello, puede tener asoiada m�as de unadimensi�on de autosemejanza.Ejemplo 2.4 El onjunto de Cantor.El onjunto de Cantor reibe este nombre porque fue utilizado por el matem�atioalem�an Georg Cantor (1845-1918) para demostrar que R no era numerable, al noserlo este onjunto que est�a ontenido en �el, y, al igual que otros fratales, se obtieneomo l��mite al apliar un proeso iterativo.El proeso de onstrui�on omienza onsiderando un intervalo E0, por ejemploE0 = [0; 1℄:Este intervalo lo dividimos en tres partes iguales y eliminamos el terio entral(1=3; 2=3) para obtener una primera aproximai�on, que se nota por E1 y est�a formadapor los intervalos restantes E11 = [0; 1=3℄ y E12 = [2=3; 1℄, de forma que:E1 = E11 [ E12:Despu�es de esta primera fase, tenemos dos intervalos, ada uno de longitud 1/3del de partida, sobre los que repetimos la misma operai�on, volvi�endolos a dividir entres trozos iguales y deshai�endonos del entral, por lo que despu�es de k apliaionesdel itado proeso obtenemos 2k intervalos, ada uno de longitud (13)k del de partida.



2.6. DIMENSI �ON DE AUTOSEMEJANZA 81
Figura 2.5: Construi�on del onjunto de CantorEl onjunto de puntos de los intervalos que quedan despu�es de haber realizadola k-�esima fase del proeso forma la k-�esima aproximai�on al onjuntoEk = 2k[i=1Ekiy el onjunto de puntos del intervalo [0; 1℄ que permaneen despu�es de apliar in-�nitas vees el proeso es el onjunto de Cantor:E = 1\k=0Ek:En este proeso los onjuntos Ek forman una suesi�on dereiente de onjuntosompatos, ya que Ek+1 est�a inluido en Ek para todo k, E1 est�a aotado y losonjuntos Ek son errados por ser uni�on �nita de intervalos errados, por lo que elteorema 1.3 nos garantiza que el onjunto de Cantor es un ompato no va��o y quees el l��mite de la suesi�on en la m�etria de Hausdor�.El onjunto de Cantor es autosemejante, ya que si lo onstruimos a partir delintervalo [0; 1=3℄ obtenemos una opia del onjunto a esala 1/3 y si lo haemosa partir del intervalo [2=3; 1℄ obtenemos una opia a la misma esala del onjuntototal.De esta forma, podemos representar el onjunto de Cantor en el plano medianteun sistema de funiones iteradas formado por las transformaionesw1(t; x) = ( t3 ; x3 ) w2(t; x) = ( t+23 ; x3 )y donde la dimensi�on de autosemejanza del sistema, al ser las opias disjuntas,oinide on su dimensi�on de Hausdor�:dimH(E) = dimS(E) = log(n�umero de opias)log(inverso de la raz�on) = log 2log 3 � 0:6309:



82 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALSiguiendo este mismo proeso, podemos sustituir el intervalo [0; 1℄ por los in-tervalos [0; 12 ℄ y [12 ; 0℄ obteniendo un sistema de funiones iteradas formado por dossemejanzas de raz�on 12 , uyo atrator es el intervalo original, intervalo [0; 1℄, y uyadimensi�on de autosemejanza esdimS([0; 1℄) = log(N)log(1=r) = log(2)log(2) = 1:De manera an�aloga, si sustituimos el intervalo [0; 1℄ por los intervalos [0; 23 ℄ y [13 ; 0℄obtenemos un sistema de funiones iteradas formado por dos semejanzas de raz�on23 , uyo atrator tambi�en es el intervalo [0; 1℄ pero on dimensi�on de autosemejanzadimS([0; 1℄) = log(N)log(1=r) = log(2)log(3=2) � 1:7095:

Figura 2.6: El intervalo [0; 1℄ omo atrator de dos sistemas de funiones iteradasEn el primer aso las im�agenes no se superponen demasiado, ya que s�olo oinidenen un punto y �este tiene H1-medida nula, por lo que oinide la dimensi�on deautosemejanza y la dimensi�on de Hausdor� del atrator, que es uno, pues el intervalo[0; 1℄ tiene longitud (H1-medida) �nita y positiva (�gura 2.6-a).Sin embargo, en el segundo aso las opias s�� se superponen muho y no podemosdeduir que su dimensi�on de Hausdor� es 1.7095, pues su intersei�on es el intervalo[13 ; 23 ℄ que tiene H1:7095-medida nula, al tener longitud (H1-medida) �nita y positiva(�gura 2.6-b). |El siguiente teorema 15, garantiza que si podemos enontrar un abierto no va��o,uyas im�agenes por ada una de las transformaiones del sistema de funiones itera-15Huthinson [40℄



2.6. DIMENSI �ON DE AUTOSEMEJANZA 83das est�an ontenidas en diho abierto y son disjuntas, la dimensi�on de autosemejanzaasoiada al sistema oinide on la dimensi�on de Hausdor� del atrator.Teorema 2.20 Sea (X; d) un espaio m�etrio ompleto.Un sistema de funiones iteradas, hiperb�olio y auto semejante fX;wn; n = 1; :::; Ngon atrator F veri�a la ondii�on de abierto (de Moran) 16 siexiste un abierto no va��o, O, que veri�a:1. wi(O)T wj(O) = ; 8 i 6= j2. NSn=1wn(O) � OEn este aso, la dimensi�on de semejanza oinide on la dimensi�on de Hausdor�,s, dimH F = dimS Fveri��andose adem�as que 0 < Hs(F ) < +1 on las interseiones de medida nula.En otro aso se tiene que dimH F � dimS F |De esta forma, aunque un onjunto fratal sea atrator de m�as de un sistemade funiones iteradas y pueda tener asoiada m�as de una dimensi�on de semejanza,si uno de estos sistemas veri�a la ondii�on de abierto, podemos garantizar que ladimensi�on de semejanza asoiada a �el, oinide on la dimensi�on de Hausdor� delatrator.En ambio, en los sistemas de funiones iteradas que no la veri�quen, s�olo pode-mos garantizar, que la dimensi�on de semejanza asoiada al sistema es una otasuperior de la dimensi�on de Hausdor� del atrator.16Esta ondii�on permite, adem�as, lasi�ar el IFS seg�un el solapamiento de las partes:Totalmente desonetado (del ingl�es \totally disonneted") si wi(F )Twj(F ) = ; 8 i 6= j.Apenas ontatado (del ingl�es \just-touhing") si veri�a la ondii�on de abierto y no est�a to-talmente desonetado (si est�a totalmente desonetado tambi�en la veri�a on O = int(F )).Solapado (del ingl�es \overlapping") en otro aso.



84 CAP�ITULO 2. DIMENSI �ON DE UN CONJUNTO FRACTALAdem�as, uando el sistema de funiones iteradas veri�a la ondii�on de abierto,su atrator es un s-onjunto formado por opias del onjunto total uyas interse-iones tienen Hsmedida nula.Estos onjuntos fueron los que nos sirvieron para de�nir la dimensi�on de au-tosemejanza, puesto que su dimensi�on de Hausdor�, s, era solui�on de la euai�onmediante la que la de�nimos. Sin embargo, para que la dimensi�on de autoseme-janza del sistema, s0, oinida on la dimensi�on de Hausdor� del onjunto, s, no essu�iente que las opias del onjunto tengan interseiones on Hs0-medida nula, yaque, omo hemos visto en el ejemplo anterior, si la dimensi�on de autosemejanza esestritamente mayor que la dimensi�on de Hausdor�, laHs0-medida de la intersei�ones nula, tenga esta intersei�on la Hs-medida que tenga.Ejemplo 2.5 La urva de von Koh (ejemplos 1.2 y 1.3).En el ejemplo 1.4 vimos que la urva de von Koh tiene asoiados dos sistemasde funiones iteradas, ada uno orrespondiente a las dos formas de onstruirla.En la primera onstrui�on de la urva, se obten��an uatro versiones a esala13 de la urva ompleta si la onstru��amos sobre ada uno de los uatro segmentosque formaban la primera aproximai�on, por lo que ten��a asoiado un sistema defuniones iteradas formado por uatro semejanzas de raz�on 13 , on lo que tiene omodimensi�on de autosemejanzadimS(E) = log(n�umero de opias)log(inverso de la raz�on) = log 4log 3 :Aunque en este aso las opias no son disjuntas, omo sued��a on el onjunto deCantor, las dimensiones de Hausdor� y de autosemejanza oiniden, pues se veri�ala ondii�on de abierto (teorema 2.20) on O el interior del tri�angulo E 00 que apareeen la onstrui�on alternativa de la urva, ya que este abierto es no va��o y susim�agenes por ada una de las transformaiones del sistema son disjuntas y est�anontenidas en diho abierto.En la segunda onstrui�on, el sistema de funiones iteradas asoiado estabaformado por uatro semejanzas de raz�on 13 , on lo que su dimensi�on de autosemejanza



2.6. DIMENSI �ON DE AUTOSEMEJANZA 85es dimS(E) = log(n�umero de opias)log(inverso de la raz�on) = log 2logp3 :Como este sistema tambi�en veri�a la ondii�on de abierto esta dimensi�on tam-bi�en oinide on la dimensi�on de Hausdor�, por lo que, omo es natural, oinideon la dimensi�on obtenida anteriormente,dimH(E) = log 4log 3 = log 2logp3 � 1:2619;poniendo de mani�esto que, aunque el sistema de funiones iteradas asoiado a unfratal no es �unio, la dimensi�on de semejanza asoiada al sistema oinide onla dimensi�on de Hausdor� del atrator, siempre y uando el sistema de funionesiteradas veri�que la ondii�on de abierto. |RefereniasEntre las referenias que mejor tratan la relai�on de la medida y dimensi�onde Hausdor� on la dimensi�on de reuento por ajas se enuentran tres obras deFaloner: Faloner [28℄, Faloner [29℄ y Faloner [30℄, y en ellas se pueden ver enontextos muy variados otras arater��stias de los onjuntos fratales distintas a ladimensi�on.Aunque dentro de la teor��a de la medida hay referenias muy ompletas, porejemplo Rogers [65℄ o Federer [35℄, una buena referenia para el estudio de las mediday la dimensi�on de Hausdor� es Edgar [25℄, donde tambi�en se analiza la relai�on entrelas dimensiones de Hausdor� y de reuento por ajas, y en la ual adem�as se puedever la relai�on de la dimensi�on de Hausdor� on la dimensi�on topol�ogia.A la hora de profundizar en la onexi�on entre la dimensi�on y los sistemas defuniones iteradas destaamos Barnsley [4℄, donde la dimensi�on de reuento porajas reibe el nombre de dimensi�on fratal, y Edgar [26℄.





Cap��tulo 3
Carater��stias fratales en ungrafo

Cuando deimos que un grafo tiene arater��stias fratales, no s�olo queremosdeir que es irregular a todas las esalas y que su dimensi�on no es entera, sino quetambi�en queremos deir que existe una relai�on de esala entre las partes en las quese puede desomponer.En este ap��tulo vamos a ver que, en el aso onreto del grafo de una funi�on,la relai�on de esala que �este tiene on los grafos de la funi�on que se obtienenen subintervalos del intervalo ompleto de de�nii�on, autoa�nidad, tiene distintasformas de manifestarse y para estudiarlas vamos a onsiderar modelos de grafos defuniones, todos on dimensiones no enteras.La primera forma de autoa�nidad, autoa�nidad global, es la misma que vimosen el primer ap��tulo, ya que aparee uando el grafo de una funi�on est�a formadopor opias reduidas suyas, y para su estudio vamos a onsiderar las funiones deinterpolai�on fratal (sei�on 3.1), donde su grafo se obtiene omo el atrator de unsistema de funiones iteradas.La segunda forma de autoa�nidad, autoa�nidad loal, aparee en los grafos defuniones uando las representamos en intervalos ada vez menores y obtenemosuna representai�on que, salvo por esala, es igual a la representai�on del grafo de lafuni�on en su intervalo de de�nii�on. 87



88 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOEste tipo de autoa�nidad lo veremos en la funi�on de Weierstrass (sei�on 3.2)y es el que nos va a permitir hablar de autoa�nidad estad��stia uando extendamosel onepto de autoa�nidad a un proeso esto�astio.La autoa�nidad estad��stia apareer�a en la �ultima sei�on del ap��tulo en elprimer modelo fratal aleatorio que vamos a ver: el movimiento browniano; que esla base de los modelos que vamos a onsiderar para desribir el omportamientofratal de la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35 (ap��tulo 5).3.1 Autoa�nidad global: Funiones de interpo-lai�on fratalEn esta sei�on vamos a ver que el tipo de autoa�nidad que presentan las fun-iones de interpolai�on fratal es el mismo que vimos en el ap��tulo 1, ya que alonstruirse omo atratores de un sistema de funiones iteradas, su grafo est�a for-mado por varias opias del onjunto total.Por otra parte, las funiones de interpolai�on fratal nos van a proporionar elprimer modelo de grafo on arater��stias fratales que neesitamos para el an�alisisemp��rio de la estimai�on del n�umero de ajas que en una Æ-malla ortan al grafode una funi�on.Al igual que sued��a en los onjuntos que vimos en el ap��tulo 1, uando el sistemade funiones iteradas est�a formado s�olo por semejanzas, sistema autosemejante, lasopias que lo forman son semejantes al onjunto y, por tanto, reduiones a esaladel onjunto total.En el aso general, el sistema est�a formado por transformaiones a�nes y elatrator por opias a�nes del onjunto, por lo que las opias que lo forman notienen por que ser reduiones a esala del onjunto total, sino que los fatores deredui�on en ada una de las direiones de los ejes pueden ser distintos.Aunque no las vamos a utilizar para interpolar series de datos, hemos mantenidoel nombre de funiones de interpolai�on fratal para poner de mani�esto que, alontrario que las funiones de interpolai�on que se utilizan tradiionalmente para



3.1. AUTOAFINIDAD GLOBAL 89aproximar un onjunto �nito de datos (retas, polinomios del menor grado posible,ombinaiones lineales de funiones elementales, ...) uya dimensi�on siempre es uno,las funiones de interpolai�on fratal permiten asegurar que la dimensi�on frataloinide on la dimensi�on de los datos en un rango apropiado de esalas, sin perderlas arater��stias deseables en una funi�on de interpolai�on:- Se pueden representar por formulas (mediante el �odigo del sistema).- Son omputables (mediante las apliaiones a�nes del sistema).- Se puede medir su aproximai�on a los datos experimentales (mediante la dis-tania de Hausdor� entre el atrator y los datos).3.1.1 Proeso de onstrui�on y autoa�nidadEl proeso de onstrui�on de una funi�on de interpolai�on fratal parte de unonjunto �nito de puntos, que reiben el nombre de puntos de interpolai�on:f(ti; xi) : 0 � i � Ng on t0 < t1 < ::: < tN�1 < tNy un sistema de funiones iteradas, fR 2; wn; n = 1; :::; Ng, formado por transforma-iones a�nes uyo t�ermino bn es erown(t; x) = 0� an 0n dn 1A0� tx 1A+0� enfn 1A :Para que el atrator de este sistema pase por los puntos de interpolai�on, im-ponemos que los extremos del segmento L[(t0; x0); (tN ; xN)℄ se transformen por adaapliai�on wn en los extremos del segmento L[(tn�1; xn�1); (tn; xn)℄:wn(t0; x0) = (tn�1; xn�1) wn(tN ; xN) = (tn; xn) 8n = 1; :::; Nobteniendo para ada una de las N transformaiones que forman el sistema defuniones iteradas un sistema on 4 euaiones y 5 in�ognitas:8>>>>>><>>>>>>:
ant0 + en = tn�1nt0 + dnx0 + fn = xn�1antN + en = tnntN + dnxN + fn = xn



90 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOSi en ada transformai�on onsideramos a dn (n = 1; :::; N) omo un par�ametrolibre, una vez �jado �este, el sistema tiene una �unia solui�on dada para ada n(n = 1; :::; N) por:an = tn � tn�1tN � t0 en = tN tn�1 � t0tntN � t0n = xn � xn�1tN � t0 � dnxN � x0tN � t0 fn = tNxn�1 � t0xntN � t0 � dn tNx0 � t0xNtN � t0
(t1; x1)(t0; x0)

(t2; x2) (tN ; xN)
.........................

Figura 3.1: Funi�on de interpolai�on linealCuando tomamos dn = 0, 8n = 1; :::; N , se obtiene omo atrator del sistema elgrafo de la funi�on de interpolai�on lineal, que pasa por los puntosf(t) = xi�1 + t� ti�1ti � ti�1 (xi � xi�1) x 2 [ti�1; ti℄ i = 1; :::; N;pues este grafo es el �unio subonjunto de R 2 ompato no va��o que veri�aG = N[n=1wn(G);ya que, en primer lugar NSn=1wn(G) � G, al ser la imagen de G por la transformai�onwn el segmento de extremos (xn�1; tn�1) y (xn; tn) y, en segundo lugar la apliai�onde Huthinson es sobreyetiva, al transformarse por la apliai�on wn los puntosextremos del grafo en los puntos extremos de ada segmento, on lo que se alanzala igualdad.En el aso general, si onsideramos a dn omo par�ametro libre podemos �jarla esala vertial produida por ada una de las transformaiones, ya que jdnj es
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-1 dnl

(t0; x0) (tN ; xN)(tn�1; xn�1) (tn; xn)Iol
Figura 3.2: Interpretai�on de dn: la transformai�on wn redue la esala vertial enun fator jdnjla raz�on entre la longitud de ada segmento paralelo al eje Y y la longitud de suimagen, que tambi�en es paralela al eje Y (�gura 3.2). Por este motivo, se obten��ala funi�on de interpolai�on lineal uando los fatores de esala vertial eran ero.Cuando los fatores de esala vertial son menores que uno en valor absoluto, elsiguiente teorema nos garantiza que el sistema de funiones iteradas asoiado a lospuntos tiene omo atrator el grafo de una funi�on ontinua que pasa por los puntosde interpolai�on.Este atrator se obtiene omo el punto �jo de un funional ontrativo, quese puede utilizar sin neesidad de tener una expresi�on expl��ita de la funi�on deinterpolai�on.Teorema 3.1 Sea fR 2; wn; n = 1; :::; Ng el sistema de funiones iteradas asoiadoa los puntos f(ti; xi) : 0 � i � Ng t0 < t1 < ::: < tN�1 < tN ;donde los fatores de esala vertial veri�an jdnj < 1 8n = 1; :::; N .Para ada elei�on de los dn:



92 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFO1. El sistema anterior tiene un �unio atrator, G, ompato no va��o, que veri�aG = N[n=1wn(G):2. El atrator del sistema es el grafo de una funi�on ontinuaf : [t0; tN ℄ 7! Rque pasa por los puntos de interpolai�on.Adem�as, esta funi�on veri�af(t) = nl�1n (t) + dnf(l�1n (t)) + fn t 2 [tn�1; tn℄ n = 1; :::; Ndonde ada ln(t) = ant + en es la funi�on lineal que transforma el intervalo[t0; tN ℄ en el intervalo [tn�1; tn℄, n = 1; :::; N .Demostrai�on1.- Basta ver que existe una distania en R 2 equivalente a la eul��dea de tal forma queel sistema anterior es hiperb�olio, para lo que a su vez basta ver que las apliaioneswn son ontrativas respeto a diha distania 8n = 1; :::; N :Consideremos la distania:d[(t; x); (t0; x0)℄ = jt� t0j+ �jx� x0jdonde � > 0 se de�nir�a posteriormente.Esta distania es equivalente a la eul��dea pues es equivalente a la distania,d[(t; x); (t0; x0)℄ = jt� t0j+ jx� x0j, que a su vez es equivalente a la eul��dea.Sea n on 1 � n � N , veamos que la apliai�on wn es ontrativa respeto adiha distania:d[wn(t; x); wn(t0; x0)℄ = d[(ant+ en; nt+ dnx + fn); (ant0 + en; nt0 + dnx0 + fn)℄ =jan(t� t0)j+ �jn(t� t0) + dn(x� x0)j � (janj+ �jnj)jt� t0j+ �jdnjjx� x0j = (�)



3.1. AUTOAFINIDAD GLOBAL 93a) Supongamos que i = 0 8i = 1; :::; N . Sea � = 1:(�) � m�axfan; dng(jt� t0j+ �jx� x0j) = snd[(t; x); (t0; x0)℄ on 0 � sn < 1Donde sn = m�axfan; dng veri�a 0 � sn < 1 pues 0 � janj = jtn � tn�1jjtN � t0j < 1y 0 � jdnj < 1.b) Supongamos que 9i 6= 0 i = 1; :::; N . Sea� = m��nf1� janj : n = 1; :::; Ngm�axf2jnj : n = 1; :::; Ngque umple � > 0 pues janj < 1 y sea s0n = janj+ �jnj:(�) = s0njt�t0j+�jdnjjx�x0j � m�axfs0n; dng(jt�t0j+�jx�x0j) = snd[(t; x); (t0; x0)℄on 0 � sn < 1Donde sn = m�axfs0n; dng veri�a 0 � sn < 1 al ser 0 � jdnj < 1 y 0 � s0n < 1pues s0n = janj+ jnj1�m�axfjanj : n = 1; :::; Ng2m�axfjnj : n = 1; :::; Ng �janj+ 1�m�axfjanj : n = 1; :::; Ng2 < 1.2.-Vamos a onstruir la funi�on ontinua que pasa por los puntos de interpolai�onomo el punto �jo de un funional ontrativo, T, en (F; d) dondeF = ff : [t0; tN ℄ 7! R= f es ontinua y f(t0) = x0; f(tN) = xNg yd(f; g) = m�axfjf(t)� g(t)j : t 2 [t0; tN ℄g f; g 2 F;que es un espaio m�etrio ompleto pues [t0; tN ℄ es ompato y R es ompleto 1.� De�nimos T : f 2 F 7! Tf 2 F omoTf(t) = nl�1n (t) + dnf(l�1n (t)) + fn t 2 [tn�1; tn℄ n = 1; :::; Ndonde ada ln(t) = ant + en es la funi�on lineal que transforma el intervalo [t0; tN ℄en el intervalo [tn�1; tn℄ para n = 1; :::; N .� Veamos que Tf 2 F, 8f 2 F:1Franz [38℄ pp. 85-87.



94 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOTf est�a bien de�nida y es ontinua en ada [tn�1; tn℄ : n = 1; :::; N .Por la izquierda en los puntos tn : n = 0; :::; N � 1 se tiene:Tf(tn) = nl�1n (tn)+dnf(l�1n (tn))+fn = ntN+dnf(tN)+fn = ntN+dnxN+fn = xn.Por la dereha en los puntos tn : n = 1; :::; N se tiene:Tf(tn) = n+1l�1n+1(tn) + dn+1f(l�1n+1(tn)) + fn+1 = n+1t0 + dn+1f(t0) + fn+1 =n+1t0 + dn+1x0 + fn+1 = xn.De esta forma, oinide en los puntos de uni�on, f(t0) = x0 y f(tN) = xN ; on loque efetivamente Tf 2 F para f 2 F.� Veamos que T es ontrativo:Sean f; g 2 F y  = m�axfjdnj : n = 1; :::; Ng < 1.Para ada n : n = 1; :::; N y ada t 2 [tn�1; tn℄ se tiene quejTf(t)� Tg(t)j = jdnjjf(l�1n (t))� g(l�1n (t))j � d(f; g):De esta forma, d(Tf;Tg) �  d(f; g), siendo  < 1, on lo que, efetivamente, Tes ontrativo en (F; d).� Por el teorema de la apliai�on ontrativa, T tiene un �unio punto f 2 F queadem�as pasa por los puntos de interpolai�on, pues para tn : n = 0; :::; N tenemosque f(tn) = Tf(tn) = nl�1n (tn) + dnf(l�1n (tn)) + fn = ntN + dnxN + fn = xn.� En resumen, hemos onstruido una funi�on ontinua que pasa por los puntos deinterpolai�on, f : [t0; tN ℄ 7! R , veri�ando Tf(t) = f(t) t 2 [t0; tN ℄y s�olo nos queda probar que el grafo de f , eG, oinide on el atrator del sistema,para lo que vamos a ver que es el punto �jo del sistema de funiones iteradas:Para ada t 2 [t0; tN ℄ y ada n : n = 1; :::; N se tiene que ant + en 2 [tn�1; tn℄on lo quef(ant+en) = Tf(ant+en) = nl�1n (ant+en)+dnf(l�1n (ant+en))+fn = nt+dnf(t)+fny al ser wn(t; x) = (ant+ en; nt+ dnx + fn)



3.1. AUTOAFINIDAD GLOBAL 95el grafo de f veri�a eG = N[n=1wn( eG): |
3.1.2 Dimensi�on de una funi�on de interpolai�on fratalEn el siguiente teorema vamos a ver que si los puntos de interpolai�on no est�analineados, la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de una funi�on de interpo-lai�on fratal depende de los par�ametros de esala y es independiente de la segundaoordenada de los puntos de interpolai�on.Veremos despu�es que si adem�as los puntos est�an igualmente distribuidos sobreel eje temporal, la dimensi�on tampoo dependen de la primera oordenada, por loque s�olo lo hae de los fatores de esala vertiales. Esto nos va a permitir obtenermodelos de grafos on arater��stias fratales, modelos que neesitamos para elan�alisis emp��rio de la estimai�on del n�umero de ajas que en una Æ-malla ortan algrafo de una funi�on.Teorema 3.2 Sea fR 2; wn; n = 1; :::; Ng el sistema de funiones iteradas asoiadoa los puntos f(ti; xi) : 0 � i � Ng t0 < t1 < ::: < tN�1 < tN ;donde los fatores de esala vertial veri�an jdnj < 1 8n = 1; :::; N .Si los puntos no est�an alineados y NXn=1 jdnj > 1la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de la funi�on de interpolai�on fratalque pasa por los puntos de interpolai�on (atrator del sistema) es la �unia solui�onreal, D, de la euai�on NXn=1 jdnjaD�1n = 1:En otro aso, su dimensi�on de reuento por ajas es 1.



96 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFODemostrai�onEn este teorema no vamos a ver la demostrai�on formal y s�olo vamos a ver una ideageneral sobre omo se alula esta dimensi�on en el asojdnj > an; 8n = 1; :::; N;que es una ondii�on m�as restritiva que la que aparee omo hip�otesis, y dondeada transformai�on tiene el fator de esala vertial, dn, mayor que el fator deesala horizontal, an 2.Como este grafo veri�a eG = N[n=1wn( eG);y las opias que lo forman s�olo oiniden en un punto, podemos suponer que seumple N( eG; Æ) � NXn=1N(wn( eG); Æ):Si reubrimos el grafo por una Æ-malla y alulamos la imagen de la parte dela Æ-malla que reubre al grafo ompleto por la transformai�on wn, obtenemos unreubrimiento de la opia wn( eG).Como esta transformai�on redue la esala horizontal en un fator an y la esalavertial en un fator jdnj, si este reubrimiento se divide en ajas de tama~no Æan ,obtenemos un reubrimiento formado por jdnjan ajasN(wn( eG); Æ) � jdnjan N( eG; Æan );por lo que N( eG; Æ) � NXn=1N(wn( eG); Æ) � NXn=1 jdnjan N( eG; Æan ):Si suponemos que el grafo tiene dimensi�on D entonesjdnjan N( eG; Æan ) � N(wn( eG); Æ)y obtenemos la euai�on busada al sustituir. |2La demostrai�on formal se puede ver en Barnsley, Elton, Hardin y Massopust [5℄ o, para lospuntos igualmente distribuidos sobre el eje temporal, en Faloner [29℄ pp 153-154.



3.1. AUTOAFINIDAD GLOBAL 97En el aso partiular de puntos no alineados e igualmente distribuidos sobre eleje temporal, el fator de esala horizontal es igual en todas las transformaionesan = 1N ; 8n = 1; :::; N;y la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de la funi�on de interpolai�on fratalque pasa por los puntos de interpolai�on, s�olo depende de los fatores de esalavertiales.De esta forma, uando los fatores de esala vertial veri�an� jdnj < 1 8n = 1; :::; N� NPn=1 jdnj > 1la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de la funi�on de interpolai�on fratalque pasa por los puntos de interpolai�on esD = 1 + log� NPn=1 jdnj�log(N) :Esta dimensi�on es siempre menor que dos, ya que, al ser el valor absoluto delos fatores de esala vertiales menor que uno, su suma es menor que N . Por otraparte, omo esta suma es mayor que uno, la dimensi�on es siempre mayor que uno,on lo que bajo estas hip�otesis 1 < D < 2:Sin embargo, eligiendo adeuadamente los fatores de esala vertial, la dimen-si�on puede ser tan pr�oxima omo se quiera a ualquiera de los dos valores y podemosestudiar familias de funiones de interpolai�on on la misma dimensi�on, sin m�as quemantener sobre ellos la restrii�onNXn=1 jdnj = ND�1:En partiular, si tomamos todos los fatores de esala vertiales iguales, dn = d8n, las hip�otesis del teorema se veri�an si y s�olo si1N < jdj < 1y nos enontramos on distintas posibilidades:



98 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFO� para d = 0 se obtiene la funi�on de interpolai�on lineal,� para d : 0 < jdj < 1N se obtienen funiones on dimensi�on D = 1 y� para d : 1N < jdj < 1 se obtienen funiones on dimensi�on no entera.Por ejemplo, si para el onjunto de puntos f(0; 0); (1; 2); (2; 6)g tomamos todos losfatores de esala vertiales iguales, para d = 0 se obtiene la funi�on de interpolai�onlineal, para d = 14 la par�abola f(x) = x + x2 on x : 0 � x � 2 y para d = 12 seobtiene una funi�on on dimensi�on D = 1:3691 (�gura 3.3).
Figura 3.3: Funiones de interpolai�on lineal on d = 0, d = 14 y dn = 12De esta forma, si queremos obtener una funi�on de interpolai�on fratal uyografo tenga omo dimensi�on de reuento por ajas un valor D omprendido entreuno y dos, podemos tomar todos los fatores de esala vertiales iguales,dn = d = ND�2 8n = 1; :::; N;ya que en este aso, se veri�a 1N < jdj < 1 y la dimensi�on esD = 2 + lg dlgN = 2 + lgND�2lgN = D:3.2 Autoa�nidad loal: La funi�on de WeierstrassEn esta sei�on vamos a ver la forma de autoa�nidad que aparee en el grafo deuna funi�on uando la representamos en intervalos ada vez menores y obtenemosuna representai�on que, salvo por esala, es igual a la representai�on del grafo de lafuni�on en su intervalo de de�nii�on.



3.2. AUTOAFINIDAD LOCAL 99Este tipo de autoa�nidad, autoa�nidad loal, es distinto al que presentan lasfuniones de interpolai�on fratal y lo vamos a ver en la funi�on de Weierstrass, queal igual que estas, permite obtener distintos grafos on dimensi�on de reuento porajas omprendida entre uno y dos.3.2.1 Proeso de onstrui�on y dimensi�onLa funi�on de Weierstrass es en realidad una familia de funiones que surge deuna funi�on utilizada por el matem�atio alem�an Karl Weierstrass omo ejemplo defuni�on que es ontinua en todos sus puntos pero que no es difereniable en ningunode ellos, y es produto de suesivas generalizaiones realizadas por Mandelbrot paraobtener modelos on arater��stias omunes a otros onjuntos fratales; de aqu�� quea ualquier funi�on de esta familia se la onoza omo funi�on de Weierstrass, en ho-nor del primero, o, reonoiendo el papel del segundo, omo funi�on de Weierstrass-Mandelbrot.

Figura 3.4: f(t) = A sen(!t+ �) on A = 2, ! = 3 y � = �2 .En general, la funi�on de Weierstrass se onstruye omo una suma in�nita deondas sinusoidales f(t) = A sen(!t+ �)on freuenias (angulares) reientes y amplitudes dereientes 3(�gura 3.4).3Una interpretai�on de estos t�erminos, podemos verla en el movimiento de una part��ula quevibra respeto a su posii�on de equilibrio (movimiento arm�onio simple). Este movimiento esperi�odio, donde el periodo es el tiempo que tarda la part��ula en ompletar una vibrai�on, y en



100 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOComenzaremos viendo una primera versi�on de la funi�on de Weierstrass que tienetodas las arater��stias dimensionales de las diferentes versiones que de ella vamosa estudiar. Esta funi�on depende de dos par�ametros, � on � > 1 y s on 1 < s < 2,y su onstrui�on omienza tomando omo base la funi�on senof0(t) = sen( t)de freuenia !0 = 1 y amplitud A0 = 1, a la que a~nadimos una funi�on de freuenia!1 = � > 1, y amplitud A1 = �s�2 < 1f1(t) = �s�2 sen(�t):En ada paso a~nadimos una funi�on uya freuenia es una potenia de �, yuya amplitud es la misma potenia de �s�2, por tanto, la freuenia es mayor quela freuenia anterior y la amplitud es menor que la amplitud anterior (�gura 3.5):fn(t) = �(s�2)n sen(�nt)La suma de todas estas funiones peri�odias da omo resultado la funi�on deWeierstrass f(t) = 1Xn=0 �(s�2)n sen( �n2�t);que es una funi�on ontinua, ya que las sumas trigonom�etriashk(t) = kXn=0 �(s�2)n sen(�n2�t)�el, la posii�on de la part��ula on respeto al tiempo viene desrita por la euai�ony(t) = A sen(!t+ �);que depende de tres par�ametros:� La fase iniial o fase, �, que mara las ondiiones iniiales (realmente la fase es !t+ �).� La freuenia angular, !, que es 2� vees la freuenia, f , o n�umero de vibraiones porunidad de tiempo, w = 2�f (a su vez, la freuenia es el inverso del periodo, T = 1f = 2�! ).� La amplitud, A, que es la m�axima distania de la part��ula a su posii�on de equilibrio.
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Figura 3.5: fk(t) en [0; 2�℄ y hk(t) en [0; 2�℄ k = 0; :::; 4 (s = 1:5 � = 2).onvergen uniformemente, pues �(s�2) < 1 (� > 1, 1 < s < 2) y se veri�a1Xn=0 jfn(t)j = 1Xn=0 j�(s�2)n sen(�n2�t)j � 1Xn=0 �(s�2)n:Una de las arater��stias de este grafo, que tambi�en aparee en la mayor��a de losonjuntos fratales, es que s�olo puede ser representado on una ierta aproximai�on,ya que la funi�on est�a de�nida mediante una suma in�nita y el grafo que obtengamosdepender�a del n�umero de iteraiones, siempre �nito, que realiemos en el proesode su onstrui�on, proeso que puede interpretarse omo el l��mite de suesivasaproximaiones prefratales, formadas por los grafos de las sumas hk(t), y donde elpaso de un prefratal a otro es produto de la perturbai�on aditiva fk(t) (�gura 3.5).Como podemos ver en su de�nii�on, la funi�on de Weierstrass depende de dospar�ametros, � y s, y es el segundo el par�ametro que determina la dimensi�on del grafode la funi�on, ya que, si � es lo su�ientemente grande, este par�ametro, s, oinideon la dimensi�on de reuento por ajas de su grafo.Aunque s�olo vamos a onsiderar la dimensi�on de reuento por ajas, queremosomentar que la dimensi�on de Hausdor� del grafo de la funi�on de Weierstrass nose ha obtenido todav��a a pesar de que se ree que para la mayor parte de los valores



102 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOde � oinide on la dimensi�on de reuento por ajas 4.Teorema 3.3 Dada la funi�on de Weierstrassf : t 2 R 7! 1Xn=0 �(s�2)n sen( �nt) 2 R ;on � > 1 y 1 < s < 2.Si � es lo su�ientemente grande, el grafo de f (en un intervalo �nito ualquiera)veri�a: dimB grafo(f) = s:Demostrai�on� Veamos que dimB(F ) � s:Dado h : 0 < h < 1, sea N el entero tal que ��(N+1) � h < ��N :jf(t+ h)� f(t)j �NXn=1 �(s�2)nj sen(�n(t+ h))� sen(�nt)j+ 1Xn=N+1�(s�2)nj sen(�n(t+ h))� sen( �nt)japliando el teorema del valor medio a la funi�on seno en los primeros N t�erminosy tomando uno omo ota para el seno en los restantesjf(t+ h)� f(t)j � NXn=1 �(s�2)n�nh + 1Xn=N+1 2�(s�2)nSumando estas series se tienejf(t+ h)� f(t)j � h�(s�1)N1� �1�s + 2�(s�2)(N+1)1� �s�2al ser ��(N+1) � h < ��N se tienejf(t+ h)� f(t)j � h2�s4De todas formas si se ha probado que existe una onstante C de tal forma ques� C� � dimH graf(f) � son lo que para valores grandes de � la dimensi�on no puede ser muho menor que el valor onje-turado (Mauldin y Williams [56℄).



3.2. AUTOAFINIDAD LOCAL 103donde  no depende de h.Por el orolario 2.19 apartado 1 se tiene que dimB F � s.� Por �ultimo, veamos que dimB(F ) � s:Suponiendo que ��(N+1) � h < ��N , an�alogamente al punto anterior pero sepa-rando el N -�esimo t�ermino, se tiene:jf(t+ h)� f(t)� �(s�2)N (sen(�N(t + h))� sen(�N t))j �N�1Xn=1 �(s�2)nj sen(�n(t+ h))� sen( �nt)j+ 1Xn=N+1�(s�2)nj sen(�n(t+ h))� sen(�nt)j ��(s�2)N�s+11� �1�s + 2�(s�2)(N+1)1� �s�2Suponiendo que � es mayor que 2 y lo su�ientemente grande para que esta�ultima expresi�on sea menor que 120�(s�2)N tenemosjf(t+ h)� f(t)� �(s�2)N (sen(�N(t + h))� sen(�N t))j � 120�(s�2)N :Si para Æ < ��1 tomamos N tal que ��N � Æ < ��(N�1), omo para ada tpodemos tomar h de forma que j(sen(�N(t + h)) � sen( �N t))j > 110 y se umplaadem�as que ��(N+1) � h < ��N , se debe de veri�ar quejf(t+ h)� f(t)j � 120�(s�2)Ny por tanto jf(t+ h)� f(t)j � 120�s�2Æ2�s:Por el apartado 2 del orolario 2.19 se tiene que dimB F � s. |Como onseuenia del orolario 2.19, la funi�on de Weierstrass es ontinua entodos los puntos y no es difereniable en ninguno de ellos.La no difereniabilidad de esta funi�on, y de ualquier funi�on on dimensi�onmayor que uno, se debe a que hay puntos muy pr�oximos donde la funi�on tomavalores muy distintos.Adem�as, omo las variaiones que experimentan los valores de una funi�on entrepuntos pr�oximos est�an relaionadas on el valor de su dimensi�on, uanto mayor eseste valor, m�as err�atio es el omportamiento de la funi�on (�gura 3.6).



104 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFO
Figura 3.6: f para s = 1:1, s = 1:5 y s = 1:9 (� = 2)Si repetimos todo lo visto sustituyendo la funi�on seno por la funi�on oseno,obtenemos una nueva funi�on de Weierstrassg(t) = 1Xn=0 �(s�2)n os(�nt)on las mismas arater��stias (Figura 3.7).
Figura 3.7: g para s = 1:1, s = 1:5 y s = 1:9 (� = 2)

3.2.2 Autoa�nidad en la funi�on de WeierstrassSi extendemos la suma para los valores negativos de n, obtenemos una nuevafuni�on de Weierstrass bf(t) = 1Xn=�1�(s�2)n sen(�n2�t);donde los t�erminos a~nadidos dan lugar a una funi�on difereniable,r(t) = �1Xn=�1�(s�2)n sen(�n2�t):Al ser difereniable esta �ultima funi�on su grafo tiene dimensi�on de reuento porajas uno, omo esta dimensi�on es menor que la dimensi�on de reuento por ajas



3.2. AUTOAFINIDAD LOCAL 105del grafo de la funi�on original, la nueva funi�on de Weierstrass mantiene la mismadimensi�on 5 y lo que haemos es reproduir el omportamiento dimensional de lafuni�on de Weierstrass sobre el eje de tiempos, a lo largo de la funi�on r(t) (�gura3.8).
Figura 3.8: f(t), r(t) y bf(t) (s = 1:5 y � = 2)Se puede omprobar, sin m�as que sustituir en la expresi�on de la funi�on t por �ty multipliar el resultado por �s�2, que esta nueva funi�on de Weierstrass veri�abf(t) = �s�2 bf(�t):

Figura 3.9: (t; bf(t)) t 2 [0; ��n℄ n = 0, 1, 2 (s = 1:8, � = 2)Esta propiedad es la que reeja las arater��stias de esala del grafo de estafuni�on en torno al origen, ya que si disminuimos la esala en la que representamosla funi�on bf(t) y la representamos en los intervalos [0; 1℄, [0; ��1℄ y [0; ��2℄ (�guras3.9), obtenemos la misma gr�a�a, s�olo que a distinta esala.Aunque esto paree una muestra de autosemejanza tenemos que hablar de au-toa�nidad pues el fator en el que disminuye la esala es distinto en ada uno de los5Dadas f; g : t 2 [0; 1℄ 7! R ontinuas tales que dimB(grafo(f))6= dimB(grafo(g)), se tiene quedimB(grafo(f + g))= m�axfdimB(grafo(f)), dimB(grafo(g))g Faloner [29℄ pg. 159.



106 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOejes: el fator de redui�on horizontal es 1� y el fator de redui�on vertial es �s�2.Por otra parte, el grafo de la primera funi�on de Weierstrass presenta unapropiedad de esala pareida, ya que de forma an�aloga se tiene:�s�2f(�t) = 1Xn=0 �(s�2)(n+1) sen(�n+1t) = 1Xn=1 �(s�2)n sen( �nt)on lo que f(t) y �s�2f(�t) s�olo se diferenian en la funi�on difereniable sen( t).Aunque la primera versi�on de la funi�on no sea autoaf��n, esta propiedad haeque para el estudio de propiedades relaionadas on la dimensi�on sea esta versi�on laque se utiliza.En el aso de la funi�on oseno, para obtener la versi�on autoaf��n de la funi�onde Weierstrass la idea es la misma: extender la suma a los valores negativos de n,1Xn=�1�(s�2)n os(�nt):Sin embargo, aunque formalmente la funi�on es autoaf��n, lo que se puede om-probar an�alogamente al aso anterior, los t�erminos a~nadidos son divergentes y paraobtener una serie onvergente onsideramos la expresi�on1Xn=0 �(s�2)n(1� os(�nt));que tiene el mismo omportamiento dimensional que la funi�on g(t), ya que s�olo sediferenia de ella en la onstante  = 1Pn=0�(s�2)n.Utilizando esta expresi�on, extendemos la suma para los valores negativos de n yobtenemos una nueva funi�on de Weierstrassbg(t) = 1Xn=�1�(s�2)n(1� os(�nt));donde los t�erminos a~nadidos no s�olo onvergen, sino que dan lugar a una funi�ondifereniable r(t), por lo que en este aso tambi�en reproduimos a lo largo de unafuni�on difereniable el omportamiento de la anterior funi�on de Weierstrass, yaque ambas versiones veri�an la relai�onbg(t) = � g(t) + r(t);
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Figura 3.10: g(t), � g(t), r(t) y bg(t) (s = 1:5 y � = 2)donde  es una onstante y r(t) es una funi�on difereniable (�gura 3.10).As��, al ser difereniable esta �ultima funi�on, la dimensi�on de reuento por ajasdel grafo de la funi�on de Weierstrass bg(t) sigue siendo s y, omo era nuestro objetivoal modi�ar la funi�on g(t), el grafo de la funi�on es autoaf��nbg(t) = �s�2bg(�t);lo que se puede omprobar an�alogamente a los asos anteriores (�gura 3.11).

Figura 3.11: (t; bg(t)) t 2 [0; ��n℄ n = 0; 1; 2 (s = 1:8, � = 2)Las funiones bf y bg reiben los nombres respetivos de funiones seno y osenode Weierstrass-Mandelbrot, pues son respetivamente las partes imaginaria yreal de la funi�on:W (t) = 1Xn=�1(1� ei�nt)�(s�2)n; � > 1 y 1 < s < 2;que es la funi�on que realmente se onoe on el nombre de funi�on deWeierstrass-Mandelbrot 6:6Un estudio de esta funi�on se puede ver en Berry y Lewis [8℄.



108 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOC1(t) = Re [W (t)℄ = bg(t) = 1Pn=�1�(s�2)n(1� os(�nt));C2(t) = Im [W (t)℄ = bf(t) = 1Pn=�1�(s�2)n sen(�nt):El siguiente teorema resume las propiedades de estas funiones que aabamos dever:Teorema 3.4Las funiones de Weierstrass-Mandelbrot oseno y seno, C1(t) y C2(t), veri�an:1. Ci(t) = ��(2�s)Ci(�t)2. dimB grafo(Ci) = s, si � es lo su�ientemente grande. |En realidad no podemos hablar de la autoa�nidad de esta funi�on en un sentidoestrito, ya que la igualdad a distintas esalas s�olo aparee uando el fator deredui�on vertial es una potenia de �. Sin embargo, la primera propiedad nos vaa permitir extender el onepto de autoa�nidad a un proeso esto�astio y hablarde autoa�nidad estad��stia en la siguiente sei�on.3.3 Autoa�nidad estad��stiaEn esta sei�on vamos a extender el onepto de autoa�nidad a un proesoesto�astio, autoa�nidad estad��stia, para lo que de�niremos un proeso esto�astioautoaf��n, omo un proeso donde al ambiar la esala temporal se obtiene un proesoque s�olo di�ere del original en la esala espaial.Por otra parte, al multipliar esta funi�on por el fator ei�n , on �n una fase arbitraria, seobtiene una nueva versi�onfW (t) = 1Xn=�1(1� ei�nt)ei�n�(s�2)n (� > 1 y 1 < s < 2);que se puede aleatorizar al elegir la fase iniial siguiendo la misma distribui�on, normalmentela distribui�on uniforme en [0; 2�℄; lo que se puede ver en Mandelbrot [51℄ pp. 542-543 o enMandelbrot [53℄ pp. 142-154.



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 109Veremos adem�as que en este aso, el ambio de esala espaial y el ambio deesala temporal veri�an una relai�on de tipo exponenial, uyo exponente reibe elnombre de exponente de autoa�nidad del proeso.Para terminar la sei�on analizaremos las arater��stias fratales del movimientobrowniano y, en partiular, veremos que es un proeso autoaf��n donde la dimensi�onde su grafo no es entera.Esta dimensi�on est�a relaionada on el exponente de autoa�nidad del proeso yesta arater��stia se va a mantener en las generalizaiones del movimiento brow-niano que vamos a onsiderar para modelizar la serie de ierres diarios del ��ndieIbex35 (ap��tulo 5); generalizaiones que surgen al modi�ar las propiedades de susinrementos que lo de�nen: la independenia y la normalidad de la distribui�on.PreliminaresAntes de de�nir un proeso autoaf��n, vamos a ver una serie de oneptos relativosa los proesos esto�astios que posteriormente vamos a neesitar.De�nii�on de proeso esto�astioDe�nii�on 3.1Un proeso esto�astio es una olei�on de variables aleatorias, fXt; t 2 Tg,parametrizadas por un onjunto de ��ndies, T , de�nidas sobre un mismo espaio deprobabilidad, (
;F ; P ), y on el mismo espaio �nal 7. |El espaio �nal de las variables aleatorias reibe el nombre de espaio de esta-dos del proeso, nombre que se debe a la interpretai�on de un proeso esto�astioomo un proeso donde se pasa de un estado a otro a lo largo del tiempo, y ennuestro aso va a ser siempre R (proeso esto�astio real).7Para garantizar la medibilidad de algunos onjuntos vamos a suponer que el espaio donde est�ande�nidas las variables aleatorias es ompleto, donde un espaio de probabilidad ompleto esun espaio de probabilidad en el que todo subonjunto de un onjunto de medida nula es medible,8A 2 F=P (A) = 0 B � A) B 2 F (P (B) = 0):



110 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOEl onjunto de par�ametros o ��ndies, que se utiliza para representar el tiempo, ennuestro aso va a ser R+ = [0;+1) y el proeso toma valores en ualquier instantede tiempo posterior al origen (proesos esto�astios en tiempo ontinuo) 8.Para ada t perteneiente al onjunto de ��ndies tenemos una variable aleatoriaXt = X(t) = X(t; �) : ! 2 
 7! Xt(!) 2 R;on lo que nos enontramos on una funi�on de dos variablesX = X(�; �) : (t; !) 2 T � 
 7! Xt(!) 2 Ry podemos interpretar el proeso omo una variable aleatoria, X, que a ada ! delespaio muestral le hae orresponder una funi�on muestral,X(!) = X(�; !) : t 2 T 7! Xt(!):Esta funi�on reibe el nombre de amino muestral o trayetoria del proesoy su grafo, f(t; Xt(!))=t 2 Tg;el nombre de registro temporal del proeso.Desripi�on de un proeso esto�astioA la hora de desribir un proeso esto�astio, en primer lugar nos �jamos en ladistribui�on de probabilidad de la variable aleatoria Xt para ada t, a ontinuai�onnos interesamos por las relaiones que existen entre los valores del proeso en dosinstantes distintos y onsideramos las distribuiones onjuntas de ada dos variablesaleatorias Xt1 , Xt2 .En general, nos interesan las distribuiones onjuntas de las variables aleatoriasXt1 ; :::; Xtn para ualquier onjunto �nito de ��ndies, t1; :::; tn, que reiben el nombre8En los proesos esto�astios en tiempo disreto el onjunto de ��ndies es Z+ = 0; 1; ::: yel proeso no es m�as que una suesi�on de variables aleatorias fXngn�0.



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 111de distribuiones �nito dimensionales 9.Las distribuiones �nito dimensionales del proeso est�an plenamente determi-nadas por las funiones de distribui�on onjuntas,Ft1;:::tn(x1; :::; xn) = P [f! 2 
=Xt1(!) � x1; :::; Xtn(!) � xng℄;y determinan sus propiedades fundamentales, lo que nos lleva a de�nir:De�nii�on 3.2 Sea (
;F ;P) un espaio de probabilidad ompleto.Dos proeso esto�astios fXt; t 2 Tg y fYt; t 2 Tg de�nidos sobre (
;F ;P) soniguales en distribui�on, fXtg d==fYtg;si todas sus distribuiones �nito dimensionales son iguales. |Sin embargo, dos proesos on las mismas distribuiones �nito dimensionales notienen por que tener aminos muestrales on las mismas propiedades y neesitamosun onepto m�as fuerte de igualdad:De�nii�on 3.3 Sea (
;F ;P) un espaio de probabilidad ompleto.Dos proeso esto�astios fXt; t 2 Tg y fYt; t 2 Tg de�nidos sobre (
;F ;P) sonesto�astiamente equivalentes,fXtg � fYtg;si en ada instante son iguales on probabilidad unoP [Xt = Yt℄ = P [f! 2 
=Xt(!) = Yt(!)g℄ = 1 8t 2 T:En este aso, diremos que fYt; t 2 Tg es una versi�on de fXt; t 2 Tg. |9Cuando la media y la varianza del proeso son �nitas, muhas de las propiedades que interesandel proeso se pueden desribir mediante sus distribuiones bivariantes, por lo que para arateri-zarlos s�olo se onsideran �estas, y se estudian a trav�es de las medias, varianzas (de ada variable)y ovarianzas (de ada par de variables).Estos proesos reiben el nombre de proesos esto�astios de segundo orden y para sude�nii�on formal se impone que E[X2t ℄ < +1 8t 2 T:



112 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFODe esta forma, aunque las distribuiones �nito dimensionales no garantizan quelos aminos muestrales tengan una propiedad determinada, podemos entrarnos enel estudio de las distribuiones �nito dimensionales del proeso y plantearnos en sumomento si existe una versi�on que umpla la propiedad deseada 10.En partiular para ver que existe una versi�on del proeso uyos aminos mues-trales son ontinuos utilizaremos el test de ontinuidad de Kolmogorov:Teorema 3.5 (Test de ontinuidad de Kolmogorov) 11Sean (
;F ;P) un espaio de probabilidad ompleto, fXt; t 2 Tg un proesoesto�astio real, de�nido sobre �el, y T un intervalo ompato.Si existen onstantes � > 0, � > 0 y C > 0 tales queE [jXt+h �Xtj�℄ � Ch1+�;el proeso tiene una versi�on uyos aminos muestrales son ontinuos en T (onprobabilidad uno). |Algunas hip�otesis sobre un proeso esto�astioEn general no es posible onseguir aminos muestrales ontinuos, pero si losaminos muestrales no tienen disontinuidades eseniales y suponemos que el proesoes esto�astiamente ontinuo, podemos garantizar la existenia de una versi�on delproeso uyos aminos muestrales son ontinuos a la dereha y tienen l��mites a laizquierda (este tipo de funiones reiben el nombre de funiones adlag del fran�es10El problema de si existe un proeso esto�astio on una olei�on de funiones de distribu-i�on onjuntas dadas, Ft1;:::tn(x1; :::; xn) (on variables reales, x1; :::; xn 2 R y de�nidas para adasubonjunto �nito de ��ndies ft1; :::tng � T ), lo resuelve a�rmativamente la onstrui�on de Kol-mogorov (Todorovi [70℄ pp. 7-8), siempre y uando la olei�on de funiones de distribui�ononjuntas veri�que las siguientes ondiiones de onsistenia� Ft1;:::tn(x1; :::; xn) = Ftk1 ;:::tkn (x1; :::; xn) para toda permutai�on ftk1 ; :::tkng de ft1; :::tng� Ft1;:::tk(x1; :::; xk) = limxk+1;:::;xn!1Ft1;:::tn(x1; :::; xk; xk+1; :::; xn) 8k : 1 � k < n y 8x1; :::; xk 2 R.11Se puede ver, por ejemplo, en Todorovi [70℄ pg. 25



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 113\Continue �a Droite, Limits �a Gauhe") 12.De�nii�on 3.4 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio real.El proeso es esto�astiamente ontinuo, ontinuo en probabilidad, en t 2 T ,si uando h tiende a 0, Xt+h onverge en probabilidad a Xt, es deir,8� > 0 limh!0P [jXt+h �Xtj > �℄ = 0: |En toda esta sei�on vamos a imponer que en el punto de partida del proeso,instante t0 = 0, el proeso tenga el valor ero, on probabilidad uno,P [X0 = 0℄ = P [f! 2 
 : X0(!) = 0g℄ = 1;y diremos que el proeso omienza en el origen (asi seguro); en este asoel proeso oinide on el inremento respeto al origen, lo que nos va a permitiranalizar el proeso estudiando sus inrementos.Para eliminar los proesos que no son m�as que una tendenia tambi�en vamos asuponer que el proeso no es trivial.De�nii�on 3.5 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio real.Diremos que el proeso es un proeso trivial (degenerado) si existe  2 R talque, on probabilidad uno Xt = t 8t 2 T: |Otra de las hip�otesis que vamos a haer es que la distribui�on de ada inrementos�olo depende de la longitud del intervalo de tiempo y no de su posii�on.De�nii�on 3.6 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio real.Diremos que el proeso es un proeso on inrementos estaionarios si paraada onjunto �nito y ordenado de ��ndies ft1; :::tng � T , on t0 < t1 < � � � < tn, ladistribui�on onjunta deXt0 ; Xt1 �Xt0 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1 ;12En un espaio de probabilidad ompleto, uando los aminos muestrales no tienen dison-tinuidades eseniales y el proeso es esto�astiamente ontinuo para ada t 2 T , existe una versi�ondel proeso donde los aminos muestrales son ontinuos a la dereha y tienen l��mites a la izquierda(Todorovi [70℄ pp. 25-27.)



114 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOno ambia al sustituir ada ti por ti + h, on h > 0 : ti + h 2 T .O equivalentemente, uando el proeso omienza en el origen asi seguro, siXs+t �Xs d==Xt 8s 2 T: |Junto al tipo de distribui�on de los inrementos, la hip�otesis fundamental en ladesripi�on del proeso es la independenia o dependenia de dihos inrementos, yaque, al ontrario que uando son independientes, uando el proeso tiene inrementosdependientes el pasado del proeso inuye en su omportamiento futuro y los valoresdel proeso en distintos instantes de tiempo est�an relaionados.En la de�nii�on general de un proeso on inrementos independientes se imponeque los inrementos del proeso sean independientes del proeso, sin embargo, omoestamos onsiderando proesos que omienzan en el origen asi seguro, donde elproeso es el inremento on respeto al origen, no es neesario inluirlo.De�nii�on 3.7 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio real.Diremos que el proeso es un proeso on inrementos independientes sipara ada onjunto �nito y ordenado de ��ndies ft1; :::tng � T , t1 < t2 < � � � < tn,son independientes las variables aleatoriasXt2 �Xt1 ; Xt3 �Xt2 ; :::; Xtn �Xtn�1 : |En un proeso on inrementos independientes, para determinar sus distribu-iones �nito dimensionales son neesarias las distribuiones unidimensionales tantode Xt, para ada t 2 T , omo de Xt2 � Xt1 , para ada t1; t2 2 T on t1 < t2, sinembargo, omo estamos suponiendo que el proeso omienza en el origen y que losinrementos son estaionarios, las distribuiones �nito dimensionales quedan total-mente determinadas por la distribui�on unidimensional de Xt, para ada t 2 T .3.3.1 Proesos autoa�nes y exponente de autoa�nidadLas funiones de Weierstrass-Mandelbrot oseno y seno, C1(t) y C2(t), eran fun-iones autoa�nes pues se veri�aCi(t) = ��(2�s)Ci(�t); i = 1; 2



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 115on lo que al ambiar la esala temporal en el fator � y la esala espaial en unfator ��(2�s) la funi�on que se obtiene es la misma, o visto de otra forma, al ambiarla esala temporal en el fator � se obtiene una funi�on que s�olo di�ere de la originalen un fator �2�s, Ci(�t) = �2�sCi(t) i = 1; 2:En un proeso esto�astio aparee la arater��stia fratal de autoa�nidad es-tad��stia si al ambiar la esala temporal en ualquier fator a > 0, el proeso quese obtiene di�ere del original en la esala espaial en un fator b > 0 (que dependede a) 13De�nii�on 3.8Un proeso esto�astio fXt; t 2 Tg es un proeso autoaf��n si8a > 0 9b > 0 tal que fXatg d==fbXtg: |Si suponemos que el proeso omienza en el origen (asi seguro), que es es-to�astiamente ontinuo (en t para todo t 2 T ) y que el proeso no es trivial, elambio de esala espaial, a, y el ambio de esala temporal, b, veri�an una relai�onde tipo exponenial, b = aH .Teorema 3.6 14 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio autoaf��n, no trivial, esto-�astiamente ontinuo (en t 8t 2 T ) y que omienza en el origen (asi seguro).Existe un �unio H > 0, que reibe el nombre de exponente de autoa�nidaddel proeso, tal que fXatg d==faHXtg: |Si queremos expliitar el valor de H diremos que el proeso es H-autoaf��n,en este aso, damos por supuesto que es un proeso esto�astio no trivial, es-to�astiamente ontinuo (en t 8t 2 T ) y que omienza en el origen (asi seguro).13Como los fatores pueden ser distintos hemos preferido seguir a Mandelbrot y usar el t�erminode proeso autoaf��n (del ingl�es \self-aÆne proess"), en vez del t�ermino proeso auto-semejante(\del ingl�es self-similar proess") que aparee en la literatura espe���a sobre el tema.14Lamperti [42℄



116 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOCuando onsideramos proesos on inrementos estaionarios, el exponente deautoa�nidad del proeso permite relaionar la distribui�on del proeso en un instanteualquiera t 2 T , on la distribui�on del proeso en el instante t = 1.Teorema 3.7 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio H-autoaf��n, H > 0, uyosinrementos son estaionarios.1. E[Xt℄ = tHE[X1℄.2. Var[Xt℄ = t2HVar[X1℄ (D[Xt℄ = tHD[X1℄).3. Cov[Xs; Xt℄ = E[XsXt℄� (st)HE[X1℄2on E[XsXt℄ = 12(s2H + t2H � js� tj2H)E[X21 ℄:Demostrai�onSin m�as que sustituir a por t y t por uno en la de�nii�on de proeso autoaf��nfXtg d==ftHX1g;on lo que, por las propiedades de la esperanza,E[Xt℄ = E[tHX1℄ = tHE[X1℄:Las otras dos igualdades tambi�en son onseuenia de las propiedades de la es-peranza, al expresar en funi�on de �esta las varianzas y las ovarianzas, en partiular,se expresa E[XsXt℄ omo 12(E[X2s ℄ +E[X2t ℄�E[(Xs�Xt)2℄) y se utiliza que, al serlos inrementos estaionarios, Xs �Xt d==Xjs�tj. |De esta forma, la esperanza y varianza de un proeso autoaf��n van a ser �nitassiempre y uando lo sean las de X1, m�as a�un, uando el proeso tiene esperanza�nita, el siguiente teorema garantiza que el exponente de autoa�nidad del proesoes menor o igual uno.Teorema 3.8 15 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio H-autoaf��n, H > 0, uyosinrementos son estaionarios.15Embrehts y Maejima [27℄



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 117Si E[jX1j℄ < +1 se tiene 0 < H � 1:Adem�as,1. si H = 1 entones el proeso es Xt = tX1 (on probabilidad uno),2. si 0 < H < 1 entones E[X1℄ = 0 (por tanto E[Xt = 0℄). |Como vamos a suponer que el exponente de autoa�nidad del proeso veri�a0 < H < 1, uando el proeso tenga esperanza �nita tambi�en tendr�a esperanzanula.Adem�as, uando suponemos que se veri�a 0 < H < 1 en un proeso on varianza�nita, omo tambi�en tiene esperanza �nita, las relaiones de dependenia entre lasvariables del teorema 3.7 se pueden expresar:Corolario 3.9 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio H-autoaf��n, 0 < H < 1,uyos inrementos son estaionarios.Si el proeso tiene varianza �nita, �2 = E[X21 ℄ < +1 se veri�a:1. E[Xt℄ = 02. Var[Xt℄ = t2H�2.3. Cov[Xs; Xt℄ = 12(s2H + t2H � js� tj2H)�2. |De esta forma, omo en el aso gaussiano las distribuiones �nito dimensionalesdel proeso est�an determinadas por su media y sus ovarianzas, un proeso H-autoaf��n gaussiano on H : 0 < H < 1 est�a un��voamente determinado por suexponente de autoa�nidad.En la siguiente sei�on vamos a ver un proeso autoaf��n donde la dimensi�on delgrafo de sus aminos muestrales no es entera: el movimiento browniano. Comoeste proeso es gaussiano on inrementos independientes, va a estar un��voamentedeterminado por su exponente de autoa�nidad, que veremos que es 12 .



118 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFO3.3.2 Movimiento brownianoEl movimiento browniano se de�ne omo un proeso que omienza en el origen,uyos inrementos son independientes y est�an id�entiamente distribuidos seg�un unanormal on media ero y varianza proporional al inremento temporal:De�nii�on 3.9 16Un movimiento browniano, B M(del ingl�es Brownian Motion), es un proesoesto�astio, fBtgt�0, veri�ando:1. El proeso omienza en el origen asi seguro.2. El proeso tiene inrementos independientes.3. 8t � 0; 8h � 0 Bt+h �Bt � N (0; �2h).Para � = 1 diremos que es un movimiento browniano est�andar. |Estas propiedades nos van a permitir generalizar el movimiento browniano alos proesos estables, al mantener la independenia de estos inrementos y ambiarla distribui�on que siguen por una distribui�on estable (esta distribui�on a su vezgeneraliza a la normal), y a los movimientos brownianos fraionarios, manteniendola normalidad de la distribui�on y suprimiendo la independenia de los inrementos.Como los inrementos del proeso, Bt+h � Bt, est�an id�entiamente distribuidosseg�un una normal on media ero y varianza proporional al inremento temporal,estos inrementos no dependen de t y s�olo dependen del inremento temporal h, onlo que los inrementos del proeso son estaionarios.Al omenzar el proeso en el origen y tener los inrementos estaionarios se tiene:Bt � N (0; �2t); 8t � 0:16La existenia de un proeso esto�astio que veri�que estas propiedades se dedue al determinarlas distribuiones �nito dimensionales del proeso y ver que se veri�an las ondiiones de on-sistenia de Kolmogorov, para lo que se utiliza que el proeso tiene inrementos independientes,Bt+h �Bt, uya distribui�on viene dada por N (0; �2h) (Todorovi [70℄ pg. 63).



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 119En el siguiente teorema vamos a ver que los aminos muestrales de este proesoson ontinuos (on probabilidad uno) 17.Proposii�on 3.10 Sea fBtgt�0 un movimiento browniano.El proeso tiene una versi�on uyos aminos muestrales son ontinuos (on pro-babilidad uno).Demostrai�onComo Bt+h � Bt sigue una distribui�on N (0; �2h) y los momentos de orden n(n > 1) de una variable aleatoria, X, que sigue una distribui�on normal, N (0; �2),son E[Xn℄ = 8<: (2k)!2kk! �2k n = 2k0 n = 2k � 1se tiene que E[(Bt+h � Bt)4℄ = E[(Bt+h �Bt)4℄ = 3�4h2on lo que para � = 4 y � = 1 se veri�a el test de ontinuidad de Kolmogorov(Teorema 3.5) y podemos garantizar que el proeso tiene una versi�on uyos aminosmuestrales son ontinuos (on probabilidad uno). |Si onsideramos los inrementos orrespondientes a intervalos de longitud entera,f"ngn�0 on "n = Bn+1 � Bn; n � 0;tenemos una suesi�on de variables aleatorias independientes on esperanza nula.Esta tipo de suesiones en general reibe el nombre de ruido blano, en nuestroaso, donde la distribui�on es una normal, reibe el de ruido blano gaussiano, quese ali�a de est�andar si la varianza es unitaria.17Por este motivo en la de�nii�on de movimiento browniano se suele inluir que sus aminosmuestrales son ontinuos on probabilidad uno.En este aso se puede suprimir la ondii�on de independenia de los inrementos, ya que, unproeso esto�astio que omiene en el origen (on probabilidad uno), que tenga inrementos nor-malmente distribuidos, on media ero y varianza proporional al inremento temporal, y uyosaminos muestrales sean ontinuos (on probabilidad uno) tiene que tener los inrementos inde-pendientes (Faloner [29℄ pg. 238).



120 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFO
Figura 3.12: Grafos de un movimiento browniano (en distintos intervalos)Cuando onsideramos un ruido blano gaussiano est�andar, sus sumas aumuladaspermiten obtener una aproximai�on al movimiento browniano que muestra que laautoa�nidad del proeso no es determin��stia, ya que, uando la representamos enintervalos donde disminuye la esala temporal, los grafos tienen el mismo aspetopero no son exatamente iguales (�gura 3.12).La invarianza de la distribui�on bajo un ambio adeuado de esala en el tiempoy en el espaio, es la primera de las arater��stias fratales de este proeso que haeque lo podamos inluir dentro del maro de la Geometr��a Fratal.En onreto, vamos a ver que el movimiento browniano es un proeso autoaf��non exponente de autoa�nidad 12 , de esta forma, si ambiamos la esala temporalen un fator a > 0 y la esala espaial en un fator a� 12 se obtiene un proesoindistinguible del original.Proposii�on 3.11 Sean fBtgt�0 un movimiento browniano y a > 0:Bat d== a 12BtDemostrai�onPara verlo s�olo hay que probar que a� 12Bat veri�a la �ultima de las propiedades dela de�nii�on, ya que las dos primeras se deduen inmediatamente de las orrespon-dientes para Bt. Adem�as, omo Bt sigue una distribui�on normal, a� 12Bat tambi�ensigue una distribui�on normal y basta ver que oiniden su media y varianza:� E[a� 12Bat℄ = a� 12E[Bat℄ = 0� E[(a� 12Bat)2℄ = E[a�1B2at℄ = a�1E[B2at℄ = a�1�2at = �2t |



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 121Para ver que el exponente de autoa�nidad es �unio, s�olo faltar��a ver que el proesoes esto�astiamente ontinuo; para lo que habr��a que ver que uando h tiende a eroel inremento Bt+h�Bt onverge en probabilidad a ero; lo que se puede omprobarsin m�as que ver que lo hae su distribui�on, N (0; �2h).Al estar inluido dentro de los proesos autoa�nes podemos determinar f�ailmentelas ovarianzas entre los distintos instantes del proeso:Corolario 3.12 Sea fBtgt�0 un movimiento brownianoCov(Bs; Bt) = m��nfs; tg�2:Demostrai�onComo fBtgt�0 es autoaf��n on exponente de autoa�nidad 12 y E[B21 ℄ = �2 < +1el orolario 3.9 al teorema 3.7 nos da sus ovarianzas:Cov(Bs; Bt) = 12(s+ t� js� tj)�2 = m��nfs; tg�2. |Como las distribuiones �nito dimensionales de un proeso gaussiano est�an deter-minadas por su media y sus ovarianza, estas ovarianzas araterizar�an al movimien-to browniano y ualquier proeso gaussiano on media ero y ovarianzas omo lasdel orolario anterior debe ser un movimiento browniano.Junto a la autoa�nidad estad��stia del proeso, la dimensi�on no entera de sugrafo es la otra arater��stia que permite inluir al movimiento browniano dentrode la ategor��a de los proesos fratales y que adem�as muestra que el movimientobrowniano, a pesar de que ser ontinuo, no es lo su�ientemente regular omo paraser difereniable.Proposii�on 3.13 18 Sea fBtgt�0 un movimiento browniano.Con probabilidad uno el grafo f(t; Bt)=t 2 [0; 1℄g, que reibe el nombre de registrotemporal del proeso, tiene dimensi�on de reuento por ajasd = 2� 12 :18Una demostrai�on formal de este resultado, donde adem�as se ve que la dimensi�on de Hausdor�oinide on la dimensi�on de reuento por ajas, se puede ver en Faloner [29℄ pp. 244-245.



122 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFODemostrai�on (�alulo)Al ser el grafo f(t; Bt); t 2 [0; 1℄g ontinuo, podemos determinar su dimensi�on dereuento por ajas estimando el n�umero de uadrados de la Æ-malla que interseanal grafo sobre ada subintervalo de longitud Æ omoNÆ[iÆ; (1 + i)Æ℄ � Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄Æ ;donde Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄ es el rango de la funi�on en diho intervalo.El rango de la funi�on en el intervalo se puede estimar omo el valor esperadodel inremento absoluto de Bt,Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄�E[jB(1+i)Æ � BiÆj℄;que a su vez es igual a E[jBÆj℄, on lo que el rango no depende del intervalo onsi-derado y lo podemos esribir omo Rf [Æ℄, onRf [Æ℄ � E[jBÆj℄:Para determinar el rango de la funi�on en un intervalo de longitud Æ, Rf [Æ℄,podemos alular diretamente el valor esperado del inremento absoluto de Bt enel intervalo, E[jBÆj℄ = E[jN (0; �2Æ)j℄ =q 2��Æ 12 ;o bien utilizar que el proeso es autoaf��n on exponente de autoa�nidad 12 ,E[jBÆj℄ = E[jÆ 12B1j℄ = Æ 12E[jB1j℄; on E[jB1j℄ < +1:En ambos asos se tiene que el inremento absoluto de Bt en el intervalo esproporional a Æ 12 , on lo que tenemosRf [Æ℄ / Æ 12 :Como en el intervalo [0; 1℄ hay 1Æ subintervalos de longitud Æ, el n�umero total deuadrados de la Æ-malla que intersean al grafo sobre el intervalo [0; 1℄ esNÆ[0; 1℄ = 1ÆNÆ[iÆ; (1 + i)Æ℄ � 1Æ Rf [Æ℄Æ = Æ�2Rf [Æ℄ � Æ�2E[jÆj℄ / Æ�2Æ 12 = Æ� 32 ;



3.3. AUTOAFINIDAD ESTAD�ISTICA 123on lo que la dimensi�on de reuento por ajas es:d = limÆ!0 log(NÆ)� log(Æ) = 32 : |La estimai�on del n�umero de uadrados de la Æ-malla que intersean al grafosobre ada subintervalo de longitud Æ omo el oiente entre el rango de la funi�onen diho intervalo y Æ, uyo papel en el �alulo emp��rio de la dimensi�on veremosen el siguiente ap��tulo, nos va a permitir el �alulo de la dimensi�on de reuentopor ajas de las generalizaiones del movimiento browniano que vamos a onsiderarpara modelizar la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35 en el ap��tulo 5: losproesos estables donde los inrementos son independientes y la distribui�on normalse ambia por una distribui�on estable (distribui�on que a su vez generaliza a lanormal) y el movimiento browniano fraionario, donde los inrementos si est�annormalmente distribuidos pero no tienen por que ser independientes.En ambos asos veremos que sus grafos tienen dimensi�on de reuento por ajasd = 2�H (1 < d < 2);donde H (0 < H < 1) es el exponente de autoa�nidad del proeso. Como esteexponente orresponde a H = 12 para el movimiento browniano, hemos esrito ladimensi�on de su grafo omo 2� 12 , en vez de deir que es 1.5.RefereniasPara el estudio del papel de las funiones de interpolai�on fratal en la interpo-lai�on de datos, adem�as del art��ulo donde apareen por primera vez, Barnsley [3℄,y al igual que para muhos de los temas relaionados on los sistemas de funionesiteradas, se puede utilizar omo referenia Barnsley [4℄.Otras versiones de la funi�on de Weierstrass distintas a las que hemos analizadoaqu��, se pueden ver en Mandelbrot [53℄.Sobre proesos esto�astios, entre las referenias que pueden ser de utilidadest�an Todorovi [70℄, adeuada para una primera aproximai�on formal, Brok y



124 CAP�ITULO 3. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN UN GRAFOMalliaris [10℄, donde, al igual que en Shiryaev [68℄, apareen muhas de sus aplia-iones a la Eonom��a y, en el aso onreto de los proesos autoa�nes, Embreh yMaejima [27℄.Aunque el onepto de movimiento browniano aparee en todas las refereniasque aabamos de menionar, la base fundamental del an�alisis de las arater��stiasfratales del proeso se enuentra en Feder [34℄, Faloner [29℄ y, dentro de las obrasde Mandelbrot, en Mandelbrot [51℄ y Mandelbrot [53℄.



Cap��tulo 4
C�alulo emp��rio de la dimensi�on

En este ap��tulo vamos a abordar el �alulo emp��rio de la dimensi�on, para loque utilizaremos la dimensi�on de reuento por ajas, que es el onepto de dimensi�onadeuado para ello.El m�etodo general para el �alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajasde un onjunto ontenido en el plano, onsiste en reubrir una representai�on gr�a�adel onjunto por una Æ-malla y estudiar la evolui�on del n�umero de ajas que ortanal grafo, uando, dentro de un rango de esalas para Æ, disminuye el tama~no de lasajas que forman la Æ-malla.En el aso partiular del grafo de una serie aparee la posibilidad de estimarel n�umero de ajas, que en una Æ-malla intersean al grafo sobre ada uno de losintervalos de longitud Æ, omo la diferenia entre los valores m�aximos y m��nimos dela serie sobre el intervalo dividida por Æ.Para ver la validez de esta estimai�on, en la sei�on 4.2 ompararemos emp��ri-amente el alulo direto del n�umero de ajas que en la Æ-malla intersean al grafode una serie sobre ada uno de estos intervalos on diha estimai�on, utilizandodistintas series temporales uyos grafos tienen arater��stias fratales y donde ladimensi�on te�oria se onoe.En este an�alisis vamos a ver que �alulo direto del n�umero de ajas que ortanal grafo de una serie no siempre es adeuado para obtener valores preisos de ladimensi�on, y que parte del problema se soluiona on la estimai�on del n�umero de125



126 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONajas que ortan al grafo utilizando el rango de la serie.As��, en primer lugar veremos que a medida que el valor de Æ se aera a laseparai�on existente entre los datos, el n�umero de ajas obtenido por �alulo diretose aleja de los valores te�orios y se aproxima al n�umero de datos, lo que no suedeon los valores obtenidos mediante la estimai�on del n�umero de ajas basada en el�alulo del rango de la serie en ada intervalo.Esto hae que el rango de esalas de Æ que podemos onsiderar al trabajar onlos valores alulados diretamente, sea m�as peque~no que el orrespondiente a losvalores obtenidos mediante la estimai�on a trav�es del rango.En la sei�on 4.3 vamos a ver que si el lado de las ajas que utilizamos paraalular la dimensi�on de reuento por ajas, Æ, es mayor que el inremento de la serieen ada uno de los intervalos [iÆ; (i+1)Æ℄ aparee una nueva dimensi�on: la dimensi�onglobal del grafo. Esto hae que la dimensi�on obtenida utilizando el n�umero deajas no va��as alulado diretamente, dependa de la elei�on de las unidades.Por el ontrario, la dimensi�on obtenida utilizando el n�umero de ajas estimado, esindependiente de esta elei�on.
4.1 C�alulo emp��rio de la dimensi�on de reuentopor ajas de un grafoEl proedimiento t��pio para el �alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento porajas de un onjunto ontenido en el plano omienza por su representai�on gr�a�aen un ret�angulo [a; b℄� [; d℄ y se basa en la de�nii�on de dimensi�on de reuento porajas que nos da la proposii�on 2.11, por lo que una vez representado el onjuntose onsideran una serie de valores de Æ y para ada uno de estos valores se divide elret�angulo en ajas de lado Æ formando una Æ-malla sobre la que se uenta el n�umerode ajas que ortan al onjunto, N(Æ).Si este onjunto tiene dimensi�on d, uando Æ tiende a ero, el n�umero de ajas



4.1. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON 127de la Æ-malla que ortan al onjunto ree proporionalmente a Æ�dN(Æ) � Æ�d;on lo que si tomamos logaritmos en la euai�on anterior,logN(Æ) = log � d log(Æ);podemos estimar la dimensi�on de reuento por ajas del onjunto omo la pendientede la reta de m��nimos uadrados que aproxima a los pares (� log(Æ); log[N(Æ)℄)formados on los valores obtenidos anteriormente.Como la proposii�on 2.17 nos garantiza que se pueden tomar suesiones de laforma Æk = C2k y estamos onsiderando que el onjunto est�a ontenido dentro de unret�angulo [a; b℄� [; d℄, tomando C omo la longitud del intervalo [a; b℄, los valoresde Æ que utilizamos van a estar omprendidos dentro de un rango de esalas quequeda determinado al elegir unos valores m��nimos y m�aximos para k.Como veremos uando analiemos emp��riamente el �alulo de la dimensi�on dereuento por ajas (sei�on 4.2), la estimai�on de la dimensi�on va a depender de laelei�on del rango de esalas en el que nos movamos, por lo que este rango debeinluir un n�umero su�iente de valores de Æ para estudiar omo se omporta eln�umero de ajas de la Æ-malla que ortan al onjunto uando Æ tiende a ero.4.1.1 C�alulo del n�umero de ajasCuando alulamos el n�umero de ajas que ortan al onjunto utilizando la re-presentai�on gr�a�a de los datos 1, puede produirse una p�erdida de informai�onque afete a la preisi�on en �alulo del n�umero de ajas que ortan al onjunto y ala dimensi�on que se obtiene. Como en nuestro estudio emp��rio los datos son listas1Cuando hablamos de la representai�on gr�a�a de un onjunto, aunque se puede apliar lodiho a su representai�on sobre papel, nos referimos a la que se realiza en un ordenador utilizandouna matriz formada por eros y unos, donde los unos orresponden a los \pixels" que forman elonjunto representado, que es la que se usa en el algoritmo propuesto por Crownover en [19℄(pp.119-122) para alular de forma me�ania el n�umero de ajas que ortan al onjunto.



128 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONon pares de la forma (t; xt), para minimizar esta p�erdida de informai�on, vamos atrabajar diretamente on las listas de puntos siguiendo el proedimiento desrito,que reogemos en el algoritmo:Algoritmo 4.1ENTRADAS:� Lista on el onjunto a estudiar: l.� Rango de esalas: km��n y km�ax.PASOS:Sean a,b, y d las dimensiones de la Æ{malla [a; b)� [; d).Desde k = km��nSean Æ = b� a2k y N(Æ) = 0.
�
8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

Desde i = 0Desde j = 0Si hay puntos en la aja[a + iÆ; a + (i+ 1)Æ)� [ + jÆ; + (j + 1)Æ)Sea N(Æ) = N(Æ) + 1Hasta j = parte entera de d� ÆHasta i = parte entera de b� aÆHasta k = km�axSALIDA:� Pendiente ambiada de signo de la reta de m��nimos uadrados de(log[Æ℄; log[N(Æ)℄) on Æ = b� a2k : km��n � k � km�ax. |4.1.2 Estimai�on del n�umero de ajasAl alular de forma emp��ria la dimensi�on de reuento por ajas del grafo deuna serie temporal se reubre el grafo on una Æ-malla y se estudia la evolui�on deln�umero de ajas que ortan al grafo uando disminuye el tama~no de las ajas queforman la Æ-malla.



4.1. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON 129Cuando la serie temporal proviene de una funi�on ontinua el n�umero de ajasque en la Æ-malla intersean al grafo de la funi�on sobre ada uno de los intervalos[iÆ; (i+1)Æ℄ est�a muy pr�oximo al oiente entre el rango de la funi�on en el intervaloy Æ, (proposii�on 2.18).Si extendemos esta estimai�on a todos los asos, y estimamos el n�umero de ajasno va��as sobre el intervalo [iÆ; (i + 1)Æ℄ omoNi(Æ) � Ri(Æ)Æ ;donde Ri(Æ) es la diferenia entre los valores m�aximos y m��nimos de la serie sobre elintervalo [iÆ; (i+ 1)Æ℄, mediante esta estimai�on se onsideran omo no va��as todaslas ajas que apareen entre los valores m�aximo y m��nimo de la serie en ada unode los intervalos sobre los que se onstruye la malla, [iÆ; (i + 1)Æ℄, por lo que ser�aadeuada si efetivamente no apareen ajas va��as, omo suede uando la funi�ones ontinua, o si su n�umero es despreiable frente al oiente entre el rango de lafuni�on en el intervalo y Æ.Esta estimai�on da lugar a una segunda versi�on del algoritmo 4.1 sin m�as quemodi�ar el uerpo entral (marado on *):Algoritmo 4.2 Modi�ai�on algoritmo 4.1
�8>>>><>>>>: Desde i = 0Sea N(Æ) = N(Æ) + Rf [iÆ; (i + 1)Æ℄ÆHasta i = parte entera de b� aÆ |En la sei�on 4.2 vamos a omparar emp��riamente esta estimai�on on el al-ulo direto del n�umero de ajas no va��as utilizando series temporales generadaspor las funiones de interpolai�on fratal (sei�on 3.1), que nos permiten onstruirseries temporales �jando la dimensi�on de reuento por ajas a priori y donde, alomparar los resultados que se obtienen mediante ambos m�etodos on los resulta-dos que te�oriamente se deben de obtener, vamos a ver ual es el proedimientoadeuado para el �alulo la dimensi�on de reuento por ajas de una serie.



130 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON4.1.3 Implementai�onEn esta sei�on vamos a implementar en el entorno MATHEMATICA las fun-iones neesarias para el �alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajas delgrafo de una serie temporal, utilizando tanto el �alulo direto del n�umero de ajasque lo ortan omo su estimai�on.En ambos asos, algoritmos 4.1 y 4.2, se reubre el grafo on una Æ-malla y seestudia la evolui�on del n�umero de ajas que ortan al grafo uando disminuye eltama~no de las ajas que forman la Æ-malla, por lo que para realizar los �alulosemp��rios de la dimensi�on de reuento por ajas lo fundamental es obtener dihon�umero de ajas dentro de un rango de esalas para Æ.La lista on los valores de delta, para el rango de esalas omprendido entreC2km��n y C2km�ax , frente al orrespondiente n�umero de ajas que ortan al grafo de laserie \datos", se obtiene a trav�es de la funi�onListaCajas[datos_,kmin_,kmax_,ver_℄:=Blok[{a = Min[First /� datos℄, b = Max[First /� datos℄, = Min[Last /� datos℄, d = Max[Last /� datos℄,CC= b-a, lll={}, delta, lisdeltas},lisdeltas=Table[CC/(2^k),{k,kmin,kmax}℄;While[lisdeltas=!={},delta=First[lisdeltas℄; lisdeltas=Rest[lisdeltas℄;lll=Append[lll,{delta,NumeroCajas[datos,delta,ver℄}℄℄;lll℄;donde inluimos una variable \ver" que nos permite tratar los dos proedimientosde forma onjunta y que toma el valor uno uando se alula el n�umero de ajasdiretamente y dos uando se estima este n�umero a trav�es del rango de la serie.El n�uleo entral del problema es el �alulo del n�umero de ajas de amplitudÆ orrespondiente a los distintos valores de Æ y se realiza al reorrer los intervalo[a+ iÆ; a + (i+ 1)Æ) y alular el n�umero de ajas no va��as de amplitud Æ que haysobre ada uno de ellos:



4.1. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON 131NumeroCajas[l_,delta_,ver_℄:=Blok[{Najas=0, dd=delta,Mx=IntegerPart[N[(b-a)/dd℄℄, My=IntegerPart[N[(d-)/dd℄℄},Do[Najas=Najas+ NumeroCajasSobre[Selet[l,a+(i+1) dd>First[#1℄>=a+i dd&℄,ver℄,{i,0,Mx}℄;Najas℄El �alulo del n�umero de ajas de amplitud Æ que ontienen puntos de l sobreada intervalo [a+iÆ; a+(i+1)Æ) lo hae la funi�on NumeroCajasSobre[l,ver℄, quees la que realmente tiene las dos versiones, pues es la parte donde hemos sustituidoel �alulo direto por una estimai�on:NumeroCajasSobre[ll_,1℄:=Blok[{Nj=0,lista={}},Do[lista=Selet[ll,+(j+1) dd>Last[#1℄>=+j dd&℄;Nj=Nj+If[Length[lista℄==0,0,1℄,{j,0,My}℄;Nj℄;NumeroCajasSobre[ll_,2℄:=(Max[Last /� ll℄- Min[Last /� ll℄)/ddComo la dimensi�on de reuento por ajas es la pendiente ambiada de signo dela reta de regresi�on de los pares log(Æ); log(N(Æ))podemos obtener la dimensi�on de reuento por ajas de la lista \datos", para elrango de esalas omprendido entre C2km��n y C2km�ax , omo:DimensionCajas[datos_,kmin_,kmax_,ver_℄:=-Pte[Map[Log,ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver℄℄℄℄;donde utilizamos omo funiones auxiliares (de�nidas en el ap�endie A sei�on A.2):



132 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON- La funi�on RetaReg[l,x℄ para el �alulo de la reta de regresi�on de los puntosen la lista l.- La funi�on Pte[l℄ para el �alulo de la pendiente de la reta de regresi�on delos puntos en la lista l.Para omparar emp��riamente la estimai�on on el alulo direto del n�umerode ajas no va��as utilizaremos series temporales generadas por las funiones deinterpolai�on fratal. Para obtener estas series usamos un onjunto de N puntosno alineados e igualmente distribuidos sobre el eje temporal, datos y generamos losvalores de una funi�on de interpolai�on fratal que pase por lo datos y uyo grafotenga la dimensi�on de reuento por ajas requerida, Dim.Para obtener los valores de esta funi�on onstruimos, mediante ualquiera de losalgoritmos que vimos en la sei�on 1.3, un sistema de funiones iteradas, donde, paraque la dimensi�on de reuento por ajas del grafo sea Dim, imponemos que todos losfatores de esala vertiales sean iguales a d = NDim�2.La funi�on que alula el �odigo de este sistema,CalulaCodigo[datos, Dim℄,la hemos de�nido en el ap�endie A, sei�on A.2, omo un aso partiular de lafuni�on CalulaCodigo[datos, fatores℄,que dado un onjunto de datos, datos, y �jados los fatores de esala, fatores,alula el �odigo del sistema asoiado a la funi�on de interpolai�on fratal para estosdatos y para los orrespondientes fatores de esala vertial.4.2 An�alisis emp��rio de la estimai�on del n�umerode ajas a trav�es del rango frente a su �alulodiretoCuando alulamos el n�umero de ajas que ortan al grafo de la serie, no obtene-



4.2. AN�ALISIS EMP�IRICO DE LA ESTIMACI �ON 133mos el n�umero de ajas orrespondiente al grafo del proeso que da lugar a la seriebajo estudio, ya que, provenga o no de un proeso ontinuo, en esta serie temporalsiempre tendremos un onjunto disreto de datos, por lo que el �alulo direto deln�umero de ajas no va��as se onvierte en una estimai�on, estimai�on que empeora aldisminuir el tama~no de las ajas que forman la malla y que no es lo su�ientementeadeuada para obtener valores preisos de la dimensi�on.En esta sei�on, donde adem�as determinaremos ual es el proedimiento adeua-do para obtener la dimensi�on de reuento por ajas de una serie, vamos ompararemp��riamente el alulo direto del n�umero de ajas que ortan al grafo de la seriesobre ada uno de los intervalos de longitud Æ, on la estimai�on de este n�umero deajas omo el oiente entre el rango de la serie en el intervalo y Æ.Funiones de interpolai�on fratalUn primer an�alisis lo vamos a realizar utilizando series temporales generadas porlas funiones de interpolai�on fratal, ya que nos permiten onstruir series temporales�jando la dimensi�on de reuento por ajas a priori y omparar los resultados que seobtienen mediante ambos m�etodos on los que te�oriamente se deben obtener.Para ello, vamos a aproximar la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35 durantela d�eada de los noventa onsiderando omo puntos de interpolai�on los ierresanuales de la serie (inluyendo omo origen el �ultimo valor de la d�eada anterior).
Figura 4.1: Funiones de interpolai�on fratal basadas en los ierres anuales delIbex35, on d = 1:25; 1:50; 1:75Aunque el estudio emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajas lo vamos arealizar on distintas dimensiones te�orias para la serie temporal (�gura 4.1), la



134 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONomparai�on detallada de las dos estimaiones la vamos a realizar s�olo en el asos = 1:5.Como las funiones de interpolai�on fratal se onstruyen omo atratores deun sistema de funiones iteradas, lo �unio que tenemos que �jar son los fatores deesala vertial de las transformaiones que omponen el sistema, ya que los otrosoe�ientes quedan determinados por los puntos de interpolai�on (teorema 3.1).En nuestro aso, omo los puntos de interpolai�on est�an igualmente distribuidos,para que la funi�on de interpolai�on tenga la dimensi�on requerida tomamos todoslos fatores de esala vertial iguales.A ontinuai�on onstruimos mediante el algoritmo determin��stio una lista onlos puntos orrespondientes al grafo de la funi�on de interpolai�on, para lo que debe-mos �jar un n�umero de iteraiones adeuado, ya que, omo en todo onjunto fratal,estos puntos son siempre aproximaiones del grafo de la funi�on de interpolai�on quese obtiene en el l��mite.En nuestro aso, omo tenemos one ierres anuales, el sistema de funionesiteradas est�a formado por diez funiones y, por tanto, el n�umero de puntos queapareen tras ada iterai�on se multiplia por diez. De este modo, si tomamos omoonjunto de partida los ierres anuales, en la terera iterai�on tendremos una listaformada por 11000 puntos (11 103), que permite una buena aproximai�on.De esta forma, aunque la funi�on que da lugar a la serie tiene omo dimensi�onde reuento por ajas te�oria s = 1:5, la serie obtenida es disreta y el valor queobtengamos de la dimensi�on s�olo ser�a v�alido dentro de un rango de esalas adeuadoal n�umero de elementos de la serie.Para estudiar el omportamiento frente a Æ del n�umero de ajas de lado Æ quese neesita para reubrir su grafo, la proposii�on 2.17 nos garantiza que podemostomar los valores de Æ orrespondientes a la suesi�on Æk = C2k , donde C es la longituddel intervalo en el ual toma valores la funi�on.En una primera aproximai�on onsideramos que los valores de Æ van desde unprimer valor Æ1 = C2 = 36502 = 1825 orrespondiente a periodos de ino a~nos (C =3650 es el n�umero de d��as transurridos entre los valores onsiderados), hasta un



4.2. AN�ALISIS EMP�IRICO DE LA ESTIMACI �ON 135valor Æk = C2k � 3:56 on k = 10, que orresponde a periodos eranos a la semana.Una vez �jado el primer rango de esalas en el que se mover�a Æ, para ada uno delos valores de Æ onsiderados alulamos el n�umero de ajas de lado Æ que se neesitapara reubrir el grafo de la serie, tanto diretamente omo mediante la estimai�ona trav�es del rango, tabla 4.1.k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Æk 1825 912 456 228 114 57 28 14 7 4N(Æk) 8 20 58 155 419 1141 2843 5472 8007 9307R[Æk℄Æk 7 16 51 139 388 1088 3112 8203 21309 55671Tabla 4.1: N�umero de ajas no va��as de lado Æk = C2k
Figura 4.2: Logaritmos del n�umero de ajas no va��as de lado Æ = 2�k, aluladosdiretamente y estimados a trav�es del rango, frente a k, on k = 1; :::; 10La dimensi�on de reuento por ajas se obtiene omo la pendiente de la reta deregresi�on de los pares �log Æ�1; logNÆ�para los valores de Æ orrespondientes a este rango de esalas, por lo que para versi el rango de esalas elegido es adeuado representamos estos pares junto a la retade regresi�on de los primeros valores en la �gura 4.2 (�gura donde hemos sustituidolog Æ�1k por k pues ambos son proporionales).Al analizar ambos gr�a�os se observa que a partir de k = 6 los logaritmos deln�umero de ajas no va��as de lado Æk alulados diretamente se desv��an de la reta deregresi�on orrespondiente a los valores k = 1; 2; 3 para alinearse asi horizontalmente



136 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON(�gura 4.2-a) y que esta desviai�on no se produe on los valores orrespondientesa la estimai�on a trav�es del rango (�gura 4.2-b).
Figura 4.3: Comparai�on del n�umero de ajas no va��as de lado Æ = 2�k aluladodiretamente y mediante su estimai�on a trav�es del rango (en logaritmos)En la �gura 4.3 podemos ver que el logaritmo del n�umero de ajas se mantieneera de la estimai�on a trav�es del rango s�olo hasta k = 6 y que a partir de k = 7se desv��a para aproximarse asint�otiamente al logaritmo del n�umero de datos.La desviai�on de los logaritmos del n�umero de ajas no va��as alulados dire-tamente se debe a que estamos trabajando on una serie disreta y entre los valoresextremos de la funi�on en ada intervalo hay ajas va��as que, omo la funi�on esontinua, en realidad no deber��an estarlo.De esta forma, a medida que el valor de Æ se aera a la separai�on existenteentre los datos, el n�umero de ajas obtenido por �alulo direto se aleja de losvalores te�orios y se aproxima al n�umero de datos, que es el n�umero m�aximo deajas no va��as que podemos obtener.Por el ontrario, la estimai�on del n�umero de ajas basada en el �alulo del rangode la serie en ada intervalo s�� tiene en uenta todas las ajas intermedias, est�en ono va��as, por lo que inluso para valores peque~nos de Æ, su �alulo est�a era de losvalores te�orios; que tampoo alanza, ya que en la serie tenemos un n�umero �nitode valores de la funi�on entre los que no tienen por que estar ni el m��nimo ni elm�aximo.Como onseuenia, uando trabajamos on los valores alulados diretamente,hay que reduir el rango de esalas de Æ a los valores omprendidos entre Æ1 y Æ6,redui�on que no es neesaria si trabajamos on los valores obtenidos mediante la



4.2. AN�ALISIS EMP�IRICO DE LA ESTIMACI �ON 137estimai�on a trav�es del rango.Aunque s�olo es neesario reduir el rango de esalas uando trabajamos on losvalores alulados diretamente, lo que representa la primera de las ventajas de laestimai�on, para poder omparar los dos m�etodos en ambos asos vamos a obtenerlos valores para la dimensi�on de reuento por ajas dentro del rango de esalasomprendidos entre Æ1 y Æ6.
Figura 4.4: Logaritmos del n�umero de ajas no va��as de lado Æ = 2�k frente a k,k = 1; :::; 6 y la reta de regresi�on orrespondiente a estos valoresDentro del rango de esalas omprendidos entre Æ1 y Æ6 obtenemos omo valorespara la dimensi�on de reuento por ajas,d1 = 1:4429 (�alulo direto) y d2 = 1:47623 (estimai�on) :Aunque estos valores pareen adaptarse bien a los valores del n�umero de ajasobtenido en ada aso (�gura 4.4), si onsideramos los valores entrales del rangode esalas, k = 2; 3; 5, y proedemos de forma an�aloga se obtienen dimensiones dereuento por ajas distintas,d1 = 1:45848 y d2 = 1:50725;lo que hae que sea neesario admitir un ierto margen de error para poder hablarde un valor de la dimensi�on adeuado al rango de esalas en su onjunto.As��, para asignar a la serie una dimensi�on adeuada al rango de esalas en elque nos movemos, vamos a obtener todos los valores de la dimensi�on que apareenal tomar los distintos valores m��nimos y m�aximos de k omprendidos en este rango,imponiendo que su �alulo omprenda un n�umero m��nimo de puntos, que, al teners�olo seis puntos, en este aso va a ser de tres.



138 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONUna vez obtenidos los distintos valores de la dimensi�on, que se obtienen de formaan�aloga a los anteriores, tomamos omo dimensi�on su valor medio y onsideramosomo error la desviai�on absoluta media, d1 = 1:44� 0:01 y d2 = 1:48� 0:02, tabla4.2. C�alulo direto de N(Æ) Estimai�on de N(Æ)km�ax 3 4 5 6 3 4 5 6km��n = 1 1.4290 1.4364 1.4376 1.4390 1.4244 1.4500 1.4615 1.4685km��n = 2 1.4771 1.4585 1.4521 1.5302 1.5072 1.4988km��n = 3 1.4264 1.4329 1.4641 1.4729km��n = 4 1.4400 1.4846Media 1.4429 1.4762Desv. Media 0.0118 0.0232Tabla 4.2: Distintas dimensiones obtenidas en el rango de esalas omprendido entrek = 1 y k = 6 (dimensi�on te�oria d = 1:5)

Figura 4.5: Dimensiones en el rango de esalas ompletoDentro del rango de esalas ompleto, aunque sabemos que no podemos utilizar el�alulo direto del n�umero de ajas, proedemos de forma an�aloga al aso anterior yrepresentamos los valores de la dimensi�on que se obtienen, �gura 4.5, donde podemosobservar que los valores obtenidos mediante la estimai�on a trav�es del rango de laserie, al ontrario que los obtenidos mediante el �alulo direto, se mantienen estableshasta que el m�aximo del rango de esalas se aera al �nal, �gura 4.5-a, y que onlos m�argenes de error onsiderados tambi�en suede lo mismo, �guras 4.5-b y 4.5-.



4.2. AN�ALISIS EMP�IRICO DE LA ESTIMACI �ON 139De esta forma, el valor obtenido para la dimensi�on mediante la estimai�ond = 1:48� 0:02;es v�alido en un rango de esalas m�as amplio y se aproxima bastante m�as al valorte�orio de la dimensi�on que el obtenido mediante el �alulo direto del n�umero deajas.Dimensi�on te�oria 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9C�alulo direto 1.16 1.21 1.26 1.33 1.44 1.51 1.57 1.62 1.65C�alulo estimado 1.22 1.26 1.32 1.40 1.48 1.56 1.64 1.71 1.78Tabla 4.3: Comparai�on de las dimensiones obtenidas on las dimensiones te�oriasen el rango de esalas omprendido entre k = 1 y k = 6Repitiendo el proeso por ambos m�etodos on series de distintas dimensioneste�orias, tabla 4.3, se observa que, salvo para d = 1:1 y d = 1:2, los valores obtenidospara la dimensi�on de reuento por ajas mediante la estimai�on del n�umero de ajasno va��as est�an m�as era de los valores te�orios que los orrespondientes al �alulodireto del n�umero de ajas no va��as.Funi�on de Weierstrass

Figura 4.6: 3.650 valores de la funi�on de Weierstrass en el intervalo [0; 1℄ (s = 1:5)



140 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONPara terminar esta sei�on vamos a ver que los fen�omenos que hemos observadouando alul�abamos la dimensi�on de una serie temporal generada por una fun-i�on de interpolai�on fratal, se repiten al generar la serie mediante la funi�on deWeierstrass seno autoaf��n, bf(t) = 1Xn=�1�(s�2)n sen(�nt);on � = 4 y donde el n�umero de t�erminos a onsiderar (grado de aproximai�on) vaa ser de iento uno (n=50).} Adem�as, para determinar ual es el proedimiento adeuado para obtener ladimensi�on de reuento por ajas de una serie temporal y ver omo se utilizan lasfuniones de�nidas en este trabajo (seiones 1.3.3 y 4.1.3), en este estudio vamos ainluir omo se realizan los �alulos en el entorno MATHEMATICA 3.0 en separatasse~naladas on las maras que abren y ierran este p�arrafo. }En este estudio emp��rio vamos a ver el aso s = 1:5, que orresponde a la mismadimensi�on que utilizamos en la sei�on anterior, onsiderando una serie temporalon 3650 valores igualmente distribuidos en el intervalo [0; 1℄, n�umero de valores queorresponde al n�umero de d��as abara el estudio del ��ndie Ibex35 que abordaremosen el siguiente ap��tulo (�gura 4.6).De esta forma, aunque la funi�on que da lugar a la serie tiene omo dimensi�onde reuento por ajas te�oria s = 1:5, la serie obtenida es disreta y el valor queobtengamos de la dimensi�on s�olo ser�a v�alido dentro de un rango de esalas adeuadoal n�umero de elementos de la serie.} Este estudio lo vamos a realizar en el entorno de �alulo MATHEMATICA 3.0utilizando las funiones de�nidas en este trabajo, por lo que vamos a suponer queestas funiones han sido argadas previamente.Para generar esta serie, LisFunWei, utilizamos una funi�on basada en la versi�onde la funi�on de Weierstrass onsiderada, FunWei[N, Dim℄, que onstruye una serietemporal de longitud N y uyo grafo tiene dimensi�on de reuento por ajas Dim(sei�on A.2 del ap�endie):LisFunWei=FunWei[3650,1.5℄;



4.2. AN�ALISIS EMP�IRICO DE LA ESTIMACI �ON 141}De manera an�aloga al aso anterior onsideramos una primer rango de esalas,donde Æ va desde un valor m�aximo Æ1 = C21 = 12 = 0:5 hasta un valor m��nimoÆ10 = C210 = 11024 � 0:001, y para ada uno de los valores de Æ onsideradosalulamos el n�umero de ajas de lado Æ que se neesita para reubrir el grafo de laserie tanto diretamente omo mediante la estimai�on a trav�es del rango, tabla 4.4.} Estos valores los obtenemos en listas formadas por pares on los valores de Æutilizados frente al n�umero de ajas de lado Æ, LisCajFunWei1 y LisCajFunWei2, o-rrespondientes respetivamente al �alulo direto y la estimai�on a trav�es del rango,utilizando la funi�on ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver℄ on ver=1 para realizarel �alulo direto del n�umero de ajas y ver=2 para su estimai�on a trav�es del rango(sei�on 4.1):LisCajFunWei?=ListaCajas[LisFunWei,1,10,?℄; }k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Æ 0.5 0.25 0.125 0.062 0.031 0.016 0.008 0.004 0.002 0.001N(Æk) 7 19 49 126 325 839 1750 2784 3344 3566R[Æk℄Æk 5 15 39 107 289 815 2135 5698 13709 30844Tabla 4.4: N�umero de ajas no va��as de lado Æ = 2�k
Figura 4.7: Logaritmos del n�umero de ajas no va��as de lado Æ = 2�k, aluladosdiretamente y estimados a trav�es del rango, frente a k, on k = 1; :::; 10Al igual que sued��a on la serie generada mediante las funiones de interpo-lai�on fratal, uando representamos los pares (log Æ�1; logNÆ) para los valores de Æ



142 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONorrespondientes a este rango de esalas junto a la reta de regresi�on de los primerosvalores se observa que a partir de k = 6 los logaritmos del n�umero de ajas no va��asde lado Æk alulados diretamente se desv��an de la reta de regresi�on orrespondien-te a los valores k = 1; 2; 3 para aproximarse asint�otiamente al logaritmo del n�umerode datos y que esta desviai�on no se produe on los valores orrespondientes a laestimai�on a trav�es del rango (�gura 4.7).Para asignar a la serie una dimensi�on, reduimos el rango de esalas de Æ a losvalores omprendidos entre Æ1 = 2�1 = 0:5 y Æ6 = 2�6 = 0:015625 y obtenemos todoslos valores de la dimensi�on que apareen al tomar los distintos valores m��nimos ym�aximos de k omprendidos en este rango, imponiendo que su �alulo omprendaun n�umero m��nimo de puntos, que, al tener s�olo seis puntos, en este aso va a serde tres.Una vez obtenidos estos valores, tomamos omo dimensi�on su valor medio yonsideramos omo error la desviai�on absoluta media, d1 = 1:38 � 0:01 y d2 =1:44� 0:01, tabla 4.5.} Aunque estas dimensiones se pueden obtener de forma direta utilizando lafuni�on DimensionCajas[datos,kmin,kmax,ver℄ (sei�on 4.1), para no repetir los�alulos extraemos de la lista LisCajFunWei, formada por los valores de Æ y losorrespondientes n�umeros de ajas no va��as de tama~no Æ, los valores orrespon-dientes al rango de esalas y alulamos la pendiente ambiada de signo de la retade regresi�on orrespondiente (funi�on de�nida en la sei�on A.2 del ap�endie).La dimensi�on asoiada a la serie dentro del rango de esalas es la media de estasdimensiones y el error la desviai�on absoluta media 2:ll=Table[-Pte[Take[Map[Log,LisCajFunWei?℄,{i,j}℄℄,{i,1,4},{j,i+2,6}℄;ll=Flatten[ll℄;dimm=Mean[ll℄;err=Mean[Map[Abs[#-dimm℄&,ll℄℄;2Esta forma de asoiar una dimensi�on a una serie la vamos a implementar en ap�endie A sei�onA.2



4.2. AN�ALISIS EMP�IRICO DE LA ESTIMACI �ON 143}C�alulo direto de N(Æ) Estimai�on de N(Æ)km�ax 3 4 5 6 3 4 5 6km��n = 1 1.4037 1.3877 1.3803 1.3765 1.4410 1.4384 1.4355 1.4432km��n = 2 1.3647 1.3651 1.3659 1.4118 1.4207 1.4375km��n = 3 1.3648 1.3660 1.4417 1.4564km��n = 4 1.3676 1.4611Media 1.3742 1.4387Desv. Media 0.0102 0.0099Tabla 4.5: Distintas dimensiones obtenidas en el rango de esalas omprendido entrek = 1 y k = 6
Figura 4.8: Dimensiones en el rango de esalas ompletoDentro del rango de esalas ompleto, valores de Æ que van desde Æ1 = C21 = 12hasta Æ10 = C210 = 11024 � 0:001, se observan los mismos fen�omenos que en el asoanterior, ya que tanto los valores obtenidos mediante la estimai�on a trav�es del rangode la serie omo los m�argenes de error onsiderados se mantienen estables hasta queel m�aximo del rango de esalas se aera al �nal y esto no suede on los obtenidosmediante en el �alulo direto (�gura 4.8).De esta forma, al igual que sued��a on la serie generada mediante las funionesde interpolai�on fratal, el valor obtenido para la dimensi�on mediante la estimai�ones v�alido en un rango de esalas m�as ampliod = 1:44� 0:01:



144 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ON4.3 Dimensi�on loal y globalEn esta sei�on vamos a ver que si el lado de las ajas que utilizamos para alularla dimensi�on de reuento por ajas, Æ, es mayor que el inremento de la serie en adauno de los intervalos [iÆ; (i+1)Æ℄ aparee una nueva dimensi�on: la dimensi�on globaldel grafo.Para ver esta dimensi�on vamos a onsiderar una serie que aproxima a un movimien-to browniano y que se obtiene omo las sumas aumuladas de un ruido blano gaus-siano est�andar, on lo que la serie parte del origen y sus inrementos siguen unanormal on media ero y varianza unitaria.
Figura 4.9: Ruido blano gaussiano est�andar y sus sumas aumuladasAl igual que hiimos en la serie generada mediante la funi�on de Weierstrass,vamos a tomar el mismo n�umero de inrementos que d��as abara el estudio del ��ndieIbex35 que abordaremos en el siguiente ap��tulo: 3650 inrementos. Sin embargo, eneste aso vamos a onsiderar que, al igual que en el ��ndie Ibex35, estos inrementosorresponden a un intervalo de tiempo unitario, por lo que vamos a trabajar en elintervalo [0; 3650℄ en vez de haerlo en el intervalo [0; 1℄ (4.9).k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Æ 1825 912 456 228 114 57 28 14 7 4N(Æ) 3 5 9 17 33 81 162 344 734 1479R[Æ℄Æ 0.07 0.17 0.48 1.54 4.54 12.56 33.89 88.04 216.01 466.59Tabla 4.6: N�umero de ajas de lado ÆProediendo de forma an�aloga a los asos anteriores, reubrimos el grafo de esta



4.3. DIMENSI �ON LOCAL Y GLOBAL 145serie por Æ-mallas dentro de un primer rango de esalas, que va desde Æ1 = C2 = 1825hasta Æ10 = C210 = 3:5644 (C = 3650 es la longitud del intervalo), y alulamos eln�umero de ajas que ortan al grafo de la serie, tabla 4.6.
Figura 4.10: Dimensiones y m�argenes de error obtenidos en el rango de esalasompleto mediante el �alulo direto del n�umero de ajasSi representamos los valores de la dimensi�on y los orrespondientes errores quese obtienen para un valor m��nimo k = 3 y un valor m�aximo variable 3, �gura 4.10,podemos observar que estos valores est�an m�as era de una dimensi�on d = 1 que dela dimensi�on te�oria de la serie, d = 1:5, (dentro del rango de esalas ompleto ladimensi�on obtenida orresponde a una dimensi�on, d = 1:07� 0:03).Este heho se debe a que el lado de las ajas que utilizamos para alular ladimensi�on, Æ, es mayor que el inremento de la serie en ada intervalo [iÆ; (i + 1)Æ℄,on lo que en ada uno de estos intervalos basta on una aja para reubrir el grafode la serie y, al tener CÆ intervalos, el n�umero total de ajas que se obtiene esN(Æ) = 1� CÆ / Æ�1;que orresponde a una dimensi�on de reuento por ajas d = 1.Este fen�omeno aparee siempre que los valores de Æ son grandes en omparai�onon el inremento de la serie en ada intervalo de longitud Æ, por lo que al alular3Para alular estos valores proedemos de forma an�aloga a los asos anteriores, para lo queobtenemos todos los valores de la dimensi�on que apareen al tomar los distintos valores m��nimosy m�aximos de k omprendidos en ada rango de esalas, imponiendo que su �alulo omprenda unn�umero m��nimo de tres puntos, y tomamos omo dimensi�on el valor medio y onsideramos omoerror la desviai�on absoluta media.



146 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONla dimensi�on de reuento por ajas onsiderando que Æ tiende a in�nito, en vez deonsiderar que Æ tiende a ero, obtenemos omo dimensi�on de reuento por ajasdG = 1;y hablamos de la dimensi�on global del grafo uando Æ tiende a in�nito y de ladimensi�on loal uando Æ tiende a ero.De este modo, si las unidades en las que est�a expresada la serie son peque~nas enomparai�on on las unidades en las que medimos el tiempo, omo suede en nuestroaso, al alular la dimensi�on de reuento por ajas se obtiene omo dimensi�on ladimensi�on global del grafo y no es posible apreiar su dimensi�on loal, ya que, aunquete�oriamente se obtendr��a la dimensi�on loal al haer tender Æ a ero, los valores de Æque podemos utilizar en el �alulo direto del n�umero de ajas est�an limitado por eln�umero de datos, omo hemos visto en la sei�on 4.2, y no podemos salir del rangode esalas.Para ver este fen�omeno hemos ambiado las unidades de la serie on la queestamos trabajando multipliando por potenias de diez y alulado el n�umero deajas no va��as en ada aso, junto a las dimensiones orrespondientes, dentro delrango de esalas que va desde Æ1 = C2 = 1825 hasta Æ6 = C26 = 57:03, tabla 4.7.

Figura 4.11: Dimensiones y m�argenes de error en las distintas unidadesLos resultados obtenidos muestran que para alular emp��riamente la dimensi�onde una serie, utilizando el n�umero de ajas no va��as que se obtiene diretamente, la



4.3. DIMENSI �ON LOCAL Y GLOBAL 147elei�on de las unidades es fundamental, ya que uando ambiamos las unidades de laserie, el n�umero de ajas alulado diretamente es distinto dentro del mismo rangode esalas y los valores de la dimensi�on orrespondientes osilan entre la dimensi�onglobal, para unidades peque~nas, y la dimensi�on loal, para unidades grandes, dondeadem�as est�a el problema del l��mite del n�umero de datos (�gura 4.11).Por el ontrario, los valores del n�umero de ajas estimados, omo el oientedel rango de la serie en el intervalo y la longitud del intervalo, mantienen la mismaestrutura en todos los asos, ya que s�olo ambian las unidades, y, aunque di�erende los alulados diretamente, siempre dan lugar a la misma dimensi�on, que orres-ponde a la dimensi�on te�oria (dimensi�on loal).C�alulo direto de N(Æ)Unidades N(Æ1) N(Æ2) N(Æ3) N(Æ4) N(Æ5) N(Æ6) Dim.10�1 3 5 9 17 33 65 0:90� 0:04100 3 5 9 17 33 81 0:93� 0:07101 3 5 13 32 76 188 1:24� 0:06102 9 21 57 168 480 1155 1:45� 0:04103 70 173 469 1238 2293 3064 1:16� 0:18Estimai�on de N(Æ)Unidades N(Æ1) N(Æ2) N(Æ3) N(Æ4) N(Æ5) N(Æ6) Dim.10�1 0.0067 0.01686 0.04840 0.1538 0.4541 1.2556 1:54� 0:04100 0.0677 0.1686 0.4840 1.5379 4.5411 12.5560 1:54� 0:04101 0.6772 1.6858 4.8401 15.3794 45.4112 125.5597 1:54� 0:04102 6.772 16.858 48.401 153.794 454.112 1255.597 1:54� 0:04103 67.72 168.58 484.01 1537.94 4541.12 12555.97 1:54� 0:04Tabla 4.7: N�umero de ajas de lado Æ y dimensi�on frente a unidades
RefereniasEl uso del �alulo emp��rio de la dimensi�on de reuento por ajas en distintos



148 CAP�ITULO 4. C �ALCULO EMP�IRICO DE LA DIMENSI �ONontextos se puede ver en las obras de Mandelbrot, por ejemplo en Mandelbrot[51℄ yMandelbrot[53℄, o en Barnsley [4℄, donde se trata la relai�on de los resultados on elrango de esalas utilizado para su �alulo, y otros m�etodos para su �alulo en Feder[34℄ y Visek [73℄, que son dos referenias en las que se trata la dimensi�on global deun grafo autoaf��n.



Cap��tulo 5
Carater��stias fratales en elIbex35

Comenzaremos este estudio analizando la autoa�nidad estad��stia de la serie deierres diarios del ��ndie Ibex35 durante la d�eada de los noventa (desde el d��a 2-01-1991 hasta el d��a 29-12-2000), autoa�nidad que se mani�esta tanto en su grafo(registros temporales del ��ndie) omo en sus inrementos.La autoa�nidad de la serie hae que nos movamos dentro del maro de los pro-esos autoa�nes a la hora de desribirla desde el punto de vista de la Geometr��aFratal y que podamos alular emp��riamente la dimensi�on de reuento por ajasde sus registros temporales.Como el valor obtenido para la dimensi�on de reuento por ajas de sus registrostemporales, aunque no es ompatible on el valor que orresponder��a al movimientobrowniano, no permite determinar que modelo es adeuado para desribir el ��ndieIbex35, ontinuaremos nuestro estudio emp��rio analizando otros motivos que haenque onsideremos que el movimiento browniano no es el modelo m�as adeuado paradesribir este ��ndie: la no normalidad de la distribui�on de los inrementos de laserie y su dependenia.En la sei�on 5.3 veremos que la dependenia entre las distintas observaionesde la serie no es ompatible on el movimiento browniano l�asio y s�� lo es on elmovimiento browniano fraionario, donde la distribui�on de los inrementos tam-149



150 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35bi�en es la distribui�on normal pero los inrementos del proeso no tienen que serindependientes.En la sei�on 5.4 veremos que en la distribui�on emp��ria de los inrementoslogar��tmios de esta serie apareen diferenias on la distribui�on normal, que es ladistribui�on que siguen los inrementos de un movimiento browniano, y que estasdiferenias son ompatibles on un movimiento L-estable o proeso estable de Pareto-L�evy, donde las distribuiones que siguen los inrementos son una generalizai�on dela normal que reiben el nombre de distribuiones estables.Terminaremos ada una de las seiones, viendo que la orrespondiente gene-ralizai�on del movimiento browniano l�asio es un proeso autoaf��n, en el que ladimensi�on de su grafo est�a relaionada on el exponente de autoa�nidad del proeso.
Figura 5.1: Series de ierres diarios del ��ndie Ibex35 durante la d�eada de losnoventa (en valores reales y logaritmos) y los inrementos logar��tmios de la serie
5.1 Autoa�nidad en el Ibex35La arater��stia fratal de autoa�nidad estad��stia dentro de una serie apareeuando reduimos la esala temporal para representar la serie en intervalos de tiempoon una durai�on ada menor y obtenemos grafos on una aparienia similar.En la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35, serie uyo grafo aparee repre-sentado en la �gura 5.1-a, se mani�esta uando, eliminando las esalas de los ejes,mezlamos representaiones de la serie orrespondientes a periodos de distinta du-rai�on dentro de la d�eada estudiada y no podemos distinguir por su aparienia a



5.1. AUTOAFINIDAD EN EL IBEX35 151

Figura 5.2: Series de ierres diarios orrespondientes a distintos periodos de distintadurai�on dentro de la d�eada de los noventaque tipo de periodo orresponden (a~nos, semestres, uatrimestres, et�etera), �gura5.2 1.A este respeto, omo la dimensi�on de reuento por ajas aparee uando re-ubrimos el grafo de la serie on una Æ-malla y estudiamos la evolui�on del n�umerode ajas no va��as al disminuir la longitud de los lados de la malla, la preseniade autoa�nidad estad��stia en la serie es lo que hae que tenga sentido utilizar ladimensi�on de reuento por ajas para el an�alisis de su grafo.De esta forma, uando onsideramos una aja de longitud Æ en el eje de tiempos,Æ orresponde a la durai�on del intervalo de tiempo en el que analizamos el grafode la serie y el n�umero de ajas no va��as se onvierte en una medida relativa de laesala que debemos onsiderar en el eje de absisas para que este grafo sea similaral grafo de la serie en el intervalo ompleto.As��, uando estimamos el n�umero de ajas no va��as sobre ada intervalo dedurai�on Æ omo el oiente entre el rango de la funi�on en el intervalo y Æ, estamosestimando esta esala omo el oiente entre la altura del grafo en el intervalo, rangode la funi�on, y la longitud de la base, Æ.Como los modelos que se proponen para desribir la evolui�on de los preios de1Los grafos orresponden a periodos on duraiones de 12, 9, 6, 3, 2, 4, 8 y 10 meses, respeti-vamente (en todos los asos orresponden al d�eimo periodo de la d�eada).



152 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35una ai�on se basan en los logaritmos de estos preios, a la hora de tratar los inre-mentos de la serie de ierres diarios del ��ndie, vamos a onsiderar sus inrementoslogar��tmios.Para analizar la distribui�on de estos inrementos, que apareen representadosen la �gura 5.1-b, obtenemos su histograma de freuenias relativas en el intervalo[� � 3�; � + 3�℄ (onsiderando omo unidades un uarto de la desviai�on t��piamuestral ud = �4 = 0:00315307) y representamos a ambos lados de la gr�a�a sendasbarras on las olas aumuladas orrespondientes a los valores que apareen en losintervalos (�1; �� 3�) y (�+ 3�;+1), �gura 5.3-a.
Figura 5.3: Histogramas de freuenias relativas orrespondientes a los inrementoslogar��tmios de la serie de ierres diarios, semanales y mensuales del Ibex35 durantela d�eada de los noventaDe manera an�aloga onstruimos los histogramas de freuenias relativas orres-pondientes a los ierres semanales y mensuales, �gura 5.3 (en ada aso las unidadesson un uarto de la desviai�on t��pia muestral).Al analizar estos histogramas observamos que el tipo de distribui�on es pareido,lo que es una muestra de autoa�nidad estad��stia, ya que en un proeso autoaf��nla distribui�on de los inrementos orrespondientes a periodos de distinta durai�ondebe mantenerse.Esta muestra de autoa�nidad estad��stia hae que nos movamos dentro del marode los proesos autoa�nes a la hora de proponer alternativas al movimiento brow-niano, que, omo veremos en la siguiente sei�on, no es ompatible on la dimensi�ondel grafo de la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35.Antes de estudiar la dimensi�on del grafo de la serie de ierres diarios del ��ndie



5.2. DIMENSI �ON EN EL IBEX35 153Ibex35, queremos omentar que en el an�alisis de la existenia de autoa�nidad es-tad��stia hemos onsiderado las series de inrementos de los ierres semanales ymensuales on los valores orrespondientes a semanas y meses reales teniendo enuenta los d��as en los que no ha habido atividad, por lo que para manejar las dis-tintas series temporales ha sido neesario obtener previamente estos datos, obteni�onque no s�olo es bastante laboriosa uando, omo ha sido nuestro aso, tenemos lasfehas reales de estos ierres, sino que no es posible uando s�olo tenemos la serietemporal de ierres diarios.Por este motivo se suele onsiderar una �unia serie temporal, la serie de ierresdiarios, que se divide en distintos periodos sin tener en uenta los d��as en los que noha habido atividad, on lo que, por ejemplo, ada semana orresponde siempre aino ierres, independientemente del d��a al que orrespondan los datos, lo que nosupone una gran diferenia, sobre todo uando hay un gran n�umero de datos (�gura5.4).
Figura 5.4: Histogramas de freuenias relativas orrespondientes a los inrementoslogar��tmios de la serie de ierres semanales reales y de ino en ino d��as, durantela d�eada de los noventa
5.2 Dimensi�on en el Ibex35En la sei�on anterior hemos visto que el grafo de la serie de ierres diarios del��ndie Ibex35 (durante la d�eada de los 90) presenta autoa�nidad estad��stia y queesto hae que tenga sentido estudiar su dimensi�on de reuento por ajas.En esta sei�on vamos a ver que el valor de la dimensi�on de reuento por ajas



154 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35de este grafo, que se obtiene al estudiar el omportamiento frente a Æ del n�umero deajas de lado Æ que apareen omo no va��as en un reubrimiento por una Æ-malla,no es ompatible on la hip�otesis de que la serie bajo an�alisis sigue un movimientobrowniano.En el ap��tulo anterior vimos que el n�umero de ajas de lado Æ que apareenomo no va��as en un reubrimiento por una Æ-malla se puede alular diretamente(algoritmo 4.1) o mediante la estimai�on del n�umero de ajas de lado Æ que seneesita para reubrir su grafo en ada intervalo de longitud Æ omo el oienteentre el rango de la funi�on en este intervalo y Æ (algoritmo 4.2).En ambos asos, se onsidera la serie formada por los pares (d��a, ierre) y sealula el n�umero de ajas de lado Æ neesarios para reubrir el grafo teniendo enuenta que la proposii�on 2.17 nos garantiza que podemos tomar los valores de Æorrespondientes a una suesi�on de la forma Æk = C2k .En nuestro aso tomamos omo C el n�umero de d��as que abara nuestro estudio,C = 3649, y para una primera aproximai�on onsideramos que los valores de Æ van air desde un primer valor Æ1 = C2 , que orresponde a periodos de ino a~nos, hasta unvalor Æ9 = C29 , que orresponde a periodos de aproximadamente una semana (tabla5.1).k 1 2 3 4 5 6 7 8 9Æ 1824.5 912.25 456.12 228.06 114.03 57.02 28.51 14.25 7.13N(Æ) 9 21 49 129 315 687 1252 1817 2240R[Æ℄Æ 6 16 41 112 292 748 1958 4905 11256Tabla 5.1: N�umero de ajas de lado Æ
Figura 5.5: Logaritmo del n�umero de ajas de lado Æ frente a k



5.2. DIMENSI �ON EN EL IBEX35 155La dimensi�on de reuento por ajas se obtiene omo la pendiente de la reta deregresi�on de los pares �log Æ�1; logNÆ�para los valores de Æ orrespondientes a este rango de esalas, por lo que para versi el rango de esalas elegido es adeuado representamos estos pares junto a la retade regresi�on de los primeros valores en la �gura 5.5 (�gura donde hemos sustituidolog Æ�1k por k pues ambos son proporionales).En esta �gura observamos que los valores del logaritmo del n�umero de ajas delado Æ se distribuyen a lo largo de una reta y omienzan a desviarse de ella enlos �ultimos valores (trazo ontinuo), desviai�on que no se produe on los valoresorrespondientes a la estimai�on a trav�es del rango (trazo disontinuo).En el primer aso la desviai�on era de esperar ya que, omo vimos en el ap��tuloanterior, uando el valor de Æ se va aproximando a la unidad de medida el n�umero deajas no va��as se mantiene pr�oximo al n�umero de datos, que es el n�umero m�aximode ajas no va��as que podemos obtener.Por este motivo para el n�umero de ajas no va��as alulado diretamente vamosa onsiderar omo valor m��nimo de Æ el orrespondiente a un valor m�aximo de k = 6.
Figura 5.6: Ajuste de la dimensi�on obtenida para un valor m��nimo k = 1 y valoresm�aximos k = 4; 5; 6Como vimos en el ap��tulo anterior, si onsideramos distintos valores m��nimos ym�aximos para k, tabla 5.2, los valores de la dimensi�on obtenidos, son ada uno deellos adeuados al orrespondiente rango de esalas (�gura 5.6) y para hablar de unvalor global de la dimensi�on tenemos que admitir un ierto margen de error.De esta forma, para asignar a la serie una dimensi�on adeuada al rango de esalasen el que nos movemos, onsideramos los valores de la dimensi�on que apareen al



156 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35C�alulo direto de N(Æ) Estimai�on de N(Æ)km�ax 3 4 5 6 3 4 5 6km��n = 1 1.2224 1.2746 1.2877 1.2682 1.3766 1.3893 1.3899 1.3852km��n = 2 1.3094 1.3117 1.2748 1.3840 1.3876 1.3820km��n = 3 1.3422 1.2716 1.4062 1.3884km��n = 4 1.2065 1.3678Media 1.2769 1.3857Desv. Media 0.0287 0.0066Tabla 5.2: Distintas dimensiones obtenidas en el rango de esalas omprendido entrek = 1 y k = 6tomar los distintos valores m��nimos y m�aximos de k uyo �alulo omprenda unm��nimo de tres puntos, tomamos omo dimensi�on su valor medio y omo error ladesviai�on absoluta media d = 1:2769� 0:0287:De forma an�aloga al aso anterior y onsiderando el mismo rango de esalas,orrespondiente a un valor m�aximo de k = 6, para el n�umero de ajas no va��asestimado a trav�es del rango se obtiene omo dimensi�ond = 1:3857� 0:0066:Si dentro del rango de esalas ompleto onsideramos valores reientes para elm�aximo valor de k y proedemos de forma an�aloga obtenemos distintos valores dela dimensi�on.
Figura 5.7: Dimensiones en el rango de esalas ompleto



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 157Como al representar los valores orrespondientes al n�umero de ajas aluladodiretamente frente al n�umero de ajas estimado, �gura 5.7 izquierda, se observa quelos valores obtenidos mediante la estimai�on a trav�es del rango se mantienen estableshasta que el m�aximo del rango de esalas se aera al �nal (trazo ontinuo) y que estono suede on los que se obtienen mediante el �alulo direto (trazo disontinuo),para obtener un valor de la dimensi�on v�alido en todo el rango de esalas tomamosomo dimensi�on el valor orrespondiente al n�umero de ajas obtenidos mediante laestimai�on, donde adem�as los m�argenes de error se mantienen estables (�gura 5.7dereha), d = 1:3663� 0:0202:Este valor de la dimensi�on, al igual que el resto de valores obtenidos, es inferioral orrespondiente al grafo de un movimiento browniano.En las siguientes seiones vamos a ver que esta diferenia puede deberse a dosausas: la no normalidad de la distribui�on de los inrementos de la serie y sudependenia.5.3 Dependenia en el Ibex35En esta sei�on vamos a ver que en la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35durante la d�eada de los noventa, hay dependenia entre las distintas observaionesdel proeso y que esta dependenia no asa on el modelo de movimiento browniano,pero s�� lo hae on una generalizai�on suya: el movimiento browniano fraionario,donde la distribui�on de los inrementos tambi�en es la distribui�on normal pero losinrementos del proeso no tienen que ser independientes.Para estudiar la dependenia en la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35durante la d�eada de los noventa obtenemos los primeros ien valores de la funi�onde autoorrelai�on emp��ria, �(k), que, aunque son peque~nos, entendemos son signi-�ativamente distintos de ero, ya que, partiendo de un primer valor �(1) = 0:091,para retardos de todos los �ordenes apareen valores superiores a su mitad en m�odulo,�gura 5.8-a.
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Figura 5.8: Autoorrelaiones emp��rias de los inrementos logar��tmios de los ie-rres diarios del Ibex35 durante la d�eada de los noventaEstos valores de la funi�on de autoorrelai�on emp��ria pareen indiar que ladependenia de esta serie no llega a desapareer, m�as a�un uando se observa que lasuma de sus valores absolutos, aunque lentamente, diverge, �gura 5.8-b.Esta presenia de dependenia en la serie de ierres diarios del Ibex35 durantela d�eada de los noventa no es ompatible on el movimiento browniano l�asio y sion el movimiento browniano fraionario que veremos a ontinuai�on.5.3.1 Movimiento browniano fraionarioEl movimiento browniano fraionario es la generalizai�on del movimiento brow-niano, al que a partir de ahora ali�aremos omo l�asio, obtenida uando man-tenemos la normalidad de los inrementos y suprimimos su independenia.Aunque en el movimiento browniano fraionario la distribui�on de los inre-mentos tambi�en es la distribui�on normal, la varianza en vez de ser proporionalal inremento temporal, h, lo es a una potenia suya, h2H , donde el exponente H,0 < H < 1, reibe el nombre de ��ndie del proeso y uando toma el valor 12 haeque el proeso oinida on el movimiento browniano l�asio, �unio aso donde losinrementos van a ser independientes.As��, para de�nir el movimiento browniano fraionario suprimimos la indepen-denia de los inrementos del proeso e imponemos que su distribui�on sea normalon media ero y varianza proporional a h2H , donde h es el inremento temporal.



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 159De�nii�on 5.1Unmovimiento browniano fraionario de��ndie H, 0 < H < 1, es un proesoesto�astio fBHt gt�0, que notaremos f bBtgt�0, veri�ando:1. El proeso omienza en el origen asi seguro.2. 8t � 0; 8h � 0 bBt+h � bBt � N (0; �2h2H).Diremos que es un movimiento browniano fraionario est�andar si � = 1. |La distribui�on de los inrementos del proeso, bBt+h � bBt, al igual que en elmovimiento browniano l�asio, no depende de t y s�olo depende del inremento tem-poral h, on lo que los inrementos del proeso son estaionarios y, al omenzar elproeso en el origen, se tiene:bBt � N (0; �2h2H); 8t � 0:En la siguiente proposii�on vamos a ver que, al igual que en el movimiento brow-niano l�asio, los aminos muestrales de este proeso son ontinuos (on probabilidaduno), motivo por el ual en la de�nii�on de movimiento browniano fraionario sesuele inluir que sus aminos muestrales son ontinuos on probabilidad uno:Proposii�on 5.1 Sea f bBtgt�0 un movimiento browniano fraionario.El proeso tiene una versi�on uyos aminos muestrales son ontinuos (on pro-babilidad uno).Demostrai�onSi onsideramos un entero positivo k tal que 0 < 12k < H, omo bBt+h � bBt sigueuna distribui�on N (0; �2h2H), se tieneE[( bBt+h � bBt)2k℄ = (2k)!2kk! �2kh2Hk;y, an�alogamente al movimiento browniano l�asio, podemos apliar el test de on-tinuidad de Kolmogorov (teorema 3.5), para � = 2k y � = 2kH � 1, on lo quepodemos garantizar que el proeso tiene una versi�on uyos aminos muestrales sonontinuos (on probabilidad uno). |



160 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35La arater��stia fratal de invarianza de la distribui�on, bajo un ambio adeua-do de esala en el tiempo y en el espaio, hae que podamos inluir al movimientobrowniano fraionario dentro de los proesos autoa�nes, generalizando el resultadoobtenido para el movimiento browniano l�asio.Proposii�on 5.2 Sean f bBtgt�0 un movimiento browniano fraionario de ��ndie Hy a > 0. bBat d== aH bBt:Es deir, el movimiento browniano fraionario es un proeso autoaf��n on expo-nente de autoa�nidad H.Demostrai�onAn�alogamente al movimiento browniano, para ver esto basta ver que a�H bBatveri�a la �ultima de las propiedades de la de�nii�on, para lo que, a su vez, basta verque oiniden su media y varianza:� E[a�HBat℄ = a�HE[Bat℄ = 0� E[(a�HBat)2℄ = E[a�2HB2at℄ = a�2HE[B2at℄ = a�2H�2(at)2H = �2t2H |Por ser un proeso autoaf��n on exponente de autoa�nidadH, 0 < H < 1, y tenervarianza �nita, E[ bB21 ℄ = �2 < +1, las ovarianzas entre los distintos instantes delproeso est�an determinadas por su exponente de autoa�nidad y oiniden on las deualquier otro proeso autoaf��n on varianza �nita y exponente de autoa�nidad H,on lo que todo proeso autoaf��n gaussiano tiene que ser un movimiento brownianofraionario.Adem�as, omo las distribuiones �nito dimensionales de un proeso gaussianoest�an determinadas por su media y sus ovarianzas, ualquier proeso gaussiano onmedia ero y ovarianzas omo las de un movimiento browniano fraionario tieneque ser un movimiento browniano fraionario, por lo que a vees se de�nen losmovimientos brownianos fraionarios a trav�es de estas ovarianzas.Corolario 5.3 Sea f bBtgt�0 un movimiento browniano fraionario de ��ndie H.Cov( bBs; bBt) = 12(s2H + t2H � js� tj2H)�2:



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 161Demostrai�onAn�alogamente al movimiento browniano, las ovarianzas del proeso se obtienendiretamente del orolario 3.9 al teorema 3.7. |Estas ovarianzas nos van a permitir analizar la dependenia, o independenia, delos inrementos del proeso, para lo que vamos a onsider dos intervalos onseutivos,[0; t℄ y [t; t + h℄, junto on los orrespondientes inrementos, bBt � bB0, bBt+h � bBt.Proposii�on 5.4 Sea f bBtgt�0 un movimiento browniano fraionario de ��ndie H.Cov[( bBt � bB0); ( bBt+h � bBt)℄ = 12 �(t+ h)2H � t2H � h2H��2:Demostrai�onSi esribimosCov[( bBt � bB0); ( bBt+h � bBt)℄ = E[( bBt � bB0) ( bBt+h � bBt)℄;al desarrollar el produto esta expresi�on quedaCov[ bBt; bBt+h℄� Cov[ bBt; bBt℄� Cov[ bB0; bBt+h℄ + Cov[ bB0; bBt + h℄y s�olo queda sustituir las ovarianzas por el valor que nos da el orolario 5.3. |Estas ovarianzas s�olo valen ero uando H es igual a 12 , por lo que el movimientobrowniano l�asio es el �unio movimiento browniano fraionario donde los inre-mentos son independientes.En el resto de los asos, los inrementos son dependientes y el tipo de depen-denia que presentan se puede lasi�ar dependiendo del signo de estas ovarianzasen persistenia uando son positivas, H > 12 , y en anti-persistenia uando sonnegativas, H < 12 .Para poner de mani�esto esta dependenia, en ontraposii�on a un aminoaleatorio donde los inrementos son independientes, a vees hablaremos de aminoaleatorio sesgado.En un movimiento browniano fraionario persistente, 12 < H < 1, losinrementos orrespondientes a los intervalos [0; t℄ y [t; t+h℄ tienden a ser del mismo



162 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35signo, on lo que si bBt ha reido en el intervalo [0; t℄ tiende a aumentar en el intervalo[t; t+ h℄, o a disminuir si ha dereido en el otro.En un movimiento browniano fraionario anti-persistente, 0 < H < 12 ,los inrementos orrespondientes a los intervalos [0; t℄ y [t; t + h℄ tienden a ser dedistinto signo y si bBt ha reido en el intervalo [0; t℄ tiende a disminuir en el intervalo[t; t+ h℄, o a aumentar si ha dereido en el otro.Para ver on m�as detalle este tipo de dependenia, vamos a onsiderar los inre-mentos orrespondientes a intervalos de longitud entera, fb"ngn�0,b"n = bBn+1 � bBn; n � 0;inrementos que omo en el �unio aso donde son independientes, movimiento brow-niano l�asio, forman un ruido blano, en el resto de los asos reiben nombres delmismo tipo, ruido negro (del ingl�es \blak noise") en el movimiento brownianopersistente y ruido rosa (del ingl�es \pink noise") en el antipersistente.La funi�on de autoorrelai�on de los inrementos b"n y b"n+k se puede obtenerf�ailmente esribiendo la ovarianza an�alogamente al aso anterior y es�(k) = Cov(b"n; b"n+k)Db"n = 12 �(k + 1)2H + (k � 1)2H � 2k2H� ;que uando k tiende a in�nito se omporta omo�(k) � H(2H � 1)k�2(1�H) (k! +1):De esta forma, al ser 1�H > 0, la funi�on de autoorrelai�on deree hiperb�o-liamente uando k tiende a in�nito y la dependenia no llega a desapareer, salvoen los ruidos blanos, donde los inrementos son independientes.A este respeto, uando en un proeso la dependenia se mantiene de forma que1Xk=0 j�(k)j = +1;nos enontramos on un tipo de dependenia que reibe el nombre de dependeniade largo reorrido (del ingl�es \long-range dependene"), y que, al sumar la serie,aparee en los ruidos negros (movimiento browniano persistente), uya orrelai�on es



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 163positiva, pero no en los ruidos rosas (movimiento browniano antipersistente), dondela orrelai�on es negativa.Este es el tipo de dependenia que presentaba la serie de ierres diarios delIbex35 durante la d�eada de los noventa, por tanto, aunque no es ompatible onel movimiento browniano l�asio, si lo es on el movimiento browniano fraionariopersistente.Para ver si la dimensi�on del grafo de la serie es ompatible on este proeso,vamos a determinar esta dimensi�on utilizando el mismo proedimiento que en elmovimiento browniano l�asio 2.Proposii�on 5.5 Sea f bBtgt�0 un movimiento browniano fraionario de ��ndie H.El grafo en el intervalo [0; 1℄, f(t; bBt)=t 2 [0; 1℄g, on probabilidad uno, tienedimensi�on de reuento por ajasd = 2�H (1 < d < 2):Demostrai�on (�alulo)Para determinar la dimensi�on de reuento por ajas de este grafo, al igual queen el movimiento browniano l�asio, vamos a alular el n�umero de uadrados deuna Æ-malla que intersean al grafo sobre el intervalo [0; 1℄, estimando el rango de lafuni�on en un intervalo de longitud Æ omo el valor esperado del inremento absolutode bBt en este intervalo.Como los inrementos del proeso son estaionarios y el proeso omienza enel origen, este valor es igual al valor esperado del inremento absoluto de bBt en elintervalo [0; Æ℄, E[j bBÆj℄, on lo que el rango de la funi�on en un intervalo de longitudÆ no depende del intervalo onsiderado y podemos esribirlo omo Rf [Æ℄ onRf [Æ℄ � E[j bBÆj℄:As��, omo el n�umero de uadrados de la Æ-malla que intersean al grafo sobre unintervalo de longitud Æ se puede estimar dividiendo por Æ el rango de la funi�on en2Una demostrai�on formal de este resultado, donde adem�as se ve que la dimensi�on de reuentopor ajas oinide on la dimensi�on de Hausdor�, se puede enontrar en Faloner [29℄ pp. 246-247.



164 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35el intervalo y en el intervalo [0; 1℄ hay 1Æ subintervalos de longitud Æ, se tieneNÆ[0; 1℄ = 1ÆNÆ[iÆ; (1 + i)Æ℄ � 1Æ Rf [Æ℄Æ = Æ�2Rf [Æ℄:Por �ultimo, para determinar el omportamiento on respeto a Æ de este rangoutilizamos que el proeso es autoaf��n on exponente de autoa�nidad H,E[j bBÆj℄ = E[jÆHB1j℄ = ÆHE[j bB1j℄; on E[j bB1j℄ < +1;on lo que se tiene Rf [Æ℄ / ÆH :En resumen, se tiene:NÆ = NÆ[0; 1℄ � Æ�2Rf [Æ℄ � Æ�2E[j bBÆj℄ / Æ�2ÆH = ÆH�2;on lo que la dimensi�on de reuento por ajas es:d = limÆ!0 log(NÆ)� log(Æ) = 2�H: |En la siguiente sei�on vamos a on�rmar la ompatibilidad del movimientobrowniano fraionario utilizando una de las t�enias propuestas por Mandelbrotpara el estudio de series temporales dentro de los proesos autoa�nes: el an�alisisR/S.5.3.2 An�alisis R/SEl an�alisis R/S (del ingl�es \resaled range analysis") es una de las herramientasfundamentales dentro de los proesos autoa�nes, para estudiar series temporales depreios on un gran n�umero de datos y se basa en la relai�on que existe entre elrango ajustado estandarizado y el n�umero de datos utilizado para su �alulo.Si onsideramos un proeso fxkgk�1 on inrementos fykgk�1,xk = kXi=1 yi;para ada n, el inremento medio de fx1; x2; :::; xng, es la media de los inrementos,y = 1n nXi=1 yi;



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 165y el rango ajustado es la diferenia entre la m�axima y la m��nima desviai�on de losvalores del proeso, xk, respeto al inremento medio aumulado orrespondiente ak periodos, ky,Rn = m�axfz1; :::; zng �m��nfz1; :::; zng; on zk = xk � ky = kXi=1 (yi � y):El rango ajustado se estandariza dividi�endolo por la desviai�on t��pia de losinrementos, S2n = 1n nXi=1 (yi � y)2;obteniendo el rango ajustado estandarizado(R=S)n = RnSn :En el movimiento browniano, para valores grandes de n, el valor de (R=S)n esproporional a n 12 , que orresponde a una relai�on m�as general en la que el valor de(R=S)n aumenta on n seg�un la ley(R=S)n � nJ ( onstante );donde J reibe el nombre de exponente de Hurst 3 y la relai�on se puede esribirtomando logaritmos omo log(R=S)n � log() + J log(n):Si onsideramos una reordenai�on aleatoria de los inrementos de la serie, f eykgk�1,obtenemos un nuevo proeso f exkgk�1,exk = kXi=1 eyi:Cuando los proesos fxkgk�1 y f exkgk�1 son autoa�nes, el exponente de Hurst,J , est�a relaionado on el exponente de autoa�nidad del proeso, H, y el exponente3La distini�on entre el exponente de autoa�nidad del proeso y el exponente de Hurst es reiente,Mandelbrot [53℄ pp. 161-165, y hasta hae poo se denotaba por H



166 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35de autoa�nidad del nuevo proeso, L, que reibe el nombre de exponente de au-toa�nidad latente y que, en general, no tienen por que oinidir on el exponente deautoa�nidad del proeso original:J = H � L+ 12 :Al igual que en el movimiento browniano, en un proeso on inrementos inde-pendientes el exponente de Hurst es J = 12 , ya que los exponentes de autoa�nidadH y L oiniden 4, pero esto no es ierto en general, ya que en el movimiento brow-niano fraionario el exponente de Hurst oinide on el exponente de autoa�nidaddel proeso 5, y �este puede ser distinto de 12 .Esto hae que si en una serie el exponente de Hurst es distinto de 12 se digaque la serie presenta R/S-dependenia y que se suponga que la dependenia quemuestra su an�alisis sea la misma que la que aparee en el movimiento brownianofraionario 6.Para el �alulo emp��rio del valor del exponente de Hurst onsideramos una serietemporal fx1; x2; :::; xNgy para ada n tomamos omo valor de (R=S)n la media de los valores del rangoajustado y estandarizado de ada una de las subseries obtenidas al dividir la serieen m series de longitud n, on mn � N ,fx1; :::; xng; fxn+1; :::; x2ng; :::; fx(m�1)n+1; :::; xmng;para lo que, eventualmente, se despreian los �ultimos datos.Como estamos interesados en el omportamiento de (R=S)n para valores grandesde n, onsideramos un valor m��nimo para el n�umero de datos de ada subserie, nm��n.4Este resultado, junto on los anteriores, se pueden ver en Mandelbrot [53℄, pp 155-171.5Feder [34℄ pp. 178-180.6En Lo [44℄ se disute este tema en profundidad y se propone una modi�ai�on del an�alisis R/Spara el estudio de la dependenia.



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 167Por otra parte, a la hora de alular la media tambi�en debemos de tener unn�umero su�iente de subseries, para lo que �jamos un valor m��nimo de divisiones,km��n, o, equivalentemente, un valor m�aximo para n, nm�ax.Para obtener el exponente de Hurst de la serie, J , alulamos los valores de(R=S)n para los valores de n omprendidos entre nm��n y nm�ax, los ajustamos a laeuai�on log(R=S)n = log() + J log(n)mediante la reta que aproxima, en el sentido de los m��nimos uadrados, a los puntos(log n; log (R=S)n) nm��n � n � nm�axy tomamos omo exponente de Hurst de la serie la pendiente de esta reta.El proedimiento ompleto para el �alulo del exponente de Hurst se puede veren el algoritmo 5.1, donde el �alulo de los valores de (R=S)n para ada una de lassubseries lo hemos separado en el algoritmo 5.2.Algoritmo 5.1ENTRADAS:� Lista on la serie temporal: l = fx1; :::; xNg� N�umero m��nimo de datos en ada subserie: nm��n� N�umero m�aximo de datos en ada subserie: nm�axPASOS:Desde n = nm��nSea m = parte entera NnSean L1 = fx1; :::; xng; :::; Lm = fx(m�1)n+1; :::; xmng:Desde j = 1Sea (R=S)jn el rango ajustado estandarizado de LjHasta j = mSea (R=S)n = 1m mPj=1(R=S)jnHasta n = nm�axSALIDA:� Pendiente reta m��nimos uadrados (log n; log (R=S)n) nm��n � n � nm�ax. |



168 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35Algoritmo 5.2ENTRADAS:� Lista Lj = fx1; :::; xngPASOS:Sea x0 = 0C�alulo de los inrementos yi = xi � xi�1; i = 1; :::; nC�alulo de la media de los inrementos y = 1n nPi=1 yiC�alulo de la desviai�on t��pia de los inrementos S2n = 1n nPi=1(yi � y)2C�alulo de las desviaiones de la media aumuladas k = 1; :::; nzk = kXi=1 (yi � y)C�alulo del rango ajustado Rn = m�axfz1; :::; zng �m��nfz1; :::; zngSALIDA:� Rango ajustado y estandarizado de Lj, (R=S)jn = RnSn |Como en el algoritmo 5.1 se toman todos los valores de n omprendidos entrenm��n y nm�ax, y estos valores no tienen por que ser divisores del n�umero de datos, losdatos despreiados para ada valor de n son distintos.Esto hae que en vez de utilizar todos los valores de n, sea mejor busar unvalor N 0, on N 0 � N , que admitiendo al menos km��n divisiones on nm��n datos enada una de ellas, al onsiderar s�olo estas divisiones, los datos que despreiamossean siempre los mismos (bien los �ultimos N �N 0 datos o bien los primeros N �N 0datos) 7.En el aso partiular de la serie Ibex35 8, �jamos el n�umero m��nimo de datos queaparee en ada subserie onsiderando omo agrupamiento m��nimo la semana, que7Este es el proedimiento que hemos implementado en el entorno de �alulo MATHEMATICA3.0. para el �alulo emp��rio del exponente de Hurst (sei�on A.3 del ap�endie).8Los resultados que apareen son un extrato de la apliai�on al ��ndie Ibex35 del an�alisis R/S,que realizamos junto a J. Busto y L. Delgado en Busto, Delgado, y Mu~noz [12℄.



5.3. DEPENDENCIA EN EL IBEX35 169orresponde a un n�umero m��nimo de ino datos, y, a la hora de alular la media,imponemos que debemos tener al menos diez subseries, lo que, al tener 2.495 datos,equivale a onsiderar un agrupamiento m�aximo de 249 datos, que es el agrupamientoque orresponde aproximadamente a un a~no.Una vez �jados estos valores, una primera opi�on ser��a onsiderar s�olo los valoresde n que sean divisores enteros del n�umero de datos. Sin embargo, para poder estu-diar el omportamiento de (R=S)n, en nuestro aso no es posible obtener un n�umerosu�iente de divisores y, para que se puedan utilizar 14 valores de n, despreiamoslos �ultimos 11 datos de la serie (0.44% del total de datos).n 6 9 12 18 23 27 36(R=S)n 2.23348 2.91869 3.58578 4.52867 5.2735 5.67293 6.63608n 46 54 69 92 108 138 207(R=S)n 7.92991 8.84838 10.1669 11.8877 13.1773 16.466 19.1048Tabla 5.3: Valores del rango ajustado y estandarizado orrespondientes a los 2484primeros datos de la serie de inrementos logar��tmios del Ibex35Una vez alulados los orrespondientes valores (R=S)n, tabla 5.3, los logaritmosde los valores (R=S)n se representan gr�a�amente frente a los logaritmos de n juntoa la reta de regresi�on (�gura 5.9).
Figura 5.9: Logaritmos de los valores \(R=S)n" frente a los logaritmos de n y retade regresi�on(tabla 5.3)Los valores del exponente de Hurst orrespondientes a un n�umero reiente depuntos, que osilan entre un valor m�aximo \H"=0.68 y un valor m��nimo \H"=0.61,



170 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35son ompatibles on el movimiento browniano fraionario y en todos los asos sonsuperiores al valor 0.5 que orresponder��a al movimiento browniano l�asio.
5.4 No normalidad en el Ibex35Como en un proeso autoaf��n las ovarianzas entre los distintos instantes del pro-eso s�olo tienen sentido uando la varianza es �nita y �estas �uniamente dependen delexponente de autoa�nidad del proeso, el movimiento browniano fraionario abaratodos los asos posibles de estas ovarianzas y podemos desribir la dependenia dela serie tom�andolo omo modelo.Sin embargo, la dependenia entre las distintas observaiones de la serie no es la�unia raz�on por la que el movimiento browniano l�asio no es adeuado para des-ribir la evolui�on de la serie de ierres diarios del ��ndie Ibex35 durante la d�eadade los noventa, ya que en la distribui�on emp��ria de los inrementos logar��tmiosde esta serie (diarios, semanales y mensuales), apareen diferenias on la distribu-i�on normal, que es la distribui�on que siguen los inrementos de un movimientobrowniano l�asio.Como estas diferenias tampoo se pueden expliar mediante el movimientobrowniano fraionario, pues sus inrementos tambi�en siguen una distribui�on nor-mal, ni el movimiento browniano fraionario es la �unia generalizai�on del movimien-to browniano l�asio uyo grafo tiene una dimensi�on ompatible on la dimensi�onque hemos obtenido para el grafo de la serie, vamos a onsiderar un proeso au-toaf��n on inrementos independientes esenialmente distinto al movimiento brow-niano l�asio: el movimiento L-estable o proeso estable de Pareto-L�evy; que esun proeso autoaf��n donde las distribuiones que siguen los inrementos son unageneralizai�on de la normal y reiben el nombre de distribuiones estables.Las diferenias de la distribui�on emp��ria de los inrementos logaritmos de laserie (diarios, semanales y mensuales) on la distribui�on que orresponder��a a unanormal apareen uando alulamos los prinipales estad��stios desriptivos de las



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 171Cierres diarios Cierres semanales Cierres mensualesN�umero de datos 2495 491 119M�aximo 0.066950 0.135849 0.149711M��nimo -0.073367 -0.116311 -0.238774Media 0.000568 0.002849 0.011445Desviai�on t��pia 0.012612 0.0278155 0.062724Asimetr��a -0.252056 -0.102856 -0.455025Curtosis 3.314135 2.127370 1.13757Tabla 5.4: Prinipales estad��stios desriptivos de las series de inrementos logar��t-mios de los ierres diarios, semanales y mensuales del Ibex35 durante la d�eada delos noventadistintas series 9, tabla 5.4, y representamos los histogramas de freuenias relati-vas obtenidos en la primera sei�on frente a una normal on la media y varianzaorrespondiente a ada aso.As��, al analizar la representai�on orrespondiente a los inrementos logar��tmiosde los ierres diarios (�gura 5.10 izquierda) y sus estad��stios desriptivos se observaque:� Hay un fuerte nivel de apuntamiento on una urtosis muestral, bkn = 3:314135,maradamente positiva (distribui�on emp��ria lepto�urtia).� La distribui�on est�a ligeramente sesgada a la izquierda, pues su oe�iente deasimetr��a muestral, b�n = �0:252056, es negativo pero peque~no.9Para una serie fhngn�1 estos estad��stios son:� media muestral � = bhn = 1n nPi=1 hi,� varianza muestral �2 = 1n nPi=1(hi � hn)2,� urtosis muestral, bkn = bm4bm22 � 3,� oe�iente de asimetr��a muestral, b�n = pnbm3pbm32 ,donde bmk = 1n nPi=1(hi � hn)k es el momento absoluto muestral de orden k.
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Figura 5.10: Distribui�on emp��ria de los inrementos logar��tmios de los ierresdiarios, semanales y mensuales del Ibex35 durante la d�eada de los noventa delIbex35 frente los orrespondientes a una normal� Las olas de la distribui�on emp��ria son sensiblemente mayores que las o-rrespondientes a la normal.Estas disrepanias se repiten en la serie orrespondiente a los ierres semanales(�gura 5.10 entro): gran parte de la distribui�on se vuelve a agrupar en torno ala media y el valor de la urtosis muestral, aunque es menor que el orrespondientea la serie de inrementos diarios, tambi�en es maradamente positivo, on lo que ladistribui�on emp��ria sigue siendo lepto�urtia.Adem�as, esta distribui�on tambi�en est�a sesgada a la izquierda, aunque en esteaso el valor del oe�iente de asimetr��a muestral es todav��a m�as peque~no que enla serie de inrementos diarios y, por �ultimo, las olas de la distribui�on emp��riatambi�en son sensiblemente mayores que las orrespondientes a la normal.Considerando los ierres mensuales se pueden observar los mismos fen�omenos,salvo que la distribui�on est�a m�as sesgada a la izquierda que en los asos anterioresy en la ola dereha no apareen valores m�as all�a de la terera desviai�on t��pia(�gura 5.10 dereha).



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 173Para analizar el dereimiento de las olas de la distribui�on emp��ria vamos aomparar los valores que apareen al aumentar k en los intervalos (�1; �� k�=ud)y (�+ k�=ud;+1), olas aumuladas izquierda y dereha respetivamente, on losvalores de una normal.En este an�alisis s�olo vamos a onsiderar las olas aumuladas orrespondientes alos ierres semanales y diarios, onsiderando on ierta preveni�on el orrespondien-te a los ierres semanales, ya que uando onsideramos ierres orrespondientes aperiodos grandes, al no haber datos entre alguno de los puntos de �alulo, empiezaa notarse la esasez de datos en los valores de las olas emp��rias.En ambos asos vamos a omparar las olas aumuladas on las olas orres-pondientes a una normal on la misma media y varianza �jando omo unidades unuarto de la desviai�on t��pia muestral (�gura 5.11).

Figura 5.11: Distribui�on emp��ria de las olas aumuladas de los inrementos loga-r��tmios de los ierres diarios y semanales del Ibex35 durante la d�eada de los noventafrente los orrespondientes a una normal (trazo disontinuo)En las olas de la izquierda orrespondientes a los ierres diarios, podemos ob-servar que en la primera desviai�on t��pia la ola emp��ria es menor que la ola dela normal (12.42% y 15.86% de los datos respetivamente) y se mantiene por debajohasta que nos enontramos entre 1.75 y 2 vees la desviai�on t��pia, donde la olaemp��ria es mayor que la de la normal (2.52% y 2.27% de los datos respetivamente).



174 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35Desde la segunda desviai�on t��pia hasta que desaparee en la sexta desviai�ont��pia, es la ola emp��ria la que se mantiene por enima de la ola orrespondientea la normal, on diferenias en las desviaiones t��pias terera (0.72% y 0.13% delos datos respetivamente), uarta (0.28% y 0.0032% de los datos respetivamente),y quinta (0.12% y 0.000029% de los datos respetivamente), que orresponden ala aparii�on de un n�umero de datos en las olas emp��rias superior al que ser��a deesperar (18, 7 y 3 datos respetivamente).El omportamiento de la olas de la dereha es similar y la ola emp��ria omienzaa ser mayor que la ola orrespondiente a la normal aproximadamente a partir de lasegunda desviai�on t��pia, manteni�endose esta diferenia hasta que nos quedamossin datos al llegar a 5.5 vees la desviai�on t��pia.En el aso orrespondiente a los ierres semanales, en la ola izquierda se observael mismo omportamiento. As��, aunque algo m�as pareidas que en los ierres diarios,la ola emp��ria tambi�en es menor que la ola de la normal en la primera desviai�ont��pia (14.05% y 15.86% de los datos respetivamente), manteni�endose tambi�en pordebajo hasta que nos enontramos entre 1.75 y 2 vees la desviai�on t��pia, desdedonde la ola emp��ria es mayor que la de la normal (2.44% y 2.27% de los datosrespetivamente) hasta que desaparee, en este aso en 4.5 vees la desviai�on t��pia.En las olas de la dereha tambi�en la parte �nal de la ola emp��ria es mayor quela ola orrespondiente a la normal, pero en este aso el n�umero de datos que formanla ola emp��ria es peque~no y disminuye a saltos. As��, la ola emp��ria supera la olaorrespondiente a la normal aproximadamente en 2.5 vees la desviai�on t��pia dondetenemos s�olo tres datos, aproximadamente el 0.60% de la distribui�on, y desapareeen la quinta desviai�on t��pia, ambiando s�olo en la terera y uarta desviaionest��pias y siempre por un �unio dato, que representa el 0.20% de la distribui�on.En todos los asos, las olas emp��rias son mayores que las olas orrespondientesa la distribui�on normal on diferenias que, salvo quiz�as en el �ultimo aso analizado,pareen lo bastante signi�ativas omo para pensar que la distribui�on normal noes el modelo adeuado para nuestra serie y, por tanto, el movimiento brownianotampoo.



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 175Por otra parte, si onsideramos la serie de ierres diarios y la dividimos en distin-tos periodos, sin tener en uenta los d��as en los que no ha habido atividad, podemosanalizar el omportamiento de los prinipales par�ametros de la serie on respeto ala esala temporal sin m�as que aumentar el n�umero de ierres onsiderados en adaperiodo.
Figura 5.12: Media y varianza muestral de las series de inrementos logar��tmiosorrespondientes a ierres on distintos periodos frente al n�umero de d��as que formanada uno de los periodosEn partiular, si representamos la media de las distintas series que se obtienenal onsiderar periodos ada vez mayores frente al n�umero de d��as que forman adaperiodo, se observa que estas medias muestran una tendenia lineal, agrup�andose entorno a una reta de la que, salvo en la parte �nal, no se desv��an demasiado (�gura5.12).Como la pendiente de la reta de regresi�on obtenida onsiderando los primerosinuenta periodos, 0.000608, es pareida a la media de la serie original, 0.000568,este omportamiento paree indiar que ser��a posible representar la serie omo lasuma de una tendenia y un proeso on media ero.Sin embargo, el omportamiento de la varianza es err�atio, lo que no sueder��asi este proeso fuese un movimiento browniano, ya que, en este aso, la varianzadeber��a ser proporional al inremento temporal, movimiento browniano l�asio, oa una potenia suya, movimiento browniano fraionario (�gura 5.12).Estos fen�omenos pueden expliarse admitiendo omo distribui�on de los inre-mentos logar��tmios una distribui�on estable distinta a la normal, ya que, omoveremos a ontinuai�on, las distribuiones estables no normales tienen varianza in-



176 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35�nita, no tienen por que ser sim�etrias, su distribui�on se agrupa en torno a la mediay las olas son mayores que las orrespondientes a la normal.5.4.1 Distribuiones establesPara de�nir las distribuiones estables vamos a onsiderar que no inluyen entreellas a las variables aleatorias degeneradas 10 y las vamos a araterizar por el hehode que la suma ponderada de dos variables aleatorias estables e independientes es,salvo entrado y esala, una variable aleatoria estable:De�nii�on 5.2 Sea X una variable aleatoria no degenerada.X es estable, o X tiene una distribui�on estable, si:Para ada dos opias independientes de X, X1 y X2, y ada dos onstantespositivas, a y b, existen onstantes de normalizai�on,  > 0, y entrado, d, tales queaX1 + bX2 d== X + d:Cuando d es igual a ero, diremos que X es estritamente estable. |Adem�as la onstante de normalizai�on veri�a la relai�on subsidiaria 11� = a� + b�para un �unio � 2 (0; 2℄, uyo valor es independiente tanto de a omo de b, y quereibe el nombre de exponente arater��stio de la distribui�on.Este exponente arater��stio va a determinar muhas de sus propiedades, porlo que uando se quiere expliitar el valor de � se die que X es �-estable.En partiular, la distribui�on normal es 2-estable, ya que, si X sigue una dis-tribui�on normal, N (�; �2), y X1, X2 son dos opias independientes de X, se tieneaX1 + bX2 � N ((a+ b)�; (a2 + b2)�2) y X + d � N (d+ �; 2�2);10Una variable aleatoria, X , es no degenerada si est�a onentrada en un punto, es deir,9k 2 R : P (X = k) = 1:11Mandelbrot [47℄



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 177on lo que aX1+bX2 sigue la misma distribui�on que X+d y la onstante de esalaveri�a 2 = a2 + b2.Adem�as, omo la onstante de entrado es d = (a + b)� � �, la distribui�onnormal es estritamente estable si y s�olo si tiene media ero.Por otra parte, el papel que las distribuiones estables tienen en el l��mite de lassumas de variables aleatorias independientes e id�entiamente distribuidas tambi�engeneraliza a la normal, que es el �unio l��mite posible uando la varianza es �nita, yaque, en todos los asos este l��mite tiene que ser una distribui�on estable.Proposii�on 5.6 Sea fXng una suesi�on de variables aleatorias independientes eid�entiamente distribuidas.Si existen onstantes de normalizai�on, n > 0, y entrado, bn, tales que1n (X1 + � � �+Xn � bn) p!X (on X no degenerada),X tiene una distribui�on estable. |En el sentido ontrario de la impliai�on se tiene a�un m�as 12:Proposii�on 5.7 Sea X una variable aleatoria �-estable (no degenerada).Si X1; :::; Xn son opias independientes de X, existen onstantes de normaliza-i�on, n > 0, y entrado, bn, (bn = 0 para X estritamente estable) tales que1n (X1 + � � �+Xn � bn) d==X:Adem�as, las onstantes de normalizai�on veri�ann = n 1� : |A este respeto, se die que la distribui�on de una suesi�on de variables aleato-rias independientes e id�entiamente distribuidas, fXng, pertenee al dominio de12La primera parte de la proposii�on aparee, junto on la de la proposii�on anterior, en Petrov[64℄ pp. 88-89 y la segunda en Feller [37℄ pp. 206-207, donde se toma omo de�nii�on de distribui�onestable la primera parte de la proposii�on.



178 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35atrai�on de la distribui�on de una variable aleatoria X, si existen onstantes denormalizai�on, n > 0, y entrado, bn, tales que1n (X1 + � � �+Xn � bn) d�!Xon lo que los dos �ultimos resultados se pueden enuniarTeorema 5.8Una distribui�on es estable si y s�olo si posee un dominio de atrai�on. |Las distribuiones estables tienen el inonveniente de no tener una expresi�onpara su funi�on de densidad, salvo en asos muy onretos, on lo que es neesariodesribirlas mediante su funi�on arater��stia, uya expresi�on nos la da la siguienteproposii�on 13:Teorema 5.9 Sea X una variable aleatoria no degenerada.X es estable si y s�olo si su funi�on arater��stia admite la representai�on'(t) = exp�i�t�  jtj� �1 + � tjtj!(t; �)�� on !(t; �) = 8<: tg( ��2 ) � 6= 12� ln(jtj) � = 1donde los par�ametros dan lugar a las distintas distribuiones estables, que notaremospor S�;�(�; ), y son:� � 2 (0; 2℄ (exponente arater��stio),� � 2 [�1; 1℄ (par�ametro de asimetr��a),� � 2 (�1;+1) (par�ametro de loalizai�on)�  2 [0;+1) (par�ametro de esala)Adem�as, salvo para � = 1, donde la distribui�on es estritamente estable si ys�olo si � = 0, la distribui�on es estritamente estable si y s�olo si � = 0. |13Petrov [64℄ pp. 90 y Fama [31℄



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 179Como la funi�on arater��stia de una suma de variables aleatorias independien-tes es la suma de las funiones arater��stias de los sumandos, una onseueniainmediata de esta expresi�on es que: la suma de variables aleatorias estables inde-pendientes on el mismo exponente arater��stio tambi�en es una variable aleatoriaestable on el mismo exponente arater��stio.En partiular, si todas las distribuiones tienen los mismos par�ametros de asime-tr��a, loalizai�on y esala, el par�ametro de asimetr��a no ambia y los par�ametros deloalizai�on y esala quedan multipliados por n, on lo que, salvo por loalizai�ony esala, la distribui�on de la suma de variables aleatorias estables independientes eid�entiamente distribuidas tiene la misma distribui�on que ada uno de los suman-dos.Corolario 5.10 Sean X1; :::; Xn variables aleatorias (no degeneradas) �-estables eindependientes, on Xi d==S�;�i(�i; i) 1 � i � n.X1 + � � �+Xn d==S�;b�(b�; b); onb� = �1 + � � �+ �n b = 1 + � � �+ n b� = �11 + � � �+ �nn1 + � � �+ nAdem�as, si �i = �, �i = �, i =  8i = 1; :::; n :X1 + � � �+Xn d==S�;�(n�; n) |Aunque en general las distribuiones estables no tienen una expresi�on para sufuni�on de densidad, para � = 2, donde se toma � = 0, la funi�on arater��stiaresultante '(t) = ei�t�t2orresponde una distribui�on normal on media � y varianza 2, que s�� tiene unaexpresi�on para su funi�on de densidad.Otro aso donde la distribui�on tiene una expresi�on para su funi�on de densidadorresponde a � = 1 y � = 0, donde la funi�on arater��stia que se obtiene,'(t) = ei�t� jtj;



180 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35
Figura 5.13: S2;0(0; 12) = Normal[0; 1℄ vs. S1;0(0; 12) = Cauhy[0; 12 ℄es la de una distribui�on de Cauhy on mediana � y par�ametro de esala .Como en la distribui�on de Cauhy (� = 1), al ontrario que en la distribui�onnormal (� = 2), la esperanza y varianza son in�nitas, ambas distribuiones son losasos l��mite para la �nitud de la esperanza y de la varianza 14:� si � 2 (0; 1℄ la distribui�on tiene media y varianza in�nita,� si � 2 (1; 2) la distribui�on tiene media �nita pero varianza in�nita,� si � = 2 la distribui�on tiene tanto media omo varianza �nita.En todos los asos, el par�ametro de asimetr��a, �, omo su nombre india, deter-mina el grado de asimetr��a de la distribui�on, de forma que la distribui�on s�olo essim�etria para � = 0 (motivo por el que se toma el valor � = 0 en la distribui�onnormal) y para � 6= 0 es tanto m�as asim�etria uanto mayor es el valor absoluto de�, estando sesgada a la dereha para � > 0 y a la izquierda para � < 0.El par�ametro de loalizai�on de la distribui�on, �, es en ierto sentido, la mediade la distribui�on, ya que, uando la media es �nita, � > 1, es realmente esta media.Sin embargo, uando la media es in�nita, 0 < � � 1, � simplemente es unpar�ametro que desribe la loalizai�on de la distribui�on y que en el aso partiularde una distribui�on sim�etria (� = 0) orresponde a la mediana.El par�ametro de esala de la distribui�on, , omo su nombre india, es unpar�ametro �nito que, an�alogamente a la distribui�on de Cauhy, de�ne la esala dela distribui�on y en el �unio aso donde la varianza es �nita, � = 2, orresponde14Una variable aleatoria estable on exponente arater��stio � < 2 tiene momentos absolutosde orden k (k 6= �) si y s�olo si k < � (Feller [37℄ pg. 643).



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 181a la mitad de la varianza, por lo que a vees se esribe  = �22 y se toma � omopar�ametro.El exponente arater��stio de la distribui�on, �, determina el tama~no de lasolas de la distribui�on, olas que en las distribuiones no normales son mayores queen la normal (� = 2) y uyo tama~no aumenta a medida que el valor de � disminuye.De heho, a partir de la distribui�on de Cauhy (� = 1) la ola de la distribui�onaumenta tanto que la esperanza de la distribui�on es in�nita.En onreto, el omportamiento asint�otio de estas olas viene dado por 15:P (X > x) � C1x�� (x!1)P (X < x) � C2jxj�� (x! �1)donde C1 y C2 son onstantes positivas, que pueden ser interpretadas omo par�a-metros de esala de las olas positiva y negativa de la distribui�on.Adem�as ambas onstantes veri�an la relai�on� = C1 � C2C1 + C2 ;on lo que su tama~no relativo determina el valor del oe�iente �, de forma quesi C1 es mayor que C2 la distribui�on es asim�etria a la dereha y si C2 es mayorque C1 la distribui�on es asim�etria a la izquierda, alanz�andose el mayor grado deasimetr��a uando una de las dos se anula.El omportamiento asint�otio de estas olas es similar al que observ�abamos enlas olas de la distribui�on emp��ria de los inrementos logar��tmios de la serie del��ndie Ibex35, por lo que para ajustar el omportamiento te�orio de las olas de ladistribui�on a los datos emp��rios vamos a onsiderar proesos donde las distribu-iones �nito dimensionales son distribuiones estables.Como entre las distribuiones estables est�a la distribui�on normal, estos proesos,que reiben el nombre de proesos estables, inluyen a los proesos gaussianos, enpartiular, a los movimientos brownianos l�asio y fraionario.15Fama [31℄ o Mandelbrot [46℄



182 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35Este �ultimo proeso abara todos los asos posibles de las ovarianzas de un pro-eso autoaf��n, que es el maro en el que nos movemos, por lo que para desribir la de-pendenia de la serie lo tomamos omo �unio modelo y para desribir las difereniason la distribui�on normal onsideramos un proeso estable autoaf��n on inrementosindependientes: el movimiento L-estable o proeso estable de Pareto-L�evy.5.4.2 Movimiento L-estableEn este estudio te�orio, al igual que en los proesos que hemos visto hasta aho-ra, vamos a onsiderar que tenemos un proeso on inrementos estaionarios queomienza en el origen y que es esto�astiamente ontinuo.Si adem�as los inrementos son independientes, el proeso reibe el nombre deproeso de L�evy:De�nii�on 5.3 Sea fXt; t 2 Tg un proeso esto�astio real, de�nido sobre un espa-io de probabilidad ompleto.El proeso es un proeso de L�evy si 16:1. omienza en el origen (on probabilidad uno),2. tiene inrementos estaionarios,3. tiene inrementos independientes,4. es esto�astiamente ontinuo en T . |En tiempo disreto, un proeso de L�evy no es m�as que la suma de variablesaleatorias independientes e igualmente distribuidasXn = (X1 �X0) + (X2 �X1) + � � �+ (Xn �Xn�1);16Como para ver que el proeso es esto�astiamente ontinuo para ada t 2 T , utilizando quelos inrementos son estaionarios, basta ver que es esto�astiamente ontinuo en t = 0 y en unproeso de L�evy existe una versi�on del proeso uyos aminos muestrales son ontinuos a la derehay on l��mites a la izquierda (Shiryaev [68℄ pg. 200-201), a vees se sustituye en la de�nii�onesto�astiamente ontinuo en T por esto�astiamente ontinuo en t = 0 y se inluye en la de�nii�onel heho de que los aminos muestrales son ontinuos a la dereha y tienen l��mites a la izquierda.



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 183por lo que estos proesos son la generalizai�on a tiempo ontinuo de un aminoaleatorio e inluyen, por tanto, al movimiento browniano, el ual se obtiene uandose onsidera que la distribui�on del proeso es una distribui�on gaussiana.En un proeso en tiempo ontinuo se tiene algo pareido para ada inrementoXt �Xs on s < t, ya que si para ada n onsideramos n + 1 puntos equidistantess = t0 < t1 < � � � < tn = t, el inremento se puede desomponer en la suma de ninrementos Xt �Xs = Xtn �Xtn�1 + � � �+Xt1 �Xt0 ;que, a su vez, son independientes y on la misma distribui�on, por lo que la dis-tribui�on de un proeso de L�evy tiene que ser in�nitamente divisible 17.Las distribuiones estables est�an entre las distribuiones in�nitamente divisiblesy el siguiente teorema 18 hae que sean las �unias posibles en los proesos de L�evyque presenta la arater��stia fratal de autoa�nidad estad��stia.Teorema 5.11 Sea fXt; t 2 Tg un proeso de L�evy no trivial.fXtg es H-autoaf��n si y s�olo si fXtg es estritamente �-estable (� : 0 < � � 2).En este aso, H = 1�: |Aunque los proesos de L�evy autoa�nes siempre son estritamente estables y elexponente de autoa�nidad est�a relaionado diretamente on el exponente ara-ter��stio del proeso, los proesos autoa�nes que no son proesos de L�evy no tienenpor que ser proesos estables y, a�un uando lo son, no tiene por que veri�arse estarelai�on, ya que existen proesos estables on el mismo exponente arater��stio, �,y on distintos valores del exponente de autoa�nidad, H, omo se puede ver en losmovimientos brownianos fraionarios, que son proesos autoa�nes �-estables on� = 2 y donde su exponente de autoa�nidad var��a entre ero y uno.17La distribui�on de una variable aleatoria es in�nitamente divisible si para ada n, la variablealeatoria se puede desomponer en la suma de n variables aleatorias independientes e id�entiamentedistribuidas.18Embrehts y Maejima [27℄



184 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35De esta forma, para generalizar el movimiento browniano l�asio dentro de losproesos autoa�nes on inrementos independientes, omo el proeso tiene que serun proeso de L�evy, la distribui�on de estos inrementos tiene que ser estritamenteestable.Por tanto el �unio proeso on inrementos independientes y arater��stias au-toa�nes que puede generalizar al movimiento browniano es el movimiento L-estable,el ual se obtiene al onsiderar que los inrementos del proeso siguen una distribu-i�on estable on exponente arater��stio �, 0 < � � 2, en lugar de una distribui�onnormal, estable on � = 2, y donde omo vamos a onsiderar que no tiene tenden-ia, el par�ametro de loalizai�on, �, que en la distribui�on normal es la media, lotomamos omo ero.De�nii�on 5.4Un movimiento L-estable o proeso estable de Pareto-L�evy es un proesoesto�astio fL�;�t gt�0, que notaremos tambi�en por fL�t gt�0 y fLtgt�0, veri�ando:1. El proeso omienza en el origen asi seguro.2. El proeso tiene inrementos independientes.3. 8t � 0; 8h � 0: L�;�t+h � L�;�t � S�;�(0; h): |El par�ametro de esala de la distribui�on, , va a estableer la proporionalidadde los inrementos del movimiento L-estable on el inremento temporal, an�aloga-mente al movimiento browniano l�asio, �unio aso on varianza �nita (� = 2),donde on la sustitui�on  = �22 , la distribui�on de los inrementos es normal onmedia ero y varianza �2h.Como los inrementos del proeso est�an id�entiamente distribuidos y s�olo de-penden del inremento temporal, los inrementos del proeso son estaionarios y, alomenzar en el origen, se tiene:Lt � S�;�(0; t); 8t � 0:



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 185En esta generalizai�on del movimiento browniano l�asio queremos que la ara-ter��stia fratal de autoa�nidad estad��stia se mantenga y para que este proeso lapresente, omo estamos dentro de los proesos de L�evy 19, el teorema 5.11 nos obligaa que la distribui�on sea estritamente estable.En este sentido, uando el exponente arater��stio de la distribui�on, �, esdistinto de uno, la distribui�on siempre es estritamente estable, ya que, el par�ametrode loalizai�on, �, es ero.Sin embargo, uando � es igual a uno, la distribui�on es estritamente estables�olo si es sim�etria, motivo por el que vamos a imponer que lo sea, on lo que para� = 1 tomamos � = 0, aso que orresponde a la distribui�on de Cauhy y dondela mediana es ero, al oinidir on el par�ametro de loalizai�on, �, que es ero entodos los asos.Proposii�on 5.12 Sean fLt : t � 0g un movimiento L-estable on exponente ara-ter��stio �, sim�etrio para � = 1, y a > 0.Lt d== a� 1�LatEs deir, el proeso es autoaf��n on exponente de autoa�nidadH = 1�:Demostrai�onAunque omo la distribui�on es estritamente estable y estamos dentro de losproesos de L�evy, el teorema 5.11 nos garantiza que el proeso es autoaf��n onexponente de autoa�nidad 1� , preferimos ver este resultado diretamente utilizandola funi�on arater��stia de la distribui�on. Para ello, s�olo hay que ver que a� 1�Latveri�a la �ultima de las propiedades de la de�nii�on, ya que las dos primeras sededuen inmediatamente de las orrespondientes para Lt:19Para que este proeso sea un proeso de L�evy, faltar��a ver que el proeso es esto�astiamenteontinuo, es deir, Lt+h�Lt p! 0 (h! 0), que equivale a S�;�(0; h) p! 0 (h! 0), lo que se puedeomprobar que es ierto.



186 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35Como Lt+h � Lt � S�;�(0; h) la funi�on arater��stia de Lt+h � Lt es'h(u) = exp��h juj� �1 + � ujuj!(u; �)��donde !(u; �) no depende de u, ya que, s�olo depende de u para � = 1 y en este asotenemos � = 0, on lo que !(u; �) no aparee.Si para a > 0 sustituimos h por ah y u por a� 1�u se obtiene la misma funi�on,on lo que Lt y a� 1�Lat tienen la misma distribui�on. |En los movimientos brownianos, l�asio y fraionario, los aminos muestralesdel proeso son ontinuos (on probabilidad uno), sin embargo, omo en un pro-eso esto�astio on inrementos independientes on aminos muestrales ontinuos(on probabilidad uno) los inrementos est�an normalmente distribuidos 20, en elmovimiento L-estable los aminos muestrales son disontinuos, salvo en el aso o-rrespondiente al movimiento browniano, y s�olo tenemos garant��a de que, omo entodo proeso de L�evy, son ontinuos a la dereha y on l��mites a la izquierda.Para determinar si la dimensi�on de los registros temporales del proeso, dimen-si�on del grafo de sus aminos muestrales, es ompatible on la dimensi�on que hemosobtenido emp��riamente vamos a alular la dimensi�on de reuento por ajas delgrafo de estos aminos muestrales, entr�andonos en el aso 1 < � � 2, donde elproeso tiene esperanza �nita, ya que en el aso 0 < � � 1, donde la esperanza esin�nita, este grafo tiene dimensi�on uno 21.Proposii�on 5.13 Sea fLt : t � 0g un movimiento L-estable on esperanza �nita,1 < � � 2:El grafo en el intervalo [0; 1℄, f(t; Lt) =t 2 [0; 1℄g, tiene dimensi�on de reuentopor ajas d = 2� 1� = 2�H;on H el exponente de autoa�nidad del proeso20Todorovi [70℄ pp. 79-81.21Este resultado aparee en Faloner [29℄ pg. 249-250, donde se puede ver adem�as que en ambosasos la dimensi�on de reuento por ajas oinide on la dimensi�on de Hausdor�



5.4. NO NORMALIDAD EN EL IBEX35 187Demostrai�on (�alulo)Para determinar la dimensi�on de reuento por ajas de este grafo vamos a utilizarel proedimiento empleado en los movimientos brownianos y vamos a suponer queel n�umero de ajas que quedan va��as uando la funi�on salta en un intervalo delongitud Æ es despreiable frente al oiente entre el rango de la funi�on en el intervaloy Æ.As��, vamos a estimar el n�umero de ajas de una Æ-malla que intersean al grafosobre ada subintervalo de longitud Æ, NÆ[iÆ; (1 + i)Æ℄, omo el rango de la funi�onen diho intervalo, Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄, dividido por la longitud del intervalo,NÆ[iÆ; (1 + i)Æ℄ � Rf [iÆ; (1 + i)Æ℄Æ :A su vez, el rango de la funi�on en un intervalo de longitud Æ se puede esti-mar omo el valor esperado del inremento absoluto del proeso en este intervalo,E[jL(1+i)Æ � LiÆj℄.Como los inrementos del proeso son estaionarios y el proeso omienza enel origen, este valor es igual al valor esperado del inremento absoluto de Lt en elintervalo [0; Æ℄, E[jLÆj℄, on lo que el rango de la funi�on en un intervalo de longitudÆ no depende del intervalo onsiderado y podemos esribirlo omo Rf [Æ℄ onRf [Æ℄ � E[jLÆj℄;que, omo el proeso es autoaf��n on exponente de autoa�nidad H = 1� , umpleE[jLÆj℄ = E[jÆHL1j℄ = ÆHE[jL1j℄:Como estamos onsiderando que el proeso tiene esperanza �nita, E[jL1j℄ < +1,y en el intervalo [0; 1℄ hay 1Æ subintervalos de longitud Æ, se tiene:NÆ = NÆ[0; 1℄ �� 1Æ Rf [Æ℄Æ � Æ�2E[jLÆj℄ / Æ�2ÆH = ÆH�2;on lo que la dimensi�on de reuento por ajas es:d = limÆ!0 log(NÆ)� log(Æ) = 2�H = 2� 1�: |



188 CAP�ITULO 5. CARACTER�ISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35RefereniasLa base fundamental para ampliar el estudio de las arater��stias fratales delmovimiento browniano fraionario es Mandelbrot [53℄, seleta que adem�as inluyeel primer art��ulo donde aparei�o este proeso, Mandelbrot y Van Ness [54℄.Otras referenias que se pueden utilizar son Faloner [29℄ y Feder [34℄, en el�ultimo de los uales aparee un estudio ompleto, tanto te�orio omo emp��rio, dela relai�on entre este movimiento y el an�alisis R/S.Respeto al papel del an�alisis R/S en el estudio de las series preios, adem�asdel seleta de Mandelbrot menionado, destaan dos obras de Peters, Peters [62℄ yPeters [63℄, y Lo [44℄.Para un estudio m�as amplio de las distribuiones estables una de las refereniasm�as ompletas es Feller [37℄, dentro del estudio de series de preios este papel o-rresponde a Mandelbrot [50℄, seleta donde aparee inluido Fama [32℄, que es unabuena aproximai�on a las distribuiones estables.



Conlusiones y perspetivas
La l��nea de investigai�on que emprendemos on este trabajo es, en t�erminosgen�erios, analizar el papel que pueden, y deben, desempe~nar los oneptos y en-foques de la Geometr��a Fratal en el estudio de las series temporales sumamenteerr�atias, omo las generadas por la evolui�on de los preios de un ativo �naniero.Con esta perspetiva, al analizar el papel que la Geometr��a Fratal puede jugara la hora de araterizar la serie Ibex35, una de las aportaiones de esta memoriaes poner de mani�esto uales son los motivos que haen que una serie temporalpueda estudiarse mediante la dimensi�on fratal de su grafo y proporionar un maroadeuado en el que desarrollar estos estudios.A este respeto, pensamos que la forma elegida para exponer el porqu�e de lasdiferentes de�niiones de dimensi�on fratal y de los distintos tipos de autoa�nidadque apareen en un grafo, muestra de manera unitaria las arater��stias que haenque podamos ali�ar a los grafos de las series temporales omo onjuntos fratales.Por otra parte, al utilizar las funiones de interpolai�on fratal para generarseries temporales autoa�nes en las que podemos �jar previamente la dimensi�on, onualquier valor omprendido entre uno y dos, se proporiona un m�etodo para laobteni�on de modelos que permiten analizar experimentalmente las t�enias que seneesitan para el estudio de las arater��stias fratales de una serie temporal.Adem�as, omo estas series se onstruyen mediante los sistemas de funiones ite-radas, se abre la posibilidad de realizar modi�aiones en su proeso de onstrui�onpara que inluya una omponente aleatoria, de forma que en las series obtenidas sereeje el ar�ater no determin��stio de los fen�omenos que se intentan reproduir y



190 CONCLUSIONES Y PERSPECTIVASdonde, al igual que suede ahora, se siga pudiendo �jar previamente la dimensi�on.A la hora de la realizai�on de estudios experimentales, adem�as de sistematizarel proeso para alular la dimensi�on de reuento por ajas del grafo de una serietemporal, en este trabajo mostramos una nueva forma de obtenerla emp��riamente:estimar esta dimensi�on a trav�es de la relai�on del rango de la serie on el n�umerode ajas que, en un reubrimiento por ajas, ortan a este grafo.La estimai�on propuesta muestra su primera ventaja sobre el �alulo direto deln�umero de ajas que ortan al grafo, al busar una dimensi�on adeuada al rango deesalas en el que se estudia la serie, ya que aunque en ambos asos hay que admitirun ierto margen de error para asignar una dimensi�on a la serie, a medida que laesala disminuye y se aera a la separai�on existente entre los datos, en el �alulodireto este margen de error es muho m�as grande que el que hay admitir en suestimai�on.A la hora de haer estudios omparativos entre distintas series temporales, quees otra perspetiva que se nos abre, los valores de la dimensi�on obtenidos mediantela estimai�on se pueden utilizar en un rango de esalas m�as amplio, ya que en laestimai�on el rango de esalas no est�a tan limitado por el n�umero de datos omo enel �alulo direto.Cuando las unidades en las que est�a expresada la serie son peque~nas en ompara-i�on on las unidades en las que medimos el tiempo, on los valores de la dimensi�onobtenidos mediante el �alulo direto no es posible apreiar la dimensi�on loal delgrafo, pues orresponden a la dimensi�on global, y aparee otra de las ventajas de laestimai�on que proponemos, ya que, al no depender de las unidades de la serie, losvalores de la dimensi�on que se obtienen siempre orresponden a la dimensi�on loal.El valor de la dimensi�on del grafo de la serie Ibex35 que hemos obtenido uti-lizando esta estimai�on dimB = 1:3663� 0:0202;nos hae a�rmar que nos enontramos on un proeso distinto del movimientobrowniano l�asio, ya que la dimensi�on orrespondiente al grafo de este proesoes dimB = 1:5.



CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 191Adem�as, es neesario desribir la autoa�nidad observada en la serie, por lo que,desde el punto de vista de la Geometr��a Fratal, un proeso que explique el ompor-tamiento de la serie tiene que ser autoaf��n.Como en un proeso autoaf��n las ovarianzas entre los distintos instantes delproeso s�olo tienen sentido uando la varianza es �nita y �estas �uniamente dependendel exponente de autoa�nidad del proeso, la dimensi�on obtenida nos hae pensaren modelizar la dependenia observada en el estudio omplementario de la seriemediante un movimiento browniano fraionario de ��ndieH = 2� d = 0:6337� 0:0202;que orresponde a un movimiento browniano fraionario persistente, en el ual ladependenia no llega nuna a desapareer, dependenia de largo reorrido.Otra de las razones por las que el movimiento browniano l�asio no es adeuadopara desribir la evolui�on de la serie Ibex35, es que las olas de la distribui�onemp��ria de sus inrementos son m�as gruesas que las orrespondientes a una dis-tribui�on normal.Estas diferenias no las puede expliar el movimiento browniano fraionario,ya que la distribui�on de sus inrementos tambi�en es una normal, por lo que ladimensi�on obtenida nos hae pensar en modelizar el omportamiento de las olas dela distribui�on emp��ria ombinando el movimiento browniano fraionario on unmovimiento L-estable on exponente arater��stio� = 12� d = 1:5780� 0:0520;que orresponde a una distribui�on estable no normal on olas m�as gruesas que lanormal y donde la varianza es in�nita, lo que tambi�en expliar��a el omportamientoinestable de la varianza.Por otra parte, omo en los proesos autoa�nes que hemos onsiderado, movimien-to browniano fraionario y movimiento L-estables on esperanza �nita, la dimensi�onde reuento por ajas de sus registros temporales, d, y el exponente de autoa�nidaddel proeso, H, veri�an la relai�on d = 2�H;



192 CONCLUSIONES Y PERSPECTIVASse abre el amino para utilizar la dimensi�on de su grafo a la hora de determinar elexponente de autoa�nidad de estos proesos y los par�ametros relaionados on �el.Como onlusi�on �nal, podemos deir que la dimensi�on por s�� misma reejaarater��stias fratales de los registros temporales de una serie y omo, en par-tiular, muestra que uanto mayor es el valor de la dimensi�on m�as err�atio es suomportamiento, puede ser una buena medida de la volatilidad de esta serie.Esto �ultimo hae que quede abierta omo l��nea de trabajo estudiar las variaionesde la dimensi�on a lo largo del tiempo para distinguir distintas fases en el ompor-tamiento de la serie y, trabajando on modelos donde esta dimensi�on dependa deltiempo, reejar estos ambios.



Ap�endie A
Aspetos Computaionales

En este ap�endie vamos a inluir las funiones que a pesar de no ser espe���as delos temas tratados en este trabajo son neesarias para las distintas implementaionesque hemos realizado y para los estudios emp��rios de las series de ierres del ��ndieIbex35 durante la d�eada de los noventa.As��, en la primera sei�on vamos a ver las funiones auxiliares neesarias para laimplementai�on de los algoritmos que permiten onstruir un onjunto fratal omouna lista de puntos (sei�on 1.3.3).En la segunda sei�on vamos a ver las funiones auxiliares que permiten alularla dimensi�on de reuento por ajas de un onjunto fratal representado por unalista de puntos (sei�on 4.1.3), donde adem�as veremos las funiones que permitenobtener las distintas series utilizadas omo modelos en nuestro estudio emp��rio dela estimai�on (ap��tulo 4).Por �ultimo, vamos a inluir en la terera sei�on las funiones utilizadas pararealizar el an�alisis emp��rio de las series de ierres del ��ndie Ibex35, tanto de lano normalidad de la distribui�on de los inrementos omo de su dependenia, y el�alulo del exponente de Hurst mediante el an�alisis R/S (ap��tulo 5).A.1 Construi�on de onjuntos fratalesEn la implementai�on de los algoritmos neesarios para obtener la lista de puntos193



194 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESque aproxima al atrator de un sistema de funiones iteradas autoaf��n, ada sistemade funiones iteradas est�a representado por su �odigo matriial, A, por lo que hemosde�nido una funi�on que alula las transformaiones que van a atuar independien-temente del tipo de �odigo que utiliemos.Adem�as, para poder utilizar el algoritmo de iterai�on aleatoria, esta funi�onasigna probabilidades de elei�on a las transformaiones del sistema, uando �estasno las tienen asignadas, siguiendo el m�etodo visto en la sei�on 1.3.CalulaTransformaiones[A_℄:= Blok[{ND,LD},First[Dimensions[A℄℄; LD=Last[Dimensions[A℄℄;If[Odd[LD℄,Do[DDT[n℄=Det[M[n℄℄;If[DDT[n℄==0,DDT[n℄=0.01℄,{n,ND}℄;Do[p[n℄=DDT[n℄/Sum[DDT[i℄,{i,ND}℄,{n,ND}℄℄;If[LD<6,Do[M[n℄={{A[[n,1℄℄ Cos[A[[n,2℄℄℄,-A[[n,1℄℄ Sin[A[[n,2℄℄℄},{A[[n,1℄℄ Sin[A[[n,2℄℄℄, A[[n,1℄℄ Cos[A[[n,2℄℄℄}};v[n℄= {A[[n,3℄℄, A[[n,4℄℄},{n,ND}℄,Do[M[n℄={{A[[n,1℄℄,A[[n,2℄℄},{A[[n,3℄℄,A[[n,4℄℄}};v[n℄= {A[[n,5℄℄,A[[n,6℄℄},{n,ND}℄℄;TableForm[Table[Join[M[n℄,{v[n℄}℄,{n,ND}℄℄℄Por otra parte, las transformaiones del sistema se aplian de forma distintadependiendo del algoritmo que utiliemos, por lo que neesitamos de�nir una funi�onque aplique las transformaiones del sistema a ada punto de forma distinta.As��, en el algoritmo determin��stio se aplian todas las transformaiones a adapunto de la lista y en el algoritmo de iterai�on aleatoria se aplia a ada punto de lalista una �unia transformai�on, la ual se esoge ada vez entre las transformaionesdel sistema, dependiendo de la probabilidad de elei�on que tiene asignada:TransformaPunto[{pta_,ptb_}, ver_℄:= Blok[{ll={},r},If[ver!=3,Do[ll=Join[ll,{M[n℄.{pta,ptb}+v[n℄}℄,{n,1,ND}℄;



A.2. C �ALCULO DE LA DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 195ll,r=Random[℄;Do[If[r<=Sum[p[i℄,{i,1,n}℄,Break[M[n℄.{pta,ptb}+v[n℄℄℄,{n,1,ND}℄℄℄Como trabajamos on onjuntos omo listas de puntos, neesitamos onjuntosiniiales de esta forma, por ejemplo:Segmento[a_,b_℄:= Table[a j+b(1-j),{j,0.,1.,0.01}℄Triangulo[a_,b_,_℄:=Join[Segmento[a,℄,Segmento[a,b℄,Segmento[b,℄℄Por �ultimo, para representar gr�a�amente un onjunto fratal, neesitamos unafuni�on que represente los puntos ontenidos en una lista y donde sus opiones debensiempre inluir las opiones que aqu�� apareen:DibujaPto[lis_℄:=Show[Graphis[Map[Point,lis℄℄,AspetRatio->Automati,PlotRange->All℄;A.2 C�alulo de la dimensi�on de reuento por ajasEn la sei�on 4.1.3 hemos implementado en el entorno de �alulo MATHEMA-TICA 3.0 una funi�on DimensionCajas[datos,kmin,kmax,ver℄ que alula la di-mensi�on de reuento por ajas de la lista \datos", para el rango de esalas om-prendido entre C2km��n y C2km�ax , omo la pendiente ambiada de signo de la reta deregresi�on de los pares log(Æ); log(N(Æ)) que apareen dentro del rango de esalas.Sin embargo, omo hemos visto en la sei�on anterior, este proedimiento no esadeuado y para obtener una dimensi�on v�alida dentro del rango de esalas en el quenos movemos hay que admitir un ierto margen de error, por lo que para asignara la serie una dimensi�on vamos a implementar el proedimiento que hemos seguidoon las distintas series temporales y ambiar la de�nii�on de la funi�on



196 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESDimensionCajas[datos,kmin,kmax,ver℄;As��, en primer lugar obtenemos la lista on los valores de delta, para el rango deesalas omprendido entre C2km��n y C2km�ax , frente al orrespondiente n�umero de ajasque ortan al grafo de la serie \datos", a trav�es de la funi�onListaCajas[datos,kmin,kmax,ver℄;que de�nimos en la sei�on 4.1.3.Una vez obtenidos estos valores, onsideramos todos los valores de la dimensi�onque apareen al tomar los distintos valores m��nimos y m�aximos de k omprendidosen el rango de esalas, imponiendo que su �alulo omprenda un n�umero m��nimode puntos, MinPtos y tomamos omo dimensi�on de la lista \datos" su valor medio,onsiderando omo error la desviai�on absoluta media.La funi�on DimensionCajas[datos, MinPtos,kmin,kmax,ver℄ tendr�a omo re-sultado una lista on la dimensi�on de reuento por ajas y el error onsiderado:DimensionCajas[datos_,MinPtos_,kmin_,kmax_,ver_℄:=Blok[{l,ll,dimm,err,paso=MinPtos-1},l=ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver℄;ll=Flatten[Table[-Pte[Take[Map[Log,l℄,{i,j}℄℄,{i,kmin,kmax-paso},{j,i+paso,kmax}℄℄;dimm=Mean[ll℄;err=Mean[Map[Abs[#-dimm℄&,ll℄℄;{dimm,err}℄En la implementai�on del alulo la dimensi�on de reuento por ajas de una serietemporal los pares log(Æ); log(N(Æ)) apareen en una lista de puntos, l, por lo queneesitamos una funi�on que alule la reta de regresi�on de una lista de puntos ysu pendiente:RetaReg[l_,x_℄:= Fit[l,{1,x},x℄Pte[l_℄:= RetaReg[l,#℄&[1.℄-RetaReg[l,#℄&[0.℄



A.2. C �ALCULO DE LA DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 197Adem�as, para representar los pares log(Æ); log(N(Æ)) ontenidos en la lista ljunto a la reta de regresi�on de estos puntos, de�nimos la funi�on:GrafLista[l_℄:=Blok[{Grf1=ListPlot[l,PlotStyle->PointSize[0.025℄,Grf2=ListPlot[l,PlotJoined->True, PlotStyle->Thikness[0.01℄,Grf3=Plot[RetaReg[l,x℄,{x,First[First[l℄,First[Last[l℄℄},Show[Grf1, Grf2, Grf3, PlotRange->All℄℄Terminaremos esta sei�on de�niendo las funiones que nos permiten obtener lasdistintas series temporales que utilizamos omo modelos.Funiones de interpolai�on fratalPara implementar una funi�on que dado un onjunto de datos no alineados,datos, y unos fatores de esala, fatores, onstruya el sistema de funiones itera-das asoiado a la funi�on de interpolai�on fratal, s�olo neesitamos una funi�on quealule el �odigo del orrespondiente sistema de funiones iteradas:CalulaCodigo[datos_,fatores_List℄:=Blok[{ND=Length[datos℄-1,t,x,a,b,,d,e,f},Do[t[n℄=datos[[n+1,1℄℄;x[n℄=datos[[n+1,2℄℄;d[n℄=fatores[[n℄℄,{n,0,ND}℄;Do[a[n℄=N[(t[n℄-t[n-1℄)/(t[ND℄-t[0℄)℄;b[n℄=0;[n℄=N[(x[n℄-x[n-1℄)/(t[ND℄-t[0℄)-d[n℄ (x[ND℄-x[0℄)/(t[ND℄-t[0℄)℄;



198 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESe[n℄=N[(t[ND℄ t[n-1℄-t[0℄ t[n℄)/(t[ND℄-t[0℄)℄;f[n℄=N[(t[ND℄ x[n-1℄-t[0℄ x[n℄)/(t[ND℄-t[0℄)-d[n℄ (t[ND℄ x[0℄-t[0℄ x[ND℄)/(t[ND℄-t[0℄)℄,{n,1,ND}℄;Table[{a[n℄,b[n℄,[n℄,d[n℄,e[n℄,f[n℄},{n,1,ND}℄℄En el aso partiular de datos igualmente distribuidos sobre el eje temporal,uando queremos que la funi�on de interpolai�on fratal para estos datos tenga ungrafo uya dimensi�on de reuento por ajas sea Dim, tomamos todos los fatores deesala vertiales iguales a d = NDim�2:CalulaCodigo[datos_,Dim_Number℄:=Blok[{ND=Length[datos℄-1},CalulaCodigo[datos,Table[d[n℄=ND^(Dim-2),{n,1,ND}℄℄℄Una vez obtenido el �odigo del sistema, A, la lista que representa al atrator delsistema la obtenemos mediante el algoritmo determin��stio, para lo que tomamosomo onjunto de partida la lista formada por los puntos de interpolai�on, l, yrealizamos n iteraiones y ordenamos la lista de forma adeuada:A=CalulaCodigo[l℄;LisInt=Ifs[A,l,n,1℄;ListInt=Union[ListInt℄La funi�on de WeierstrassPara obtener las orrespondientes series temporales, las distintas versiones de lafuni�on de Weierstrass se de�nen en una �unia funi�onFunWei[t, s, l, k, Tipo, Subtipo℄,donde t es la variable de la funi�on, s la dimensi�on de reuento por ajas de su grafo,l el par�ametro � y k el n�umero de t�erminos a onsiderar (grado de aproximai�on).Las dos �ultimas son variables auxiliares que determinan ual de las distintasversiones se utiliza. As��, la variable Tipo toma los valores Seno y Coseno para las



A.2. C �ALCULO DE LA DIMENSI �ON DE RECUENTO POR CAJAS 199versiones orrespondientes, y la variable SubTipo el valor 1 para la versi�on originaly 2 para la versi�on on arater��stias autoa�nes.Para de�nir esta funi�on omenzamos por de�nir las funiones base:f[x_,s_,l_,n_,Seno,_℄:= l^((s-2) n) Sin[(l^n) x℄f[x_,s_,l_,n_,Coseno,1℄:= l^((s-2) n) Cos[(l^n) x℄f[x_,s_,l_,n_,Coseno,2℄:= l^((s-2) n) (1- Cos[(l^n) x℄)y, una vez de�nidas, de�nimos la funi�on de WeierstrassFunWei[x_, s_,l_,k_,Tipo_,1℄:= Sum[f[x,s,l,n,Tipo,1℄,{n,0,k}℄FunWei[x_, s_,l_,k_,Tipo_,2℄:= Sum[f[x,s,l,n,Tipo,2℄,{n,-k, k}℄Para obtener las series temporales orrespondientes a la funi�on de Weierstrasshemos implementado una funi�on que onstruye una serie temporal fratal de lon-gitud N uyo grafo tiene dimensi�on de reuento por ajas Dim, tomando por defetolos valores l=4, k=50, Tipo=Seno y SubTipo=2:FunWei[N_, Dim_℄:=Table[{t,FunWei[t,Dim,4,50,Seno,2℄},{t,0,1,1/(N-1)}℄El movimiento brownianoPara obtener una aproximai�on al movimiento browniano no es neesario de�nirninguna funi�on, ya que argando el paquete estad��stio que permite trabajar onla distribui�on normal,<<Statistis`NormalDistribution`podemos generar una serie aleatoria de valores que siguen una normal on mediaero y varianza unitaria (ruido blano gaussiano est�andar), uyas sumas aumuladasforman la aproximai�on al movimiento browniano:LisIn=Table[Random[NormalDistribution[0,1℄℄,{p,1,3650}℄LisBm=Table[{j,Plus��Take[LisIn,j℄},{j,0,Length[l4℄}℄



200 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESA.3 C�alulos estad��stiosEn la �ultima sei�on vamos a inluir las funiones utilizadas para obtener loshistogramas de freuenias relativas de los inrementos de los distintos ierres del��ndie Ibex35, las orrespondientes olas de la distribui�on emp��ria y las auto-orrelaiones de estos inrementos.En esta implementai�on en primer lugar argamos los paquetes que neesitamospara el tratamiento y representai�on de los datos:<<Statistis`DesriptiveStatistis`<<Statistis`DataManipulation`<<Statistis`NormalDistribution`<<Graphis`Graphis`y las series del��ndie Ibex35 on las que vamos a trabajar, obtenidas tratando la seriede ierres diarios fuera del entorno MATHEMATICA, y de las que s�olo neesitamosla oordenada orrespondiente al valor del ��ndie:IbexDia=Map[N,Map[Last, Read["Ibex35DiaD90.txt"℄℄℄;IbexSem=Map[N,Map[Last, Read["ibex35SemanaD90.txt"℄℄℄;IbexMes=Map[N,Map[Last, Read["ibex35MesD90.txt"℄℄℄;Para dividir la serie de ierres diarios en distintos periodos, sin tener en uentalos d��as en los que no ha habido atividad, de�nimos la funi�onCierres[dat_,paso_℄:=Flatten[Partition[dat,1,paso℄℄Como los modelos que se proponen para desribir la evolui�on de los preiosde una ai�on se basan en los logaritmos de estos preios, neesitamos alular losinrementos logar��tmios de ada serie de ��ndies, por lo que de�nimos una funi�onque los alula:InrementosLog[datos_,1℄:=Apply[Funtion[{x,y},Log[y/x℄℄,Partition[datos,2,1℄,{1}℄que tiene una versi�on que se aplia a listas que tienen dos oordenadas:



A.3. C �ALCULOS ESTAD�ISTICOS 201InrementosLog[datos_,2℄:=Blok[{lst1,lst2},lst1=Map[First,datos℄; lst1=Rest[lst1℄;lst2=Map[Last,datos℄; lst2=InrementosLog[lst2℄;Transpose[{lst1,lst2}℄℄Los prinipales estad��stios desriptivos de las series de inrementos logar��tmiosde los distintos ierres del ��ndie Ibex35 los obtenemos mediante la funi�onParametros[datos_℄:=Blok[{med, des, Mx, Mn},TableForm[{{"N�umero de datos", Length[datos℄},{"Media", med=N[Mean[datos℄℄},{"Desviai�on t��pia",des=N[StandardDeviationMLE[datos℄℄},{"M�aximo", Mx=Max[datos℄},{"M�axima desviai�on",(Mx-med)/des},{"M��nimo", Mn=Min[dat℄},{"M��nima desviai�on",(Mn-med)/des},{"Asimetr��a", Skewness[dat℄},{"Curtosis", KurtosisExess[dat℄}}℄℄Para analizar la distribui�on de los inrementos logaritmos de ada serie deierres, obtenemos las freuenias relativas de los datos orrespondientes al intervalo[� � n�; � + n�℄, agrupadas en intervalos de longitud \ud" (onsideramos omounidades un uarto de la desviai�on t��pia muestral ud = �4 ) y las olas aumuladasorrespondientes a los valores que apareen en los intervalos (�1; � � n�) y (� +n�;+1).FreueniasRel[dat_,n_℄:=Blok[{NN,med,des,ud,m,int},NN=N[Length[dat℄℄;med=N[Mean[dat℄℄;des=N[StandardDeviationMLE[dat℄℄;



202 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESud=des/4;m=n*des/ud;int=Table[med+j ud,{j,-m,m}℄;(#1 /NN)& RangeCounts[dat, int℄℄El orrespondiente histograma, donde las barras tienen anhura \ud", se obtieneasoiando las freuenias relativas al punto medio de ada interval; salvo las olasaumuladas, que las representamos a ambos lados de la gr�a�a en sendas barras.FreueniasRelGrf[dat_,n_℄:=Blok[{NN,med,ud,des,m,int,freq,punt,anh},NN=N[Length[dat℄℄;med=N[Mean[dat℄℄;des=N[StandardDeviationMLE[dat℄℄;m=n*des/ud;int=Table[med+j ud,{j,-m,m}℄;freq=(#1 /NN)& RangeCounts[dat, int℄;punt=Table[med+(j+0.5)*ud,{j,-(m+1),m}℄;anh=Table[ud,{j,-(m+1),m}℄;freq=Transpose[{punt,freq,anh}℄;GeneralizedBarChart[freq,BarStyle->{GrayLevel[.6℄},AxesOrigin->{med-n des-ud,0},Tiks->{Table[{med+j*des,\[Mu℄+j\[Sigma℄},{j,-n,n}℄,Automati},PlotRange->All℄℄;El orrespondiente grafo de la distribui�on normal en el intervalo [� � n�; � +n�℄, on media y desviai�on t��pia omo los datos, medida en unidades \ud" y onlas olas aumuladas orrespondientes a los valores que apareen en los intervalos(�1; ��n�) y (�+n�;+1) (representadas en barras de anhura \ud") se obtienemediante la funi�on:GrfNormal[dat_,n_℄:=Blok[{NN,med,des,ndist,npd,pp1,pp2,pp3},



A.3. C �ALCULOS ESTAD�ISTICOS 203NN=N[Length[dat℄℄;med=Mean[dat℄;des=StandardDeviationMLE[dat℄;ndist=NormalDistribution[med,des℄;npd=PDF[ndist,x℄;pp1=Plot[npd*ud,{x,med-n*des,med+n*des},AxesOrigin->{med-n*des-ud,0}℄;pp2=GeneralizedBarChart[{{med-n*des-0.5*ud,CDF[ndist, med-n*des℄,ud}},BarStyle -> {GrayLevel[0.5℄}℄;pp3=GeneralizedBarChart[{{med+n*des+0.5*ud,1-CDF[ndist, med+n*des℄,ud}},BarStyle -> {GrayLevel[0.5℄}℄;Show[pp1,pp2,pp3℄℄Para obtener las olas aumuladas orrespondientes a las freuenias relativa dedatos mayores que � + k ud (dereha) y de datos menores que �+ k ud (izquierda)utilizamos funiones an�alogas:ColaEmpiria[dat_,k_,Ldo_℄:=Blok[{NN,med},NN=N[Length[dat℄℄; med=N[Mean[dat℄℄;Swith[Ldo,Dh, Last[RangeCounts[dat,{med+k*ud}℄℄/NN,Izq,First[RangeCounts[dat,{med+k*ud}℄℄/NN℄℄ColaNormal[dat_,k_,Ldo_℄:=Blok[{med,des,ndist},med=Mean[dat℄;des=StandardDeviationMLE[dat℄;ndist=NormalDistribution[med,des℄;Swith[Ldo,Dh,1-CDF[ndist,med+k*ud℄,Izq,CDF[ndist,med+k*ud℄℄℄Estas funiones tienen la orrespondiente versi�on gr�a�a, que las representa entre



204 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESsigmin y sigmax desviaiones de la media:GrfColaEmpiria[dat_,sigmin_,sigmax_,Ldo_℄:=Blok[{med,des,kmin,kmax},med=N[Mean[dat℄℄;des=N[StandardDeviationMLE[dat℄℄;kmin=sigmin*des/ud; kmax=sigmax*des/ud;ListPlot[Table[{med+k *ud,ColaEmpiria[dat,k,Ldo℄},{k,kmin,kmax}℄,PlotJoined->True, AxesOrigin->{med+sigmin*des,0},PlotStyle->{Thikness[0.01℄}℄℄;GrfColaNormal[dat_,sigmin_,sigmax_,Ldo_℄:=Blok[{med,des,kmin,kmax},med=N[Mean[dat℄℄;des=N[StandardDeviationMLE[dat℄℄;kmin=sigmin*des/ud; kmax=sigmax*des/ud;ListPlot[Table[{med+k *ud,ColaNormal[dat,k,Ldo℄},{k,kmin,kmax}℄,PlotJoined->True, AxesOrigin->{med+sigmin*des,0},PlotStyle->{Thikness[0.01℄,Dashing[{0.015}℄}℄℄;Para estudiar la dependenia de la serie, de�nimos la funi�on de autoorrelai�onemp��ria:Ro[dat_,k_℄:=Blok[{med,var,NN,ov},med=Mean[dat℄;var=VarianeMLE[dat℄;NN=Length[dat℄;ov=(1/NN)*Sum[(dat[[i℄℄-med)*(dat[[i+k℄℄-med),{i,1,NN-k}℄;ov/var℄



A.3. C �ALCULOS ESTAD�ISTICOS 205An�alisis R/SPor �ultimo, implementamos el an�alisis R/S en el entorno de �alulo MATHE-MATICA para realizar los �alulos emp��rios del exponente de Hurst. En estaimplementai�on, antes de omenzar a trabajar argamos el paquete que vamos autilizar para el �alulo de los distintos estad��stios que apareen en los algoritmos5.1 y 5.2: \DesriptiveStatistis";La primera funi�on que de�nimos:ListaN[datos_,MinDat_,MinSub_,MinDiv_,MaxPor_℄:=Blok[{lll={},NN=Length[datos℄, DivNNN, NNN,MaxDat},MaxDat=IntegerPart[NN/MinSub℄;NNN=NN;While[Length[Selet[Divisors[NNN℄,MaxDat>#1>MinDat&℄℄<MinDiv,NNN=NNN-1;If[NNN<=NN *(100-MaxPor)/100,Break[℄℄℄;If[NNN<=NN *(100-MaxPor)/100,Table[k,{k,MinDat,MaxDat}℄,{NNN,Selet[Divisors[NNN℄,MaxDat>#1>MinDat&℄}℄℄una vez �jados los valores m��nimos para el n�umero de datos que aparee en adasubserie, MinDat, y el n�umero de subseries que onsideramos a la hora de alular lamedia, MinSub, tiene omo resultado una lista formada por el n�umero de datos quevamos a utilizar y una lista on las distintas longitudes en las que vamos a dividirla serie Datos.En esta funi�on mantenemos omo �ultima opi�on trabajar on la serie ompletay on todos los valores de n, pero si el n�umero de datos de la serie tiene un n�umerom��nimo de divisores, MinDiv, onsideramos s�olo estos valores y si no lo tiene, siem-pre y uando los datos despreiados no superen el porentaje m�aximo de datos adespreiar, MaxPor, despreiamos datos de la serie para que el n�umero de datos de



206 AP�ENDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONALESla nueva serie tenga un n�umero adeuado de divisores, que ser�an los valores de nque utiliemos.El �alulo del exponente de Hurst lo realizamos mediante la funi�on:Hurst[Datos,MinDat,MinSub,MinDiv,MaxPor℄:=Pte[Map[N, Map[Log,RsLista[Datos,MinDat,MinSub,MinDiv,MaxPor℄℄℄℄Hurst[Datos℄:= Hurst[Datos, 5, 10, 12, 1℄donde vamos a tomar por defeto, al igual que en todos los asos, el n�umero m��nimode datos que aparee en ada subserie omo 5, el n�umero m��nimo de subseries queonsideramos a la hora de alular la media omo 10, el n�umero m��nimo de valoresde n para estudiar el omportamiento del rango omo doe y el porentaje m�aximode datos que podemos despreiar omo el 1%.El �alulo de los valores R=S de las distintas subseries en las que dividimos laserie Datos lo realizamos mediante la funi�on:RsLista[datos_,MinDat_,MinSub_,MinDiv_,MaxPor_℄:=Blok[{lll={},ll,NNN,datosNw},ll=ListaN[datos,MinDat,MinSub,MinDiv,MaxPor℄;datosNw=Take[datos,NN=First[ll℄℄;ll=Last[ll℄;While[ll=!={},NNN=First[ll℄;ll=Rest[ll℄;lll=Append[lll,{NNN,Mean[Rs/� Partition[datosNw,NNN℄℄}℄℄;lll℄RsLista[datos℄:=RsLista[datos_, 5, 10, 12, 1℄uyo resultado es una lista on los valores de n utilizados frente a la media de losorrespondientes valores (R=S)n.



A.3. C �ALCULOS ESTAD�ISTICOS 207Por �ultimo, el �alulo de los valores R=S de ada una de las subseries orrespon-diente al algoritmo 5.2 lo realizamos mediante la funi�onRs[SubDatos_℄:=Blok[lll=SubDatos, Md, St, DsvA, Rng},Md=Mean[lll℄;St=StandardDeviationMLE[lll℄;DsA=Table[Sum[lll[[n℄℄-Md,{n,1,i}℄, {i,1,Length[lll℄}℄;Rng=SampleRange[DsA℄;Divide[Rng,St℄℄donde, al trabajar diretamente on los inrementos logar��tmios del proeso, el�alulo de los inrementos que apareen en el primer paso del algoritmo no se realiza.La funi�on que s�� alula estos inrementos, y que, por tanto no utilizaremos, es:Rs[SubDatos_℄:=Blok[{ll=SubDatos,lll={},X=0,Md,St,DsvA,Rng},While[ll=!={},lll=Append[lll,First[ll℄-X℄;X=First[ll℄;ll=Rest[ll℄℄;Md=Mean[lll℄;St=StandardDeviationMLE[lll℄;DsvA=Table[Sum[lll[[n℄℄-Md,{n,1,i}℄,{i,1,Length[lll℄}℄;Rng=SampleRange[DsvA℄;Divide[Rng,St℄℄
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