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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de los sistemas dinamicos es de gran importancia, ya que estan relacionados
con fenémenos del mundo real. Los problemas que consideraremos en este trabajo estan,
ante todo, motivados por la dinamica de las ecuaciones diferenciales no auténomas, tanto
ordinarias como en derivadas parciales, y sus homologas auténomas. Sin embargo, en vez de
desarrollar una teoria que se ocupe especificamente de ecuaciones diferenciales, trataremos
de llevar nuestros resultados tan lejos como nos sea posible en el lenguaje mas abstracto de
los procesos (para ecuaciones no auténomas) y los semigrupos (para ecuaciones auténomas).
Hemos dividido este trabajo en una introduccién, cuatro capitulos centrales y un capitulo
final de conclusiones.

En el primer capitulo presentaremos las principales definiciones y resultados de la teoria para
sistemas dinamicos autonomos. Comenzaremos, como no podia ser de otra forma, definiendo
qué es un semigrupo. Dado un espacio métrico (X,d), un semigrupo {7'(t) : t > 0} es
una familia de aplicaciones continuas de X en si mismo que cumple tres propiedades: la
primera, que 7'(0) es la aplicacién identidad sobre X, esto significa que si el tiempo es 0,
entonces el punto x no se “mueve”; la segunda, es que la composicién de la aplicacién en
tiempo t con la aplicacién en tiempo s, es la aplicacién en tiempo t + s, es igual “mover” un
punto una cantidad de tiempo t y después volverlo a “mover” una cantidad de tiempo s
que “moverlo” una cantidad de tiempo t 4 s directamente; y la tercera es que la aplicacion
que lleva el par (¢,z) de Rf x X a T(t)x de X es continua con la topologia producto. Una
vez sabemos qué es un semigrupo, pasaremos a dar la definicion formal de atractor global.
El atractor global, que denotaremos por A, es un conjunto del espacio X que verifica que,
dado un conjunto acotado B de X, cuando voy aplicando las aplicaciones T'(t) a B, y voy
aumentando el tiempo hasta infinito, el resultado, T'(¢)B, se va acercando cada vez mas al
atractor. O dicho de otro modo, que el atractor atrae a cualquier subconjunto acotado de
X. Esta idea de atraccién se puede ver de manera formal en la Definicién 2.1.2. Ademas,
pediremos que este conjunto A sea compacto y que sea invariante por la accién del semigrupo.
Esto es que, dado cualquier tiempo ¢ positivo o cero, el resultado de aplicar la aplicacién T'(t)
al conjunto A es el mismo conjunto A. Un resultado interesante que demostraremos es que,
si existe el atractor global, entonces es tinico. Ademas, el atractor global esta carecterizado



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

por el conjunto de todas las soluciones globales acotadas del semigrupo, donde una solucion
global del semigrupo es una funcién continua de R en X tal que T'(¢)¢(7) = £(t + 7) para
todo 7 real y t > 0. A continuacién daremos una condiciéon necesaria y suficiente para
la existencia del atractor global. Esta condicién es que el semigrupo sea asintoticamente
compacto y disipativo, conceptos que introduciremos de manera formal en la Seccion 2.2.
Una vez que tenemos un sistema dinamico con atractor global, el comportamiento asintético
puede ser descrito mediante un analisis de la dinamica interna del atractor. El “Teorema
Fundamental de los Sistemas Dindmicos”de [31] es el resultado mds general de este tipo,
y describe cualquier flujo en un espacio métrico compacto como una descomposicién de
partes invariantes aisladas recurrentes por cadena y las conexiones entre ellas. Esto es lo
que se conoce como Descomposicién de Morse y que definimos en la Seccién 2.5. En [17] se
introdujeron los denominados semigrupos de tipo gradiente, o J-gradiente dindmico y que
nosotros presentamos en la Seccién 2.4, como un concepto intermedio entre los semigrupos
gradientes, los que poseen una funcién de Lyapunov, y los semigrupos que poseen atractor
de tipo gradiente, esto es, aquellos que poseen un atractor que se puede expresar como la
unién de los conjuntos inestables de sus conjuntos invariantes aislados. Arago et al. ([2])
consiguieron demostrar que los conceptos de semigrupo gradiente y de semigrupo de tipo
gradiente son, en realidad, equivalentes y que, ademés, por la forma en que se construye la
funcién de Lyapunov, la familia disjunta de los conjuntos invariantes aislados de un semigrupo
de tipo gradiente en un espacio métrico general puede ser reordenada de tal manera que forme
una descomposicion de Morse del atractor. Estos hechos estan presentes en este trabajo,
yva que los resultados novedosos que aqui presentamos son la generalizacién, bajo ciertas
hipétesis, de los de Aragao et al. ([2]) al caso de que tengamos una descomposicién de Morse
con infinitas componentes (Capitulo 3), o al caso no auténomo (Capitulo 5).

En el Capitulo 3 pasaremos a tratar el caso en el que tengamos infinitas componentes de
Morse en el atractor global. Comenzaremos con un ejemplo que motive este trabajo y la
idea es repetir, bajo ciertas hipétesis, el trabajo que fue desarrollado en Aragao et al. ([2]),
obteniendo asi la equivalencia entre semigrupo gradiente generalizado, semigrupo gradiente
dindamico generalizado y descomposicion de Morse. En este caso supondremos que tenemos
una coleccién de conjuntos My, = {M;}2, U M, donde los conjuntos son disjuntos pero
no aislados, ya que en las aplicaciones se comprueba que tipicamente M., es un conjunto
de acumulacion de la sucesion {M,};en. Asi, dado un semigrupo con atractor global A y
una familia de conjuntos disjunta e invariantes M, con M; aislado para j € N, decimos
que un semigrupo es gradiente dindamico generalizado respecto a M, si para toda solucion
€ :R — A tal que {(t) ¢ M;, para algin t, € Ry todo j € NU oo, se verifica que

M; b= 5(t)H—°>oMi, para 1l <1 < j < o0. (1.1)

Después pasaremos a ver qué es un descomposicion de Morse M, con infinitas componen-
tes. Basicamente es la misma definicién que en el caso finito, salvo que esta vez tenemos una
cadena infinita de atractores locales @ = A C A, C --- C A, C --- Ay = A y por tanto
definimos M; := A;NA7 |, My, = ﬂ;’io A%. A continuacién se verdn algunas propiedades re-
lativas a los conjuntos de Morse y los pares atractor-repulsor. En la Seccién 3.2 construiremos



una descomposicién de Morse a partir de una coleccion de conjuntos invariantes disjuntos
M., = {M;}7°, U M, con M; aislado para j € N que verifica la condicién (1.1). Para ello
sera crucial demostrar que dada una coleccion de conjuntos como la definida anteriormen-
te, entonces M; es un atractor local. A partir de aqui construiremos una cadena infinita
de atractores locales, sus repulsores asociados y finalmente la descomposicién de Morse que
coincidird con los conjuntos M;. En la Seccién 3.3 veremos qué es un semigrupo gradiente
generalizado y construiremos una funciéon de Lyapunov a partir de una descomposicién de
Morse, probando asi otra parte del teorema central de este capitulo. Ya en la 1ltima seccion
de este capitulo demostraremos que dada una funcién de Lyapunov respecto a una coleccion
de conjuntos M, en A, se verifica que el semigrupo es gradiente dindmico generalizado y
por tanto tendriamos todas las piezas para formar asi el Teorema 3.4.6 que dice lo siguiente:

Teorema 1.0.1 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia dis-
Junta de conjuntos invariantes Mo = {M;}2, U M en A tal que M; es aislado para cada
J € N. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente generalizado con respecto a My, en el sentido
de la Definicion 3.3.1 y My, estd ordenada con respecto a la funcion de Lyapunov.

i) {T'(t) : t > 0} un semigrupo gradiente dindmico generalizado con respecto a My, que
satisface (3.7).

i) My, de una descomposicion de Morse de A.

En el Capitulo 4 pasamos al estudio de los sistemos dindmicos no auténomos. Al igual
que en el capitulo anterior comenzamos con la definicién de semigrupo, en este capitulo
comenzaremos con la generalizacion de semigrupo en los sistemas dindamicos no auténomos
(o SDNA de manera abreviada), esto es la definicién de proceso de evolucién. Un proceso
de evolucién es una familia biparamétrica de aplicaciones {S(¢,s) : t > s} que verifica
tres propiedades. Estas propiedades son la generalizacion de las mismas propiedades que
pediamos para semigrupos y son: S(t,t) es la identidad sobre X si el tiempo inicial y final es
el mismo entonces el punto no se “mueve”; S(t,s) = S(t,7)S(7, s), puedo “mover” un punto
desde el tiempo s al £ 0o “mover” al punto de s a 7 y luego de 7 a ¢, donde 7 es un tiempo
intermedio entre s y t; y finalmente que la aplicacién que lleva a cada (t,s,2) de R x R x X
en S(t,s)r de X es continua. Y al igual que antes pasaremos a definir a continuacién qué es
un atractor. Al estar tratando en este caso con una familia biparamétrica de aplicaciones, en
vez de una con un sélo parametro como en los semigrupos, nos encontramos ante una doble
eleccién a la hora de definir la atraccion, ya que tenemos dos formas de entenderla. Cuando
optemos por fijar el tiempo inicial y hacer tender el tiempo final hacia infinito hablaremos
de atraccion hacia adelante o forward, y cuando lo que fijemos sea el tiempo final y hacemos
tender el tiempo inicial a menos infinito hablaremos de atraccion hacia atras, o pullback. Por
esto mismo no hablaremos del atractor global, sino del atractor forward (relacionado con el
atractor uniforme A en el sentido de Chepyzhov y Vishik [28]) o del atractor pullback (ver
Kloeden y Rasmussen [48] o Carvalho, Langa y Robinson [21]). Estos dos enfoques son lo
mismo en el marco auténomo, ya que S(t, s) se comporta como un semigrupo 7'(t — s) pero,
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en general, estos conceptos no tienen ninguna relaciéon en el marco no auténomo. En nuestro
caso nos centraremos en el atractor pullback, ya que es con este tipo de atractores con los
que hemos desarrollado esta parte del trabajo y es en definitiva el que permite entender la
dindmica en el atractor uniforme (ver Chepyzhov y Vishik [28] o Bortolan et al. [10]). Otra
gran diferencia con respecto al atractor global de los semigrupos es que, en el caso de los
procesos de evolucién, el atractor pullback no es un conjunto, sino una familia parametrizada
de conjuntos. Asi, la idea de invarianza, es la invarianza en el sentido de familia de conjuntos,
o expresado mas formalmente, que dados dos tiempo cualesquiera t,s, con t > s, diremos
que la familia {A(¢) : t € R} es invariante por la accién del proceso si S(t, s).A(s) = A(t).
El atractor pullback se define de manera formal como:

Definicién 1.0.2 Se dice que una familia {A(t) : t € R} es el atractor pullback para un
proceso de evolucion S(-,-) si

(i) A(t) es compacto para cada t € R,

(it) A(-) es invariante respecto a S(-,-),

(iti) A(-) atrae pullback a conjuntos acotados de X, y
(iv) A(-) es la familia minimal con la propiedad (iii).

También existe una caracterizacién del atractor a través de las soluciones globales completas,
como en el caso de los semigrupos, pero necesitamos que el atractor pullback sea acotado,
esto es que A(t) sea uniformemente acotado en t. A continuacién pasaremos a dar algunos
resultados sobre la existencia del atractor pullback. Uno de ellos relaciona la existencia del
atractor pullback para un proceso de evolucién con la existencia de una familia de conjuntos
compactos {K(t) : t € R} que atrae a subconjuntos acotados de X bajo el proceso de
evoluciéon (Teorema 4.2.8). En este caso el atractor vendra dado para cada A(t) como la
clausura de la uniéon de todos los conjuntos w-limite de todos los conjuntos acotados de X
en tiempo t. Otro resultado, que impone mas condiciones sobre el proceso de evolucién, pero
que permite expresar el atractor de forma sencilla, es el Teorema 4.2.15, que dice que si el
proceso de evolucién es fuertemente acotado pullback disipativo y asintéticamente pullback
compacto (véanse las definiciones de la Seccién 4.2.3) entonces existe el atractor pullback,
es acotado en el pasado y es el w-limite del conjunto absorbente pullback asociado.

El Capitulo 4 finaliza con una aplicacién de la teoria de atractores pullback sobre un modelo
depredador-presa, en el que podemos observar la riqueza de la dindmica no auténoma (en
relacién a la auténoma) para un sistema de dos EDOs. Més precisamente, consideraremos el
siguiente modelo no auténomo de tipo depredador-presa,

{ A'(t) = af(t)A(t) — Bg(t)A%(t) — YA(t)P(t) (1.2)
P'(t) = 6h(t)P(t) — Am(t) P(t) + pA(t)P(t). '

Este tipo de modelos de Lotka-Volterra ha sido estudiado como un modelo clasico de interac-
cion entre dos especies. Esta interaccién depende del signo del producto de las dos variables.



Si ambas son positivas, entonces tenemos un modelo depredador-presa como en (1.2),siy < 0
y p > 0, entonces cada especie se beneficia de la otra, creando una interaccién de simbiosis
ysiy >0y pu <0 las dos especies compiten mutuamente para sobrevivir. Las funciones
af(t) y 6h(t) representan los ratios de crecimiento de A y P respectivamente, y Bg(t)A? y
Am(t)P? son los efectos inhibidores del medio que cada una de las especies tiene sobre su
propia reproduccién. Podemos encontrar en la literatura un extenso estudio relacionado a
este tipo de sistemas, tanto auténomos como no auténomos, y también para EDPs (véase
por ejemplo [50] y [52] para un estudio exhaustivo en dimensién infinita con coeficientes
acotados). En dimension finita existen muy buenos trabajos sobre modelos no auténomos,
como [76], para un sistema depredador-presa con coeficientes que dependen del tiempo no
negativos y acotados, o [1] para un sistema de competiticién con coeficientes acotados para
tiempos grandes. El estudio de estos problemas con coeficientes no acotados necesita usual-
mente de mas condiciones restrictivas relacionadas con la densidad de las funciones, llamadas
“condiciones medias” (véase [9, 12] y las referencias que alli se encuentran).

En nuestro caso, supondremos que

a7ﬁ777 (57 A’/’L > 07 (1'3)
ft) <g(t)y g(t) = go > 0, para cierto gy constante , (1.4)
0< hg < h(t) < Hy <o y 0<mg < m(t) < My < 00 con ho,mo,Mo,H() € R(]. )

Supondremos acotaciones globales en la mayoria de las funciones de (1.2), excepto en f(-) y
g(+), obteniendo, en primer lugar, la existencia del atractor pullback del sistema. Sin embargo,
aunque la funcién f(-) pueda ser negativa en subconjuntos acotados de R, necesitaremos
suponer mas hipdtesis sobre las funciones f(t) y g(t), para asegurar la permanencia de las
soluciones.

Como estamos trabajando con un modelo biolégico, consideraremos solamente datos inicia-
les positivos. Ademds, cuando (A, Ps) > (0,0), esto es cuando Ay, Py > 0, A(t,s; Ag, Ps) y
P(t, s; As, Ps) seran siempre positivas y si (As, Ps) = (0,0), entonces A(t, s;0,0) = P(t, s;0,0)
=0 para todot > s € R.

Este ejemplo resulta de gran interés, ya que demostramos la gran riqueza que poseen los
sistemas dindmicos no auténomos en comparacion con los sistemas dinamicos autonomos
incluso en el caso de la ecuacién logistica (Teorema 4.4.1 ). En este sentido, cabe destacar la
Observacién 6, que nos muestra que a pesar de existir una funcién de Lyapunov V(-) para
un sistema de la forma, con n(t) — 0 cuando t — o0,

{ () = n(t)z(t)(a — (1)), tER,

z(s) = xs > 0, s < t,

con a > 0, esto no implica que cualquier soluciéon converja a un equilibrio del sistema. Esto
no ocurre en un sistema dinamico auténomo, en el cual si existe funciéon de Lyapunov toda
solucién converge a un equilibrio del sistema. Con esto pretendemos mostrar las dificultades
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que aparecen al tratar con los SDNA, y que su estudio, aunque sea una generalizacién de un
SDA, no es tan simple. En particular, para una buena funciéon de Lyapunov tendremos que
desplazar nuestro marco de estudio al caso de los semiflujos cruzados (véase Capitulo 5).

En el dltimo capitulo de esta memoria veremos las diferentes nociones existentes de atractores
para una ecuacion diferencial no auténoma. En efecto, dada una ecuacién diferencial no
auténoma nos encontraremos con cuatro sistemas dinamicos diferentes: el grupo base, el
semiflujo skew-product, el sistema dinamico no auténomo asociado y el proceso de evolucién.
Cada uno de estos cuatro sistemas estd definido en un espacio diferente y son:

(a) El grupo base {0, : t € R} sobre P asociado a las dindmicas de las no linealida-
des dependientes del tiempo que aparecen en la ecuacion, y que estd definido por

(O f) () = FlE+-0),
(b) el semiflujo skew product {m(t) : t > 0} definido en el espacio producto P x X
(c) el sistema dindmico no auténomo (6, ¢)p.x) con p(t,0sp)p(s,p) = @(t + s,p),
(d) y el proceso de evolucion S(t,s).

Cada uno de ellos origina un atractor asociado diferente. Ademéas de esos cuatro atractores
nos encontramos que podemos tener un quinto atractor, el atractor uniforme A:

(i) Un atractor global A para el semiflujo skew product 7(¢),

(ii) un atractor global = para el grupo base #; (en nuestro caso, supondremos a P como
atractor global),

(iii) un atractor cociclo {A(p)},ep para el semiflujo cociclo ¢,
(iv) un atractor pullback {A(t)};er para el proceso de evolucién S(t, s),
(iv) y el atractor uniforme A = IIx(A) := {z € X : existe p € P con (p,x) € A}.

Esto nos serd de gran utilidad para la siguiente parte del capitulo, ya que usaremos las
relaciones entre atractores para abordar el problema de equivalencia entre existencia de fun-
cion de Lyapunov y descomposicion de Morse, que en el lenguaje de procesos y atractores
pullback no tiene solucién (ver Aragao et al. [3]), y que al cambiar el marco a semiflujos
skew-product si podemos darle solucion. En efecto, pasaremos a tratar un problema que
Aragao et al. [3] dejaron abierto cuando desarrollaron sus articulos sobre la descomposicién
de Morse para SDNA. Tal como hemos visto ya consiguieron demostrar la equivalencia entre
sistema gradiente y sistema de tipo gradiente. En sus articulos no acaban aqui, sino que
muestran cémo esta descomposicion de Morse puede hacerse en el caso no auténomo. Sin
embargo, no consiguen demostrar que suponiendo la existencia de una funcién de Lyapunov
para el proceso, dicho proceso es de tipo gradiente dindmico (todo ello de acuerdo con la
generalizacion de las definiciones de funcién de Lyapunov y proceso de tipo gradiente en
el caso no auténomo). En este trabajo hemos conseguido dar una respuesta positiva a ese
problema abierto. Aqui adoptamos un enfoque diferente al que da Aragao et al. [3], que nos
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permitie ir mas alla en la teoria. De hecho, adoptamos el enfoque de la descomposicién de
Morse para atractores aleatorios en Liu [59] que trata el caso de ciertas ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas. Como se desarrolld en Kloeden y Rasmussen [48], dado un espacio base
compacto P, la existencia de un atractor global A de un flujo skew product en P x X (véase
Chepyzhov y Vishik [29] o Kloeden y Rasmussen [48]) nos lleva a la existencia de atractores
pullback A(p), para p € P (véanse Definicién 5.1.6 y Teorema 5.2.6). Luego, una definicién
de descomposicién de Morse del atractor del flujo skew product en P x X nos permitira la
descomposicién de Morse del atractor pullback en X para un sistema dinamico no auténomo:

Definicion 1.0.3 Sea ¢ un SDNA que admite atractor pullback S con IS precompacto y
verificaindose (H2) del Teorema 5.2.7. Sean (A;, R;), @ = 1,--- ,n, pares atractor-repulsor
pullback en S con

0= Ao(p) & Ai(p) & -+ & An(p) = S(p)

S(p) = Ro(p) 2 Rl(p) 2 2 Rn(P) =

para todo p € P. Entonces, la familia M = {M,-}?Zl de conjuntos compactos no auténomos
mvariantes, definidos por

Mi:fliﬁ]%i,l, 1§Z§n,

se llama una decomposicion de Morse pullback de 5’, y cada M; es llamado un conjunto de
Morse pullback.

En particular, esto implica el concepto de atraccién en sentido pullback (s — —o0) y repul-
sién local en sentido pullback-backwards (esto es, fijado ¢ € R, hacemos tender s — +00).
Este enfoque nos permitira probar la equivalencia entre la existencia de una descomposicién
de Morse de un atractor pullback y la existencia de una funcién de Lyapunov asociada, un
resultado que no se encuentra en las referencias previas. Por lo tanto, prestamos especial
atencién a las propiedades dinamicas descritas por este tipo de caracterizacion de los atrac-
tores pullback. Escribiremos a continuacién los resultados principales que obtenemos, que
muestran las propiedades dinamicas del SDNA ¢ a través de una descomposiciéon de Morse
sobre el atractor:

Teorema 1.0.4 Supongamos que M = {M I, es una decomposicion de Morse pullback
del atractor pullback S determinado por los pares atractor-repulsor pullback (Al, R)
1,...,n. Supongamos que IIyA; NIIxR; = 0 para © = 1,...,n. Entonces, la coleccion de
conjuntos de Morse pullback determina el comportamiento limite del SDNA ¢ sobre S. Mds
precisamente, tenemos que:

(i) Para cualquier conjunto no auténomo puntual & en S con
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tenemos que
n

lim dist(p(t,0-p)z(6-1p), U M;(p)) = 0.

t—+o00 )
=1

(i1) Si ¢ es invertible sobre S, entonces para cualquier conjunto no auténomo puntual & en
S con

dist(i ,| J0A;) >0,

tenemos

lim dist(p(—t,0p)z(6:p), U M;(p)) = 0.

t——+o0 )
i=1

(111) Si o es una orbita entera a lo largo del conjunto no autdnomo puntual & satisfaciendo

lim sup dist(o(t, 0_yp)z(0_p), Mx M;) = 0 (1.6)

t=+00 pep

lim sup dist(7 (—t, 0p)z(8,p), x M) = 0

t—+o00 peP
para algun 1 < i,5 <n, entonces 1 < j; ademds, 1 = j st y solo si o se encuentra sobre
M;.

(iv) Sioy,...,00 sonl orbitas enteras a lo largo de los conjuntos no auténomos puntuales
Ty, ..., 3 respectivamente tal que para algin 1 < jo,...,5 < n, wy,(p) C Mj,_,(p) y
wy(p) C M, (p) para cadap € P yk=1,...,1, entonces jo < ji. Ademds, jo < ji si
y sdlo si oy no se encuentra sobre |J;._, M; para algun k, en otro caso jo =--- = 7.

El siguiente muestra que dada una descomposiciéon de Morse tenemos una funciéon de Lya-
punov:

Teorema 1.0.5 Supongamos que M= {Ml}le es una descomposicion de Morse del atrac-
tor pullback S respecto al SDNA . Existe entonces una funcion de Lyapunov continua
L:P x X — R con las siguientes propiedades:

(1) L(Op, (t,p)x) < L(p,x) para todo (p,x) € Px X yt > 0.

(ii) L(Op, ¢(t,p)x) = L(p,x) cuando x € |J;_, M;(p) para todo t > 0, y L toma diferentes
valores constantes sobre los diferentes conjuntos de Morse.

(iii) L(O:p, ¢(t,p)z) < L(p,x) cuando x € X \ U;_, M;(p) para todo t > 0.
Y también demostramos su reciproco:

Teorema 1.0.6 Supongamos que el SDN4 © admite un atractor pullback 5’, en el universo
D dado por (5.17), satisfaciendo que xS es precompacto, la hipdtesis (H2) del Teorema
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5.2.7, y que M = {Mi}?zl es una coleccion de conjuntos no auténomos compactos en S con
el asociado M; siendo compacto y mutuamente disjuntos. Supongamos ademds que eziste una
funcidn continua de Lyapunov L : P x X — R con las siguientes propiedades:

(i) L(bip,o(t,p)x) < L(p, ) para todo (p,xr) € Px X yt>0.

(ii) L(Owp, o(t,p)x) = L(p,x) cuando = € U;L:Al M;(p) para todo t > 0, y L tomando diferen-
tes valores constantes sobre diferentes M.

(iii) L(O:p, ¢(t,p)z) < L(p,x) cuando x € X \ U;_, M;(p) para todo t > 0.
Entonces, M = {Mi}?zl es una descomposicion de Morse del atractor pullback S.

Cabe destacar que para poder obtener estos resultados imponemos una serie de condiciones
adicionales. La primera es que para probar que si tengo un atractor S para un SDNA ¢,
una funcién de Lyapunov y una coleccién de conjuntos no auténomos compactos M en S
entonces la colecccién M es una descomposicién de Morse sobre S necesitamos imponer que
MyS = Up6 p S(p) sea precompacto. Otra de las condiciones que usaremos durante toda esta

ultima parte es la hipdtesis (H2) del Teorema 5.2.7, que dice que dado un atractor AeD
sobre un SDNA ¢ se verifique que lim;_, o sup,ep dist(p(t, 0_p)D(0_;p), lIxA) = 0 para
cada D € D. Finalmente presentaremos algunos ejemplos para ilustrar nuestros resultados.

En la ultima parte de esta memoria presentaremos algunas conclusiones y problemas abiertos
a los que este trabajo ha dado lugar.
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos autonomos

En este primer capitulo presentamos los conceptos basicos y desarrollamos los primeros
resultados de la teoria de los sistemas dindmicos auténomos. Definiremos el atractor global
y los conceptos de semigrupos gradientes y gradientes dinamicos. Indispensables para poder
hablar después de descomposicion de Morse del atractor global y presentar los resultados de
Aragao et al. [3], donde se demuestran que estos tres conceptos son, en realidad, equivalentes.

2.1. Primeras definiciones

Sea X un espacio métrico con la distancia d : X x X — R*.

Definicién 2.1.1 Decimos que una familia {T'(t) : t > 0} de aplicaciones continuas del
espacio X en st mismo es un semigrupo no lineal en X, o simplemente semigrupo si no hay
riesgo de confusion, cuando se cumplen las tres propiedades siguientes:

1) T(0) = Id,
2) T(t+s)=T(t)T(s), para todo s,t > 0,
3) (t,x) — T(t)x es continua de [0,+00) x X, con la topologia producto, en X.

Los semigrupos no lineales son también llamados sistemas dinamicos auténomos, y en este
texto vamos a utilizar indistintamente ambas nomenclaturas.

Observemos que, por la propiedad de semigrupo, se tiene que la familia de aplicaciones
{T(t) : t > 0} es conmutativa para la operaciéon de composicién de aplicaciones, ya que,
cualesquiera que sean t,s > 0 se tiene que T'(s)T'(t) =T(s+t) =T(t+s) =T ()T (s).

Fijemos un semigrupo no lineal {T'(¢) : ¢ > 0} en un espacio métrico X := (X, d) que a veces
denominaremos espacio de fases del semigrupo; dicho semigrupo se va a notar, en ocasiones,
por T'().

15
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Queremos recordar en primer lugar la definicién de atractor global para un semigrupo no
lineal T'(-) (Hale [37]; Babin & Vishik [8]; Temam [77]; Henry [41]; Ladyzhenskaya [49]), y
después discutir como este concepto puede ser generalizado al atractor de un proceso de
evolucién S(-,-).

Lo ideal es que el atractor de un sistema dindmico dado sea un objeto que describa por
completo la dindmica asintética del modelo que da lugar a dicho sistema. Una exitosa teoria
general deberia conducir a poder comprender de forma razonable el comportamiento asintoti-
co del modelo, incluyendo la localizacion del atractor, la velocidad a la que atrae en el espacio
de estados, y las estimaciones sobre su dimensién o complejidad.

Comenzaremos dando sentido a la palabra atraccion. En la definicion, denotaremos la semi-
distancia de Hausdorff entre A y B por dist(A, B) definida por

dist(A, B) = sup 1'n£ d(a,b)

a€cA be

Noétese que dist(A, B) = 0 implica solamente que A C B, donde M denota la clausura de M
en X.

Definicién 2.1.2 Sean B y C subconjuntos de X. Decimos que B atrae a C bajo T(-) si
dist(T(t)C, B) — 0 cuando t — oo.

Recordemos que, dados un subconjunto A C X y un numero positivo € > 0, su e-entorno,
denotado por O.(A), es la unién de todas las bolas abiertas centradas en sus puntos y
poseyendo radio €, es decir,

O (A) := U B(aje) ={zr € X : d(z,A) < €}.
acA

De la definicién anterior se deduce que un subconjunto B es atraido por un subconjunto A
si y sélo si, para todo € > 0 existe T'=T(¢, B) > 0 tal que

T(t)B C O.(A) para todo t > T. (2.1)

Intuitivamente, un conjunto que atrayese a todo punto en X deberia quedarse fijo por la
accion del semigrupo. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 2.1.3 Se dice que un conjunto A C X es invariante bajo T() si T(t)A = A
para cualquier t > 0.

Por supuesto, dentro de un conjunto invariante pueden existir varios subconjuntos inva-
riantes.

Dadas estas definiciones, estamos en posicién de dar la definicién de atractor para un semi-
grupo.
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Definicion 2.1.4 Se dice que un conjunto A C X es el atractor global para un semigrupo
T(-) si verifica

(i) A es compacto,
(it) A es invariante, y
(iti) A atrae cada subconjunto acotado B de X.

En realidad, esta definiciéon produce el minimo conjunto compacto que atrae a cada subcon-
junto acotado de X (en el sentido de (7i7)), y el maximo conjunto acotado invariante. Por lo
tanto, uno puede encontrar en la literatura al atractor global mencionado como el “atractor
maximal” o el “atractor minimal”.

Nétese que esta definicién requiere que el atractor global atraiga conjuntos acotados de X
de una forma uniforme.

Un apunte importante sobre el atractor global es que, cuando existe, es Unico.

Proposicién 2.1.5 Si eziste un atractor global para el semigrupo {T'(t) : t > 0}, entonces
dicho atractor es unico.

Demostracion: Sean A; y A, dos atractores globales para el semigrupo {7'(t) : ¢t > 0}.
Como A; es compacto, v A; es un atractor global, tenemos que

lim dZSt(T(t).AQ, .A1> =0

t—o00

Pero como Aj es invariante por T'(-) tenemos que 7'(t).A; = A, para cada t > 0. Por tanto,

= lim diSt(T(t)AQ, .Al) = tlfm diSt(AQ, ./41) == diSt(AQ, ./41),

t—o00

Asf que dist(Ay, A;) = 0y, entonces, Ay C A; = A; ya que A; es cerrado. Cambiando ahora
los papeles de A; y Ay nos queda la igualdad.

O

Ademas, el atractor global puede ser caracterizado como el conjunto de todas las soluciones
globales acotadas. Si el semigrupo procede de una ecuacién diferencial, esto proporciona una
caracterizacién analitica, en vez de una geométrica/dindmica, del atractor global.

Para ser precisos, vamos a dar la siguiente definicién.

Definicién 2.1.6 Una funcion continua £(-) : R — X es una solucion global para T(-) si
satisface que T'(t)E(T) = &£(t + 7) para todo 7 € R y todo t > 0.

La demostracion de la siguiente caracterizacion es sencilla.

Teorema 2.1.7 Si un semigrupo {T'(-) : t > 0} tiene un atractor global A, entonces

A={y € X : existe una solucidn global acotada & : R — X con £(0) = y}
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Demostracion: Dado y € A necesitamos construir una solucién global acotada y(t)
con y(0) = y. Lo haremos encontrando una solucién y(t) € A con y(0) = y. Para ¢t > 0
podemos tomar simplemente y(t) = T'(t)y. Para t < 0 procederemos inductivamente. Como
T(1)A = A, al ser A invariante, existe y_; € A tal que T'(1)y_1 =y. Sea y(t) =T(t + 1)y_1
para —1 < ¢t < 0. Por el mismo procedimiento, existe y_o € A tal que T(1)y_o = y_1, ¥y
tenemos que y(t) = T(t + 2)y_o para —2 < t < —1. Continuando de esta forma obtenemos
la solucién global ().

A la inversa, si y(-) es una solucién global acotada entonces A atrae a Y = Uery(t).
Como y(0) = T'(t)y(—t), por definicién de solucién global, se tiene que dist(y(0), A) <
dist(T(t)Y, A) para cualquier ¢ € R, y entonces dist(y(0),.A) = 0. Como A es cerrado se
concluye que y(0) € A.

O

Si ¢ : R — X es una solucién global, denotaremos a su imagen con el simbolo (&) := {£(¢) :
t € R}, y dicha imagen se va a llamar la drbita de la solucién & o, de otra forma, la érbita
global de la solucién €.

Antes de comenzar con los resultados que aseguran la existencia del atractor global, vamos
a dar algunas definiciones mas que nos seran de ayuda posteriormente.

Dado un subconjunto B de X denotamos por 4+ (B) su semidrbita positiva respecto del
semigrupo {7T'(+)}, esto es

yH(B) = {T(t)x:t >0,z € By = | ]+ ().

zeB

Decimos que un semigrupo no lineal {T'(¢) : t > 0} es acotado, cuando la semidrbita positiva
de cualquier subconjunto acotado de X es un acotado de X, mientras que se dice eventual-
mente acotado cuando para cada subconjunto acotado B C X existe 7 = 7(B) > 0 tal que
v+ (B) es un acotado de X.

Obsérvese que, si un semigrupo {7'(t) : ¢ > 0} en un espacio métrico X posee atractor global
A, entonces {T'(t) : t > 0} es necesariamente eventualmente acotado, pues dado un acotado
B C X, haciendo € = 1 en el apunte sobre la atraccion del atractor global tenemos, en primer
lugar, que O;(A) es acotado y, en segundo, por (2.1), existe 7 = 7(B) de modo que ;" (B)
es acotado. En particular, si £ : R — X es una solucién global para T'(-) entonces, para todo
7 € R, el subconjunto {{(t) : t > 7} es acotado.

Dados dos subconjuntos B y D de X, se dice que D absorbe al conjunto B, por la accién
del semigrupo, si existe un 7 = 7(B) > 0 de manera que T'(t)B C D para todo t > 7.

Finalmente, se dice que un semigrupo {7'(t) : ¢ > 0} es disipativo, cuando existe un subcon-
junto acotado D de X que absorbe a todos los subconjuntos acotados de X por la accién
del semigrupo.
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Las nociones de atraccién y absorcién son equivalentes en el sentido de que un semigrupo 7'(-)
es disipativo si y solo si existe un subconjunto acotado A que atrae a todos los subconjuntos
acotados de X. Reciprocamente, si suponemos que A atrae a todos los acotados, entonces
fijando € > 0 cualquiera, es inmediato de (2.1) que, poniendo D := O.(A), resulta que D es
acotado y satisface la definicion de disipatividad, como queriamos.

2.2. Conjuntos w-limites y existencia de atractores

En esta seccién introduciremos el concepto de conjunto w-limite, que va a jugar un papel
fundamental en el desarrollo de la teoria de los atractores globales que analizaremos en la
proxima seccion.

Definicién 2.2.1 El conjunto w-limite de un conjunto B de X, denotado por w(B), se define
de la siguiente manera:

w(B) :=(JT(s)B = (% (B).

t>0 s>t >0

El conjunto w-limite de cualquier subconjunto B de X es un conjunto cerrado al ser una
interseccién de cerrados.

Daremos ahora una caracterizacion del conjunto w-limite de un conjunto B de X que nos
serd de gran utilidad para futuras demostraciones. Denotaremos por R{ al conjunto [0, c0).

Lema 2.2.2 FEl conjunto w-limite de un subconjunto B C X estd carecterizado por
w(B) ={z € X : existen sucesiones (t,)nen en Ry con t, — 00 y (¥n)nen en B,

tales que x = lim T'(t,)x,}

n—oo

Demostracion: Llamemos w'(B) al conjunto definido por el término derecho de la igualdad
anterior. Dado = € w(B), para cada natural n se tiene que x € ;5 (B). Luego, para cada n
debe existir z, € ;7 (B) tal que d(z, z,) < %, pero, por la definicién de 7 (B), existen ¢, > n
y &, € B de manera que z, = T(t,)x,. Asi se tiene evidentemente que x = lim,,_,o T(t,)xy,
con t,, — 00, es decir, z € W'(B).

Por otra parte, sea x € w'(B), entonces x = lim,, .o, T'(t,)x,, para ciertas sucesiones (t,)nen
en R}, con t, — 00, ¥ (Z,)nen en B. Ahora, dado ¢ > 0 cualquiera, escogiendo un natural
n(t) de modo que t, >t para n > n(t), se ve facilmente que T'(t,)z, € v(B) siempre que
n > n(t), de donde resulta que x € v(B), y de la arbitrariedad con la que fue tomado ¢ > 0,

concluimos que = € (5% (B), es decir, © € w(B) y el lema queda demostrado.
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Con este resultado es ahora muy simple demostrar que si B C C' entonces w(B) C w(C) y
si x: R — X es una solucién global de T'(+) se tiene que w(x(t)) = w(z(s)) cualesquiera que
sean s y t.

En algunas ocasiones se puede definir un concepto semejante al de conjunto w-limite, pero
donde el tiempo avanza hacia atras, definiendo lo que se conoce como conjunto a-limite.

Definicién 2.2.3 Sea £ : R — X una solucion global del semigrupo {T'(t) : t > 0}. Defini-
mos su conjunto a-limite de la siguiente manera:

a(l) :={x € X : existe (t,)nen en R con t, — —00 (n — +00) tal que x = lim £(t,)}

n—oo

Vamos a introducir ahora la definicion de semigrupo asintéticamente compacto, que son
los semigrupos con los que trabajaremos a partir de ahora, ya que en estos semigrupos las
principales propiedades de los conjuntos w-limites necesarias en el estudio de los atractores
globales se verifican siempre.

Definicién 2.2.4 Decimos que un semigrupo no lineal {T'(t) : t > 0} en un espacio métrico
X es asintdticamente compacto, cuando para toda sucesion acotada de puntos de X, (T )nen,
y toda sucesion de nimeros reales no negativos (t,)nen con t, — 0o se tiene que la sucesion
de puntos de X, {T(t,)xn tnen, posee una subsucesion convergente.

Y otra definiciéon més

Definicién 2.2.5 Se dice que un semigrupo no lineal {T'(t) : t > 0} en un espacio métrico
X es eventualmente compacto, si existe to > 0 tal que la aplicacion T(ty) : X — X es una
aplicacion compacta, es decir, si para cada subconjunto acotado B de X su imagen por T'(t),
T(to)B, es un subconjunto relativamente compacto de X .

Supongamos que {7'(t) : ¢ > 0} es un semigrupo eventualmente compacto y sea ty > 0 tal
que T'(ty) : X — X es una aplicacién compacta. Entonces, del hecho de que una aplicacién
continua transforma conjuntos compactos en conjuntos compactos y de la propiedad de

semigrupo, se deduce que para todo ¢t > ty, T'(t) : X — X es una aplicacién compacta, pues,
T'(t) =T(t — to)T(to)-

Lema 2.2.6 Dado un semigrupo {T'(t) : t > 0} eventualmente compacto y eventualmente
acotado, se verifica que {T'(t) :t > 0} es asintoticamente compacto.

Demostracion: Sean (t,),en una sucesion de niimeros con t, — 00 y (Z, ey Una sucesion
acotada de puntos de X. Sea, por la compacidad eventual, ty > 0 tal que T'(ty) : X — X
es una aplicacién compacta y, por la acotacién eventual de T'(-), 7 > 0 de manera que la
semidrbita, v (By), del subconjunto acotado By := {xz, : n € N}, es acotada. Finalmente,
escogiendo un numero real ¢’ > ¢y + 7, consideremos ng € N tal que t,, > ¢’ para todo n > ny.
Definiendo el conjunto acotado B := {T(t, —t" )z, : n > no} C vF(By), de la observacién que
sigue a la definicién de compacidad eventual, resulta inmediato que T'(t') B es relativamente
compacto y siendo {T'(t,)z, > ng} un subconjunto de T'(¢') B, se sigue la conclusion.
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O

Establecemos ahora las principales propiedades de los conjuntos w-limites para semigrupos
asintoticamente compactos.

Lema 2.2.7 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo asintdticamente compacto en un espacio
métrico X . Para todo subconjunto no vacio B C X se tiene que su conjunto w-limite satisface
las siguientes propiedades:

(i) w(B) es no vacio, compacto, invariante y atrae a B por la accion de T(+).
(ii) w(B) es el menor conjunto cerrado de X que atrae a B.

(i) Si B es conexo o existe un conero C que contiene a B y que es atraido por w(B),
entonces w(B) es conezo.

Demostracion:

(i) Primero vamos a ver que w(B) es no vacio. Tomemos una sucesion cualquiera de nimeros
reales no negativos (¢, )nen con t, — oo y una sucesion (z,)nen de puntos de B. De la compa-
cidad asintética se deduce que la sucesién (T'(t,)x,)nen posee una subsucesion convergente
y por el Lema 2.2.2 tenemos que este limite pertenece a w(B).

Para probar la compacidad, sea (x,),en una sucesién de puntos en w(B). Por el Lema 2.2.2,
(n)
J

. De donde se puede concluir que,

ey en RY con t” — oo, cuando
J€ 0> )
(n)
J

cada n € N tiene asociado un par de sucesiones (tg.")
j— 00,y ($§n))jeN en B tales que x,, = lim;_, T(t(-"))x

j
para cada natural n existe un natural j, tal que

n n ]' n
d(xn,T(tg-n))xg-n)) <., con t§~n) > n. (2.2)
Como t;:) — 00, cuando n — 00, por la compacidad asintotica, podemos extraer una
subsucesién convergente de (T(t§:))x§:))neN, que denotaremos por

(T<t(.nk)>x(”k))k€N

Ing ]nk

y por z a su limite. El Lema 2.2.2 implica ahora que = € w(B), y de (2.2) obtenemos que

(m)y )y L
d(mnk,T(tjn: )mjn: ) < -
de donde resulta que x,, — z, cuando k — 00, lo que demuestra la compacidad de w(B).
Ahora probaremos que w(B) es invariante. Sean x € w(B) y (t,)nen en Ry, con ¢, — oo, y
(Zp)neny en B de manera que x = lim,,_,, T(t,,)z,. Entonces, dado t > 0, de la continuidad
del operador T'(t) : X — X y de la propiedad de semigrupo se sigue que

T(t)x =T@)(lim T(t,)z,) = m T(t +t,)z,,

n—oo n—oo
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cont+t, — o0y (n)nen en B, lo que significa que T'(t)z € w(B) y por tanto T'(t)w(B) C
w(B). Reciprocamente, sean € w(B) y (t,)ney en Ry, con t, — 00, ¥ (¥ )nen en B de
manera que z = lim,, ., T(t,)x,. Fijado ¢t > 0 vemos que

x = lim T(t,)z, = Um T(t+ (t, —t))z, = Um T(&)(T(t, —t)z,). (2.3)

Por otro lado, usando la compacidad asintdtica, obtenemos un punto z € X y una subsucesién
(T'(tn; — t)Tn,)jen de (T'(ty, — t)2pn)nen con

z = lim T(t,, —t)Tn;,
j—o0
de donde, gracias al Lema 2.2.2, se sigue que z € w(B), y usando la continuidad de T'(t) : X —
X en (2.3) y el hecho de que toda subsucesién de una sucesién convergente es convergente y
converge al mismo limite, obtenemos que
r=T(t)(lim T(t,, —t)z,,) = T(t)z,

J]—00
lo que muestra que z € T'(t)w(B), concluyendo asi la inclusién w(B) C T(t)w(B) vy, por lo
tanto, la invarianza de w(B).

Veamos que w(B) atrae a B, es decir, que limy_, dist(T(t)B,w(B)) = 0. Supongamos que
esto no sea cierto, entonces existe € > 0y podemos construir una sucesion (¢, ),en de nimeros
reales positivos con t,, — oo tales que

dist(T(t,)B,w(B)) > € para todo n € N.

Por otro lado, la definicién de semidistancia nos dice que para cada natural n se puede hallar
r, € B tal que
d(T(tp)xn, w(B)) > ¢, (2.4)

pero, la compacidad asintética de T'(-) nos permite extraer una subsucesién de (T'(t,)x,)
que converge a un punto x que obligatoriamente estd en w(B). Entonces, la continuidad de
la funcién distancia de un punto a un conjunto y (2.4) nos garantizan que d(z,w(B)) > €,
contradiciendo que x € w(B), estableciendo que w(B) atrae a B, y completando la prueba
del apartado (7).

(73) De la definicién de w(B) se sigue que él mismo es cerrado y, por el apartado anterior,
tenemos que atrae a B por T'(-). Para probar que es el menor cerrado con estas propiedades,

consideremos un conjunto cerrado F de X que atraiga a B por T'(-), y mostremos que
w(B) C F.

En efecto, en caso contrario, existird un punto z € w(B) tal que x ¢ F. Como F es un
conjunto cerrado, se tiene que d(z, F) > § > 0, para algun 0 positivo. Ahora, sean (t,)nen
en Ry, con t, — 00, ¥ (Zn)nen en B, podemos encontrar t* > 0 tal que

dist(T'(t)B, F') < ¢ siempre que t > t*.
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Luego
d(T(t)z, F) < § para todo z € B y todo t > t*.

Pero, escogiendo n(t*) € N tal que ¢, > t* siempre que n > n(t*), concluimos que para todo
n > n(t*) se verifica
d(T(t,)z,, F) < 0,

de donde, por la continuidad de la funcién X > w +— d(w, F) € R, y después de pasar el
limite en n, se deduce que d(z, F') < §, lo que contradice la eleccién de = y demuestra el
apartado (7).

(7i1) Supongamos que exista un conjunto conexo C' conteniendo a B y que sea atraido por
w(B), pero que w(B) no sea conexo. Entonces, se puede escribir w(B) como la unién de
dos conjuntos no vacios cerrados (en w(B) y por lo tanto en X, ya que w(B) es cerrado
en X) y disjuntos F} y Fy. Se sigue del apartado (i) que F; y F, son compactos, luego
d(Fy, Fy) =: 6 > 0, donde

d(Fl,FQ) = inf{d(a, b) ra e Fl, be FQ}
Ahora, como w(B) atrae a C, existe t* > 0 tal que
T(t)C C Og(w(B)) para todo t > t*,

es decir,
(w(B)) = Og(ﬂ) U Og(F2)-

Pero, 7, es la imagen del conjunto conexo [t*,00) x C por la aplicacién continua [0, 00) X
X 5 (t,z) — T(t)z € X, por lo tanto v, (C) es conexo y como O%(Fl) y O%(Fg) son
disjuntos, obligatoriamente ;. (C') sélo puede estar contenido en uno de estos dos conjuntos.
Supongamos, por fijar ideas, que sea 7, (C) C Og(ﬂ)- Entonces,

Fy Cw(B) C%H(B) Cv:(C) € Os(F),

con lo que d(Fy, F}) < g, que no puede ser cierto teniendo en cuenta la definicién de ¢, y
permite concluir que w(B) es conexo cuando w(B) atrae a un conexo que contiene a B.

En el caso en que B sea conexo, el resultado se deduce de lo que hemos probado arriba
simplemente escogiendo C' = B, terminando la demostracion del lema.

O

Se pueden demostrar, de manera analoga, propiedades similares a las presentadas en el lema
anterior para los conjuntos a-limites de la soluciones globales acotadas de los semigrupos
asintoticamente compactos. Lo que nos da el siguiente resultado:
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Lema 2.2.8 Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo asintéticamente compacto en un espacio
métrico X y & : R — X una solucion global acotada suya. Entonces, el conjunto a-limite de
¢, a(§), es no vacio, compacto, conezo, invariante y

lfm d(£(t), a(€)) = 0. (2.5)

t——o00

Demostracion: Probaremos s6lamente que a(€) es no vacio y que se tiene la convergencia
de (2.5), ya que el resto de propiedades se demuestran de manera anédloga a las del conjunto
w-limite.

En efecto, sea (t,)nen una sucesién arbitraria de nimeros positivos con ¢,, — —oc.

Escribiendo para cada natural n

g(tn) = T(_tn)g(%n)7

como —t, — 00, v {£(2t,)}nen €s una subsucesiéon acotada de puntos de X, la compaci-
dad asintética asegura que {T'(—t,)&(2t,)}nen poOsee una subsucesién convergente, o sea,
{&(t,) fnen posee una subsucesién convergente y, por definicién, tal limite debe pertenecer a

a(€), probando que (&) # 0.

Por otra parte, supongamos que no se verifique la atraccion hacia atras en (2.5). Entonces,
existirdn € > 0 y una sucesién (t,)nen de nimeros no positivos con t,, — —oo de modo que

d(&(tn), a(&)) > € para todo n € N. (2.6)

Pero, repitiendo el argumento que hemos usado para probar que «(§) # 0, se concluye que
la solucién {£(t,) }nen posee una subsucesién convergente hacia un punto z € X, y dicho
punto deberd pertenecer a a(€), lo que contradice a (2.6) y, por lo tanto, se verifica (2.5).

O

Para finalizar la seccién probaremos un resultado bastante 1til sobre conjuntos w-limites, y
que vamos a usar en numerosas ocasiones.

Lema 2.2.9 Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y A C X
cerrado e invariante por T(-). Entonces

w(A) = A.

Demostracion: En efecto, sea x € A, entonces, por la invarianza de A, se tiene que
para cada natural n existe un punto x, € A tal que z = T(n)z, y, evidentemente, x =
lim,, oo T'(n)x,, luego € w(A) por el Lema 2.2.2, estableciendo la inclusion A C w(A).

Por otro lado, sean © € w(A), (t,)neny en Ry y (,)nen en A tales que x = lim,, o, Titn)xn.
Usando la invarianza de A vemos que T'(t,)z,, € A para todo natural n, de donde z € A = A,
lo que significa que w(A) C A y la demostracién queda terminada.
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O

Vamos ahora a establecer condiciones suficientes que garanticen la existencia del atractor
global para un semigrupo dado en un espacio métrico.

Teorema 2.2.10 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X.
Entonces {T'(t) : t > 0} posee atractor global A si y sdlo si es asintdticamente compacto y
disipativo. Ademds, en este caso, si B denota la coleccion de todos los subconjuntos acotados
no vacios de X, entonces el atractor viene dado por

A= Jw(B). (2.7)

BeB

Demostracion: Supongamos primero que exista el atractor global A para {T'(t) : t > 0}.
Entonces, como hemos visto antes {T'(¢) : t > 0} es disipativo. Para ver que es también
asintéticamente compacto, sean (,),en una sucesion acotada de puntos de X y (,)neny una
sucesion de nimeros no negativos con ¢, — 0.

Por un lado, considerando el conjunto acotado B := {x, : n € N} se tiene que

lim dist(T(t)B,A) =0,

t—o0

y, en particular, para todo 2’ € B

lim d(T'(t,)2', A) < lim dist(T(t,)B,A) = 0. (2.8)
n—oo n—oo
Entonces, aplicando simplemente la definicién de limite de sucesiones en (2.8), para cada
J € N se puede encontrar un punto z; € A de manera que
1
d(T(tnj)San,Zj> < ; (29)
Ahora, como A es un conjunto compacto, la sucesion (z;);en posee una subsucesion conver-
gente. Denotando dicha subsucesién de la misma manera, sea x € A su limite. Entonces, por

(2.9),
1
(T (tn,)n,, x) < d(T(ty,)2n,, 2;) + d(2j,2) < = +d(z;, 2),
J
es decir, T'(t,,)x,; — x, cuando j — oo, probando asi la compacidad asintética de {T'(t) :
t >0}

Reciprocamente, supongamos que {T'(t) : t > 0} es asintéticamente compacto y disipativo.
Sea A := Jpcw(B) el conjunto definido en (2.7) y probemos que A es, efectivamente, el
atractor global de {T'(t) : t > 0}.

En primer lugar, notemos que gracias al Lema 2.2.7, para cada B € B, el conjunto w(B) es
no vacio, compacto, invariante y atrae a B por la accién de T(-). De ahi, vemos que A es
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invariante, por ser unién de conjuntos invariantes, y ademas, atrae a todos los acotados de X
por medio de T'(+). Luego el teorema quedard demostrado en cuanto probemos la compacidad
de A, lo que haremos usando la disipatividad de {T'(¢) : ¢t > 0}.

En efecto, sea D C X un subconjunto acotado que absorbe a todos los subconjuntos acotados
de X por medio de T'(+). Tomando la clausura de D, si hiciera falta, podemos suponer que
D es cerrado, entonces su propiedad de absorcién junto con la propiedad (i) del Lema 2.2.7,
nos dicen que w(B) C D para todo B € B. Luego A C D y por tanto A C D lo que implica

que w(A) C w(D). Como A es invariante se tiene que A C w(A) y asi se puede concluir la
cadena de inclusiones

ACw(A) cw(D)C A,
y consecuentemente w(D) = A, concluyendo la compacidad de A, teniendo en cuenta el
Lema 2.2.7.

O

Observacion 1 Observemos que, en realidad, bajo las condiciones del Teorema 2.2.10, he-
mos probado que A = w(D), donde D es un acotado absorbente para el semigrupo T(t).

2.3. Semigrupos gradientes

Vamos a presentar los semigrupos gradientes, que seran los tipos de semigrupos en los que
basaremos nuestros resultados. La dindamica de estos semigrupos queda descrita por una
funcion auxiliar, llamada funciéon de Lyapunov, que posee propiedades muy particulares.
Nuestro objetivo en esta seccion serd mostrar que este tipo de sistemas posee una dindmica
que puede ser descrita de manera muy detallada.

Decimos que z* € X es un punto de equilibrio para el semigrupo 7'(-) si es un punto fijo
para la aplicacién T'(t) para cada t > 0; esto es, T'(t)z* = z* para cada t > 0. Denotamos
por € el conjunto de todos los puntos de equilibrio de T'(-).

Definicién 2.3.1 Un semigrupo T(-) es llamado gradiente si posee una funcion de Lyapu-
nov; esto es, si existe una funcion continua V' : X — R con las siguientes propiedades:

(i) t — V(T'(t)z) es no creciente para cada x € X; y
(17) si x es tal que V(T (t)x) = V(x) para cada t > 0, entonces x € E.

En un sistema gradiente, el conjunto w-limite de cada (punto) condicién inicial debe ser
un subconjunto del conjunto de equilibrios. Bajo ciertas hipétesis lo mismo ocurre con los
conjuntos a-limites, que definimos a continuacién (ver también la Definicién 2.2.3):

Definicién 2.3.2 Dado © € X, supongamos que existe una solucion acotada hacia atrds
¢ : (—00,0] = X tal que ¢(0) = x. Entonces el conjunto a-limite de x a traves de ¢, ay(x),
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se define como

ag(z) ={y € X : existe t, — —oc tal que ¢(t,) — y}.

Ahora podemos probar que las trayectorias de los semigrupos gradientes son, hacia adelante
y hacia atras, asintoticas al conjunto de equilibrios, en el sentido siguiente:

Lema 2.3.3 Si T(-) es un semigrupo gradiente entonces w(x) es un subconjunto de € para
cada v € X. Six € X y existe una solucion global acotada ¢ : (—00,0] — X con ¢(0) = x
entonces ag(x) es un subconjunto de E.

Demostracion:

Como la semidrbita positiva v (x) alo largo de z € X es precompacto, el conjunto {V (T'(t)x) :
t > 0} es acotado inferiormente y, entonces, como la aplicacién ¢ — V(T'(t)x) es no creciente
para cada x € X, se sigue que V(T'(t)z) tiende a una constante ¢ cuando t — +oo. También,
por ser yT(x) precompacto, se tiene que w(x) es compacto e invariante. Como V' es continua
se deduce que V(T (t)y) = c para todo t € Ry todo y € w(z). Finalmente, por (ii) en la
Definicién 2.3.1, se deduce que y € £.

Usaremos un argumento diferente para demostrar que a,(z) C € (podriamos usar el mismo
argumento de w(x) si asumiésemos que 77 () es acotado). Como el caso ay(x) = 0 es trivial,
supongamos que oy, () es no vacio, y veamos primero que V' es constante a lo largo de ay(z).
Como V(¢(t)) es creciente cuando t — —oo y el conjunto {¢(t) : t < 0} es acotado, se deduce
que Vy :=1lim;_,_ V(¢(t)) existe. Al ser V' continua, V' (¢(t,)) — V, para toda sucesion ¢,
tal que ¢(t,) sea convergente a .

O

Uno podria estar tentado de interpretar este lema como una garantia de que todas las
trayectorias convergen hacia £, pero esto presupone que w(x) atrae a x. Como se vio en la
seccién anterior, necesitamos ademas algunas condiciones sobre T'(-) para garantizarlo. Como
esto también garantiza que T'(-) tiene un atractor global, combinamos ambos resultados en
el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4 Supongamos que T(+) es un semigrupo gradiente que es acotado, asintética-
mente compacto, y tiene un conjunto de equilibrios acotado £. Entonces w(x) atrae a x para
cada x € X, y consecuentemente, T(-) tiene un atractor global A. Ademds si € estd formado
por puntos aislados, entonces para cada v € X existe un e € £ tal que

lim T'(t)x = e. (2.10)

t—o00

Demostracion:

Para cada z € X, vt (z) es acotado por hipdtesis. Como T'(+) es asintéticamente compacto, se
deduce del Lema 2.2.7 que w(z) atrae a . Como w(z) C € para cada x € X y & es acotado,
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T(-) es puntualmente disipativo. El semigrupo T'(-) satisface por lo tanto las hipétesis del
Teorema 2.2.10, y posee atractor global.

Ahora, como w(x) atrae a x, podemos apelar al Lema 2.2.7 que garantiza que w(x) es conexo.
Ya que w(x) es un subconjunto de &, si los puntos de £ estén aislados entonces w(x) debe
estar también compuesto por puntos aislados, de donde se deduce (2.10).

O

Podemos describir completamente la estructura del atractor en un sistema gradiente: es la
variedad inestable del conjunto de equilibrios. Si = es un conjunto invariante, entonces la
variedad inestable de =, W*(Z), esta definida como

W) :={y € X : existe una solucién acotada hacia atras (2.11)
¢ (—00,0] — X tal que ¢(0) =y y ademads th’m dist(¢(t), =) = 0}.

Obsérvese que si = es un solo punto £ (que es de equilibrio), entonces la condicién de con-
vergencia en (2.11) es simplemente lim;_,_, ¢(t) = &.

Este tipo de sistemas gradientes son esencialmente la tnica clase de sistemas auténomos
para los cuales tenemos un conocimiento detallado de la estructura del atractor.

Teorema 2.3.5 Si T(-) es un semigrupo gradiente con atractor global A y un conjunto de
equilibrios €, entonces A = W*(E). En particular, si € es finito, es decir € = {ej,...,e}}
entonces

A= Jw(e). (2.12)

Demostracion:

Si x € A, existe una solucién global ¢ : R — X que pasa por z. Como ¢(R) C Ay
A es compacto, ag(x) es no vacio. Se deduce que A C W*(E). Para probar la igualdad,
obsérvese que si x € W¥(E), existe entonces una solucién global ¢ : R — X que pasa por x
y dist(¢(t),E) — 0 cuando t — £o00. Se deduce que ¢(R) C A, en otras palabras, z € A.

Para probar que se verifica (2.12) cuando & es finito, es suficiente demostrar que ay(x) es
conexo, ya que entonces oy(x) estarfa formada por puntos, y se deduce entonces que para
cada x € A existe una trayectoria hacia atrds ¢ : (—o0,0] — X con ¢(t) — e cuando
t — —o0, para cierto e € £.

Para demostrar que oy () es conexo, obsérvese que

ag(e) = (Y J o(s)

<0 s<t

Entonces a,(z) es la interseccién de una sucesion de conjuntos encajados compactos y cone-
X0s, y por tanto conexo.
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O

Hemos visto ya que la estructura del atractor de un semigrupo gradiente auténomo puede
ser completamente descrita: viene dada por la union de todas las variedades inestable de sus
equilibrios. Sin embargo, la clave de la definicién de semigrupo gradiente es la existencia de
una funcion de Lyapunov, y éste es un punto muy delicado.

Nuestro objetivo principal en este capitulo es caracterizar un semigrupo gradiente en términos
de sus propiedades dindmicas, eliminando el requisito sobre la existencia de una funcion
de Lyapunov, y extenderemos el andlisis al caso en que haya una cantidad numerable de
conjuntos de Morse.

Trataremos el caso no autéonomo en el Capitulo 5, que supone una parte fundamental en el
contenido de esta Memoria.

2.4. Propiedades dinamicas de los semigrupos gradien-
tes

Recordemos que un semigrupo 7T'(+) es gradiente si existe una funcién continua V' : X — R
tal que V(T'(t)x) es no creciente a lo largo de trayectorias y siempre que V(T'(t)z) = V(x)
para todo t > 0, = debe ser un punto de equilibrio.

Vamos a tratar una version generalizada de un semigrupo gradiente, reemplazando el equi-
librio por conjuntos invariantes mas generales.

Definicién 2.4.1 Decimos que J = {E1, -+, E,} es una familia de conjuntos invariantes
aislados si existe § > 0 tal que Os(E;) NOs(E;) =0, 1< i< j<mn, yE; es el subconjunto
invariante maximal (con respecto a T(-)) de Os(E;).

Podemos enunciar ahora nuestra definicion generalizada de un semigrupo gradiente.

Definicién 2.4.2 Decimos que un semigrupo T(-) con atractor global A y una familia de
conjuntos aislados invariantes J = {Ey, -+, E,} es un semigrupo gradiente con respecto a
J, o un J-semigrupo gradiente, si existe una funcion continua V : X — R tal que

(i) la aplicacion [0,00) >t — V(T (t)x) es una funcidn no creciente para cada x € X ;
(ii) V es constante en cada E;; y
(iii) V(T (t)x) = V() para cada t > 0 si y sélo sixz € |J,_, E;.

Una funcion con las propiedades anteriores recibe el nombre de funcion de Lyapunov de T'(-)
con respecto a [J .

Para un sistema gradiente “clasico” (donde el conjunto J consiste en puntos de equilibrio
aislados) ya hemos demostrado que cada trayectoria en el atractor es, a la vez, asintdtica
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hacia algin equilibrio cuando el tiempo tiende a +00 y a —oo (la demostracion es facilmente
adaptable al caso generalizado). Mas atin, como V' es no creciente a lo largo de trayectorias
y solamente constante en elementos de 7, éstas no pueden formar una “estructura homocli-
na” (colecciones de érbitas produciendo un contorno cerrado) dentro del atractor; daremos
una definicién formal.

Definicién 2.4.3 Sea T'(-) un semigrupo y sea J = {E1,- -+, E,} una familia de conjuntos
mvariantes aislados. Una estructura homoclina en J es un conjunto no trivial de orbitas
heteroclinas entre elementos de J que forman un ciclo. Mas facilmente, es un conjunto de
soluciones globales {& : R — X }F_, tal que

donde E; € J y Ey = Eyyq.
Vamos a dar la siguiente definicion

Definicién 2.4.4 Un semigrupo T(-) es un gradiente dindmico con respecto a la familia
J =A{Ei, -, E,} de conjuntos invariantes aislados, o J-gradiente dindmico, si satisface
las dos propiedades siguientes:

(G1) Dada una solucion global £ : R — X en A, ezisten i,j € {1,--- ,n} tales que

lim dist(§(t), B;) =0y lim dist(&(t), E;) = 0.

t——o00 t—-+o00

(G2) La coleccion J no contiene estructuras homoclinas.

Dedicaremos las siguientes secciones a probar la siguiente caracterizacion dinamica de los
semigrupos gradientes.

Teorema 2.4.5 Sean T(-) un semigrupo con atractor global A y J wuna coleccion finita
de conjuntos invariados aislados. Entonces T(-) es J-gradiente si y sdlo si es J-gradiente
dinamico.
Para la prueba de este teorema necesitamos hablar de la descomposiciéon de Morse de un
atractor.

2.5. Descomposiciones de Morse

El “Teorema Fundamental de los Sistemas Dindmicos” (ver [65]) describe cualquier flujo en
un espacio métrico como una descomposicion de conjuntos compactos aislados y conexiones
entre ellos. En la terminologia de Conley [31], esto es llamado una “descomposicién de
Morse”de un conjunto compacto invariante (véase el Teorema 2.5.12), y esta idea ha sido
aplicada en una variedad de contextos diferentes.
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A continuacién presentamos algunos resultados debidos a Aragao-Costa et al. [4] mostrando
que las propiedades dindmicas (G1) y (G2) son suficientes para construir una funcién de Lya-
punov. Consideraremos un semigrupo 7'(+) en un espacio métrico general (X, d), que tiene un
atractor global A y una coleccién finita de conjuntos invariantes aislados J = {Ey, -+ , E, }.
Vamos a probar que J puede ser reordenado de forma que sea una descomposicion de Morse
para A, y usando esta descomposicién, posteriormente construiremos una funciéon de Lya-
punov en X para T'(-), demostrando que T'(-) es, de hecho, un sistema gradiente.

Ahora queremos introducir la nociéon de descomposicion de Morse para un atractor A de un
semigrupo 7'(+). Comenzaremos con la nocién de pareja, o par, atractor-repulsor.

Definicién 2.5.1 Sea T'(-) un semigrupo con atractor global A. Decimos que un subconjunto
no vacio E de A es un atractor local si existe un € > 0 tal que w(O(F)) = E. El repulsor
E* asociado al atractor local E es el conjunto definido por

E*={reA:w()NnE =0}
El par (E, E*) es llamado una pareja atractor-repulsor para T'(-).

Obsérvese que si F es un atractor local, entonces E* es cerrado e invariante; y que E es
un atractor local si y sélo si es compacto, invariante, y atrae a O (FE) para cierto € > 0.
Cualquier punto en A\ {E' U E*} debe ser atraido por E, y repelido por E*.

Nétese que la definicién anterior difiere ligeramente de la usual, ya que el atractor local
estd obligado a atraer a los entornos de F en X y no sélamente en A como en Conley [31] o
Rybakowski [71]. Mostraremos que de hecho estas definiciones coinciden, pero primero pro-
baremos un resultado parcial en esta direccion, a saber, que los conjuntos que son atractores
locales en A son estables en el sentido de Lyapunov en todo el espacio de fases X.

Antes necesitamos el importante lema siguiente, que aqui presentamos en su version para
perturbacion de procesos, ya que consideramos que seria de gran interés continuar en esta
linea (ver Capitulo 6).

Lema 2.5.2 Sea {T,(t) : t > 0},;c(01] una familia colectivamente asintéticamente compac-
ta de semigrupos no lineales en un espacio métrico X convergiendo uniformemente sobre
compactos a un semigrupo {Ty : t > 0}. Sean también, (N)ren una sucesion en (0,1] con
me — 07 e (Ix)ren una sucesion de intervalos de la recta real de modo que, para cada k € N,
Iy := [—ty, 00) para una cierta sucesion creciente de nimeros positivos (tg)ren con ty — 00.

Con estas condiciones, si (Tx)ren €S una sucesion acotada cualquiera de puntos de X, defi-
niendo para cada natural k, & : I, — X por &(t) = To(t + t)xy, t € Iy, entonces, existen
& : R — X wna solucion global para {Ty(t) : t > 0} y una subsucesion de (§k)ken que
converge uniformemente a & sobre compactos de la recta.

Demostracion:

En efecto, por la compacidad asintética colectiva de la familia {7),(t) : t > 0},c(,1, sea
No € N un subconjunto infinito de nimeros naturales tal que la sucesién (75, (tx)Zk)ken,
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converge hacia un punto zyp € X y definamos
f(()o) (t) := To(t)zo para t > 0.

Ahora, consideremos, por la misma razon de antes, Ny C Ny un subconjunto infinito tal que
tr > 1 para todo k € Ny y la sucesion (1), (t, — 1)xx)ren, converge hacia un punto 2, € X.

Definamos
f(()l)(t) :=To(t + 1)z, parat € [—1,0].

Observemos, por el hecho de que si una sucesién converge todas las subsucesiones suyas
convergen al mismo limite, que

W0)y=Ty()z = lUm T, ()T, (tr — Doy =  Um T, (t)ze = 20 = £2(0).

k—o00,keNy k—o00,kENg

Anélogamente, sea Ny C N; un subconjunto infinito tal que ¢, > 2 para todo k € Ny y la
sucesion (17, (ty — 2)zx)ken, converge hacia un punto 2z, € X. Definamos

(()2)(15) = To(t + 2)zy para t € [—2,—1],
igual que antes, y notemos que

(2) _ _ y _ y .
(1) =To(ea = _lim T (DTt =2 = i Ty (b — D = 21 = 67 (1),
Repitiendo el argumento, obtendremos una cadena decreciente de conjuntos infinitos de
numeros naturales

NODNgDODNyD---DN, D---

tal que para cadan =0,1,2,... existe un punto z, € X tal que
2y = k—»glkleNn Ty (ty — n)zy,

y definiendo la aplicacion
53")(75) :=To(t +n)z, parat € [-n,—n + 1]

se tiene que
fén)(l —n) = f(()n_l)(l —n) siempre que n € N, (2.13)

Expuestos estos hechos, definimos, por un lado, & : R — X poniendo

{&S‘”(t),t >0

2.14
&’ (t),t € [-n,—n+1,n e N (2.14)

y obtenemos de (2.13) que & : R — X estd definida sin ambigiiedades.
Afirmamos que & : R — X es solucién global de Ty(-).
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De hecho, dados t,7 > 0, simplemente aplicando la definicion de &;, tenemos que

To(t)6o(T) = To(t)To(T)z0 = To(t + 7)20 = &o(T + 1),
porque 7+t > 0.

Ahora, dado 7 < 0, sea n € N tal que 7 € [—n, —n + 1], se sigue que &(7) = To(7 +n)z,. Si
t4+ 7 > 0, entonces

To(t)éo(T) = To(t)To(T+n)z, = To((t+7)+n)z, = To(t+7)To(n)z, = To(t+7)z0 = Eo(T+1),
pues, como es facil ver, To(n)z, = 2.

Si T+t < 0, existe un natural m < n de manera que (7+t) € [-m,—m+ 1] y asi obtenemos,
teniendo en cuenta que To(n —m)z, = zp,,

To(t)éo(T) = To(t)To(T +n)z = To((t+ 7+ m) + (n—m))z, =

To(t+7+m)To(n —m)z, = To(t + 7 +m)zy, = fém)(T +1t)=&(T+ 1),
con lo que & : R — X es solucién global de Tp(-).
Por otra parte, definiendo N* de modo que su n-ésimo elemento es es n-ésimo elemento del
conjunto N,,, en el orden creciente de los nimeros naturales, vemos que N* es un conjunto
infinito y, por lo tanto, considerando la restriccion (&,)nens, se sigue que (&,)nen+ €s una

subsucesion de (&, )nen que converge uniformemente sobre compactos de la recta hacia & :
R— X.

En efecto, sean, en primer lugar, 0 < a < b cualesquiera dados. Entonces, la hipotesis de
convergencia de los semigrupos nos dice que

lim sup sup dist(T,, (t)z, To(t)x) =0,

k=00 zeCy tefab]
donde Cy :={T,, (t + tx)zx : k € No} y por esto, como para todo natural k se tiene que
dist(Ty, (t + te)xr, To(t)20) < dist(T, (t)1, (tk)xk, To(t)T,, (tk)Tk)+

dist(To(t)T,, (te)r, To(t)20),

se sigue que

lim  sup dist(T5,, (t + ty)zw, To(t)20) = 0,
k—o00,kENg tG[(l,b]

es decir,
lim  sup dist(&(t),&(t)) = 0.

k—o00,kENg te[a,b]

Ahora, fijado un natural n, se sigue que

lim sup  sup  dist(T,,)(t)z, Ty(t)z) =0,
k—00 3eC), te]—n,—n+1]
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donde C,, := {T,,(tyx — n)zy : k € N,} e igual que antes, como para todo k € N, y
t € [-n, —n + 1] se verifica que

dist(T,, (t + tx)zr, To(t +n)z,) < dist(T,, (t +n)T,, (te — n)xy, To(t + n)1,, (tr — n)zg)+

dist(To(t +n)T,, (t — 1)k, To(t +n)zy),

vemos que
lim sup  dist(T,, (t + tg)xy, To(t +n)z,) = 0,
k—00,k€Nn te[—n,—n+1]

es decir,

lim sup  dist(&(t), &o(t)) = 0.
k—00,k€Nn te[_n,—n+1]
Finalmente, el caso general se sigue de los considerados anteriormente, pues todo compacto
K C R esta contenido en una cantidad finita de intervalos de la manera que hemos consi-
derado arriba y observando que, para cada natural n la sucesion (&x)ren+ €s, a partir de su
n-ésimo término, una subsucesion de (& )ken,, -

O

Lema 2.5.3 Si E es un conjunto compacto invariante por T(-) y existe un € > 0 tal que E
atrae a O(E) N A, entonces para cualquier § > 0 existe un &' > 0 tal que

V(Ox(E)) C Os(E) (2.15)

Demostracion:

Dado 6 con 0 < § < €, supongamos que no existe ¢’ > 0 tal que se verifica (2.15). Entonces
existe una sucesion {z,} con x, — x € E, y una sucesiéon {t,} con t, — oo tal que
dist(T(tp)xn, E) = 0 y T(t)x, € Os(E), para cada t € [0,t,]. Puesto que T(-) tiene un
atractor global, no es dificil ver que, gracias al Lema 2.5.2 para T;, = Tj, para cada k,
existe una solucién global € : R — X tal que §, : [—t,,00) — X dada por &,(t) = T(t, +
t)z, satisfaciendo que lim,, ., &,(t) = £(t) para cada t € R. Claramente dist(£(0), E) = 6,
mientras que

£(t) € Os(E)N A C O(E) N A para cada t < 0.

Se deduce que E no puede atraer a O(E) N A, lo que es una contradiccién.

Las consecuencias del siguiente lema son extremadamente ttiles.

Lema 2.5.4 Sea T(-) un semigrupo en X con atractor global A. Si E es un atractor local
para T(-) restringido a A y K es un subconjunto compacto de A tal que KNE* =), entonces
E atrae a K.
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Demostracion:

Sea K un subconjunto compacto de A tal que KNE* = (). Si E no atrae a K, existe entonces
>0, {ty} cont, — o0,z € K,y {x,} € K con z,, — x tal que dist(T(t,)x,, E) > .
Usando el Lema 2.5.3 existe ¢’ con 0 < § < § tal que dist(T(t)z,, E) > ¢ para todo
t € [0,t,]. Esto implica que dist(T(t)x, E) > §' para todo t > 0 y, consecuentemente, que
w(z)NE = 0.

Vamos ahora a deducir que un atractor local en A es un atractor local en X.

Corolario 2.5.5 Sea T'(-) un semigrupo en X con atractor global A, y E un atractor local
para T(-) restringido a A. Entonces E es un atractor local para T(-) en X.

Demostracion:

Usando el Lema 2.5.3, existe 6 > 0 tal que w(Og(E)) N E* = () para todo ¢ < §. Por la
invarianza de w(Og(FE)) y del hecho de que E atrae subconjuntos compactos de A que no
intersectan con E*, se deduce que w(Oy (E)) C E. Como w(Og(E)) atrae a Oy (E), E atrae
a Oy (E) como se dijo.

[l
Un segundo corolario nos proporciona una propiedad fundamental del par atractor-repulsor.

Corolario 2.5.6 Sea (E, E*) un par atractor-repulsor, y £ : R — X wuna solucidn global de
T(-). Si existe 6 > 0 tal que

£(t) € Os(E*) para cadat <0y Os(E*)NE =1

entonces
dist(&(t), E*) — 0 cuando t — —oo.

Demostracion:

Si la conclusién fuese falsa entonces existiria un ¢’ > 0 y una sucesién {¢,} con ¢, — oo tal
que dist(&(—t,,), E*) > ¢'. Esto contradice el hecho de que E debe atraer a K = {z € A :
dist(z, E*) > d'}.

Podemos ahora describir las dindmicas asintéticas asociadas al par atractor-repulsor.

Proposicién 2.5.7 Sea (E, E*) un par atractor-repulsor para T(-). Si £ : R — X es una
solucion global acotada para T(-) con £(0) & E'U E*, entonces

dist(&£(t), E) — 0 cuando t — oo y dist(&(t), E*) — 0 cuando t — —oo.

Mas ain, six € X\ A entonces dist(T(t)x, EUE*) — 0 cuando t — oo. Como consecuencia,
T(-) es un semigrupo gradiente dindmico con respecto a {E, E*}.
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Demostracion:

Como £(0) € E*, w(z) N E es no vacio y del hecho de que E es un atractor local se deduce
que dist(&(t), ) — 0 cuando t — oo.

Ahora supongamos que £(t) no converge a E* cuando t — —o0; consideraremos dos casos,
y veremos que cada uno nos lleva a una contradiccién. Si {(R) N E* = (), entonces {(R) es
invariante, contiene a un punto que no esté en F, pero es atraido por F (Lema 2.5.4) lo cual

es una contradiccién. Por otro lado, si £(R) N E* es no vacio, existe un § > 0 sucesiones {t,},
{7}, ambas tendiendo a infinito, tal que

dist(€(—t,), E*) = 6,

&(—tp +7,) — 2z € E* cuando n — o0, y
dist(&(—t, + 1), E) < ¢ para todo 0 <t < 7,,.

De esto obtenemos una solucién global ¢ : R — A tal que dist({(t), E*) < ¢ para todo t > 0.
En este caso w(¢(0)) ¢ E lo que implica que ((0) € E*, llegando a una contradiccién.

Ahora para x € X \ A probaremos que lim;_,, dist(T(t)x, EUE*) = 0. Siy+t(z) NE # ()
entonces dist(T(t)x, E) — 0. De otro modo, " (xz) N Os(E) = () para algin § > 0 y en
este caso afirmamos que dist(T'(t)xz, E*) — 0. Si no, existe un € > 0 y una sucesion {t,} con
t, — oo tal que dist(T(t,)x, E*) > e. Considerando la sucesién de funciones &, : [t,,, 00) — X
definidas por &, (t) = T(t + t,)z para t > —t,, construimos una solucién global £ : R — A
tal que dist(£(0), E*) > ey dist(&(t), E) > d para todo t € R. Por lo tanto w(£(0)) N E =0
y £(0) € E*, lo que es una contradiccién.

Vamos a introducir ahora la nocién de descomposicion de Morse de un atractor.

Definicién 2.5.8 (Descomposicion de Morse). Una descomposicion de Morse de A es
una n-upla ordenada

j = (El,EQ,...,En>

de conjuntos invariantes aislados, con la propiedad de que para cada x € A, existen i,j con
1> J tal que
a(z) € E; yw(z) € Ej.

La siguiente proposicién da una situacion en la que podemos obtener facilmente una des-
composicion de Morse. Después veremos que dada una descomposicién de Morse de A, esta
construccién puede ser invertida.

Lema 2.5.9 Dada una familia creciente

Q):A()CAlC"'CAn:.A
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de n + 1 conjuntos atractores locales, para cada j = 1,--- ,n definimos
Ej = Aj N A;_l,
donde A es el repulsor asociado a Aj: Entonces {E, ..., E,} es una descomposicion de
Morse de A.
Demostracion:

Obsérvese primero que como A; y A%_; son invariantes, también lo es cada E;. Ahora témese
x € A, y sea i el menor elemento de {1,...,n} tal que z € A; pero x ¢ A;_;. Entonces si

x € Af |, x € E;, y como E; es invariante, o(z), w(x) € E;.

Supongamos entonces que x ¢ A’ ;. Entonces a(z) € A, usando la Proposicién 2.5.7,
y como A; es invariante se deduce que «a(z) € A; N Af; = E;. Ahora, como = ¢ A} |,
w(z) € A;—1. Ahora, si w(x) € A}, entonces w(z) € E;_1;y si w(x) & Af_, se tiene que (por
la invarianza de w(z)) w(z) € A;—2. Continuando de esta forma, llegard un momento en que
ow(z) € Ejcon j<iow(r)€ Ay = E, y claramente 1 <.

O

A continuacion describiremos la construccién de una descomposicion de Morse del atractor
de un semigrupo 7'(-) que es J-gradiente dindmico. El siguiente resultado jugard un papel
fundamental.

Lema 2.5.10 Sea T(-) un J-gradiente dinamico, con J = {Ey---,E,}. Entonces, existe
un k € {1,...,n} tal que Ey es un atractor local para T(-). En particular, W*(Ey) = Ej.

Demostracion:

Usando el Lema 2.5.4, es suficiente demostrar que existe un k& € {1,...,n} tal que Ej es
un atractor local para T'(-) restringido a A. Si no hubiese un atractor local en J entonces,
para cada i = 1,...,n, existe una solucién global & : R — A tal que dist(&(t), E;) — 0
cuando t — —oo. Como &;(t) debe converger a un tdnico elemento de J cuando t — 400,
esto produce una estructura homoclina lo que es una contradiccion.

O

La siguiente proposiciéon muestra que en un sistema gradiente dindmico uno puede reordenar
la coleccién de conjuntos invariantes aislados de manera que formen una descomposicion de
Morse del atractor.

Proposicién 2.5.11 Si T(-) es un gradiente dindmico con respecto a J = {Ei,...,E,},
entonces estos conjuntos pueden ser reordenados de manera que formen una descomposicion,
de Morse del atractor.

Demostracion:



38 CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS AUTONOMOS

Como T'(+) es un J-gradiente dindmico, cualquier solucién global £ : R — A satisface

tlim dist(&(t), E) =0y th’+m dist(&(t), Ex) =0 (2.16)
para ciertos I,k € {1,...,n}. Necesitamos reordenar los conjuntos {E, ..., E,} de forma

que si se verifica (2.16) se deduzca que [ > k.

Si (después de una posible reordenacién) E; es un atractor local para T'(+) y
Ef={ac A:w(a)NE; =0},

entonces, para cada @ > 1, F; esta contenido en EY; y para cualquier solucion global ¢ : R —

A con ¢(0) ¢ A\ {E1 U E7}
lim dist((t), EY) =0y lim dist(¢(t), Er) = 0.

t——o0 t——4o00
Si consideramos ahora la restriccion Ti(-) de T'(-) a E} entonces Ti(:) es un J-semigrupo
dindmico en E; con conjuntos invariantes aislados {Es,---, E,} y podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que Es es un atractor local para el semigrupo Ti(-) en E}. Si E} es
el repulsor asociado al conjunto invariante aislado Ey para T (-), en E} podemos proceder de
manera similar y considerar la restriccion Ts(+) del semigrupo Ti(+) a E5 v T5(+) es entonces
un J-semigrupo dindmico en EJ con conjuntos invariantes aislados asociados {Ej3,--- , E,}.

Procediendo de esta forma hasta acabar con todos los conjuntos invariantes aislados ob-
tenemos una reordenacién de {Ej,--- , E,} de forma que E; es un atractor local para la
restriccién de T'(-) a B (el repulsor asociado a Ej 1 en E} ,); tomaremos por convenio
que Ef = A.

Veremos ahora que esta construccién garantiza que si ¢ es una soluciéon global que satisface
(2.16) entonces [ > k. De la convergencia cuando t — +oo de () a Ej, necesariamente
£(0) € Ef_,. Pero E}_ es invariante, y contiene solamente los conjuntos { Ey, Ex 1, ..., Ey},
de lo que se deduce inmediatamente que [ > k.

O

Vamos a probar un reciproco del Lema 2.5.9, y mostrar que dada una descomposicion de
Morse {Ej, ..., E,}, se puede encontrar una sucesién de atractores locales tal que E; =

Teorema 2.5.12 Sea T(-) un J-semigrupo dinamico con J = {E,---,E,}, ordenados
de manera que forman una descomposicion de Morse de A. Definimos Aqg = (), y para
j=12....,n

A= UW“(Ei) (2.17)

(obsérvese que W"(Ey) = Ey). Entonces cada A; es un atractor local para T(-) en X,

Ay CA CAC...CA, =A, (2.18)



2.5. DESCOMPOSICIONES DE MORSE 39

E; =A;N A;Ll
Demostracion:

Para demostar que A; es un atractor local en X, es suficiente (debido al Lema 2.5.4) probar
que A; es un atractor local para T'(-) restringido a A. Para este fin tomaremos d > 0 tal que

Od(Uz=1Ei) NV, E:) = 0 (2.19)
entonces dado 0 < d existe un ¢’ < ¢ tal que v"(Oy(4;)) C Os5(A;). De hecho, si este no
fuese el caso existirfa una sucesién {z;} € A\ A; con dist(zy, A;) — 0 cuando k — ooy
una solucion global € : R — A tal que dist(£(t), A]‘) < 0 para todo t < 0, lo que contradice

el hecho de que £(0) € A;, ya que entonces £(0) € W*(E;) para algun ¢ > j, y esto no es
posible por (2.19) y nuestra eleccién de .

Ahora, w(Os(A;)) atrae claramente a Oy (A;) ya que A; es invariante. Por otro lado, como
Y (Os(A;)) C Os(A;), se deduce que w(Oy(A4;)) C Og(Aj), y como Ogs(A;j) es invariante,
esta contenido en A;, probando que A; es un atractor local.

Para probar que F; = A; N A}, obsérvese que si z € A; N A}_; entonces la solucién global
£:R— A através de z debe satisfacer

J n
imdist <§(t), U1E> =0y lim_dist (5@5), U E) =0.
i= i=j
Como consecuencia de (2.16) se deduce que z € E;, lo que demuestra que A; N A;_ C Ej
La otra inclusion es inmediata a partir de la definicién de A; y A%,

O

Terminaremos esta seccién con un resultado que relaciona los conjuntos aislados invariantes
de J con los atractores locales {A;}. Esto sera muy 1til en la parte final de nuestra prueba
de la existencia de una funcién de Lyapunov para los semigrupos [J-gradientes dinamicos.

Proposicién 2.5.13 Sea T'(-) un semigrupo J-gradiente dindmico con J = {Ey,---,E,}
que forma una descomposicion de Morse de A. Entonces, con {A;}%_ definidas como en el
Teorema 2.5.12,

n n

4ua)=JE;.

j=1 j=1
Demostracion:

SizeUj_ Ejseake{l,2,...,n}tal que z € By = Ay N A;_. Entonces z € Ay, C A1 C
-CA,yzeAj_, C A, C--- CAj. Por lo tanto,

n n k—1 n
(AN (A I A uAIN[ (A UA)] =4 U4,
j=k Jj=0 Jj=0

j=k j=1
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Si z € Ni_g(A; U A3), sea [ := {iy,ig, -~ ,ix} y J = {j1,J2, -, 1} tal que TUJ =
{0,1,...,n} con INJ =0, z € A; para todo i € I, y z € A} para todo j € J. Clara-
mente, si ¢ := min [, necesariamente [ = {i,i+ 1,i+2,...,n} y J ={0,1,2,...,i — 1}.
Consecuentemente, z € A; y 2 € A7 ,, donde z € A;,N A} |, =E,.

2.6. Descomposiciéon de Morse y funciéon de Lyapunov

En esta secciéon mostraremos que la existencia de una descomposicion de Morse puede ser
usada para construir una funcion de Lyapunov, en particular probando que un 7-gradiente
dindmico es realmente un sistema gradiente. La demostracién estd inspirada en el trabajo
de Conley [31] (véase también Rybakowski [71]).

Primero probaremos un resultado que asegura que cualquier semigrupo con un atractor global
A es un A-gradiente, esto es, que existe una funcién de Lyapunov “respecto de A”.

Lema 2.6.1 SiT() es un semigrupo con atractor global A, la aplicacion h : X — R definida
para cada z € X por
h(z) :=supdist(T(t)z,A),
>0
es continua, no creciente a lo largo de soluciones de T(+), y h=1(0) = A. Ademds, h(T(t)z) =
h(z) para todo t > 0 si y solo si x € A.

Demostracion:

Primero demostraremos que h es continua. Claramente h(z) = 0 si z € A; dado € > 0, se
puede elegir € con 0 < € < € tal que v (O« (A)) C O(A), lo que demuestra la continuidad
de h en A. Ahora fijemos 2y € X \ A, tal que h(z) > 0, y consideremos O, (A) para cierto
peon 0 < pu < h(z). Como la funcién = — dist(x,.A) es continua, podemos encontrar un
entorno acotado U de zp tal que h(z) > p para todo z € U. Finalmente, sea 7 > 0 tal que
YHT(t)U) C O,(A) para todo t > 7. Entonces

h(z) = sup dist(T(s)z,.A)

0<s<T

para cada z € U, y por las propiedades de continuidad de 7(-) se deduce que h es continua
en z.

Para ver que h es no creciente a lo largo de trayectorias, obsérvese que, para z € X y t; > 0,

h(T(t)z) = sup dist(T(t)T(t1)z,A) = Sup dist(T(t + t1)z, A)
= 31_1p dist(T'(t)z, A) < sup d@'s_t(T(t)z,A) = h(z)

>t t>0
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Si z € A entonces h(T'(t)z) = 0 para todo t > 0. Si h(T'(t)z) = ¢ > 0 para todo t > 0
entonces debe ser ¢ = 0 (si ¢ > 0 entonces dist(T'(t)z, A) - 0, una contradiccién) de donde
z e A

[l

Vamos a construir ahora una funciéon de Lyapunov un poco maés sofisticada que respete un
par atractor-repulsor dado (en un sentido apropiado).

Proposicién 2.6.2 Sea T'(-) un semigrupo no lineal en un espacio métrico (X, d) con atrac-
tor global A y sea (E, E*) una pareja atractor-repulsor en A. Entonces, existe una funcion
f: X — R tal que

i) f: X — R es continua en X,

(
(17) f: X — R es no creciente a través de trayectorias,
(@id) f[7H0)=Ey fF()NA=E" y
() dado z € X, si f(T(t)z) = f(z) para todo t > 0, entonces z € E'U E*.
Demostracion:

Obsérvese primero que F y E* son subconjuntos cerrados disjuntos de A y, como A es un
subconjunto compacto de X, E y E* son subconjuntos cerrados disjuntos de X. Con el
convenio de que dist(z,0) = 1 para cada z € X, definimos la funcién [ : X — [0, 1] por

I(2) = dist(z, E)
" dist(z, E) + dist(z, E*)’

ze X

(esto es una funcién de Uryshon candnica si F'y E* son no vacios). Claramente [ estd bien
definida y es uniformemente continua en X, ya que para cada z,w € X

2
IK@—KWNSEﬂ@WO

donde dy := inf.cp Infocp- d(e, e*) > 0. Ademés, [71(0) = E, y [7!(1) = E*.
Usaremos una construccién similar a la del Lema 2.6.1, reemplazando dist(z,.A) por I(z):
definiendo £k : X — [0, 1]

k(z) :=supl(T(t)z),

t>0

que k(z) € [0,1] es inmediato del hecho de que [(X) = [0, 1]. Mostraremos ahora que esta
funcién k£ : X — R satisface todas las propiedades (i) — (iv) del enunciado del teorema,
excepto que (iv) se verifica sélo si z € A.

(7) Veremos primero que k : X — R es continua. Si zy € E*, entonces para todo z € X

|k(2) = k(z0)| = 1 = k(2) <1-1(2),
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ya que I(z) < k(z) < 1. Junto con la continuidad de [, esto garantiza la continuidad de
k en zy. Si zp € E, entonces [(zp) = 0. Usando la continuidad de I, dado € > 0, existe
un 6 > 0 tal que I(Os(E)) C [0,¢). El Lema 2.5.3 implica que existe un ¢ € (0,9) tal
que YH(Os(FE)) C Os(E), de donde concluimos que k(O (E)) C [0,€) y por lo tanto k es
continua en zq.

Finalmente, si zo € X \ (F U E*), entonces la Proposicién 2.5.7 garantiza que, o bien

tlggo dist(T'(t)z, E) = 0, o bien tlg& dist(T'(t)zo, E*) = 0.
Si limy o dist(T'(t)z9, E*) = 0, entonces k(z9) = 1. Dado € > 0, por la continuidad de [ existe
un entorno abierto W de E* en X tal que [(W) C (1—¢,1]. Sity > 0 es tal que T'(tg)zo € W,
por la continuidad de T'(ty) : X — X, existe un entorno U de z, tal que T'(to)U C W, de
donde se deduce que 1 — ¢ < k(z) < 1 para todo z € U (ya que T(ty)z € W y entonces
1 —e<U(T(ty)z) < k(z)). Luego k es continua en z.

Alternativamente, si lim;_., dist(T'(t)zo, ) = 0, entonces I(z9) > 0. Tomemos 6 > 0 tal que
[(Os(FE)) € [0,1(20)/2) vy, usando el Lema 2.5.3, existe un ¢' € (0,9) tal que v (Os(E)) C
Os(E). De esto, existe un ¢y > 0 con la propiedad de que T'(t)zy € Os(E) para todo t > t,. Por
la continuidad de T'(to) : X — X, existe un entorno U; de zy en X tal que T'(¢y)U; C Og(E).
Entonces, para todo z € Uy, se deduce que T'(ty)z € Os(E) y por lo tanto T(t)z € Os(E)
para todo t > t3. Finalmente, por la continuidad de [, existe un entorno U, de zy en X
tal que [(z) > [(z9)/2 para todo z € U,. Por lo tanto, para cada z € U; N Uy, K(z2) =
SUPg<s<t, [(T'(t)z), y el argumento usado en el Lema 2.6.1 nos muestra ahora que & es continua
en zop.

(71) Demostrar que t — k(T'(t)z) es no creciente para cada z € X es igualmente sencillo, ya
que si 0 < t; <ty entonces

k(T(t)z) = supl(T@)T(t1)2) = sup [(T(t + t1)z) = sup (T (t)z)

>0 >0 >t
> supl(T(t)z) = supl(T(t + t2)z) = k(T (t2)z2).
>t >0

(77i) Es claro de la definicién de k y de la invarianza de E'y E*, que k(E) = {0} y k(E*) =
{1}. Ahora, si z € X es tal que k(z) = 0, entonces [(T'(t)z) = 0 para todo t > 0, en particular,
0=1(T(0)z) =1(z), y as{ z € F; esto es, k71(0) C F lo que muestra que k~'(0) = E. Por
otro lado, si z € A es tal que k(z) =1y z € E*, entonces w(z) C E. Por la continuidad de
[ y el hecho de que w(z) atrae a z, se deduce que lim;_, I(T(t)z) = 0. Por lo tanto, existe
un to > 0 tal que 1 = k(z) = supg<;<y, [(T'(t)2). Esto implica la existencia de un ¢’ € [0, o]
tal que [(T'(t')z) = 1; esto es, T'(t')z € E*. Consecuentemente w(z) = w(T(t')z) C E*, lo que
contradice el hecho de que w(z) C E y entonces, si k(z) = 1 para algtin z € A debe ser que
2 € E*. De esto concluimos que k™' N A C E* y entonces k™' N A = E*.

(iv) Demostraremos ahora que si z € Ay k(T(t)z) = k(z) para todo ¢ > 0 entonces
z€ EUE*. Siz ¢ EUE*, w(z) C E (obsérvese que z € A) y de la definicién de k y del
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hecho de que w(z) atraiga a z tenemos que k(z) = lim; .o, k(T'(t)z) = 0. Ya que k~1(0) = E,
z debe pertenecer a F lo que es una contradiccién.

Vamos a hacer un ajuste final a k con el objeto de asegurar que la propiedad (iv) se verifica
para todo z € X, y no sélo para z € A: tomamos h : X — R la funcién del Lema 2.6.1, y
definamos f : X — R por

f(z) =k(2) +h(z), z € X.

Es claro que f satisface (i) y (ii) (ya que k y h lo hacen). Para demostrar (iiz), es claro que
f(E)={0}, ysi f(z) = 0 para algin z € X, entonces h(z) = k(z) = 0 y tendremos que z €
E, estoes f71(0) = E. Ademés, como f|4 = k|4 tenemos que f~1(1)NA =k~ (1)NA = E*.

Terminaremos el argumento probando (iv). Tomemos z € X con f(T(t)z) = f(z) para todo
t > 0. 51 z € A entonces k(T(t)z) = k(z) para todo t > 0, y ya hemos visto que esto
implica que z € EU E*. Si z € X \ A entonces o bien lim, ., dist(T(t)z, E*) = 0 o bien
limy o dist(T'(t)z, E) = 0, y ambos casos llevan a contradiccién. Si limy o, dist(T(t)z, F) =
0 entonces

f(z)= th'm f(T(t)z) = th kE(T(t)z) + tlim h(T(t)z) =04+0=0, (2.20)
lo que implica que z € E C A, y esto contradice el hecho de que z € X'\ A. De forma similar,
si limy_o, f(T(t)z, E*) = 0 entonces

f(z) = th’m f(T(t)z) = th E(T(t)z) + tlim h(T(t)z) =1+0=1.
Esto nos da una contradiccién, ya que k(z) > lim;_.o k(T'(t)) > 1 implica que k(z) = 1y
por lo tanto h(z) = 0; pero h 1 (0) = A,y 2 ¢ A

O

Es facil construir ahora una funcién de Lyapunov para un semigrupo J-gradiente dinamico,
mostrando que es, de hecho, un semigrupo gradiente.

Teorema 2.6.3 Sea T(-) un semigrupo con atractor global A que es J-gradiente dindmico
con la familia de conjuntos invariantes aislados J = {FE,..., E,}. Entonces, T(-) es un
semigrupo gradiente generalizado respecto a [J, esto es, existe una funcion de Lyapunov
V : X — R satisfaciendo todas las propiedades de la Definicion 2.4.2, que ademds puede ser
elegido de forma que V(Ey) =k—1,k=1,...,n.

Demostracion:

Supongamos que T'(-) es un gradiente dindmico respecto a J, que ha sido reordenado de
manera que forme una descomposiciéon de Morse para A. Sea ) = Ay C A, C---C A, =A
una sucesion de atractores locales definidos comoen (2.18) y ) = A* C AX_, C--- C A=A
los correspondientes repulsores, de forma que para cada j = 1,2,...,n, tenemos que E; =
A;NAG .
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Sea h : X — R la funcién definida en el Lema 2.6.1 y sea k; : X — R la funcién construida
en la Proposicién 2.6.2 para la pareja atractor-repulsor (A;, A7), j = 1,...,n. Entonces la
funcién continua V' : X — R definida por

V(z) = h(z) + Z ki(2), z€ X

es la funcién de Lyapunov requerida. Comprobaremos las propiedades (i) — (iii) de la Defi-
nicién 2.4.2.

(7) V es no creciente a lo largo de soluciones de T'(-), ya que h y kj, 1 < j < n lo son.

(74) Demostraremos que V(Ey) =k — 1. Si z € Ey, = A, N Af_; entonces
2€A CA1 C--CAy=Ayz€eA, | CA ,C---CAy=A

Por lo tanto kj(2) =0sik < j<nykj(z)=1si1<j<k—1, donde

V(z):ij(z) :ij(Z)+ij(Z) 221+20:k—1.

(7i7) Finalmente demostraremos que si z € X es tal que V(T'(t)z) = V(z) para todo t > 0,
entonces z € U; ;. Usando que h: X — R y cada k;, 1 < 7 < n, es no creciente a través de
soluciones de T'(+), concluimos que paratodot >0y j=1,...,n

[i(T()z) = ki(T(t)z) + M(T(t)z) = kj(2) + h(z) = fi(2).

De una parte, de (iv) de la Proposicién 2.6.2 se deduce que z € (A4; U A3), para cada
j=0,1,...,n, esto es, 2 € N_(A; U A}). De la Proposicién 2.5.13

n n

NA4ua) =JE;.

J=0 J=1

n
y por tanto z € U E;.
j=1

[l
De esta forma podemos concluir que el Teorema 2.4.5, que establece que un semigrupo es
J-gradiente si y solo si es J-gradiente dindmico, se acaba de demostrar.

El siguiente resultado proporciona mas regularidad para la funcién de Lyapunov continua.

Teorema 2.6.4 Sea T'(-) un semigrupo local con atractor global A que es J -gradiente dindmi-
co, donde J = {E\,...,E,}. Entonces, existe una funcion W : X — R que es una funcion
de Lyapunov para T(+) respecto a J y tal que



2.6. DESCOMPOSICION DE MORSE Y FUNCION DE LYAPUNOV 45

(1) t — W(T(t)z) es diferenciable para todo z € X y
(i1) t — W(T'(t)z) es estrictamente decreciente siempre que z ¢ U E;.
Demostracion:

Sea V : X — R la funcién definida en el Teorema 2.6.3 y sea

W(z):= /000 e 'V(T(t)z)dt.

Comenzaremos con la continuidad de W. Nétese primero que W(z) < n + V(z) para todo
z € X. Ahora, como existe un atractor global y las soluciones dependen continuamente de las
condiciones iniciales, para cada z € X existe un €, > 0y t; > 0 tal que V(7 (T(t1)O..(2)))
es acotado. Por lo tanto, dado € > 0y 2/ € X tomamos un ¢ > 0 y un entorno B de 2’ tal

que,
el < ————— 2.21
/t 4(Mp +1) (221)
donde Mp :=sup{V(T(t)w) : w € B, t > t;} > 0.

Ahora, por la continuidad de V' y de que [0,00) x X +— T(t)x € X, es facil ver que existe
un ¢ > 0 tal que, si z € X satisface que d(z, z') < ¢ entonces,

DO | ™

/0 e*|V(T(t)z) — V(T(t)2)|dt < <.

Esto y (2.21) demuestran que, para z € X con d(z,2') < ¢

t o0
(W (z) — W() §/ e *IV(T(t)z) — V(T (t)2")|dt + QMB/ e tdt <
0 7

€€

>~ 5 + 5 = €.
Claramente, W : X — R es decreciente a lo largo de soluciones de T'(+). Ahora, si z € Ul | E;
entonces T'(t)z € U | E; para todo t > 0y V(T'(t)z) es constante para todo ¢ > 0 probando
que W(T'(t)z) es constante. Reciprocamente, si z € X es tal que

W(T(t)z) = /000 e *V(T(t+ s)z)dt

es constante, entonces V (T'(t)z) es constante para todo ¢t > 0y, consecuentemente, z € U | E;
por las propiedades de V.

A continuacién, dado z € X \ U, E; vamos a probar que t — W(T(t)z) es estrictamente
decreciente. De hecho, para cada t > 0
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de donde podemos ver que para todo t > 0 se tiene que W (T'(t)z) — W(z) = 0. Entonces,
V(T(s+1t)z) — V(T(s)z) = 0 para todo s > 0, en particular, V(T'(t)z) = V(z) y, como con-
secuencia, V(T'(t)z) = V(T'(s)z) = V(z) para todo s € [0, t]. Repitiendo este razonamiento,
concluimos que V(7T'(s)z) = V(z) para todo s > 0, lo que contradice la eleccién de z.

Ahora, dado z € X, t >0y h € R,

W(T(t + h)z) — W(T(t)z)
h

=i [Cevaeaas - [T v,

+h
lo que converge a

e’ /too e *V(T(s)z)ds — V(T(t)z) <0,

probando la diferenciabilidad de ¢t — W(T'(t)z) € R.



Capitulo 3

Descomposicion de Morse con
infinitas componentes

En las secciones anteriores hemos demostrado (véase también [2]) que dada una familia
disjunta M = {M,---, M,} de conjuntos invariantes aislados sobre el atractor global para
un semigrupo 7'(t), la propiedad dindmica de ser gradiente dindmico, la existencia de una
familia ordenada asociada de pares atractor-repulsor locales, y la existencia de una funcién
de Lyapunov asociada a M, son propiedades equivalentes. El objetivo de este capitulo es
generalizar este resultado al caso de una cantidad numerable de conjuntos de Morse con un

conjunto invariante de acumulacién (y por tanto no aislado).

De hecho, la teoria general de la descomposicion de Morse de conjuntos invariantes aislados
es genéricamente adaptada a la existencia de un nimero finito de conjuntos invariantes de
Morse. Sin embargo, no es inusual tener un niimero infinito de invariantes en un atractor

global. Por ejemplo, considérese la ecuacion diferencial escalar

dy
a f ()
con
flyy=2 (1—eY) sin(%) if0 <y <1,
1l—yify>1.
Obsérvese que la ecuacién tiene como puntos fijos:
_1 1 1 1 _0
h =1 Y = 27 Ys = 37"'7 Y = k7"'a Yoo =

con variedades inestables asociadas

W (1) =1, W (%) - [%,1), ey WU (%) - [%ﬁ)
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y como atractor global A = [0, 1]. En [6] los autores estudian una versién multivaluada de
la bien conocida ecuacién de Chafee-Infante (ver Henry [41] o Chafee, Infante [23]), que
también conduce a un atractor global con un nimero infinito de equilibrios, que de hecho ha
motivado la necesidad del trabajo en este capitulo.

En la siguiente seccién reescribiremos algunos resultados sobre las dindmicas relacionadas
a los pares atractor-repulsor. Generalizaremos algunas de las definiciones dadas en las dos
ultimas secciones, las referidas a semigrupo gradiente generalizado, descomposicién de Morse
y semigrupo gradiente, al caso de un nimero infinito de conjuntos invariantes aislados M, =
{M;}2, U M, dentro del atractor global. En las secciones 3.2, 3.3 y 3.4 probaremos los
principales resultados de este capitulo, la equivalencia entre un semigrupo gradiente dindmico
referido a M., una descomposicién de Morse del atractor global, y la existencia de una
funcién de Lyapunov asociada a M.

3.1. Semigrupos gradientes dinamicos.

Definicién 3.1.1 Una familia disjunta (numerable) de conjuntos invariantes es una familia
M, = {M;}2, U M, de conjuntos invariantes con la propiedad de que, dado j € N, eziste
d; tal que

Os,(M;) N Os,(M;) = @, para todo i # j,i € NU {oo}. (3.1)

Definicién 3.1.2 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo que tiene una familia disjunta de con-
Juntos invariantes Mo = {M;}7°, U Mo con M; aislado para cada j € N. Una estructura
homoclina asociada a M es un subconjunto finito {My,,--- , My, } de M junto con un con-
Junto de soluciones globales {&1,- - ,&,} tal que

donde My, = My

1-

Observaciéon 2 FEl conjunto My, se supone que no es aislado. La razon es que tipicamente en
las aplicaciones My, es un conjunto de acumulacion de la sucesion {M;}ien cuando i — oo.
Luego, no es aislado. Esto ocurre en el ejemplo dado en la introduccion de esta parte, y
también en la aplicacion de [6].

Definicién 3.1.3 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia
disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}32, U My, con M; aislado para cada j € N.
Decimos que {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente dindmico generalizado relativo a My,
si para toda solucion & : R — A tal que £(to) & M;, para algin to € R y todo j € NU {00},
se verifica que

M; ) EX M, para 1 <i < j < oo, (3.2)

Observacion 3 FEs obvio que la condicion (3.2) implica las siguientes propiedades:
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» Paca cada solucion global & : R — A existen 1 < 1,j < oo tal que

M; t_;ooé(t)H—O?Mi, para 1 <i < j < oo.

s No existen estructuras homoclinas asociadas a M.

Cuando el niimero de conjuntos M; es finito, estd demostrado en [4] que estas dos propiedades
implican (3.2) para una adecuada reordenacidon de los conjuntos.

Obsérvese que, en particular, (3.2) implica que no existe solucién global £(t) con &(ty) & M,
para algun ¢ty € R tal que

th d(&(t), My) = 0.
El siguiente lema implica que un conjunto invariante aislado dentro de un atractor global es
compacto.

Lema 3.1.4 Sea M un conjunto invariante aislado que es relativamente compacto. Entonces
M es compacto.

Demostracion: Necesitamos demostrar que M es cerrado. Sea {y,}ney una sucesion
convergente a un cierto y,, donde y, € M. Por la continuidad de T' tenemos que T'(t)y, —
T(t)y para todo t > 0. Entonces T(t)y € M. Luego, T(t)M C M para todo t > 0. Por otro
lado, como M es invariante, para todo t > 0 existe z, € M tal que T'(t)z, = y,. Como M
es relativamente compacto, tomando una subsucesion tenemos que z, — z € M, y entonces
T(t)z = y. Ademdas, M C T(t)M para todo t > 0. Se deduce asf que M es invariante. Como
M es un conjunto invariante aislado, obtenemos que M = M.

O

Corolario 3.1.5 Si {T'(t) : t > 0} es un semigrupo en X con atractor global A y (A, A*) es
un par atractor-repulsor para {T'(t) : t > 0}, entonces {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gra-
diente dindmico generalizado asociado a la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados

{A, A*}.
Obsérvese que (3.1) implica que
M; N M., = @, para cada i € N. (3.3)

Lema 3.1.6 La condicion (3.2) implica que no existe ninguna solucion global £ : A — X
con &(ty) € A\ My para algin to € R tal que

lim dist(&(t), My) = 0. (3.4)

t—-+o0

Demostracion: Es obvio ya que en (3.2) el indice ¢ no puede ser co.
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Lema 3.1.7 Sea M, = {M,}ien U My, una coleccion de conjuntos compactos, invariantes
tales que M; N M; = @ para i # j, 1,7 € NU oo, y supongamos que el conjunto compacto
invariante My, C A verifica que

lim dist(M;, Ms). (3.5)

71— 00
Entonces My, es una familia disjunta de conjuntos invariantes.

Demostracion: Tomemos j arbitrariamente. Tenemos que verificar (3.1). Existe un §; > 0

tal que
(951 (M]) N 051 (MOO) = J.

En vista de (3.5) existe un N > j tal que
M; C Os, (M) sii> N.

Luego,
Os, (M]) N Os (Mz) =g sii>N.

91
2

Obviamente, existe un 9, > 0 para el que
Os, (M;) N Os, (M;) = @ para 1 <i < N, i # j.

Entonces el resultado se tiene tomando §; = min{%, d,}.

Podemos ahora introducir el concepto de descomposicién de Morse referido a M.

Definicién 3.1.8 Dada una familia creciente @ = Ag C Ay C --- C A, C ---Ax = A

de alractores locales, para j € N, definimos M; :== A; N A7, My = ﬂ;’io A%, La familia

infinita y ordenada My, := {M;}2, U M es llamada una descomposicion de Morse de A.
Se tienen ademads las siguientes propiedades de los conjuntos M;.

Lema 3.1.9 M, N A; =@ para todo j € N. Luego, My C A\ U;’;l A yMoNM; =2
para todo 7 € N.

Demostracion: Sea y € My, Entonces y € Aj, para todo j € N, lo que implica que
y & A; para todo j € N.

Lema 3.1.10 Los conjuntos M;, j € NU{oo}, son compactos.

Demostracion: Como M; C A, son relativamente compactos. Ademas, como M; es la
interseccién de conjuntos cerrados, es cerrados.
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Podemos dar también la siguiente caracterizacion:

Proposicién 3.1.11 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y My, =
{M;}2, U My, una descomposicion de Morse de A con la familia de atractores locales @ =
Ag C A C---C Ay = A. Entonces,

ﬁAUA* UM
j=0

Demostracion: Siz € JZ, Mj, sea k € N tal que z € My = Ay N A;_;. Luego z € A C
A1 C--- CAyze Al CA;_,C--- CA;j. Luego

e(ﬁA ﬂA* ﬂAuA;)]m[ﬁ(AjuA;)]:ﬁ(AjuA;),

probéndose asi que (J;2, M; C (;Z,(A4;UA3). Siz € M, entonces 2 € (2, A5 C [1;24(A4;U
A3).

Para demostrar la otra inclusién, tomemos z € [72,(A; U A7). Si 2 € ()72, A, entonces
z € M. El otro caso es que z € Aj; para algin j € N. Sean [ := {iy,%2,...,%,...} ¥
J = {j,j2,-- gt talque ITUJ =Z" T conINJ =@y z € A para todo i € [
y 2 € Aj para todo j € J. Claramente, si i := min I, necesariamente I = {j > i} y
J=40,1,...,i— 1}, y consecuentemente z € A; y z € AF ;. Luego, z € A;N Al |, = M;, de
lo que (V;Z4(A; UAY) C U2, M.

3.2. Construccién de una descomposiciéon de Morse

En esta seccion describiremos la construccion de una descomposicién de Morse del atractor
global A relativo a la familia disjunta de conjuntos invariantes My, = {M;}2, U M, en A
tal que M; es aislado para j € Ny se satisface (3.2). Por el Lema 3.1.6 tenemos que (3.4)
no se verifica.

El siguiente lema jugara un importante papel en nuestro objetivo

Lema 3.2.1 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal con atrator global A y una familia
de conjuntos invariantes Mo, = {M;}7°, UMy = {M,..., M,,... My} en A tal que M; es
aislado para j € N y se satisface (3.2). Entonces, My es un atractor local para {T(t) : t > 0}.

Demostracion: Primero probaremos que para todo 6 € (0, 0,) existe un ¢’ € (0,0) tal que

(Os (My)) C O5 (M),
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donde §; satisface que Oy, (M7) N Oy, (M;) = @ para i > 1 0 i = 0.

Si no fuese asi, existird 0 > 0 y sucesiones {tj }ren de tiempos positivos y {zy }ren de puntos
en X tales que para todo k

d(:ck, Ml) <

Y

o=

d(T(t)xy, My) < § for t € [0, ).

Luego, si definimos, para cada k, & (t) := T(t + tx)zy, para t € [—tx,00), como ty %

concluimos, por el Lema 2.5.2, que existe una solucién global £ : R — X para T'(+) tal que
& — & uniformemente en conjuntos compactos de tiempos. Entonces, d(&x(t), M;) < ¢

k—o0

para t € [—t, 0] implica que
d(&(t), M) <6 < 9y parat <0.

Pero por (3.2) tenemos que &(t) — M;, con j > 1, cuando t — —o0, lo que es una contra-
diccion.
M, es el conjunto invariante maximal en O (M) para algin € > 0. Luego, para § < min{e, d;}

tomamos ¢’ € (0,9) tal que
7Oy (My)) C Os(M),

de modo que

w(Os/(My)) C Os(M;y) C O (M),

y entonces, como w(QOg(M;)) es invariante,
W(Od/(Ml)) C Ml.
La otra inclusion es trivial, y por tanto M; es un atractor local.

O

Para el atractor local M, sea My = {x € A: w(z) N M; = @} su repulsor asociado, luego
cada M;, con i > 2, estd contenido en M y de forma més general cada 6rbita £(R) de
toda solucién € : R — A que converja a M;, ¢« > 2, cuando t — 00, estd contenida en M;.
Considerando la restriccion {Ty(t) : t > 0} de {T'(¢) : t > 0} a M7 tenemos que {71 (t) : t > 0}
satisface (3.2) en el espacio M| con conjuntos invariantes aislados {M;}°, U M. Podemos
asumir, por el ultimo lema, que M, es un atractor local para el semigrupo {7)(t) : t > 0}
en M;. Si M, es el repulsor asociado a el atractor local M, para {T'(t) : t > 0} en My
podemos proceder y considerar la restriccién {T5(t) : ¢ > 0} del semigrupo {T3(t) : ¢t > 0}
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a Mj, y entonces {T5(t) : t > 0} satisface (3.2) en My, con conjuntos invariantes aislados
asociados {M;}°, U M.

Estableciendo A =: Mgy, y M, := My, para j > 1 tenemos que M; es un atractor local
para la restriccién de {T'(t) : t > 0} a M7, ;_, cuyo repulsor serd denotado por M}, ;.

Definamos Ag := @, Ay := My y para j =2,3,---,
Aji= A UW(M) = W (M), (3.6)

También, A, = A.
Es claro que A = J;2, W"(M;) UW"(M).

Lema 3.2.2 Supongamos que se cumplen las condiciones del Lema 3.2.1. Entonces My, =
N =0 A7

Demostracion: Sea z € M,,. Entonces como M, es invariante, w(z) C M. Luego z no
puede estar en W"(M,) para j € N, ya que si fuese asi tendrfamos por (3.2) que w(z)NM,; # &

para algin ¢ < j, lo que es una contradiccién. Asi que, por (3.6) tenemos que z ¢ A; para
j € N. Luego, w(z) N A; = @, y entonces z € [, A}.

Para la otra inclusién, sea z € ﬂ;’;a A% Entonces w(z)NA; = @ para todo j € N. Si z € M,
tomemos una solucién global £(-) tal que £(0) = z. Entonces por la condicién (3.2) tenemos
que &(t) — M; cuando t — +o00o para algin ¢ € N. Pero entonces w(z) N A; # &, lo que es
una contradiccion.

O

Lema 3.2.3 Supongamos que se cumplen las condiciones del Lema 3.2.1. Entonces los con-
Juntos M;, 7 € NU oo, son compactos.

Demostracion: Como M; C A, por el Lema 3.1.4 obtenemos que los conjuntos M; son
compactos si j € N. Ademas, el Lema 3.2.2 implica que M, es cerrado, y como M., C A
tenemos que M, es compacto.

O

Lema 3.2.4 Supongamos que se cumplen las condiciones del Lema 3.2.1. Supongamos ademds
que, dado j € N, existe un 9, tal que

WH(M;) N O, (| ) MiU M) =0. (3.7)
i=j+1
Entonces,
AN 05 (| MiuMy)) =0. (3.8)

i=j+1
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Demostracion: Para j =1 el resultado se tiene ya que A; = M; = W*(M;). Supongamos
que (3.8) es verdad para j — 1 y probaremos que se tiene para j. Si no fuera asi, existiria
una sucesion {zy}treny en A; tal que para todo k

d(zy, | ) M;UML) <

i=j+1

| =

Como Aj := A;_; UW™" (M;) y tenemos (3.8) para j — 1, entonces x, € W* (M;), de lo que,
por hipdtesis, llegamos a una contradiccion.

Corolario 3.2.5 Bajo las hipdtesis del lema previo, dado j € N, existe un ¢; tal que

Os (A;) N ( G MU M,) = 0. (3.9)

J
i=j+1

Teorema 3.2.6 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal con atrator global A y una familia
de conjuntos invariantes Mo, = {M;}7°, UMy = {M,..., M,,... M} en A tal que M; es
aislado para j € N y se satisface (3.2). Supongamos que también se verifica que cada M; es
un atractor local para la restriccion de {T'(t) : t > 0} a M;_, ; ,, entonces A; definido en
(3.6) es un atractor local para {T'(t) :t >0} en X, y

Como consecuencia, My, = {M;}2, U My, define una descomposicion de Morse sobre el
atractor global A.

Demostracion: Si demostramos que para todo 0 < § < §;, existe un ¢’ < § tal que
YH(Os(A;)) C Os(A;), entonces w(Os(A;)) atrae a Oy (A;) v (como w(Os(A;)) es inva-
riante) estd contenido en A;, demostrando asi que A; es un atractor local.

Supongamos que existe un j € N para el que existe un § € (0,9;) y sucesiones (tx),oy con

ty — 00y (Th) ey en X tal que
1

E?
d (T (tk) Tk, AJ) = 57

d (l’k, Aj) <

d(T (t) zx, A;) < d para t € [0, ).
Entonces, como en el Lemma 3.2.1, obtenemos una solucién global &, : R — X satisfaciendo
d(&(t),A;) <6 paratodot <0 (3.11)

con

4(6 (0),4)) =& (3.12)
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Para esta solucién global, existe un M; € M, tal que

i d (& (£), M;) = 0,

y como 0 € (0,0;), con J; satisfaciendo (3.9) se verifica que ¢ < j, y entonces & (0) €
W (M;) C Aj, lo que contradice a (3.12).

Para demostrar que M; = A; N A;_; obsérvese que

J
i=1

y A5 ={z € A:w(z) N A;_, = T} Luego, dado 2z € A; N Aj_; tenemos que la solucién
global £ : R — A a través de z debe satisfacer que

O M; T2 () =X D M;.
i=j

i=1

Como consecuencia de esto y del hecho de que {T'(¢) : ¢t > 0} satisface (3.2) obtenemos que
z € M;. Esto muestra que A; N A7 ; C M;. La otra inclusién es inmediata por la definicién
de A; y de A7 ;.

O

Finalmente, (3.10) y el Lema 3.2.2 implican que My, = {M;}°; U M, definen una descom-
posicién de Morse sobre el atractor global A.

Observacién 4 Como supusimos (3.2) para un sistema gradiente dindmico, tenemos un
orden en los conjuntos de Morse por niveles de energia del atractor global en el sentido de
[4], en el cual el atractor estd descrito por las conexiones de las soluciones globales entre los
diferentes niveles de energia de una forma decreciente.

3.3. Funcién de Lyapunov para un semigrupo gradien-
te dinamico generalizado

En esta seccién construiremos una funcién de Lyapunov para un semigrupo gradiente dinami-
co generalizado.

Definicién 3.3.1 Decimos que un semigrupo {T'(t) : t > 0} con atractor global A y una
familia disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}2, UM, en A tal que M; son aislados
para j € N es un semigrupo gradiente generalizado con respecto a My, si existe una funcion
continua V : A — R tal que:
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(i) La funcidn real [0,00) 3 ¢t — V(T'(t)z) € R es decreciente para cada x € A\ (U;, M; U
M),

(i) V es constante en M; para cada i € NU oo,
(zit) V(T (t)x) = V(x) para todo t > 0 si y solo si x € M.

Una funcion V' con las propiedades anteriores es llamada una funcion de Lyapunov para el
semigrupo gradiente generalizado {T'(t) : t > 0} con respecto a M.

Probaremos ahora que un sistema gradiente dindmico generalizado implica la existencia de
una funciéon de Lyapunov.

Proposicién 3.3.2 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia
disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}2, U Mo, en A tales que M; son aislados
para j € N. Si My, es una descomposicion de Morse, entonces {T(t) : t > 0} es gradiente
en el sentido de la Definicion 3.3.1 con respecto a My,. Ademdas, la funcion de Lyapunov
V : X — R puede ser escogida de la siguiente forma: V(z) =1 — 2,%1, para x € My, k € N,
V(z) =1, para x € M.

Demostracion:

Sea ) = Ay c A, C --- C A, C ...A la sucesién de atractores locales definida en la
Definicién 3.1.8 y ) = A5, C ... A% C --- C Aj = A sus correspondientes repulsores

*

asociados, de forma que para cada j € N tenemos que M; = A; N A7}, y Mo, = ﬂ;’io A3
Sea f; : A — R la funcién de la Proposicién 2.6.2 para el par atractor-repulsor (A;, A7),

Definimos la funcién continua V' : A — R por
=1
V(iz)=) 5 fi(2), z€ A
=0

Entonces V : A — R es una funciéon de Lyapunov para el semigrupo gradiente generalizado
{T'(t) : t > 0} con respecto a M.

De hecho, como cada f; : A — R, j > 1, es no creciente a lo largo de las soluciones de
{T'(t) : t > 0}, V es también no creciente a lo largo de las soluciones de {T'(t) : t > 0}.

Ahora, si z € A es tal que V(T'(t)z) = V(z) para todo t > 0, entonces, usando que cada
fjs 7 > 1, es no creciente a lo largo de las soluciones de {T'(t) : ¢ > 0}, concluimos que
[i(L(t)z) = f;(z) para todo t > 0 y para cada j € N. De la parte (iv) de la Proposicién

2.6.2, tenemos que z € (A; U A7), para cada j € N; esto es, z € [ (A; U A47). Del Lema
j=0
3.1.11 tenemos que
(404 =] MuM,,



3.4. DESCOMPOSICION DE MORSE POR UNA FUNCION DE LYAPUNOV o7

y entonces z € |J M; U M.

j=1
SikeNyze M, = A, nNA;_, sededuce que z € Ay C Ay C -+ C A = Ay
z€ A CA ,C--CAy=A Deaqul fj(2) =0sik<jy fi(z) =1si1<j<k—1
Luego,

> ] 1 1 1
=2§fj(2)222— : +22]f3 2 =1l-5=
j= j=1 J

Finalmente, demostraremos la continuidad de V. Como f;(z) € [0, 1], para todo € > 0 existe
N(e) > 0 tal que

1
Zij] _Z—<eparatodoz€fl

j>N j>N

Entonces, como cada f; es continuo, es inmediato demostrar la continuidad de V.

3.4. Descomposicion de Morse por una funcion de Lya-
punov

Demostraremos ahora que la existencia de una funcién de Lyapunov (que se de nominara fun-
cién ordenada de Lyapunov) con respecto a la familia My, = {M;}2, U M, en A implica
que el semigrupo es gradiente dindmico y que (3.7) se verifica. Luego, junto con los resul-
tados previos, obtendremos la equivalencia entre los semigrupos dindmicamente gradientes
generalizados referidos a M, satisfaciendo (3.7), la existencia de una funcién de Lyapunov
ordenada asociada a M, y la existencia de una descomposiciéon de Morse del atractor global,
generalizando los resultados del Capitulo 2

Como antes, {T'(t) : ¢ > 0} es un semigrupo con atractor global A y consideramos una
familia de conjuntos invariantes disjunta My, = {M;}2, U M., en A tal que M; son aislados
para j € N.

Definicién 3.4.1 Decimos que My, estd ordenado con respecto a una funcion de Lyapunov
generalizada V', o equivalentemente, que V' es una funcion ordenada de Lyapunov con respecto
a My, si

Ly <Ly < <L, < < L.

donde L; =V (z) para z € M;. Ademds, no puede haber un nimero infinito de conjuntos M;
con el mismo valor de V.

Observacién 5 Si L, — L, entonces se verifica la ultima condicion en la Definicion 3.4.1.
Ademds, si (3.5) se satisface, por la continuidad de V' se tiene que L, — Ly
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Obsérvese que el Lema 3.2.4 es también una consecuencia de la existencia de una funcion de
Lyapunov.

Proposicién 3.4.2 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia
disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}32, UM en A tal que M; es aislado para cada
j € N. Sea M, ordenado con respecto a la funcion de Lyapunov generalizada V. Entonces
para toda trayectoria completa & : R — X,

i) o existe i € N tal que £(t) € M;, para todo t € R,

ii) o existen M;, M, € My, conr > j tal que

lim _dist(&(t), M) = 0, Yim dist(&(t), M;) = 0.

t——o0

Demostracion: Supongamos que i) no se cumple. La funcién ¢ — V(£(¢)) es monétona y,
ya que £(t) € A, es también acotada. Luego, el siguiente limite existe

Lo = lim V(E(0).Lo = lim V(E®).
Entonces,
V(y) = L_ para todo y € a(§),

V(y) = L, para todo y € w(§).

Es bien sabido que los conjuntos w(§) y «(&) son invariantes y conexos (véase por ejemplo
[74] o el Lema 2.2.8).

Como w(§) es invariante, para todo y € w(§) y t > 0 tenemos que T'(t)y € w(§), y entonces
V(y) =V (T(t)y) = L;. Luego, y € M; para algin j € N U oo.

De hecho, demostraremos que w(§) C M;. Por contradiccién, supongamos que existe z €
M;Nw(§), 1 # j. Esto no es posible si j = 0o, ya que en este caso tenemos que L; < L, = L.
Supongamos entonces que j < co. El nimero de conjuntos M; tales que L; = L, es finito.
Denotemos por El, cee E,, € M., a los conjuntos tales que V(x) = Ly six € Ey para algiun
k € {1,...,m}. Podemos encontrar ¢ > 0 tal que O.(E}) N O.(E,) = & para todo r # k,
rk € {1,...,m}. Como w(€) es conexo, existe u € w(€) tal que u & JJ, Oc(Fy). Pero
hemos demostrado que todo u € w(§) pertenece a algin My, con k € N U oo, y entonces

A

V(u) = Ly implica que u € [, O(E}), lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, lim;_, . dist(&(t), M;) = 0.

De forma similar podemos demostrar que a(§) C M, para algin r € N U oo. Luego,
limy, o dist(&(t), M,.) = 0.

Como L_ > Ly, es claro que r > j. Como estamos en el caso donde 7) no se cumple, el hecho
de que si V' es constante sobre una solucién global £(¢) implica que pertenece a un conjunto
fijo M; elimina la posibilidad de que r = j.
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O

Corolario 3.4.3 Supongamos que se verifican las condiciones de la Proposicion 3.4.2. En-
tonces los conjuntos M;, 7 € NU oo, son compactos.

Demostracion: Por la Proposicién 3.4.2 la condicién (3.2) se satisface. El resultado se
sigue entonces del Lema 3.2.3.

O

La existencia de una funciéon de Lyapunov asociada a un ntmero infinito de conjuntos in-
variantes ofrece, como en el caso de un nimero finito de conjuntos invariantes, una caracte-
rizacion del atractor global como sigue.

Proposicién 3.4.4 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia
disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}32, UM en A tal que M; es aislado para cada
j € N. Sea M, ordenado con respecto a la funcion de Lyapunov generalizada V. Entonces

A= U;;W“ (M;) U™ (M) .

Demostracion: Six € A, entonces x pertenece a una trayectoria completa acotada, luego
la Proposicién 3.4.2 implica que » € W* (M;) para algiin j € NUoo. Luego, A C J;2, W* (M;)U
W (M) -

A la inversa, sea x € W*"(M;) para algin j € N U oco. Como M; es compacto, existe
to tal que [J,o,, € (t) es acotado, donde & (+) es una trayectoria completa satisfaciendo que
lim, .o d(£(t), M;) = 0. De la definicién de trayectoria completa y del hecho de que T ()
es eventualmente disipativo se deduce que |J;5,, § (t) es también acotado. Luego, £(-) es
una trayectoria completa acotada. Pero entonces £ (t) € A para todo t € R. En particular,

r=£&(0) € A

Proposicién 3.4.5 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia
disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}32, UM en A tal que M; es aislado para cada
j € N. Sea M, ordenado con respecto a la funcion de Lyapunov generalizada V. Entonces,
para todo j € N existe un d; tal que

W (M) N 05, (| MiuMy) = 2.

i>j+1

Demostracion: Observemos que por el Corolario 3.4.3 los conjuntos M; son compactos
para j € NU oo. Primero, sea k; el primer entero k; > j tal que Ly, > L;. Vamos a probar
la existencia de 0’ para el que W* (M;) N Og;(UiZk].Mi UMy)=2.

Por contradiccién supongamos la existencia de j € N y una sucesion z,, € W* (M) tal que

1
diSt(l‘n, Ui>iji U Moo) < —.
- n
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Entonces existe 3, € Uik, M; U M tal que d(z,,y,) < % Como V (yn) > Li; > Lj, por la
continuidad de V' existe n, € > 0 tal que

V(l’n) Z Lj+€.

Pero z,, € W*" (M;) implica la existencia de una trayectoria completa acotada & (¢) tal que

§0) =z, y
tiiznoo dist (& (t),M;) = 0.

Por la definicién de V' tenemos que V (£ (t)) > L; + ¢ para t < 0. Tomamos entonces
sucesiones t,,, — —00, 2, € M; para las que

m  d(€ (tn), 2m) = 0.

tm——00

Como M, es compacto, podemos suponer que z,, — 2y y entonces

lfm d(& (tm), z0) = 0.

tm——00

De nuevo, por la continuidad de V tenemos que V (zp) > L;+¢cy V(29) = L;, lo que es una
contradiccion.
Ademaés, considerando un j para el que k; — 1 > j, comprobaremos que existe d7 tal que

W (M;)N Og;/(Ufi}j_lMi) = @. Si no, argumentando entonces como antes obtenemos suce-

siones x,, € W* (M;), yn € Uf;;}rlMZ tal que d(x,,y,) < % Podemos suponer, pasando a
una subsucesion, que y, € M, para todo n y algin k € {j + 1,...,k; — 1}. Tomamos una
trayectoria completa acotada &, (t) tal que &, (0) =z, y

th’lin dist (&, (t),M;) = 0.

Escogemos ¢ > 0 satisfaciendo
O. (M,) MO, (M;) = @ para todo 7,7 € {j,....k; — 1}

y tomamos n tal que + < e. Entonces z,, € O(My). Como ¢ — £ (t) es continua, se deduce
la existencia de t,, > 0 tal que

dist(&, (—tn), M) = ¢,
dist(&, (—tn), M) < e paratodo t € (—t,,0].

Definimos las funciones &, (t) = &u (t —tn). Entonces dist(¢, (0), My) = ey &, (ta) = o,
Existe una trayectoria completa & (+) tal que es limite de las subsucesiones &, (t) — & (t) para
todo t € R. Observemos que

V(€,(t)) < L; para todo t € R,
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y entonces por la continuidad de V/,

V(£(t)) < Lj para todo t € R.

Observemos que t, — —o0o. De otra forma, si t, —>_t0, entonces como M; es compacto,
tenemos que & (tg) = lim, .o, =, =z € My, luego V (f (to)) = L;. Por lo tanto,

V(E(t)) > V(E(ty)) = L, para todo t < t.

Por las dos tltimas desigualdades, tenemos que V(E( )) = L; para todo 0 < t < ¢,. También,
E(t) = T(t —to)&(ty) si t > ty, luego también V( (t)) = L; para todo t > ty. De la definicién
de una funcién de Lyapunov, obtenemos que £(0) € M. Pero dist(€,(0), M}) = ey &,,(0) —

£(0).

Luego, es claro que B
dist(& (t), My) < e para todo t > 0.

Por otro lado,
V(z,) =V (&, (tn) <V (&, (t) < L; para todo 0 < t < t,.

Como z,, — x € M, la continuidad de V implica que V (z,,) — V (z) = L; y V (&, (t)) —

V (£(t)). Luego,
V (£(t)) = L; para todo t > 0.

De la definicién de una funcién de Lyapunov, tenemos que g(_t) € My para todo t > 0. Esto
es una contradiccion, ya que dist(¢,, (0), M) =cy &, (0) — £(0).

Tomando Os, = (95;, U (95;/ obtenemos el resultado requerido.

Podemos concluir ahora el teorema central de este capitulo.

Teorema 3.4.6 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia dis-
Junta de conjuntos invariantes Mo = {M;}2, U My en A tal que M; es aislado para cada
7 € N. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {T(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente generalizado con respecto a My, en el sentido
de la Definicion 3.3.1 y My, estd ordenado con respecto a la funcion de Lyapunov.

it) {T(t) : t > 0} un semigrupo gradiente dindmico generalizado con respecto a My, que
satisface (3.7).

i11) My, de una descomposicion de Morse de A.

Demostracion: Es consecuencia inmediata del Teorema 3.2.6 y de las Proposiciones 3.3.2,
3.4.2y 3.4.5.
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Corolario 3.4.7 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo con atractor global A y una familia
disjunta de conjuntos invariantes Mo, = {M;}2, U M, en A tal que M; es aislado para
cada j € N. Supongamos que My, es una descomposicion de Morse de A. Entonces

A= G WU (M) UW*(Ms).

Demostracion: A la vista del Teorema 3.4.6, {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente
generalizado con respecto a M, en el sentido de la Definicién 3.3.1 y M, estda ordenado
con respecto a la funciéon de Lyapunov. Luego, el resultado se tiene por la Proposicion 3.4.4.

O



Capitulo 4

Sistemas dinamicos no autonomos

En este capitulo vamos a generalizar los resultados del Capitulo 2 para el caso de sistemas
dindamicos no auténomos en espacios infinito dimensionales. Estudiaremos resultados de exis-
tencia para el atractor pullback y usaremos estos resultados para demostrar la permanencia,
en un sentido bioldgico, de dos especios en un modelo Lotka-Volterra de depredador-presa.

4.1. Procesos de evolucién y atractores pullback

A continuacién vamos a dar la definicion precisa de la nocién de proceso, en el marco abs-
tracto de un espacio métrico general. Sin embargo, concretaremos nuestro andlisis a espacios
de Banach o Hilbert cuando estos sean necesarios.

La dinamica se produce en un espacio de fases X, que representa todas las posibles “con-
figuraciones”del sistema subyacente. Para nuestro espacio de fases escogeremos un espacio
métrico X con métrica d(-,-) : X x X — [0,+00). Denotaremos por C(X) al conjunto de
todas las aplicaciones continuas de X en si mismo.

Definicién 4.1.1 Un proceso de evolucion en X es una familia biparamétrica de aplicacio-
nes {S(t,s) : t,s € R;t > s} en C(X) con las siguientes propiedades:

1) S(t,t) = Id, para todo t € R
2) S(t,s) = S(t,7)S(r,s), para todo s < 1 < t,
3) (t,s,x) — S(t,s)x es continua de R x R x X en X, para todo t > s.

Como una abreviatura conveniente, en lo siguiente nos referiremos al “proceso S(-, ). vez
de al “proceso de evolucién {S(t,s) : t,s € R,t > s}”. Dado un proceso de evolucién, la
solucién correspondiente a la condicién inicial z(s) = x, es la aplicacién t — S(t, s)xs.

Si X es un espacio vectorial normado y S(t,s) es lineal para cada t > s entonces decimos
que S(-,-) es un proceso de evolucién lineal.

63
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El operador S(t, s) lleva cada estado « en X desde un tiempo inicial s hasta el estado S(¢, s)z
con un tiempo final ¢. Notemos que, para un o > 0 fijado, el operador S(o + t,t) puede ser
un operador diferente para cada t € R. Como senalamos anteriormente, no es soélo el tiempo
transcurrido, sino que el tiempo inicial también juega un papel importante en la evolucién.

La clase de procesos para los que la evolucion depende sélo del tiempo transcurrido, es decir,
S(t,s) = S(t — s,0) para todo t > s, es lo que hemos llamado un proceso auténomo, o
semigrupo.

Dado un semigrupo 7(+), la familia de operadores {Sr(t, s) : t > s} definidos por Sr(t,s) =
T(t—s) para todo t > s, es un proceso de evolucién que denotaremos como el proceso de evo-
lucién correspondiente a T'(+). Debido a esta observacion elemental, los sistemas auténomos
forman un subconjunto de los sistemas no auténomos.

Para un proceso de evolucién dado S(-,-), ampliaremos la definicién de cada S(¢,s) de una
forma obvia a subconjuntos B de X, teniendo

S(t,s)B :={S(t,s)x : x € B}.

Como tenemos dos formas de entender las dindmicas asintéticas, tendremos dos definiciones
)
de “Orbita”’de un COHjUIltO dado, a saber:

» [a érbita hacia adelante o forward de B desde s € R serd

v¢(B,s) := U S(t,s)B.

t>s

= La 6rbita hacia atras o pullback de B hasta t € R sera

(B, t) = U S(t,s)B.

s<t

La forma mas elemental en la que la dindmica de un proceso puede ser entendida como
“simple.® si las 6rbitas de un conjunto acotado estan acotadas. Como tenemos dos nociones
de érbitas, tendremos las dos correspondientes nociones de lo que significa ser acotado para
un proceso.

Definicién 4.1.2 Un proceso de evolucion S(-,-) en un espacio métrico X es llamado aco-
tado forward si v¢(B,s) es un conjunto acotado para cualquier subconjunto B acotado de X
y cada s € R. De forma similar, S(-,-) es llamado acotado pullback si v,(B,t) es un conjunto
acotado para cualquier subconjunto B acotado de X y cada t € R.

Lo ideal es que el atractor de un sistema dinamico dado sea un objeto que describa por
completo la dindmica asintética del modelo. Una teoria exitosa general deberia conducirnos
a poder comprender de forma razonable el comportamiento asintético del modelo dado,
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incluyendo la localizacién del atractor, la velocidad a la que atrae en el espacio de estados,
y las estimaciones sobre su dimensiéon o complejidad.

Durante las ultimas décadas, el concepto de atractor para un sistema dindmico auténomo
dado se ha resuelto, desarrollandose una teoria general que va camino de cumplir los objetivos
descritos anteriormente. En lo que sigue intentaremos explicar las diferentes nociones posibles
del atractor en el caso no auténomo, asi como sus diferencias y similitudes, con el objetivo de
formar una teoria que nos lleve al entendimiento de ambos sistemas dinamicos, auténomos
y no auténomos.

Para la nocién de atractor global para un proceso de evolucién S(+,-) necesitamos ser mucho
mas cuidadosos que con el caso auténomo. En el siguiente apartado consideraremos algunos
ejemplos sencillos para ilustrar algunos conceptos basicos que conducen a la definicién de
atractor para un proceso de evolucion.

Antes de ver estos ejemplos, vamos a introducir una nocién de invarianza para un proceso de
evolucion que se puede aplicar a un familia de conjuntos dependientes del tiempo que seran
usados frecuentemente en lo que sigue.

Definicién 4.1.3 Se dice que una familia de conjuntos dependientes del tiempo {A(t) C
X :t € R} es invariante bajo la accion de S(-,-) si

S(t,7)A(T) = A(t) para todo t > T.

Por ejemplo, si S(+,) es el proceso correspondiente a la ecuacién diferencial auténoma & =
—z, cualquier familia K (-) de conjuntos de la forma

K(t) = Ce [a,b]
es invariante bajo S(+, -); solamente R y {0} son invariantes en el sentido cldsico, el auténomo.
S(t,tg, xo) = oe 710 y T(t) = Ce™
S(t,to) K (ty) = Ce [a,ble” ") = Cla,ble™t = K(t)
Tal como se establece en el Teorema 2.1.7, si un semigrupo posee atractor, entonces éste

es la union de todas las soluciones globales. En el caso no auténomo, la nociéon de atractor
permite (en algunos casos) una caracterizacién equivalente del atractor pullback,

{A(t) :t e R} ={&(t) | £ : R — X es una solucién global acotada de S(-, )}, (4.1)

que vamos a definir formalmente a continuacién.

Definicién 4.1.4 Sea S(-,-) un proceso de evolucion. Dado t € R, un conjunto K C X se
dice que atrae de forma pullback a conjuntos acotados en tiempo t bajo S(-,-) si

lim dist(S(t,s)D,K) =0

S§——0O0
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para cada subconjunto acotado D C X.

Una familia de subconjuntos de X dependiente del tiempo, {K(t) : t € R}, atrae pullback
a subconjuntos acotados de X bajo S(-,-) si K(t) atrae pullback a conjuntos acotados en
tiempo t bajo S(-,-), para cada t € R.

En esta definicion de atraccion pullback el tiempo final queda fijado y el tiempo inicial “se
envia” hacia —oo. Nétese que nunca evolucionamos las soluciones hacia atras en el tiempo,
sino mas bien se considera el estado final del sistema en algin tiempo t fijo a partir de
los tiempos anteriores s. Esta es también la nocién de atraccién que podemos encontrar en
Chepyzhov & Vishik [29] o en la teoria para atractores de sistemas dindmicos aleatorios
(Arnold [5]) asociado a ecuaciones diferenciales estocasticas (Crauel [32], Crauel et al. [35],
Crauel & Flandoli [34]).

Definicién 4.1.5 Se dice que una familia {A(t) : t € R} es el atractor pullback para un
proceso de evolucion S(-,-) si

(i) A(t) es compacto para cada t € R,

(it) A(-) es invariante respecto a S(-,-),

(iii) A(-) atrae pullback a conjuntos acotados de X, y
(iv) A(-) es la familia minimal con la propiedad (iii).

Merece la pena mencionar que la propiedad (iv) significa que, si existiese otra familia C(-)
que atrayese subconjuntos acotados de X, entonces A(t) C C(t), para todo t € R. En
general, esto hace falta para garantizar la unicidad del atractor pullback; en el caso de
semigrupos esto es una consecuencia de las equivalentes, en el caso auténomo, de (7)-(7i1).
Esta necesidad esta relacionada con el debilitamiento de la propiedad de invarianza impuesta
por la naturaleza no auténoma de los procesos de evolucién. Incluso si 7'(+) es un semigrupo
el correspondiente proceso (definido por Sr(t,s) = T'(t — s)) puede tener una familia de
conjuntos compactos, invariantes y pullback atrayentes que no es minimal. De hecho, si
T(t)x = e 'z, z € R, entonces para Sr(-,-) la familia {[—e~*,e7"] : ¢t € R} es invariante, y
para cada t € R, [—e~*, e7!] es compacto y atrae subcobjuntos acotados de R en tiempo t.
Esto tiene relacion con el hecho de que para un atractor pullback sélo se pide que atraiga
conjuntos acotados independientes del tiempo, no que él mismo se encuentre en la clase de
conjuntos que tiene que atraer.

Profundizando en esta linea, téngase en cuenta que como A(+) atrae a cualquier subconjunto
acotado de X (propiedad (ii7)), también atrae pullback a cualquier familia dependiente del
tiempo que esté “acotada en el pasado”: si B(-) es una familia de conjuntos acotados tal que

U B(s) es acotado para cierto t € R, (4.2)

s<t

entonces

lfm dist(S(t, s)B(s), A(t)) = 0.

S§——0Q
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Esto es, esencialmente, una consecuencia trivial de (4.2), pero sirve para subrayar el hecho
de que, aunque solamente definimos atraccién sobre conjuntos acotados, algunas familias
dependientes del tiempo son atraidas. Es natural preguntarse bajo qué condiciones el atractor
pullback podria atraer a mas familias, en general, no auténomas (ver Seccién 4.3).

La propiedad de atraccién pullback en (ii7) no implica ningin tipo de atraccién forward. De
hecho, excepto en situaciones muy particulares (por ejemplo cuando el proceso de evolucién
es asintéticamente auténomo hacia el mismo semigrupo no lineal en el futuro y en el pasado)
el comportamiento pullback y forward no estén relacionados (véanse entre otros, Carvalho
et al. [22]; Cheban et al. [25]; Langa et al. [54]; Rodriguez-Bernal & Vidal-Lépez [69)]).

Finalmente, nétese que (i) no requiere que (J,cx A(t) sea compacto, ni siquiera acotado
(hemos visto ya un ejemplo trivial en el que A(-) es no acotado). De hecho, la caracterizacién
hecha antes en (4.1) no se mantiene en general. Para perseguir esto, es ttil distinguir entre
soluciones que son acotadas en el pasado y en el futuro; con este fin daremos las siguientes
definiciones.

Definicién 4.1.6 Dado un proceso de evolucion S(-,-) en X, decimos que la funcion & :
R — X es una solucidn global para S(-,-) si se verifica que

S(t,s)E(s) = &(t) para todo t > s.

Definicién 4.1.7 Decimos que una solucion global £* : R — X de un proceso de evolucion
S(-,-) es acotada hacia atrds o acotada en el pasado si existe T € R tal que {*(t) : t < 7}
es un subconjunto acotado de X. De forma similar, £*(-) es acotada hacia delante o acotada
en el futuro si existe T € R tal que {£*(t) : t > T} es un subconjunto acotado de X.

Lema 4.1.8 Si un proceso de evolucion S(-,-) posee un atractor pullback A(-) y & es una
solucidn global acotada en el pasado, entonces £*(t) € A(t) para todo t € R.

Demostracion: Por ser £* solucion global acotada en el pasado existe 7 € R tal que Y =
Ur<-&*(t) es acotado y por tanto serd atraido por A(t), con lo que

lim_dist(S(t, s)Y, A(t)) = 0

Distinguimos ahora dos casos,
= Sit <7, obtenemos que

lim dist(§*(t), A(t)) = lm dist(S(t,s)E(s), A(t)) <

< lim dist(S(t,s)Y,A(t)) =0
Por tanto, al ser A(t) compacto tenemos que £*(t) € A(t).
= Sit> 7, sabemos que

£*(r) € A(t), con lo que S(t,7)* (1) € S(t,7)A(r), y por la invarianza del atractor
concluimos que &*(t) € A(t).
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De hecho, el atractor pullback debe contener toda la “variedad inestable”de una solucién, o
de cualquier conjunto invariante que sea “acotado en el pasado” (para la definicién véase el
siguiente Lema 4.1.10).

Definicién 4.1.9 Sea Z(-) un conjunto invariante. La variedad inestable de Z(-) se define
como

WUE()(t) ={z € X : existe una drbita ¢ : R — X tal que

pt)=zy lm dist(p(s),Z(s)) =0}

S——0O0
Lema 4.1.10 Supongamos que Z(-) es un conjunto invariante que es acotado en el pasado,
esto es
U =(t) es acotado para cierto T € R.

t<t

Entonces W*(Z(-))(t) C A(t) para todo t € R.

Demostracion: Tomemos x € W"(Z(+))(t). Entonces, por definicién, existe una érbita
¢:R— X tal que p(t) =z y

lim  dist(e(s),Z(s)) = 0.

§—>—00

En particular, como Z(+) es acotado en el pasado, B = {¢(s) : s < t} es un subconjunto

acotado de X. Como = = p(t) = S(t,s)p(s), se tiene que x € S(t,s)B para cada s <t. Y
como A(t) atrae a cualquier conjunto acotado, se tiene que x € A(t).
[l

Cuando el propio atractor pullback es acotado en el pasado, éste se puede escribir como la
union de todas las soluciones acotadas en el pasado.

Teorema 4.1.11 Si un atractor pullback A(-) es acotado en el pasado entonces

A(t) = {£(t) - £(+) es una solucion acotada en el pasado}.

Demostracion: Ya hemos demostrado que £(t) € A(t) para cualquier solucién acotada
en el pasado &(+). Que para cualquier £ € A(?) exista una solucién acotada en el pasado £(-)
con £(t) = ¢ se sigue de la invarianza de A(-) y del argumento del Teorema 2.1.7.

O

Corolario 4.1.12 Si un atractor pullback es acotado (es decir, A(t) es uniformemente aco-
tado en t) entonces el atractor se escribe como la union de todas las soluciones completas y
acotadas.



4.2. RESULTADOS DE EXISTENCIA PARA ATRACTORES PULLBACK 69

Demostracion: Cualquier solucion acotada es acotada en el pasado, por tanto contenida
en el atractor pullback. Para cualquier s € R y cualquier x € A(s), la solucién forward
a través de x estd contenida en A(t) para todo t > s, ya que el atractor es invariante, y
entonces la trayectoria a través de x es acotada.

O

Toda la teoria general de los atractores pullback puede ser escrita en el lenguaje de los cociclos
(ver Capitulo 5). De hecho, una generalizacién alternativa de las propiedades de semigrupos
al marco de los sistemas no auténomos involucra aplicaciones cociclo (Kloeden [46] y Kloeden
y Rassmussen [48]). Hay algunos tipos particulares de dependencia no auténoma, como la
periédica, quasiperiddica, o la casi periédica (Sell [73]; Chepyzhov & Vishik [28]) o en el caso
de las ecuaciones diferenciales estocasticas (Arnold [5]; Schmalfus [72]; Crauel & Flandoli
[34]), donde es natural trabajar dentro del marco de los sistemas dindmicos cociclos (ver
Seccién 5.1).

En la siguiente seccién desarrollaremos la teoria de existencia para atractores pullback, de
forma que recuperaremos los resultados para el atractor global de un sistema auténomo como
casos particulares.

4.2. Resultados de existencia para atractores pullback

4.2.1. Conjuntos omega limites

Comenzaremos generalizando la nociéon de conjuntos w—Ilimites, eligiendo definir nuestros
conjuntos limites no auténomos usando el procedimiento pullback. Eventualmente construi-
remos nuestro atractor pullback como la unién de los conjuntos w—Ilimites.

Definicién 4.2.1 Sea S(-,-) un proceso de evolucion en un espacio métrico X y sea B un
subconjunto de X. El w—limite pullback de B se define como

w(B,t) = ﬂ U S(t,s)B

o<t s<o
Esta definicion es equivalente a
w(B,t) ={y € X : existen una sucesion {sy} <t, con s — —00 (4.3)

cuando k — oo, y {xy} € B, tal que y = kh'm S(t, sk)xk}

Noétese que hemos usado, y usaremos, la notacién abreviada “una sucesién {x;} € X.*® vez
de “una sucesion {z;}%2, con x;, € X para todo k € N”; y para sucesiones de nimeros reales
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escribiremos con frecuencia “{s;} < t”para referirnos a “{sg}3>, con sy € Ry s <t para
todo k € N”.

Claramente, si T'(-) es un semigrupo y Sr(-, -) es el correspondiente proceso, entonces w(B, t)
es independiente de ¢ y coincide con la definicién de conjunto w-limite para semigrupos (véase
Hale [37], Temam [77] o el Capitulo 2):

w(B) = JT(r)B.

s>0r>s

Queremos encontrar ahora condiciones bajo las que w(B,t) sea no-vacio, invariante, y que
atraiga de forma pullback a B en tiempo t. Podemos tratar rapidamente la cuestion de la
invarianza.

Lema 4.2.2 Sea S(-,-) un proceso de evolucion en un espacio métrico X.
(i) Para cualquier B C X, w(B,s) es positivamente invariante: S(t, s)w(B,s) C w(B,1).

(i1) Si w(B,s) es compacto y atrae pullback a B en tiempo s, entonces S(t,s)w(B,s) =
w(B,t) para todo t > s.

(131) Stw(B,t) atrae pullback a C' en tiempo t, donde C es un conjunto conexo que contiene
a B, entonces w(B,t) es conezxo.

Demostracion:

(i) Si w(B,t) = 0, no hay nada que probar. Si w(B,t) # 0, por la continuidad de S(t,s) y
por (4.3) inmediatamente se observa que S(t, s)w(B, s) C w(B,t).

(77) Si w(B,s) es compacto y atrae pullback a B, entonces w(B,t) C S(t,s)w(B,s). En
efecto, para © € w(B,t), existe una sucesién {0y} <t con oy — —o0, y {z;} € B tal que
S(t,or)rr, — = cuando k — oo. Como o — —o0, existe un ky € N tal que o, < s para
todo k > ko. Por tanto S(t, s)S(s,or)xr = S(t, 0)xr, — x para todo k > k. Ademds como
w(B, s) es compacto y atrae pullback a B en tiempo s, dist(S(s, og)rg, w(B,s)) — 0 cuando
k — oo. Es entonces facil ver que {S(s, oy )z} tiene una subsucesién (que llamaremos igual)
que converge a cierto y € w(B, s). Se sigue de la continuidad de S(t, s) que S(t, s)y = x. Por
lo tanto w(B,t) = S(t, s)w(B, s).

(741) Finalmente probaremos la afirmacion sobre el caracter conexo de w(B,t). Supongamos
que w(B,t) no es conexo, entonces w(B, ) estd incluido en la unién disjunta de dos conjuntos
compactos 01,0, (separados por una distancia positiva), con

wB,)NO; £0,i=1,2. (4.4)

Pero obsérvese que, como B C C'y w(B,t) atrae a C, entonces w(B,t) = w(C,t). Ademés,
existe sy — —oo tal que S(t,s,) N O; # 0, i = 1,2. En efecto, si no, existe i € {1,2} tal
que, para todo 1, — —oo, S(t,r)C N O; = 0, lo que contradice (4.4). Pero, como C' es
conexo y el proceso continuo, para todo k € N, S(¢, s;)C' es también conexo, asi que por la
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separacion estricta de ©1 y ©, obtenemos la existencia de una sucesién acotada ¢, € C' tal
que S(t,s1)ce NO; =0, 4= 1,2, lo que contradice que w(B,t) C ©1 U O, y atrae a C.

O

Vamos a buscar ahora condiciones bajo las que podamos garantizar que w(B,t) atraiga
pullback a B. Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.2.3 Supongamos que K es un subconjunto compacto de X y{x,} € X es una suce-
sion con dist(x,, K) — 0 cuando n — oo. Entonces {z,} tiene una subsucesion convergente
con limite en K.

Demostracion:

Dado k € N, tomamos z,, tal que dist(z,,, K) < 1/k. Entonces, como K es compacto,
existe yx € K con d(z,,,yx) < 1/k. Ahora, de nuevo por la compacidad de K, existe una
subsucesion (que llamaremos igual) yi tal que limg .o yx = yo € K. Asi, obtenemos el
resultado d(xp,,y0) < d(xn,, yx) + d(Yk, Yo)-

O

Nuestro primer resultado muestra que w(B,t) es “suficientemente grande”para atraer a B
siempre que exista un candidato razonable para un conjunto que atraiga a B en tiempo t.
Noétese que debido al Lema 4.2.2 (i7), siempre que w(B, t) atraiga pullback a B, serd invarian-
te. Para completar incluimos la propiedad de la invarianza, que nos viene dada “gratis” gracias
a la propiedad de atraccion.

Lema 4.2.4 Sea S(-,-) un proceso de evolucion en un espacio métrico X . Supongamos que B
es un subconjunto no vacio y acotado de X que es atraido pullback por un conjunto compacto
K en tiempo t. Entonces w(B,t) es no vacio, compacto, invariante, y atrae pullback a B en
tiempo t.

Demostracion:

Primero, obsérvese que para cualquier sucesién {x,} € B y cualquier sucesién {s,} € R
con s, — —oo, del hecho de que K atraiga a B se sigue que dist(S(t,s,)z,, K) — 0. El
Lema 4.2.3 implica ahora que S(t, s,,)x,, tiene una subsucesién convergente y, por definicién,
el limite de esta subsucesién debe ser un elemento de w(B,t).

Esto muestra que w(B,t) es no vacio, y que atrae pullback a B en tiempo ¢, ya que si no,
existirfa € > 0, una sucesién {s,} € R con s, — —oc y una sucesién {z,} € B tal que

dist(S(t, sp)xn,w(B,t)) > € para todon € N

contradiciendo la existencia de una subsucesion de {S(¢, s, )z, } que converge a un elemento
de w(B,t).

Noétese que w(B,t) es compacto ya que es un subconjunto cerrado de un compacto.
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O

Claramente este resultado serd de mds interés cuando exista una familia compacta K (-) tal
que K (t) atraiga a B para cada t € R. El siguiente concepto es 1til en aplicaciones para
obtener atraccién de conjuntos w-limites (y por lo tanto la existencia de atractores pullback)
sin tener que encontrar una familia K compacta y atrayente explicitamente.

Definicién 4.2.5 Un proceso de evolucion S(-,-) en un espacio métrico es llamado pullback
asintdticamente compacto si, para cada t € R, cada sucesion {sp} < t, y cada sucesion
acotada {x} € X tal que sy — —oo cuando k — oo, la sucesion {S(t,sy)xr} tiene una
subsucesion convergente.

Ahora es simple mostrar que un proceso con una familia de conjuntos compactos pullback
atrayentes es asintoticamente compacto, y en particular, cualquier proceso con un atractor
pullback debe ser asintéticamente compacto.

Lema 4.2.6 Si S(-,-) tiene una familia de conjuntos compactos pullback atrayente K(-),
entonces es pullback asintoticamente compacto.

Demostracion:

Témense sucesiones {s;} <t con s — —oo y {zx} € X contenida en un conjunto acotado
B; entonces como dist(S(t,s)B, K(t)) — 0y K(t) es compacto, el Lema 4.2.3 nos garantiza
que S(t, sg)zy tiene una subsucesién convergente.

En vez de investigar el reciproco directamente, investigaremos qué condiciones adicionales
requeriremos para asegurar que w(B,t) atraiga pullback a B en tiempo ¢, como en el Lema
4.2.4.

Lema 4.2.7 Sea S(-,-) un proceso de evolucion pullback asintéticamente compacto. Supon-
gamos que B es un subconjunto acotado y mo vacio de X que es pullback atraido por un
conjunto acotado By en tiempo t. Entonces w(B,t) es no vacio, compacto, invariante, y
atrae pullback a B en tiempo t.

Demostracion:

Notese primero que como By atrae a B, existe un tiempo s tal que
dist(S(t,s)B, By) < 1 para todo s < sq.

En particular, se sigue que Us<s,S(t, s)B es acotado. Nétese ahora que para toda sucesion
{zx} € By {sk} < sg, con s — —oo cuando k — oo, sabemos que {S(t, s;)zy} es acota-
do. Se sigue del hecho de que S(-,-) es pullback asintéticamente compacto que existe una
subsucesion de {S(t, sx)zr} (que llamaremos igual) que converge a cierto y € X. Entonces
y € w(B,t) por definicién, y w(B, t) es no vacio. Que w(B, t) atraiga a B aparece exactamente
en la prueba del Lema 4.2.4.
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Para finalizar mostraremos que w(B, t) es compacto. Dada una sucesion {y;} € w(B,t) existe
z, € By {sr} < min(so, —k), tal que d(S(t, sp)zr, yr) < 3. Como {S(t, sp)zy, : k € N} tiene
una subsucesién convergente, se sigue que {y; : k € N} tiene una subsucesién convergente y
w(B,t) es compacto.

4.2.2. Primer resultado: existencia de conjuntos compactos atra-
yentes

El primer resultado general sobre la existencia de atractores es una generalizacion del anélogo
para sistemas dindmicos auténomos (Temam [77]; Hale [37]; Babin y Vishik [8]; Robinson
[68]); el resultado que més se parece al que enunciamos aqui fue demostrado por Crauel en
[33]. Esto muestra que la existencia del atractor pullback es equivalente a la existencia de
una familia de conjuntos compactos pullback atrayentes: dados como una familia se pueden
obtener propiedades sobre la invarianza adicionales a través de una adecuada construccion
en términos de conjuntos w-limites.

Teorema 4.2.8 Si S(-,-) es un proceso de evolucion en un espacio métrico X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) S(-,-) tiene un atractor pullback {A(t) : t € R}.

(11) Eziste una familia de conjuntos compactos {K(t) : t € R} que atrae a subconjuntos
acotados de X bajo S(-,-).

En este caso

A(t) = U{w(B,t) : B C X, B acotado} (4.5)

y{A(t) : t € ]R} es minimal en el sentido de que, si existe otra familia de conjuntos cerrados
y acotados {A(t) € R} que atraiga pullback subconjuntos acotados de X bajo S(-,-), entonces
A(t) C A(t), para todo t € R.

Demostracion:

Si S(-,-) tiene un atractor pullback {A(¢) : t € R}, cada A(t) es compacto y atrae pullback
a subconjuntos acotados de X.

Para demostar el reciproco procederemos de la siguiente forma. Primero nétese que, como
una consecuencia inmediata de la caracterizacién en (4.3), w(B,t) C K(t), para todo B C X
acotado y todo t € R. Se sigue del Lema 4.2.4 que w(B, t) atrae a B, y entonces por el Lema
4.2.2 apartado (i7) que w(B,t) es invariante. De esta forma, si definimos .A(t) como en (4.5)
producimos un conjunto compacto que atrae pullback a todos los subconjuntos acotados de
X.
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La invarianza de A(-) se sigue de la invarianza de cada conjunto w-limite w(B,t). De hecho,
dado zo € A(s), existe z,, € w(By,s) con x, — xo cuando n — +oco. Entonces S(t, s)x, =
Yn € w(B,t) y , por la continuidad de S(t, s), S(t, s)x, = y, — S(t, s)xo, lo cual implica que
S(t,s)xo € A(t) y entonces S(t,s)A(s) C A(t).

Ahora, tomamos yy € A(t). Entonces, existe vy, € w(B,,t) con y, — yo cuando n — +0o0.
Pero entonces, otra vez por la invarianza de la familia w(B,,t), existe x,, € w(B,,s) con
S(t,s)xn = y,. Pero como z, € w(B,,s) C A(s), y A(s) es compacto y no depende de
n, existe una subsucesién x,, que converge a cierto zy € A(s), para el cual S(t,s)zy =
lim; oo (2, 8n; )0, = Mo Y, = yo. Se sigue que S(t,s)A(s) D A(t), y entonces A(:) es
invariante.

La propiedad de minimalidad se deduce simplemente de la observacién de que si /l(t)A es
cerrado, acotado, y atrae pullback a conjuntos acotados en tiempo ¢, entonces w(B,t) C A(t)
para cualquier subconjunto acotado B de X, y por lo tanto A(t) C A(¢).

O

Observemos que en muchas aplicaciones, cuando se intenta verificar la hipotesis principal
del Teorema 4.2.8 es a menudo posible probar algo més fuerte, la existencia de un conjunto
compacto absorbente:

Definicién 4.2.9 Un conjunto B C X absorbe pullback a conjuntos acotados en tiempo
t € R si, para cada conjunto acotado D de X, existe T =T(t, D) <t tal que

S(t,s)D C B, para todo s < T.

Una familia B(-) absorbe pullback conjuntos acotados si B(t) absorbe pullback conjuntos
acotados en tiempo t, para cada t € R.

Si un conjunto absorbe conjuntos acotados en tiempo ¢, entonces dicho conjunto atrae pull-
back a conjuntos acotados en tiempo ¢.

4.2.3. Segundo resultado: existencia de un conjunto acotado atra-
yente

En la demostracion del Teorema 4.2.8 se apel6 al Lema 4.2.4 para garantizar las propiedades
atrayentes de los conjuntos w-limites. Pero ya hemos visto que existe un resultado paralelo al
Lema 4.2.4, concretamente el Lema 4.2.7, que usa la nocién de compacidad asintética en vez
de asumir la existencia de una familia compacta atrayente. No es, por lo tanto, una sorpresa
que podamos reemplazar una hipdtesis por la otra en nuestro teorema de atractor para dar
un resultado més facilmente aplicable.

Antes de esto, vamos a establecer una condicién suficiente para que un proceso de evolu-
cion sea pullback asintoticamente compacto, el cual, a menudo, podré ser verificado en las
aplicaciones.
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Definicién 4.2.10 Un proceso de evolucion S(-,+) es llamado eventualmente pullback com-
pacto si es acotado pullback (véase la Definicion 4.1.2) y existe T > 0 tal que, si B es un
subconjunto acotado de X yt € R, entonces S(t,t — 7)B es compacto.

Lema 4.2.11 Sea S(-,-) un proceso de evolucion en un espacio métrico X. Si S(-,-) es
eventualmente pullback compacto, entonces S(-,-) es asintdticamente pullback compacto.

Demostracion:

Sea {z;} € X una sucesién acotada, y {s;} < ¢ tal que s; - —o0. Si B = v,({z;},t —
T), entonces B es acotado y ademds S(t,t — 7)B es relativamente compacto y contiene a
{S(t,s;)z;}. Se sigue que {S(t,s;)z,} es relativamente compacto.

O

Vamos ahora a anadir una suposicién de “disipatividad” a la compacidad asintotica para
recuperar las propiedades atrayentes de nuestros conjuntos w-limites, y recuperar el atractor
pullback otra vez.

Definicién 4.2.12 Decimos que un proceso de evolucion S(-,-) es pullback disipativo si exis-
te una familia B(-) de conjuntos acotados tal que B(t) atrae pullback conjuntos acotados en
tiempo t.

Teorema 4.2.13 Si S(-,-) es pullback disipativo y pullback asintéticamente compacto, en-
tonces para cadat € R el conjunto A(t) dado en (4.5) es cerrado, invariante, y atrae pullback
a subconjuntos acotados de X en tiempo t. Mds ain, la familia A(-) es minimal entre las
familias B(-) tales que para cada t € R el conjunto B(t) es cerrado y atrae pullback subcon-
juntos acotados de X en tiempo t.

Demostracion:

Obsérvese que la hipétesis del Lema 4.2.7 se satisface, y por lo tanto w(B,t) es no vacio,
compacto, invariante, y atrae pullback a B en tiempo t para cualquier subconjunto acotado
B de X. Por lo tanto, si \A(t) es definido como en (4.5), A(-) es cerrado, invariante y atrae
pullback a subconjuntos acotados de X. Si B(t) es cerrado y atrae pullback a conjuntos
acotados en tiempo ¢, es claro que w(B,t) C B(t) para cada subconjunto acotado B de Xy,
consecuentemente, A(t) C B(t). Esto completa la demostracion.

O

Noétese que este resultado no proporciona ninguna compacidad sobre el conjunto A(t). Esto es
s6lo una restriccién en el entorno de dimensién infinita, ya que A(t) es acotado y cerrado, pero
no podemos asegurar que sea compacto. Sin embargo, en el caso de los sistemas autonomos
no tenemos tal restriccion, y el correspondiente resultado, que dice que si T'(+) es disipativo
acotado y asintéticamente compacto, entonces tiene un atractor global A, parece mas fuerte.

Obtener el correspondiente resultado para procesos requiere una nueva hipétesis que involu-
cra cierta uniformidad en la “disipatividad”de S(,-).
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Definicién 4.2.14 Decimos que un proceso de evolucion S(-,-) es fuertemente acotado pu-
llback disipativo si, para cada t € R, existe un subconjunto acotado B(t) de X que atrae
pullback a subconjuntos acotados de X en tiempo T para cada T < t; esto es, dado un sub-
congunto acotado D de X y 1 <'t,

lim dist(S(r,s)D, B(t)) = 0.

S§——00

Nétese que la familia {B(t) : t € R} dada en la definicién anterior no necesita tener una
unién acotada. Sin embargo, podemos escogerla de forma que, para cada t € R, U<, B(s)
sea acotada.

El siguiente teorema establece una condicién suficiente para la existencia de un atractor
pullback compacto A(+) que es acotado en el pasado, es decir

U A(s) es acotado para cada t € R.

s<t

Teorema 4.2.15 Si un proceso de evolucion S(-,+) es fuertemente acotado pullback disipati-
vo y asintéticamente pullback compacto, entonces S(-,-) tiene un atractor pullback compacto
A() dado por A(t) = w(B(t),t) el cual es acotado en el pasado.

Demostracion:

En realidad, sélamente tenemos que verificar que A(t) definido en (4.5) es compacto. Para
cada 7 <, como B(t) atrae pullback a todos los conjuntos acotados en tiempo 7, se sigue
que w(B,T) C B(t) para cada acotado B C X. Y puesto que w(B,-) es invariante,

w(B,t) = S(t,7)w(B,T) C S(t,7)B(t) para cada 7 < t.

Se sigue

w(B,t) [V St 7)B(t) = w(B(t),1).

Como esto se mantiene para cada acotado B, se sigue que A(t) C w(B(t),t) y consecuen-

temente A(t) es compacto. Y como claramente w(B(t),t) C A(t), se deduce que A(t) =
w(B(t),t).

Hemos demostrado ya que A(7) C B(t) para todo 7 < t, por lo que A(+) es acotado en el
pasado, como se afirmo.

O

Notese que si un proceso de evolucién tiene un atractor pullback que es acotado en el pasado,
entonces debe ser fuertemente acotado pullback disipativo (estableciendo B(t) = | J,., A(t));
y hemos visto ya (Lema 4.2.6) que cualquier proceso con atractor pullback debe ser asintéti-
camente compacto. Luego las condiciones del Teorema 4.2.15 son de hecho necesarias y
suficientes para la existencia de un atractor pullback que sea acotado en el pasado.
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4.2.4. Tercer resultado: la propiedad de aplastamiento pullback

Vamos ahora a pasar a un enfoque més reciente que impone un tipo diferente de hipotesis
sobre la compacidad que suele ser mas facil de comprobar en algunas aplicaciones. El término
“aplastamiento” fue introducido por Kloeden & Langa [47] en un articulo que ampliaba la
teorfa auténoma para tratar sistemas dindmicos aleatorios (y por analogia los sistemas no
auténomos que tratamos aqui). Nétese que estos resultados estén restringidos a espacios de
Banach (y mds particularmente a espacios de Hilbert).

Definicién 4.2.16 Un proceso de evolucion S(-,-) en un espacio de Banach X es llamado
aplastante pullback si, dado t € R, para cada conjunto acotado B en X y e > 0 existe un
To = To(B, e, t) € R y un subespacio finito dimensional X, de X tal que

U P.S(t,s)B es acotado

s<Tp

I(1 = Po) (Usery S(t, 8) B[ x <€ (4.6)

donde P, : X — X, es una proyeccion acotada y (4.6) es entendida en el sentido de que
|(I — P.)S(t,s)xollx < € para todo o € B y s <Tj.

Un semigrupo T(-) es aplastante si el correspondiente proceso St(-,-) es aplastante pullback
(por supuesto, la definicion autonoma fue introducida primero, véase Ma et al. [61]).

Vamos a ver ahora que la propiedad de aplastamiento pullback implica que S(-,-) sea pu-
llback asintoticamente compacto, que, por el Teorema 4.2.13, conduce a la existencia del
atractor pullback. Sin embargo, se puede demostrar también que si X es un espacio de Ba-
nach uniformemente convexo entonces esta implicacion se puede invertir. En particular, esto
muestra que en un espacio de Banach uniformemente convexo, todo proceso con atractor
pullback debe satisfacer la propiedad de aplastamiento pullback.

Recordemos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si para cada € > 0 existe
un 0 > 0 tal que, dados z,y € X

:c—i—y
Izl Dyl <1, lz—yll > e = M 14

por ejemplo, los espacio de Hilbert, espacios L? con p € (1,00), y espacio de Sobolev W#?
con p € (1,00) son uniformemente convexos, véase Brézis [11], Seccién I11.7.

Teorema 4.2.17 Sea S(-,-) un proceso de evolucion en un espacio de Banach X. Si S(-,-)
posee la propiedad de aplastamiento pullback, entonces es pullback asintéticamente compacto

y para cada B C X,
U S(t,s)B

s<Tp

es acotado para cierto Ty = To(B,t). Si X es uniformemente convexo entonces la implicacion
tnversa también es cierta.
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Demostracion:

Sea B un subconjunto acotado de X, y fijemos ¢ € R. La propiedad de la acotacion se deduce
trivialmente de la definicién de aplastamiento pullback.

Para demostrar que S(-,-) es pullback asintéticamente compacto, sea {s,} <t una sucesiéon
con s, — —oo cuandon — 00,y {z,} € B. Como S(-, -) posee la propiedad de aplastamiento
pullback, para cada k € N existe un subespacio finito dimensional X; de X y un T} tal que

U PyS(t,s)B es acotado

s<T},

< 1/k.
X

(I — Py) ( U s s)B)

s<T}

Se deduce que existe un ny tal que para todo n > ny,

{P:S(t, s,)x,} es un subconjunto acotado de X

|(I — Pr)S(t, s0)xn|lx < 1/k.

Ahora podemos usar un argumento diagonal estdndar para encontrar una sucesiéon (que
llamaremos igual) tal que {PS(t,s,)z,} converge para cada k. Junto con la convergencia
de Py hacia la identidad en {S(¢, s, )z, } implica que {S(¢, s,)x,} converge, y entonces S(-,-)
es asintoticamente compacto.

Supongamos ahora que X es uniformemente convexo y demostremos que la propiedad de
acotacion junto con la compacidad asintdtica implican aplastamiento pullback.

Sea B un conjunto acotado en X . Por el Lema 4.2.7, w(B, t) es no vacio, compacto, invariante,
y atrae pullback a B en tiempo t. Como

wB,t)=() | S(t.9)B,

se deduce del hecho de que w(B,t) atraiga pullback a B que dado ¢ > 0 existe un n. € N tal
que

dist < U S(t, s)B,w(B,t)) < i para todo 7 > n,.

s<t—T

Como w(B,t) es compacto, existe un [, € N, y 1, ...,z en w(B,t) tal que

le
W(B,t) - UBX <ZL‘Z‘, i) s
i=1



4.3. BASES DE ATRACCION 79

de donde

|J S(ts)Bc DBX (x %) . (4.7)

s<t—ne¢

Ahora, sea X, := span{wxy,xs,...,2; }. Como X es uniformemente convexo existe una pro-
yecciéon P, : X — X, tal que ||z — P.x|| = dist(x, X,) para cada © € X (véase, por ejemplo,
Rudin [70]). Se deduce de (4.7) que

P( U S(t,s)B) es un subconjunto acotado de X

s<t—Te
Yy que

(I-P)( |J S(ts)B)

s<t—Te

< = <€,

€
2

en otras palabras, que S(-,-) tiene la propiedad de aplastamiento pullback.

O

Corolario 4.2.18 Supongamos que T'(-) es un semigrupo en un espacio de Banach X uni-
formemente convezo. Entonces T(-) tiene la propiedad de aplastamiento si y solo si T(-) es
acotado y asintoticamente compacto.

Vamos a dar ahora el resultado principal de esta seccién cuya demostracion se deduce inme-
diatamente del Teorema 4.2.15 y del Teorema 4.2.17.

Teorema 4.2.19 Supongamos que un proceso de evolucion S(-,-) tiene la propiedad de
aplastamiento pullback, es fuertemente acotado y pullback disipativo. Entonces el proceso
tiene atractor pullback A(-). Ademds, si X es un espacio de Banach uniformemente convexo
y S(+,) tiene un atractor pullback A(-), entonces S(-,-) tiene la propiedad de aplastamiento
pullback.

Corolario 4.2.20 Supongamos que un semigrupo T'(-) tiene la propiedad de aplastamiento
y es acotado disipativo. Entonces tiene un atractor global A. Ademds, si X es un espacio
de Banach uniformemente convexo y T(-) tiene un atractor global A entonces T(-) tiene la
propiedad de aplastamiento.

4.3. Bases de atraccion

Nos hemos concentrado hasta ahora en los conjuntos que atraen pullback subconjuntos aco-
tados fijos de X. Una consecuencia de esto es que, a menos de que el atractor pullback sea
acotado en el pasado, no esta en la clase de conjuntos que son requeridos para atraer. Esto
impide una deduccion de la unicidad del atractor pullback si la condiciéon de minimalidad
(no necesaria en el caso auténomo) no se cumple.
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Ademas, si sélamente sabemos que un proceso es pullback disipativo y asintéticamente com-
pacto, entonces podemos concluir inicamente la existencia de un atractor cerrado minimal
(Teorema 4.2.13), una distincién que es importante en espacios de fases infinito dimensiona-
les. Para garantizar la compacidad del atractor pullback hemos tenido que imponer disipa-
tividad fuertemente pullback, que también implica que el atractor pullback sea acotado en
el pasado (Teorema 4.2.15). Pero el atractor pullback puede ser compacto sin ser acotado en
el pasado, como se puede ver en el Teorema 4.2.8, o, un poco mas general, cuando el atrac-

tor pullback esté asociado a una ecuacién diferencial aleatoria (Crauel et al. [35], Crauel y
Flandoli [34] o Schmalfuf [72]).

Ya hemos senalado que la atraccion pullback de conjuntos fijos acotados implica la atraccion
pullback de familas dependientes del tiempo que son acotadas en el pasado. Pero, de hecho,
esto es comun en aplicaciones en las que existe un atractor pullback que atrae familias
dependientes del tiempo més generales. En esta seccién desarrollaremos una teoria que lo
permita para estas bases de atracciéon mas generales. Es posible desarrollar todo el procedi-
miento de la teoria en un marco mas general, pero tal generalidad podria enturbiar nuestra
presentacion. Sin embargo, en este marco podemos probar la unicidad del atractor y su
compacidad de la definicion de pullback disipativo y proceso pullback asintético compacto
(véase Teorema 4.3.6)

En lo que sigue consideraremos la familia M formada por todas las familias de subconjuntos
no vacios de X dependientes del tiempo,

D(:) ={D(t) : D(t) C X, D(t) # D}icr

Si D(-) y D'(+) son elementos de M, escribiremos D'(-) C D(-) para referirnos a que D'(t) C
D(t) para todo t € R.

Definicién 4.3.1 Un subconjunto D de M es cerrado para la inclusion si siempre que D(-) €
Dy D'() e M es tal que D'(-) C D(+), entonces D'(-) € D. Llamaremos a estos conjuntos
bases de atraccion.

Notese que debido al requerimiento de que D sea cerrado para la inclusion, la coleccién de
todas las familias constantes D(-) donde D(t) = D para todo ¢t € R no es una posible base
de atraccion. En su lugar, la base de atraccién minimal que incluye a estos conjuntos (“la

base acotada”Dp) consiste en todas las familias D(-) tales que para algin conjunto acotado
D, D(t) C D para cada t € R.

Otro ejemplo sencillo es la coleccién de familias D(-) tales que para algin A > 0

sup ||z|| e — 0 cuando t — —o0.
zeD(t)

En este sentido, una base de atraccién particularmente til es la coleccion de conjuntos
“temperados” J que consiste en todas las familias D(-) tales que

t— sup |z
z€D(t)
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crece sub-exponencialmente cuando t — —oo (véanse, entre otros, Flandoli & Schmalfuss
[36]; Marin-Rubio & Real [62]; Wang [81]; Kloeden y Langa [47]).

Estableceremos ahora una serie de definiciones que son paralelas a las realizadas anterior-
mente, pero que aqui hacen referencia a una determinada base de atracciéon D en lugar de
s6lamente a unos conjuntos acotados fijos.

Definicién 4.3.2 Sea D una base de atraccion. Una familia de conjuntos compactos Ap(-)
se dice que es el D-atractor pullback de un proceso de evolucion S(-,-) si

(1) Ap(-) es invariante;

(i1) Ap(-) atrae pullback a cada D(-) € D:

lim dist(S(t,s)D(s), Ap(t)) =0, para cada t € R;

S§——00

(i13) Ap(-) es minimal: para cualquier otra familia de conjuntos cerrados C(+), satisfaciendo
la propiedad (ii), entonces Ap(t) C C(t), para cada t € R.

Diferentes bases de atraccién daran lugar a diferentes atractores, y reflejan diferentes aspectos
de las dinamicas. De hecho, considérese el siguiente ejemplo

= f(t,zr), x(1) =29 € R, (4.8)

donde f : R? — R es una funcién continuamente diferenciable definida como

—, z € [—e e
fit,z) =< —x—z(z—e e, e <|o| <2 (4.9)
— 2, |z| > 2e7".

Si D contiene a D(-) = {[—e ", e7!] : t € R} entonces el D-atractor Ap(-) verificard

[—e " e C Ap(t) C [-2e7",2e71].

Por otro lado, si tomamos la base de atraccion que sélamente fija conjuntos acotados, el
atractor pullback serd A(-) con A(t) = {0} para todo t € R.

Las condiciones para la existencia del D-atractor son muy similares a las de atractores
pullback para conjuntos acotados.

Definicién 4.3.3 Sea X un espacio métrico, S(-,-) un proceso de evolucion en X, y D una
base de atraccion en X. Dado D(-) € D, el pullback w-limite de D(-) se define como

w(D(),t) = () | S(t,5)D(s).

T<ts<T
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Definicién 4.3.4 Sea X un espacio métrico, S(-,-) un proceso de evolucion en X, y D una
base de atraccion en X . El proceso S(-,-) se dice que es pullback D-asintdticamente compacto
si, para cada t € R, toda sucesion {sy} <t con sy — —oo cuando k — oo y {zx} € X con
x € D(si) para todo k € N, entonces {S(t, sg)xr} tiene una subsucesion convergente.

Los teoremas de existencia previos para atractores pullback pueden ser escritos ahora res-
pecto a una base de atraccion D. Daremos ahora dos resultados generales que son los andlogos
de los Teoremas 4.2.13 y 4.2.15 (véase Caraballo et al. [16]).

Para el teorema de existencia necesitaremos la siguiente generalizacion del Lema 4.2.7 con
pequenos cambios.

Lema 4.3.5 Sea D una base de atraccion y S(-,-) un proceso de evolucion pullback D-
asintdticamente compacto. Entonces, para cada B(-) € D, w(B(+),t) es no vacio, compacto,
invariante, y atrae pullback a B(-) en tiempo t.

El siguiente teorema contiene exactamente al Teorema 4.2.15 como un caso particular si
tomamos D para que sea la base acotada Dp.

Teorema 4.3.6 Sea D una base de atraccion y S(-,-) un proceso de evolucion. Supongamos
que S(-,+) es pullback D-asintdticamente compacto y que ezxista un B(-) € D que atrae
pullback a todas las familias en D. Entonces w(B(-),-) € D es el unico D-atractor pullback
para S(-,-), y es también el mdximo conjunto invariante en D.

Demostracion:

Primero veamos que w(B(-),t) atrae pullback a cada D(-) € D en tiempo t. De hecho, es
inmediato de la definicién de w(D(-),t) y del hecho de que B(t) atraiga pullback a D(-) en
tiempo ¢, que w(D(),t) C B(t). A continuacidn, se desprende de la invarianza de w(D(-), -)
y del hecho de que w(B(+),t) atrae pullback a B(-) en tiempo t que w(D(-),t) C w(B(:),1).

La minimalidad es una consecuencia sencilla del hecho de que w(B(-),t) C B(t) y de la inva-
rianza de la familia w(B(-), -). La maximilidad se deduce de que para cada familia invariante
C(-) €D,

lim dist(S(t,s)C(s), A(t)) = dist(C(t), A(t)) =0,

S§——00

de modo que C(t) C A(t) para todo t € R, y asi también tenemos la unicidad de la familia
A(+) en la base D.

O

Si suponemos que cualquier subconjunto acotado D C X estd incluido en la base de atraccién
D, estoes, D(-) ={D(t) = D : t € R} € R para cada subconjunto acotado D de X, entonces
existe una sencilla relacién entre atractor pullback para conjuntos acotados, A(-), y el D-
atractor pullback, Ap(-). De hecho, gracias a la minimalidad de A(-),

A(t) C Ap(t) para todo t € R.
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Por otro lado, supongamos que Ap(-) es acotado en el pasado. En este caso, Ap(+) es atraido
a A(-), y como es invariante se deduce que

Ap(t) C A para todo t € R.

Tenemos, por lo tanto, el siguiente resultado (Marin-Rubio & Real [62]):

Proposicién 4.3.7 Supongamos que D es una base de atraccion que contiene a cada sub-
conjunto acotado de X, y que Ap(-) es acotado en el pasado. Entonces Ap(-) = A(-), donde
A(+) es el atractor pullback para subconjuntos acotados de X .

4.4. Aplicacién a un modelo depredador-presa

En esta seccion vamos a aplicar la teoria desarrollada en las secciones anteriores para analizar
una aplicacion bioldgica de interés. La idea de que las poblaciones son sistemas autogober-
nados, que regulan su densidad de acuerdo a sus propias propiedades y las de su entorno,
ha sido ampliamente presentada en la literatura ecoldgica. En dinamica de poblaciones, una
pregunta basica es la de determinar si dos especies sobreviviran en el futuro. Esto ha sido
formalizado como el criterio de la permanencia (véase [38, 43] y las referencias en este traba-
jo). Las propiedades de crecimiento de cada poblacién natural varian a lo largo del tiempo.
La mayoria, quizas todas, de estas variaciones surgen, en tltima instancia, de fluctuaciones
en el entorno de la poblacién. Las condiciones ambientales fisicas suelen cambiar mucho a
lo largo del ano y pueden influir en los organismos directamente. El buen tiempo puede
estimular el crecimiento en el tamano del cuerpo y en la reproduccién, y por el contrario el
mal tiempo puede causar la muerte. De forma similar, el entorno biolégico puede fluctuar
de diferentes maneras que influyen sobre la dindmica de la poblacion. Este tipo de variacion
en el tiempo en eventos de dindmica de poblaciones puede producir profundos efectos sobre
la ecologia y la evolucion de especies individuales, y sobre la composicién de comunidades
ecoldgicas. La incorporacion explicita de pardmetros que dependen del tiempo en modelos
de dindmica de poblaciones requiere que estos modelos sean no auténomos, es decir, que
el comportamiento dindmico esté determinado no sélo por el tamano de la poblacién, sino
también por el tiempo propiamente (los coeficientes dependen del tiempo). Nuestro objetivo
sera analizar el comportamiento asintético de un sistema de dos especies, tanto en sentido
pullback, como en sentido forward. Escribiremos aqui nuestro sistema:

{ A'(t) = af(t)At) — Bg(t)A*(t) — vA(t) P(t) (4.10)
P'(t) = 6h(t)P(t) — Am(t)P?(t) + pA(t)P(t). '

Un trabajo donde se demuestra la existencia del atractor pullback para un modelo de compe-
ticién finito dimensional es [51]. Los autores consideran coeficientes dependientes del tiempo
continuos que son asintoticamente positivos y globalmente acotados. Nuestro objetivo en
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este trabajo es el estudio del comportamiento asintotico del sistema, en sentido forward y en
sentido pullback, usando técnicas simples relacionadas con la forma de obtener informaciéon
en el caso auténomo. En la Seccién 4.4.1 se prueba la existencia del atractor pullback, usando
las condiciones sobre los coeficientes

a7/8777 57 A’/’L > 07 (4'11)
f(t) <g(t)yg(t) = go > 0, para cierto gy € R, (4.12)
0<hy<h(t)y<Hy<ooy0<myg<m(t) < My < oo con hg, mgy, My, Hy € R4.13)

mostrando que el atractor pullback es globalmente acotado aunque f y g no sean necesaria-
mente acotadas. La Seccién 4.4.2 trata del estudio de la ecuacion logistica no auténoma con
coeficientes no acotados. En esa seccion estudiamos la permanencia de las soluciones bajo
ciertas hipotesis relacionadas con el ratio entre los coeficientes. Finalmente, en la Seccién
4.4.3, se prueba la permanencia de cualquier solucién con condiciones iniciales positivas
usando una hipdtesis adicional sobre f(t).

No nos hemos centrado en la existencia de soluciones globales, que son las que juegan el
papel de puntos de equilibrio en las ecuaciones logisticas no autéonomas, sino que hemos
encontrado una funcién (que no es necesariamente una soluciéon) que nos da informacién
sobre la dindmica del sistema. Esta técnica no esta restringida a ecuaciones logisticas, sino
que también puede usarse para otras ecuaciones donde la no linealidad puede ser factorizada,
por ejemplo para ecuaciones de la forma x'(t) = I, (x(t) — fi(¢)).

4.4.1. Existencia del atractor pullback

Nuestro objetivo en esta seccion es construir una familia de conjuntos acotados absorbentes
asegurando, gracias al Teorema 4.2.8, la existencia del atractor pullback para el sistema
(4.10). Como afirmamos anteriormente, sélo consideraremos los casos donde Ay, Py > 0. Es
facil comprobar que (A, P) = (0,0) es una solucién de (4.10) y se obtiene solamente cuando
(As, Ps) = (0,0). Es bien sabido que si el dato inicial (Ag, Ps) > (0,0), entonces la solucién
es siempre positiva porque no puede cruzar la solucién (0,0), esto es, la érbita siempre se
mantiene por encima del (0,0). Luego, tenemos una acotacién inferior para cualquier solucién
del sistema.

Sea Ay = §y Py = MMotido - Gracias a (4.12), [*__g(A)df = oo y también [ g(0)df = oo

Amg

para todo t,s € R. Ademas,
A'(t) < af ()A(t) — Bg(t)A(t)* < ag()A(t) — Bg(t)A(t)* = (a — BA(L))g(t)A(t).
Sea A(t, s; A,) la solucién del problema

{ A1) = (o — FA)g(1)7
A(s) = As.
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Este es un problema de valores iniciales para una EDO de tipo Bernouilli, luego su solucién
explicita es

_ 1
Alt,s; Ag) =
(t, 51 As) As—le_afst 9(6)do 3 fstg(g)e—afg g(T)dr jp
1
Asflefa f: g(0)do + g(l — e f: g(9)d9) ’

Como fstg(H)dQ T o0y fstg(e)dQ =%, 0, para cada valor positivo A, la solucién

t—o0

A(t, s; A,) converge a Ay, en ambos sentidos: pullback y forward, esto es, A(t, s; A) —— Ay
y Z(ta S5 As) Eﬂ) A0~

Por otro lado,
P' < 0HyP — AmoP? + AP.

Definimos P(t, s; Ps) como la solucién del problema

P'(t) = (6Hy + pA)P — AmoP” (414
P(s) = P,. '
Por el Lema 2.10 en [51],
lim P(t,s; A, P,) = Py, (4.15)

§——00

para cada P, > 0.

Consecuentemente, la familia de conjuntos compactos fijos en el tiempo {K(t) = K : t € R}
en Rt x R dada por K = [0, Ag] x [0, Pg] es una familia absorbente en sentido pullback.
Usando el Teorema 4.2.8, acabamos de probar la existencia del atractor pullback {7 (t) : t €
R}. Ademas,

Jat) cK

teR

4.4.2. Ecuaciones logisticas no auténomas

Para el estudio de los sistemas Lotka-Volterra necesitamos conocer primero algunas pro-
piedades de la ecuaciéon logistica. En esta seccion estudiaremos una ecuacion logistica no
autonoma para obtener informacion sobre la permanencia de las soluciones en nuestro sis-
tema depredador-presa. Esta ecuacion ha sido estudiada durante mucho tiempo, incluso en
el caso no auténomo. En [30] se estudia el problema con coeficientes acotados, probando la
existencia de una solucién global que atrae a cualquier otra solucién para valores de tiempo
grandes. Las condiciones medias pueden ser encontradas, por ejemplo, en [39], donde se es-
tudia la ecuacién cuando los coeficientes de la no linealidad convergen a cero. Los conceptos
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de atractor y repulsor aparecen en [63]. Un estudio mds general de este tipo de ecuaciones
puede ser encontrado en [78].

Consideremos el siguiente problema

{ 2 (t) = p(t)z — n(t)a?, tER,

4.16
z(s) = x5 > 0, s < t, (4.16)

donde p,n : R — R son funciones continuas a trozos con 7n(t) > 0 para todo t € R. Podemos
obtener en este caso la solucion de forma explicita

e [ p(6)do

14, [ n(@)els v gy

x(t, s;xs) (4.17)

En el caso auténomo, donde p(t) = p > 0y n(t) = n no dependen del tiempo, existen dos
soluciones constantes x1(t) = 0y xo(t) = f;, tales que z es inestable y x5 es estable si 7 es
positivo. Esto se debe a que la funcién g(x) = px — nz? es una pardbola negativa con vértice
positivo y

= si z(t) € (0,2), entonces 2/(¢) > 0 y la solucién crece hasta ,

€ (
= si z(t) > £, entonces 2/(t) < 0y la solucién decrece hasta .

En ambos casos, x(t) no puede cruzar x5 debido a la unicidad de las soluciones. Veamos que

. ‘ t

se pueden usar estos mismos argumentos para el caso no auténomo. Definamos I(t) = %.
Como en el caso auténomo, z; = 0 es una solucién constante, pero [(t) no verifica (4.16).
Sin embargo, esta funciéon nos da informacion sobre la dindmica de las soluciones del sistema

como en el caso auténomo, esto es
» siz(t) € (0,1(t)), entonces z’(t) > 0 y la solucién crece,
» six(t) > I(t), entonces 2'(t) < 0 y la solucién decrece,
» six(t) = I(t), entonces 2'(t) = 0.

La figura 4.1 muestra un ejemplo donde podemos ver cémo la dindmica de las soluciones
depende de la funcién [(t), pudiendo observarse como la dindmica de toda solucién esté re-
lacionada con la dindmica de esta funcioén.

Podemos decir que una funcién [ : R — R es asintéticamente positiva forward (o backward)
si su comportamiento es positivo cuando ¢t — 0o (ot — —00), esto es, existe un tiempo 7 € R
tal que [(t) es positivo cuando t > 7 (6 t < 7). Si existe ¢ > 0 en R tal que I(t) > ¢ para
valores grandes de ¢, diremos entonces que [(t) es asintéticamente estrictamente positiva.

Teorema 4.4.1 Sea [(t) definido como antes y denotemos por x(t, s; xs) a cualquier solucidn
de (4.16) con xs > 0. Supongamos que

h’tm inf tn(t) > 0, (4.18)
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3 T T T T T T

_ 4
25| l(t) — sin(£)+3

0.5

Figura 4.1: Trayectorias de la ecuacién logistica 2’ = 4z — (sin(t) + 3)2? para dos soluciones
diferentes empezando en x; = 0,5 y x5 = 3. Las lineas verdes representan acotaciones por encima
y por debajo de [(t).

entonces
i) sil(t) 52 o € [—o00,0], 2(t, s;2,) converge a cero cuando t — oo.

i) sil(t) es asintdticamente estrictamente positiva forward para t > 7, z(t, s;xs) no con-

t—o0 t—o0

verge a cero cuando t — 0o. Ademds, sil(t) — o € (0, 00|, entonces x(t, s; xs) —
o para todo s < t.

iii) si l(t) es asintdticamente estrictamente positiva backward cuando t < T, x(t, s;xs) no
converge a cero en sentido pullback, esto es, para cada ty € R, existe ( > 0 y sp € R
tal que x(to, s;x5) = ¢ para todo s < sg.

Demostracion: Para demostrar i), obsérvese que podemos reescribir el problema (4.16)

{ 2(t) = n(O)z(t)(U(t) — 2(1)), tER, (419)
x(s) = x5 > 0, s < t.
Si 0 < 0, definimos el problema auxiliar
2'(t) = n(t)z(t)(0 — x(1)) = —n(t)2*(t), tER, (4.20)
x(s) = x5 > 0, s < t. '

t—o0

Entonces, como [(t) —— o, existe un tiempo ¢, tal que x(t,s;xs) < z_(t, s;x,) para todo
t > ty, donde x(t,s;x5) y _(t,s;x5) son soluciones de (4.19) y (4.20) respectivamente. Sin
embargo, el problema (4.20) tiene sélamente una solucién constante z*(t) = 0, que atrae
a cualquier solucién en sentido forward. Ademds, cualquier solucién x(t,s;z,) de (4.19)
empezando en x, > 0 decrecerd hacia cero cuando ¢t — oc.
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Consideremos ahora el caso ¢ = 0. Dado € > 0 suficientemente pequeno, definimos el si-
guiente problema

{xw>:mwuw@—xwx tER, (4.21)

z(s) = x5 > 0, s < t,

Como antes, para cada ¢, z(t, s;xs) < z.(t,s;z4) siendo x.(t, s; xs) una solucién de (4.21).
Luego, si probamos que las soluciones de (4.21) tienden a ¢ cuando ¢ — oo, entonces las
soluciones de (4.19) tenderan también a cero cuando ¢ — oo. Por la hipdtesis en (4.18),

. t—o0 . . .
se tiene que z.(t,s;z5) —— € con x5z > 0. Como la eleccién de e es arbitraria, podemos

. t—o00
concluir que z(t, s;xs) —— 0.

Procediendo de una manera analoga al caso anterior, si 0 < o < 0o consideramos o = o +¢
y el problema

{fwwwmnwwi—ﬂm:teR’ (4.22)

x(s) = x5 > 0, s < t.

Ademas, toda solucién x(t, s; xs) con x4 > o, es menor igual a o cuando ¢ converge a infinito
debido a que x(t,s;x,) < x,+(t, 8;25) para todo t > ty. Si x, < 0, solo necesitamos definir
o =0 —¢,cone >0, tal que o > 0, y el problema anélogo a (4.22). En este caso, si

t—o0 t—o0

xs <0, x(t, s525) = w,-(t,8705) y 1, (¢, 5;05) — o . Entonces, x(t, s;2,) — 0.

15
Supongamos ahora que ¢ = co. Definiendo

4.23
z(s) = x5 > 0, s < t, (4.23)

{f®=n®ﬂmM—ﬂm,t€R
cualquier solucién de (4.16) con dato inicial 4 se encuentra por encima de la solucién de
(4.23) para el mismo valor inicial, (¢, s;zs). Como podemos tomar M > 0 tan grande

t—o0
como queramos, entonces x(t, s; ;) — 00.

A continuacién, demostraremos iii). Sea [(t) > ¢ > 0 para todo t < 7. Si ¢y < T, enton-
ces z(ty, s,x5) > min{e, x5} para cada s < ty. Si no, tenemos que z(to,s,xs) < xs. Sea
£(t) = x(t, s;xs) para cada t > s, entonces £(s) = x5 y {(to) < min{e,zs}. Como & es una
funcién continua de [s, to], existe entonces un subintervalo bajo [(t) donde £(t) es decrecien-
te, pero esto es una contradiccién ya que £(t) debe ser creciente bajo I(t). Ahora, si tg > 7
distinguiremos dos casos dependiendo del valor inicial .

» 1z, > e: Tomemos s < 7, entonces x(7, s;x5) > €. Si no, como (7, s;xs) < I(7), existe
entonces un intervalo [T — 4, 7], con § > 0, tal que x(¢, s; x,) es creciente si t pertenece a
ese intervalo de tiempo. Sea £(t) = x(t,7;¢). Como x5 > €, existe entonces un tiempo
t <71 —90tal que 2/(t,s;2,) = 0, pero z(t,s;2,) < I(f) lo que es imposible. Ademas,
x(t, s;xs) = &(t) para t > 7y, especialmente, z(tg, s;xs) = £(tp) > 0 para todo s < 7.
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=z, < &: En este caso s6lamente necesitamos definir () = x(t, 7;x,). Entonces, proce-
diendo con argumentos analogos al caso anterior, x(t, s;x5) > £(t) para todo s < 7 < t.
Ademds, z(to, s;xs) > &(to) > 0.

O

La siguiente figura muestra algunos ejemplos concretos donde pueden observarse las conclu-
siones del Teorema 4.4.1.

T a0 8 6 4 2 0 2 4 5 8
(© plt) =201, gty = +1
Figura 4.2: Soluciones de diferentes ecuaciones logisticas con coeficientes dependientes del tiempo.

Las lineas azules representan las soluciones con diferentes condiciones iniciales y tiempos iniciales.
Las lineas rojas representan la funcién ().

Observacion 6 La hipdtesis (4.18) es importante para asegurar la convergencia de las so-
luciones de los problemas auziliares a las soluciones constantes. En efecto, si (4.18) no se
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da, incluso existiendo una funcion de Lyapunov V(-) para cualquier sistema

{ () = n(t)z(t)(a — (1)), teR,

z(s) = x5 > 0, s < t,

con a > 0, de la forma

3 2
_Y L

no implica que cualquier solucion converja a un equilibrio del sistema. La figura 4.3 muestra
un ejemplo de esta dindmica tomando n(t) = e, que converge a cero mds rdpido que t. Esto
muestra la riqueza de los problemas no autonomos y una importante diferencia respecto al
caso autonomo.

1_5£ |

N7

1mn 2n 30 40 S0 E0 0 T an 100
Time

Figura 4.3: Trayectorias de la ecuacién logistica @’ = (1 — x)xe™? para t € [0,100]. Podemos
observar como las soluciones para diferentes valores iniciales no convergen a cero ni a z(t) = 1,
incluso aunque exista una funcién de Lyapunov y un conjunto absorbente.

4.4.3. Permanencia de las soluciones

Nuestro objetivo en esta seccién es probar, bajo algunas nuevas hipdtesis, que toda solucién
de (4.10) no converge a cero cuando t — oo. Para ello definimos las funciones A(t, s; As) y
P(t,s; P;) que acotan inferiormente a las soluciones de A(t, s; As) v P(t,s; Ps) respectiva-
mente, probando después que A(t, s; Ay), P(t,s; Ps) > 0 para cada t > s y cada A, Ps > 0,
esto es, ninguna de las especies se extingue (en un sentido biolégico).
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Como en la Seccion 4.4.1, definimos el siguiente problema logistico,

{ P'(t) = ShoP — AMyP?

P(s)= P, > 0. (4.24)

Entonces, P(t,s; Ps) > P(t,s; P;) para todo Ps > 0y t > s. Debido a la naturalea auténoma
de (4.24),

dhg
P(t,s; P,
_(t,S, s) - )\M(]

cuando t — s — 00,

lo que implica que P(t,s; P;) no converge a cero solamente cuando ¢ — oo, sino también
cuando s — —o0.

Vamos a probar ahora la permanencia de la funcién A(t, s; As, Ps). Sabemos que
A" > af(t)A - Bg(t)A® — vAP(t,s; As, Pr),
y definimos A(t, s; A;) como la solucién del problema

{ ﬁ’((st)) - j(zf(t) —P(t, s; Ay, P.))A — Bg(t) A® (4.25)

Esta solucién satisface que A(t,s; As) < A(t, s; Ag) para todo A; > 0y t > s. Como en la
Seccién 4.4.2, definimos la funcién [ : [s, +00) — R como:

af(t) —yP(t,s; As, Py)

(1) = 4.26
4t By(t) (420)
Entonces, tenemos una familia de funciones {I5(t) : t € [s, +00) }ser.
A partir de aqui, necesitamos suponer que
af(t) =Py
X)) = ——+— 4.27
) By(t) (427

es asint6ticamente estrictamente positiva forward, donde Py esté definido como en la Seccién
4.4.1. Existe entonces un € > 0 y un tiempo 7 € R tales que [¥(t) > ¢ para todo t > 7.
Esta funcién I5(t) es el limite de I%(¢) no solamente cuando s — —oo, debido a (4.15), sino
también cuando ¢ — oo debido a la convergencia de I5(t),

_ Mo+ pAlt 5 4s) 1o 5 (4.28)

y al Teorema 4.4.1.

Lema 4.4.2 Sea [ definida como antes y supongamos que es asintoticamente estrictamente
positiva hacia adelante para t > T y que las condiciones (4.11), (4.12) y (4.13) se verifican.
Eziste entonces un tiempo to = to(Ao, Po) tal que %, definido como en (4.26), es estricta-
mente positiva para todo t > t. B
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t—oo -

Demostraciérz Como P(t, s; Aﬁ P,) — Py, para todo s € Ry £ > 0 existe un tiempo
te € R tal que |P(t, so; As, Ps) — Po| < € para cada t > t,. Tomemos § = Eg%, por lo que si
t > tg

Oéf(t) —fyP(t7 30;A57Ps) € af<t) _’YPO

B(t) Z T2 T T B

Sit > sup{r,te}, o
af(t) —vF
Bg(t)

y entonces

O‘f@) _’y?@?SO;A&Ps) 3
ﬁg(t) > —5 +e>0

también se verifica, y por tanto

Oéf(t) _PYF(t?SO;AS;Ps) E
Bo(®) > 5 > 0.

O

Ahora, usando el resultado previo y el Teorema 4.4.1, podemos concluir que toda solucién
A(t,s; As) de (4.25) no converge a cero cuando ¢ — oo. En otras palabras, tenemos la
permanencia de las soluciones del problema (1.2). Podemos resumir este resultado de la
siguiente manera

Teorema 4.4.3 Suponiendo que se verifican (4.11), (4.12), (4.13) y que la funcion I (t)
definida en (4.27) es asintdticamente estrictamente positiva forward en tiempo, el sistema
(4.10) tiene permanencia en las soluciones para cualquier dato inicial positivo, esto es, para
cualquier Ay, Py > 0,

lim (A(t, s; As, Ps), P(t, s; As, Ps)) > (0,0), para todo t > s.

t—o00



Capitulo 5

Descomposicion de Morse no
autonoma

Como ya hemos mencionado antes en esta Memoria, la teorfa de atractores es una he-
rramienta muy util para describir el comportamiento asintotico de un sistema dinamico
sobre un espacio de Banach X. Sin embargo, un atractor global es usualmente un conjunto
compacto invariante (finito dimensional) cuya existencia no nos proporciona, en general,
mucha informacién sobre su estructura interna, que es un hecho crucial para entender bien el
comportamiento a largo plazo de las soluciones. Existe una enorme cantidad de publicaciones
intentando entender la dindamica interna de estos conjuntos invariantes, tanto en el caso finito
dimensional como en el infinito dimensional. Como hemos visto en el caso auténomo, uno
de los enfoques més poderosos de este problema proviene de los resultados de Conley [31],
que describe un flujo sobre un espacio métrico compacto como una descomposicién en un
numero finito de conjuntos invariantes y las conexiones entre ellos. Ello nos ha conducido a
una descomposicion de Morse de un conjunto compacto e invariante, que ha sido generalizado
a diferentes marcos, como en el caso de flujos ([31]), semiflujos sobre espacios compactos
([71]), o para espacios topoldgicos compactos y no compactos ([42],[64]).

Cuando el sistema que estamos considerando proviene de una ecuacion diferencial no auténo-
ma, existen diferentes enfoques con el objetivo de estudiar el comportamiento a largo plazo de
las soluciones. Entre ellos, los conceptos de atractor pullback para un proceso S(t, s) o para
un sistema dindmico no auténomo (véase la Definicién 5.1.6) describe la existencia de familias
de conjuntos dependientes del tiempo compactos e invariantes atrayentes en sentido pullback.
Sin embargo, existe muy poco sobre la estructura interna y la geometria del atractor pullback,
excepto en el caso en que el atractor provenga de una pequena perturbaciéon no auténoma
de un sistema dindmico gradiente dado (véanse [22],[20],]21]). Uno de los problemas que se
plantean en este marco es el tipo de atraccion que va a ser considerada. De hecho, supongamos
que tenemos un proceso S(t, s) relacionado con una ecuacion diferencial no auténoma. Como
hemos visto, para estudiar las propiedades de atraccion de las soluciones podemos tratar con
atraccion forward, esto es, cuando t — 400 o con la atraccion pullback, esto es, cuando, para
un t € R fijado, estudiamos el comportamiento de las soluciones cuando s — —oo. Estos dos

93



94 CAPITULO 5. DESCOMPOSICION DE MORSE NO AUTONOMA

enfoques son equivalentes en el marco auténomo, ya que en este caso S(t,s) se comporta
como un semigrupo T'(t — s) pero, en general, estos conceptos no tienen niguna relacién
en el marco no auténomo ([55]). Como consecuencia, y hasta donde nosotros conocemos,
existen dos tipos diferentes de resultados para describir una descomposicién de Morse de un
atractor pullback dado, ambos basados en nociones alternativas de atractores y repulsores
locales referidos a procesos. En efecto, en Rasmussen [67] y en Kloeden y Rasmussen [48]
un atractor local estd definido como un conjunto compacto invariante atrayente, en sentido
pullback, de un entorno de si mismo, y un repulsor asociado local como un conjunto compacto
invariante atrayente de un entorno cuando ¢ — —oo. Por otra parte, Aragao-Costa et al. [3]
definen un atractor local de un conjunto compacto invariante con variedad inestable trivial, lo
que, en el caso autéonomo, es equivalente a la existencia de un conjunto compacto invariante
atrayente, en sentido forward, de un entorno de si mismo. Este enfoque es especialmente
adecuado cuando hacemos pequenas perturbaciones no auténomas de un sistema dindmico
que posee atractor global. En este capitulo adoptaremos otra perspectiva y gracias a ello
podremos generalizar los resultados en el Capitulo 2, lo cual no es posible desde el marco de
[67].

5.1. Atractores para sistemas dinamicos no auténomos

Cuando nos enfrentamos con los atractores de ecuaciones diferenciales no auténomas, existen
al menos dos importantes aproximaciones que pueden ser desarrolladas: La teoria de los
atractores uniformes (conjuntos compactos y no invariantes que atraen hacia adelante en
tiempo) y la teorfa de los atractores pullback que acabamos de estudiar en los capitulos
anteriores (familia de conjuntos compactos invariantes que atrae de forma pullback, pero,
en general, no hacia adelante). En esta seccién relacionaremos estas diferentes nociones para
tomar ventaja de la invarianza en la teoria de los atractores pullback y de la atraccién en la
teoria de los atractores uniforme.

Estamos interesados en las dinamicas asintoticas de problemas de valores iniciales de la forma

{u:f(t,u), t>s (5.1)
u(s) =up € X,

donde X es un espacio de Banach y f : R x X — X es una aplicacién que pertenece a
un espacio métrico C. Supongamos que, para cada f € C, uy € X, la solucién de (5.1)
esta definida para todo t > s; esto es, para cada uy € X, existe una unica funciéon continua
[s,00) Dt ult,s, f,uy) € X satisfaciendo (5.1).

Para cada t, f(t,-) es el campo vectorial que dirige la solucién en tiempo ¢. Luego, el camino
descrito por la solucién sobre X entre s y s + 7 dependerd del campo vectorial f(¢,-) para
t € [s,s+ 7] y por tanto, dependerd de s y de 7. Cuando f(¢,-) = f(-) es independiente de
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t, esto es, (5.1) es auténomo, el camino descrito por la solucién no dependerd mas de s, sino
solamente de 7, el tiempo recorrido.

Existe un método general que nos da una forma de construir el espacio base para una
ecuacion diferencial no auténoma dada. El origen de este método es considerar la familia de
no linearidades como un flujo base dirigido por la traslacién de la no linealidad f(¢,-) que
ocurre en la ecuaciéon original.

Consideramos f € Cp(R, X), el conjunto de funciones acotadas continuas de R en X con una
métrica adecuada p. Denotemos por ¥ el conjunto de todas las traslaciones de f,

Yo(f) ={f(s+-): s €R},

y definimos el operador traslacion 6, : Cy(R, X)) — Cp(R, X) por

0uf() = f(- +1).

Cuando la dependencia del tiempo es autéonoma o peridédica esta construccion produce un
espacio base cerrado ¥y. Sin embargo, para términos no auténomos més generales (como por
ejemplo cuasiperiédico) es conveniente considerar la clausura de ¥y con respecto a p:

Y :=X,(f) = la clausura de Xy(f) en Cy(R, X) con respecto a p,

conocido como el hull de la funcién f en el espacio (Cy(R, X); p), véase [28, 74]. La continui-
dad de 6; sobre ¥, se amplia entonces a la continuidad de 6; sobre .

Obsérvese que podriamos haber considerado también f € Cy(R™, X), en este caso 6; define
un semigrupo sobre ¥, la clausura de {f(s+ ) : s> 0} .

Asi, podemos intentar analizar las ecuaciones diferenciales no auténomas como la combina-
ci6n de un flujo base {6, }icr sobre X y, para cada o € X, el semiflujo RT x X 3 (t,ug) —
©(t,0)ug € X donde, para cada ug € X, Rt 3t — p(t,0)uy € X es la solucién del problema
de valores iniciales

u=o(t,u),t >0,

u(0) = up € X. (5:2)

A partir de aqui vamos a tomar una notacion mas general, ya que no volveremos a hacer
referencia a las ecuaciones (5.1) y (5.2).

Definicién 5.1.1 Sean (X,dx) y (P,dp) dos espacios métricos. Un sistema dindmico no
auténomo (SDNA), denotado por (6, ) o abreviadamente ¢ cuando no pueda existir confu-
sién, consiste en dos elementos:
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(i) Un grupo base, que es un sistema dindmico 6 sobre P con un conjunto tiempo T = Z o
R, i.e.
0o(p) = p para todo p € P,

O1+sp = 0:(0sp) para todo t,s € T,

y la aplicacién (¢, p) — 6;p continua.
(ii) Un modelo de un sistema no auténomo, llamado cociclo de ¢ sobre 6, i.e. una aplicacién
continua

0 Tt xPxX — X, (t,p,x) — ¢(t,p,x)

tal que la familia ¢(t,p, ) = ¢(t,p) : X — X de aplicaciones sobre X satisface la propiedad
del cociclo:

¢(0,p) =idx, p(t + s,p) = ¢(t,0,p) o (s, p) paratodo teT",seT,peP. (5.3)

P es llamado espacio base y X es el espacio de estados o de fases.

Observacién 7 Por conveniencia, escribiremos @(t,p,x) como p(t,p)x. El tiempo para el
flujo base (0;) lo supondremos siempre con t € R. Ademds, las aplicaciones ¢(t,p) : X — X
no se suponen invertibles en principio. Si es invertible, escribiremos @(t,p)~' = @(—t,0;p)
para todot € T.

Vamos a dar ahora la definicién de conjunto no auténomo, que es un concepto basico para
un SDNA.

Definicién 5.1.2 Una familia de conjuntos D = {D(p)}pep de X es llamada un conjunto
no auténomo. Si cada fibra D(p) es cerrada/compacta/abierta, entonces D se dice que es un
conjunto no auténomo cerrado/compacto/abierto.

Observacién 8 Obsérvese que todo conjunto no auténomo D puede ser visto como un sub-
conjunto D del espacio ampliado P x X : D := Upep{p} x D(p) C P x X; pero sin embarqgo,
no todo subconjunto de Px X es un conjunto no autonomo. Esto es, el conjunto de conjuntos
no autonomos es una clase especial de subconjuntos de P X X que abarca todos los elementos
de P. Para un conjunto no auténomo puntual & = {x(p)},ep, escribiremos simplemente x(p).

Definicién 5.1.3 Un conjunto no autonomo D se dice que es positivamente invariante bajo
el SDNA ¢ si o(t,p)D(p) C D(0yp) para todo p € P yt > 0. Se dice que es invariante si
¢(t,p)D(p) = D(6:p) para todop € P yt > 0.

Definicién 5.1.4 Supongqmos que D es un conjunto no autonomo, entonces el conjunto
omega limite pullback de D, wy, se define por

wp(p) = ﬂ U ©(s,0_sp)D(0_sp), para cada p € P.

>0 s>t

Para simplificar la notacion, escribiremos wp en vez de wp.
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Deﬁnicién 5.1.5 Dados dos conjuntos no autonomos D Y 121, diremos que A atrae pullback
a D si se verifica que

lim dist(p(t,0_p)D(0_sp), A(p)) =0

t—-4o00

para todo p € P.

Observacién 9 (i) Claramente x € wp(p) si y sélo si existen sucesiones t, — +00 y ;,, €
D(0_,,p) tales que o(ty,,0 4, p)x, — x cuando n — +oo.
(ii) Para cualquier par de conjuntos D; y D, tenemos que

wp,up, () = wp, () Uwp,(p)

para cada p € P. En efecto, por la definicion de conjuntos omega limites se tiene que

WD UD; (p) 2 Wp, (p> Uwp, (p)

Veamos la otra inclusién. Para todo x € wp, p,(p), existen sucesiones ¢, — 400 y z, €
D1(0_;,p) U Dy(0_y, p) tales que ¢(t,,0_y,p)r, — x cuando n — +oo. Luego, existe una
subsucesion tal que

T, € D1(0_¢, p) 0 x,, € D2(9_tnk )

t"k

para todo k =1,2,...y ¢(tn,, 0, p)Tn, — @, k — +00. Esto es, x € wp, (p) 0 x € wp,(p).

(iii) Si un conjunto no auténomo cerrado E atrae pullback a otro D, entonces wp(p) C E(p)
para todo p € P. Si fuese falso para algin py tendriamos que wp(py) Z F(po). Tomemos
x € wp(po) \ E(po), existen entonces sucesiones t, — +oo y z, € D(0_; po) tales que
o(tn, 0_t, po)x, — x cuandon — +00. Luego por la definicién de semidistancia de Haussdorff
y del hecho que E atrae pullback a D tenemos que

0 < dist({z}, E(po)) < lim _ dist((tn, 0-1,p0)n, E(po))
< lim dist(o(tn,0_+,p0)D(0-+,p0), E(po))

n—-+o0o

=0,

que es una contradiccion.

Definicién 5.1.6 Supongamos que @ es un SDNA con espacio base P y espacio de estados
X. Un universo D es una coleccién de conjuntos no auténomos y no vacios que son cerrados
respecto a la inclusion de conjuntos, i.e. st D, eD y Do(p) C D1(p) para todo p, entonces
D, €D. Un congunto no autonomo compacto S € D es llamado un D-atractor pullback de
Y st

~

» S es invariante, i.e.

o(t,p)S(p) = S(0:p), para todot >0 yp e P. (5.4)
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« S es ﬁ—pullback atrayente, i.e. para todo D e 15, y todo p € P

lim dist(p(t, 0_p)D(6—p), S(p)) = 0. (5.5)

t—+o0

Claramente, el atractor pullback del SDNA ¢ es el conjunto compacto invariante maximal en
el universo D. El siguiente teorema, que es una versién adaptada para el de atractores alea-
torios de [45] y generaliza el resultado en [35], da una condicién suficiente para la existencia
y unicidad del atractor pullback.

Desde ahora, supongamos que P es compacto y que [IyS := UpE pS(p) es precompacto en

X siendo S el atractor pullback de ®.

Teorema 5.1.7 [/5, Teorema 2.2] Sea ¢ un SDNA con espacio base P y espacio de estados
X. Sea D un universo. Supongamos que existe un conjunto no auténomo compacto C' € D
que atrae pullback a todos los elementos de D. El conjunto omega limite pullback we de C
es el unico D-atractor pullback de ©.

Todo cociclo genera un semifujo llamado semiflujo triangular o skew-product (semiflujo de
producto cruzado).

Definicién 5.1.8 Sean (X,dx) y (P,dp) dos espacios métricos, y sea (0,¢) un SDNA con
espacio base Py espacio de estados X . El semiflujo skew-product (SFSP) w: Tt x P x X —
P x X es un semigrupo de la forma:

ﬂ(t,p, ZL’) = (Htp,cp(t,p)x). (56)

Cuando el sistema dindmico no auténomo se define en T, el semiflujo skew product resultante
se convierte en un flujo skew product (FSP).

Definicién 5.1.9 Un subconjunto D C P x X es positivamente invariante respecto a 7 si
7(t,D) C D para todo t € Tt; D C P x X es invariante respecto a w si 7(t, D) = D para
todot € TT.

Definicién 5.1.10 Un universo D es una coleccion de subconjuntos no vacios de P x X
que son cerrados respecto a la inclusion de conjuntos, i.e. si D, eD Y Dy C Dy, entonces
D, € D. Un subconjunto invariante compacto S € D es llamado un D-atractor global de 7
St

Jim_dist(n(t, D), S) =

para todo D € D.

Para su posterior uso, recordaremos un teorema simple sobre la existencia de atractor global
para un semiflujo.

Teorema 5.1.11 Sea ® un semiflujo sobre un espacio métrico X ny) un universo que
consiste en subconjuntos de X. Si existe un conjunto compacto C' € D tal que C atrae a
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todos los elementos de D, entonces el omega limite w,(C) de C' con respecto a 7 es el inico
atractor global de m en el universo D. El omega limite de C' se define como sigue:

we(C) ={y € X : existen sucesiones {t,} y {yn} cont, € T ,t, — +o00 y y, € C tal que

1My, oo T(tns yn) = Y}

Como antes, supondremos que P es compacto y 6-invariante, i.e. ¢, P = P para todo ¢ € T,
el atractor global S de m en D definido en el Teorema 5.1.11 se puede escribir como

S = J{p} x S(p)

peP

donde S(p) = {z € X : (p,x) € S}.

En realidad, cualquier conjunto compacto respecto al SFSP 7 puede ser escrito de esta
manera.

Observacién 10 Podriamos también suponer que 0, es un semigrupo (t > 0) y P positiva-
mente invariante (0, P C P para cada t > 0) (ver Bortolan et al. [10]), pero entonces habria
que cambiar ciertas hipdtesis y el contenido de los resultados que siguen a continuacion.

Lema 5.1.12 Un conjunto no auténomo D es invariante/invariante hacia adelante bajo el
SDNA ¢ siy solo si es invariante/invariante hacia adelante respecto al SFSP 7 visto como
un subconjunto D de P x X.

Demostracion: Vamos a probar la primera implicacion. Sea D un conjunto no auténomo
invariante (el caso invariante hacia adelante es similar) de ¢. Entonces, el asociado D puede
ser escrito como D = Uyep{p} x D(p). Sea t > 0, veremos que 7(t, D) D. Si escogemos
(p,x) € D, con z € D(p), entonces n(t,(p,z)) = (6ip,(t,p)x). Pero D es invariante,
luego ¢(t,p)r = y € D(0;p) y entonces (0;p,y) € Dy n(t,D) C D. Si escogemos un par
(p,z) € D, con x € D(p), como D es invariante, * = ¢(t,q)y con y € D(q). Entonces
(p,z) = 7r(t, (¢,y)) € 7(t, D), luego D C 7(t, D).

Para ver la otra implicacién, supongamos que D = Upep{p} X D(p) es invariante. Sea

z € D(p) para algin p € P y t > 0. Sabemos que n(t, (p,z)) € D, pero 7(t, (p,x)) =

(0ip, p(t,p)x), entonces (t,p)xr € D(O;p), v esto significa que ¢(t,p)D(p) C D(6;p). Sea

ahora x € D(f;p), entonces (6p,z) € D,y (6, ) = 7(t,(p,y)) con y € D(p). Entonces
= ¢(t,p)y € v(t,p)D(p) y, consecuentemente, D(6;p) C ¢(t,p)D(p).

O

En resumen, dada una ecuacién diferencial no auténoma como (5,1), nos encontramos con
cuatro sistemas dinamicos diferentes, aunque muy relacionados:

(a) El grupo base {6, : t € R} sobre P asociado a las dindmicas de las no linealida-
des dependientes del tiempo que aparecen en la ecuacion, y que estda definido por

(‘%f)(? ) = f(t + ')7
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(b) el semiflujo skew product {m(t) : t > 0} definido en el espacio producto P x X,
(c) el sistema dindmico no autonomo (0, ¢)p.x) con ¢(t,0sp)p(s,p) = ¢(t + s,p),
(d) y el proceso de evolucion S(t, s).

Obsérvese que cada uno de estos cuatro tipos de sistemas dinamicos descritos arriba puede
poseer un atractor asociado:

(i) Un atractor global A para el semiflujo skew product 7(t),

(ii) un atractor global = para el grupo base 6, (en nuestro caso, supondremos a P como
atractor global),

(iii) un atractor cociclo {A(p)},ep para el semiflujo cociclo ¢,
(iv) un atractor pullback {.A(t)}:cr para el proceso de evolucién S(t, s),
(iv) y el atractor uniforme A =IIx(A) := {x € X : existe p € P con (p,x) € A}.

Nuestro objetivo ahora es relacionar los diferentes conceptos de ‘atractores’ para sistemas
dindmicos no autonomos. Estas relaciones seran ttiles a lo largo de este trabajo, y son
cruciales para entender las dindmicas sobre el atractor uniforme (ver Bortolan et al. [10]).

5.2. Atractores cociclo y el atractor del flujo skew pro-
duct

Dado un SDNA (0, ¢)p.x), supongamos que {7(t) : t > 0} posee un atractor global A sobre
P x X. Sabemos que {7(t) : t > 0} tiene un atractor global si y solo si existe un conjunto
compacto K C P x X tal que

th dist(7(¢)B,K) = 0, (5.7)

para todo subconjunto acotado B de P x X.

Primero relacionaremos la compacidad asintética de {m(t) : ¢ > 0} con una condicién equi-
valente para (6, ) (p x).

Proposicién 5.2.1 Si (0,¢)px) es un SDNA y {n(t) : t > 0} es el semiflujo skew product
asociado sobre P X X, entonces las siguientes dos propiedades son equivalentes:

(1) existe un subconjunto compacto K de P x X tal que para cada subconjunto acotado B
de P x X

lim dist(7(¢)B, K) = 0;

t—o00
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(17) existe un subconjunto compacto K de X tal que para cada subconjunto acotado B de X

lim dist(¢(t,p) B, K) = 0,

t—o0
siendo el limite uniforme en p € P.

Demostracion: Supongamos que (i) es cierto, sea K = IIxK y B un subconjunto acotado
de X. Consideremos B := B x P. Entonces B es acotado en P x X y lim;_, ., dist(7(¢)B, K)
= 0. Asi que

dist(p(t,p)B, K) < dist(n(t)B, K),

para todo p € P,y por lo tanto se tiene 7).

Reciprocamente, supongamos que (i) es cierto, tomamos K = K x P, que es compacto ya
que K y P son compactos. Dado cualquier subconjunto acotado B de P x X estara contenido
en un conjunto de la forma B x P, donde B es un subconjunto acotado de X. Como

7(t)[B x P C || Je(t,p)B| x 6,P,

peEP

se deduce que

dist(m(t)B,K) < dist(n(t)[B x P], K x P) < supdist(p(t,p)B, K),

peEP

de donde se sigue (i).

Este resultado constituye la base de la siguiente definicién [?, 79, 28, 40].

Definicién 5.2.2 El SDNA (0, ¢)px) es uniformomente asintoticamente compacto si existe
un conjunto compacto K C X tal que

lim sup dist(¢(t,p)B, K) =0, (5.8)

t—o0 pEP

para cada subconjunto acotado B de X.

Acabamos de mostrar que la compacidad asintética uniforme de (6, ¢)p x) implica la com-
pacidad asintética de {7 (t) : t > 0} y de aqui que {m(¢) : ¢t > 0} tenga un atractor global A.
La pregunta natural es como puede ser esto interpretado por el semiflujo cociclo. Podemos
adoptar una primera aproximacién si deseamos concentrarnos en el comportamiento asintoti-
co cuando t — +o00. Obsérvese que la propiedad atrayente de A implica que si denotamos
A =IIxA entonces

lim sup dist(¢(t,p)B,A) =0, (5.9)

t=0 pep

para todos los subconjuntos acotados B de X.
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Mientras que la invarianza de A bajo la accién de {w(t) : t > 0} no se traslada a A bajo la
accién del SDNA (6, ¢)(px), la propiedad de minimalidad se preserva: el atractor global A
es el conjunto cerrado minimal en P X X que atrae a todos los subconjuntos acotados, y su
proyeccién A es el subconjunto cerrado minimal de X que es uniformemente atrayente (en
el sentido de (5.9)) para todos los sunconjuntos acotados B de X. Esto es facil de ver, ya
que si A C X es uniformemente atrayente, A x P es atrayente para {m(t) : t > 0}, de donde
AQAXPyporlotantoAQ/L

Esto motiva la definicién de atractor uniforme.

Definicién 5.2.3 El subconjunto cerrado minimal de X que es uniformemente atrayente

para todos los subconjuntos acotados B de X es lo que llamamos el atractor uniforme para
el SDNA (0, SO)(RX)'

Ademas, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 5.2.4 Si el SDNA (0, 0)px) es asintéticamente uniformemente compacto enton-
ces tiene un atractor uniforme.

Dado un subconjunto E de P x X denotamos por E(p) = {x € X : (p,z) € E} la p—seccién
de E; luego
E=J{p} x E@) (5.10)

peP

Dado un conjunto no auténomo {E(p) },ep denotamos por E el conjunto definido por (5.10).

Obsérvese que
U E(p) = IIXE.

peP

Vamos ahora a relacionar los conceptos de atractores cociclos para un SDNA (6, ¢)p.x) con
el atractor global para el semiflujo skew product asociado {m(t) : ¢t > 0}.

En primer lugar, podemos particularizar la Definicién 5.1.6 al caso en el que los conjuntos
atraidos sean los acotados de X, lo que denominaremos atractor cociclo.

Definicién 5.2.5 Supongamos que P es compacto e invariante (esto es, el atractor global
de {0;:t >0} es P)yque {0, :t > 0} es un semigrupo sobre P y 0; ' = 0_,, para todo t > 0.
Un conjunto no auténomo compacto {A(p)}pep es llamado un atractor cociclo de (6, ¢)px)
S%

(i) {A(p)}pep es invariante bajo el SDNA (6, ) (p,x); i-e., o(t,0sp) A(Osp) = A(bisp), para
todot > s € R.

(i) {A(p)}pep atrae pullback a todos los subconjuntos acotados B C X, i.e.

lim dist(o(t,0-p)B, A(p)) = 0.

t——+o0
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Observaciéon 11 En el caso de que P no sea invariante y {0, : t > 0} tenga un atractor
global =, entonces podemos también definir el atractor cociclo {A(p)}pez para cada p € =,
ya que en este caso existe una solucion global p : R — = a lo largo de p, definiendo 0_;p,
para todo t > 0 (ver Bortolan et al. [10]).

Recordemos que para un conjunto no auténomo D, denotamos ITx D = U,ep D(p). Y para

un conjunto D en P x X, también denotamos I1x D :=J, ., D(p)

peEP

Supongamos que existe un conjunto no autonomo abierto U = {U (p) }pep que es también
un conjunto abierto en P x X cuando es visto como subconjunto en el espacio ampliado, i.e.
U =U,cp{p} x U(p) es abierto en P x X. Sea

~ —_—

D ={D: D(p) C U(p) para cada p y IIxD acotado} (5.11)

N N .
D={DCPxX:Dacotadoy D C U}. (5.12)
Entonces D y D son dos universos para el SDNA ¢ y el SFSP 7, respectivamente.

Observacion 12 Obsérvese que, para un conjunto dado D € D, no es necesario que
U,ep{p} x D(p) C U (pero claramente tenemos que U ,cp{p} x D(p) C U). Luego tenemos

D={DeD: | J{p} x D(p) cU}. (5.13)

peP

Teorema 5.2.6 Supongamos que A € D es el atractor global del SESP T en D satisfaciendo
que IIx A C [[(p) para cada p. Entonces el conjunto asociado A es el atractor pullback del
SDNA ¢ en D.

Demostracion: Para todo D€ D, como DcC 75, es claro que el asociado D € D. Ya que
A es el atractor global del SFSP 7 en D, se deduce que I1x A es compacto en X y que

lim sup dist(o(t, p)D(p), TIx A) = 0.

t——+o00 peP

Esto implica que, para cada p € P,

lim dist(¢(t,0—p)D(0_p),lIxA) = 0. (5.14)

t—+00

Es inmediato comprobar que el conjunto no auténomo Ky = {Ki(p)}pep € D, con K;(p) =
IIxA, es un conjunto compacto no auténomo que atrae pullback a los conjuntos de D.
Entonces, por el Teorema 5.1.7, existe un atractor pullback del SDNA ¢ en D.

Afirmamos que el atractor pullback de ¢ en D es en realidad el conjunto no auténomo A
asociado a A. Por el Teorema 5.1.7, el atractor pullback en D es el conjunto omega limite
pullback wg, of K. Como (5.14) se cumple para todo D € Dy K; € D, se sigue que
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wk, (p) C [Ty A para todo p € P. Por la definicién de conjuntos omega limites, wy, atrae
pullback a K7, y entonces es el conjunto no auténomo maximal en K; que es invariante con
respecto al SDNA ¢. Por el Lema 5.1.12, el conjunto (J,cp{p} X wi, (p) es invariante con

respecto al SFSP 7. Como A es el atractor global de m, es el conjunto compacto maximal
en D. Por otro lado, el conjunto asociado K; de K, es un elemento de D y A C K, luego
A es el conjunto compacto maximal en K; que es invariante respecto a . De nuevo por el
Lema 5.1.12 otra vez, el asociado Aes el conjunto no auténomo compacto maximal K 1 que
es invariante respecto al SDNA ¢. Esto es, A= wg, es el atractor pullback de ¢ en D. La
prueba esta ahora completa.

O

Acabamos de ver que la existencia del atractor global para el semiflujo skew product {7 () :
t > 0} implica la existencia del atractor cociclo para el SDNA (6, ¢)(p x). Sin condiciones
adicionales el reciproco no se tiene; de hecho, podemos ver que el atractor cociclo no necesita
en general ser acotado (véase, por ejemplo, [56]), mientras que el atractor global de {m(¢) :
t > 0} debe ser compacto. El siguiente resultado ofrece, bajo ciertas condiciones, el reciproco.

Teorema 5.2.7 Supongamos que A € D es el atractor pullback del SDNA ¢ en D satisfa-
ciendo que:

(H1) TIx A es precompacto,
(H2) limy . o sup,e p dist(o(t,0_p) D(0_p), IIxA) =0 para cada D € D, y

(H3) IIyAC U(p) para cada p.
Entonces el conjunto asociado A es el atrator global del SFSP 7 en D.

Demostracion: Obsérvese que el atractor pullback A es invariante - respecto al SDNA o,
luego, por el Lema 5.1.12, . A es invariante respecto al SFSP 7. Sea B la clausura de A en
PxX.Como A C Px HXA, P es compacto y [IxA es precompacto, entonces Bes compacto

¥y, por la continuidad de 7, se tiene que B es un conjunto invariante respecto a m. Por la
definicién de B, tenemos que A(p) C B(p) para cada p € P. Por otro lado, por la hipétesis

de que II <A cvU (p) para cada p, se deduce que el conjunto no auténomo asociado Bde B
pertenece a D, luego A atrae pullback a B. Esto es,

lim dist(o(t, 0-p) B(0-1p), A(p)) = dist(B(p), A(p)) = 0, (5.15)

t—+o0

lo que implica que B(p) C A(p). Ademds, A(p) = B(p) para cada p y entonces A es compacto
en P x X.

SiC cUes un conjunto compacto invariante con respecto a 7, entonces por el Lema 5.1.12,
el asociado C' es invariante con respecto al SDNA ¢. Ademds, por la atraccién pullback de
A en D, como el argumento en (5.15), se deduce que C(p) C A(p) para cada p y entonces
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C C A. Esto es, A es el conjunto compacto maximal en U que es invariante con respecto a
.

Sea K := P x [y A. Entonces K es un conjunto compacto en U. Para todo D € D, podemos
ampliarlo artificialmente agotando trivialmente todos los elementos de P, i.e., sea

Di(p) = D(p), si existe la p-fibra en D,
W= 09, si no existe la p-fibra en D.

Entonces D; € D. Por hipdtesis, tenemos que

th’grn sup dist(o(t,0_p)D1(0_p), Ix A) = 0 (atraccién pullback uniforme).
T peP

Luego se deduce que

~

th’frn sup dist(e(t,p)D1(p),I1xA) = 0 (atraccién forward uniforme),
T peP

y entonces
lim dist(n(t, D), P x lIxA) = lim dist(n(t, D), K) = 0.

t—-4o00 t—4o00

Esto es, que el conjunto compacto K atrae a todos los elementos de D. Por el Teorema
5.1.11, existe un atractor global de m en D y el atractor es el conjunto compacto maximal
en D que es invariante respecto a w. Ademas, este atractor es A.

O

Observacién 13 Obsérvese que en este caso, atraccion pullback y atraccion forward son
conceptos equivalentes.

Podemos entonces escribir el siguiente corolario.

Corolario 5.2.8 (Proposicion 3.32 en [48], o Teorema 3.4 en [15]) Supongamos que {A(p)}pep
es el atractor cociclo de (8,¢)px), {m(t) : t = 0} es el SFSP asociado. Supongamos que

{A(p)}pep es uniformemente atrayente, i.e., para cada D € f?,

lim supdist(p(t, 6_p)D(0_ip), A(p)) =0,

t——+o00 peEP

Y que Upep A(p) es precompacto en X. Entonces el conjunto A asociado a {A(p)}pep, dado
por

A= J{p} x A),

PEE

es el atractor global del semigrupo {m(t) :t > 0}.

Podemos ahora reinterpretar el Corolario 5.2.8 en términos del atractor uniforme.
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Teorema 5.2.9 Supongamos que el SDNA (0,¢)px) es uniformemente asintdticamente
compacto. Entonces tiene un atractor uniforme A y un atractor cociclo {A(p)}pep, y se
verifica que

U Ap) = A (5.16)

peEP

5.3. Atractor pullback y atractor uniforme

Para cada p € P y cada solucién global ¢ : R — P a través de p de {60, : t € R},
podemos construir, por medio del SDNA (6, ¢)(px), un proceso de evoluciéon como sigue:
para t > s € R, definimos

Spas(t,8) = p(t = 5,9(s)).

Luego, dado p € P y una solucién global ¢ : R — = a través de p de {6, : ¢t > 0} decimos
que {S,(t,s) : t > s} es el proceso de evolucion asociado.

Definicién 5.3.1 Dada una solucién global acotadan : R — P del sistema base {0, : t € R}
y dos conjuntos no auténomos {D(t) }ser y {A(t) }ier, decimos que {A(t) }ier n-atrae pullback

a {D(t) }ier i

ltll'm du(p(t,n(s —t))D(s —t), A(s)) =0, para cada s € R.

Observacién 14 Obsérvese que tenemos en cuenta el caso en el que D(t) C D, acotado en
X, para todo t € R.

El siguiente resultado es una consecuencia del Corolario 5.2.8 y muestra la relacién entre
el atractor global de un semiflujo skew product y el atractor pullback de un proceso de
evolucion.

Teorema 5.3.2 Supongamos que el semiflujo skew product {m(t) : t > 0} posee un atractor
global A. Sin:R — E es una solucion global acotada {0, : t € R} entonces, el proceso de
evolucion {T,(t,s) : t > s} dado por

T77<t7 S).CI? = w(t o 8777(5>>$7 LS X7
posee un (D, n)-pullback atractor {A,(t) : t € R} con la propiedad de que A, (t) = {x € X :

(x,n(t)) € A}, donde ® es la coleccion de todos los conjuntos no auténomos {D(t)}ier tales
que tURD(t) es acotado en X. Ademds,
€

A= {UAn(t) x {n(t)}, n(-) es una solucion global acotada para {6; : t € R}}

teR
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Corolario 5.3.3 Bajo las hipdtesis del Teorema 5.3.2, el SDNA (0, ¢)(px) tiene un atractor

uniforme A y
A=TxA = J{J A0

n teR

donde la primera union esta tomada sobre todas las soluciones globales n : R — P de

Obsérvese que los Teoremas 5.2.7 y 5.2.6 son suficientemente generales como para cubrir
atractores locales y atractores que atraen en el espacio entero. En particular, si el conjunto
no auténomo U satisface que U(p) = X para cada p € P, entonces el Corolario 5.2.8 implica
el siguiente resultado, que establece que el atractor global del SFSP y el atractor pullback
del SDNA son en realidad equivalentes.

Teorema 5.3.4 Considérense los universos

D ={D :lxD acotado en X} (5.17)

D={DC P xX:D acotado}. (5.18)

Entonces el SFSP admite un atractor global A en D si y sélo si el SDNA asociado admite
un atractor pullback A en D con Il A precompacto y verificando las hipdtesis (H2) en el
Teorema 5.2.7. Ademds, el conjunto no auténomo asociado a A es A.

5.4. Parejas atractor-repulsor

En la siguiente definicién usamos la preimagen de un conjunto no auténomo. Como estamos
interesados en la estructura interna del atractor, aplicaremos esta definicién solamente cuan-
do el conjunto no auténomo sea un subconjunto de S, el D-atractor pullback, y la preimagen
que consideramos es sélo la que se encuentra sobre S. En este €aso, como S es invariante y
compacto, podemos asegurar que la preimagen siempre existe y el conjunto a-limite es no
vacio.

Lema 5.4.1 Sean Ky C X y D c S dos conjuntos compactos satisfaciendo que, para cada
peEP,

1tthm dist(o(—t,0:p)D(0;p), Ks) = 0, (5.19)
donde o(—t,0,p) D(6p) representa la preimagen de D(0;p) restringida a S bajo la aplicacion
©o(t,p). Entonces, el conjunto a-limite pullback w}, de D, definido por

= | e(~t,0p) D(6:p), (5.20)

T>0t>T

es un conjunto no autonomo compacto e invariante.
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Observacién 15 El resultado andlogo para conjuntos w-limites de conjunto no autonomos
es bien conocido, pero el resultado para conjuntos a-limites de un SDNA no invertible necesita
ser demostrado.

Demostracion: Antes de nada, obsérvese que Uisro(—t, 0;p)D(0;p) es un subconjunto
cerrado de un conjunto compacto S , y por tanto un subconjunto compacto. También, como
la interserccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, el a-limite es un conjunto
compacto.

Obsérvese que x € wj(p) si y sblo si existen sucesiones {z,} y {t,} con t, — +oo y
x, € D(0;,p), y sucesiones {y,} con y, € p(—ty,, 0, p)x, tales que lim,_, . y, = .

Si z € wi)(p), existen entonces sucesiones {x,} y {t,} con t, — 400, tales que p(t,,p)x, €
D(6;,p) y lim, .z, = x. Para todo s > 0, cuando n es suficientemente grande como
para que t, > s, tenemos que ¢(t,, p)x, = @(t, — s,0sp)e(s,p)x, € D(0;,—s0sp). Tomamos
sucesiones {s, = t, — s} e {y, = ¢(s,p)z,}. Entonces s, — +00, ©(sn, 0sp)yn € D(0s,05p)
v im, o0 Yn = ©(s,p)x. Esto es, p(s,p)r € wj)(0sp) v entonces (s, p)wr,(p) C wi(6sp).

Siy € wy(bsp) para algin s > 0, existen sucesiones {t,} v {y,} con t,, — 400, ©(t,, 0sp)y, €
D(0;,0.p) v lim, . ooy, = y. Escogemos {z,} tal que ¢(s,p)z, = vy, (obsérvese que z,
siempre existe). Entonces ¢(t, + $,0)zn = @(tn, 0:0)p(s,p)zn = @(tn, 0s0)yn € D(0,+5p),
ie. z, € o(—t, — s,0;,.sp)D(0;,1sp). Notese que por (5.19) y la compacidad de Kj, la
sucesion {z,} es relativamente compacta y denotamos por z el limite de {z,} (tomando una
subsucesion si fuese necesario). Obsérvese que z € w,(p). Ahora, por la continuidad de ¢,
se deduce que y = lim,, ooy = @(8,p) limy, 100 2, = ©(8,p)z € ©(s,p)wh(p). Esto es,
wh(0sp) C (s, p)ws(p). La demostracion queda asi terminada.

O

Observacién 16 De igual manera que en la Observacion 9, es inmediato comprobar que
tenemos propiedades andlogas para conjuntos a-limites pullback.

(i) Dados dos conjuntos no auténomos Dy y D, si (5.19) se werifica para un conjunto
compacto K, con D reemplazado por Dy y Dy, entonces tenemos que

Wh,up,(P) = wp, (p) Uwh, (p)

para cada p € P. ) )
(i1) Si un conjunto cerrado no auténomo E repele pullback a otro D, i.e. para cada p,

entonces wi,(p) C E(p) para todo p € P.

Un coniuntofl C Ses llamado un atractor local con respecto al SF'SP , si existe un entorno
U; de A en S tal que w,(U;) = A. Si definimos

U= U w(t,Uy), para algun 7 > 0,

t>1
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entonces U es un conjunto positivamente invariante respecto a 7 tal que w,r(U )= A. También,
la base de atraccion B(A;S) de A restringida a S viene dada por

B(A;S) ={(p,x) € S : 7(t,p,x) € U para algun t > 0},
que es independiente de la eleccién de U. El repulsor dual de A viene dado por
R=2S \ B(fl; 5'),

y ([l, Z?) se dice que es un par atractor-repulsor en S respecto al SFSP 7. Como estos hechos
son clésicos, omitiremos las demostraciones aqui (véanse [31, 71] para los detalles y [59, 60]
para el caso aleatorio).

Ob§er\(acién 17 Obsérvese que el Lema 5.1.12 implica que A Y R son invariantes si y solo
si Ay R lo son.

Definicion 5.4.2 Sea o un SDNA que admite un atractor pullback S con Ty S precompacto
y verificindose la hipdtesis (H2) del Teorema 5.2.7. Un par no auténomo compacto (A R)
se dice que es un par atractor-repulsor pullback en S si el asociado par (A R) es un par
atractor-repulsor del atractor global S del SFSP .

Tenemos las siguientes propiedades basicas para pares atractor-repulsor pullback.

Teorema 5.4.3 Supongamos que S es el atractor pullback del SDNA @ en el unwerso D
dado por (5.17) con xS precompacto, satisfaciendo la hipdtesis (H2) del Teorema 5.2.7, y
(A R) es un atractor-repulsor pullback en S satisfaciendo que Iy ANTIxR = 0. Entonces,
para cualquier conjunto puntual no auténomo x(p) € S(p)\ (A(p) UR(p)) con dist(z, R) > 0,
tenemos que para cada p € P

lim dist(p(t, 0_p)x(0_ip), A(p)) = 0;

t——+o00

y para todo conjunto no auténomo puntual z(p) € S(p) \ (A(p) U R(p)) con dist(z, A) > 0,
tenemos que para cada p € P

lim dist(p(—t,0,p)x(0:p), R(p)) = 0.

t——+o0

Demostracién: Sea U la base de atraccién de A respecto al SFSP , ie. U = {(p,z) €
P x X : limy o d(n(t,p,x ),fl) = 0}. Probemos una propiedad mas general de atraccién
pullback. Obsérvese que R = S\ U, y considérese el universo D definido en (5.12). Como
IIyANIIyR = 0, se deduce que la hipotesis del Teorema 5.2.6 se satisface, luego A es un
atractor pullback en el universo D definido en (5.13). En particular, para todo z(p) € U(p)
con Ilxz acotado y dist(z, R) > 0, tenemos que & € D. Ademds, la atraccién pullback sobre
2 queda demostrada.
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Obsérvese que para todo x(p) € S(p) \ (A(p) U R(p)) con dist(, A) > 0, existe un entorno
compacto V de R en S, disjunto de A, tal que & C V. Por [64, Proposition 3.3], el a-limite

wi(V) de V con respecto a 7 satisface que w(V) = R, i.e.,

lim dist(n(—t,V),R) =0,

t——+o00

donde 7(—t, V) representa la preimagen de V bajo la aplicacién 7 (t,-) restringida a S.
Entonces se deduce que

lim sup dist(o(—t,p)V (p), IxR) =0,

t—=+00 pep
lo que nos da que para cada p,

lim dist(p(—t,0,p)V (0,p), TIx R) = 0. (5.21)

t—+00

Sea wy, el conjunto alfa limite pullback del conjunto no auténomo V, asociado a V. Por la
definicién de conjunto alfa limite pullback y la compacidad de II <R, wy, es un conjunto no
auténomo invariante por el Lema 5.4.1, y por tanto invariante cuando lo observamos como
un subconjunto de P x X por el Lema 5.1.12. Sea K3 := Upep{p} X wi;(p), entonces K3 es un
conjunto compacto que es invariante respecto a m. Sea Ky := P x Il +R. Entonces K, es un
conjunto compacto en P x X y K3 C Ky por (5.21). Obsérvese que IIxANTx R = 0 implica
que AN K, = 0. Por (64, Proposition 3.3] sabemos que Resel conjunto compacto invariante
maximal respecto a m que es disjunto de A, luego tenemos que K3 C R. En particular,
wi(p) C R(p) para todo p € P. La prueba estda ahora completa.

O

Observacion 18 Obsérvese que la hipdtesis IIx ANTIx R = () puede parecer una restriccion
fuerte para un sistema dindmico no autéonomo general. Sin embargo, es muy adecuada para
pequenas perturbaciones no auténomas de sistemas auténomos, como se muestra en [3].

Por [64, Proposition 3.3], el Teorema 5.4.3, las Observaciones 9 (ii) y 16 (i), tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 5.4.4 Supongamos que S es el atractor pullback del SDNA ¢ en el universo
D dado por (5.17) con HXS precompacto. Supongamos ademds que se verifica (H2) del
Teorema 5.2.7, y que (A R) es un par atractor-repulsor pullback en S satisfaciendo que
HXAHHXR (). Entonces, para todo conjunto no auténomo puntual z(p) € S(p)\ R(p) con
dist(z, R) > 0, tenemos que para cada p

lim_dist(p(t0_p)a(8_1p). A(p) = 0
y para cada conjunto no auténomo puntual z(p) € S(p) \ A(p) con dist(#, A) > 0, tenemos
para cada p
lim dist(p(—t, 0;p)x(0:p), R(p)) = 0.

t——+o0
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Demostracion: Sélo necesitamos observar que & € A, o(t, 0_p)x(6_p) € A(p) para todo
t >0y pé€ P;para todo = € R, o(—t,0p)x(0;p) C R(p) paratodot >0y pé€ P.

Ademas, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.4.5 Supongamos que S es el atractor pullback del SDNA ¢ en el universo D
dado por (5.17) con IS precompacto, que se verifica la hipdtesis (H2) del Teorema 5.2.7, y
que (A R) es un atractor-repulsor pullback en S satisfaciendo que HXAﬂHXR (). Entonces
para cualquier conjunto no auténomo puntual (p) € S(p) con dist(, dR) > 0, tenemos que
para cada p

Jim_dist((1,6-p)(6p), A(p) U R(p)) = 0
ademds, cuando ¢ es invertible sobre S, para cualquier conjunto no auténomo puntual x(p) €
S(p) con dist(z,0A) > 0, tenemos que para cada p

lim dist(p(—t, 0:p)x(0:p), A(p) U R(p)) = 0.

t——+o0

Demostracion: Obsérvese que para todo # € R, tenemos que o(t,0_p)x(0_p) € R(p)
por la invarianza de R, luego las propiedades de atraccion pullback se deducen del Corolario
5.4.4 y la Observacién 9 (ii). Obsérvese que cuando ¢ es invertible, la propiedad de repulsion
pullback es completamente similar a la propiedad de atraccion invirtiendo ¢.

Observacién 19 Cuando ¢ es no invertible sobre S, no estamos sequros si se verifica la
misma propiedad de repulsion que en el Corolario 5.4.5. La situacion se vuelve complicada
ya que la preimagen de T € A puede cruzar el borde de DA, i.e. puede existir alguna orbita
que cruza a A y permanece cerca de DA en tiempo backward.

5.5. Descomposicion de Morse y funciones de Lyapu-
nov

Los siguientes conceptos de “érbita backwarde “érbita entera”para sistemas dindmicos no
auténomos estan adaptados de los conceptos introducidos en [59] para semiflujos aleatorios.
Como ya hemos observado, cuando hablamos de preimédgenes o de érbitas backward, sélo
consideramos aquellas que se encuentran en el atractor global S,

Definicién 5.5.1 (i) Fijados p € P y x € X, una aplicacion o.(p) : R— — X es llamada
una orbita backward de ¢ a lo largo de x dirigida por p si se satisface la propiedad del cociclo:

oo(p) = x, ous(p) = p(s,0ip) coy(p)  para todot < 0,8 >0,t+ s < 0.
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(i) Denotemos por M al conjunto de todos los conjuntos no auténomos puntuales y sea
T € M. Una aplicacion o : R™ — M se dice que es una 6rbita backward de ¢ a lo largo de
T si para todo p € P, se verifica la siguiente propiedad de cociclo:

oo(p) = x(p), o1rs(p) = p(s,0p) 0 o¢(p)  para todot < 0,5 >0,t+ s <0.

Definicién 5.5.2 (i) Fijado p € P y x € X, una aplicaion o.(p) : R — X se dice que es
una érbita entera de ¢ a lo largo de x dirigida por p si se satisface la propiedad de cociclo:

o0(p) = @, 045(p) = ¢(s,0ip) 0 04(p)  para todo t € R,s > 0.

(i1) Sea & € M. Una aplicacion o : R — M se dice que es una érbita entera de ¢ a lo largo
de & st para todo p € P, se verifica la siguiente propiedad de cociclo:

oo(p) = x(p), ows(p) = p(s,0ip) coy(p)  para todot € R, s > 0.

Definicién 5.5.3 (i) Fijados (p,x) € P x X, una aplicacion (o,).(p,z) : R= — P x X
se dice que es una Orbita backward de m a lo largo de (p,x) si se satisface la propiedad de
cociclo:

(Uﬂ)O(pa 37) = (p7 l’), (Uﬂ)t+s<p7 .T) = 7T(S, (Uﬂ)t(p7 I)) para tOdO t S O, S 2 Oyt + s S O

(i1) Fijados (p,x) € Px X, una aplicacion (o,).(p,x) : R — P x X se dice que es una érbita
entera de 7 a lo largo de (p, x) si se satisface la propiedad de cociclo:

(UW)O(pa .I‘) = (pa {L‘), (Uﬂ)t-i-s(pa {L‘) = 7T<S7 (O-W)t(pa £L‘)) para tOdO te Rv S Z O

El punto (p,z) puede ser un conjunto en P x X de la forma (p,z(p)) donde x(p) es un
conjunto no autonomo puntual.

Tenemos el siguiente resultado de existencia para érbitas enteras o backwards.

Lema 5.5.4 Supongamos que I = Upepip}t x I(p) C P x X es un conjunto compacto inva-
riante respecto a w. Entonces, para todo punto x € I(p) y cualquier conjunto no autonomo
puntual & € I, existe una drbita backward y por tanto una orbita entera en [ a lo largo de
T o0z.

Demostracion: Observemos que a lo largo del punto (po, o), existe una 6rbita backward
demenl. Alo largo del conjunto x C I, para k = —1, escogemos un subconjunto Z_; C I
tal que T y T_; son biyectivas, y para cada punto (p,l, x_1) € T_1 tenemos (1, p_1,x_1) =
(po, xg) € Z. Definamos (p;,z¢) = w(1 + t,p_1,2_1) para t € (—1,0). De forma similar,
podemos definir la érbita backward 7 sobre [—2, —1], [-3, —2], ..., y de esta forma obtenemos
la orbita backward de 7w a lo largo de z. Por la relaciéon obvia entre ™ y o, se obtiene el
resultado.
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Observaciéon 20 Si tenemos una drbita backward/entera o.(p) de ¢ podemos obtener una
orbita backward/entera de m facilmente, (0,)(p,z) := (0ip, 0¢(p)). Y si tenemos una drbita
backward/entera (o,).(p,x) de w, podemos obtener una orbita backward/entera de ¢ mirando
solamente la sequnda proyeccion sobre X, o4(p) := (0x)e(p, )| x. Obsérvese que este tipo de
resultados, concernientes a la existencia de una orbita entera a lo largo de un punto sobre
conjuntos invariantes, se deduce de argumentos de tipo estindar de la literatura (véase, por

ejemplo, [15]).

Observaciéon 21 Obsérvese que cuando @ estd restringida a una orbita entera o, denotada
por @7, es invertible. En este caso, el inverso de ¢ (t,p) a lo largo de la drbita entera o es
07 (—t,0;p) para t € R. Obsérvese que para toda drbita entera o, ¢°(t,p) = @(t,p) para todo
t>0ypeP.

Observacién 22 FEs inmediato comprobar que un conjunto no autonomo D es invariante
hacia adelante si y solo si D(p) = D} (p) para cada p € P, donde

D7 (p) == {z | ¢(t,p)x € D(6;p) para todo t > 0};

y un conjunto no auténomo D es invariante si y solo si D(p) = Dy(p) para cada p € P,
donde

D, (p) := {x : existe una orbita entera o en D a lo largo de z, esto es

oi(p) € D(6:p), para todo t € R}.

Definicién 5.5.5 Supongamos que & € M en S, y o es una orbita entera a lo largo de .
Entonces el conjunto alfa limite w} de x a lo largo de o se define como

w7 (p) = ﬂ U @7 (—t, 0:p)x(6:p).

T>0t>T

Observaciéon 23 (i) Claramente, un punto y € w>?(p) si y sdlo si existen sucesiones t, —
+00 Y Yp = ¢ (—tn, 01, 0)x(0s, p) tal que y, — y cuando n — +oo.

(ii) Por definicion, es claro que para todo & € M, tenemos que wi?(p) C wi(p) para cada
p € P ya que w; es el alfa limite a lo largo de todas las posibles orbitas backward a lo largo
de z, recordando que wi(p) estd definido en (5.20).

Para una orbita entera, el siguiente resultado proporciona una relacién entre la atraccién
pullback y su localizacién.

Proposicion 5.5.6 Supongamos que (121, ]:2) es un par atractor-repulsor pullback en 3, Y que
o.(po) : R — S(0.pg) es una orbita entera de ¢ a lo largo del punto xo € S(po) dirigido por
po- Entonces, la orbita o.(pg) satisface la propiedad de atraccion pullback, i.e.

lim  dist(o(T,0;—7p0)ot—r(po), A(0ipo) U R(0ipo)) =0 para todo t € R

T—-+00
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si y solo si se encuentra en el par atractor-repulsor, i.e. oi(po) € A(0ipo) U R(0ipo) para todo
t € R. De forma similar, la orbita o.(py) satisface la propiedad de repulsion pullback, i.e.

lim  dist(¢° (=T, 0r1r00) 01+ (Do), A(0ipo) U R(0:po)) =0 para todo t € R

T—+00
sty solo si se encuentra en el par atractor-repulsor.

Demostracion: Sio.(pg) se encuentra en el par atractor-repulsor, la propiedad de atraccién
pullback se verifica trivialmente por la invarianza de A y R.

Si 0.(po) no se encuentra en el par atractor-repulsor, por la invarianza de A y R, existe tp € R
tal que
ot(po) & A(0:po) U R(O:po), para t < to.

Entonces, por la definicién de érbitas enteras, tenemos que

lm dist((s, 01,—spo)oty—s(Po), A(Orypo) U R(Or,po))

s§—+00

=dist(o4,(po), A(O,po) U R(byypo)) > 0,

i.e., la atraccién pullback no se verifica. La demostracion de la propiedad de repulsion pull-
back es similar.

O

Observacion 24 Obsérvese que la drbita entera o.(py) : R — S(0.po) a lo largo de zy €
S(po) \ (A(po) U R(po)) puede ser vista como una drbita entera en el SFSP 7 asociado a lo
largo del punto (po,xq) en S. Por la descomposicion de Morse cldsica para semiflujos (véase
[71, 2]), sabemos que (po, o) es atraido por A y repelido por R con respecto a w. Esto implica
que

lim dist(¢(t, po)zo, A(Opo)) =0

t——+o0

lim  dist(p?(—t, po)xo, R(0_ipo)) = 0,

t——+o0

tomando subsucesiones de t si fuese necesario ya que (t,po)xo y 7 (—t, po)To, asi como O;pg
y 0_ypo, pueden tener mas de un punto limite.

Definicion 5.5.7 Supongamos que (AZ,RL), 1 = 1,---,n, son pares atractor-repulsor del
SFSP m en S con

Entonces, la familia M = {Mi}?zl de conjuntos compactos invariantes, definidos por
My=A4NRi,, 1<i<n,

se llama una descomposicion de Morse de S con respecto a 7, y cada M; se llama conjunto
de Morse.
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Observacién 25 Es bien sabido que | J{_, M = (\_,(4; U R;) (véanse [31, 2)).

Definicion 5.5.8 Sea ¢ un SDNA que admite atractor pullback S con My S precompacto y
verificandose (H2) del Teorema 5.2.7. Sean (Al,R) = 1,---,n, pares atractor-repulsor
pullback en S con

0= Ao(p) & Ai(p) & -+ & An(p) = S(p)

S(p) = Ro(p) 2 Ri(p) 2 -+ 2 Ra(p) = 0

para todo p € P. Entonces, la familia M = {Mi}?zl de conjuntos compactos no autéonomos
invariantes, definidos por

M;=ANR_,, 1<i<n,

se llama una descomposicion de Morse pullback de 3, y cada M; es llamado un conjunto de
Morse pullback.

El siguiente resultado describe la dindmica asintética interna en una decomposicién de Morse
pullback del atractor S.

Teorema 5.5.9 Supongamos que M = {M} ', es una decomposicion de Morse pullback
del atractor pullback S determinado por los pares atractor-repulsor pullback (AZ, R i), @
1,...,n. Supongamos que [yA; NIIyR; = 0 para t = 1,...,n. Entonces, la coleccion de
conjuntos de Morse pullback determina el comportamiento szz'te del SDNA ¢ sobre S. Mds
precisamente, tenemos que:

(i) Para cualquier conjunto no auténomo puntual & en S con
dist(i ,| JoR:) > 0,
i=1

tenemos que

lim dist(o(t,0_p)z(6_p), U M;(p)) = 0.

t—+o00

(i1) Sip es invertible sobre S, entonces para cualquier conjunto no auténomo puntual & en
S con

dist(i || J0A;) >0,
tenemos

t—+o0
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(111) Si o es una orbita entera a lo largo del conjunto no auténomo puntual & satisfaciendo

lim sup dist(p(t, 0_yp)x(0_p), Mx M;) = 0 (5.22)

t—=+00 pep

lim sup dist(o?(—t, 0:p)x(0:p), HXMj) =0

t——4o0 peEP

para algun 1 < 1,7 < n, entoncest < j; ademas, i = j st y solo si o se encuentra sobre

M.
(iv) Sioy,...,00 sonl drbitas enteras a lo largo de los conjuntos no auténomos puntuales
Z1,..., % respectivamente tal que para algin 1 < jo,...,5 < n, wy, (p) C M, ,(p) vy

Wy (p) C Mj,(p) para cadap € P yk =1,...,1, entonces jo < j;. Ademds, jo < ji si

y sdlo si oy no se encuentra sobre | J._, M; para algin k, en otro caso jo=--- = j;.

Demostracion: (i) y (ii) se deducen inmediatamente del Corolario 5.4.5 y la Observacion
25. Como (iv) se tiene inmediatamente de (iii), s6lo necesitamos probar (iii).

Para todo [, m diferentes, afirmamos que II M, NIy M, = 0. Obsérvese primero que, por
definiciéon de proyecciéon tenemos las siguientes propiedades

[Ix(CND)cClixCNnIlxD para todo C,D C P x X

[IxC cIlxD cuando C C D C P x X.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que [ < m, entonces

IIx M, N TIx M, = [Hx (4, N R_1)] N Hx (A N Ry_1)]
C Iy A NTIxR_1 NIIxA, NTx R 1
= Hx A N xRy
CIxAy NIxRy g =0 (5.23)

por hipdtesis.

Por (5.22), se deduce que

lim dist(n(t, &), P x IxM;) = 0.
t——4o00
Observemos que P x 11 < M; es un conjunto compacto en P x X, luego por la teoria disipativa
clasica (véase [37, Lemma 3.2.1]) w,(Z) es un conjunto compacto invariante con respecto a
Ty we(Z) C P x IxM;. Obsérvese que para todo punto (p,z) € [(P x IIxM;) N S]\ M;,
por el teorema de descomposicién de Morse clasico (véase [71] para los detalles), o w,(p, z) o
wi(p, x) pertenecen a otro M, distinto de M;, i.e. cualquier érbita entera de 7 a lo largo del
punto (p,z) se ird fuera de P X I M; en un tiempo positivo o negativo por (5.23). Luego
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M; es el conjunto compacto invariante maximal de 7 en (P x II X]V[Z) NS y entonces es el
maximal en P x [y M; ya que S es el conjunto compacto invariante maximal de 7 en todo
el espacio P x X. Ademds, tenemos que w,(T) C M;. De forma similar, Mj es el conjunto
compacto invariante maximal de 7 en P x II XMj, y wh?(Z) C Mj. Y nuevamente por [71],
i <j.

Sii = j, i.e. tanto w,(p) como w7 (p) pertenecen a M;(p) para todo p. Entonces el mismo
argumento nos da que tanto w, (%) como w? (i) pertenecen M;. Luego, o se encuentra sobre
M;. Reciprocamente, si o se encuentra sobre Mi, entonces por definicién de conjunto alfa
limite y por la invarianza de M; tenemos que tanto w,(p) como w?(p) pertenecen a M;(p)
para todo p. La prueba estd ahora completa.

O

Teorema 5.5.10 Supongamos que M= {]\le}?:l es una descomposicion de Morse del atrac-
tor pullback S respecto al SDNA . Existe entonces una funcion de Lyapunov continua
L:P x X — R con las siguientes propiedades:

(i) L(b:p, o(t,p)x) < L(p,x) para todo (p,x) € P x X yt>0.

(ii) L(bwp, p(t,p)z) = L(p,x) cuando x € |J;_, M;(p) para todo t > 0, y L toma diferentes
valores constantes sobre los diferentes conjuntos de Morse.

(iii) L(Op, ¢(t,p)x) < L(p,x) cuando x € X \ U, M;(p) para todo t > 0.

Demostracion: Por el Teorema 5.2.7, el conjunto S asociado a S es compacto y se en-
cuentra sobre el atractor global del SFSP 7; por la definiciéon de descomposicién de Morse
del atractor pullback, el asociado {MZ :i=1,...,n} es una descomposicién de Morse para
el atractor global S de 7 y 7 es un semiflujo con espacio de estados P x X . Luego el resultado
se sigue de [2, Teorema 3.4 y Proposicién 3.5].

O

Teorema 5.5.11 Supongamos que el SDNA ¢ admite un atractor pullback 5’, en el universo
D dado por (5.17), satisfaciendo que IS es precompacto, la hipdtesis (H2) del Teorema
5.2.7, y que M = {MZ}?:I es una coleccion de conjuntos no auténomos compactos en S con
el asociado M; siendo compacto y mutuamente disjuntos. Supongamos ademds que existe una
funcidn continua de Lyapunov L : P x X — R con las siguientes propiedades:

(1) L(Op, (t,p)x) < L(p,x) para todo (p,x) € P x X yt > 0.

(ii) L(bwp, ¢(t,p)z) = L(p,x) cuando x € | J;_, M;(p) para todo t > 0, y L tomando diferen-
tes valores constantes sobre diferentes M;.

(iii) L(Owp, ¢(t,p)z) < L(p,z) cuando x € X \ U, M;(p) para todo t > 0.

Entonces, M = {Ml}?zl es una descomposicion de Morse del atractor pullback S.
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Demostracion: Obsérvese que por el Teorema 5.3.4, el SFSP asociado m admite un atrac-
tor global, dado por S asociado a S , que atrae a todos los subconjuntos acotados de P x X.
La existencia de una funcién de Lyapunov implica que 7 es un semigrupo gradiente sobre
P x X. Entonces, 7 es un semigrupo tipo gradiente relativo a M = {M;}?_,. Por [2, Teore-
ma 2.18], obtenemos que M es realmente una descomposicién de Morse del atractor global
S. Ademsds, por nuestra definicién de descomposicién de Morse no auténoma, se obtiene el
resultado.

5.6. Aplicaciones

En un reciente articulo, Wang [80] caracterizo el atractor de un sistema gradiente sometido
a pequenas perturbaciones casi periédicas. En particular, basado en los resultados [17], si el
atractor del sistema limite viene dado por la union de las variedades inestables de un niimero
finito de equilibrios hiperbdlicos, el atractor pullback también se compone de la union de las
variedades inestables de un nimero finito de soluciones globales hiperbdlicas casi periddicas
del sistema perturbado. Obsérvese que una ecuacién diferencial con un término no auténomo
casi periddico f lleva a la definicion de un SFSP con espacio base compacto P dado como
clausura de las traslaciones de f, i.e. P = {f(t+-),t € R}. Vamos a mostrar ahora un par
de ejemplos en este marco para ilustrar los resultados.

5.6.1. Un sistema de Lotka-Volterra casi periédico en R?

Considérese una famila de sistemas no autonomos Lotka-Volterra de tipo competitivo para
dos especies u y v,

{ i =u(\ — a.(t)u — bv) u(s) = ug >0 (5.24)

0 =v(p—cv—du) v(s) =1y >0,
cuando, para algin 0 < a < A, a(t) € [a, A] y es casi periddico. Supongamos

lim sup |a.(t) — a| = 0.
€0 ¢eR

Consideraremos sélo el caso A, u > 0, ya que cuando alguno de esos parametros es negativo
el comportamiento es relativamente sencillo.

Obsérvese que los ejes u y v son invariantes, que las soluciones de (5.24) son unicas y el cono
positivo @) = {(u,v), u > 0, v > 0} y su interior @ = {(u,v) v > 0, v > 0} son conjuntos
invariantes. Ademaés consideraremos soluciones sélo en Q).

En el caso auténomo,

U= u(\—au — )

0 =v(p — cu— dv), (5.25)
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el sistema ha sido bien estudiado y depende de los productos ad y bc. Consideraremos ad > be
v (ug,vp) € Q.

Si denotamos por 7' al semigrupo generado por las soluciones de esas ecuaciones, tenemos:
(i) si A < bu/d, entonces T'(t)(ug, vg) — ez = (0, u/c) cuando t — oo;
(i) si bu/d < A < ap/e, existe un punto fijo interior
er = (Ad — bu, pa — Xe)/(ad — be)
tal que
T(t)(up,v9) — €1 cuando t — 00;
y
(iii) si A > ap/c, entonces T'(t)(ug, vo) — €3 = (A/a,0) cuando t — oo.

Para (5.24), obsérvese primero que la dindmica asintética pullback sobre el eje u (que es,
v = 0) es descrita por el atractor pullback de la ecuacion logistica @ = u(A — a.(t)u),
mientras que para las dindmicas en el eje v (u = 0) estdn descritas por la ecuacién auténoma
0 =v(u— cv).

Ahora, de acuerdo con [80, 17], los siguientes resultados se verifican para el caso ac > bd

con € suficientemente pequenio. Denotemos por S.(t¢,s),t > s, el proceso generado por las
soluciones de (5.24).

Lema 5.6.1 Supongamos que ac > bd

i) Si A < bu/c, entonces, para todo (ug,vy) € Q tenemos que

lim S,(t, s)(ug, vo) = (0, /).

t—o00

i) Si X > ap/d, para todo (ug,vo) € Q, existe una solucion global casi periddica de (5.24)

lim S,(t, s)(uo, vo) = (v (t),0),

t—o0

donde a(t) es el atractor pullback para soluciones positivas de la ecuacion logistica
U =u(A — ac(t)u).
iii) Finalmente, si

bu/c < X < ap/d, (5.26)

existe una solucion global casi periddica (Uc(t), Ve(t)) € Q tal que para cada ug, vy > 0
y cada t € R,

tlir?o Se(tv S) (u()? UO) = (Ue(t)v ‘/;(t))
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Si definimos, para cada € suficientemente pequenio, P, = {a.(t +-),t € R} y 0, : P. — P, por
0:(p(+)) = p(t + ), podemos definir un SFSP en P. x R? por
<p7 U, UO) - (etpa @E(t,p)(U(), UO))

con
§0€<t, esp) (u07 UO) = Se(t + S, S7p) (U’O7 UU)?
donde S(t + s, s,p) indica la solucién de 5.24 con a.(t) = p.

En las condiciones de (5.26), podemos reescribir las soluciones globales haciéndolas depender
del pardmetro p € P, por

(Ue(t), Ve(t)) = (Ue(0rp), Ve(0rp))

y también el atractor pullback por

A (t) = Ac(b;p), paratodot € R, p € P..

A partir de ahora y en aras a una mayor claridad, obviaremos la dependencia de €, ya que no
habra confusién. Obsérvese que, dado un € suficientemente pequeno, por el Lema 5.6.1 existe
un atractor global A en P x R?, y una descomposiciéon de Morse dada por los conjuntos de

Morse
M= o} x {e@)} i=1,... 4,

peEP

con e; = (0,0). De hecho, gracias al Lema 5.6.1, el sistema en P x R? es tipo gradiente
con respecto a la familia {M;}?_,, que, por [2, Teorema 1.1], implica la existencia de una
descomposicién de Morse del atractor global en P x R? siendo los conjuntos de Morse M; =

UpEP{p} X {ez(p)}7 L= 17 s 74'

Luego, podemos describir ahora la descomposicion de Morse del correspondiente atractor
pullback en @, que estd definido (véase [18]) por

Alp) = |J W),

1<i<4

donde

W*(e;)(p) = {(ug,v0) € R? : |@(t,p)(uo, vo) — €i(0;p)| — 0 as t — —oc}.

De hecho, es claro que lo siguiente forma una familia de pares atractor-repulsor (recuérdese
que @ es el cono positivo):

Ao(p) =0, Ai(p) = {e1(p)}, As(p) = Ai(p) U (W"(e2)(p) N Q),
Az(p) = Ax(p) U (W (e3)(p) N Q), Asa(p) = Ap),
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Ro(p) = A(p), Ra(p) = Alp) \ @, Ra(p) = W*(es)(p) \ Q, Rs(p) = {ea}, Ra(p) =0

con conjuntos de Morse asociados

M;(p) = Ai(p) N Ri-1(p),
lo que nos lleva a
M;(p) ={ei(p)}, i =1,...4.

Obsérvese que es inmediato comprobar que II YA NTIxR; = (), luego se verifican nuestros
resultados en los Teoremas 5.5.9 y 5.5.10.

5.6.2. Mas ejemplos

Particularmente interesante son los siguientes modelos no auténomos de Lotka-Volterra para
dos especies interactuando, con difusion:

up — Au = u(At,z) —a(t,z)u — b(t,x)v), x€Q, t>s,
v — Av =v(u(t,x) — c(t,z)u — d(t,x)v), x=€Q, t>s,
Biu =0, Byv =0, r €I, t>s,

u(s) = us, v(s) = v,

(5.27)

con A\, i, a,b,c,d € L®(Q), Q@ = RxQy Q C RY. Los operadores B; y By pueden representar
condiciones en frontera de tipo Dirichlet o Robin (véase [52] para mds detalles).

Supongamos que infg a(x,t) > 0y infg d(x,t) > 0, podemos considerar los tres casos clasicos
dependiendo de los signos de by c:

Competicion: b, c > 0.
Depredador-presa: b > 0, ¢ < 0.
Simbiosis: b, c < 0.

En [52], se prueba que este sistema dindmico infinito dimensional no auténomo de Lotka-
Volterra posee un comportamiento asintético similar al modelado por la Eq. (5.24), i.e, las
condiciones vienen dadas por la existencia de una solucion global atrayente hacia adelante
(para soluciones positivas), y soluciones globales semiestables sobre los ejes.

Si suponemos que la envolvente de las funciones no auténomas A, a, b, u, ¢ y d generan un
espacio compacto, a partir de los resultados de [48] podriamos describir la descomposicién
de Morse como en la seccién anterior.
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Capitulo 6

Conclusiones y problemas abiertos

A lo largo de esta Memoria hemos estudiado el atractor global A para un semigrupo {7'(¢) :
t > 0} de una ecuacion diferencial auténoma y, mas profundamente, los diferentes atractores
que podemos tener dada una ecuacién diferencial no autéonoma. Hemos tratado con el atractor
pullback en el Capitulo 4, estudiando ademés un modelo de Lotka-Volterra. También hemos
tratado con el atractor global A para el semiflujo skew-product y con el atractor cociclo
{A(p) }pep, ambos en el Capitulo 5.

Hemos generalizado los resultados de Aragao et al. [3] al caso de tener infinitas componentes
de Morse del atractor global A, esto se hizo en el Capitulo 3 y conseguimos obtener la equi-
valencia entre semigrupo gradiente genralizado, semigrupo gradiente dinamico generalizado
y descomposicién de Morse como vimos en el Teorema 3.4.6.

Ademas de esta generalizacién de los resultados en Aragao et al. [3], conseguimos hacer lo
mismo en el caso de enfrentarnos con una ecuacion diferencial no auténoma. Para ello tuvi-
mos que desplazar nuestro marco de estudio al de los semiflujos skew-product, o semiflujos
cruzados tal como vimos en el Capitulo 5.

La extension natural de este trabajo es conseguir estas mismas equivalencias para otro tipo
de ecuaciones diferenciales, como por ejemplo el caso de tener una ecuacion diferencial no
auténoma e infinitas componentes de Morse. Otro caso a considerar es el de usar, en el caso
no autéonomo, un espacio base ¥ que no sea compacto en la linea en la que Bortolan et al.
[10] trabajaron, ya que la compacidad de P ha sido un requisito indispensable para nosotros.
También queda por ver si se podria repetir todo nuestro programa en el caso de tener una
ecuacion diferencial estocdstica, o en el caso de perturbacién de procesos.

Finalmente queda desarrollar algunas aplicaciones mas a EDPs que refuercen todo lo que
hemos presentado en esta Memoria, ya que, en su mayor parte, es un trabajo con un gran
contenido tedrico.
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