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El objeto de esta tesis es la formalizacidn de diversos
aspectos de la teoria de redes eléctricas lineales con
dispositivos de dos terminales, can particular aplicacidn a las
redes con simetria ciclica. Esta formalizacidn se entiende como
2l establecimiento de los conceptos basicos de la teoria gque
permitan posteriormentea una demostracion formal dea los
principales resultados mediante la utilizacion de los
instrumentos matemdticos habituales. Histdéricamente, la teoria de
grafos de redes eléctricas se ha desarrollado como una
trasposicién de la teoria de grafos lineales (diagramas de 1Zneas
y puntos). En algunos casos tal trasposicidn as muy forzada, va
U2 an general dicha t=oria no orevé la existencia de lazos ni de
una multiplicidad de aristas con los mismos nudos extramos. Fae
23 uno de los motivos que exigen una teoria agspec{fica de grafos
de rades eléctricas. For otra parte, los resultados bDasicos de
la teoria de grafos son facilmente intuibles v ello lleva a veces
a tomar ccmo demastraciocnes ~osas qu=a no  son d3ino siaples
descripciones, lo cual a su ve: dificulta la obtencidn  de

resultados menos inmadiatos. La primera parte de esta tesis tians

e

uas  como finalidad =21 sstablecimiento de los concaptos vy de los

it

resultados formales bisicos de la teoria de grafos de rede

gléctricas con dispositivos de dos terminales. Estos conceptos

3t
O

desarrallan con la mayor genaralidad {(grafos no conaxos, con
aristas =n paralelo, es decir, con los mismos nudos axbtremos, v
can lazos). Para definir las matrices asociadas al grafo se
introducen los conceptos de vector y matriz con {ndices en un
alfabeto arbitrario, que =avitan el recursao habitual a ia
reordenacion de filas o columnas y permiten definir fAacilmnente
particiones vectoriales vy matriciales. Igualmente las variablas

agociadas a la red (tensicnes o intensidades) se definen con la



mayor generalidad. A partir de los conceptos anteriores se
formulan las leyes de Kirchoff Yy las ecuaciones primarias que
definen los dispositivos que constituyen la red. La formulacidn
adoptada =8 apropiada tanto para el régimen estacionario sencidal
como para transitorios vy para excitaciones no senoidales o
inclusa para redes lineales de parametros variables en funciaén
del tiempo. S2 hace un breve excursa sobre las relaciones
causales entre las diversas sefales asociadas a la red. Se define
formalmente la simetria de la red, se definen y analizan las
redes simétricas en régimen equilibrado y la descomposicién de un
régimen no equilibrado en una suma de regimenes equilibrados. For
ultimo, se establece la red monofasica equivalente o red de
secuencia de una red simétrica en régimen equilibrado, cuyo grafo
8 relaciona con el grafo de la red original mediante diveraos

morfismos de grafos.
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La estructura de este trabajo es la siguiente: Los cuatro
primeros capitulos estan dedicados a establecer 21 sistema de
ecuaciones de la red lineal. Los tres dltimos a abordar la

definicidn y propiedades de las redes simétricas.

El cap. 1 define grafo no orientado de la red que se concibe
como un modo de axpresar las relaciones de conexidn existentes
entre terminales de dispositivos y nudos de conexidn. Dado que
las propiedades topoldgicas de la red son gaenciales para
formular lss leyes de Kirchoff y para la definicion de la
simetria de la red, y que dichas propledades garivan
fundamentalmente del grafo no orientada de dicha red,; 1)
desarrolla extensamente esta cuestidn con aplicaciones. S adopta
la definicidn més general de corte y una definicisdn de bucle MmAs
simple que la utilizada habitualmente. Se hace2 uso de concepta
de clase de conexidn de los nudos del grafo oara poder considerar
grafos no conexos, del concepto de itineraria que paralite cbhtsner
y orientar caminos y bucles y del concepto de bosgque maximal gue

sustituye al tradicional de Arbol del grafo.

El cap. 2 define el grafo orientado de la rad Y  3us
relaciones zon =1 no orientado. La orientacidn de un dispositivo
s@ concibe como una ordenacidn de sus terminales, vy no de los
nudos a los que dichos terminales sstan conectados. As{ tisgna
sentida la orientacidn de un dispositivo que tiene ambos
terminalaes conectados al mismo nudo. En aste capitulo se definen
también las diversas matrices asociadas al grafo, lo cual
requiere los conceptas de matriz y de vector con indices en

alfabetos arbitrarios. Se suprime la identificacidén de los



vectores con las matrices filas o columnas y la trasposicién de
vectores. Se propone una nueva matriz C que relaciona las clases

de conexidn con los nudos del grafo.

El cap. 3 estd destinado a la caracterizacién algebraica de
las seffales asociadas a la red: tensiones o intensidades. Estas
seffales estdn consideradas no en sus valores instantdneos, sino
como funcicnes ordinarias o generalizadas del tiempo. El resto
del capitulo se dedica a diversas formulaciones de las ecuaciones
kKirchaffianas de la red. Se introduce el concepto de intensidad
de nudo, gue es nula si la red verifica 1la primera lay de
Kirchoff, pera que resulta Gtil para el estudio de subredes

multiterminales y para la obtencién de redes de secuancia.

£l cap. 4 define los dispositivos que constituyen la read
lineal y establece 21 sistema de ecuaciones de la misma. Se hace
una breve disgr=sidn entre relaciones formales y relaciones
causales entre las sefMalss de la red. A titulo da aplicacidn sa

abtienen diversas propiedades de las subredes multiterminales.

El cap. 5 define los morfismos v las simetrias de graftos,
que constituyen la base de la definicidn de la simetria de la
red. Las simetrias de la red constituyen un grupa algebraice. E1
estudio se limita al subgrupo ciclico genarado por una simetria
particular de la red, que es el gua tiena una mayor incidencia
prictica  (redes polifasicas). Este aubgrupo opsra sobre los
conjuntos de nudos, aristas, arcos y terminales del grato vy
también sobre las seflales asociadas al grafo {(tensiones =
intensidades). El capitulo Finaliza con la definicidn de la
simetria de la red para un tipon de red bastante general
(constituida por fuentes ideales de tensian y de intensidad y por
otroa elementos linzales cuyas escuaciones primarias se formulan

mediante una matriz hibrida de multipuerta).
En =21 cap. 6 se definen las redes simétricas en réagimen

equilibrado y se estudian sus propiedades y la dascomposicidn de

un régimen no equilibrado 2n componentes simétricas.

i



En el cap. 7 se desarrollan las propiedades de los morfismos

de grafos y se aplican a la obtencidn de las redes de secuencia.
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1.1.-REDES ELECTRICAS CON DISFOSITIVOS DE DUS TERMINALES

Una red eléctrica de este tipo estd constituida por un
cierto namero de dispositivos de dos terminales {resistencias,
fuentes de tensidn, etc.) y por un cierto ndmero de puntos o
nudos de conexion. Cada terminal va conectado a un nudo (Fig.1).
Los dispositivos interactdan a través de las conexiones y también
de otros modos gue se especificaran posteriormente {(acoplamientag

magnetico, fuentes gobernadas, etc.).

C2e-BEL GRAFD NO ORIENTADO DE LA RED

Un grafo de la red es una descripcion de sus conaxionas,

consideradas en sus elementos esenciales: log terminal es

Yy  los
nudos., Fartimos, pues, de un conjunte T de terminales vy de un
conjunto N de nudos, Entre wllos existen dos olasas WS
relaciones: oo uwna  parte, los dispositivos emparejan & los
terminales; por otra, la conexion hace corresponder a cada
terminal un nudo. Llamamos arista a cada par de terminales de un
dispositivo. Escribimos A @! conjunto do aristas de la red. L.os
elensntos de A son, por tanto, subconjuntos de T con dos
elementos, tales gue todo terminal de T peartenece a una arista v
dos aristas distintas no tienen ningdn terminal comdn. Es decir,
A es  una particioen de T formada por subconjurtos de T con  dos
elementos cada wno. For obtira parte, la conexidn terminales-nudos
se describe mediante una funcidan de conexidén Wi T-—=>N, gus hacs
carresponder a cada terminal un  nudo. Denominamos grafo no
orientado de la red al cuarteto GB=(T,A,N,w) cuyas componentsas

acabamos de describir. En todo lo gque sigue supondremos que 7 v N



son  conjuntos finitos, es decir que la red es finita.

algunas cuestiones necesitaremos suponer que un cierto grafo

tiene aristas. En ese caso =g, A=g, v=d,

FIGURA 1.1
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El grafo no orientado G se puede describir mediante asquemas
como el de la fig.2. En ella hemos representado los nudos
mediante circulos pequeMos y los terminales mediante puntos. Una
linea entre dos terminales indica una arista. Una linea entre un
terminal y un nudo indica que &l primero estd conectado al
segundo. Fara abreviar le damos nombres simples a las aristas.

Asi para el ejemplo anterior ponemos:

b633 .. 3 LA=(19,203

]

R1={1,2}; R2=(

i

, 433 R3=(

Cuando sélo interesa mostrar las relaciones entre las
aristas y los nudos, se utiliza un esguema sin terminales, como

el de la fig. 3, al cual denominamos grafo lineal no orientado d=

la rad.
a _ b 8 4
o2l 5 o B3 /:p
£1 L1{ L2 < 3
w} 4:, k¥, y ’f)
2 R2 $ 3 R4 Y

FIGURA 1.3

1.3.-DEFINICIONES

Advertencia: En todo este parrafo nos referiremos a un grato



no orientado G=(T,A,N,w).

Decimos que un nudo @s un es un extremo de una arista, i
algun terminal de la arista estd conectado a dicho nudo. Entonces
se dice que la arista incide en ese nudo. Llamamos grado de un
nudo al numero de terminales conectados a dicho nudo. Decimos quie
un nudo es aislado si su grado es 0, vy que es un nudo terminal si

su grado es 1. Dos nudos son contiguos si son extremos de la

misma arista.

Bea G'=(T',A',N',') otro grafo no orientado. Decimos gue es
un subgrafo de G y lo simbolizamos ('cG si posee las propiedades
siguientes: T'CT; A'CA; N'CN v, ademds, v es una prolongacidéan de
V', Es decir, un subgrafo de 6 esta constituido por ciertas
aristas de G, por los terminales de dichas aristas, por ciertos
nudes  de G, incluyendo los extrenons de las citadas aristas v
manteniéndose las mismas conexiones terminales-nudos. De  oszta
definicion se desprende gue dos subgrafos de $ con  las  mismas
aristas y nudos son idénticos. For ello basta con conocer G, A' vy
N'  para definir el subgrafo G'. Se dice que B' es un subgrafo
propio de G si G'#6; se dice que es cubriente si N'=N3 se diocs
que es el subgrafo inducido por N', vy se sscribe G'=<MN'>, si G
esta constituido por los nudos N' y por las aristas de G cjpuee
tienen todos sus extremos en N'. Se pusden obtener subgrafos de 6
por supresion de aristas: el subgrafo resultante contiene todos

los nudos de 6 y las aristas no suprimidas. También se obtienen

i

subgratos por supresion de nudos: El subgrafo resultante es =1

i

inducido por los nudos de § no suprimidos.

Dados los subgrafos G'=(T',A',N',w') y G"={T" A" ,N", " de
G, llamamos subgrafo union de 3°' y B" vy 1o escribimos G'uB"  al
gue tiene las aristas A'UAY vy los nudos N'UN". De modo andlogo se
define la interseccidn de subgrafos y se escribe G'nG". Sean §° v

G" subgrafos cubrientes de G, decimos que son complamentarios

ut
ot

sus conjuntos de aristas son subconjuntos complementarios da A,

Sea (prad wNa  sucesion finita o infinita de nudos d2 5.



Decimos que e conexa si todo par de nudos consecutiveos de la
misma son contiguos. S dice gue 1os nudos p, p' de G son conexos
en G si existe una suces:on conexa de nudos de 6 que pasa por opoy
P La relacidn de conexidn entre rudos de 6 es une relecicon de
equivalencia, por lo tanto establece una particidén de N en clases
de equivalencia, denominadas clases de conexion de 5. Decimos qu
G es conexo si poses una sola clase de conexian, N. Esto eguivale
a decir que cada par de nudos de § son  conexos. Denominamos
conjunto de nudos de referencia de 6 a todo NotN constituido por

un Yy solo un representante de cada clase de conexidén de BG.

Ejemplo: El grafo de la fig.3 tiene tres clases de conexion:
{a,b,e.f}, {c.,d,o,.h>, {kI

En el mismo podemos tomar como conjunto de nudos de referencia:

N- = {e,c,kd
Detinimos una distancia d(p,p') en N escribiendo:
i) dipypl=+w, si p y p' no son conexos: 1i) 51 p y p' son

conexos entre todas las sucesiones conexas con primer término p vy
ditimo término p' elegimos una que tenga un menor namerc m de
términog, y entonces escribimos dip,p')=m-1. Dado un peN v un
entero k denominamos bola cerrada de centro p y radio k al
conjunto NucN de los p'eN tales d(p,p')ek; denominamos esfera de
centro p y radio k al conjunto N, de losg p'eNM tales que

dip,p’ =i,
En lo que sigue haremos uso del resultado siguiente:

RO// 8Sea X un conjunto finito con una relacidn de orden < no

necesariamente total. Decimos que un elemento xeX es maximal i

=

para todo yeX la relacidn x4y implica y=x. Entonces para todo zeX

D

. Supongamos que el enunciado no se cumple para un  zeX.
Fodemos definir entonces una sucesion infinita (x:;) de elementos

de X, con Xo=r y tales QuUe Xi<¥;+: para todo indice i. Entonces X

no seria finito. Contradiccion.[]

o



El conjunto de subgrafos de G es finito y la relacidn de
inclusidn € entre subgrafos es una relaciédn de orden. A fortiori
el conjunto de subgrafos comexos de 6 es finito Y no vacio,
Denominamos componente conexa de G, o simplemente componente de
Gy, a todo subgrafo conexo maximal de G. Las componentes de G
existen. En efecto, ®l subgrafo de G constituido por un solo nudo
P @s conexo. En consecuencia RO asegura que existe una componente

de G que contiene a p.

Ejemplo: Los siguientes conjuntos A' de aristas v N' de nudos
definen una componente del grafo de la fig.3:
A' = {(R1,E1,R2,L1>

N' = {a,b,e,f}

Decimos gue (G es un camino si es conexao, posee dos nudos
terminales vy todos los restantes nudos tienen grado 2. Dacimos
que 6 2s un bucle si s conexo y todos sus nudos tienen grado 2.
Dado un grato 8 llamamos bucle de G a todo subgrafo de U gue s2a
un  bucle. Decimos que B es un bosque si no tiene ningun bucle.
Decimos aque G es un 4rbol si es un bosque conexo. Llamamos
camino, bosque, o arbol de B a todo subgrafo de G que sea

respectivamente camino, bosque o arbol.

Sea G' un bosque maximal de G. Demostraremos mas adelante
gque es cubriente,. Llamamos cobosque de G a todo subgrafo de &
complementario de un bosque maximal de 3. A las aristas de 8' les

decimos ramales de G', vy a las de su cobosque enlaces de &', 1

1

ademas G’ es conaxo, a su cobosque le llamamos coarbol. Razonando

:{
coma antes, RO asegura que todo grafo G tiene un bosgue maximal vy

b

un arbol maximal.

0: En la fig.4 se nmuestra un bosque maximal del grafo de la

fig.3. Con lineas de trazos se han indicado los enlaces.
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infinita o finita con un ndmero par de términos, de terminales de
G tal que para todo indice i»0:

1) taiva#t,

2) {taeu ,taivateA

3 wltai ) =w (b wn).,
Un itinerario induce una sucesidn (pi) de nudos de 6 vy una
sucesidn (az) de aristas de G definidas: pi=wita,)=w(ta, 1) ¥

ar={tzi,tay+2}, para todo i:0. La sucesién (p.) es conexa.

Ejemplo: Los siguientes son itinerarios del grafo de la fig. 2
1,2,13,14,4,3,10,92,1,2
12,11,17,18,8,7,14,15,5,6
19,20
20,19,20,19,20,192,20,19,...
Las sucesiones de nudos y de aristas inducidas por @l primer
itineraric citado son:
a,b,f,e,a,b

Ri,L1,R2,E1,R1

1.4.~RESUL.TADOS BASICOS DE GRAFUS NO ORIENTADRDS

Advertencia: En @l resto de esste capitulo nos

referiremos a los grafos G, 6', B", B., etc., definidos:
Ge=(T A N, w) g Gi=(T',A" ,N',wv)j GU=(TH A" N" ")
Gre={Th g A g Ny 1w <82 ) g s#tc.  Dalvo aviseo en  contrario
anplaaramos  las letras ny, r v m resoectivamenta para
referirnos a los nimeros de nudos, aristas v clases oo

conexion de 6.

R1/7 LLa suma de los grados de los nudos de G es 2r.

Dem.: Cada terminal de 6 forma parte de una arista de B y s0lo as
una, y cada arista posee deos terminales. Cada terminal de O
incide 2n un Yy $alo en un nudo de B y el ndmero de terminales ous
inciden en un nudo =23 el grado de 2se nudo. For lo tantao &1
numero total de terminales de G es 2r y es igual a la suma de los

grados de los nudos de 6.0



R2// Todo bucle con n nudos posee n aristas. Todo camino con r

aristas tiene r+1 nudos.

Dem.: Es consecuencia de Ri1.[

R3// Sean G un grafo y & un corte de G con extremos N' y N". Fara
que (& sea vacio es condicidn necesaria y suficiente que toda
clase de conexidn de G esté contenida en N' o en N'. Fara que G
sea conexo es condicidn necesaria y suficiente que todo corte
vacio de B sea trivial.

Dem.: Si @ no es vacio existe una arista a de @ con un extremo
peN' vy otro p'eN". La clase de conexidn N, de p no =sta contenida
en N'y, ni en N". For lo tanto la primera condicidn es suficiente.
También es necesaria. En efecto, 51 una clase de conexidn N. no
esta contenida ni en N' ni en N", entonces existen p,p'sN. tales
qua peN' v p'aN". Como p vy p' son conexos existe wna sucesion
conexa (p1) con primer términc p vy ultimo término p'. Hea k@l
meanor antero tal que pe.elN', entonces pre-.eN'. Existe una arista a
de G gque tiene sus extremds &N Pew-1 Y P, dado que éstos son
contiguos. Entonces asll. 2 no es vacio.

La sequnda parte es consecuencia de la primera.(

R4// Sea G un bucle. Si G' es un bucle contenido en 6, entonces
G'=3.

Dem.: Supongamos qgue G'#8 y G'cB. Sean n y n' los respectivos
numeros de nudos de G v G'. Se ha de cumplir n'<n. En efecto, un
bucle tiene tantos nudos como aristas [R2J. 891 n'=n, eentonces
G'=E. En consecusncia N#N'. For otra parte, 0§ es conexo y @l
corte @ con extremos N' y N-N' no =25 trivial. FPor lo tanto,
existe una arista a de 6 gue tieng un extremo @n un nudo p'eN' vy
otro  en wn peN-N' [R31. Dicha arista no pertensce a 6'. En p'
inciden cos terminales de 6', dado que §' es un bucle, y otro de

la arista a gue no pertensce a B'. El grado de p' en 6 es

Ahora bien, =sto es impousible yva que G s un bucle.(d

R3// Sean G un grafo todos cuyos nudos tienen grado *2 y to un
tarminal de BO. Existe un itinerario infinito (t.) sobre G

Dem.: Fara cada 130 @scribinmos t=i+s 2]l otro terminal de  la



arista a la que pertenece t=.; elegimos tzi+= arbitrariamente
entre los teT tales gue w(t)=w(tzi+1) ¥ t#toi+1. Esto dltimo es

siempre posible va que twdos los nudos de G tienen grado »2.00

R6// Sean G un grafo, y (a:) y (p.) sucesiones de aristas y de
nudos de G con 130 y 1+1 términos respectivamente. Fara que (a,)
Yy (p:) sean las sucesiones inducidas por un itinerario de G, es
necesario y suficiente que se cumplan las dos condiciones
siguientes: i) Fara todo i, p: Y pPi+1 son extremos de Ay g
ii) Para todo i, la relacidn pi=pi+. implica a: es un lazo. Si 6
posee un itinerario infinito (t.), entonces contiene al menos un
bucle.
Dem.: Las condiciones son evidentemente necesarias. Veamnas  gus
son suficientes. A partir de (a:) y (p.) puede construirsze una
FUCES1 AN (L) de terminales de 8 con 21 terminos del siguients
modo: &) te es un terminal de ao tal que vite)=pa. b) Definido
Tow,  sea teaw tal que t#t-e. Fonemos tawes=t. ©) Definido Ty
$i  dw+ar 23 un lazo elagimos un tEaw -1 tal que tFtawes y ponemos
tzuse=t. 31 auar NO es un lazo, sea t el dnico terminal de awa.
tal gque v{t)=p.. Fonemos taw+a=t. Dejamos al cuidado del lactor
la demostracidon de que la sucesién asi construida es Un
itinerario de G que induce a (&:) y (pi).

Sean (py) y {ay) las sucesiones de nudos v aristas de &
inducidas por el itinerario infinito (ty). Como N es Finito
existe al menos un nudo que se rapite en la sucesidn (py). Sea

2l menor indice con la siguiente propiedad: Existe un kil tal gus

Pe=p1+1. Entonces los nudos p., son todos distintos. B

consecuancia, las aristas a:q, k¢idl lo son también, va que dos
cualesquiera de ellas tienen al menos un extremo distinto. For 1a
misma razén, las aristas a.(, k{il son todas distintas. 5i k+141
entonces a, es distinta de aw, va que Pu, Puer Y pr son  todos
distintes. Si k+1=1 entonces av#a., vyva que Pe=pPr+ 1A Drkwr N
tevvi#tace.=. Es decir en todos los casos las aristas Ay k11
son todas distiptas. El subgrafo de 3 constituido por los nudos
aristas O, y a., kil 23 un bucle. Se dejan los detalles al
lector. (]

1Q



R7// Si todos los nudos de un agrafo G tienen grado >2, entonces G
contiene al menos un bucle. Si 6 es un bosque con alguna arista,
posee al menos un nudo terminal.

Dem.: La primera parte es consecuencia de RS y Ré. For otra
parte, si 6 es un bosque con alguna arista, el subgrafo 6° de 6
obtenido suprimiendo todos los nudos aislados de 5 es no vacio.
Todas isus nudos tienen grado »1. 5i ademds tuvieran todos grado

*1 entonces G' contendria un bucle, lo cual es imposible.[]

R8// Sea G un bucle con n nudos. Para cada toel existe un y solo
un itinerario infinito (t.) de G. Sean (p:) y (a:) las sucesiones
de nudos vy aristas de 6 inducidas por (ti). Se verifican las
propiedades siguientes:

1) N={pou,PiyrneyPr-al

2) A={Ac, 81 4404 yRm—-a1}

3 T={to,t Lgesew yCoapmey

4) Para cualesquiera enteros 120, Jra, la relacidon t.=t,
implica i-jeinZ, siendo Z el conjunto de los numercs enteros.
Dem.: Dadeo que todos los nudos de 6 tienen grado 2, tal
itinerario existe (R3] y es unico. Fara el resto se sigue el
metodo de demostracidn de Ré6. Como G tiene n nudos en Py Pigasas
p~ hay al menos un nudo repetido. Existen, por lo tanto indices
kel tales que Qikd{l<{n tales que los nudos p:, kui<l son todos
distintos v son los nudos de un bucle contenido en 6. Este bucle
as @l prapio 6 {R41 v por tanto, l-k=n, k=0 y l=n. De ahi las
propiedades 1), &) y 3. De lo anterior se deduce qQue po=p. v
torten—1#tzn. LComo el nudo po es de grado 2 se sigu2 gue ten=ta,
For la primera parte del enunciado resulta que el itinerario to.,
Lomrt gueny @s 1déntico al teo, ti,... Por induccidn, para
cualesquiera  enteros ir0, k2O s2 cumple ti+zwn=ti. S@an anhora
120, 320 tales qua ti=ty, y i', j' los restos enteros de la
!

divisidn de los anteriores por 2n. Entonces ty.=t,.. Como 201w

y a93'{En se sigue de 3) gue i '=3i' v por tanto i-jeZ2nZ.)

R?// Un corte @ yv un bucle G' de un grato G tiensn un ndmero par
de aristas comuanes.

Dem.2 Sea n =1 ndnero de nudos de G'. De acuerdo con KR8

[
=
u
r
i
5
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sucesiones (a:) vy (py) de aristas y de nudos de G' con las
propiedades que alli se citan. Sean N" y N-N" los extremos del
corte GQ. Definimos una sucesidn de numeros enteros (s.) tales que
s1=1 g1 pieN" v si=-1 &n caso contrario. Fara que Si#s:i+.: g
condicion necesaria y suficiente que a.cl. Se tiene:

S/ S50%(51/80) e (52/51) e e. (S /Bmer)

Ui

1 r es el nunero de aristas de B que pertenecen a @ resulta:
B/ Ba=(—-1)r, Ahoara bien, por definicidn de la sucesidn (p.) se

tiene pn=po. De aqui (-1)"=1 y por lo tanto r es par.[]

R10// Sean G un grafo, G' un subgrafo de G, p y p' nudos de G'.
Si p y p' son contiguos en G' lo son en G. Si son conexos en G
lo son también en G. Toda clase de conexidn de B' estad centasnida
en una vy solo una clase de conexidn de G. Supongamos ademis que
B' as cubriente. Sean C vy C' los correspondientes conjuntos de
clases de conexidn de G y B'. Definimos una aplicacién :0'—>0
haciendo corresponder a cada NieC' la clase N,eC que la contisne,
Esta aplicacidn es exhaustiva. Fara que f sea invectiva os
condicidn necesaria y suficiente gque C'cC. Entonces C'=C v ¥ =3
la aplicacidn idéntica.
Dem.: Dejamos todas las afirmaciones menos la Gltima al  cuidado
del lector. 81 C' no estd contenido en € existe una Niel' tal que
» No pertensce a C.  Sea NepelC tal gue Ngo2NA. Existe un p'‘aeN, tal
gque  p' no partenece a Ng. Sea NS la correspondiente clas de

conexidn de p’ an G'. Se cumple NS cN.g Ne - #NL oy F (NS =f (NS ).

f2 I

no &@s invectiva.{}

Ri1/7/ Sea N una clase de conexian de un agr-afto G, Entonces i, >
2g una componente de G. Reciprocamente, i G' es una components
de &, antonces N' gs una clase de conexion de B vy G'=4N' ., Las
compongntes de 6 constituyen una particidn de 6.

Pem.: Sean p,p'eMy. Existe una sucesidn conexa (P de nudos de ©
con primer termino p y dltimo término p'. Todos los nudos de 1a
sucesion pertenscsn a Np. Cualqguisr par de nudos consecutivos do

(pm)

i

on extra2008 de una arista de <Nn>. En consecusancia o y po
s0n conexos también en N>, INep> 235 conexo. Sea B" un subgraic

conexo d2 6 gque contenga a N, >, Coma 6" s un subgrafo de 6 o



tiene N"CNp [R10). Las aristas de G" pertenecen a N>, por lo
tanto "={Ne> y B" s un subgrafo conexo maximal de G.
Reciprocamente si G' es una componente de G, N' estd contenido en
cierta clase de conexidn N, de B [R10] y por lo tanto en “Ng>. De

ahi que G'=<No>. El resto se deja al lector.[

R12// Sean p,p' dos nudos conexos y distintos de un gratfo G,
Existe un camino de G gque tiene por nudos terminales a pDYy p'.

Dem.: Dado que p y p' son conexos existe una sucesidn conexa (pa?
de nudos de nudos de G con primer término p y dltimo término p'.
Entre todas las sucesiones con esas propledades existe al menos
una  con  un menor numero de términos. Todos los nudos de dicha
sucesion son distintos. En efecto, sea k+1 el nanero de términos
de la sucesidn. B8i py=p., O0jil<k entonces la sucesion obtenida
suprimiendo los términos j,j+l,...,l-1 de la anterior seria
conexa, Con menor namero de términeos gque la anterior y uniria p
con p', en contra de la definicidén de la primera sucesién. Para
cada i, SEA a1 una arista de § con extremos po v Dier. Entonces
los nudos py, OLi<k v las aristas a., 0¢i<k definen un camnino de

G con nudos terminales p vy p'.]

R13// Sean a una arista de un grafo G, con extremos p vy ', 51 el
subgrafo G6' de G obtenido suprimiendo la arista a 88 wn camino
con nudos terminales p vy p', entonces B =8 un bucle.

Dem.: Se deja al lector.l)

R14//7 Sean a una arista de un grato G con extremos p vy p'y, 6' =
subgrafo de (G obtenido suprimiendo la arista a, © y C° low
conjuntos de clases de conexion de Gy G'y, MY v NY. las clases de
conexion de p vy p' en G'. S5e verifica:s

1) Fara toda N"eC' las relaciones N"#N, y N"#N,. implican

"zC.

2) NSUNG . &l.

3) 51 Na=NYG ., entonces C=C° y & no 2s3ta contenida &n ningde
bucle de &.

4) En cas  contrario Card(Ci=Card(C)+1 vy a no BHL

contenida &n ninguan bucle de 8.

fak
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Dem.: 1) Sea N"eC'. Como G' es un subgrafo de G, existe una N.el
tal que Nw2aN" [R10J. C' es una particiédn de N y, en consecuencia,
toda clase de conexidn de 5' distinta de N" estd contenida en N-
N". El corte @' de G' con extremos N" y N-N" es vacio [R31. Si el
corte @ de 6 con los mismos extremos no es vacio entonces
contiene a la arista a, vy por tanto peN" ¢ p'eN". Es decir, si
N"#Nn y  NY#NS .,  entonces @ es vacio. Existe una NeeC tal que
N DN" [R10J. Entonces, vya que 0 es vacio, N.CN" [R31. De ahi el
resul tado.

2) Los nudos NgUNS. son conexos @=n G, vya gque los NS y los
Ng . lo son en G' v py p' lo son en G [R10Y. El resto de la
demostracidon es similar a la de la parte 1).

) C'eC.  En efecto, sea N"eC'. Hi N"#NJ,, aplicando 1) se
tiene N"zC. Segun 2) NieC. For lo tanto C'cC y C=C'LR101. For
definicion, p y p' son conexos en (G'. For lo tanto, o bien p=p',
0 bien existe un camino de B' con nudos terminales p y p! CR1IZ217.
En 2l primer caso existe un bucle de 6 constituido por la arista
a vy a2l nudo p, vy en el segundo un bucle de B constituido por la
arista a vy los nudos y aristas del camino de G gue tiene por
nudos terminales p y p' [R131.

4) De acuerdo con 1) y 2) y empleando la aplicacidon 4  d=
Rio, resulta f((N")=N" para toda N"ecC' tal gue N"#N.} Yy NU#NS ., v
PG =F (NS ) =Npy  con Ne=NAUNL.. Como f es exhaustiva resulta
Card(C")=Card(C)+1. For otra parte Nua#MN.., El corte Q@ de & con

axtremos NS y N-NJ no contiene ninguna arista de §'. Dado que »

Pt

no esta contenida en ningun extremo de 9, G no @s vacio LR3I, 0
contiane udnica y exclusivamente a la arista a. 581 existisse un
bucle de G gque contuviese a la arista a entonces tal bucle v

corte @ tendrian una sdéla arista en comdn, en contra de RK9.{]

R15//7 El ndmero de componentes de un bosque G con r aristas y n
nudos 83 m=n-r.

Dem.: For induccidn sobre r. 5i r=0 todos los nudos de 6 sor
aislados. Cada nudo &5 una componente de 6. Entonces m=n, SHea
ahora >0, Supongamos que el enunciado se cumple para todo ¢ dr.
81 suprimimos una arista a de 6 el subgrato G' resultante tiens

T | aristas m'=m+l componentes va aue B no contiene ninaus
q o
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bucle [R14]. Por induccién resulta m'=n-r' Yy &n definitiva, m=n-—

f.D

R16// Sea G un grafo. Todo bosque maximal de G es cubriente.
Dem.: Sea G' un bosque maximal de G. Si 6' no Ffuese cubriente
entonces el subgrafo de G constituido por todos los nudos de G vy
las aristas de G' seria distinto de G', contendria a G' y tampoco
tendria bucles. G' no seria un bosque maximal.(]

R17// Sean G un grafo, G' un bosque maximal de G, C vy C' los
respectivos conjuntos de clases de conexidn de 6 y 6'. Se
verifica: C=C'. Todo bosque G' de 6 con C'=C 23 maximal.

Dem.: G' es cubriente [R161. Supongamos que C'#C. C' no estéa
entonces  contenido en O (R103. wiste por tanto un MieC' gue no
pertenece a C y existe una N,eC tal que N, IN., vy Ne#NY  [RLIOD.
Consideremos el corte O de G que tiene por extremos Ng y N-NJ, N
no esta  contenida en ninguno de los extremos de O, En
consecuencia, (@ no es vacio [RI1. Existe una arista a de 6 gue
tiene sus extremos en NS y an N-N.,. Los extremos de a pertenecen
a dos clases de conexidn distintas de 6. El subgrafo cubriente
de G constituwido por las aristas de G' mas la arista a @5  wun
bosque de 5 [R141, distinto de G' y que contiene a G'. 6' no es
maximal. Contradiccidn.

For ualtimo, un bosgue 5' de G estd contenido en un  bosgue
maximal G" de G. Cada clase de conexidn de 5" estad contenida en
una da G6' [R1Q01. De ahi{ C=C'=C". Si 5"#5' entonces existiria una
arista a de (" que no perteneciese a B' vy a gstaria contenida 2n

un bucle de G". Contradiccion.

R18// Sea G un grafo con r aristas, n nudos y m componentes. Todo
bosgue maximal de G tiene r'=n—-m aristas. 81 r=n-m antonces 6 es

un bosque.

Dem.: Consecuencia de R15, R16 y R17.[]

R19// Un camino &s un arbol.

Dem.: De acuerdc con K2, uwun caminro & con r aristas po

I
T
i1}
~
+
3h

a

nudos. Segun R18 G s un bosque maximal de 6.0

135



R20// Sea G un grafo con r aristas, n nudos y m componentes. Se
verifican las desigualdades: r:n-m:Q,

Dem.: Un bosgque maximal de G tiene m-m aristas [R181, de ahi 1la
primera desigualdad. For otra parte la aplicacidn que asocia a
cada nudo de G su clase de conexion es exhaustiva. De ahi 1la

seqgunda.d

R21// Fara ‘gque un conjunto A' de aristas de un grafo G sean
ramales de un bosgque maximal de G es condicidn necesaria vy
suficiente que el subgrafo cubriente de G que tiene a A' como
conjunto de aristas sea un bosque.

Dem.: Inmediata. Todo bosque de B estd contenido en un  bosque

maximal de (.0

R22// Para que un conjunto A" de aristas de un grafo 6 ss=an
enlaces de un  bosgque maximal de 6 es condicidn necesaria v
suficiente que el subgrato G' de G obtenido suworimiendo las
aristas A" tenga las mismas clases de conexion que G. Entonces
todo bosque maximal de G' es un bosgue maximal de G.

Dem.: Es inmediata. Basta con tomar en consideracion R17.0]

R23// Sean p vy p' nudos conexos vy distintos de un  bosgue 6.
Existe un y sdédlo un camino de 5 que tiene por nudos terminal=as &
Py p'.

Dem.: La sxistencia se deriva de RIZ. Supongamos que existen dos
caminos distintos con nudos terminales p v p'. 51 afMadimos  wna
arista a con extremos p v p' al grafo G obtenemos un grafo 8' com
los mismos nudos y clases de conexion que G [R141. 6' posee dos
buclas distintos BG: y B> constituidos por la arista a vy cada
camino L[R13]1. Existe al menos una arista a' de 6. gue no
pertenece a B=z. En efecto, como un bucle no tiene nudos aislados,
81 toda arista de . perteneciese a Gz, =2ntonces todo nudo de 6.
pertenecaria también a Gu, 6,C6B= y BG1=Gz [R41, en contra de las
hipdtesis. 51 suprimimos la arista a' de G =31 subgrateo G
resultante tiene tantas aristas, nudos v clases de consxidn come

5 [R1413. Caomo G a3 un bosgue, se cumple r=n-m, siendo r, n v °
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suUs Numeros de aristas, nudos y clases [R1S1. For lo tanto G" es
un  bosque maximal de G6' y contiene a Bz, que es un bucle.

Contradiccidn.]

R24// Sea a una arista de un bucle G, con edtremos p vy p'. El
subgrafo de G obtenido suprimiendo la arista a s un nudo aislado
o un camino con nudos terminales p v p'.

Dem.: Si p=p', a es un lazo. (6 se reduce entonces a la arista a Y
el nudo p [R41. Si p#p' al suprimir la arista a todos los nudos
del subgrafo resultante tienen grado 2 salvo p vy p'. For otra

parte, como a estd contenida en un bucle de G, el subqgrafo es

Conexo ya gue 6 lo es [R147.0

R25/7/ Sea G un grafo y d la funcidn distancia entre nudos del
mismo. Fara cualesguiera p,p',p"eN se verificas

1) dip,p') x0

2) d(p,p'¥=0 equivale a p=p'

3 dip,p'ry=dip',p)

4) dip,p")id(p,p')+di(p',p")

3) dip,p')=1 equivale p v p' son contiguos
Dem.: Las afirmaciones 1),2) vy %) se derivan inmediatamente de la
definicion de distancia.

I3 Bi p vy p' no son conexos es evidente. 51 1o son, a cada
sucesion conexa de nudos de G:

PERosP1y awe 3Pe=p'
podemos asociarle otra (pl) tal que pl=p... para todo i. Entonces
Po=p' Yy pi=p. En definitiva, a cada sucesisdn conexa qua amplaza
en p vy termina 2n p' podemos asociarleg otra con igual namsro e
terminos gue ampieza en p' vy termina en p, Yy reciprocamente. Da
ahi el resultado.

4) 81 p y p' 4 p' vy p"Y no son conexos el resultado es
evidente. Si ambos pares lo son y d(p,p't=k y dp',p"I=k' existen
sucesiones conexas (pPa) Y (pi) de nudos de G tales que pes=p,
Pw=p'=p4, pL.=p". Entonces podemos definir una sucesion conava
(pi) tal que para itk pi=p, y para ikt pi=p!cn. For lo tanto
dip,p™)<k+k’ . (]

17



R24// Sea G un grafo. Dado un peN, la esfera v la bola cerrada de
centro p vy radio O son iguales & {p}., 8i llamamos N. a la bola
cerrada de centro p vy radio k se tiene para krl que la ssfera de
radio k es igual a Nu-N..-;. For otra parte Ne... esta constituida
por los nudos de Nu. y los nudos de N-N. contiguos a nudos de N..

Dem.: Las dos primeras afirmaciones son inmediatas. Sea S. el
conjunto de nudos de N-N. contiguos a nudos de Nw. Si p'eN.US. se
tiene, de acuerdo con la propiedad 4) de R25, d(p',p)ik+l. Es
decir, p'eMw+1. Reciprocamente, sea p'eNu+:. Si p' no pertenece a
Ni. entonces d(p,p')=k+l y existe una sucesidon conexa (pi) de
nudos de G tal que po=p y pu+1=p'. Obviamente p. es contiguo de

p' Yy d(p,pu)ik. For lo tanto peeNe.[]

R27// Sean G un camino con nudos terminales p vy p' v te &l Gnico
terminal de 6 conectado a p. Existe un y sdlo un itinerario (t,)
sobre G. Entonces T={ta,t.,...,te--13. S2an (p) vy  (ay) las
sucesiones de nudos vy da arigtas de 6 inducidas por (L), B
tienes

N={poyPiysasr D3y cON p-=p'

A=-€am,ax - b
Dem.: Si affadimos a 6 una arista a con extremos p vy p' obtenemos
un  bucle [R13] sobre el cual existe un y sdlo un itinerario
infinito con primer término te [RB1. El resto de los detalles de

la demostracidn los dejamos al cuidado del lector.d

1.5.-CORTES FUNDAMENTALES DE UN GRAFD

Sean G un grafo, G' un bosgue mawimal de G, a un ramal de &'
con extremos p v p' vy 6" el subgrafo de G' obtenido por supresidn
del ramal a. Dado que G' no tiene bucles los extremos de &
pertenecen a dos clases de conexidn N2 y NY. de 3" distintas
[R141. Definimos el corte fundamental Q. del grafo G asociado al

ramal a del bosque maximal G' como =21 que tiene por extremons NI v
N~NY.
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R28// Sea fa el corte fundamental de G definido mas arriba. Las
éiguientes son definiciones equivalentes:

1) Qa es el corte de G con extremos N2. Yy MN-Ng ..

2) U es el conjunto . de aristas de G que tienen un  extremo
en Ng y otro en NY.,

3) Qe es el conjunto de aristas de G que tienen sus extramos
en clases distintas de conexion de G".
Dem.: Sean A., Az y Ax los conjuntos de aristas resultantes de
las definiciones 1), 2) y 3. Las relaciones siguientes son
inmediatas: AxCR.CAx y A=CO.CAx. For otra parte, toda arista a'
de G tiene ambos extremos en una misma clase de conexion de G.
Segun R17 G vy (' tienen las mismas clases de conexian. Segun R14
toda clase de conexidn de 6" es ura clase de conexidn de G, salvo

Ne vy Nivoo De abi que AxCA=, lo que acaba la demostracion, yva que
entonces Q.=A,=A,="w, ]

R29// El corte fundamental (. definido mas arriba contiene un Y
s0lo un ramal de G': el ramal a.

Dem.: For definicién, todos los ramales de B' menos el ramal a
tienen ambos extremos en una misma clase de conexion de BY

Aplicando REB tenemos el resultado.()

Loo.—HULLES FUNDAMENTALES DE _UN GRf

Sean 8 un grato, G un bosque maximal de By a un enlace de
5'. El subgrato de 6 constituwido por las aristas v nudos de G°
mas &l enlace a contiene un bucle BGa., va que si no G' no seria un
bosgue maximal de 3. Dicho bucle es Gnico. En efecto, a @s una
arista de Ga. 51 suprimimos la arista a de Ga tenemos, o bien un
nudo aislado, o bien un camino gue tiene por nudos terminales los
extremos p vy p' de la arista a [R24]. Este camino es el danico
camino de (' con tales nudos terminales [R231. Por tanto, an
todos los casos 0GBa. @3 Gnico. Decimos que Ba. @5 el bucle
fundamental de G asociado al enlace a del bosque maximal G°'.
Resulta de la definicidn que 5. contiene un y s8lo un enlace de

-

G's 2l enlace a.

20



Ejemplo: FPartiendo del arafo de la fig.2? y del bosque maximal del
mismo representado en la fig.4, se muestra en la fig.8 el
subgrafo obtenido afMadiendo &1 enlace L2 al bosgque, v en la fig.?9

el bucle fundamental correspondiente a dicho enlace.

s | b
Gw Rl ‘:’ ...0-00....
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R30//8ean G un grafo, B6' un bosque maximal de G, a un enlace de
G y a' un ramal de B'. Fara que a pertenezca al corte
fundamental de a' es condicion necssaria y suficiente que a'
pertenezca al bucle fundamental de a.

Dem.: Sean A. el conjunto de aristas del bucle fundamental de a,
Qa: el corte fundamental de a' Yy A'"=A.NR0a . De acuerdo con [R91]
card (A") es un namera par. For otra parte, A. sdlo contiene un
enlace, a, vy (Qa s6lo contiene un ramal: a'. En consecuencia AY
contiene como maximo un enlace y un ramal. Si A" no es vacio

entonces card(A*)<2 v de ahi card(a")=2 y A'={a,a'>.0

1.7.-CAMINOS FUNDAMENTALES DE UN GRAFQ

Sean G un grafo, G6G' un bosgue maximal de Gy Neo un conjunto
de nudos de referencia de G y p un nudo de 6. Por definicion
existe up y sdlo un nudo p'eNe conexo con . De acuerdo con R2E
existe un y sélo camino G, de G' con extremos en Py p'.s becimos
que Be. ®s el camino fundamental de G ascciado al nudo py al

bosque maximal G' y al conjunto de nudos de referencia Na.

. b o

?_ R1 0 *'? RETLEEPI
El L1} L2 ‘L x ok
B . Y e : R P RRE Y . ) ."-....."“.

e R2 $ 9 R4 A

FIBURA 1.10

Eiemplo: FPartiendo del grafo de la fig.3 vy de su bosgue maximal
raepresentado en la fig.4, se muestra en la f1g.10 dicho bosgue,
2n 2l cual se han marcado los nudos de referencia 2,0 vy ke En la

fig.1l se muestra el camine fundamental corrasponcgiente al  nudo



FIGURA 1.11

1.8.-ALGUNAS AFLICACIONES

Obtencion de un camino mas corto entre dos nudos de un grafo

Sean p y p' tales nudos, naturalmente conexos. Aplicando las
definiciones vy RZ6 podemos obtener las esferasg de centro =2n p v
radios 0,1,2,... vy, en consscuancia, las distancias de todos los
nudos del grafo al nudo p. Sea d(o,p')=k. Existe una sucesidp
conexa (p.:) de nudos de G tales que po=p Yy p.=p'. De acuerdo con
la definicidn de distancia y con la demostracidn de R12, todos
los nudos de dicha sucesidn son distintos y constituyven los nudos
de un camino mas corto con nudos terminales p v p'. Para
construir  wna sucesidn de ese tipo procedemos iterativamente del
final bacia 21 principio: Evidentemente, pu.=p'. Obtenido un
cierto p., elegimos arbitrariamente p,-:1 entre todos los nudos de
G con la condicion de que d{(p,pi-1)=i—-1 y que p:-1 sea contiguo
de p.. Igualmente elegimos una arista con extremos €n pPu Y Di-1.

Ambos forman parte del camino buscado.

Obtencidn de las clases de conexidn v de un  conjunto  de




El subgrafo de 6 constituido sdélo por los nudos de B, sin
ninguna arista tiene tantas clases de conexidn como nudos tiene G
y cada una estd formada por un nudo de B. A dicho subgrafo le
vamos afMadiendo aristas de G. La introduccidn de una arista con

xtremos p y p' produce una nueva clase de conexidn resultado de
la union de las clases de p y p' [R141. El proceso se  termina
cuande  ya se han afMadido todas las aristas de G. Eligiendo
arbitrariamente un nudo por cada clase de conexidn de G

construimos un conjunto de nudos de referencia de 8.

Obtencidn de un bosque maximal de un grafo @&

Se parte del bosgue de G constituido por todos los nudos de
G sin ninguna arista. $Se procede por induccidon sobre el namero de
aristas. Obtenido un cierto bosque G' de (G se busca una arista a
de G que no pertenezca a G' y que una dos clases distintas de
conexion de G'. 8i existe tal arista, la aMadimos a G' Wy o
acuerdo con K14, obtenemos un bosque de G con una arista mas. El
proceso se termina cuando no podamos encontrar ya una arista  cop

las propiedades citadas.

Gbtencidn de un corte fundamental de un arato 5

Se procede de acuerdo con las definiciones.

Obtencidn de un bucle fundamental de un grato G

Sea G6' uwun bosque maximal de Gy a un anlace d2 O'con
extremos p v p'. Si p=p' entonces el bucle fundamental =5 un lazo
constituido por la arista a y el nudo p. Si p#Ep', obterenos ol
camine mas corto de G' que tiene por extremos Py p'.s Ese caming
es unico [R231. AfMadiendo al camino la arista a tenemos el bucle
fundamental buscado. El resultado siguiante nos proporoiona otro

método para encontrar dicho bucle fundamental.

R31// Sean C un grafo, B' un bosgue de G, a una arista de e

g,



no pertenece a G' y cuyos extremos pertenecen a una misma clase
de conexién de G' y 6" el subgrafo de G obtenido aMadiendo 1la
arista a a G'. 8i 6" no es un bucle, entonces posee un nudo
aislado o terminal.
Dem.: El nimero m' de clases de conexidn de G' es m'=n'—r"' [R151].
G" tienme las mismas clases de conexidn que G' [R141. For lo
tanto, de su definicidn se deduce: m"=n"-r"+1, Fara cada i20 sea
Ny el nimero de nudos de grado i en G". Se verifica:
N"=No+tns+tnat, ...
Aplicando R1, resulta también:
2r'=n; +2n2+3nx+. . .
Haciendo las pertinentes sustituciones, tenemos:
2No+n i +2=2Mm"+Nx+2na+SNm+. o .

De acuerdo con la definicién de bucle, para gue G" lo sea se ha

de tener n'"=n. y m"=1. Si no se cumple alguna de estas
condiciones entonces No#0 & ni0.[)

Del resultado precedente se deduce que si el subgrafo 6" de &
constituido por 21 bosgue maximal de G y =21 enlace a no s el
bucle fundamental, entonces posee un nudo aislado o terminal.
Obviamente dicho nudo no pertenece al bucle. Obtenemos un
subgrafo de G" suprimiendo tal nudo. La oparacidn se repite
tantas veces como sean necesarias hasta obtener un aubgrafo de 6

3in nudos terminales ni aislados: ese s 21 bucle fundamental

buscado.

Cbtencidn v propiedades del bosgue normal

Sea una red eléctrica con un grafo G constituida par
dispositivos de los tipos siguientes: Fuentes independientes de
tension (E), condensadores (C), resistencias (R), inductancias
(L) y fuentes independientes de intensidad (J). Llamamos E, C, R,
L ¥y J a los respectivos conjuntos de aristas de G. Teneamos por
tanto uwna particidn del conjunto A de aristas de 5 en =&
subzonjuntos. Sea G' un bosque maximal de 5. Decimes que as

normal si vy sdlo si cumple todas las condiciones siguiaentes:
i)y AYIE,



ii) A'Nnd=g
iii) Card(A'MC) es el maximo entre todos los bosques maximales
tde 6 que cumplen la condicidn i)

iv) Card(A'nL) es el minimo entre todos los bhosques maximales

de 6 que cumplen la condicidn ii)

R32// Sean G, G6c, 0Gr y Bo los subgrafos cubrientes de 6 que
tienen por conjuntos de aristas E, EUC, EUCUR vy EuCuRuL,
respectivamente. Para gue exista un bosgue normal de 6 es
condilcidn necesaria vy suficiente que s2 cumplan las dos
condiciones siguientes:

1) Ge =8 un bosqgue.

2) G tiene las mismas clases de conexion gque G.

Fara gque un bosque maximal G' de G sea normal 25 necesario y
suficiente que verifique las siguientes propiedades:

iv) GecB'cle.

v) GenG!' es un bosque maximal de Ge.

vi) GenB' s un bosqgue maximal de Be.
Dem.: Las condiciones 1) y 2) son necesarias: 51 existe un bosgue
normal  G' entonces 1) 6«CE' por definicidn v G s un  bosgue v
DB'E6. y B tiene las mismas clases de conexidn gue G.

Veamos que las condiciones 1) y 2) son suficientes. De
acuerdo con las definiciornes se verifica:

BetBncBrcB;_cl

51 se cumple 1) existen un bosgue maximal B4 de Be tal que 8& 06,
un bosque maximal G4 de Ge tal que GA284, y un bosgque maximal G°
de 0. tal gue G'25& [R211. G' tiene las mismas clases de conexian
gque  G. [R171. 8Si se cumple la condicidn 2) G' tiene las mismas
clases de conexidn gque B. For lo tanto es un bosque maximal de G
[R173. Sea G" un bosque maxkimal cualguiera de G tal gue 5"36=. E£1
subgrafo G"NBe es un bosgue de Ge v por tanto estd contenido en
un  bosqgque maximal de Be. En consecusncia el ndmero de aristas
tipa C de G' es5 mayor o igual que las de G vy §' cumple 1la
condicidn 1i11) del bosque normal. (Gue cumple también la iv) s
demuestra de modo similar.

El  grafo normal §G' construido anteriormente cumple las

condiciones iv), V) ¥y vi) del enunciado. La demostracidn de 1a

-~
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necesidad de estas condiciones se deja al cuidado del lector.

R33// Sean Gz, Gc, Br y G los anteriores, 6' un bosgque normal de
G, a un enlace de B', b un ramal de G'y Ba 21l bucle fundamental

de (G asociado a ay a B' y On el corte fundamental de G asociado
abya(BG':

vii) Si acC, entonces G.CBec; si acR, ButBr; si acl, G.CG..

viii) 5i bel, Oncdul; si beR, Q.CcJULUR; si bel, Q.cJuULURUC.
Dem.: vii)Frobemos 1la primera afirmacién. Sea acC un enlace de
G'. De acuerdo con R32, BG6"=6'NMGez es un bosque maximal de Ge.
Entonces el bucle fundamental de a en GBec es también el bucle
fundamental de a en 5. De ahi que Ga.tBc. Las demas atirmaciones
de este apartado se demuestran de modo semajante.[]

viii)Sea bel. un ramal de ('. Supongamos gque w contiene una

arista a de Gr. Entonces a es un enlace de B vy b pertensce a 5.
[R301. De acuerdo con vii) GBGa.CGm. For lo tanto bzel, por
definicidn de Gw. Contradiccidn. Las demas afirmaciones se

demuestran de modo similar.(]

3
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£.1.-VECTORES Y MATRICES CON INDICES EN ALFABETOS ARBITRARIOS

Sea K un cuerpo conmutativo. Un vector ordinario w de orden
n sobre K, es un zlemento del conjunto K™y el cual se puede
identificar con una familia (wi) de elementos de K con {ndices on
el conjunto {1,2,...,n}. Una matriz ordinaria M de orden m x N,
se puade de modo andlogo identificar con una familia (my,) de
elementos de K con indices en @l conjunto

(1,2 0009md 5 $1,2,.0.,n3.

Estas definiciones son excesivamente rigidas cuando se trata de
hacer particiones de matrices y vectores. Fara flevibilizarlas

introducimos los conceptos siguientes.

En lo sucesivo denominamos alfabeto a todo conjunto  finito.
Llamamos vector con coeficientes en K e indices en el alfabeto X
a toda familia w=(w.) de elementos de K con indices en el
conjunto X. Escribimos KX el conjunto de estas familias.
Denominamos matriz con coeficientes en K e indices &n 1los
alfabetos X e Y a toda familia M=(m.,) de =2lementos de K con
indices en el conjunto XxY. Escribimos K**Y &l conjunto de tales
matrices., También escribimos wx VY Mxy cuando deseamos hacer
constar los conjuntos de indices de w y de M. Obsérvese aue los
vectores y matrices ordinarios son vectores y matrices con
indices en conjuntos del tipo X={1,2,...,m} y Y={1,2,...,m}. Fara
escribir los vectores y matrices que acabamos de definir hay que

indicar 1os indices de cada coeficiente. Asi ponemos:



a d P
1 1 1 [-1 2 3
w= 7 |- M= 7 O ~1 6 2 '
s Lo a 1 o 4 1

que son, respectivamente, un vector wx y una matriz Mxy con
indices en los conjuntos X={1,7,3 v Y={a,d,p,q}. Se tiene:
Mre=6, wW==0, etc. En los sucesivo nos referiremos siempre a este

tipo de vectores y matrices y a un cierto cuerpo K conmutativo,

sin nombrarlo.

Sean wx un vector y TcX. Indicamos wr el subvector (Widr, es
decir un nuevo vector constituido por los elementos Wi, iegT de
Wx. De modo similar, sean Msv una matriz, TcX y ZcY. Escribimos
Mrz la submatriz de Mxy constituida por las filas ieT y las
columnas jeZ. Asi, si wy M son los arriba indicados y T={1,3},

Z={d,q} tenemos el subvector y la submatriz siguientes:

d 9
1 3 1 1 3
[t o] 3 O g

Observese gue en mste caso hemos escrito el vector en fila,
mientras gque anteriormente lo habiamos escrito en columna. Estas
tdos formas de escritura son igualmente vdlidas, salvo ciertas

convenciones gque se enunciaran mas abajo.

Obviamente es necesario indicar leos conjuntos de indices
para nombrar los subvectores y las submatrices. Asi hemos escriteo
Mas arriba wr y Mrz. FPor el contrario, es posible omitir estos
conjuntos de indices cuando nombramos los vectores o las matrices
completos si esos conjuntos de indices ya han sido especificados
anteriormente. Escribiendo ahora w & M ya sabemos que nos

referimos a wx y Mxvy respectivamente.

Operaciones de vectores y matrices

e}
0



Las operaciones de vectores y matrices son andlogas a las de
los vectores vy matrices ordinarios salvo el hecho de que los
indices toman sus valores en alfabetos cualesquiera. En este
parrafo sean u,v,w vectores, X,Y,Z,T alfabetos, A,EB,C matrices y
rooun escalar, s decir rekK. Fara cada operacidn mostramos su

gscritura vy al lado su definicidn en funcidn de los coeficientes

de los vectores y de las matrices.

* Suma de vectores

Ux=Vx+Wx Ly =y Wy

* Froducto de un escalar por un vector

Vx=rlx Vi=3tL

* Froducto escalar de dos vectores

U . Vi r=sliavy {iax}

* Huma de matrices

Axv=Bav+Cxv Ay 3=y yhCy

* Froducto de un escalar por una matriz

Axv=rBxy Aas a=rb,

* Producto de un vector por una matriz

Ly =Vx o Axy W= ivy aq LisYl}

* Froducto de una matriz por un vector

Ux=Axva.Vy ui=2JaiJVJ LI1EY S
# Producto de matrices
Axz=Byxv.Cvz Rine=Lib1 3C 5 taasY¥y

¥ Cambio de indices de un vector. Sea ciT—>»X una biveccidn.
Wr=vE W BVt 4
Decimos que ¢ es wuna grdenacidn si T={1,2,....n3, siendo

n=card(X). En ese caso u &% un vector ordinario.



* Cambio de indices de una matriz. Sean ¢ la anterior vy

i Z——*Y otra biyeccién.
Avz=H%y A&t 3D i w3

Si o vy © son ordenaciones, A es una matriz ordinaria.

* Trasposicidn de una matriz

Axv="Hyx As 3=b 54

Convenciones para la escritura de productos de vectores v

a) Un vector gque multiplica por la izquierda & una matriz o
a otro vector se escribe como vector fila.

D) Un  vector que multiplica por la derecha a una matriz o a
otro vector se escribe como vector columna.

<) En las cadenas de productos de matrices v/0 vectorss se
ordenan las filas de cada matriz o vector como las columnas de la
matriz o vector gque le precede. Se escriben los indices de las
columnas de las matrices y de los vectores fila., Si el primer
g2lemanto de la cadena es una matriz se escriben tambien los

indices de sus filas. Asi los productos w.M, N.M.u se escriben:

[Wn Wi W(—.} Mis e M v

Mes et M-

d @
a b C Maet Mo
b MNicm N e en Mo M we o
1 Niem Nikw NMiellMca Meowll]te

* Fara cada iasX ascribimos 8% el vector definido:

L
[



8= 1 53=q,
Fara todo vector ux se ti

B%.ux=uy

Hx::):tl..li &% (IGX}

Fara toda matriz Axv, el
i de A.
Fara  toda materiz Axv,

columna j de A.

=31

ane

i#3

vector Uv=dt,Ax. es el vector fila

2l vector ux=Axv.8¢ s el vector

* Fara cada YoX escribimos 6% definido:

87=1, si iy
8Y=0, =i igy
Fara toda matriz Ax., el
filas de A con indices ieZ.
Fara toda matriz Axy, el

columnas de A con indices jeZ.

* Decimos que wun vector
filas de A s1i existe un vector

Decimos que un vector

vector uv=58%.Axv es la suma de

veactor s

L

vV x

L

columnas de A si existe un v+ tal

* Decimos gue una matriz

AXY

* Sea Axx una matriz tal que

ai43=0, i i#j

&g a=1, 81 i=]

es combinacidn

tal gue u=v.A.

2s combinacidn

que u=A.v.

€% cuadrada si

Axv.84 w3 la sumna de

lineal de

lineal de

card(X)=card

Decimos que s la matriz unidad con indices en X y la escrib

Ix.

Fara toda matriz Axvy se tiene:

Axv=1x.ﬁxvnﬂxv.1v

Farticiones de vectores o matrices

* Sea X wn  alfabeto.
familia FP={(X.): tal que:

1)1 28 un alfabeto

Denominamos particidn de X a

L

las

las

las

las

(Y.

imos

toda



ii)Los X: son subconjuntos de X no vacios y disjuntos.
iii)la unién de todos los X. es X.

Sea wx un vector. Llamamos particion del vector wx segun F a la
familia (w'): de vectores tales que W =wx, para todo iel. Sea
I={a,b,...,23. Indicamos la particién de wx escribiendo:

X X vae Xa

VYL N DL P I E S

* Sean Mxy una matriz, F=(X.): una particidn de X y F =(Y,;),
una particion de Y. Denominamos particidn de M segun F vy F° a la
familia (M*3):, de matrices tales gque M “=Mx.vs para cualesquiera
iel, Jjed. Supuestos I={a,b,...,k?} v J={p,qQ,...42} indicamos tal

particidon escribiendo:

Y s Y e . Y
X . M paa “an [ Al
M= Xi» Mer e M=

LI B Mt’t

awoa LR ] a e . & n ® 4w

Xuo [ MeRopMee L pes

La propiedad mds utilizada de las particiones de matrices Yy
vectores es la siguiente: Sean ux, vv vaectores, Mxy una matriz Yy
F=(X:) e, '=(Ys)s particiones de X & Y respectivamente, M) xa,
W'z y (v?)5 las correspondientes particiones de M, W vy v. La
realacidn u=M.v equivale a: Fara todo icl ze verifica

wr=p M s W {iedl

* Sean [ un alfabeto, P=(Xi): una familia de alfabetos Y
(W'):z una familia de vectores tales gque para todo iel =1 conjunto
de indices de w* es Xy. Nos interesa expresar la familia (w?)
como particidn de un cierto vector wx sequn F. $Si los coniuntos
X1 son disjuntos no hay problema: fomamos como conjunto X la
union de todos los X y como vector wx uno tal que  wxs =w* DAara
todo iel. wx @s anico. Ahora bien, si los X: no son disjuntos

esto no es posible. Entonces procedemos de la siguiente manera:

7
L2



Sean X un conjunto y (0i): una familia de aplicaciones o, :X,—>X
tales que: ‘

i) Para cada indice i, 0., es inyectiva.

ii) La familia de conjuntos (5. (X.)): es una particidan de X.

Decimos entonces que (X, (04) 1) es un coproducto de la familia P y
escribimos:

X = IJ: Xy

i oelX

Este coproducto existe siempre. Efectivamente, basta con tomar X
como el conjunto de pares (j,i) tales que iel y JeXi, Yy como
aplicaciones ¢: las definidas Tyt ir—>(j,1)
Definimos entonces un vector wx poniendo:

Woi ¢ 35 FWY
para cualesquiera igl, JeXa . Decimos gque wx es una fusidn de la
familia (wi)i, vy lo escribimos como las particiones de vectores,

aunque no lo sea. Este concepto se justifica mas abajo.

# S=an I,J alfabetos, P=(X,),, '=(Y,)s familias de
alfabetos y (M*9):5 uwna familia de matrices tales gue  para
cualesquiera isl, jed, M- tiene por conjuntos de {ndices Xi, Y.
Razonando de modo similar al parrafo anterior resulta que si los
conjuntos Xy son disjuntos v los Y, lo son tambian entonces 2
posible exprasar (M'*) como el resultado de una particidn de una
Clerta matriz Mxv segun P y F'. Si no se cumple tal condicion
procedemos como ©n el caso de los vectores, enpleando un
coproducto (X,7) de F y otro (Y,t) de P', y definiendo una matriz
Mxv tal que Mos ck>wsars=mii{. Decimos entonces qua Mxv =5 1a
fusion de la familia (M*3) ;5.

El resultado mas utilizado de las fusiones de vectores v
matrices es el siguiente: Sean I, J, P, F', (W), M) v ™M los
anteriores. Sea (v?); otra familia de vectores tales fque  para
todo j, =1 conjunto de indices de v’ es Y,. Definimos una fusidn
vy de la familia (v7) empleando @l coproducto (Y,t). La ralacidén:
Fara todo ial,

wh=g M v {jed?

aguivala a w=M.v.



Otras definiciones

* Decimos que la matriz Axy es la inversa de Bex vy
escribimos A=B~* si B.A=1x vy A.B=1.. Sean ¢ Y © aordenaciones de X
e Y. 8i A=B"*' entonces AC*=(RB=) "+  Fgta relacidén permite

calcular la inversa de una matriz generalizada.

* Sea Axvy una matriz cuadrada Y vy T ordenaciones de X e VY.
Definimos el determinante de A con respecto a ¢ v v escribiendo
dets<(A) =det (A~=), Fara que A sea invertible es condicién

necesaria y suficiente gque su determinante sea distinto de O,

* Denominamos rango de una matriz Axy al numero de filas o
columnas de A linealmente independientes. AMbOs  numeros  son
iguales. En efecto. El ndmero de filas o columnas linealmenta
independientes es invariante con respecto a un cambio de indices
de las filas o de las columnas de la matriz. Mediante un cambio
apropiado obtenemos a partir de la matriz A una cierta matriz
ordinaria A“®, Los nPumeros de filas o de columnas de Qe
linealmente independientes son iguales., En consecuencia, los

correspondientes de A, también lo son. Abreviamos rgi{fAj.

2. 2. -ALGUNAS FROFIEDADES DE LOS VECTORES Y MATRICES

* Las operaciones de vectores y matrices tienen propiladades
andlogas a las de los vectores y matrices ordinarios: La suma =s
conmutativa y asociativa vy los productos  son  asociativos vy
distributivos con respecto a la suma. Ademas:

“(AR)=tQ, =R Bt Q™ =(A, Q)1
Las unicas propiedades particulares dignas de mencionarse son las
siguientes:

W oA=EAL W AT B¥n= (A, R) on

* Sea X un alfabeto. Los vectores 8%, i&X constituyen una
base candnica del espacio vectorial KX, PFara cada vector wxek X

las  we, 18X constituyen las componentes de wx con  respecta a

-
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dicha base candnica. En consecuencia tenemos dim{kK>*)=card(X).

* Sea Mxy una matriz. Los vectores columna (respectivamente,
fila) tde M engendran un subespacio vectorial de KX {(resp. KY) .

Ambos subespacios tienen la misma dimensidn: rg(M).

* Sean  Axvy, Byz matrices vy C=A.HB. Las filas de C son
combinacidon lineal de las de B. Las columnas de C son combinacidén
lineal de las de A. En efecto, para cualesquiera ieX, jeZ se
tiene: B8%.C=(3%.A).B y C.3#=A.(B.54). De ahi el resultado.

Reciprocamente, si Cxz es combinacidn lineal de las filas de Bez,
existe una matriz Axvy tal que C=A.B.

* Decimos que las matrices Ax., Rvz son equivalentes en
filas si las filas de B son combinacidn lineal de las de A vy
viceversa. Entonces los subespacios de K4 generados por las filas

de A y por las filas de B son idénticos y rg(A)=rg(R).

* Bean la matriz Axz y YcX. Decimos que Avz es una reducida
(por filas) de Axz 31 rg(Axz)=rg(Avz)=card(Y). En otras palabras,
si las filas Y son una base del subespacio de K? generado por las
filas de Axz. Las matrices Avz y Axz son equivalentes en filas.
Emplearemos 21 superindice r para referirnos a cualquier matriz
reducida  si no hay posibilidad de confusion sobre la reducida &

la que nos referimos. Asi A” simboliza una reducida de la matriz
A.

R1// Sean Axy .,y Bvz matrices tales que AL B=0, Entonces
rg () +rg(B)wcardY).

Dem.: Definimos un homomorfismo de espacios vectoriales +i:rY—»ix
gscribiendo fiwv—*A.wv. De acuerdo con un conocido resultado de
la teoria de espacios vactoriales tenemos:

dim{Im £)+dim(Ker )=dimK>)

En nuestro caso Im f a@std generado por los vectores columna de A.
For lo tanto dim{Im f)=rg(A). Ya hemos visto que dim({K™)=card(Y).
For ultimo para cada jeZ tenemos f(B.8.?)=0. Es decir, los

vectores «columna de B pertenecsn a Ker f. £l subespacio de k-



engendrado por ellos estd contenido en Ker f. De ah{
rg (B)<dim(Ker ).[]

* Decimos que el par de matrices (Axv,Bv») es ortogonal si
A.B=0 v rg(R)+rg(B)=card(Y). Si el par (A,R) es ortogonal, el opar

(*B,*A) lo es también. Sea A+v una matriz equivalente en filas a

A. Si el par (A,RB) &s ortogonal el par (A',B) lo es también.

R2// Sea (Axv,Bvz) un par de matrices ortogonales. FPara cada wekY
son equivalentes las relaciones siquientes:

i) A.w=0

ii) Existe un vek# tal que w=B.v
Dem.: De la demostracidn de Rl se deduce que las columnas de B
engendran Fer(f), siendo f el homomorfismo alll definido. Si
A.Ww=0, entonces weker(f) vy w es combinacidn lineal de las

columnas de R. For otra parte, si w=B.v, entonces A.w=0.[]

R3// Sean Axv, Bvz, Cvr matrices tales gue el par (AR 2y
ortogonal vy A.C=0, Entonces las columnas de € son combinacidn
lineal de las de B, ®s decir existe upna matriz D tal gue C=R.D.

Dem.: Fara cada ke7 se tiene A.(C.8%)=0. En consecuancia, existe
un  vector wy tal que C.85%=R.wd [R2ZIJ. Definimos una matriz Dy

poniendo D.&r"=wd para todo keT.O

R4// Sea Axv una matriz. Existe una cierta matriz Bv: tal que el
par {(A,B) es ortogonal.
Dem.: Si A=0, Dbasta con poner ZI=Y y Byvz=ls. 8i A#0, s2a Aay una
reducida de M. Si card(Si=cardiY), elagimos un alfabeto
arbitrario y definimaos Bev:=0. 8i, por ultimo, card(S) icard(Y),
existe un cierto TCY tal que card(T)=card(S) vy que la matriz AH+w
as invertible. FPonemos Z=Y—-8. Entonces I#¥s. La matriz Bo.
definida: Brz=—Ag}.Amz, Bzz=ly es la matriz buscada.[]

* Sean Axy una matriz, TYi,Ye) una particidn de Y, Ac- v una
reducida de Axv y Xa=X-X', Mediante transformaciones elsmentales
de filas de l1a matriz A oodemos obtener una nueva matriz  Beo

equivalente an filas a Axy definida por la particidn:

<
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Ya Y=

Xo Q O
B = X1 Bxava Q
Xz Axcsrv 1 Axave

Tal que Axzvz es una reducida de Axvz y rg(Bxaiva)=card(X.). El

conjunto de las transformaciones elementales de filas de A para

obtener la matriz B equivale al producto B=M.A, En donde M es una

matriz cuadrada no singular. Fonemos X"=XoUX.. Fuede demostrarse

facilmente e el par (Mx ' x,Axv=) @8 ortogonal Y quie

Mx“x-ng1=8x"v1-

For induccion, sea {Y1,Y2,...,Y~? una particion de Y. Existe

una particion Xe,Xi,...yXnd de X y una matriz Bx. equivalente en

filas & A gque admite una particién del tipo:

Yi Yz Y. ... Y.
Xo [0 O O cee 00 )

X1 B+ Q 0 . ]

B=  X= | B=t p=z cee O

s . “ e n a w8 LY “« e L]

vl qry a2 Jro s gy
X \8 2] R P J

tal que para todo indice i1 se tiene rg{B**)=card(X.).

Decimos
entonces que B es una esquivalente escalonada de A.
2.3.-CRAFO0 _ORIENTADO DE LA RED
Orientar un dispositivo de dos tarminales eqgquivale a

establecer un orden entre sus terminales. Bea un dispositivo con
terminales t  y t'. Entre sus terminales hay dos ordenacionss
posibles descritas por los pares orientados (t,t') vy (t',t).
Elegimos arbitrariamente uno de los dos. Al par elegido le
denominamos arco. Un arco es, por tanto, un par ordenado de
terminales de una arista.

Denominamos grafo orientado de la red al cuarteto
'=(T,RyN, ), en donde T, Ny v son los mismos del grafo no
orientado y R es el conjunto da2 arcos, es decir un conjunto de

pares ordenados de terminales elegidos uno por cada arista. R es,

1
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por tanto, un subconjunto de TxT. Decimos que el grafo no
‘orientado s@ obtiene a partir del orientado despojando a éste
ultimo de su orientacién, vy que se obtiene una arista despojando
a un arco de su orientacidn. Dados un arco a'=(t,t'), el conjunto
de arcos R y 1 grafo orientado G=(T,R,N,wr}, escribimos
respectivamente la'l={t,t'}, A=IRl y IGI=(T,A,N,») la arista, el

conjunto de aristas y el grafo no orientado.

Sea (£',t") un arco. Decimos que t' es el primer terminal
del arco y t" 2] segundo. Definimos sendas proyvecciones niiR—T
Y nRziR—3>T que hacen corresponder a cada arco su primer vy su
segundo  terminal respectivamente. Al nudo de G conectado al
primer terminal del arco 1le llamamos origen del arco vy al
conectado  al segundo final del arco. Definimos las aplicaciones
HiEWoTl, Y Va=uwenn, que hacen correspondsr a cada arco swoorigen vy
su final respectivamente. En la fig.2 MOSLramos una
representacidn  grafica de la red de la fig.l. Una flecha entre
dos terminales indica la orientacidn del arco, dirigida del

primer al segundo terminal. Se tiene:

REL(1,2),(3,8) ,(5,6) 4., (20,193

a R b e R3 4

FIGouras 2.1

1]
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g %0

FIGURA 2.2

En la fig.3 mostramos un diagrama simplificado en el cual se
omiten los terminales. En este caso la flecha va dirigida del
origen al final del arco. Tal diagrama se denomina grafao lineal
orientado de la red. Como en el caso de las aristas, es costumbre
asignar nombres simples a los arcos, en vez de citar el par de
terminales que los componen. Asi hemos elegidoa:

Ri=(1,2), RE=(3,4), R3I=(5,6), ..., L4=(20,19)
For lo tanto, en forma abreviada tenemos:
R={R1,REZ,R3,R4,E1,C1,L1,L2,L3,L4)
Las funciones v, y v= son:

R1 R R3S R4 El Ci L.1 L2 L3 .4

i a 2
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FIGURA 2.3

Se define una orientacidn de un bucle G=(T,R,N,V}) gligiendo
arbitrariamente un itinerario (t.) infinito sobre B. Fara cada
aeR sea t=ni(a). De acuerdo con 1R8, existen infinitos {ndices k
tales que tu=t y todos ellos tienen la misma paridad . Decimos
que a tiene la misma orientacidn que el bucle si k es par, vy que
tiene la contraria si k es impar. En el caso de los bucles
fundamentales se elige como terminal to del itinerario el primer
terminal del Gnico enlace que forma parte del bucle. En la fig.4
mostramos un bosgue maximal del grafo de la fig.3 vy en la fig.s
se muestran en linea llena los arcos del bucle fundamental
correspondiente al enlace L2 con sus orientaciones con respecto a

dicho bucle.
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FIGURA 2.4
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FIGURA 2.5

Se define una orientacidn de un corte con extremos N' vy o NY
eligiendo uno de los pares ordenados (N',N") & (N",N')Y. Al primer
conjunto del par elegido le denominamos origen del corte, vy al
segundo final del corte. Decimos que un arco del corte tiene la

misma orientacidn gue el corte si el origen del arco pertenesce al

origen del corte, y que tiene la contraria si el origen del arc-

pertenece al Final del corte. En el caso de los cortes

fundamentales se elige como origen del corte el extremo del corte

al  cual pertenece ®l origen del Gnico ramal que forma parte del

corte. En la fig.é se muestran dibujadas en linea llena los arcoc

[}



del corte fundamental del grafo de la fig.3 correspondientes al
ramal R1 del bosgue fundamental de la fig.4, con BUS

orientaciones respecto a dicho corte.

a b o d
? * Mi g---oc.........w '..”.....‘
® + $ 9 h

Se define una orientacidn de un camino con nudos terminales
p y p' eligiendo uno de los dos pares ordenados (p,p') & <(p',p).
Al primer elemento del par elegido le llamamos arigen cdel camino
y al otro final del camino. Sea (p,p') el par elegido. De acuerdo
con [IR27] existe un itinerario (t,) del camino tal que to ez  al
terminal conectado a p, vy con las propiedades que alli se citan.
La orientacian de cada arco del camino con respecto al camino se
define entonces de modo similar al caso del bucle ampleando diche
itinerario. En @l caso de los caminos fundamental es se elige como
final dél camino 21 nudo de referencia. En la fig.7 se muestran
en linea llena los arcos pertenecientes al camino fundamental
correspondiente al nudo g del grafo de la fig.3, con respecto al
bosque maximal de la fig.4 y al conjunto de nudos de referencia
marcados con (¥). Al lado de cada arco del camino se ha seffalado

su orientacidn respecto al mismo.

+
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FIGURA 2.7
ADVERTENCIA:

En 1o que resta de este capitulo nos referiremcs a un
grato orientado G=(T,R,N,w), a un cierto bosque maximal
G de 6 y a un cierto conjunto N~ de nudos de
referencia de 6. Llamaremos B, @, K, Cy, FRe v R
respectivamente, a los conjuntos de bucles, de cortes,
de caminos, de clases de conexidn, de ramales y de

enl aces de G. Escribiremos Me =N-N,- , r=card (R,

fi

n=card(N) vy m= card(C). Se supondri que los bucles,
cortes  y  caminos estan convenientemente orientados.
También emplearemos algunas de estas letras para
nombrar a ciertas matrices. Esperamos que el contanto
permita distinguir el significado de cada simbolo

empleado.

2.4.-LAS MATRICES A, B, O, K Y C DE UN GRAFO ORIENTADOD

Definimos uwna matriz Aanx de incidencia nudos—arcos de 5

mediante la relacidn siguiente:

Es

decir,

Apa=GHT TN mFuRcwd  nara cualesqguiara peN, acsR.

i) Apa=0 81 a #s un lazo 0 p NO es un extremo de aj
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ii1) apa=l si a No es un lazo y p es el origen de a3 iii) apa=-1
si a no es un lazo y p es el final de a. De acuerdo con la
definicidn para todo asR se verifica: ALBAR=ZG > mggse cmd | Asi,

para el grafto de la fig.3 tenemos:

R1 R2 RZ R4 E1 Ct L1 L2 L3 L4

a [1 0 0 0 1 0 0 0 0 o)
b -1 0 0 0 0 0 1 0 0 o
c O 0 1 0 0 0 0-1 0 0
d O 0-1 0 0-1 0 0 1 O
e O 1 0 0-1 0 0 0 O O
f O~ Q 8] Q Q -1 Q Q Q
g 8] ) i O 1 (8] 1 [») O
h O 0 Q-1 0O O O 0O -1 O
[ § (@] {) ¥ Q Q Q ) 0 [0} (:)’

Definimos una matriz Coe de incidencia clases de conexidn-
nudos de G escribiendo:
58.C=56/, para toda ceC
Es decir, 1) Cep=1 si el nudo p pertenece a la clase de conexidn

C vy 1i) cee =0 si no pertensce. Asi para el grafo de la fig.3
tenemos:

ta,b,e,f} 1 1 0 0 1 1 0 QO O
{c,d,g,h3 O 0 1 1 0 o 1 1 0
Tk O 0 0 0 0 0 O o 1

Sean ahora x un bucle, corte o camino de G Y & un arco de G.
Lefinimos una funcidn de orientacién relativa ag(a,x) del arco a
con respecto a cualquier objeto x de los antes citados
escribiendo: 1) sgla,x)=0 si a no pertensece a *y 11D sgla,x)=1,
sl & pertenece a X y tiene su misma orientacian Yy 11i) sgla,x)=-

1, si a pertenece a ¥ vy tiene orientacion opuesta a éste.

Definimos wna matriz Bex de incidencia bucles—arcos de &



escribiendo: bea=sg(a,b) para cualesquiera aeR, beB. Asi para el
grafo de la fig.8 tenemos, identificando los bucles por las

aristas que los constituyen:

R1 R2 RT R4 E1 C1 L1 L2 L3 L4

E1,RILLILR2Y -1 1 0 0 1 0-1 0 o oY
(L2,R3,L3,R4> |0 @ 1 -1 © 0 O 1 1 O
(L2,R3,013 O 0 1 0 0-1 0 1 O o0
(C1,L3,R43 0O 0 0-1 0 1 0 0 1 0
L4} 0 0 00 0 0 0 0 0 1]

Definimos uwna matriz Quew de incidencia cortes-arcos de
escribiendo:  ga.=sg(a,q) para cualesquiera aeR, gel. As{ para el
gratfo de la fig.8 tenemos, identificando cada corte por el

conjunto de nudos ori{gen del mismo:

R1I R2 RI R4 E1 C1 L1 L2 L3 L4

{a? (1 0 0 0 1 0 0 o o oY
fa,bl O 0 0 0 1L 0 1 0 o o
fa,b,cl O 0 1 0 1 0 1-1 0 0
{a,b,c,d 0O 0 0 0 1-1 1-1 1 0
{a,b,c,d,e} O 1 0 0 0-1 1 -1 1 0
fa,b,c,dye,f> | O 0 0O O 9 -t 0-1 1 0
ta,byc,dye,f,gd 0 0 0 1 O 9 0 O 1 o
SETTERRTTPRI (R
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FIGURA 2.8

Definimos una matriz Kew de incidencia caminos—arcos de &
escribiendo: kua®sg(a,k) para cualesquiera acR, kekK. Asi para el
gratfo de 1la +ig.8 tenemos, identificando cada camino por el

conjunto de arcos que lo constituyen:

RI R2 R3 R4 E1 C1 L1 L2 L3 L4

(R13 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o)
tR1,L13 1 0 0 0 0 0 1 0 A 0
¢R1,L1,R23 1 ~1 0 0 0 0 1 O 0 O
(R2Y 0O 1 0 0 0 0 0 0 0 O
(R2,E1} © t 0 0 t 0 0 0 0 O
{R3I,C1,R43 O 0 1 1 0-1 0 a o 0
s R

2.5.-MATRICES FUNDAMENTALES DE UN GRAFO ORIENTADD

Definimos una matriz Q&-~, a la que denominamos matriz de
cortes fundamentales de G, del siguiente modo: De acuerdo con

§1.5 para cada acRe existe un y sdélo un corte fundamental q de &

gua contenga al ramal a. Entonces escribimos:

§&-. Q& ==88. Bar



Es decir, por definicidn la fila a de 8Ff es igual a la fila g de
Qéa. lLa matriz QFf estd en consecuencia constituida por unas
ciertas filas de la matriz B. For otra parte la matriz @% admite
una particion del tipo:

R~ Ree

R~ 1l Q%o

En efecto, para cada ramal a de G existe un y sdlo un corte
fundamental de § que conternga a a. Dicho corte no contiene a
ningdn otro ramal de G y ademds tiene la misma orientacidn que a
por definicidn de la orientacidn de los cortes fundamentales
[82.31. En la fig.? se muestra un grafo y un bosque maximal. A

éstos les corresponde una matriz de cortes fundamentales:

R1 R3 E1 C1 Lt L3 R2 R L2 L4
R1 '1 Q [®) Q (&) OE i O QO O\
'3 0O 1 0 0O 0 010 0-1 0
£1 0O 0O 1 0 O 0°'=1 0 0 O
Ci1 O 0 0 1 0 0r0o t 1 0
L1 0O 0 0 0 1 01 0 0 O
L3 O 0 Q@ 0 0 1:0 1 0 O
a 5 o
R
{} m % . PR I I ..
£1 Lt} e ‘LA S
» R2 $ 3 R4 A

FIGURA 2.9

Definimos una matriz Biew, & la gque denominamos matriz de
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bucles fundamentales de G, del siguiente modo: De acuerdo con
81.64 para cada acRe existe un y sélo un bucle fundamental b de G
que contenga al enlace a. Entonces ascribimos:

0fee Blarn=38. Brr
Es decir, por definicion la fila a de B*f es igual a la fila b de
Bam., La matriz Bf estd en consecuencia constituida par unas
ciertas filas de la matriz B. For otra parte la matriz B* admite
una particion del tipo:

Foe R~

Re [lre  Bfwn-]
En efecto, para cada enlace a de G existe un y sélo uwun bucle
fundamental de 6 que contenga a a. Dicho bucle no contiene a
ningun otro enlace de B y ademas tiene la misma orientacidn que
ay por definicidn de la orientacidn de los bucles fundamentales
{82.31. Fara 21 grafo y bosque maximal de la fig. 9 tenemos la

matriz de bucles fundamentales siguiente:

RZ R4 L2 L4 R1 R3 EL Cf L1 L3

R i 8 S o R ] o 1 Q ~1 Q
R4 0 1 0 0:0 O 0=-1 0O -1
2 0 0 1 0:0 1 0-1 O O
L4 0 0 0 1.0 0 0 0 0 0

Definimos una matriz Kiewx, a la que denominamos matriz de
caminos fundamentales de G, del siguiente modo: De acuerdo con
81.7 para cada peNs existe un y sélo un camino fundamental k de &
gue contenga con origen p. Entonces escribimos:

ag*-ﬁ@#ﬂzaﬁ-ﬂmﬁ
ks decir, por definicidn la fila p de Kf es igual a la fila k de
Frer. La matriz K* 23t4 en consecuencia constituida DOr uwnas
ciertas filas de la matriz K.

Lafinimos wna matriz Cl-~n, a la que denominamos matriz
fundamental de conexidn de G, del siguiente modo: Por definicion

del conjunto N- para cada peN~ existe una v sélo una cal tal qgue

b

peEc. BEntonces escribimos:



R« Cl-n=8E. Con
Es decir, por definicidn la fila p de C* es igual a la fila c de
C. La matriz Cf estd en consecuencia constituida por unas ciertas
filas de 1la matriz C. De acuerdo con la definicidn de los
conjuntos C y N~ y de la matriz C, resulta que CF admite una
particidn del tipo:s

N~ N
N, [1Nr Dﬁrmfj

Ejemplo: Para el grafo, bosque maximal y conjunto de nudos de

referencia de la fig. 9 se tienen las siguientes matrices kK* v
C*:

Rl RZ RI R4 E1 Ct L1 L2 L3 L4

a /<3 O 0 0 1t o0 0 0 0 o)
b -1 0 O O 1 0O O 0o 0 O
d QO O ~1t 0O 0O O O 0 0 o0
Kf=  f -1 0 o 0 1 0-1 O 0 O
g O O -1 O O 1 O O 0O
h [ 0O O =1 0O 0 0 0 0 -1 CU

n
[wy

O 01 1 0O 1t 0 0 O

2.6.~-FROPIEDADES DE LAS MATRICES DEL GRAFO

R3//7 rg (@) :rg (L) =n—-m; rg (B) 2rg (B*)=r+m-n; rg(C)=rg(C*)=m,
Dem.: Las matrices 0F, EB* y C* estan constituidas por filas de
las matrices Q, B y C respectivamente, vy contienen comno

submatrices a le-, Ixe Y ine. De acuerdo con 1R18 Card(R-)=n-m.[]

w
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R&6// Sean N'cN y q un corte de G con origen N'. Entonces
58. Qan=5N" . Anm. Fg (@) <rg(A).
Dem.: De la definicidn de la matriz A resulta que para todo acA
se tiene
BN'.ANH.6ﬁ=8N'.6“1"’*6N'.6M2‘“’

=ORH 0 —Fpgw e

=8g(a,q)

=8B Oar. 38
y COMO puede comprobar el lector. En consecuencia, toda fila de @

es combinacidn lineal de las filas de A, de ah{ la segunda parte
del enunciado.[]

R7/77 C.A=Q; BE.C=6N; &N.A=O.
Dem.: Fara cada ceC se tiene, de acuerdo con la definicidn de la
matriz C:

8E.C.A=85.A
Ahora bien, el corte q de G con origen ¢ es vacio por definicidon
de clase de conexidn. Por lo tanto, aplicando [R&6] resulta:

S8.C.A=88.Q

= Q)
De agui C.A=0.
For otra parte, para todo peN se tiene:
SE.C.BnP=T.8/.C. 5P {celC}
*Leb8RK. 8P

Y
1

i

[ o]
o0

i

Ya que p pertenece a una sola clase de conexidn de 6. De ahi:

5E.C=8N. El resto es consecuencia de lo anterior.[}

RB// rg(A)=rg () =rg(@*)=n-m. l.as matrices A, B v @ son
equivalentes en filas. El par de matrices (C,A) es ortogonal .

Dem.: Dado que C.A=0 [R71 y que rg(C)=m [R3] se tiene rg(A){n-m
tR1il. Por lo tanto, rg(®) =n-m [RS]. For otra parte, rg (@) >n-m
(R3] v las filas de Q@ son combinacion lineal de las de A& [R&61. De

ahi el resto del enunciado.

R?// A.*B=03; Q.%R=0; rg(8)=rg(B*)=r+m-n. Los pares de matrices



(A,*B), (B,*B) y (Q@*,*R) son ortogonales. ©Brwre =D,
Dem.: Fongamos M=A.%H. Para cualesquiera peN, beB se tiens:

Moo= Ladame Dgm {aeR}
Fara p y b dados el sumatorio anterior se puede reducir al
conjunto de indices acR", siendo R" el conjunto de arcos que
pertenecen al bucle b, inciden en el nudo p v no son lazos. En
efecto, si un arco a no cumple alguna de esas tres condiciones se
tiene: Apm.beua.=0. 5i R" no es vacio, entonces el nudo p pertenece
al bucle b, vy hay exactamente dos terminales t y t' del bucle b
conectados a p, los cuales pertenecen a dos arcos distintos del
bucle b gque inciden en p. Obsérvese gque para todo asR &l producto
8pm.boa no depende de la orientacian del arco a, vya que si
adoptasemos para a la orientacion opuesta entonces apm Y bDow
cambiarian de signo simultaneamente. Sean a vy a' los dos arcos de
b que inciden en p. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que t vy t' son respectivamente los primeros terminales de a v a'.
Entonces aps=ap.r=1. For otra parte, al estar conectados t vy t'
al misma nudo, entonces ambos tienen paridades distintas con
respecto al itinerario que detine la orientacidn de b. For lo
tanto, bee=—bua' y de agui:

Mob=Apa.DnatBpa: «Dow:

=B atboa
=0

For lo tanto, en todos 10s casos Mewn=0 y A.%R=0. El resto s
consecuencia de [RS1, [R1l, ([(RB81 v de las propiedadss de 1la

ortogonalidad de matrices.(

R10// Sea N'cN. Fara gue An = sea una reducida de la matriz A del
grato 6 es condicidn necesaria y suficiente gue N-N' sea un
conjunto de nudos de referencia del grafo G.

Dem.: De acuerdo con [R71, la suma de las filas de la matriz A
correspondientes a los nudos pertenecientes a una misma clase de
conexidn de G es nula. Esto equivale a decir gue una cualgquiera
de dichas +ilas es combinacidn lineal de las restantes. En
consecua2ncia  para obtener una reducida de A hay gue suprimir al
nenos una fila de A por cada clase de conexidn de 3. 81 llevamnas

a cabo la supresion de una fila por cada clase de conexion de G



la submatriz resultante es equivalente en filas a A y tiene n—-m
filas. De acuerdo con [R81 su rango es n-m. For lo tanto es una
reducida de A. El conjunto de nudos correspondientes a las filas
suprimidas es evidentemente un conjunto de nudos de referencia
del grafo G. Por lo tanto la condicidn es suficiente. Su

necesidad se demuestra de modo analogo.(]

R11/7/ Sea R"CR. Fara que las columnas R" de la matriz A del girafo
6 sean linealmente independientes es condicidn necesaria Y
suficiente que el subgrafo cubriente de G que tiene el conjunto
R" de arcos sea un bosque.

Dem.: Que 1las columnas R" de la matriz A sean linealmente
independientes equivale a decir gue rg(ANmu)=card(R;). Ahora
bien, Aus: e5 la matriz de incidencia nudos-arcos del subgrafo
citado en el enunciado. Sean r", n" y m", respectivamente, los
nameros de aristas, nudos y clases de conexidn de dicho subgrafo.
Se tiene rg(Anw:)=r'=n"-n" [RA]. De acuerdo con [IR1IST y LIR1GD,
para que se cumpla esta condicion es necesario y suficiente qgue

@l subgrafo sea un bosque.

R12//7 Sea k un camino de G con origen p vy final p! Se tiene:

e N
Dem.: Construimos un grafo G' afMadiendo a B un arco a gue  tenga
origen p' v final p. Sean R' el conjunto de arcos Yy A'y RBR' vy k!
las correspondientes matrices de G'. El camino k es un camino de
G's El camino k mas el arco a constituyen un bucle b de 5°
L1R13]. Orientamos dicho bucle de2 modo que sgla,b)=+1. Los arcos
de k tienen entonces la misma orientacion con respecto a k que
con respecto a b. For construccion de 6! se tiene:

Arir=Anr

Al « 38 =38R -8R

SR..B'=8k. . K'+3a.

*A'=0 [R?J. De aqui:

WRBYGEAY =S8R, (RA.

For otra parte B'.

5

il

Mo TANEFES  cmr e AL cmy )
=8 K. “A+5R " -8R
=Q

vy &n definitiva



8E.K.*A=3R~5R.[]

R13// KT S Anem=1lne g
KO R Bnrm == 0l ne i FEliema=07 Kfieme. Arrme=1pe.
Dem.: Sea un peiNs. El camino fundamental k de p tiene origen p vy
final p'eN~, siendo p' el nudo de referencia perteneciente a 1la
clase de conexidn de p. De las definiciones resulta:
ORe K ¥=8k K
Aplicando [R12]) se tenemos:
SRe KF . QA=5R~5R"
Dado que peNs y que p'eN-, al establecer las correspondientes
particiones de A, se verifica:
ORs o ¥ L " Qe =R
BRe KTy F AN s G
De la primera relacidn resulta la primera parte del enunciado.
For otra parte, va gque p pertenece a la clase de conexisn de P!
se cumple:
SR-=Clwrr .« 5B«
=0Re « "Cerar
y de ahi =1 segundo resultado.
Dado que un camino fundamental no contiene ningdn =nlace sa

sigue que Ki+xe=0 y @l resto es consecuencia de la prinsera
parte.(]

2.7.-ALGUNAS APLICACIONES

Orientacidn de un bucle

Sean G un bucle y asR un arco de G. Vamos a definir wuna
orientacidn de G de modo gque a tenga la misma orientacidn gue 5.
Sean t el primer terminal de a, (ti) un itinerario infinito sobre
G tal que to=t vy (&) y (p.) las sucesiones de aristas (arcos) Y
nudos  de G asociados a (ti). For definicidn se tiene ac=a,
Po=wy,(a). For lo tanto el itinerario (t.) cumple las condiciones
pedidas. En principio s2sta formulacidn tiene 21 inconveniente Qe

obliga a manejar una sucesion de terminales. Este inconvenients



puede evitarse: Basta con utilizar 1Ré y 1R8 para construir las
sucesiones (ad) y (p.) asociadas a un itinerario de G, tomando
Qo=R Y Po=ri(a) y finalizando el calculo de términos de estas
sucesiones en cuanto encontremos un nudo P tal que pa=p.. Estas
sucesiones son Unicas, ya gue estdn asociadas al Gnico itinerario
que posee las propiedades pedidas. Fara cada a'ceR existe un y s6lo
un  indice i, O¢i<n tal que a.=a'. Entonces, sg(a',B)=+1 =i
Yala')=py y -1 en caso contrario. Este calculo sélo requiere @l

conocimiento de las funciones v, Y Mo,

Crientacidn de un camino

Sean G un camino, peN el origen de G v t =1 dnico terminal de
conectade a p. S define un itinerario (t.) sobre G tal gque te=t,
Be calculan las suwcesiones asociadas (ladl) Yy (P tomando  &n

cuenta que pe=p. El resto es similar al problema anterior.

Detinicidn practica del grafto orientado

Aungue los terminales juegan un  papel basico en la
definicidn de los grafos orientados, en la mayoria de los casos
puede ignorarse su existencia. En tales circunstancias, para
detinir un grafo orientado basta con conocer los conjuntos R de
arcos  y N de nudos del mismo y las aplicacion=s v, i R—N W

Wt R—N,

£h
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CAF. III : ECUACIONES DE KIRCHOFF DE LA RED ELECTRICA

S.1.-LAS SEMALES ELECTRICAS DE LA _RED

Las sefales eléctricas de una red sor las tensiones e
intensidades de los dispositivos que la canstituyen,
Alagebraicamente caracterizaremos a las sefMales como elementos de
un KE-espacio vectorial V, siendo K un cuerpo conmutativo y Y#I{0).

Frecisaremos esta definicién con varios ejemplos.

a)Redes resistivas invariantes, ~5on las que st dan

constituidas por fuentes independientes de tensidn v oie
intensidad vy por resistencias y fuentes dependisntes invariantes
respecto al tiempo. Entonces tomamos K=R, siendo R el conjunto de
los ndmeros reales, y V el conjunto de funciones reales

ordinarias.

b)Redes lineales invariantes con sefales generales.-Son

aguéllas en las cuales todas las relaciones entre tensiones e
intensidades vienen definidas mediante ecuaciones diferznciales
ordinarias con coeficientes constantes, siendo 21 tizmpo la
variable independiente. En este caso la caracterizacidn de las
seffal as puedea hacerse considerando cada sefal ZOMo ura
distribucion o funcion generalizada del tiempo, en las cuales se
incluyen no sdlo las funciones reales ordinarias, sino tambisn la
funcion =scalon, sus derivadas como distribucion v sus retardos.
En este caso adoptamos V=F, siendo F el conjunto de tales
funciones. Notese con la palabra 'sefal’ nos referimos a dna
funcion feF, vy no al valor particular +(t) que pueda tomar dicha
funcion en el instante t, que incluso pusde no estar detinido.
Fonemns en este caso K=R(3§), signdo éste ®1 cuerpo de las

fracocion2s de poliromios reales en la distribucion 8 de Dirac con



la operacion producto de convolucién.

c)Redes de continua en réagimen parmanente.~En  este caso,
cada tensidn o intensidad de la red se puede caracterizar

mediante un numero real (que representa una funcion constante del

tiempo). Entonces tomamos K=V=R,

d)Redes  en_  régimen permanente senoidal.-Cada tensiédn o

intensidad de una tal red se puede identificar mediante un tasor,
es decir mediante un numero complejo. Tomamos entonces b=V=C,

siendo C el conjunto de los numeros complejos.

2)Redes  lineales invariantes cuyas sefMales poseen una

transformada  de Laplace.-La clase de funciones generalizadas a
las que nos hemos reterido en el apdo. b) poseen una transformada
de Laplace como distribuciones. Fodemos caracterizar dichas
seffales por su transformada de Laplace. Escribimos entonces V=L,
en donde L es el conjunto de transformadas. For otra parte, en el
dominio de Laplace las ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes constantes se expresan mediante relaciones del tipo
F=(s)=(F(s)/Q(s)).Fi(s), en donde F(s) v Q(s) son Funciones
polinomiales de la variable compleja s, con coeficientes reales.
En consecuencia, podemos considerar a L como un aspacio vectorial
con respecto al cusrpo de las fracciones de polinomios rezales en

la variable s. Escribimos K=R(s), siendo K el mencicnado cuerpo.

En general, supondremos gue K 23 una extension de R, lo cual
equivale a decir que R e@s un subcuerpo de K. En determinadas
aplicaciones nos interesa que K sea una extension de C y que V
s2a en consecuencia un C-espacis vectorial. Si no lo  son,
identificamos los elementos de K con los del conjunto K'=KxkE del
tipo (k,0} vy los =zlementos de V con los del conjunto Vi=Viy,
Definimos la suma en estos conjuntos del modo habitual y para
cualesquiera k,k'ekK', veV' escribimos

Rok ' =(Roaki-kookd ko kdtkoa, ki)
kov :=(|"~'\-Vt"'k';e.V::?,"<1-V::e+k'::*.\f1)

sirendo K, bl ¥ vs  las correspondientes componentes,

ta
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Identificamos cada nuamero complejo k=k:+jka con el elemento
(kai,k=) de KE'. Entonces K' es una extensidon de C y el K'-espacio
vectorial V' es también un C-espacio vectorial. Introducidas

gstas definiciones nombramos H vy V los conjuntos asi detinidos.

Consideremos ahora un dispositivo eléctrico con los dos
terminales t vy t'. Las seMales eléctricas asociadas a &l sON, @n
principio, las tensiones entre terminales uw«: Y We'e v las
intensidades de terminales j. Yy Je'y entendiendo las primeras
como la tension del primer terminal citado con respecto al
segundo vy las segundas como la intensidad que entra en el

dispositivo por el terminal correspondiente. For definicidén

resulta Uee ==Ue . Introduciendo la condicién de que los
dispositivos que  vamos & considerar no almacenan cCargas
eléctricas efectivas, a2 tiene: Jetie -=0. Al orientar ol

dispositivo, eligiendo por ejemplo el arco a=(t,t'), podemos
asociar una tension w. y una intensidad i. al dispositive tamando
como tension w. la del primer terminal del arco a con respscto al
segundo, s decir U.=u.e, Yy como intensidad ie. 1a del primer
terminal del arco a, 83 decir i.=je. En definitiva, hemps
asociado al dispositivo una tension y una intensidad a partir de

la orientacidn definida por el arco a.
Fara mane jar los conceptos introducidos ultimamente

necesitaremos algunas definiciones y resultados, cuestion que se

aborda en el parrafo siguliente.

S 2.-AMFLIACION DEL. CONCEFTO DE VECTOR: VECTORES DE SENALES

Sea K un cuerpo conmutativo, V un K-espacio vectorial v X un
alfabeto cualquiera. DNDenominamos vector v de elementos de ¥  con
indices en X a toda familia (vi)x de elementos de V. Sata
definicidn supone una ampliacién de la establecida en 82,1
Escribimos VX 21 conijunto de tales vectbr@s. lLas operaciongs suma
de vectores y multiplicacidn por un parametro se definen de modo

similar al 2alizado anteriormente. Con tales operacionss el



conjunto VX adquiere una estructura de K-espacio vectorial.
Igqualmente se aplican en este caso el concepto de subvector y la
particidn de vectores, &l producto de una matriz por un vector,
2l producto de un vector de KX por un vector de VX y los
correspondientes convenios de escritura. Sin embargo, en este
caso no tiene sentido definir el producto de vectores de V¥, vya
que en general el conjunto V no tiene definido un producto.
Dejamos al cuidado del lector el establecimiento de las
propiedades de estas operaciones que, con la salvedad de la

observacidn anterior, son anilogas a las definidas en el capitulo
precedente.

Consideremos ahora las tensiones del conjunto de
dispositivos de la red. Siendo R el conjunto de arcos del grafo
de la red resulta que dichas tensiones constituyen wuna familia
(Un)w de elementos de un cierto F-egapacio vectorial V. Tenemos
asl definido un vector usx de tensiones de arcos o de ramas de la
red, significando con la palabra rama un dispositivo orientado d=
la red. De forma semejante se define el vector i~ de intensidades

de arcos o de ramas de la red.

Veamos algunos conceptos y resultados complementarios de los
vectores ultimamente definidos. Sea wekY. El conjunto de los ueVY
tales que w.u=0 es un subespacio de V. A la relacion wWau=0 1lg
denominamos una ligadura lineal sobre VY, o simplemente una
ligadura de VY. De modo semejante, si (W')x 25 una familia finita
de vectores de KY, el conjunto U de los ueV” tales que para todo
ieXy, w'.u=0 @s un subespacio vectorial de VY. Definimos una
matriz  Axv escribiendo a.s=w)} para cualesquiera ieX, jaY. Es
inmediate que U puede definirse también mediante la relacion
A.u=0. Decimos que A es una matriz de ligaduras del subegspacio U.
Sean RcX, S5,TcY tales que Axv ©3 una reaucida de A, las columnas
T son una base del subespacio de VR generado por las columnas e
Ary Yy 8=Y-T. Entonces rg(M =card(R)=card(T). La matriz A=r 23 no
singular. For lo tanto, la relacian A.u=0 aquivale a:

Lr ==+ . e o Ues

Fara cualesquisra valores de las variables Wy JE5 existe un

<

i
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s6lo un uecU tal gue dichas variables son componentes de dicho
vector. Decimos entonces que el conjunto de variables 85 es  una
base del subespacio U definido por el conjunta de ligaduras
anteriores. A card(8) le llamamos rango de U, v escribimos rg(l).
Es inmediato que rgl)=card(¥)-rg(A). For lo tanto, rg(U) no
depende del particular conjunto S gue hemos empleado para
definirlo. Resulta inmediato que rg(A)=dim(W), siendo W el
subespacio de KY generado por la familia (w*)x. Dado que
dim(K¥)Y=card(Y) se tiene en definitiva: rag (W) =codim(W). For otra
parte a cualquier matriz Axvy le podemos asociar una aplicacién
fiVY—>y*  definida Ff:iur—*A.u. Decimos que f es una aplicacidn
matricial de V¥ en V. f es un homomorfismo de K-espacios

vectoriales y el conjunto U definido anteriormente es su nucleo.

R1// Sean K un cuerpo conmutativo; V un K-espacio vectorialy Axe
y Bvyz matrices con coeficientes en K y ueVr, tales gque =1 Dar
(A,BE) es ortogonal. Fara que A.u=0 es condicidn necesaria %
suwficients que exista wn  veV? tal quie  W=HE. v, 81 adamas
rg(B)=card(Z), entonces v es Unico. Supongamos V#{0). Sea Mz
otra matriz. 8i para todo ueVY, la relacion A.u=0 implica M.u=0
entonces las filas de M son combinacion lineal de las filas de A.
Dem.: La condicivn es suficiente, va gque A.B=0 por definician.
Yeamos que es necesaria. Sean RcX, §,7CY tales gque Awy 23 wna
reducida de 4, (5,7 s una particidn de ¥ y las columnas T son
una base del subespacio de V¥ generado por las columnas de  fee.
Entonces rg(A)=card(R)=card(T). La matriz Arr =23 no singular. For
lo tanto, la relacidn A.u=0 equivale a:
Ur==AZ+. Ares. Us

y de aquil

7}

les

c
i

w Wy
T At . Ares
o bien, en forma abreviada, u=Cvea.us. Dejamos al cuidado del
lector la demostracidn de gue el par (R, @s  ortogomnal.  En
consecuencla, las columnas de C son combinacioén lineal de las de
B [2R3I1. Es decir, existe una matriz Dee tal que C=B.D y, en

definitivas

60



u = C.us

B. (D.us)

y poniendo v=D.uas se demuestra la necesidad.

Supongamos ahora gque u=B,.v=E.v', entonces B, (v-v')=0. De
acuerdo con lo anterior, si Ez- 28 una matriz tal que el par
(B,E) es ortogonal existe un vector we tal que v-v'=E.w. Ahora
bien, rg(E)=card(Z)-rg(B) por la definicion de ortogonalidad. En
consecuencia, si card(l)=rg(E) entonces rg(E)=0, E=0 y v=v'., Por
lo tanto, v es dnico.

5i A.u=0, existe un vector v tal que u=B.v y reciprocamente.
Entonces M.B.v=0 para todo v y M.BE=0. Como &l par (*R,%“Q) es
ortogonal y *B.*M=0 existe una matriz D tal que "M=*A.D. De aqui
M==D.A. [

Se S -FORMULACION DE LAS ECUACIONES DE KIRCHOFF DE LA

ADVERTENCIA: En todo el resto de este capitulo nos
referiremos a una red eléctrica con un  graio
orientado G=(T,R,N,v), con un bosque maximal G' vy
un conjunto N~ de nudos de referencia. Llamaremos
B, @, K, C, R Yy R« respectivamente a los
conjuntos de bucles, cortes, caminos v clases de
conexion de G vy a los ramales y enlaces de G'.
Escribiremos N =N-N, , r=card(T), n=card(N) vy
m=card((). Utilizaremos las matrices de G
definidas en el capitulo precedente. Esperamos gue
2l contexto permita distinguir el significado de

cada simbolo empleado.

a) Frimera ley de Kirchot+f

Sea peN. Denominamos intensidad j,, del nudo p ala suma de
las intensidades de los terminales de la red conectados a p. Las
intensidades de nudos constituven un vector j. de intensidades de
nudos. La primera ley de Kirchoff se puede definir del siguiente

modo: "La intensidad de cada nudo de la red =s nula'. Eg decir:
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Veremos ahora varias formas equivalentes de esta relacidn:

R2// Sea Ans la matriz de incidencia nudos—arcos del grafo de la
red. Se tiene: J=A.i.
Dem.: En efecto, llamemos J+ al vector de intensidades de

terminales de la red. For definicion, para todo peN se verifica:

Je=Lledd {teT | wit)y=pl
=ned5 e, 58 {teT?
Ahora bBien, Existe una biyeccidn Ry {1, 25 —>T definida:

(a,k)+—rn.(a). Si t=n.(a), la relacidn p=1r(t) equivale a p=v.(a).

Ademas ji=ia. si k=1 y jl=—i,. si k=2. En consecuencias

To=Ladit €2 a=Labg= <=, i., {aaRy
B (B 2 mari oy {taghs

Del resultado anterior se deriva la expresion equivalente:

il) A.i=0,

Otras expresionss equivalentes de la primera ley son las

siguientes:

1ii) A”.i=0,
iv) G.i=0,
vi @7 .i=0.
vi) @*F.i=0,

vii) lF—'\‘r-=_OFt<:r-F’\'&Q- 1Rm

Las relaciones ii1) a viii) resultan de la equivalencia entre las
matrices A, A7, @, @ y @F [2RB], vy de las propiedades de la
matriz W, La relacidn iv) significa que "la suma de las
intensidades de las ramas de un corte, consideradas positivas an

la direcciodn del corte, es nula."

viii) Existe un vector id tal gue i=S3.i'.



iX) Sea B "=Bm.w. Existe un vector if. tal que i=SB~.i".

Ademas i" es Gnico para cada i.

Las relaciones viii) y ix) son consecuencia de la ortogonalidad
de los pares de matrices (A,*R) y (A,tR") C2RZ+R1LI. A los
vectores 1' e i" se les denomina vectores de intensidades de

bucles,.
X) i=%R*_ i FRlew

Esta relacidn tiene la misma justificacidn que las dos anteriores
por la ortogonalidad del par (A,®Hf). 5u significado es que las
intensidades de los enlaces constituyen una base de las

intensidades de las ramas de la red con respecto a la primera ley

de Kirchoff.
X1) ir:‘cr-'*“'tsrﬁzmwr-- ;R
Esta relacion es otra manera de eupresar la x), teniendo en
cuenta las propiedades de la matriz BT, For otra parte, as
idéntica a la v), como puede comprobar 1 lector.
Decimos que i« =3 un vector de intensidades kirchoffianas de
la red o un vector kirchoffiano de intensidades si  verifica la

primera ley de Kirchotff.

b) Segunda ley de Kirchof+

La definimos del siguiente modo: "Fara todo bucle de la red,
la suma de las tensiones de las ramas que constituyen &l bucle,
considerando dichas tensiones positivas si la orientacidn de la
rama coincide con la del bucle, s nula". Esta definicidn se

puede expresar: Fara todo beB,

X:-mbba-(-(nzc) {PREF\‘}

0 bien, de forma sintética:
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i) B.u=0,
Veremos ahora varias relaciones equivalentes a ésta.

ii) B .u=0.
iii) Bf.u=0.

iwv) uﬁmmmaémﬂrnUan

Las relaciones ii) a iv) se derivan de la equivalencia en filas

de las matrices R, B” y B* y de las propiedades de la matriz B*,

vl Existe un vector ud tal gque u="Q.u'.

vi) Sea "=0p . Existe un vector ud. tal que u=TEr, g,

Fara cada u, u" es Gnico.

Las relaciones v) y vi) se derivan de la ortogonalidad de los
pares G, "B) vy (@,%B") [2R9+R11. A los vectores ' vy u' se les

denomina vectoraes de tensiones de cortes.

vii) u=t0f, W

Viii) URQ=EQ£WWM-URP-

La relacion vii) se justifica como las v) y vi), habida cuenta de
la ortogonalidad del par (@%,*R). Su significado es oue las
tensiones de los ramales de una red constituyen una base de las
Fensiones de las ramas de la rad con respecto a la sequnda lev ago

Eirchof+. La wviii) e deduce de la vii) de acuerdo con Las

proplredades de la matriz 0OF,

i) Existe un veV™ tal gue u=“A,v.
®) Sean N~ un conjunto de nudos de referencia de G,

Ne=N-N,- vy A"=Ansm. Existe un vector vis tal que u=taT vt

La relaciones ix) y x) rasultan de la ortogonalidad de los paress
(A,"R) v (A" ,*R). A los vectores vy v' se les denomina
respectivamente, vector de potenciales de nudos y vector de

tensiones de nudos con respecto a los nudos de referencia N- de
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la red. El vector v' es Gnico para cada u.

Decimos que uwx es un vector de tensiones kirchoffianas de la

red o un vector kirchoffiano de tensiones si verifica la segunda

ley de Kirchof+f.

-

S. 4. ~CARACTERIZACION DE LOS FOTENCIALES Y DE LAS INTENSIDADES DE
NUDOS

Salvo aviso en contra, todos los conceptos empleados en este

epigrafe son los del epigrafe anterior.

Sean ik, Uwx, Jn Yy v~ los vectores de intensidades Y
tensiones de ramas y de potenciales e intensidades de nudos del
grato G vy Ane la matriz de incidencia nudos—arcos de 6. Decimos
gque J (respectivamente W) deriva de i (resp. v) si J1=A.1 (resp.

U="Q.v).

R3// Sean v~ un vector de potenciales de nuaos Y Uz un vector de
tensiones de arcos que deriva de v. Se verifica:

1) Fara todo agR, Ua=V.ica>=Vezcmr. Significado: la tensian
de una rama es la diferencia de potencial entre su origen y su
final.

11) Fara que u= derive de otro vector v de potenciales de
nudos es condicidn necesaria y suficiente que exista un  vector
Ve tal que:s  v'-v=SC*,9, Fara que uw derive de otro vector vi de
potenciales de nudos es condicidn necesaria y suficiente que
exista un vector v tal que: v'"-v=®*C,v°, Significado: Para gue u
derive de v'" s necesario y suficiente gue la diferencia vi-v,
sea la misma para todos los nudos p pertenecientes a una misma
clase de conexion de G. Sea un veeV. 5i u deriva de V, entonces
también deriva de v+6n™.ve. Significado: Sumandole a todos los
potenciales ve una misma cantidad arbitraria obtenemos un  nuevo
vactor de potenciales de nudos del cual deriva u.

11i) Uw deriva de un vector v' de potenciales de nudos tal

ques V=0, v' 23 unico. Ademas vie es el vector de tensiones de
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nudos  con  respecto a los nudos de referencia N- y se cumple:
Vs =K U,

iv) Para cada vector vn existe un y sdlo un  vector de
potenciales de nudos v" del gque deriva u y tal que tal que vi,.=y,
Entonces, se cumple: vie=kf,u + CCE N« V.

Dem.: i) Dado que u=*A.v se tiene:
Unm=3 &, 1 »
=(38.%Q) . v
=(A.58).v
=(8Q 2 —F=<=>) v, por definicién de A
TVl ¢ Ve Cmd

ii) For definicidn u=t*A.v=¢A.v", De aqui, ®A.(v=v")=0. Kl
resto resulta de la ortogonalidad del par (C,A) [2R7+2R8+R11.

ii11) De 1ii) se deduce que para todo Ve V'=EV + SC* G @y
también un  vector de potenciales de nudos del que deriva Uwx.
Ahora bien, de las propiedades de C* resulta vi.=¢+va.. Eligiendo
VE-vo- cbtenemos un v' tal que vi.=0. Entonces, u=tA.v'=%Quem. Ve
Yy aplicando (2R13] tenemds: vde=kK*.u.

iv) Aplicando 1i) resulta que para gue v" sea un vector da
potenciales de nudos del gue deriva u es necesario vy suficiente
que exista un vector V.- tal que: v'=v' + *Cf.%, en donde v' es
@l de i1ii). Ahora bien, de las definiciones se deduce: VR =V,

y an definitiva vi-=¢.[]

R4// Sean 1w un vector de intensidades de AMAS , Mo
necesariamente kirchoffiano, i~ vector de intensidades de nudos
derivado de i y Can la matriz de clases de conexiones del arato
3. Se verifica: C.3=0 y &Y, 3=0.

Dem.: Es consecuencia inmediata de R2 y 2R7.0
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ADVERTENCIA: Salvo aviso en sentido contrario, en este

capitulo se emplearan los simbolos definidos en los

capitulos precedentes.

4.1.-LA_RED FRIMARIA

Denominamos red primaria al conjunto de dispositivos de la
red vy relaciones primarias de la red a las existentes entre las
seffales asociadas a los dispositivos sin tener en cuenta las
conexiones que la red establezca entre ellos. Asi un condensador
inicialmente descargado mantiene una relacidn en el dominio de
Laplace entre sus sefales asociadas del tipo 1ia=8CUa, s2a  cual
tuere la red de la que forme parte. Supondremos que la red linsal
s@ compone de dos tipos de dispositivos basicos: fuentes
independientes vy dispositivos lineales. Una fuente independiente
de tensidn esta caracterizada por una relacidn primaria del tipo

Ua=W¥.y en donde u9. es una constante. De modo analogo se define

una  fuente independiente de intensidad mediante wna relacien
primaria del tipo i.=i9,, siendo 1%, una constante. Las
relaciones primarias de los dispositivos lineales Vi @nean

definidas por combinaciones lineales entre las tensionss e
intensidades de los dispositivos implicados en su definicién. En
el dominio de Laplace, 21 condensador y las bobinas acopl adas
inicialmente relajados y las fuentes gobernadas lineales son

dispositivos lineales.

Nos referiremos siempre a modelos, y no a dispositivos
reales. El comportamiento de los dispositivos reales se Kprosima
a estos modelos 2n mayor o menor medida. En ciertos casocs, @l

dispositivo real, aun siendo lineal, puade no admitir un modelo
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de los tipos basicos (fuentes con impedancia interna, bobinas con
resistencia, condensadores con perdidas, etc.). Sin embargo, el
comportamiento de estos dispositivos es equivalente al de una

cierta agrupacidon de dispositivos basicos.

Existen relaciones primarias que llevan implicita ura
relacidn causa-efecto y otras que no. En el caso del condensador
inicialmente descargado con capacidad no nula podemos someterlo a
un  control de tensidn conectandolo a los bornes de una fuente
independiente de tensidn y entonces obtenemos como respuesta, en
2l dominio de Laplace, una intensidad 1w=sCUun~, 0 bien conectarlo
a los bornes de una fuente independiente de intensidad y obtener
como  reaespuesta una tensidn  Ua=(sC) "*i.. Eg decir, tanto 1la
tensidn como la intensidad del condensador pueden  actuar como
causa o excitacion y entonces la otra variable actda como efecto
0 respuesta., Decimos que la relacidn entre ambas es bilateral Y
la escribimos en la forma

1a-sCua=0
0 bien, de modo mas sintético

fllmylm)=0
Como se puede apreciar f establece wuna ligadura entre las
variables Us e ia vy la denominamos funcidn de ligadura.
Las funciones de ligadura pueden ser de mas de dos variables,
como en el caso de varias bobinas acopladas magneticamente entre

S5 .

Consideremos ahora un triodo ideal con impedancia de rejilla
infinita, resistencia anddica nula v factor de amplificacidén k no
nulo. Fodemos aplicar una fuente independiente de tensiodn a la
rejilla v obtener una tension anddica k veces superior, pero no
podemos aplicarla al 4Anodo y pretender con ello obtener una
tension de rejilla k veces inferior porque es fisicamente
imposible. En la relacion

Ua=KU-~
existente entre la tensidn u- de rejilla y la tension u. anddica
de tal dispositivo, la primera es siempre la causa y la segunda

el efecto. For ello decimos que @s wuwnilateral y de {forma
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sintética la escribimos:
Ua=f ()

A la funcidn f le llamamos funcion de transferencia. En general ,
aparecen relaciones unilaterales en la definicidén de las fuentes
tanto dependientes como independientes. En el caso de una fuente
de tensidn independiente definida como se ha hecho mas arriba,
podemos considerar a la variable u. como un efecto y a la
constante u®. como una variable fijada externamente o causa. Sin
embargo, hay que distinguir la realidad fisica de los modelos
empleados para representarla. Asi, a veces se representa un
transformador ideal, que estad definido mediante relaciones
bilaterales, mediante fuentes dependientes. En este caso, las
relaciones gque definen a tales fuentes no son bilaterales.
Igualmente las fuentes independientes que se utilizan para
model ar condiciones iniciales de condensadores vy bobinas no

puaden considerarse como fisicamente definidas mediante

relacionas bilaterales.

4.2.-EL _SISTEMA DE ECUACIONES DE LA RED L.INEAL: UN EJEMFLO

Consideremos la red de la fig.l y su grafo representado en
la fig.2. Estamos interesados en obtener su solucién general en
2l dominio de lLaplace, bajo condiciones iniciales arbitrarias.

Tenemos =1 siguiente sistema de ecuaciones:

* Frimera ley de Kirchoff:
1) 14+14=0Q

11) dm+ia=Q
* Segunda ley de Kirchoff:
111) W =uUe=Q0

iv) Ws—lUa=0

* Relaciones primarias bilaterales:

v) U4“5L14+L1330
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* Relaciones primarias unilaterales:
Vi) up=ue,
vii) Ua=kus

viii) i.”}!:=""=:i—,,z

1 2
- Q- \ - -O- N
+ + -
9 W
>u.1 sm3<> U] Kkt |%s § L
LZ
. O—a / O J
3 )
FIGURA 4.1
1 2
” -O- - O
1 2 3 3
.. e » B O~
3 3
FIGURA 4.2
Notese gue  no  hemos sequido el convenio tradicional de

representar con letras mavisculas las transtormadas, vy que 13 es

la intensidad inicial de la bobina, supuesta indeterminada.

Distinguiremos dos soluciones de este sistema de ecuacionas.

La primera consiste en considerarlo como un sistema ordinario de
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ecuaciones de primer grado. El sistema resulta ser indeterminado
Y aus soluciones expresables en funcion de la variable

indeterminada i5. Operando tenemos:

W1 =Up=Us,
Us=Ua=k ™ (9,

da=(sl) "o (Lid+k™ ,u®,)

etc. Diremos que ésta es la solucidn formal del sistema de

ecuaciones de la red.

Ahora bien, si examinamos de nuevo el sistema de ecuaciones
teniendo en cuenta las relaciones causales que se establecen
entre  las sefales la cuestidn no es tan sencilla. En  efecto,
causalmente, las wvariables W., u= @ ix sOn respuestas a una
excitacion unilateral de otras variables, como lo muesstran las
relaciones  vi) a viii). En consecuencia, las variables que
figuran en el segundo miembro de estas relaciones no puedsan, por
maedio de dichas relaciones, condicionar a las variables gue
tiguran en los primeros miembros. Sin embargo u., U= & ix =e
gncuentran ligadas entre si por el resto de relaciones de la red,
en concreto por la relacidn iii), lo cual indirectamente
condiciona a las excitaciones de las relaciones unilaterales, 1o
cual es imposible fisicamente. La condicidn iii) es, puas, una
relacion que solo puede resultar a posteriori, como consecuancia
de las demas, vy nunca a priori. For lo tanto, para obtener una
solucion causal del sistema de ecuaciones de la red debenos:
a) Separar todas las ligaduras bilaterales gue condicionan & las
variables-respuesta de las relaciones unilaterales; b)) Ubt=sner la
solucidn ordinaria del sistema de ecuacionss resultante vy
c) Comprobar a posteriori si todas soluciones de b) verifican las

ligaduras separadas en la fase a).

Asi, para obtener la solucidn causal correspondiente a ia
red de la figura, separamos la relacidn 1i11) gue es la unica gue
liga a las variables citadas vy resolvemos el sistema restante.

Las soluciones de este sistena se pueden expresar en funcidn  de
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dos variables indeterminadas: i3 e i,. Se tiene:

1n=—i 1
ixs=kd L
1am—tfei 1

Wa=—~kali,~-Li3
Wess=—kealdl~Li4

Woes—k@al {4 -kl.18

etc. Es inmediato que la solucidn general de este sistema no
cumple la &Dndicién iii). En consecuencia, la red no tiene
solucion causal. FResulta facil ver gue para llegar a aesta
conclusion no necesitdbamos resolver el sistema. Basta con
separar las ligaduras que afectan a las variables-respuesta de
las relaciones unilaterales vy comprobar si  ese conjunto de
ligaduras es combinacidn lineal de las restantes ecuaciones. En
casa  afirmativo, la solucion causal es idéntica a la soluciodn
tormal. Si no existe ésta, tampoco #iste la otra. Fuede
demostrarse que ambas soluciones son idénticas si la red no tisne
fuentes dependientes. Decimos entonces que la red es bilateral,
aungue podrid extenderse esta denominacidn a todos los casos on

que exista solucidn causal.

En lo gue sigue nos limitaremos al estudio de las soluciones
tformales del sistema de ecuaciones de la red. Llamamos sistema
formal de ecuaciones de la red al gue se obtisne prescindiende de

las consideraciones causalss.

4.5, ~EL_SISTEMA FORMAL DE ECUACIONES DE LA RED LINEAL

De lo dicho en este capitulo y en el precedente, resulta que
2l sistema formal de ecuaciones de la red eléctrica lineal, asta

constituido por los siguientes grupos:

1) Frimera ley de Kirchoff

Al =0



0 cualquier otra expresidn equivalente.

ii) Segunda ley de Kirchoff
B.u=0

0 cualguier otra expresidn equivalente.

i1i) Relaciones primarias de los dispositivos lineales
Llevando a cabo, en caso necesario, una transformacion de la red
pueden expresarse estas relaciones en la forma:

(iviuwg) = He (L\vliz)

en donde ZCR es el conjunto de ramas con impedancias o fuentes
dependientes de tension, YER es el conjunto de ramas  con
admitancias o fuentes dependientes de intensidad, L=YUZ v H =as
una matriz de parametros hibridos. Esta formulacidn obliga a gque
cada fuente dependiente esté gobernada por la tension de una rama
Y 0o la intensidad de una rama 2. 8i en la red original no sucade
asi e obtiene una red equivalente affadiéndole ramas de
impedancia nula en serie con ciertas ramas de la red original o
ramas de admitancia nula en paralelo con ciertas otras vy
transfiriendo &1 control de algunas fuentes dependientess a las

nuevas ramas asi{ creadas.

iv) Definicion de las fuentes independientes de tension

W S D

en donde ECR @5 el conjunto de arcos con dispositivos de

1]
s

5
fus
v
13

tipo v u® es un vector constante.

v) Definicidn de las fuentes independientes de intensidad
1ag=19,
en donde JCR es el conjunto de arcos con dispositivos de este

tipo v i® es un vector constante.

Vista abora en su conijunto, la red resulta ser un conjunto
de relaciones lineales gue ligan a los vectores U @ iw. Al par
(Wyi)  lo denominamos régimen de la red. (Ciertas de estas

variables; w9 e 19, actian como entradas o excitacicnes de la
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red, aungque algunas de ellas sean propiamente condiciones
iniciales. For ello al par (u®,i®), que podemos identificar con
el vector (U?1i9) le llamamos excitacion formal de 1la red, o
simplemente excitacidon de la red. El cuarteto (ie,us,w. ,i) es la

salida o respuesta de la red.

Fara escribir estas ecuaciones hemos supuesto que la red
primaria estd constituida por dispositivos basicos. Se puaeden
considerar, como es sabido, redes primarias constituidas por otro
tipo de dispositivos, pero la que aqui adoptamos se adapta mas a
los propdsitos de este trabajo y tiene cardcter casi genrneaeral ,
aungue a veces reguiera una transformacidn de la red original
consistente en la sustitucion de ciertos dispositivos por una
agrupacion de dispositivos basicos. En el caso mas genaral de red
lineal, las ecuaciones 1iii), iv) y v) se sustituyen por una
aexpresion del tipo:

MHm.um+M§m.im:w&
en donde 5 es un alfabeto apropiado, M- y M+ soh matrices y w® as

un vector constante.

4.4.-LAS SOLUCIONES DEL SISTEMA FORMAL DE ECUACIONES DE LA RED

En general, agrupando las ecuaciones de la red se llega a
una expresion del tipo:s
Mx v« Wv=dx
en donde M es una cierta matriz, d, un cierto vector v w un

vector de incégnitas. Discutiremos ahora las soluciones de oste

sliatema.

Sea Msx  una matriz tal gque el par (M',M) es ortogonal.
Entonces, para que el sistema tenga solucidn es necesario vy

suficiente que M'.d=0 [R13]. Supongamos que se verifica esta

relacion. Sea w® una solucidn particular. entonces, para
cualguier otra solucidn w se tiene M. (wew?) =, Como hamos visho

en 84,1 w-w’el siendo U un ciarto subespacio de VY. A rguds L=

lamamos nuamero de grados de indeterminacién de la solucidn %



significa que la solucidn general del sistema se Hpresa en
funcidn de un Numero de variables indeterminadas igual a rgh.

i rg() =0 el sistema s6lo tiene una solucidn.

Sea una red eléctrica S' con un grafo G'. Una subred S de S°
28 una parte de 8' constituida por un conjunto de dispositivos v
un conjunto de nudos de conexidn de §' tales que todo dispositivo
de 5 tiene conectados ambos terminales a nudos de 8. De la
definicion se desprende que la subred posee un grafo G que s un
subgrafo de G'. Decimos que la subred S de 5' es multiterminal si

el sistema de relaciones primarias de la red S' puede partirse en

i

dos conjuntos: uno que relaciona a variables de S entre si vy otro
que relaciona a variables de 8' no pertenecientes a 8 entre  s{.
Con otras palabras, la dltima condicidn axpresa que no existe
ningun tipo de acoplamiento entre los dispositivos de 8 v los del
resto de la red §'. Obsérvese que el sistema de relaciones
primarias de la subred puede formularse de muy diversas maneras
equivalentes entre si. La definicién de subred multiterminal debe
entenderse en el sentido de que existe una cierta formulacidn del
sistema de relaciones primarias que cumple las condiciones quea

alli se indican.

Clasificamos los nudos de la subred S en dos tipos:
internos, qgue son los que sélo tisnen conectados dispositivos
pertenecientes a 5 vy terminales, que tienen conectados
dispositivos no pertenecientes a $. Conviene no confundir el
concepto de nudo terminal de una subred definido agui con el nudo
terminal de un grafo. Esta clasificacidn establece una particidn
de N en dos conjuntos: I v T. Esperemos que el contexto permita
distiguir este conjunto del conjunto T de terminales del grato G.
Las variables asociadas a los arcos de 8 son las de la red S'.
Los potenciales de nudos de 8 son los de la red S8'. En cambio, en
general, la intensidad de un nudo q de % sdlo es la de 85' si el

gel, vya que el paso de la red S' a la subred 8 implica la
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supresion de los arcos no pertenecientes a S, Jjunto con el
mantenimiento de las tensiones e intensidades de los restantes.
51 las intensidades de 5' son kirchoffianas, las de 5 no tienen

porque serlo: ésta es la principal diferencia conceptual entre
una red y una subred.

El sistema de ecuaciones de la subred multiterminal 8§ sze
compone de los grupos siguientes:

1) Frimera ley de Kirchoff: Las intensidades de los nudos
interiores son nulas: J:=0 y jn=A.ix, siendo A la matriz de
incidencia nudos—-arcos.

11) Seqgunda ley de HKirchoff: La forma mas adecuada de
plantearla es: Existe un vector v de potenciales de nudos de 6
tal gue us=%AQ, viu.

iii) Subred primaria: Adoptamos la formulacidn mas general:
MR e U+ Mk =, 1 =i

Siendo X un alfabeto apropiado.

Las variables asociadas a la subred S interactuan con el
resto de las variables de la red 8' exclusivamente a través de
las variables comunes vr y j+. El significado de v+ es obvio. For
otra parte, para cada peT, Je 25 la suma de las intensidades de
los terminales de 8 conectados a g, la ual es igual, por
aplicacion de la primera ley de Kirchoff a la red $', a la suma
de las intensidades suministradas a la subred $ por los
dispositivos de 8' no pertenecientes a 8 a través del nudo p. EI1

estudio de las subredes multiterminales tiene como finmalidad o

$od

AT

establecer las relaciones que ligan a las variables v+ v - con
independencia de la red S' de la cual 8 forma parte. El sistema

de scuaciones de la subred se puede escribir:

rV"T‘ ]
i Q 1 &) ~“Arr Q i+ ’O ]
Q Q0 0 Arm Q Uty = O
~ €A 0 1 0 ~*Arn | |in Q
Q Q L) M= Q kVJ: J W x
- L/
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Foniendo w=(vrlir), w'=(usrlirlv:i) vy llamando W® al vector de
constantes, la relacidn anterior puede reescribirse:
MTLw+M*  WwT=pke
siendo MY y MT matrices resultantes de la particidén de la
anterior. Sea M° una matriz tal que el par (M°,M*) sea ortogonal.
Dado un valor del vector w, para que exista un w® tal que el par
(Wywl) sea una solucion del sistema de ecuaciones de la subred es
naecesario y suficiente que se verifique: M.w=w®, en donde M=M*.MT
y we=M?.@Q* [3R11l. Es decir, sea cual sea la red 8', para que w
pueda ser un vector de variables terminales de la subred § egs
condicidn necesaria y suficiente que M.w=w®, En lo que sique
emplearemos la expresion 'subred multiterminal' para referirnos
al conjunto de dispositivos que la constituyen vy diremos
simplemente multiterminal para referirnos a las relaciones entre
las variables asociadas a los nudos terminales de la subred. A la
relacidn
M. w=w?*

la denominamos ecuacidén del multiterminal v a ™M matriz de
ligaduras del multiterminal. En caso necesario emplearemos la
particion: MY.v++M?, jr=w®, en vez de M.w=w®. Veamos ahora algunas

propledades de los multiterminales.

Sea Cen la matriz de incidencia clases de conexidn—nudos de
la subred multiterminal S. A partir de la relacidn i) tenemos:
Coredr»=0 y &+7,jr=0 [IR41. Dicho con otras palabras: la suma de
las intensidades de 1los nudos terminales de la subred
pertenecientes a una misma clase de conexidn y la suma de las

intensidades de 1os nudos terminales son nul as.

Si (JnyVmyUs)  verifica las relaciones de la subred
multiterminal entonces, para todo vector vé el nuevo conjunto de
variables (JIn,vn+ C.vd,ux) también verifica las ecuacion2s de la
subred multiterminal  [3IR3I]. En particular, si M.(vrljir)=w®
tenemos para todo vector v°®: M. (v++*Cev.vEljrl=w®. Es decir:
Supuesto sometido el multiterminal a unas ciertas intensidades j-
y & unos potenciales v+ podemos variar en una misma cantidad

arbitraria los potenciales de todos los nudos terminales



pertenecientes a una misma clase de conexiodn, manteniendo las
mismas intensidades. Del mismo modo, sea vosV, si v es un vector
de potenciales de los nudos terminales v+3+".ve lo es tambieén
correspondiante a las mismas intensidades de nudos terminales
(IR31. En otras palabras: podemos variar todos los potenciales de
los nudos terminales en una misma cantidad manteniendo las

mismas intensidades de dichos nudos.

Bea (L' el conjunto de clases de conexidn de la subred tales
que su interseccidn con el conjunto T de nudos terminales no es
vacia. 51 ceC-C' entonces la fila c de 1a matriz Cer es nula,
como puede probar el lector a partir de las definiciones.
Entonces la relacion Cer.jr=0 equivale a Co r.jr=0, vy para todo
vector  vaé:r  “Cor.va=*Ceoruové.. A la matriz Ce .+ le denominamas
matriz de conexiones de los terminales de S. La matriz Ce-v 23 la
expresion de la particidn C° del conjunto T en clases por la
relacion de conexidn entre nudos de la subred S. A cada clase
cel’ le corresponde una v sdlo una clase ¢'=cnNTeC® de esta
particidn y reciprocamente. Fara ciertos efectos podemocs
identificar a C' con C°. Las relaciones anteriormente obtenidas

pueden escribirse:

iv) Covrajr=08 8+7, jor=0
v) Si el par (v+,ydr) verifica las relaciones dal

multiterminal entonces el par (VT+mDG“T-Vé',JT) tambien las
verifica, para todo vector v&-. En consecuencia: MY, (Ce.r=0. Del
mismo modo para todo vezsV, el par (Vr+8+ T, va, jr) verifica

igualmente las relaciones del multiterminal y MY.§+"=0,

Sea M° una matriz tal gue el par (M*,M) es ortogonal. Para
que exista una solucion de la ecuacion Miw=w?® del multiterminal
@s necesario y suficliente gque M°.w®=0, Sean WxX los conjuntos de
indices de My XzcX tal que las columnas X= de X constituyen un
una base del espacio vectoral generado por las columnas de M. A
partir de la ecuacidn del multiterminal tenemos la =cuacidn
equivalente:

wam.sz=w°“wa1.wx1
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Si la ecuacidn del multiterminal tiene solucidn puede reducirse a
otra equivalente:
Wxa=w' *+Miaxy W1

Decimos entonces que ias wi, 1i6X: constituyen una base de las
variables del multiterminal. Fara cada valor de wx:gV*' existe
una y solo una solucidn de la ecuacion del multiterminal. De los
resultados iv) y v) se deduce para cualguier base de las
variables del multiterminal lo siguiente:

vi) For cada clase de conexidn de los terminales del
multiterminal iste al mencs uwna intensidad de nudo terminal
paerteneciente a dicha clase gque no pertenece a la base.

vii) For cada clase de conexidon de los terminales del
multiterminal existe al menos un potencial de nudo terminal

perteneciente a dicha clase que pertenece a la base.

Supongamos  ahora gque w?=0 y gque exista una matriz Y+ tal
gue las relaciones: MY.vr+M?, je=0 y jr=Y.v+ son equivalentes para
cualesquiera valores de los vectores v y J. Entonces Y &3 la
matriz de admitancias del multiterminal. Para todo v se verifica:s
Coer.¥Yov=0 y de aquis Ce-r.¥Y=0. En otras palabras la suma de las
filas de la matriz de admitancias correspondientes a loag nudos
terminales pertenecientes a una misma clase de conexidn es nula.
S+-T.¥=Q, La suma de las filas de la matriz Y es nula. Igualmente
para cualesquiera valores de v vy del vector v° la relacidn j=Y.v
implica J=Y. (V+ECo~rav ). En  Consscuancla, para todo v°©i
Yo' lmerov®=0 vy Y.®*Cge+=0. Dicho de otro modo: la suma de las
columnas de la matriz Y pertenecientes a los nudos terminales da
wna misma clase de conexidn es nula.  Y.d+"=0. La suma de las

colunnas de la matriz Y es nula.

4.6.-AFLICACTON: MULTITERMINALES EQUIVALENTES

Se dice que dos multiterminales son equivalentes si tisnen
el mismo conjunto de nudos terminales y las relaciones entre sus

variables terminales son eguivalentes.
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Sea ahora un multiterminal S con un conjunto T de nudos
terminales, un conjunto C° de clases de conexidan de aqueéllos vy
una relacidon entre sus variables terminales:

MY.vay+MI, jr=we _

Estamos interesados en averiguar bajo qué condiciones puede

existir formalmente una subred S' equivalente a 5 y sin nudos

interiores.

R1// Sean G un grafo con un conjunto de nudos T3 R y C los
conjuntos de arcos y de clases de conexidn de B3 Arr ¥ Cor las
matrices de incidencia nudos-arcos y clases de conexidn-nudos de
B: 5 un multiterminal definido por la relacidn:
MxXavr+Mxe, jr=ws

y  Ssiendo X un conjunto apropiado de indices;y C° el conjunto de
clases de conexidn de los nudos terminales de 8 vy Cl-+ la matriz
de conexidn de los terminales de S. Si cada clase de conexidn de
S estd contenida en una de G zntonces existen matrices D y K
tales que: D.C°=C y MvY=E.*A. En particular, la matriz Exw=MZugw. k"
siendo N¢ un conjunto de nudos no de referencia de 6 v K* una
matriz de caminos fundamentales de 6 asociados a un  bosque
makimal vy al mismo conjunto de nudos de referencia, cumple las
condiciones pedidas.

Dem.: Definimos wna matriz Deo- escribiendo para cualesqguiera
ceC, «'eC®: dae'=1 si c3¢' y deec =0, an caso contrario. Sea

F=D.C%. Para cualesquisra cel, peT se tisne:

s

fep®lec Oee 58" tcteCe)
Como C° es una particidn de T existe una y sélo una c’cs0° tal gue
pec’. For lo tanto, fee=dee-. 81 pec entonces ce’#g, v coma C es
una particidn resulta c'coc y fo.=1. 5i p#gc, entonces c®fec vy
fee=0. De ahi que en todos los casos fom=85 vy C=D.C*,

De acuerdo con las propiedades de los multiterminales

MY, C=Mv, 20, =D
=)
Como 21 par de matrices (C,A) es ortogonal [2R81, el par (=AQ,tC)
lo es también. For lo tanto existe una matriz E tal gue MY=E.“A
EERED.



5i existe una matriz E tal que Mv=E.*A entonces
M¥ne=E. ®Ansrw. La matriz Auem 5 una reducida de A L[ZR101. En
consecuencia existe una matriz F tal que *A=%*Quew.F y MY=M¥r-.F.
Definimos una matriz E=MXwe.K*. Entonces Miue=E.*Amnex [2R131. De

ahi M>¥=MxXne.F=E.5A.[]

R2/7 Sean 5 y 6 los anteriores. 8i toda clase de conexion de los
nudos terminales de S estd contenida en una clase de conexidn de
G entonces para cada vector Jj+ que verifica las relaciones de S
existe un vector i tal que j=A.i.

Pem.: De acuerdo con R1, existe una matriz U tal que C=D.C* LR11J.
51 J verifica las relaciones de 8: C¢%.j=0, de acuerdo con las
propiedades de los multiterminales, y C.j=D.C°.j=0. Como el par
de matrices (C,A) es ortogonal [2RB1 se sigue que existe un i
tal que j=A.i [3IR11.0

R3//7 Sean S y 8 los anteriores. 851 toda clase de conexidn de los
nudos terminales de 5 es3td contenida en una clase de conexidn de
@, =2ntonces la subred 8' gue posee el grafo 8 vy la subred
primarias
E.Ur+MI A, 1 w=w®

en donde E es la de Rl, es equivalente a 8. En particular, si §
2% conexo existe sieampre una subred §' con el grafo 6 squivalente
a 8.

Dem.: Es consecuencia de las propiedades generales de log

multiterminales, de R1 y de R2Z2.0

4.5.-AFLICACION: VARIABLES DE FARES DE TERMINALES DE UN
MULTITERMINAL

Dado un multiterminal 8 con un conjunto T de nudos
terminales vy un conjunto C® de clase de consxidon de los nudos

terminales vamos & definir unas subredes equivalentes a S,

Sea P el conjunto de los pares no orientados de elementos de
T. Vamos a definir un grafo 3°=(T°,R*,T,+*). Fara cada asgfF v cada

pea escribimos pae en vez del par (p,a). Definimos T° como el



conjunto de 1los pa. anteriores y A° el conjunto de los pares
{Pmypal tales que a={p,p'reP. Entonces A° es una particidén de T*
an conjuntos con dos elementos cada LUno. Oriesntamos
arbitrariamente los pares constitutivos de A° y obtenemos un

conjunto R°. A° es, en consecuancia, el conjunto de aristas

o

&

G°. Fara cada (pa.,pi)eR® escribimos PRP' en vez de (pPa,p.i). pp' se

©u

puede interpratar como 21 par de terminales {(p,p') de

1

2

iy

Definimos v®ipu—p. G° es un grafo conexo, como pusde probar

lector. Sean im-, ux- los vectores de intensidades Yy tensiones

%3

los arcos de G°. Fara cada pp'ceR®° denominamos a ipe: Y Upe

intensidad y tensidn del par (p,p') de terminales de §. Sea

n=card(T) vy m=card(C®). A partir de R3 se derivan los resultadcs

siguientes:

1) BExiste una subred multiterminal equivalente a § Y o Cuyo
grato es §G°. Card(R*)=n(n-1)/2.
ii1) Sea G un bosgque maximal de 3°. Entonces G es conexo v
tiene n—-1 arcos [1R181]. Existe una subred multitarminal
aquivalente a 8 yv cuyo grafo es B.

111) Sea G' el subgrafo cubriente de G° definido por los arcos

Ui

-

pp'eR?® tales que p vy p' son nudos terminales conexos de
Entonces el subgrafo G' tiene las mismas clases de conexion que 35
y existe una subred multiterminal equivalente a 8 v cuyo grafo es

[pea)
"

ivy Sea 6" un bosgue maximal de 3'. Entonces wiste una
subred multiterminal equivalente a S y cuye grafo es G5". 8 tiene

n-m arcos LiRki1g3.

La utilidad de los resultados anteriores es la siguienta:
Fodemos sustituir cualquier multiterminal 35 por wna  subrod
equivalente §' con n-1 arcos y, si conocemos Las olases dJda
conexion de sus terminales, por una subred con n-m arcos. En todo
caso, la intensidad Jje del nudo terminal p es igual a la suma Jde
las intensidades de los pares de terminales que son arcos dol
grato y gue inciden en p, con 21 signo correspondiente vl
tensidn  del arco pp' de S' s igual & Ve-ve.. EBEn vezr 4o

caractaerizar el multiterminal S por la relacidn entra  su-



variables terminales, lo podemos caracterizar por la subred
primaria de la S' asquivalente. El nuamero de variables
involucradas en la definicion de la subred primaria de 5' es
igual al doble del mnamero de arcos de $5'. El numero de variables
involucradas en la definicidn de las relaciones del multiterminal
5 es 2Zn. La ventaja de emplear subredes squivalentes con los
grafos G y G" daﬁinido% mas arriba es gue su numero de arcos  es
Ny BN consecuencia, se puede caracterizar el multiterminal con

un menor numero de variables.

Ejemplo: En la fig. 3 se muestra una subred multiterminal S.
Su conjunto de nudos terminales es T={(1,2,3,4,9,62 vy su conjunto
de clases e conexion de SUS nudos terminales =

Co={{1,43,{2,5, {5,630,
b b k) k] 1

L3

3 o e, o8
L2

2 o v o3
L1

1 o Y. o4

FIGURA 4.3

La zcuacion del multiterminal $ puede escribirse:

1 2 % 4 5 6 1 & 3 4 3 &

- W - o) - , . . W

-1 0 O 1 0 0 sy 3My sMe  Q O ]

2 -1 0 o 1 o sMy sl sM<x O Q Q

3 o Qo -1 0 o |1 5Mz sMx sls O Q 0
4 O 0 O O O Of.Ve+r + 1 Q o -1 ] Oiedr = U

5 Q0 0O O O 0 Q 1 8] 0o -1 0

& Lo o o o o o o 0 1 O SRS

Esta ecuacidn ioplica una relacidn entre 12 variables. Ahora

bien, de acusrdoe con lo dicho anteriormente existe una subred

e
foe



equivalente de S con el grafo de la fig. 4a).

3 o 38 »0 B 3 8
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2 o 25 50 5 2 5

35

1 o 14 o0 ¥ 1 o 4
FIGURA 4.4 a) FIGURA 4.4 b)

Expresada en funcidn de las variables de pares de terminales
asociadas al grafo de la fig. 4a), la ecuacidn del multiterminal
pusde escribirse:

14 25 36 14 25 36

1 -1 0 O Ura sl sMy aMs 1ia
2 O -1 Q . (R - sM: sl.e sM= o 1o = Q)
3 Q G —1 Lim e, SMa sMa Sl ime

Entonces implica solamente 6 variables. Obsérvese que la ecuacidn
resultante es la que corresponde a una tripuerta con las puertas
(1,4), (2,5 y (3,6). Este resultado significa que 21
hexaterminal s@ comporta  como  una  tripusrta ‘natural’ g2
cualesquiera circunstancias, lo cual en este caso es evidente por

simple inspeccidn de su configuracian.

De modo semejante, podemos expresar l1a ecuacion del
multiterminal en funcidn de las variables de pares de terminales
asociadas al grafo de la fig. 4 b). Utilizando vomo nudo de
referencia el 5, dicho grafo tiene una matriz A de incidancia

nudos—arcos Y una matriz K* de caminns fundamantales,

respectivamente:
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15 25 385 45 45 13 25 35 45 65
1 1t 0 0 o o) 1 [t 0o 0o o o
2 ’ O 1 o O 0 2 Q 1 0 0 0
3 O o 1 o O 3 G o 1t 0 0
4 0 0 0 1 O 4 O G 0 1 0
] -1 -1 -1 -1 - 1) ! O 0 9 0o 1
& g 0 0 0 1J
Utilizando R3 llegamos a una nueva expresion de la ecuacion del
multiterminal:
15 285 35 45 65 15 25 3285 45 63
1 -1 0 0 1 OYfuisYy (sb. sM, sMz O 07 1o ]
2 O -1 0O 0 O Wy sM1 sba sM= O ) e
3 e 0 -1 0 1] uxm M= sMx sl O Qo] iwe | = O
4 Q Q Q Q Q Waw + 1 Q Q 1 Q 3
3 C 0o o 0 o0 | U ) -1 o -1 -1 -1 s g
b Q 0O 0 0 O] . O Q 1 0 1J
En este caso la ecuacidn del multiterminal se expresa mediante
una relacidn entre 10 variables de pares de terminales. Notese

que para llegar a esta formulacidn no se han tenido en cuenta las

clases de conexidn de los nudos terminales del multiterminal.(

FIGURA 4.5 a)

FIGURA 4.5

b?

Ejemplo: 3Sea un tetraterminal cualgquiera (fig.Sa). Lo dicho

o



anteriormente nos permite asegurar que siempre es posible
eipresar sus ecuaciones en funcidon de las variables de pares de
terminal del grafo de la Fig. 5b) . Esas ecuaciones son
precisamente las de la tripuerta con terminal comun 0, es decir
con las puertas (1,0, (2,0 vy (3,0). Este resultado se
generaliza inmediatamente para n-puertas con terminal comdn. Ello
quiere decir que en cualesquiera circunstancias un (n+1)-terminal

s@ compuerta como una n—-puerta con terminal coman.(]
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FIGURA 5.1
Escribimos Mor (G,G') el conjunto de tales morfismos. Decimos que
¢ @s un isomorfismo si w y ¢ son biyectivas. Decimos gque Gy G
son isomorfos si existe un isomorfismo de G en G'. Denominamos
simetria de G a todo isomorfismo de B en G. Escribimos Sim(G) el
conjunto de tales simetrias. En particular ide=(idr,idn), en
donde idr @ idwe son las respectivas aplicaciones ideéenticas de T

en T v de N en N, @s una simetria de G, llamada trivial.

Sean G, G' Y G gratos, T={y,p) eMor(G,6") v
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r'=(y'yp'reMor(G',G"). El par oc"=(y'oy,@' =) @5 un morfismo de G
en G". Decimos que @ la composicidn de o' v ¢ y escribimos
o=g'er., La composicidn de morfismos de grafos s una operacidn
asociativa. Fara todo reMor (G,6'), se tiene: c¢eide=ids oo=c. Hi o
s un  isomortismo, existe un c'eMor(G',5) tal gque «a'er=ids Vv
cger'=ide.. Decimos entonces qgue ¢' es el reciproco de ¢ vy

escribimos o'=g—*t,

Sean G, G y ¢ los anteriores. FPara cualesquiera t&7T, acfh,
qeN, N"CN escribimos ¢.t, Ted, 0.0 ¥ o¢.N" en ver de w(t), g,
pla) y @(N") vy los denominamos imAgen por o de los elementos
respectivas. De las definiciones se desorende que v'{c.t)=c.wit)

Yy gque v' {(r.a)=g.val).

Sea G 21l anterior. Para cada a=(t,t')aTxT ponemos —a=(t',t).
Decimos que —~a es el opuesto de a. Escribimos
Re{(t,t"eTxT | {t,t'>cA’
Es inmediato que ROR y gque si aeR entonces aeR & -agR, es decir R
#2std constituido por el conjunto de arcos de G 9y por sus
opuestos. R contiene todas las orientaciones posibles de las

aristas del grafo y lo denominamos conjunto de arcos virtuales de

G. Sea ¢ el anterior. Fara cada a=(t,t')eR ascribimos
c.a=(r.ty,o.t') vy lo denominamos imagen de a por ¢. Es inmediato
que g.acgR', r.(-a)=—(g.a) vy o.lal=lr.al. Es decir, un morfismo de

G en G' hace corresponder a cada arco virtuwal a de 6 un arco
virtual a de G'. 81 aesRk, entonces a'ceR' & -a‘eR'. Las
aplicaciones wiiR—>N, i=1,2 definidas &n 2.3 se prolongan de
forma natuwal a aplicaciones vi:R—*N escribiendo para cada
a=(t.,t=)cRk, Ve (a)=w (k. i=1,2. Entonces se tiene

T.vs (A)=u{ (c.a), i=1,2,

Ejemplo: Para el morfismo de la fig. 1 tenemos la siguiente

carraspondencia entre los arcos de G y los virtuales de G':

R 11 12 3 @1 22 23 31 32 33 41
-1 -1 -1 2 2 2 3 3 I -4
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Esta tabla se prolonga facilmente a todos los arcos virtuales de

G. Asi c.(~11)=-g.11=1, . (-12)=1, etc.[]

Cuando no se precisa hacer referencia expresa a los
terminales de G y 6' la correspondencia entre R y R' contiene
toda la informacidn necesaria para describir la accidén del
morfismo sobre dichos terminales, vya que su significado en el
caso del esjemplo anterior puede interpretarse: El morfismo ¢ hace
corresponder al  primer terminal del arco 11 de 6 el segundo
terminal del arco 1 de B', etc. Es decir, definiendo las
correspondgncias que establece o entre Ny N' v gntre R vy R

quada suficientemente caracterizado 1 morfismo.

Se2.-GRAFOS SIMETRICOS

)

Sea 5 un grafo. La composicién de morfismos dota a Sim(B3) de
una estructura de grupo, en donde ide es el elemento unidad y
donde los inverseos son los reciprocos. FPuede demostrarse
facilmente que Sim(G) es un grupo finito. Decimos gque =21 grafo &

28 simétrico si posee una simetria no trivial.

Sea G un grafo con una simetria no trivial ¢e. La simetria
T Bngendra un subgrupo ciclico M de Sim(3). Decimos que 0. 25
una simstria p-fasica si card(M=p. Fuede probarse gque p s @l
menor entero pesitivo tal gque rof=ide. N es isomorfo al conjunto
F={0,1,2y...,p~1} dotado de la operacion zuma modulo p. FPara cada
rel” existe un vy sdlo un kel tal que o0=0e". Metaforicamente
podemos considerar la simetria cel” como una ‘rotacion' gue coloca
cada terminal t sobre la posicidn que anteriormente ocupaba el
terminal s.t, cada nudo g sobre la posicidn anteriormente ocupada
por el nudo e¢.q Yy [©C como un grupo de 'rotaciones' de wna
fraccion p~sima de revolucidén en torno al mismo eje. La accian de
" sobre 8 puede describirse como operaciones de " sobre diversos

conjuntos.

Ejemplo: En la fig. 2 mostramos un grafo simétrico con  una



simetria ¢- definida por las tablas siguientes:

N 11 12 13 21 22
fe 12 13 11 22 21
R 112 13 21 22 23 24 25 26 30
o 12 13 11 22 23 24 25 26 21 -30 O
12
£
’
o

13

FIGURA 3.2

ADVERTENCIA: En lo que resta de este capitulp nos

referiremos a una red con un grafo B que posse una

71



simetria no trivial p-fasica ¢n, la cual engenda

un grupo ciclico &

S.3.-0FPERACIONES DE UN GRUFO CICLICO I" SOBRE UN CONJUNTO

Recordaremos brevemente algunos conceptos de la opearacidn
del grupo ciclico " sobre un conjunto X. Sea f:if%X—2>X wuna
aplicacion. Decimos que f s una operacidn de I’ sobre X si para
cualesquiera xeX, or,r'el se verifican las relaciones:

1) flides,x)=x
1i) f o, flo' ) )=f(adeg’ ,x)
Entonces escribimos ¢.x, en vez de f(r,x). As{ hemos descrito un

operacion por la izquierda de ' sobre X. También podemos definir

una operacidn por la derecha. S necesita para eello  una
aplicacidn £ 2 X M X que verifigue: 1) fFxyidm)=x %
i) ff @), 0" )=F(t,000"'), para cualesquiera NEX, g,a’el.

Escribimos entonces x* @& x.o en ver de f(¢,0). Indicaremcs
algunos resultados y definiciones referidos a operaciones por la
izquierda dejando al lector que los complete para las operaciones

por la derecha.

Se tiene: p=card(M. Escribiremos Z el conjunto de ios
numeros enteros, mZ el conjunto de los enteros maltiplos de wun
entero m dado, k+mZ el conjunto de los icZ tales gue  di-kemZ
Z/mZ el grupo de clases de restos modulo m, dgue identificaremos
con el conjunto {0,1,2,...,m 1} con la gperacidn suma madulo m.

En particular el grupo P definido en 85.2 no 25 sino Z/pZ.

Al elamento ¢.x le llamamos imagen de x por o¢. Este concepto
se extiende a la imagen od.¥ & Yv de un subconijunto YcX que s &1
conjunto de los o¢.% ¢ de los x“ con xeY. Sean y X los
anteriores. Fara cada oel™, la aplicacidn F1X—2>X definida
fiu—>r.x es una permutacion de X. Ello se deriva de oue para
cualesquiera o, yeEX las relaciones y=r.x vy HEC T,y SON
equivalentes. Dado un xeX denominamos Grbita de x por I v la
escribimos M.k al conjunto:

3
"/

R\
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Mex={yeX | Frel,y=c.xl
Escribimos X/I" el conjunto de drbitas de X. Las drbitas
establecen una particidn de X, es decir dos drbitas distintas no
tienen ninguan elemento Comun. A d=card(™.x) lo denominamos
periodo de x. Fuede probarse que d es el menor entero positivo
tal que ¢o“.x=x y que pedZ. Fara cada velM.x existe un y séle un
entero d, Oimid, tal gque y=¢3.x. Decimos que % es un  elemento
neutro de X con respecto a I” si su periodo es 1, s decir si
Fox={x}>. Decimos gue un conjunto YcX es estable con respscto a I
si  para cualesquiera cel”, xeY se verifica gue cr.xeY. BSea Y un
subconjunto estable de X. La restriccidn de la operacion de I
sobre X a MY es una operacidn de I° sobre Y inducida por aquélla.
En particular si Y es una drbita de X, hay una operacidén inducida
de [ sobre Y. Sea 5 un conjunto cualguiera. La operacion de I
sobre X induce una operacidn por la derecha de [I° sobre el
conjunto 5% de las aplicacieones de X en 5. Fara cualesquiera
f@8*, o’ escribimos f e5* definida fo:iu—>f (r.x). Dejamos la
demostracidn al lector. Es decir f° toma en xeX 2l mismo valor
que f tomaba en la imdgen de x por o. De algun modo eso significa

una 'rotacidn hacia atrds' de los valores de la funcion f.

9.4.~0FERACIONES DEL GRUFO ' SOBRE EL. GRAFO 6

Fara cualesguiera cel”, teT, acA, gqeN y a'cR los 'productos®
definidos en 83.1: o.t, ¢.a, ¢v.q vy ¢.a' definen operaciones por
la izquierda de " sobre T, A, N y R, respectivamente. Denominamos
terminal p-fasico, arista p—fasica, nudo p-fasico y arco p—-fasico

a cada dgrbita de T, A, N v R respectivamente.

Ejemplo: De lo dicho en el epigrafe anterior resulta que oo
induce uwna permutacidn de N y otra de R. Asi{i podemos reescribir
las tablas del ejemplo precedente notdndolas como permutaciones:

TN oz (11 12 13 (21 22
Toa B 2 (11 12 13) (21 22 23 24 25 26) (30 ~30) (-11 —-12 —-13%)
(-21 -22 -23F -24 -285 -2&)

significando en el caso de la primera tabla gue wm.1i=12%



Coe 12=13, lo.l3=11, etc. PFrecisamente {11,12,13} vy {21,222
constituyen los nudos polifdsicos de B con respecto a [ Y
LR, 1120, 113102, (12101, 1221, 1230, 1241, 1251,12613 vy {13013 las
aristas polifisicas de B con respecto a M. Los periodos del nudo
21, del arco 30 y de la arista 130! son, respectivamente, 2, 2 vy

1. La arista 130! es un neutro de A con respecto a M.

R1// Sean cel" vy a=(t,t')eR. Utilizando la letra d para referirnos
a los periodos respectivos, tenemos los siguientes resultados:
1) de=de Z (]
ii) 8i -aélr.a entonces da=d  m.
11i1) Si —~acl.a entornces da.=2d .1 Yy 6o '=', a=—a.
iv) 51 p es impar de=d ..
V) dugdei cws>Z, para i=1,2.
Dem.: Todos ellos se derivan de las definiciones y de las
propiedades de los morfismos de grafos. Consideremos, povr
ejemplo, los enunciados ii) y iii). De la definicién de morfismo
se deduce que, para todo keZ, lok,.al=0s,. lal. For 1lo tanto,
dmedimi1Z. Reciprocamente si o5, lal=lal entonces FE.a=+ta. En
consecuencia, oo *,a=a v 2d . cdaZ. Si ~aélf.a, entonces para todo
keZ, ok.lal=lal equivale a ¢5.a=a Y da=dimi. 81 ~ael.a, axiste un
entero positivo mida tal que —-a=c2.a. Entonces med. a2, que Jjunto
con las relaciones anteriores implica da=2d,mi. De ahi =1

resul tado.l

la operacidon de I sobre N induce sendas operaciones por la
derecha de " sobre V™ y V7 [85.3]. Asi{ " opera sobre los vectores
de intensidades y de tensiones de nudos vy las intensidades de los
terminales. Fara cualesqguiera j,veV™ y gel” escribimos j7 Yy v las

imagenes de tal operacion.

Sea a=(t,t') un arco de G. En la definicidn de la tensidn v
de la intensidad de un dispesitivo no orientado con termirnales
t,t' L83.11 va vimos que a cada orisntacidn a=(t,t') & —a=(f ', )
del dispositivo le correspondian unas ciertas tensiones o
intensidades que, en el segundo caso, adoptaban valores opusstos

a los del primero. Con la simbologia introducida en 21 5.1 esto

94



quiere decir QU2 U-a=—U. Yy QU8 l-.=-i.. En consecuencia, podemos
asignar una tensidn e intensidad a todos los arcos virtuales de

oy

Gy Y no sdlo a los arcos ordinariocs. En general, podemos definir
una prolongacidn candnica de cada vector weV™ a un vector w'eV?®
escribiendo para cada acR, WasWa. 51 acR Yy Whi=—W-m, en Caso
contrario. Al nuevo vector asi definido lo nombramos con la misma

letra.

R2// FPara cualesqguiera gl y weV® escribimos w egV® el vector
definido wi=w,.. para todo asR. Entonces w® indica una operacioén
de I' sobre V&,

Dem.: La operacidn de ' sobre R [8§5.2]1 induce una operacidén por
la derecha de ' sobre VB, Sea S el conjunto de los weV® tales que
W-an=-Wa para todo asR. Para cualesqgquiera oel” y weS se verifica
wreb. Es decir, 5 es estable con respecto a tal operacidn la
cualy por lo tanto, induce una operacidn de |7 sobre 5. For otra
parte, la prolongacidn candnica de V™ a v™¥ es una biveccidon
fiVR—>3,  Fara cualesquiera ocl” v weV™ sscribimos wo=+"*% (§ (W) "),
Esta es la operacidn definida en @l enunciado. Dejamos los

detalles al lector.(]

Como consecuesncia del resultado anterior tenemos HUnas
operaciones de © sobre los vectores de tensiones e intensidades
asociadas a los arcos de 6. El significado de estas operacionss
es de nuevo una 'rotacidn hacia atras' de los valores de las
intensidades y de las tensicnes de modo gue a cada arco le
correspondan una nueva intensidad o una nueva tensidn igual a  la

que tenia anteriormente el arco virtual imadgen ssgun la simetria.

R3// A4 cada acR le asignamos un signo, escrito sgla) igual a +1
51 asR y a -1 en caso contrario. Sea cel”. La aplicacidn i R—R
definida riar—fsg(r.alr.a 25 una permutacicon de R.

Dem.: Sean frR—3 tal que Ffrat—rlal v gi1aA—A tal quie
gra'F—rg.a'. De acuerdo con las definiciones f =23 una biyeccison vy
g es una permutacidn. Es inmediato que forp=gef. De ahi el

resultado.d
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Sean ahora ceel”, w,w'eV® tales gque w'=wWwv, Para cada acR
tenemos:
w';zwrrum:w-;q Core md > FSG(TF. Q) Wey cm
Es decir la operacion de " sobre V& gquivale a una permutacion de

indices y a un cierto cambio de signo de las componentes de los

vectores de V¥,

Sean X un alfabeto cualquiera, R el conjunto de2 arcos de © Y
M una matriz RxX, Xx%xR ¢ RxR. Definimos una prolongacidn candnica
de M a los conjuntos RxX, XxR y RxR, respactivamente, de forma
similar al caso de los vectores de VX. Lo ajemplificaremos en la
prolongacidn de la matriz Ane de incidencia nudos—arcos,

@scribiendo aa, -a="an. para cualesquiera gehN, acR.

Sean X @ Y alfabetos sobre los que opera =1 grupo .
Definimos wna operacion  inducida de " sobre las matrices con
indices en XxY @scribiendo para cualesquiera Mek*~™ y g™, M la
matriz XxY definida:z

M =M e, ey
para cualesquiera xeX, yeY. Decimos gque la matriz M es circulante
con  respecto a ' si para todo oe” se verifica =M, Ezta

condicidn equivale a M.ro=M.

R4// Sean X e Y alfabetos sobrea los que opera My w'aVs vy wevr,
Fara todo voel”, las relaciones w'=M.w vy Wt TEME e, s0on
equivalentzs. Para todo e, las relaciones j=é.i Y JT=AY.i" son
equivalentes vy las us*A.v y wo=%3%_ v 1o son tambi én.

Dem.: Demostraremos la segunda parte del enunciado. Fonemos
J'=iT, 10=iY y A'=A"., Para cada geMN se tiene:

S
.] c1““J .ty

Y m B, cry el {agR?
=Ema'r~l.‘q,r1<dﬂ) .i‘-‘tmn ftaeR>
i mBor. i, el o m {acR}
=l aRdGma 1 L {asR>

Siendo n la definida en R3. De ahi la segunda parte. La primera

la dejamos al cuidado del lector.(]
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5.3.~REDES ELECTRICAS SIMETRICAS

Sean una red eléctrica con un grafo 6 y el sistema formal de
acuaciones definido 2n 84.3, 0. una simetria no trivial de G y I
el grupo generado por agquélla. Introduciremos progresivamente el
concepto  de simetria de la red. Veamos en primer lugar que 1la

operacion de I' sobre G deja invariantes las leyes de Kirchotf.

R3// Sea Amnm la matriz de incidencia nudos—arcos del grafo G. A
es circulante con respecto a M.

Dem.: Definimos una prolongacidn candnica de la matriz  A.=  al
conjunto de indices NxR de la forma habitual. Fara cualesguiera
geN, askR se verificas

&\‘T' S & "..“ R SN N

e );1 3

sea rell. Fongamos A'=A°, De lo anterior se deduced

[
AL =R oy
wmse Lo a0 s e A Y
S I ‘ Q(!r:..(:gq »
an P s L M g, 1L (s
=We L AR g

Y, en consecuancia, A'=4.[

Dal resultado anterior v de R4 se deduce gue para todo ceel
las relaciones j=A.i vy j"=A.i" son eguivalentes, y que las
relaciones W=*A.v vy u=E4, v 1pg son tambisn. For otra parte,
decir que i sea kirchoffiano equivale a decir gue jn=0. De agui
3=0 2 i~ es igualmente kirchoffiano. Decir gue w es kirchoffiano
equivale a decir gue deriva de los potenciales v. Entonces u~
deriva de los potenciales v, En consecuencia, las operaciones
del grupo " sobre las tensiones e intensidades de los arcos deijan

invariantes las leyes de kKirchoff.

Los anterioras resultados se pueden obtensr también
directamente a partir de conceptos mds primitivos, como se

muestra a continuacion.



R&// Sea i un vector de intensidades de arcos de la red, jn el
vector de intensidades de nudos derivado de i y ecel. Entonces jv

deriva de i, 8i i es kirchoffiano, i¢ lo es también.

Pem.: Sean 3+ v 3+ los vectores de intensidades de terminales de

G correspondiente a i 2 iv respectivamente vy a=(t,t')eR. Se
verifica: ec.a=(r.t,r.t')eR. De ahi:
Fe=1iv,
=i m
=lo.x
Fe =-34
==Fo.x
=¥
Como cada terminal de G pertenece a un arco de G se sigue que
F'=1v., Sea j' el vector de intemnsidades de nudos de G derivado de
i7., Fara cualesquiera teT, geN las relaciones g=wv(t) y c.q=wvi{g.t)
son equivalentes (83.11. Notese ademis gque la aplicacidn t—»r.t
28 una biyeccidn y por lo tanto sguivale a un cambio de {ndices.

De ahi gue para cada geN tenemos:

Ja=Le}d {teT | wit)=ql
=Lete. v {teT | wit)=ql
= ete fteT | wit)=c.q)
=Ja.
Y en definitiva J'=j-, Esto prueba la primera parte del

enunciado. La segunda, es consecuencia de la anterior.()

R7// Sea vn un vector de potenciales de nudos de la red, e 1)
vector de tensiones de arcos derivado de v vy oel. Entonces u®
deriva de vo. 8i u es kirchoffiano, w lo es tambieén.
Dem.: Fonemos uw'=u” y v'=v", Sea a=(t,t'y)eR. De acuerdo con las
definiciones se verifica:
U= . i

FVwt (oraamd Vo, md

FVW oo el (V. 102 Cam)d

TV L s Vb
De ahi la primera parte del enunciado. La segunda es consecuencia

de la anterior.[]
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Precisemos ahora otros aspectos de la simetria de la red.
Para que " pueda ser considerado un grupo de simetria de la red
es necesario que para cada cel” el dispositivo imAgen por o de un
dispositivo de tipo E, dy Y & Z sea también del mismo tipo.
Metafdricamente al girar la red sobre si misma segdn cualguier
cel"y cada dispositivo debe ocupar el lugar ocupado anteriormente
por otro del mismo tipo. En esto no influye la orientacién del
dispositivo. En consecusncia, wna primera  condicidén para
considerar a [ como un grupo de simetria de la red es que los
conjuntos de aristas >lE|, tdi, IYI v 1Z1 sean estables con

respecto a (",

Otra condicidn que podemos establecer para la simetria es
que i ‘rotamos' los valores de las tensiones e intensidades de
las ramas de acuerdo con cualquier cel”, entonces los nuevos
valores verifiguen también las ecuaciones de la red. Sea (u,i) el
regimen de la red. Fara cada ¢cl” escribimos (u,i).oc=(u.o,i.0). Si
se cumple la primera condicidn para que I sea uwn grupo de
simetria de la red, entonces los conjuntos de arcos virtuales E,
dy Y ¥y Z son también estables con respecto a M, como puede
demostirar el lector y " opera sobre los conjuntos VE, V9, etc.
For ‘rotar' el régimen de la red segun ¢ entendemos un  nuevo
ragimen (W’,iv). Frecisemos gque esta rotacion toplica la rotacién
de la excitacidn, en el sentido de que a la excitacién le
asignamos un nuavo valor (uv.c¢,i®.g). Reciprocamente, si rotamos
la excitacion de la red debemos esperar gque exista wun  nuavo

régimen de la red igual al resultado de rotar el anterior.

Esta dltima condicidn es demasiado general y poco util, vya
que implica obtener las respuestas de la red para comprobar que
gesta es simétrica. Ya hemos visto en mas arriba que a1 log
vectores de tensiones @ intensidades de las ramas de la red son
kirchoffianos, entonces las nuevas tensiones e intensidades
resultantes de una rotacidn lo son también. Sdlo nros falta
establecer una condicidn para los dispositivos tipo Y v Z con la
finalidad de asegurar que las tensiones e intensidades rotadas

veritiquen la ecuacien [84.31:



(iviuzy= He L. (Uvliz)

siendo L=YUZ. Dado que (Yl y |Z| son estables con respecto a I,
entonces Ll lo es también. Aplicando R4, puede demostrarse que
para todo gel” la ecuacidn anterior equivale a:

(v 1u7z) = H . (U 1ivy)
Entonces, si H"=H las definiciones de los dispositivos lineales
son  invariantes con respecto a una rotacidn de las tensiones e

intensidades de la red. Asi nos vemos motivados para introducir

esta segunda condicidn para considerar la red como simétrica.
Decimos que oo s una simetriade lared y fque la red es
simétrica si se verifican las dos condiciones siguientes:
i) Los conjuntos de aristas (El, J1, 1Yl y IZ] son estables
con respecto a (.
11) La matriz H &s circulante con respecto a M.
Entonces, al rotar un régimen de la red segln 0. obtenemos un

nuevo  ragimen correspondiente a una rotacidn de la excitacion de
la red segin cwm.

Ejemplo: La red de la fig. 3 posee una simetria o. definida:
Fro.N 3 (11 12) (21 22) (30) (40

T w

pss

(10 —10) (21 22 (31 -32) (41 42) (50) (=21 -22) ...
(-3Q)

i

Los conjuntos E={41,42%, J={10}, Y=g, Z={21,22,31,32,30)} cumplen
la ropiedad de que sus respectivos conjuntos de aristas  son
estables con respecto a .

La matriz H de la red es:

21 22 3 2 30
21 " Rz )
22 R2
31 sL2 ~-sMl -sM2
32 -sM1  sLZ2 sME
S50 L —sM2  sM2 sL3j

Como prueba del caracter circulante de ssta matriz con respecto a

" tenemcs, por 2jemplo:

g g g . o = . — N
ML, .&.!"“h rore X1 oy ey -"f:,.d"'h—--i?.‘&'.’:! IR S h"‘i';.‘ N ) w‘-""h wL o, TRWR
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FIGURA 5.3
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Siendo (u,i) un régimen de esta red, el nuevo régimen (U,i).0e
resultante de una rotacion del anterior corresponde a la red gue

se muestra en la fig., 4, en donde las fuentes independientes han

rotade de acuerdo con Ca Asi i?8=i~10=~i\m=“117 UEP=Uan=E2,
etc.]
11 I 12
o e 1 -0

> >
R2 § %RZ

22

FIGURA 5.4

Ejemplo: En la fig. 6 mostramos una red con una simetria o
definida:
ToaMN 3 (11 12 13 (21 22 23) (30 (40) {51 52 53) (61 62 &3 (7M
TR 3 (11 12 13 (21 22 23 (31 32 33 (401 (51 52 53
(61 62 65 (71 72 73) (=11 =12 ~13) ... (=71 —72 -73%)

Los conjuntos E, J, Z @ Y vienen definidos:

E = {11,12,13% J = o Y = {71,72,73}
Z = {21,22,23,31,32,33,40,51,52,53,61,62,543>
Fuede probarse facilmente que IEI, 1di, Yt v 121 son estables

con respecto a .



FIGURA 5.6
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La matriz H de la red es:

(]
e
{
-3
4
(¥
3
—
=
3
[ 8]
1]
4
iy
i
14 wt

353 61 62 63 71 72 T7E

L
N
N
fory

N

-

Z1
sl.1 5M
sl =M

SIS
N

A
Ut

r
ot

sM

Ui

sM sl.2
sM sl.2

zM sl.2

o Ul
1 =

VI S ¥
[a]
3

L2

~N OO

~ Wt
PN
FJ

Y1

~
t3

Y1
¥l

~N
(2]

D
<
—

Dajamos al lector la prueba de gue esta matriz es circulante
respecto a I'. El resultado de rotar el régimen de la red
respecto a e s un régimen correspondiente a la red que

muastra en la fig. 7. Asi se tiene W= m. 112U =2, eta.]
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FIGURA 5.7
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CAF. VI: REDES SIMETRICAS EN REGIMEN EQUILIBRADO

ADVERTENCIA: En todo este capitulo nos referiremos
a una red eléctrica con un grafo G y una simetria

p-fasica ¢, definida como en 85.5. Nombraremos ™
fr=

~

el grupo generado por o, Oyl,2,0uu,p7s v

x=@xp(2dnj/o).

6. 1. ~-VECTORES EQUILIBRADOS Y COMFONENTES SIMETRICAS

Sea X un  alfabeto sobre el cual opera el grupo clclico
finito 'e I opera también por la derecha sobre V¥, en las formas
especificadas en 83.3 y 85.4. Sea un vector waV* tal aue axiste
un complejo y que verifica W.oe=yg.w. Dado que ido=c®, se cumple
§P.w=w. 51 w#0 se tiene: yP=1, 3 @5 una raiz p-sima de la unidad
y @xiste un vy sdlo un keP tal que 3=« . Decimos entonces que  w
es un vector equilibrado de secuencia k con respecto & ¢. A la
secuencia O se le denomina homopolar, a la 1 directa vy 2n =l

caso trifasico a la 2 inversa.

R1// Sean ' el anterior y X un alfabeto sobre el cual opera i .
Fara cada weV* existe una y solo una familia (W")e de vectores de
V* tales que:
1?2 w=Lewk {kaeP}

ii) Fara todo keP, w™ es un vector eguilibrado de secusncia k
con raspecto a .
Para todo keF se verifica:s

W= R e (W T ) {igP>

Dem.:En efecto, de la definicidn de la familia (w") se tiene para
todo keF:

Wa rk= i e, it ieF
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Este es un sistema de ecuaciones con una matriz de coeficientes:

p y
1 1 1 .o 1
i - T &
i X = X~ e x=2-we
1 cx].“-p “2"‘“2p- . - » m(;:r--l) AL
e

que es del conocido tipo de Vandermonde. Se demuestra facilmente
que su determinante es siempre no nulo. Por lo tanto, existe una

familia (w*) y es dnica. Dejamos al cuidado del lector =1 dltimo

resultado.]

A la familia de vectores (w*) asociados a w, le 1llamamos
componentes simétricas del vector w con respecto a ¢. Fara cada

kaF, llamamos a w"* componente de secuencia k de w.

R2// Sean X & Y alfabetos sobre los que opera el grupo ciclico I,
Mvx una matriz circulante con respecto a I", weV* y w'eVY vectores
tales que w'=M.w y (w*), {w'*) las componentes simétricas de los
anteriores con respecto a o Entonces para todo keF se verifica
gque wiE=M, W,

Dem.: De acuerdo con la definicidn de matriz circulante vy con

[3R41, para todo o'el se cumple: w'* =M.w', De aqui:

Wit=p Tt T et (Wt .ot {iefF}
=Mop7T e NaaxMt L (wa ot ) {ighF)
=M. W N

6.2.-RED _SIMETRICA EN REGIMEN EQUILIEBRADO

o

Sea (uW,i) un régimen de la red. FPara toda o¢'el’ escrivimos
(uyidoo'=(u.o’,i.0'}. Decimos que el régimen de la rad os
equilibrado de secuencia k con respectao a T, sl o
Fuoluy)=(uyi) .o, Debido a la definicidn de red simétrica, la
condicion de squilibrada implica que &« ™. (U9 ,i9)=(ue,i%).r, os
decir la excitacion de la red es igualmente equilibrada o=

secuencia k.
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R3// Sean um, im, vny i~ los vectores de tensiones e intensidades
de ramas, potenciales e intensidades de nudos de la red y (u*),
(i%), (v*) vy (i*) las correspondientes familias de componentes
simétricas con respecto a ¢. Las relaciones Jj=A.1 y u=%A,v
implican para todo keF, J%=0A.1% y ul=ra,v". 81 (W,i) s un
régimen la red cuando la excitacion de la red =3 (U9,i9),
entonces (W~,i*) g un régimen cuando la excitacion es (W2t ,i9%),
51 existe un régimen (u,i) de la red para una excitacion (u®,i?)
equilibrada de secuencia k, entonces existe tambien un regimen
equilibrado de secuencia k correspondiente a la misma excitacian.
Dem.: Estos resultados son consecuencia de la definicidn de red
simétrica, de [R1l y de [R2]. Frobaremos, por ejemplo, el
ultimao.
Sea (W,i) un régimen de la red cuando =sta sometida a la
xeitacidn equilibrada (u9,19) del enunciado. Entonces (U9,19) es
la componente de secuencia k de (u9,i%), En efecto, la familia de
vactores (Wh=,w'"y), meF tal que Wwm=0 y Ww'™=0 gi m#Ak, wh=ys oy
w'h=i9 85 una descomposicidn de (u9,1i9) an componentaes
simétricas, vy esta descomposicidn es dnica [R1J. Las scuaciones
de la red simétrica son: i) j=A.i, 1i) j=0, 1ii) u=%Q.v vy
iv) (Uzliv)y=H..{dzluy), siendo las matrices A y H circulantes
con respecto a " v los conjuntos EH, tdt, 1Yl, 1Z] esstables con
respecto a [ [8§35.31. En consecusncia, (u*,1*) es un reégimen
squilibrado de secuencia k correspondiente a la excitacion
(ua,i9) [R21.0

En  resumen, todao régimen de una red simétrica s puede
descomponer en la sumna de una familia de regimenes equilibrados.
La excitacion de cada uno de @stos es una componente de secusncia
de la ewcitacidn correspondiente al citado régimen. Fara gque
exista un  reégimen equilibrado de secuencia k de la red
correspondiente a una excitacidn del mismo tipo es necesario vy
suticiente gue exista uwn regimen cualguiera para dicha
excitacidn. Notese que el régimen equilibrado impone unas
condiciones adicionales al sistema de ecuaciones de la red,
condiciones que en el caso anterior son compatibles con el resto

de relaciones entre las variables de la red. Si @21 vector u 23
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equilibrado de secuencia k y deriva de un vector de potenciales
v, entances también deriva de la componente v* de secuencia k del
vector v. Es decir si u es kirchoffiano vy equilibrado Riste
siempre un vector de potenciales equilibrado del cual deriva. En
lo que sigue supondremos que, dado un régimen (u,i) equilibrado
de secuencia k, el vector correspondiente de potenciales es

equilibrado de secuencia k.

6.3.~-TENSIONES E INTENSIDADES EN EL REGIMEN EQUILIBRADO

Sean X un alfabeto sobre el cual opera 'y, wx un vector
equilibrado de secuencia k con respecto a ¢ v y=x"%. Fara cada
xe@X, de acuerdo con la definicidn, se tiene wWe..=%.W.. Fara cada
entero m se verifica Wewm.»=§".w,.. Es decir, conccido el valor de
W. @3 posible conocer el valor de w,, para cada yel.x. S5i w.=0
entonces w,=0. Gea d el periocdo de ¥ con respecto a M. Se cumple
T R=N Y Wa= 9w, En consecusncia, si %1, lo cual equivale a
kdeépZ, entonces w.=0. En particular si x pertensece al neutro de
Xy se tiene d=1 y w.=0 salvo para la secusncia homopolar. Si w es
equilibrado de secuencia homopolar, para cualesquiszsra x,yeX tales

gque yei ¥ se tiene w,.=w..

Lo dicho en el pdrrafo precedente se aplica directamente a
los potenciales de nudos v a las intensidades de nudos de la rad
simatrica en régimen eguilibrado. Decimos gue un nudo, wna rama o

un  terminal pertenscen al neutro de la red si son neutros de los

i}

conjuntos Ny R 6 T, respectivamente. 9Si los vectores v y j§ o
potenciales e intensidades de nudos de la red son equilibrados de
secusncia no homopolar, entonces los potenciales e intensidades
de los nudos del newtro son nuloes. 81 dichos vectores son
equilibrados de secusncia homopolar entonces todos los nudos de
una misma drbita de N por ¥, es decir de un mismo nudo p-fasico,
tieanen la misma intensidad y =1 migsmo potencial. La operacidn de

M sobre V™ tiene algunas caracteristicas especiales que convisne

ragaltar.

R4// Sean weV™ un vector equilibrado de secuencia ke a,baeR talas
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que Ibtlel. tal, y=a"™™ y d el periodo de lal. Existe un entero m
tal gue Ibi=¢™. lal. Se cumple: We=tx" . Wa. 851 s@ verifica una de
las dos condiciones siguientes entonces w.=0: i) -aél.a y kdépZ;
ii) =ael.a y Zkd/p no es un entero impar.

Dem.: La existencia de m se deriva de la definicidn de las
orbitas. Si Ibl=o™.lal, tenemos b=+¢™.a Y Wo=+trT.W., de acuerdo
con las definiciones. Si —~a#l".a, se cumple o¢“.,a=a L[SR1] v
Wa=g . Wme Bi ~ael.a, se verifica o9.a=—a [3R1] Y “WaT§59 . Wa. For
ltimo, las relaciones 39=1 y y%=-] equivalen, respectivamente, a

kdepZ y 2kd/pel+2Z, como puede comprobar el lector.[d

El resultado anterior se aplica directamente a las tensiones
@ intensidades de ramas de la red simétrica en régimen
equilibrado. Fara gque una rama acR pertenezca al neutro os
condicidn necesaria y suficiente que sus dos tarminales
pertenezcan al neutro [SR11. Nétese gue, de acuerdo con SR1, una
rama acR puede no pertenecer al neutro, aungque la arista lal sea
un neutro de A, En tal caso la drbita de a en R tiene dos
@lementos a y —-a. 51 el régimen de la red es equilibrado de
secuencia  no homopolar entonces las tensiones e intensidades de
todas las ramas pertenecientes al neutro de la red son nulas. Si
el reégimen de la red es equilibrado de secuencia homopolar
entonces las tensiones e intensidades de los arceos de una misma
orbita de R por I, es decir pertenecientes al mismo arco p-
tfasico, son iguales. En =ste mismo supuesto, si un aeRk verifica -
agl.a entonces las tensiones e intensidades de los arcos de 1la

Grbita de a son todas nulas,

Ejemplo: Sea el de la fig.l el grafo G de una red con la
simetria ¢ definida:
T.N (11 12 13)(21 2

c.R (11 12 13) (21 22

3

kJ
i

24 23 26 (30 ~30) ...

La simetria ¢ es hexafdsica. 8i el régimen de la red es
equilibrado de secuencia k con respecto a ¢ vy el vector ds
potenciales de nudos también lo es, entonces tenemos los
siguientss resultados:

k=Q) Nulas la tension e intensidad del arceo 30.
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k=1) Nulos los potenciales de todos los nudos vy las
tensiones e intensidades de los arcos 11, 12, 13 y 30.

=) Nulos los potenciales de los nudos 21 y 22 v las
tensiones e intensidades del arco 30.

k=3) Nulos los potenciales de los nudos 11, 12 vy 13 y las
tensiones e intensidades de los arcos 11, 12 vy 13,

k=4) Nulos los potenciales de los nudos 21 y 22 v la tensidn
e intensidad del arco 30.

k=4) Nulos los potenciales de todos los nudos vy las

tensiones e intensidades de los arcos 11, 12, 13 y 30.

11
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Obsérvese que si k'=p~k la anulacidn de una tensién,
intensidad o potencial por razones de simetria en el caso del
regimen equilibrado se secuencia k implica la anulacién para el
caso de secuencia k'. La demostracidn de este resultado la

dejamos al lector.(]

6.4.-RELACIONES MONOFASICAS EN EL REGIMEN EQUIL IBRADOD

Sean A’CA y N°cN conjuntos de representantes de A/ y de
N/T" respectivamente [85.31, es decir conjuntos de representantes
de las aristas y nudos polifasicos de B con respecto a 7, R°CR el
conjunto de arcos correspondientes a las aristas A°. Al Dar
(R*,N®)  le denominamous generatriz del grafo G con respacto a {7,
91 el reégimen (u,i) de la red es equilibrado de secuencia Ry
entonces basta con conocer las intensidades y tensiones de las
ramas R° vy los potenciales e intensidades de los nudos N° [ a
conocer las variables correspondientes de las demis ramas vy nudos
de la red. Esto permite reducir las relaciones entre 1as
variables de la red a relaciones entre las variables asociadas a
una generatriz. En particular, las relaciones primarias entre las
variables de la red pueden reducirse a relaciones entre las
tensiones e intensidades de las ramas de la generatriz. A las
relaciones resultantes les denominamos relaciones primarias

monofasicas de la red en régimen equilibrado.

Fara escribir las relaciones primarias monotfasicas

correspondientes a un régimen egquilibrado de secuesncia ke tomamos

@n cuenta las relaciones de 84.3 y §5.5. Fonemos y=«™*, E*=EnNR",
Je=JmRe, *=YrR®, F=LAR® y Le=LAR®. Como (El, 1J1, 1Y, 1Z! vy
LI son estables con respecto a 7, TE® 1y 1J%0, 1Y® L1, 1Z2°1 y iL°|

son  conjuntos de representantes de las aristas polifdsicas de
= I § N con  respecto a (. las relaciones primarias
monofasicas se reducen a los grupos siguientes:
1) Definicidn de las fuentes independientes de tensién:
Wiz« =009 e w

ii) Definicidn de las fuentes independientes de intersidad:



iJ'=i°J'
iii) Definicion de los dispositivos lineales: Fonemos

Wl=(iviuz) y we=(uvliz) en la relacién correspondiente de §%5.35.
Se tiene w'=H.w con Ho=H, Fara cada acl. se verificas

Wa= Lol e » Wi {bel.}
Bea un bel® y b'eR. 8i Ib'tel. bl entonces w.: se pusde expresar
en {funcidn de w. [R41. Dado gue !L| es estable con respecto a [
se deduce que w. es expresable en funcién de los Wy, bal®.
Mostraremos que la relacidn indicada mas arriba equivale a otra
del tipo

Wa=Lnhan . Wi {belL°}
en donde l1os his son unos coeficientes que se calcularan. For
razones de claridad emplearemos la notacidn h(a,b) y h'(a,b) an
vez d& PDan Yy han. FPara cualesquiera acl.,, bel® los coeficizntes
anteriores deben verificar:

b (a,b) . W=D ha,b')..ws: blel. t Ib'del.ibis
Sea d el periodo de Ibi con respecto a ", Fara cada b'asl tal qua
bt tel ibl existe un v sdlo un entero m, O4mid tal que b'=+¢m.b.
Entonces se tiene:

Pla,b")ewe =h (&, D) eWaom.

ZETN (A 0Me D) . W
v podemos escribir
Hla,b)=Fng . la,om h) LOTm<d )

En consacuencia, podemos definir una nuaeva matriz Hie-.. con  los
coeficiantes anteriores. De la relacidn w'=H.w derivamos la
relacidn monofisicas

W e=H L W

Veremos ahora algunas propiedades de los coetficientes
h' (a,b).

R3/7/ Sean bel® y d el periodo de Ibl con respacto a M. 31 sze
cumple al menos uwna de las condiciones siguientes, entonces
h'(or.a,bi=yxn'la,b) para todo aasl:

i) -bélf.h vy kdepZ

ti) =bel™.b y 2kd/p 28 un entero impar.

Dem.: Frobar=emos la 1). Tenenos:



h'(c.a,b)=Lng"h{c.a,c™.b) L0 mady

=Lmimha,cm* . h) LO<mids

=h (@, " .b)+ymy h (], 0. b) {0<mud~13%
=g Loy "h(a,e™.b) {04Imd Y

=yh'(a,b)

ya que H°'=H por de-{:inicién’ Folmgd— y 50::“ ~-L-:L1/';J=1.
La parte ii) se demuestra de modo similar, teniendo en
cuenta gue ¢9.b=-b [5R11.[0]

R&// Sean aelL y bel® tales que h'(r.a,b)=xh'(a,b) vy d el periodo
de lal con respecto a I's En cada wuno de los casos siguientes, se
varifica h'{a,b)=0,
1) ~aglM.a y kdépZ.
ii1) —ael.a y 2kd/p no 23 impar.

Dem.: Es similar a la de R4.0

R7// Sean acl, bel® tales que a 25 una rama del neutro de la red
y d el periodo de Ibl. 5i k=0 se tiene h'la,b)=d.h(a,b). Si k#O
resulta:s

h'(a,)=(y9-1)/(y~-1).hia,b)

Dem.: Es inmediata teniendo en cuenta que H =H y que ¢.a=a.[]

Ejemplo: La red de la fig. 2 posee una simetria ¢ bifasica
definida:

r.N o (11 12) (21 22) (30) (40)
Ao (10 ~10) (21 22) (31 32 (41 42) (30 (=21 -22) ...

(—=50)
Los conjuntos E={41,42}, J={103}, Y=g, Z={21,22,31,32,50F cumplen
la propiedad de que sus respectivos conjuntos de aristas son

estables con respecto a I

1i4
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La matriz H de la red es:

21 22 31 32 50
21 [ Rz )
22 R2
31 sl.2 —-sMl —-sgM2
32 -aMl  slL2 sM2
S50 L -sM2  sMZ  sl3]
Los conjuntos R®={10, «31,41,30) y N°={11,21,30,40} constituyen

los arcos y nudos de una generatriz de B con respecto a . Con
las definiciones establecidas mas arriba tensmos: E={41%

Je={10), Z°={21,31,5303}, VY°=g. Gi esta red es equilibrada de
secuencia k entonces podemos expresar las relaciones primarias
antre las tensiones e intensidades de los arcos Z & Y @n funcion
de las tensiones e intensidades de los arcos Z° e Y°, utilizando

la matriz H' definidas mas arriba, que en nuestro caso as:

21 31 30
21 R2
31 glL2+tysMl —-sM2
350 ~aM2+ysM2 sbL.3

Ejemplo: En la fig. 3 mostramos una red con una simetria o
trifasica definida:

oc.N @ (11 12 13) (21 22 23) (30 (40) (51 32 83) (b1 62 &3 (70)

r.R (11 12 13) (21 22 23) (31 32 33) (40) (51 32 33

(61 62 632 (7Y 72 73) (~11 12 13 ... (=71 ~7% =73

Los conjuntos E, J, Z & Y vienan definidos:
E = {11,12,132 Jd = d Y o= I71,72,733

Z = {21,22,25,31,32,33,40,51,32,33,61,62,633
Los conjuntos R°={11,21,31,40,51,61,71% v N*={11,21,30,40,51,70%
definen los arcos y nudos de una generatriz de G5 con respecto  a
M. Con la terminologia empleada mas arriba se tiene: VY*={71} vy
2°={21,31,40,31,613.
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CAaF., VII: REDES DE SECUENCIA

ADVERTENCIA: En todo este capitulo nos referiremos
a una red eléctrica con un grafo G y una simetria
p-fasica o, definida como en 3.3, Nombraremos [©
el grupo generado por o, F={041,2,...,p7,
x=@xp (2nj/p) vy (R*,N°) una generatriz de 6 con
respecto a M. Supondremas que el régimen de la red

a@s aquilibrado de secuencia k y pondremos y=«"",

7.1.~CONCEFTO_DE RED DE SECUENCIA

En 21 86.3% hemos visto que cuando el régimen de la red es
equilibrado de secuencia k, todas las tensiones e intensidades de
la red pueden expresarse an  funcidn de las tensiones =]
intensidades de 1los elementos de la directriz. Nos planteamocs
ahora el obtener una red comstituida esencialmente por los arcos
y nudos de la generatriz, tal que sus variables y relaciones saan
asencialmente las variables y relaciones monofasicas de la red
ariginal. Una red con tales caracteristicas la denominamos red de
secusncia. Notese gue la definicidn es un tanto imprecisa por el
uso de la palabra 'esencial’. La imprecision se debe a que si
suprimiéramos dicha palabra, impondriamos a la definiciédn unas
condiciones imposibles de cumplir en la mayoria de los casos. Asi
por ejemplo, para que los arcos y nudos de la generatriz sean los
arcos y nudos de un grafo, se necesita gque todos los sxtremos de
los arcos de la generatriz sean nudos de la generatriz, lo cual
puede no ser clierto. En otras ocasion=2s el conjunto de arcos de

la generatriz no es suticiante para reprasentar las relacionss

kirchoffianas. For altimo a veces es necesario introduacir nueves

variables para obtensr una red que ds= algdn modo verifique 1o
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relaciones monofdsicas de la red original. El desarrollo de estas

cuestiones nos permitird concretar el sentido de la definicién de

red de secuencia.

7.2.-REDES CON SIMETRIA REBGULAR

Decimos gue la simetria ¢ de la red es regular si cada
orbita de N y de A por [ tiene exactamente p elementos. Entonces
cada orbita de T y de R tiene también p elementos ([(SR11.

Consideramos dos casos:

A) Todos los extremos de log arcos R° de G pertenecen a N°.
Consideremos la red cuyo grafo es el subgrafo de G definido por
los arcos R® y los nudos N°, cuyas fuentes independientes son las
mismas gue las correspondientes a los arcos del subgrafo de la
red original Y cuyas relaciones primarlias S50 las
correspondientes relaciones monofdsicas de la red originat.
Veamos que constituye una red de secuencia. Llamamos w e i a los
vectores de tensiones e intensidades de la red original y u' @ 1°'
a los de la nueva red. La equivalencia entre ambas rades ue
entiende en el sentido de que a toda relacidn entre las variables
w' e 1i' de ciertos arcos de G' le corresponde una relacion
monafasica equivalente entre las variables W e 1 asociadas a 1os
mismos arcos de . En cuanto a las relaciones primarias la
cuestion =5 inmaediata por definicidn. For otra parte, los arcos
inciden en los mismos nudos gque en la red originral de maodo gue
las ecuaciones correspondientes a la segunda ley de Kirchoff son
equivalentes a las de la red original. $dlo resta por ver gue en
los nudas correspandientes de la red original inciden exactamente
los mismos arcos que en la red de secuencia. SUpPoNQamos gue ©n un
qeN® de la red original incidiera un aéR°. Debido a la definicidn
dae R® existe un beR® y un entera O<mip tal que lal=¢™. Ibl. Far la
definicidn de los morfismos de grafos, existe un extremo q' de b
tal gue o™.q'=qg. Entonces g#q'. Ahora bien, de acuzrdo con las
hipdtesis q'eN®, ya gque es un extremo de un arco perteneciente a

Ry y una misma drbita de N tendria dos representantes, @n contra
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de la definicidn de N°. Es decir en los nudos N° de la red
original inciden exactamente los mismos arcos que en la read de
secuencia. For 1lo tanto las ecuaciones correspondientes a la
primera ley de Kirchoff son equivalentes en ambas redes. La nueva

red asi definida es una red de secuencia.

a1 R1 81 82 R1 a2

D1 F2 02
R2 il R2

FIGURA 7.1

Ejemplo: En la fig. 1 mostramos una red v en la 2 su grato G, con
1,32,41,42%, i

conjunto de ramas admitancia Y=@g y una matriz H de dispositivas

un conjunto de ramas impedancia I={21,22,3

lineales definida:

ey | 22 3 32 41 42
21 [ Rr1 h
22 R1
31 =1 3M
32 =M sl
41 Rz
a2 | K2

Se comprueba facilmente que el grafo 6 posee una simetria
bifasica o definida:

v.N o2 (AL AD) (B1 BRY(D1 D) (FL F2)

LRt (11 120 (21 22 (31 32) (41 42
que as también una simetria regular de la rad. Los conjuntos

Re={11,24,31,41 v Ne={A1,B1,D!,FLl} constituyen los arcos y nudcs
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H )| 41 Fi F2 42 D2

¥

FIGURA 7.2

de una generatriz de G con respecto a . En el grafo 6 se han
indicado con linega llena los arcos gue pertenecen a la generatriz
y con linea de puntos los que no pertenecen a lla. Se cumple la
propiedad de que todos los arcos de la generatriz inciden en un
nudo de la misma. For lo tanto el subgrafo de B constituido por
los los arcos y nudos de la generatriz es el grafo de la red de
secuencia. En la fig. 3 se muestra dicha red. Sus dispositivos
son los de la red original, salvo la impedancia Z cuyo valor os
sb+ysM, valiendo y=1 para la red de secuencia homopolar y S |

para la de secuencia directa.(d

B) No todos los extremos de los arcos R® pertenecen a N2,
Consideremos el subgrafo G' de G definido por los arcos R?, 1los
stremos de dichos arcos y los nudos N°. Daefinimos un nuevo grafo
constituido por =] subgrafo anterior, un nudo g° mas vy  unos
cliertos arcos adicionales definidos del siguiente modo: arel
origen de cada arco adicional es un nudo de G's blsu final es el
nuda g°; c)entre cada nudo de g de G' y &1 nudo g° hay como
maximo un arco; dipara que q sea origen de uno de tales arcos es
naecesarioc  y suficiente gque exista al menos otro nudo de B' que
pertenezca a la misma drbita de N por . Definimos ahora una

nuava red cuyon grata es el antericorments definido, cuvas fuéntes

ey
| QA



. Al R1 81

€1 4

O——MMW—8
o1 F1

R2

FIGURA 7.3

independientes son las correspondientes a los arcos del subgrafo
G' de G, cuyas relaciones primarias correspaondientes a los
dispositivos de 1los arcos de G' son las relaciones primarias
monofédsicas de la red original vy cuyos dispositivos situados
sobre los arcos adicionales son los siguientes: 8i un  arco
adicional & tiene su origen en un nudo g no perteneciente a N°
entonces existe un arco adicional a' y un entero m tal que a'
tiene su origen en un nudo q'eN® y g=o™.q'. Entonces definimos et
dispositivo de a escribiendo us.=3™.ul., es decir se trata de una
fuente de tension dependiente. Si un arco adicional a tiens
origen geN°® entonces definimos su dispositivo escribiendo:
S R St R R A

2n  donde el sumatorio se extiende a todos los arcos adicionales
distintos de a cuyo origen q' pertenece a la misma érbita de g en
Ny vy siendo m(a') un enterc tal que q'=c™‘*'’_.qg. For ultimo
atribuimos a g° un potencial 0, con lo cual las tensiones de los
arcos adicionales son los potenciales de sus nudos origen.

Veamos que la nueva red asi definida es uwuna red de
secuencia. Las relaciones primarias entre los dispositivos de los
arcos de G' y las de la segunda ley de Kirchaoff correspondientes
a los mismos arcos son evidentemente equivalentes a los de la red
original. La definicidn de las fuentes de tension dependientes de

los arcos adicionales equivale igualmente a la definicidn de los

e
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potenciales equilibrados de la red original. 8Sdlo qgueda por
mostrar que las ecuaciones de la primera ley de Kirchoff de 1la
nueva red son equivalentes a las de la red original. Fara ello
consideremos un nudo q de la generatriz. La primera ley de
Kirchotff aplicada al nudo g de la red original se formula: La
suma de las intensidades de los arcos virtuales de G gque tienen
origen en g es nula. Para cada arco virtual a de la red original
no  perteneciente a la generatriz y con origen g existe un  arco
virtual a' de la generatriz tal gque para un cierto entero m,
a'=¢gT.a. Entonces, el origen de a' es gq'=¢f™.q y a' (como arco
virtual) vy q' pertenecen a G'. ia.=y " ™.i.. Sea a" el arco
adicional de la nueva red con origen q' y final q°. tLa primera
ley de Kirchoff aplicada al nudo q' de la nueva red i1mplica gue
sumando 1.- mas las intensidades de los arcos virtuales de R® gue
tienen su origen en q' el resultado es nulo. Es decir ~i.. 25 la
contribucidn del arco a' a la intensidad del arco a". For 1la
definicidn del dispositivo situado sobre el arco adicional e
tiene su origen en 2l nudo g, resulta que i.. contribuye con g-
Tyliae @ la intensidad del nudo g en la nueva red. Fero osa
contribucion es igual precisamente a la intensidad del arco a de
la red original. Dado que la suma de las intensidades de nudos de
B° @s nula [3R41, entonces la intensidad del nudo g° es nula. En
consecuencia las ecuaciones de la primera ley de Kirchoff de la

nuava red son esquivalentes a las de la red original.

Ejemplo: En las figs. 4 y 5 se muestra una red y su grafo G. FEl
conjunto de ramas impedancia de la red es Z={B|,B2,B3,D!,D23,D3,
F1,F2,F3,K1 K23 el conjunto de ramas admitancia es

¥Y={51,82,583). La correspondiente matriz H es:
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FIGURAS 7.4 v 7.5
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Di D2 D3I F1 F2 F3 K1 K2 EIZI g1 82 &3
Wb
A sM
asl.l =M
st =M
sM sl
=M l.d
=M sl
R2
R2
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Y1
Yi
YIJ
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FIGURA 7.6

Esta red tiene una simetria regular ¢ definida

T.N

+ (11

12 13) (21 22

23 (3L
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o.R 3 (Al A2 A3J) (B1 B2 B3) (D1 D2 DI (F1 F2 F3) (K1 K2 K
(81 52 83)
Los conjuntos R°={A1,B1,D1,F1,K1,81) ¥ N°={11,21,31,41 definen
una generatriz de 6 con respecto a ". En la fig. % se& han
indicado con linea 1leﬁa los arcos pertenecientes & la
generatriz. En la fig. 6 se muestra sl grafo G' de la red de

secuencia, construido segun lo dicho mas arriba.

En la fig. 7 se muestra la red de secuencia, en la cual las
fuentes dependientes situadas sobre las ramas adicinnales

11,12,21,22,31,32,41,42 estdn definidas:

PR
1 by e g LIA?
UA';.-!"*“&L(A:.}-

FIGURA 7.7
B el ejemplo que nos ocupa a partir de la red de secusncia

obtenida es posible derivar otra sin fuentes dependientes Y oon

los arcos de la generatriz (fig.8). Las tensiones 2 intensidades

de los arcos Bl y Kl de esta nueva red son los mismos que loas de



FIGURA 7.8

la red de secuencia. Las nuevas tensiones e intensidades de la
rama D1 son up:={(y/3-1).Unpr e Lham(l—yg) "*.ipa, etc. Las
scuaciones primarias de los nuevos dispositiveos DL, D2, DI, D4 se
obtienen por cambio de variables a partir de las ecuacionas
primarias de los dispositivos a los que sustituyen. Sin embargo
esta trans#ormacién no 29 general, as decir hay otros cascs en
que no @3 posible eliminar las fuentes dependientes sin  grandes

alteraciones de la estructura de la red de secuencia.[]

7.3.-MORFISMOS DE GRAFOS Y LEYES DE KIRCHOFF

Hasta agqui hemos visto las propiedades de las simetrias de
grafos, gue no son sino una clase particular de morfismos, can
respecto a las leves de Kirchoff. Ahora abordaremos otras
relacionadas con las morfismas en general. En todo este epigrafe

gscribiremos 3(i,k) en vez de 8. por razones de claridad.

R1// Sean G y G' sendos grafos con las correspondientes matrices
de incidencia nudos-arcos Amm ¥V A4 - vy  zeMor(G,6') y las
matrices Mo v Mh o w definidas:

Meg =3 (1"' ,T.Q9)



Mo a=8(a' yToa)~5(-a',t.a)
para cualesquiera qeN, g'eN‘', aeR, a'cR'. Entonces se verifica:
M.A=A'.M'.
Dem.: El coeficiente de indices 'a del producto M.A es:
Lad(q'yt.q)  (8(g,va (Q)) =8 (g, v=(a))) {ageNy
=5(Q' gt (@) =6(q' ,t. v la))
For otra parte, recordando gque vi(a)=r,(-a) y que wi(t.a)=tg.w, (a)
para todo aceR, el coeficiente correspondiente a los mismos
indices del producto A'.M' es:
Lo 034" yvi(a"))=5(q " yvh(a' ) ). (8(a' ,t.a)=56{-a',t.a)) {a'eik'>
=Lac (80 yvita)) L d(a T a)=8(g ,vhia)) . 8a' yt.al)) {a'eR":
=H(Q T {al ) =60ty Teve(al)

De ahi =1 resultado.(]

Ejemplo: En la fig.9 se muestran dos grafos G (el superior) y G
(el inferior). Definimos un reMor(G,E°) wmediante las tablas

sigulientes:

N 11 12 3 21 oy g 31 41

1 1 1 a2 2 R 3 4
R 11 12 13 21 22 23 kP 32 33 41
o -1 -1 -1 2 2 2 3 3 3 -4

la igualdad M.A=M'.A' de R1 aplicada a este caso se formula:s

11 12 173 21 22 23 31 32 33 41
1 1 ]
11 12 13 21 22 23 31 41 1 1

1 1 1 1 1

AT S
—
[y
-
fu—,
ey
—
-
-
}
[y
{
—
i
foe
it

149



[y
o8]
ir
N
fay
[
[y
[ 8]
[y
£
3
pary
3
=3
k3
12
fd
—
[
b3
[
£
<Y

[y

11 12 13 21 22 RN a1 e 33 41
i 1 i 1 1 1 1
2 i i i -1 -1 -1
-1 1
2~~21 -1 -1 -1
32 »0
22
i1 a1
ﬁt, ¢ 21
23
23
31
1 2
3
T o
1 2
4 2
30‘ }

FIGURN 7.9

130



R2// Sean G, G6G', =T, M, M' los del gnunciado anterior e i, i'

vectores de intensidades de arcos de los grafos G vy GG
respectivamente, tales ogue 1i'=M'.1 v Jj vy 3' los vectores de
intensidades de nudos derivados de 1 e i'. Se verifica j'=M.j. Si

i es kirchoffiano, 1' 1o es también. Fara cualesquiera a'eR' y
q'eN', se tiene:

PR I {asi 1 t.a=a'}
b

Y =0 T {geN | t.qg=q'?
Dem.: Inmediata a partir de las definiciones y de R2. En cuanto a
la dltiwma parte, de acuerdo con la definicidn de i' y de j', para

cualesquiera a'eR' v g'eN', se verifica:

Lo =mfa(da’ ytea)~3(-a',t.a)).ia {aeR>
ElaB (A g TaA) el {aek}
=D WIS U {asR | v.a=a')
Y
Ja =lad ' yt.q) . Jg {geN}
DI, P {geN | T.q=q'? [l

Como consecuencia del resultado precedente, podemos asociar
a cada vector i de intensidades de arcos de B y a cada vector
de intensidades de nudos de G un vector i1i' de intensidades de
arcos de G6' vy un vector j' de intensidades de nudos de G'.
Ademas, 1. v j& son respectivamente iguales a la suma de las
intensidades de los arcos virtuales de G cuya imdgen paor t©v @5 a'
y & la suma de las intensidades de los nudos de G cuya imagen por
t @s J'. Decimos que 1' v J' son los vectores inducidos
respectivamente por 1y j mediante <. 81 i deriva de i, entonces

' deriva de i'. 81 1 es kirchoffiano, 1' lo es también.

R3// Sean G, G6G'y v, ™M, M' los de Rl y v, v' vectores de
potenciales de nudos do los grafos B y G' respectivamente, tales
que v=M.v' vy u y u' los vectores de tensiones de arcos derivados
de v ¥y v'., Sa verifica u=M',u'., 81 u' es kirchoffiano, u lo es
tambidén. Fara cualesquiera aeR y geN se tiesne:

VBV G a



u*=u;-m
Dem.: Inmediata a partir de las definiciones y de Rl. En cuanto a

la dltima parte, para cualesgquiera azR y qeN se verifica:

Va=La 8(q',T.g).vy. {g'eN'>
=vh o |
Y
Ua=Zam - (8(a'ytua)~-8(-a',t.a)) .Uk, {a'eR'>
=hac B’ toa) k. ta'eR':
FUL . - W]

Como consecuencia del resultado precedente, podemos asociar
a cada vector u' de tensiones de arcos de G' y a cada vector v'
de potenciales de nudos de G', respectivamente, un vector u de
tensiones de arcos de 6 y un vector v de potenciales de nudos de
B. Va Yy ua. son respectivamente iguales al potencial del nudo
imagen por © de q y a la tensidn del arco virtual 1magen de a por
t. Decimos que W y v son los vectores inducidos por u' Y v
mediante ©. 8i u' deriva de v', entonces u deriva de v. 8i u' es

kirchoffiano, 4 lo es también.

Ejemplo: El morfismo o de la fig.9 establece las siguientes
relaciones entre las tensiones e intensidades de arcos, las
intensidades y potenciales de nudos de ambos grafos:

W 13Uy ==y sl |

Uz i SUpa=Unm= U h, o

i{=~i11_i1?-ii$
ié=iﬁl*i22+imm---
Vi1V @V m=y g

Vai1SVapSVan=vh, |
ji=j11+j1?+J13

jémjﬁl+j2m+]23...ﬂ

7.4.-RED_DE SECUENCIA HOMOFPOLAR

Se una red electrica simétrica definida en la Forma

2AN
habitual funcionando en régimen equilibrado homopolar y (R®,N)

1 e

et e



una generatriz de 6 con respecto & I, Definimos a partir del
grafo 6 de la red un nuevo grafo G*=(T*,R*,N°,w") que sera el
grafa de la red de secuencia homopolar del siguiente modo: i)Te
es @] conjunto de los terminales de los arcos R*; ii)Fara cada
teT® sea gqeN® el repreaenfante de M. w(t), ponemos wv°(t)=q. EI
grafo G°® estd bien definido, al ser N° un conjunto de
representantes de las drbitas de N por {"'. Ahora definimos un

teMor (G,G°) con las propiedades siguientes:

R4//Sean A y A° los conjuntos de aristas de G y 6°. Existe un
teMor (6,6°%) tal que:
iYFara cada asR sea m el menor entero m30 tal que o~
Tolalen®, entonces t.a=0 "L a.
ii)Fara cada qeN, sea g®eN® el representante de Mg, entonces
t.q=q°. 81 qeN°, Tt.g=q. la relacidn t.g=q° equivale a gel".q°.
iii)Fara todo agR se verifica la propiedad i1). Ademas t.ael.a.

G1 asR?* entonces ©.a=a,

ivySean a’cR® v d el periodo de la®l con respecto a M. Fara
todo acgR son equivalentes las dos relaciones siguientes:
yt.a=a®; DIExiste un v s6lo un entero m, CGimid tal gue a=oc".a®.
Dem.: Las propiedades i) y ii) son, en realidad, la definicion de
t. Del concepto de generatriz se deduce gque para todo acR existe
un y solo un a*eR° tal gque lalel. la®l. Sea d 2l periodo de la®l.
“xiste un vy sdlo un entero Qimdd tal gque lal=¢™.la®*l. Foniendo
t.a=rT", a se tiene la propiedad i1). Fara cada tel existe uwun ¥y
a6lo un aeR tal que telal. Entonces tT.t=c"".t, en donde m es el
definido anteriormente. En consecuencia t.t esta bien definida y
¢ existe. Veamos que es efectivamente un mortismo. De la
definicién se deduce que Tt hace corresponder a cada arista de O
una de G°. For otra parte, sean teT, vy geN tales que g=v(t). Far
la definicidon de ©, resulta gue t°=t.tel".t v gqua g°=t.q es =al
dnico nudo tal que g°eN°nlF.g. For el concepto de simetria resulta
gue w(t®)elM.g. For la definicidn de G° resulta que v°(L°%) es el
unico nudo de N°nlM.g. En consecuencia t.w(t)y=»’{zt.t). Con lo cual
queda demostrado gue t es un morfismo.

La demostracion de i1ii) vy iv) la dejamos al lector.[l
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Es decir, a partir del grafo G hemos definido un nuevo grafo
cuyas aristas y nudos son los de la generatriz de B8 v un morfismao
que hace corresponder a cada nudo v arista de G el nudo y arista

de la generatriz pertenecientes a la misma drbita por [

Ejemplo: En la parte superior de las figs. 10 y 11 se muestra una
red con su correspondiente grafo. Se define una simetria ¢ de la
red escribiendo:
o.N 3 (11 12 13) (21 22 23) (30) (40) (51 52 53)
(b1 62 &3 (70)
o.R o2 (11 12 13) (21 22 23) (31 32 Z3) (40)
(31 52 33) (61 62 63 (71 72 73)
En el grafo se indican an linea llena los arcos de una
generatriz. Se supone gque la red funciona en régimen homopolar.
En la parte inferior de la fig.1ll se muestra el grafo de la red
de secuencia definido de acuerdo con lo dicho mas arriba. Se ha
tomado como conjunto N*={11,21,30,40,351,41,70>. Los dispositivos
de la red de sscuencia se definiran mis adelante y se auestran zn
la parte inferior de la fig.l0. Las nuevas impedancias vy
admitancias valen IZI=70, Z'=721/3, 2"=72/3, Y=3IYLl, L'=L1/3,
L'=L2/3, M'=M/3, La fuente E toma el valor E1.(0

De acuerdo con 87.3 a cada vector kirchoffiano 1 de
intensidades de ramas de G le podemos hacer corressponder un
vector Lkirchoffiano i' de intensidades de ramas de G° inducido
por t vy a cada vector W' de tensiones kirchoffianas de rama de 57
le podemos hacer corresponder un vector u de tensianes

kirchoffianas de rama de G.

R3// Sean u' un vector kirchoffiano de tensiones de ramas de (5° v
u 2l vector de tensiones de ramas de G inducido por u! madianta
T. Fara cada aeR° se cumple u.=ul. El vector u es kirchoffliano

equilibrado de secuencia homopolar. Reciprocamente a cada vector

u kirchatfiano de sacuanci a homopol ar podemes Nacerles
corresponder un vector o' gque induce u por medio de .
Dem.: Veamos que @1 vector inducido u es de secuencia homopolar.

51 W' es kirchoffiano entonces deriva de un vector v' aquilibrado



de secuencia homopolar de potenciales de nudos de G° [&R33.
Definimos wun vector v de potenciales de nudos de B escribiendo
Va=Viu.n para todo geN. Entonces u deriva de v [R3]. Ademds v es
equilibrado de secuencia homopolar. En efecto, para cualesquisra
qeN°®, g'el.g se tiene vi=v,., de acuerdo con la definicion de v vy
de ©. De aqui gque u es equilibrado de secuencia homopolar [SR71.

La demostracidn de la reciprocidad la dejamos al cuidado del

lector.d

R&6// Sean i un vector kirchoffiano de intensidades de ramas de B
equilibrado de secuencia homopolar @ i' g1 vector de intensidades
de G6G° inducido i mediante ©. Fara cada a°gR®° se verifica
lme=dim=1.1u+y siendo d,m-: el periodo de la®°! con respecto a I.
51 -a®el.a® se tiene i.-=0. Reciprocamente para cada vector i
kirchaoffiano de intensidades de ramas de G° que cumple la altima
condicidn, existe un vector i kirchoffiano de intensidades de
ramas de G de secuancia homopolar tal gque i' es el inducido por i
mediante <.

- sy

Dem.: 3Sea i el inducido por 1 mediante . De acuerdo con R2,
para todo a*cR°® se cumple:

L S {agR | <T.a=a®>}
De acuerdo con R4, vy teniendo en cuenta gque 1 es un vector de
secuencia homopolar, @sta suma puede escribirse:

1ar=Ymlgm. m- meZ | Osm<dime >

= w1l

En donde dia-1 28 el periondo de la°l. Igualmente, la relacibén -
ael.a® implica ia-=0 v ilL-=0,

Demostraremos ahora la reciprocidad. Sea qaeN vy g®=t.q e 1’
un vector de intensidades kirchoffiano de arcos 6° tal que 14-=0
para todo a*eR°® que cumpla —-a®*cel.a®. Definimos un vector i de
intensidades de arcos de G poniendo i.=(l/diwi).it. . para todo
agR. Veamos que i es egquilibrado homopolar. BRasta con probar que
1a®la- para cualesquiera a®*ceR® y ael.a®. En efecta lalel la®l vy
diwmi1=d1a=~1. Sea m>0 el menor entero tal que lal=¢™. {a*!. Entonces
T.a=g™ ™, a=+a® por definicidn de <. 81 T.a=a®* se tiene
la={1/dima ) ulpe=lne., 81 oL a=-at, se varifica —a‘el.a” vy

lar=ia=1a-=0. Es inmediato que i induce 1' mediante t. VYeamos por
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dltimo que 1 es kirchoffiano., Sean j y Jj' los vectores de
intensidades de nudos de G y B° correspondientes a i e i
respectivamente, geN y gq°=t.q. Ji'=0 v j es equilibrado homopolar

LI3R&6). De acuerdo con R2 tenemos:

Jae=La: ja: {qg'eN | ©.q'=q°}
De las propiedades de t resulta que la relacidén 1.q'=qg° equivale
a q'ell.q. En consecuencia, Jjq-=dg.jaq y Jja=0. For lo tanto i es
kirchoffiano.

Comao consecuencia de RS y R& a cada régimen (u,i)
kirchoffiano equilibradeo de secuencia homopolar de G, le
corresponde Wwn regimen (W' ,i') kirchoffiano de G°, tal gue 1iL=0
para todo aeR® tal que —asl.a, vy reciprocamente. Fara todo asR®
5@ tiene Uasua v 1a7dimi.ia. Es decir, las nuevas tensiones de
los arcos de la generatriz son iguales a las originales, las
nuaevas  intensidades son iguales a las anteriores multiplicadas
por factores gque dependen solo de G. Falta detinir la nueva red
primaria para tener la red de secuencia homopolar. Recordando las
relaciones primarias monofasicas [86.4]1 tenemos:

i) Fuentes independientes de la red de secuancia: Yaad®,
i;mi$“=d.«..i°n; YasE®, uLisulo=ys,,

ii) Dispositivos lineales de la red de secuencia: Tendremas
una relacidon primaria del tipo (Uz-liv-)=H". (1 t-lul.), en donde
H" viene definida del siguiente modo: 1) Va,beZ®: P S P
2) VYael®, Yhey“: -:t:r"""‘halnn; 3J) VaeY?, Yosl®: :bzh;b-dla)/dlk:vl;
4) YaesY®, ¥YbeY®: hio=hio.dim .

111) Relaciones adicionales debidas al régimen homopolar: Fara

tado asgR® tal gue —ael.ar wi=0 y 1L=0,

7.35.-REDES DE SECUENCIA: CASO GENERAL

Sea una red eléctrica simétrica definida en la forma
habitual con un régimen equilibrado. Como primer paso hacia la
obtencidn del grafo correspondiente a una red de secuencia
construimos  wn grafo Go=(To,Ro,No,v?) con una simetria co v ooun

tEMor (Gn,68) del siguiente modo:
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Sean T° el conjunto de los terminales y A® el conjunto de
las aristas de los arcos de R?. Escribimos Te=T°xFP y No=N°uF.
Fara cualesquiera teT®, a=(t,t')eR*®, ={t,t'reA®, qeN®, kaeP

ponemos t. en vez de (t,k), auw=(ti,tl), be={tu,t’}, g« en vez de
(q,k? . Definimos Re como’el conjunto de los aw anteriores y Ro
como el conjunto de los aucRo tales gue aeR®. Entonces las b
anteriores constituyen el conjunto Ao de aristas de Go. Dotamos
al conjunto F de una estructura de grupo con la operacion suma
mddulo p. Ya hemos visto gue este grupo es isomorfo a [
Definimos do poniendo fo.tu=tue1 ¥ 0o.qu=qu+1 (sumas mod. p) para
cualesquiera teT®, geN°, keP. Para cada teT® existe un y solo un
geN® tal que w(t)el.q. Sea meP el menor numero tal qgue c™.g=w(t).
Escribimos v (tu)=gu.em (suma mod. p) para todo keF. Fara
cualesquiera keP, taeT®, geN° ponemos t.te=o".t vy <T.q.=c".q.
ldentificamos cada elemento teT®, acR°®, beA®, qeN*> con los
correspondientes toelTo, ancRo, bocfe Yy goeNe. Dejamos al cuidado
del lector la demostracicon de que los objetos construidos son
afectivamente un grafo Geo, una simetria ¢o y un morfismo t oon

las propiedades siguientes:

i)Para cualesquiera asR°, beA®, keF se tiene -—a.=(-al).,
fawli=lale, fo.aw=awwr1, To.be=bii (sumas mod. p).
1i) (R°,N®) @s una generatriz de Bo con respecto al grupo [ "os
generado por oo, la cual es una simetria p-fasica regular.
L1l) Te0o=geT.

iv)Fara cualesquiera qeN°® y acR® se tiene t.q=gQ y T.a=a.

Al grafo Go asi construido le decimos una expansion de G con

respecta a [

Ejemplo: En la Ffig.12 (parte superior) mostramos un grafo G con
una simetria trifasica v definida:
g.N 2 (P P'" PODO@M (R R RMASI(T T TV VY
c.R : (A A" AMY(B R BN C CHWMEE EMDWFE FYFY
(B 65 "),
Se han dibujado con linea llena los arcos de una generatriz  oon

respecto & M. 9@ ha tomado como conjunto Ne={FP,Q,R,3,T,U,¥>. En
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la parte inferior de la misma figura se muestra una expansion G

de G, la cual posee una simetria vr. trifasica regular definida:

ToaN : (FO F1 P2)(QO @1 @2)...((V0 VI VD)
To.R 2 (AO Al AZ) (RO B1 B2) ... (GO G1 G2) ...

Existe un teMor (G.,6) definido:

N® FO F1 P2 (0 @1 02 RO K1 R2Z S0 S1 82 ... VO Vi V2
FoFPYR B B R RPR*"B8 8§ 8§ ... v Yy

R° AQ Al A BO B1 B2 COo Cl C2 DO DI D2 ... B0 Gl G2
A A' A" B B'BYC C'C*"D D D ... G G'G"

Los grafos y morfismos asi definidos verifican las propiedades

indicada mas arriba.[]

Ejemplo: En la parte superior de la fig.13 mostramos un grafa &
con una simetria hexafdsica ¢ definida:

c.N 2z (FQ@RI(ET

r. R (A BRCIDEF G H J)K -K)

Se ha tomado como conjunto N°={P,5}. En la parte inferior se

muastra la correspondiente expansidn B con la simetria regul ar
o definida:
T N® ¢ (FO F1 P2 P3 P4 P3) (50 81 82 87 54 55 §4&)
R (AD AL A2 A3 A4 AS) (DO Dt D2 DI D4 DS
(KO K1 K2 K3 K4 KI)
y 21 teMor (Ge,6):

N FO F1 F2 PI P4 PE 50 81 62 853 54 55

T F 0 R P @ R S T 8 T 8§ T

R AQ Al A2 A3 A4 AS DO DL D2 D3I D4 DY KO K1 K2 K3I K4 KS
T A B € A B C D E F 66 H J K ~-KK =-KK -K

t
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FIGURA 7.13
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Veamos algunas propiedades adicionales de estos objietos.

R7//7 Sean qgeN® y d' el periodo de q con respecto a . Fara todo
g'eNe, la relacidn =.q'=g equivale a: existe un entero n,
Oind<p/d’ tal qgue g'=gra-. Sean aeR® y d el periodo de lal con
respecto a ['. 8i ~aél.a, para todo beRe la relacidn <t.b=a
aquivale a: existe un entero n, O0indp/d tal que b=an,a. S5i ~acl.a,
para todo beRo la relacidn t.b=a equivale a: existe un entero n,
Ounap/d tal que b=(-1)"aa.

Dem.: Sea q'=qm con g"eN® y meF. De la definicidn y propiedades
de ¢, 0o y t© resulta que T.q'=t.0o™.q"=c".q". De ahi gel".q" vy,
por la definicidn de la generatriz g=q", vya que los nudos de la
generatriz son un conjunto de representantes de las drbitas de N
por '. En consecuencia, o¢".q=q y por definicidn de periodo,
med ' 'ZnfF.  For otra parte pedZ. De ahi el primer resultado. 8i
€. bh=a, entonces  t.lbl=lal. Y reciprocaments, si <=.lbl=ial,

entonces <.h=+a. Razonando de modo similar al precedente se

»
-

I

demuestra gue para todo beRe, la relacidn t.ibl=lal equivale
existe un entero n, OLndip/d tal gue Ibl=lanal. S1 —-aélf.a se tiene
r?.a=a [S5R1] ¥ t.anae=0"9, a=a. 8i ~aelF.a se tiene o9.a=-a [BR11 v

TeAna=0"", a=(~1)"a, De aqui T. {(~1)"anas=a.[]

De acuardo con 87.3 & cada vector i' de intensidades de
ramas de o le podemos hacer corresponder un vector -1 oe
intensidades de ramas de G inducido par © vy a cada vector u de
tensiones kKirchoffianas de rama de 6 le podamos Macer
corresponder un vector uw' de tensiones kirchaoffianas de rama de
Go. Hasta =1 final de este epigrafe supondremons gque los vectores
W @ 1 son kirchoffianos equilibrados de secuencia k. FPondremos

como es habitual x=exp(dni/p) y y=a"k,

R8/7/ Sea v un vector de potenciales de nudos de B equilibrado de
secuencia k. El vector v' de potenciales de nudos de Go inducido
por v mediante © es equilibrado de secuencia k. 8Sean geN® y d al
periodo de g con respecto a M. 81 3y “#1, entonces vi=Q. Sean u un
vactor kirchoffiano de tensiones de ramas de G equilibradg de

secuencia k y W' 2l inducido por u mediante . w' as kircheoeffiano
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equilibrado de secuencia k. Para cada asR° se cumple ua=ul.
Dem.: Sean geN®, maP, g '=0e™.q ¥ g9"=1t.q'. Se verifica:
q"=t.0om.q
=rTt.t.q
=0~l‘h' q
De las definiciones resulta:
V& EmV g
S SUJRV
=51n- V::‘a
En consecusncia, v' s equilibrado de secuencia k. El resto del

enunciado se deriva de [&R3I1 vy [7R31.01

R?// Sean i un vector kirchoffiano de intensidades de ramas de 3
equilibrado de secuencia k @ i' un vector de intensidades de
ramas de o equilibrado de secuencia k tal que i&=(din,«.fp)iﬂ_«
para cada aceReo, siendo di«..: el per{odo de lt.al con respecto a
M. Entonces i' es equilibrado d2 secuencia k e induce i mediante
T. Sean aszR® y d el periodo de lal con respecto a M. En los dos
supuestos siguientes iA=0: D -aéi”.a y y9#1; D -ael.a Yy xtA—1,

Sean j' el vector de intensidades de nudos de 3o derivado de i’y
geN® vy d' el periodo de g con respecto a ", La relacidn j4#£0
implica y< " #1.

Dem.: En primer lugar, i' es equilibrado de secuencia k. £n
efecto, sean a,a'cRe tales gque a'=ca.a. De acuerdo con 1as
propiedades de 0, 0o y © resulta: t.a'=¢.t.a y lr.a'lel.iz.al. Ce
All dim. s = Yy la:=gia.

Vaamos ahora gue i' induce i. Sea beR°. Ponemos

i

r=5:€ni4:\ {ac

it

E'_(:r I t.a:

b
=f=(d|b»/p).):¢..i.:. agRe | T.a=bd

i

tomo pediwZ por definicion de periodo v hay exactamente p/di..
arcos de Ro tales que t.a=b [R71, entonces r=i, Y
ie=0wl b tagRo | t.a=nl
Los supuestos en los cuales ii=0 se deducen de R4,
For Wltimo, como i es kKirchoffiano, se tiene 3=0. Fara todo
qeN°® sa cumple:
Jer=he s 34 {q'eNe | t.q'=q}

Aplicando R7, rasulta que la relacidn T.q'=q squivale a: existe
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un  entero n, Oin<p/d tal gue q'=g.«-. De aqui, Q'=0ra"%,q vy
Ja =§"9j4. En consecuencia:

O=(Lnym9) . 34 nNeZ | Oonap/dd
i y¥=1, entonces O=(p/d)jy4 vy dea=0.1]

Recapitulemos los resultados obtenidos en aste epigrafte. A
partir del grafo G hemos definido un grafo Geo de simetria
regular. Al régimen (u,i) kirchoffiano eguilibrado de secuencia k
de G le hemos asociado un régimen (u',i') de GBoy, el cual eas
equilibrado de secuencia k, kirchoffiano en las tensiones perco no
necesariamente en las intensidades. Si el régimen (u',i') es
kirchoffiano, entonces el problema estd resuelto va que sabemos
como  obtener una red de secuencia cuando el grafo tiene una
simetria regular. 8i el régimen (W',i’') no es kirchoffiano nos
proponemos  obtener un nuevo grafo  Gue=(T.,Re,Ne,v™) con  una
simetria casi-regular o. vy al cual le asociaremos un régiman
kirchaoffiano sqgquilibrado (u",i') biunivocamente relacionado con

(W,1) mediante un t.eMor (Ba,G.) definidos del siguiente modo:

Sea NicNe constituido por los nudos tales que el periodo d
de t.q con respecto a M verifica: kdepZ. Es inmediato que N eos
estable con respecto al grupo "o generado por co. Sea g * &N,
Escribimos: MNe=NL{g°}; <Te.qgq=q v Fe.=0Ca.q para todo gaN/j
Tu.q®=q°; Te.Q=q, para todo geNe—-Ni; Ti=Taoy Tuw.t=t, oL .t=0o.t v
vE(EY =tL . we (b)), para todo teTuy Re=Raoj NE=(N°MN ULg®y. Dejamos
al  cuidado del lector la demostracidn de gque los obijietos asi
definidos constituyen efectivamente un grafo Guy uwna simetria oo

y un morfismo t. con las propiedades siguientes:

1) (R°,NI) es una generatriz de G. con respecto al grupo ©w
generado por ow.
1i) Tuetu=TiL oo,
iii) Para todo asR® se cumple T..a=a.

iv) La aplicacidn gr—rt..q de Me en N. o5 exhaustiva. e

&

q'eNi. Fara todo geNe la relacian T Q=g equivale a g=q'. Fara
todo geNe la relacion t..g=q° equivale a g ENa-N

v) Todos los elementos de G, xeepto g’ tienen periodo

_.‘
.
A
[



con respecto a M.

Ejemplo: Fartiendo del grato G de la parte superior de la fig.12,
en  la parte inferior de dicha figura hemos mostrado la @xpansiaon
G® del grafo, descrita en el ejemplo correspondiente. 91 la red
original es de régimen equilibrado homopolar (k=0) el régimen
asociado a G° de acuerda con RB8 y RY es kirchoffiano equilibrado
homopolar. 8i la red original es de reégimen pauilibrado no
homapolar (k=1 ¢ k=2) entonces el reégimen asociado a G° no es
necesariamente kirchoffiano en las intensidades. En la fig.14 se
muestran el grafo G., gue es igual a B>, que permitird como
veremos inmediatamente derivar de (u,i) un régimen equilibrado
kirchofiano. For facilidad de dibujo y comprensicon el nudo comdan
3%, gque en dicha figura se nombra O se ha dividido en varios con
el mismo nombre, debiéndose entender gque el grato G, @3 conexo, v

qua, por ejemplo, los arcos DO, DL v D2 son lasos.[]

Ejemplo: @ modo similar partiendo del grato 6 de la +ra.0ld
(parte superior) en su parte inferior se mostraba la expansion G°
de G. 81 la red que tiene por grafo 6 es de régimen homopal ar
podemos asociarle a G6° un régimen kirchoffiano aquilibrado
homopolar. 8i el régimen de la red original es equilibrado Ade
regimen no homopolar no es posible dicha asocacion. Necesitamos
@ntonces como veremos inmediatamente un nuevo grafo Ge. En {as
figs.13 vy 1lé& se muestran los grafos G. para diversos valores de
ke En la fig.l3 se muestra el grafo G-=. En la +19.16 (parte
superior) se muzstra el 5., gue es igual a Bs; en la inferior ol
G= que es igual a Ga. En general los grafos G. ¥ Bp—e son iguales

como puade deducir el lector.[]

14
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FIGURA 7.14
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FIGURA 7.18
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FIGURA 7.16
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Con todo, el resultado mds importante es el siguiente:

R10// Sean u' e i' los de RB y R? v u" @ i" vectores de tensiones
e intensidades de ramas de Gu. tales que u'=u' e i"=i'. Entonces
i" y u' son, reapectivameﬁte, los vectores inducidos por i' y u"
mediante t.. El régimen (u",i") de B. es kirchoffiano equilibrado
de secuencia k con respecto a ow.

Dem.: Teniendo en cuenta las propiedades de tw, la primera parte
del enunciado es inmediata. El caracter equilibrado de secuencia
bk de u" e i" también es facil de demostrar.

Veamos que u" eg kirchoffiano. Sea v' el vector de
potenciales de nudos de RB. Existe un y sdlo un vector v" de
potenciales de nudos de G« que induce v' mediante t.. En efecto,
para gque exista es necesariao y suficiente que vi=vy. para
cualesquisra q,gq'eNa tales que t..g=ti..q'. Fonemos q"=t..q. De
las propiedades de tw resulta que: geN/). implica qQ'=q"=q y a#&N.
implica q"=q9° y q'éNL. De acuerdo con la definicidn de v' tenemos
en  todos los casos va=vy.. Dado que la aplicacién gQF—*Tic.Q e
exhaustiva, para cada g"eNe. podemos elegir un qeNe tal que
Tk QFQ" Yy poner va.=v). Entonces v" es Gnica y Via.a=vd4 para todo
qeNo. Sean ahora acRe y q.=v2, (a), Qi=v*, (a), para i=1,2. Se
cumple: gi=tw.q«, para i=1,2 vy

Ll =LA
=V ~Vm
Va1 Ve
For lo tanto u" deriva de v" y u" es kirchoffiano.

Veamos por dltimo que 1" es kirchoffiano. Sean j' vy i" los
vactores de intensidades de nudos de Go y Gu., derivados de i' e
1" respectivamente. Se tiene, de acuerdo con R2:

Ja =Laja {geNo | Tw.qg=q'}
para taodo qfeNk. 5i q'eN&, entonces j5.=j4.=0, de acuerdo con las
preopiedades de te y con RB. Si q'éNL, entonces q'=q°. Teniendo en
cuenta que la suma de las intensidades de los nudos de G. es nula

LZR41, resulta ji. =0, i"=0 y i" es kirchoffiano.[]

En resumen, a partir del grafo G de la red con un ré&gimen

kirchoffiano equilibrado de secuencia k hemos derivado un  Puego



grafo G« al cual 1le hemos asociado un régimen kirchoffiano
equilibrado de secuencia k. El nuevo gfafa tiene la propiedad de
que todos sus elementos tienen periodo p con respecto a M., salvo
un nudo g°. Definimos ahora un grafo de la red de secuencia del
mismo modo que el caso B de la red de simetria regqular [87.21,
tomando el nudo q° como "nudo adicional®. La red primaria se
define en cuanto a los arcos adicionales de modo similar. En
cuanto a la red primaria de los arcos no adicionales, recordando
las relaciones primarias monofasicas [86.4) y la relacidn entre
los regimenes (u,i) y (u",i"), tenemos:

i} Fuentes independientes de la red de secuencia: Yasd®,
ia=(dimi/p).i%a; VacE®, ull=ye..

ii) Dispositivos lineales de la red de secuencia: Tendremos
una relacidn primaria del tipo (u%-li&-)=H“.(i%-lu$-), en donde
H" viene definida del siguiente modo: 1) ¥Ya,heZ’: anZpohan/din g
2) Vael®, vbeY?: mo=Mans  3) VagY®, vbeZl®: 2h=héb;d.-./d,b.;
4) YaeY®, vbeY°: hlu=hln.d . /p.

iii) Relacianes adicionales debidas al régimen de secuencia k:
Fara todo acR® que cumpla alguna de las condiciones siguientes

ia=0: 1)-adl.a y y9#1; 2)-ael.a Yy 3<9#-1.

Ejemplo: Consideremos la red de la fig. 17, cuyo grafo es el del
ejemplo precedente. La simetria hexafdsica del grafo descrita en
dicho ejemplo es también una simetria de la red, con la
genaratriz que alli se define. La intensidad de 1a rama A de la
fuente polifdsica de intensidades ia, iwm, i tiene las

componentes de secuencia siguientes:

. r h . h
1o 1 i 1 i 1 i la
ia i o« x= o= x o= im
1z i i =2 x* X% x® e i

L 4
ix|= -— 1 o= % ' x= o= in
ia & i x4 ' ["El ate x=< im

L i:,’ \ 1 (x:ﬁ “.'I.C’ “.l!‘.ﬂ «.’.'AO u;?t'.’ 1(:

N N

en daonde a=exp(2nj/é). De aqui resulta:
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io=(ia+is*ic)/3
ix=i3=is=0
iz=(in-umia-mic)/3

i4=(ig‘uis—u*ic)/3

FIGURA 7.17
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Dado que sélo existe la fuente polifdsica citada y que el sistema
de ecuaciones de la red es determinado si los valores de las
resistencias son no nulos (determinacién que no demostramos por
no alargar la exposicidn), en la red no existen tensiones ni
intensidades de las secuencias 1, 3 y 5. Para resolver la red
basta con obtener las redes monofisicas de las secuencias 0, 2 vy
4. Basandonos una vez mas en los resultados del ejemplo anterior
Y en lo dicho en este capitulo obtenemos las redes de secuancia
monofadsicas que se representan en las fig. 18 (secuencia 0), 19

(secuencia 2) y 20 (secuencia 4).

P 18/2

FIGURA 7.18

p 12/2 a

»—7;87(1.) jo?'zvptb

FIGURA 7.19
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FIGURA 7.20

Notese que las intensidades que circulan por las ramas FQ vy

8T de las redes de secuencia son respectivamente igual a 1/2

b4
1/6 de las correspondientes intensidades de secuencia.

La arista
85T (K en el grafo original) tiene periaodo 1.

El arco -K pertenece
a la drbita del arco K.

En consecuencia para toda secuencia k que

la intensidad de secuencia k de la

cumple para k igual a 0, 2 vy 4,

verifique o -1
nula. Esto se

resistencia

rama K es
De ahi que 1la
de la rama K se pueda sustituir en dichas

redes de
secuencia por un circuito abierto.[}
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CONCLUSIONES Y COMENTARIO RIEBLIOGRAFICO
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El autor desea hacer constar las dificultades que existen
para conseguir una bibliografia mids o menos completa de los temas
aqui planteados. Por una parte, por su caracter tedrico estas
cuestiones son tratadas fundamentalmente en libros Yy en congresaos
y mucho menos en articulos de revistas, 1lo cual implica un coste
econdmico alto de la bibliografia. For otra el seguimiento de
algunas de ellas exige remontarse varias décadas o casi un siglo,
como es el caso de los articulos originales de Fortescue (sobre
coardenadas simétricas) y de Barnett (sobre biseccién de redes

con simetria especular), que ha sido imposible obtenerlos,

debiendo recurrirse a referencias de otros autores.

Capitulos 1, 2

Grafos.-HARARY, un autor de referencia en teoria de grafos,
define el grafo no orientado como un conjunto N de nudos Yy un
conjunto A de pares no ordenados de nudos. Esta definicidn
excluye de la consideracidn de la teoria de grafos los grafos no
orientados que contengan lazos o aristas miltiples con los mismos
nudos extremos, a los cuales denomina seudografos. Define los
grafos orientados como un conjunto N de nudos y un conjunto R de
pares ordenados de nudos. Esta definicidn no permite ni los lazos
ni  la existencia de dos arcos que tengan mismo nudo origen y el
mismo nudo final. CHRISTOFIDES, define un grafo como un conjunto
N de nudos vy un conjunto A de lineas que unen algunos de los
nudos N. Esta definicidn, que es muy comin, es de por si
formalmente insuficiente ya que no establece la relacidn entre
las lineas y los nudos. La definicidn de Christofides permite la
existencia de lazos y de miltiples aristas con los mismos nudos
extremos, pero su definicidn de la orientacidn de los arcos

parece identificarse con ordenacidn del par de nudos extremos del
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mismo, lo cual en el caso de los lazos, al ser ambos extremos
iguales no permite una orientacidn. SWAMY define un grafo como un
conjunto N de nudos y un conjunto A de aristas o R de arcos, a
los que identifica (sic) con pares no orientados u orientados de
nudos. Contradictoriamente . con tal definicion permite la
existencia de lazos y de aristas en paralelo con los mismos nudos
extremos. BALABANIAN distingue, aunque no de modo explicito entre
terminales y extremos de una arista y excluye las lazos. Par otra
parte su estudio de los grafos se limita a los grafos conexos
casi exclusivamente. Las definiciones del grafo no orientado v
orientado segun WEINEERG son las que mas se aproximan a las que
5@ emplean en esta tesis, aunque no son idénticas. Se diferencian
de las de Swamy en que a cada arista o arco se le agocia, y no se
identifica, un par de nudos.

A Juicio del autor las definiciones de grafos que se
proponen en esta tesis tiemen las siquientes ventajas: a) Sus
elementos constitutivos (terminales vy nudos de conexidn) son
elementos de los circuitos eléctricos, sin necesidad de echar
mano de analogias graficas (lineas y puntos) para establecer las
definiciones. Las graficas (grafo lineal) se conciben aqui como
simples representaciones. b) La orientacidn de los dispositivos
(orientacién de 1los arcos) tiene en cuenta el hecho de que un
dispositivo puede ser orientado independientemente de la red de
la que forma parte v que esa orientacion es independiente del
hecho de que sus terminales estén o no unidos al mismo nudo de
conexidn. c) Son facilmente generalizables a redes con
dispositivos multiterminales. d) Son formales, es decir se basan
en objetos matemiticos conocidos: conjuntos, pares ordenados,
aplicaciones y particiones. Todo el desarrollo conceptual se haca
& partir de esas definiciones sin gque sea necesario introducir a
posteriori nuevos axiomas. e) Son de la maxima generalidad: LlLos

grafos asi definidos pueden tener lazos y aristas miltiples.

Grado de un nudo.-La definicién que se emplea en esta tesis

es anidloga, aungque no idéntica a la de HARARY.

Bucles vy caminos.-HARARY, define los bucles y caminos como
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una sucesiones de nudos y aristas y en particular los bucles han
de contener al menos tres nudos. Las definiciones de SWAMY son
similares. Su definicidén de la orientacién de un bucle es
grafica: se basa en el recorrido de un dibujo del bucle en el
sentido (o en sentido contrario) de las agujas del reloj.
BALABANIAN define un camino como una sucesidn ordenada de
aristas. Su definicidn de bucle es andloga, aunque no idéntica a
la empleada en esta tesis. Define la orientacién del bucle como
una ordenacion ciclica de sus nudos, lo cual impide orientar los
lazos.

Las definiciones que en esta tesis se proponen de bucles vy
caminos los conciben como grafos dotados de ciertas propiedades.
El concepto de itinerario agui introducido permite una definicidn

formal de la orientacidn de caminos, bucles y lazos.

Cortes.-HARARY define el corte ("cutset") como un conjunto
minimal de aristas de un grafo conexo cuya supresién origina un
grafo no conexo. Esta definicidn es mads restrictiva que la
empleada en el presente trabajo. La definicidn de corte
("cutset") segun CHRISTOFIDES es idéntica a la que se emplea en
este trabajo, aunque como otros autores uwtiliza tanbien la
definicidn de corte propiamente dicho que es andloga a la de

Harary.

Arboles vy bosques.-La definicidén de arbol de HARARY es 1la
gque se utiliza aqui. Su concepto de arbol cubriente equivale,
aungue no de forma inmediata, al bosque maximal de un grafo
conexo. La definicidn de maximalidad de SUAMY es la que se emplea
en esta tesis. Sin embargo, dicho autor prefiere emplear el
concepto de Arbol cubriente de Harary vy dar una definicién de
bosque que equivale, aunque no de forma inmediata, al bosque
maximal que se emplea en esta tesis.

La definicidn de bosque maximal gque se emplea en esta tesis
no sdlo tiene una utilidad formal o conceptual sino gque permite,
junto con el concepto de clase de conexidn, elaborar facilmente
algoritmos de obtencidn de bosques maximales cuyas aristas

pertenezcan a determinadas clases, cosa importante para . la
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aobtencidn de bosques normales y para la resolucidn de redes con

ecuaciones de variables mezcladas.

Los conceptos de matriz vy de vectaor con conjuntos
arbitrarios de indices que se proponen en esta tesis son
originales, aungque de hecho los especialistas de teoria de redes
eléctricas vienen utilizaAndolos desde hace muchos afos bajo el
repetido recursa de reaordenar filas y columnas. Detalles menores
originales de esta tesis son los productos por la izquierda y por
la derecha de matrices y vectores, trasposicidn de los productos
tensoriales, vy la definicidn de fusiodn de matrices y vectores,

para lo cual se utiliza el coproducto tal como lo define LANG.

La matriz de incidencia nudos—arcos que se emplea en esta
tesie (extendida a los lazos) es la que emplea CHRISTOFIDES. La
matriz de cortes es la de SWAMY. Las matrices K y K* se hayan, si
no expresamente formuladas, implicitas en la literatura de
grafos. Las matrices C y C* son originales de esta tesis. DE
CLARIS define una matriz fundamental de conexidn del grafo que no
tiene nada gque ver con la que se emplea en este texto. Igualmente
es, en gran medida, original de esta tesis la demostracidn de los
resultados de los capitulos 1 y 2, si bien la mayor parte de

dichos resul tados son conacidos.

Capitulos I v 4

La caracterizacidn algebraica de las seflales eléctricas gue
se da en esta tesis es mas general gue las habitualmente
empleadas en la literatura. El concepto de intensidad de nudo v
su desarrollo es original de esta tesis. La discusidn sobre
causalidad vy unilateralidad en las redes eléctricas se aparta de

los conceptos de ZADEH vy de las definiciones habituales.

Capitulos 5, 6 yv 7

El egtudio de las redes simétricas comenzd con los redes

polifdsicas equilibradas, a partir de los trabajos de Fortescue
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que aplicd a las redes eléctricas de este tipo las coordenadas
simétricas para resolver problemas de régimen permanente
senoidal, extendido mediante el uso de datos fundamentalmente
experimentales al régimen transitorio senoidal pero manteniendo
el uso de fasores. El libro de WAGNER sigue siendo un buen
compendio de este desarrollo. Otros autores han hecho una
posterior extensidn del método de las componentes simétricas al
estudio de 1los transitorios de las redes polifdsicas empleando
la transformada de Laplace. Una noticia de este desarrollao se
puede encontrar en los articulos de LEWIS y {GOSLAND. Como es
sabido, posteriaormente se han introducido otros sistemas de
coordenadas para estudiar el comportamiento de las maquinas
e@léctricas poliftasicas y los transitorios de las redes
polifdsicas, un ejemplo de los cual lo constituyen los articulos
de HEYLENS y HORWARD. En otra direccidn, Barnett estudia las
redes con simetria especular (como una clase bastante amplia de
bipuertas) y alguna de las reglas para simplificar la solucidn de
las ecuaciones de este tipo de redes se pueden encontrar an
SCOTT. Las simetrias de una red gque pueden interpretarse como
unas ciertas permutaciones de los elementos que constituyen 1la
red forman un grupo algebraico. L.os tipos de simetria
anteriormente citados son ciclicos, en el sentido de se estudian
un  conjunto de simetrias de la red gque derivan todas de una
determinada. Este tipo de simetrias 25 la de mayor utilidad y la
quea permite un mayor desarrollo de sus propiedades, aungque se
puaden encontrar simetrias no ciclicas de importancia. Mas
recientemente se han desarrollado técnicas para estudiar este
tipo de simetrias generales y de los sistemas de coordenadas que
permiten simplificar la resclucidn de los sistemas de ecuaciones
correspondientes. El lector puede encontrar ejemplos de esto en
los articulos de RURIN, SINGH Y HARTER. Sorprende sin embargo gue
en todo este balance no se encuentre una definicidn formal de lo
que es una red simétrica. FPrecisamente esta tesis intenta cubrir
este hueco y establecer una relacidn igualmente formal entre las
redes simétricas ciclicas equilibradas vy las correspondientes

redes de secuencia.
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Morfismos de grafos.-Siguiendo a LANG, empleamos la palabra
morfismo en vez de la tradicional de homomorfismo. Una definicidén
analoga a la empleada en esta tesis, aungque no idéntica, se puede
encontrar en HARARY que la emplea para resolver el problema del
coloreado de los mapas. Este autor establece la definicidn
exclusivamente para grafos no orientados. En nuestra tesis 1la
definicidn del morfismo de grafos orientados se deriva de la del
morfismo de grafos no orientados introduciendo el efecto de la
orientacién de las aristas. For ello los morfismos de grafos
orientados, tal como los definimos, no conservan necesariamente
la orientacidn de los arcos. Esta definicidn, aplicada al caso de
los isomorfismos de grafos, es mds amplia que las de WEINEERG que
obliga a que se conserve la arientacidn de los arcos v a la de
BALABANIAN que de hecho confunde isomorfismo con identidad. La
conservacion de la orientacidn en un morfismo entre grafos de
redes eléctricas es una cosa gque no puede exigirse vya que la
orientacién de un dispositivo es elegida arbitrariamente por el
analista y no resulta de propiedades esenciales de los mismos.
Frecisamente para obviar los problemas que plantea la eleccidn de
una orientacidn particular en la tesis se introduce el concepto

de arco virtuaal.

Simetria de grafos.-La definicidn empleada en esta tesis es
andloga a la de automorfismo de HARARY. Al igual que an el caso
de laos marfismos este autor establece la dafinicidn

exclusivamente para grafos no orientados.

Grupos de simetria.-En 1la terminologia referente a los
grupos de simetria, en realidad grupos finitos y en particular
ciclicos, se ha sequido a LANG y GODEMENT. Igualmente en dichos
autores puede encontrarse la definicidn y propiedades de las
operaciones de grupos sobre conjuntos. Algunas operacionas
particulares de los grupos de simetria sobre el grafo de la red
son conocidas en la literatura tales como el concepto de nudo
polifadsico o de rama polifasica (que en esta tesis se nombra

arista polifdsica) el resto es elaboracidn original.
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Red simétrica.-Hasta donde conoce el autor, en la literatura
no se encuentra ninguna definicidn formal de red simétrica, que
equivale a la idea tradicional de red polifdsica equilibrada en
las cargas, vy de red simétrica en régimen equilibrado, que es
algo mds restrictiva que la idea de red polifasica equilibrada en
las cargas vy en los generadores, en el sentido de que si  la
solucidn de una red de este tipo no es determinada pueden existir
en la misma tensiones o intensidades no equilibradas. Lo que mas
se aproxima a una definicidn formal de las redes simétricas es la
de 3~RUBIN: '"Las redes simétricas tienen sus elementos dispuestos
de modo que ciertas permutaciones de las ramas de la red producen

una (nueva) configuracidn que es idéntica a la original®.

Redes de secuencia.-lLas redes de secuencia son conocidas
desde los trabajos de Fortescue y un balance de su empleo o
utilidad puede encontrarse en WAGNER. En los trabajos citados el
establecimiento de las redes de secuencia se hace utilizando una
serie de transformaciones locales: ramas en triangulo se pasan a
ramas en estrella, las ramas de fase y las del neutro se tratan
de modo diferenciado segun que la red sea de secuencia directa,
inversa u homopolar, etc. Este método no tiene caracter general vy
sdlo se aplica con seguridad a redes triféAsicas. En esta tesis se
proponen, por primera vez a juicio del autor, una serie de
transformaciones globales de la red que conducen al
establecimiento de la red de secuencia y que permiten relaciaonar

las variables de la red original con las de la red de secuencia.
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