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PROLOGO

Cuando 8l mcdelo de una situacidn real viene descrito par una ca-
dena de Markov es interesante, para las aplicaciones practicas, estudiar
qud ocurrirla si a esta cadena se la somets a una perturbacidn de cualguier
tipo. Se cdnsidera en esta Memaria el caso de una cadena de Markov, de pa~
rametro contlnuo y espacio de estados discreto, que es forzada a volver a
unos estados llamados “"permisibles" cuando entra en los estados"prohibidos®.
Las propiedades de la cadena modificzda se expresan en té&rminos de la cade-
na criginal y de la "compensacibn® resﬁltante de la perturbacibn. La ticni-
‘ca empleada en este estudio es el "mdtodo de 6ompensacibn“ desarrollado par
KEILSON en una serie de artlculos iniciados en 1.964 y recogidos en su re-

ciente obra de 1,979,



El método de compensacidn tiene sus raices en la teorla del poten-
ciai clésico, y eé lé forma natural de tratar los problemas de perturbacitn.
Ademés, el mdtofo farmula una aproximacidn independiente de la teoria moder—
na del potencial probabilistico, y 1a’Memcria contiene algunos comentarios

sobre este aspecto, De gran interds es la distribucifin de la cadena modifi -
cada en los estados permisibles, y se demuestra cbmo el termino de compensa-
cldn puede considerarse como el potencial de un cargo de compensaci6n ( con
carga total nula ). Este es sl potencial de Green si la cadena original es
transitoria y el"potenciel ergbdico" si la cadena original es ergbdica. La
tearla del potencial para cadenas ergbdicas usada en la Memoria se basa en

la "matriz fundamental" de las cadenas ergbdicas.

El propbsito original de Keilson al introducir el mdtodo de compen
sacitn fue reemplazar la t&écnica de Wiener-Hopf en el plano complejo.(para

cadenas homogdneas) par el andlisis en el dominio del tiempo (PRABHU, 1965)

El oﬁjeto de la memoria es estudiar un modelo de perturbacibn en
el que la matriz de intengidad de la cadena de Markov original és transfor
ma con la ayuda de la matriz de reempla?amiento, resultando la cadené de Mar
kov modificada. Para hacer enfasis sobre sl mecanismo de perturbacidn vy
el método de compensacibn se considera la cadéna de Mark&v en su fnrmé mas

simple.



La cafacteristica principal de este método es que sa trata con
dos.cadénas simulfaneamente, y .por tanto, lé compensacidn debe tener en
cuenta las propiedades tedricas de los potenciales de ambas cadenas,'Ade—
mas, un sstudio mads profundo del método de compensacibn revela su conexidn
‘con la teorla de perturbacidn de semigrupos, probada mediante la "2% scua~-

cidn resolvente",

En el primer capltulo incluimos los resultados fundamentales so
bre cadenas de Markov de parametro contlnuo que serdn utiilizados posterior
mente a 1o largo de la Memoria. Se hace especial hincapié en el estudio

de resolventes, operadores y teoremss limites.

En 81M53§¥¥%do del capltulo se describe la teorila de potencial

para cadenas ergbdicas siguiendo los trabajos de SYSKI (1973,1978).

A 1o largo del segundo capitulo se estudia un modelo de perturba
cibn con reempla,amientos gobernados par una matriz de reemplajamiento so-
bre los estados permisibles, siguiendo la técnicak;ntroducida por ARJAS vy
SPEED (1975) para cadenas de Markov de pardmetro discrete. Se examinan con
detalle las consecuencias del método de compensacidn en los modelos qe per-

turbacidn siendo los principales resultados los relativos a la distribucion

limite ds la cadena modificada restringida a los estados permisibles.



Dedicamos el tercer capltulo al estudio de diferentes aplica-
" ciones del modalo‘de perturbaaibn dessrrollado en el anterior,
,’/ .

El cuartc capltulo estd dedicado al estudio de un modelo espe-
ciél sugerido por DYNKIN (1965) sobre la transformacidn del espacio de es-
tados. La transfarmacibn en cuestidn corresponde a una matriz de reempla=
zamiento deterministica, y &sto nos lleva a simplificaciones bastante sor-

prendentes en la obtencidn de la sclucitn general.

Se aplica el mecanismo de perturbacidn a la transformacihn del
espaclio de estados considerada por Dynkin en un proceso de Markov general
" demostrandose que dicha transformacidn squivale a un modelo de reemplaza-

"miento con una determinada matriz de reemplazamientc sugerida por ellaQ

Se termina el capltulo calculando algunas medidas de efectivi-
dad para un sistema M/M/1 perturbando una cadena de Markov que verifica

la condicidn de Dynkin.

‘Hemos intentado abordar las cuestiones fundamentales que se
encuentran planteadas hoy dia en esta llnea de investigacidn, limitando-
nos solo al caso de cadenas de Markov de parametro continue con las consi-
guientes lagunas que ello haya podido originar en la temética general del
trabajo. En tﬁdo caso cuanto aqui hernos apuntado puede servirnos para un
posterior estudio de esta materia en el caso de espacios de esta?os conti~-

nuo.
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CAPITULO I

= . CADENAS DE MARKOV DE PARAMETRO GONTINUD

Introduccidn
Resultados fundamentales

Potsencial ergddico



1.1.INTRODUCCION.

Incluimos en este capitulo los fegultadbs fundamentalasr
sobre cadenas de Markov de pardmetro continuo qué,seran utilizados“
a lo largo de la memoria. |

Se hacakespecial hincapié en‘el eétudib de resolventss ;
operadores y taoremas'limites,a los qﬁé de@iﬁamos diferentes epigra-
fes del apartado 1.2 de este capitulo:{k

Estos resultados estdn sacados fundamentalmente de las o-
brés de coan (1965) ,' CHUNG (1967) , CINLAR (1975) y KEMENY-
. SNELL-KNAPP (1976)
El ultimo apartado de este cépitulo describé la teoria d-l
'botenciai para cadenas ergbdicas éiguiendo los trabajos de SYSKI (1973,
1978). El rasgo principal de esta teoﬁia ,:debida inicialmente a KEILSON
(1965) es el uso de la matriz fundamental qeyla cadena ergddica. Se
estudian primordialmente los operadorss pﬁtencialés ergbdicos,yklos
potenciales ergddicos de carga. El rasultédovprincipal‘es que , para
cadenas ergddicas , sl operador potencial ergbdico (matriz‘fun&amen-
tel) es el que reemplaza de un modo natural al operador potencial de

Green‘para cadenas transitorias:

La dificultad que se presenta al usar la matriz Fundamentai
es que algunog de éus elementos son negativos,y es esancial‘qua la su-
ma de ellos éor filas valga éero; La ventaja es que se nbtieneruna teo—v

ria para cadenas ergddicas similar a la obtenida para las transitorias;



1.2.RESULTADOS FUNDAMENTALES.

l.2.1.Definiciones y propiedadss.

/

Definicidn I1.2.1

Un proceso estocéstico,de'parémetx"o, coni:iﬁuo es una famiiia |
unipararamdtrica de variables aleatorias (Xt) sobre un espacidbpro—
‘babilistico ‘79.‘, g, P'ﬁ . E1 pardmetro t puéde partenecer a cualquier |
conjunto arbitrario liﬁeal ’ astudiaremos_ pﬁeferentemente sl caso en

que t pertenesce a (0,0 ) da T= [D,co):'

Definicidn 1.2.2
Una cadena de Markov con parémetro continuo es un 'prceso

sstocastico X = (X't , t eTD) con espacio de estados My que posee

'la'propiedad de Markov @ Pave coda o%2 ,0¢btietas. . cta

Uy vaim LAl

(? (%tt\(”\ zin I K;. (WY =iy . . %tﬂ_‘(m\ '-'—.\“‘"‘\ = ? (,%bm(“’\= Tn lxt&?\’ =‘L""'B

La cadena se dird gue tiene probabilidades de transicidn.

estacionariss o que es homogenea si y solo si
.?('Xs*h(u.h::) /Xs(\.”\:‘»\
no depends da s.

En una cadena de Markov homogenea podemos definir:

‘?;,:) by = P ( Xg Qo =) / -Xstw\~_1>‘ kyo



La funcidn p N j(t) es la probabilidad de transicidn del
- estado i al J enel tiempo t.
: Las  funclones de transicidn ° - verificenlas relacionss:

(a) (8 0 |
(b) Z_ Dﬁ(t) =1 | | | Jdi. j" ) .c's teT®
(6) pyleat) = £ pik(s) g™ W

(CINLAR 1975)
6i notamos P(t) = (pi J('l:)) estas propiedades pueden es-

tablecerss como siguen:
(a) Cada elemento de P(t) es no negativo.
(b) .La suma por filas de P(t) vale la unidad,

(¢) La familia (P(t) , t%0) es un semigrupo con res-
L pecto a la multiplicacidn matricial usual.
Las condiciones (a) y (b) se expresan diciendo que para

~cada t la matriz (pi:j(t)) es estocastica.

La condicidn (c) es conocida como la scuacidn de Chapman

Kolmogarov

Una matriz P de funciones pij(-) , tales que i,jenm,
definidas en TC y que satisfacen las condiciones (a) , (b) y (c)

se dird matriz de transicidn.

La matriz P(t) = (pij(t)) serd por tanto la matriz de



trensicidtn de la eadena de Markov y su cenjunto de indices serd el

.A.;emuio de egtados ﬂ;

Tacrema 1.2.1

Les funciones p, ,(t) dewuna matriz de transicidn son.con-

tinues en TO ‘81 y solo si existen los limites

1lim p,id(t) =ug

€0

las condiciones

et st

En este caso la matriz limite gatisface

(1) uid;;u
(2) {_ u“sl

(@) wye Loy ey

{cHUNG 1967 )

Pare asegurarnos , pues , algunas condicianes de regularidad
-supongamos quse la matriz de transicidn es estandard , 0 sea gue exis-

“ten los limites de las pij(t) egn t = 0 y valen

Hm p (t) = J;; (9 de Kromecker) |
'k-’o i j 3 ) - - .
' “Con esta nueva condicidn  impuesta , y una yez gstable-

cida 1a continuidad en el tearsma 1;2,} Pasamos a estudiar la diferen
 cishilidad de las funciones, El interds de gllo no es peramente ma-

tematico ya que las derivadas de las funciones Py J(f:) juegan un pa-

rm -



pel muy importante en el estudio de lqs cadenas de Markdv da parame-

tro émtinuo. R |
Puesto que las derivadas estan def‘inidas como el limite de

un cociente s lo primero con . que nt:;é encnhtramoé és con el probiema de

cudndo existe tal limite.

- Tearema 1.2.2

Para cada 1 &« 71

. ‘ - c.( .
P oy = L S ¥ED | | (2
o L33 50 * B . ; .

. existe y puede ser infinito.
; Demostracidn:
Considéremos

\( ey = = Ln P &Y

entonces \e toma valares finitos ya que pﬁ(t) y0 ‘J t , (CHUNG 1967)

e (2)

pyg(a+t) = Ly () b (6) > (a) oy, (o) by, (4],
de dondd
- g) & - -
1n pii(t-rs) < =ln pii(s) 1n pii(t)
es decir

¢ (s+ &) e Plisyre o)



w o
4 = Sop = <R
kyo t
81 qi £ oo o Por definicidn de -supr\emol , dado €50 , gasj._ste‘ tﬂ -:ta‘i que

el i
w FE

Para cada t sscribimos

,Lo :f\‘\}-i—a-—k

donde O ¢ J<t , entonces

¢ (&) . ﬂ’\P v+ () b | 1IN 1) |

% - €« ¢ =+
o to : ko A 4o
paro
e :\_t - A
t20 to
y

X0

dm vy ( J) -,tlin;f\- 1n 911( J)i==»1n "‘15.1(0) =~ln1l«=0
por ser la matriz estandard. De donde , tomando limites

plo — ple

4 - & ¢ Uw el = £
—_— i . +
L->0 k=>0

y , puesto que € es arbitrario

24 (e
3"7 = U :
: L0 *‘

81 qi - aA ' sélo tenemos que reemplazar ”;L = £ -por una costante

¥  tan grande como queramos y la conclu_éibn es la misma.



e Gy - Wop o —w(i- G —pic )] Vo poi b
:U-& — = (Ll.u - - '-IIII ta————
kot b0 b ¥ 0 t . b=e t

de‘donde axiste el limite.

Teorema 15223
Para cada 1 y § talesque 143,

P &

Loy s e TR (3)
1;‘3 = b->0 t S

existe y es finito.

Demostracidn:

Para la demostracidn de esta teorema usaremos esencialmente
argumentos probabilisticos basados en lasvpropisdades,de;las cadenas
de Markov de parametro discreto.(REVUZ 1975) =

~ Sea (pij(')) la matriz de transicidn de una cadena de Mar
t

kov de parametro continuo estandard (Xt , t7 0). Consideremos X

solo

solo en ciertos tiempos , es decir , miraremos el proceso Xt

. en los tiempos h,2h,3h,... domde h es un nimero positivo pequefio.

; : ;
Con este concepto discreto del proceso X, notemos que pij(mh) = égd(h)

t

 es dscir , pij(mh] buede considerarse como la probabilidad de pasar

de 1 a J en m pasos en un proceso discreto de matriz de tran-
Definimos las probahilidadeés tabli

| "J'?S:‘W“ = (xg:’{f:: L L FY - X0 ) / )‘oc‘m‘:')



qus ss la probebilidad de pasar de 1 & 4 en m pasos de temaiio
h sin pasar por el estado J (1llamado estado tabb)

’f-(:; (W = P ( Y, (w0 =) xvhc;m *J leven /X° (.m:i)

,.:J.aprob_abilidad de ir de "i” a J ~sxac‘m8nt8 s8n n. pasos de tama-

fip h.’(xaasuv-st-KNAPP' +°1976)

Entonces
, ; o e S o
Py Cmd > é’; 3R W) e lw gy [n-v-01W) (a)

pussto que en el segundo miembro no se consideran todes los posibles
pcasos de ir de 4 a 3 en n pasos de temafio h.
-~Ademas

. tny o) {rm) | |
(?CL (r\»\) = ?“‘(kj +é_:_‘_ :f»‘) W ?j;f(n-m\‘fu-x

de donde

c ) o
J i (wy = ’f\.; (wh) ..‘f:‘ f‘j (wd ATSL((u—m)h,] ]

. ' W w
k T\,., (v & nax ~?5LC(“-mxh—) ué;;l 'fﬁ) (W 3

N
T PR GeW) s mox o (W) - {s)
™ 3 |
puaesto que '
-t
Wi
i— '{:().‘(u\ £ 4
Mz i

a8 que es la probabilidad de llegar a J desde 1 por primera vez

BN - menos de n pasos.



Por ser la matriz de transicibn estandard , dado £+0 ,

existe to tal que , dados 1 y

ok,

Poi V> =€

¢ cedo

min T3 > >i-¢

0<t¢ bo
8i nh«<t, entonces de (5)
1483 : ‘ Co
J?rchjz 1-€ -8 =1-2¢

Y susﬁtuyende en. (4)

fp (‘m\r\)), @-ag) 2___ ?q kY ?“f(wcnbﬂ >

v=0

% (v-2 €) .f__ T‘j (wy (=)

V=0

By (W) 5 (122 8) m g (WD Go) 5 (1 3E) ey (0

)
de donde
‘P:'J (nW) t- 3¢ ’ -
—_ W
nh ” W T‘j( -).
(6)
Sea
T o (v
: a_. - uUd- ?")
1) t-oo Tk

sl h—0 y nh >t donde Gstcty en (8) , entonces de la contimd

‘dad de las 'pij(t) se deduce que

. ’P. (~W) | RYAN!
N —_ % (\-— 3¢) Lus ?_Ji_
nh -t nh W

h-o

10 e



?_Lmz(l,5£3i)

e donde 1:;;‘_7d ¢y Y o
e TR o
.k.—ab : ¢ )

de donde existe el limite y vale

———

voo t

b*) - i ?CS(JL\

Definicidn 31,2.3

Pada la matriz de transicidn estandard P(t) correspondi—

T i, o

L T S NP

snte & la cadena de Markov de pardmetro continuu X = (Xt , t eT) ’

- dlamamos matriz de intensidad @ a aquella' cuyos element:os son da

la forma
Po e , . :
t->0 . ’ i s
: - (e
Foo= - o= A v

81 9 =0 , el estado 1 se dira absorbente.
si Ogq ™" 4 el ast‘édo i se dira isténtaneo.’

£€n el caso en que - 4qii< o , el estado se dird estable.

e s ry,..“_m‘ o
i e e R s

(COX-MILLER 1965)

Sefialemos que la matriz de intens:.dad Q de una cadena des

T DROBTE O

‘Markov de pardamstro continuo tiene las siguientes propiedades'

mwen o
BE A

11 ¢ g q ,j , dadndose la igualdad en el caso en que
J$~ , : ’ TEU ST CUEs

P S DO

3

e

R



el proceso sea honssto , en cuyo caso la matriz Q se dird conser-

vativa. (LOEVE 1963).

- 1.2.2.Ecuaciones adelantadas y atrasadas.

De 1a ecuacidn (7) se deduce que

P.. (b)Y = At g;.! 4 (AL

De la ecuacidn (8) se deduce que

b= P (B¥) = ak qp « O (ALY

donde €(mt) es un infinitesimo que tiende a cero cuando- At tiends a
cero.
Ambas ecuaciones pueden exprésarse en forma matricial por
PloeY:: T « @M-,’ + (ereM
iy y de las ecuaciones de Chapman Kolmogarov en forma . -~
matricial se deduce gue

Pleant) = »(ed [ T+ @mb+(ec)>tw\]

4 (c+nr) = P ey + Pley @ At « Py (o)

P (6+n) _P ey Pley @ D+ Pl Cetrv)

qe donde

P (& ALY - (o o
A PR @ <+ AL
N3 ’ :

W

"y tomando limites cuando At->0 , se deduce que.

3 T :
P(t) = P(t) @ Ecuacidn Forward

| 12



Para nl_:tenar las scuaciones atrasadas consideramos laé

scuaciones de Chapman Kolmogarov en la forma

P e+t = PoYY P(&)
-y , ©perando de forma anlloga a la anterior_ s 88 deduce

\ , : k o
P(t) = a P(t) Ecuacidn Backward
En ambos casos teniendo en cuenta gue la matriz P(t) es

-estanderd , se verifica que P(0) = I de donde

£ (0) =@

Las ecuaciones Forward y Backward reciben el numbfe de
 .mouacionas difersnciales de Kolmogorov. La ecuacj.bn Forward o ecuacidn
-mdelantada permite conocer el estado dei sistema en el fetante t+ 0Ot
:ﬁcnoqido el estado en el stante t. La ecuacidn Backward o ecuacidn
-mtrasada permite ' dado el estado del sistema en t+ &t , saber cudl
.es el estado en el hstante | t. Esté.s dos- écuaciones aasawolladas

se pueden escribir camo

o P> o Pox (& qui ~Forward
Cdh K
e ‘F. > o )
L T ) R : Backward
<Ak é_ Fix P |

‘Nos preguntamos shora si , dadas estas ecuaciones , para
4na matriy Q arbitreria , con la condicidn inicial ?‘j (5\ ='J~.-!
1}tienen solucidn dinica separadamentel? 2)icudl es la conexidn entrs

las soluciones de las dos scuaciones? 3)jcuando la solucidn , siendo

i3



~ tinica , d-fine la distribucidn de probabilidad de un proceso de Markov?

~ Tearema i.23a
Para una matriz G el sistema de ecuaciocnes

P ' , f
zu(t“{—qik 2 8) B (5)

(t) - z_ z,,(t) %y (10‘)

tiene una golucidn (;;d) que es una matriz de transicidn subestocds
tica standard.
Ademds , si (Zij) es una matriz de transicidn subestocds
~tieca [ - - que satisface
]
213(0) =

entonces
14(t) %P, (t)

La matriz de transicidn subestocastica (;;J) serd llamada

féolucibn minimal’ correspondiente a la matriz Q = (qu)' (CHUNG 1967 )

Tearema 1.2.5

.

Si la solucidn minimal correspondiente a la matriz Q. dada
es una matriz de transicidn estocadstica , entonces es la matriz de trqg
sicidn subestocastica cuya matriz @Q cnincidakcon la dada , necésarig
ments conservativa. En particular es la tinica solucidn del sistema de

ecuaciones (9) y (10).(CHUNG 1967)

14



. 1.2.3.Resolventes.,

81 el espacio Ela estados es finito puede caiculérse lama—
triz de transicitn P(t) a partir de Q usando las ecuaciones di-
ferenciales de Kolmogarov. Sin embargo , a menos que @ tenga algy
narestructuré especial ,tal cdlculo es dificil en sl caso en fqueb el
,:ssbacin de estados sea infinito, AEn este caso es interesante consi-
derar los potencialesA : | |

e , .

‘u:d- - - ok &k; FNEEN

M= e 'P;-)L«.\ \«.jeﬁ.
o
Puesto que P(t) es continua en £ s su trasformada de
" :

Lkaplace U la determina univocamente. De esta forma , conocidos los
u :j para todo « en alghn intervalo , los Py J(ft:) pueden cbtenerse

-mediante la transformada de Laplace inversa.

Tomando trasformadas en las ecuaciones Backward y’ ‘Foyward
-8@ deduce:
De la ecuacidn Backward

« -t v g » -olb
3 e (- ?Uw)obb:j e & 7l da
) olt EA

00 BEE vy
'-Ta+.x) ef""'?(,b\ou.-.co} e Pley ok
: G

[+]
-de donde
(wI-g)u'=1

An&logamente,de la ecuacidn ~ Forward

o
u(«1-@)=1



Es decir , la resolvente U es la inversa de ( < I - @).
Teorema .1.2.6 ‘

La propiedad de Markov pusde expresarse mediante la ecuacidn

resolvente

v- Upn(P .-.mc')uula o PO

~con
of 3 .
vo-Ju

En efecto

00 ' %
U“uﬁ’zj e,""t’ ’P(t)&}e)
) 3 . o

e-PS’P(sW &s =

b ’ o |
' ot = ® -wt- g8 ;
- B ) e& Pl P e?“.s S+ ds =) J e F‘ P (t+2) e dg
[ . A |

° o
 haciendo el cambio

X:S-\—‘:

j a s
‘se deduce que ;- f
L -3 &2 ,‘\X- x -3 (.4—‘5'\»1
u"“uﬁ‘:el) e ? ¥ f?mAx)_e,‘ . dn
° , ) v Y
_ ’ ) )
o ? ' ‘ B .-cex . _\_ [\Jﬁ__\l ]
JT J = ;t? L (63 -2 3 ’Fé@s Ax _“LF

de donde
- ol @ . o
U-US(F -a()UU

y la simetria de esta identidad implica que los operadores conmutan;

16



~Le Z.QQQDeradnres;

A los operadores de transicidn correspondientes a las pro-
7~ . .
‘babilidades de transicidn ds una cadena de Markov homog2nea se les 1

llama “endomorfismos de Markov",

‘Lg'mtriz P(t) induce dos endaomorfismos de Markov , am-
bos denotados por P(ﬁ) ‘, actuando sobre el espacio rfwja(m de las
funciones medibles acotadas scbre sl espacio de estados Tl con la
norma del suprémo , yscbre el espécio j‘t: )& (r) de las medidas
gcotadas sobre 1 con la norma de “variaci_bntotal" s definidos pof
P(t) fF y /;P(t) para fep y ')U= f‘t resnectivamenté mediante

Py oy = ?.. Py & $G)

PTG = é___j;u\ Pey

con los sumatorios extendidos a todos los estados de N .' Y con nor-
-mas-definidas por

~“-—£\\ = 30y \:gua\‘\

14

31)1“= £ \f.(_p\
J .

Los espacios P y .)-k estan relacionados mediante el praduc-—

~+o0 escalar

Tpo g dw pe ey ek

(Pl gy :(/.» PP

17



Teorema 1.2.7

Para j;ﬁ}k las ecuaciones Backward y Forwardpueden escri-

birse
S. pTerzpTur S s o pTe
y tieneh una solucibﬁ tinica cuya transformada de Laplace verifica
/; :}J.o( g +‘/J. U (,’(.Qw,=))d\j°l._\,‘/)~ (-0 u*
En efecto: | | . | |

Tomando transformadas en la ecuacidn Bsckward

J;w o Qi J*?Lbﬂ cJUc = Jow/‘*’?‘“ @ s cU:

y haciendo la primara integral por partss

) L
L (e'% /‘ ‘?(L\]:) &+ djom)}?(&);“"t& :rJo ”F(L\ Cﬂéx,boLE

TR SR ut o . /,1\3* )
de donde ‘ '

ja-‘-. ot/'»ydd‘«\v/»n\ld (-L@W‘

Y andlogamente para la otra relacidn , partiendo de la escuacidn fFaor

wardc

© 1.2.5.Distribucionss limites:

Para las probabilidades limites de una cadena de Markov
de pardmetro continuo pueden darse teoremas similares a los existen

tes para una cadena de Markov de parametro discreto. (ISAACSDN~MADSEN 1976)

18



Uno dé‘lbs‘més impartantes puede enunciarse como sigue:

Teorema 172.8

81 una cadena de Markov de parametro continuo es irreduci-
ble , es decir todos los estados se comunican , esntonces la distri-

bucidn limite

1lim P (t) =
boa 1 J
. existe y es‘independiente‘de las condicibnes iniciales del proceso.

" Los limites son tales que se anulan identicamente

BJ =0 -J\ el

o son todos positivos y canstituyenbuna distribucidn de probabilidad

con

é.e = 1

| yer d
(BHAT 1972)
c'uando existe el limite , al' taqﬁder t aw,op J(t) ti-
gnde a cero y , entoﬁcas de las ecuacionss diferenciales de Ko;mégo-

rov se deduce que

O=-q,,e,4 £ 9,8
33737 ki Kk
e

Que en notacidn matricial puede escribirse como
e@=20

donde 8w (eo,e

1,...). £l vector (0,0,...) es una solucidn de

19



este sistema e implica que es cero la probabilidad de que el proceso
se encuentre en un estado finito cuando t tienda a &4 . Para oﬁteﬁer

*

una solucidn no_ nula podemos imponer la condicidn adicional

Le&:&

jet
En este caﬁo 1avsolucibn limite es Ginica.

De las scuaciones "Backward y Forwardse deduce que

at

P(t) = e para t3;0

(PARZEN 1992)
de donde , al ser e Q =k0 , se implica que
e P(t) =@
o, de forma eduivalente s Que
-4

ex<lU=ag

y , por tanto la distribucidn e es invariante. En general , para

cualquier )L&Jut la medida ( Jxl) e es invariante.

"1:2EB:Relacianes;

En lo sucesivo se usaran algunas relaciones entre las pro-
babilidades de transicidn y la distribucidn de . primera entrada de
of
ia J, Fij(t) . En terminos de las transformadas de Laplace U g
- .

b 4 fij ’ respectivamanté , estas reladiones son

oA’ ol AL -

uj af“ Uy, (143)
1 o &l - (1)
oA - o Y T
‘qug(d-"qJ) (1-1’“) ( J»,.\eﬁ , %20
(cosen ‘.1959)



Notando m y m,=m  a la media del tiempo de primera |

13 RN e
entrada desde 1 a J y a la media del tiempo de primera vuelta a
R (2) (2)
J , respectivamente; y , de forma similar , mij y mJ a los se~-

gundos momentos , la ecuacidtn Backward implica entonces las siguien-

tes relacionss

Loqumi ey
: €D : | 2
So Gy MMz o-a e gyep

~

1,3.POTENCIAL ERGODICO.

; La teoaria del potencial para cadenas de Markov estd bien
establecida para el caéa de cadenas fransitqrias. (KEMENY—SNELL-
KNAPP 1976 , REVUZ 1975 ). Para cadenas fécurrentes la situacidn es
menos satisfactoria;

La teoria del potencial que aqul se describe para cadenas
ergddicas es originaria de KEILSON (1965) y es similar , aunque no
idédntica , a otras teoria de po#encial‘para cadenas recurfentes
(KEMENY—SNELL-KNAPP 1976 , nEvuz 1975 ).

El principal rasgo distinctivo de esta aproximacibn es el

uso de la matriz fundamental de la cadena ergbdica,

21



SBupongamos 1a‘¢adena de Markov: X =( Xt J0ctce ), ergudica '

ton matriz de transicidn estocistica P(t) , y sea E 1la matriz ergcdica:

Definicidn 4.3, &

La matriz 2z(t) = (zij(t) ) dada por

2(t) =P(t) - D&tz (1)

se denomina "matriz de aproximacidn de la cadena ergbdica" , 'éiendo sus

elementos de la forma

Zij(’t)f ,pij(t) - e,

Las propiedades de Z(t) corresponden a las propiedades de P(t).

Asl , z(t) es continua en t= 0 por serlo P(t) , vy, ademds ,

1im z{t) = z{0) = 1im ( P{t) -E ) = I-E
t=o0 4+ 0 ,

1im z(t) =1im ( P(t) - E ) =0
<+ 0y +t-od

1a matriz Z(t)‘ tiene algunas propiedades muy interesantes
|aungque , en pdrincipio , su forma parece bastante artificial .A Asi
2(t+s) = 2(%) z(s)

ya que

2 (e4s) = ?(t-vsﬂ» E = (&) P( - E

|2



Z (e T(D =[?u;-E] [ P> -EY) = ?C&\?Gﬂvf E?&3~

- € ®(s) + EE  : PG Pl - E-E +E = P Y PO -

Ademas el generader infinitesimal del semigrupo ( z(t) , t20 )

coincide con el d=1 semigrupo de Markov ( P(t) , t20 ):

(Y - 2(0) Py -~ € —PHY+E : ol -7 (_03‘
,.,QI:UL ) — = L - uw » Qg
E>0 f t . &m0 + ' £-29, E

Y de las ecuaciones Sackward y Forward se d-duce

" (@) = @ @D
twy s § CPw -8z 370 = ' (2}

%J&,

H)

P @ = TUHO
‘ .

Ademds es interesante hacer notar que

z(t) P(s) = 2(t+s) = 2(s +t) = g(s) z(t)

-

(P(t)-e)E

-

Z{t) E (e - E) =0 = E z(t)

q P(t)

o
ft -

8 z(é) a_( P(t) - )

y Z(t) estd acotada , ya que
| HzdWzsop & lzyer] =sup f(\i") wy - e:)\\ £
; 0 (9 . .
¢ osyp (£ a4 £ ) = 2
= PN T TR T
d= donde
W2\ ¢ 3

Todos les productos matriciales estdn , por tanto , bien definidos , con

23



sus elementos dados por series absolutamente convergentes.

/ Por otra parts , considerando a ~ Z(t) comb uﬁ gﬁéradbf‘abb-‘
‘tado sobre el espacio d= las medidas accfadasysobre f&,)k,’para )hejk ,
¥ Z(t) es una meZida , de'elemento; |
;)ertkw QY = ~%. )LLL\ z:)Lk\
vy pz(t) e Ju
con

-ﬂ4}x€4ln‘“ < z:lyx“

Sin embargo , q Z(t) = z(t) @ , en general , no estd acotado

ya que
, . Tl £ £ £ Vg, | 1t )=
:’i\i— %-«.K““.\ \‘ _)K Fix ! \ .

*

. £ law) £ lwel ¢ £ oigu) -2
< - J w

necesitamos s por tamto , imponer la condicion (3) para assgurarnos que
los elementos de 0 2(t) vienen dados por series absolutamente conver—
gentes.

lﬁlq= i '}*‘“‘\."ri‘“’ 5 | . ‘(3)

v

‘para cualquier funcidn g = (qii;

Definicidn 4 j3l2
A la resolvente o nuclec -potencial del s°migrupsc {(z{t) , t>0)

-dada por

, S | ' ‘ ‘
% = ) e°‘ T <k - , (a)
. o . N .

24



con elementos de la forma.
oA ®  _at '
v o= ) et g ok (5]
) s J ;
e
se denomina“ "resolvente ergbddica" o "« -potencial ergddico" d=1 semi-
gruso ( P(t) , ty0 ).
Uas integrales que dgfinen  1las 2,4 ©n (5) convergen para

ol 30, y ademds ‘
«<vy0 ' ;V (s)

-

7. ut o E
ot
Las ecuaciones Backﬁfd y Farward, dadas por (2) , ’puedent

eséribirse en la forma

Backward: I -~-E ;c*ix- Q-Zd ‘;r(?)
' . « o '

Forward I E=«xZ-2Q0 - (8)

ya que , para la ecuacibn Backward B f
_octcu; - e-1 +a.t“

® _at g . o
), ¢ 2 e ol ol5° 2> e
o ol
)o et o ey &k = ©@%
de donde ‘ <
' E-—I.-\-O'-E = @Ea‘
y pot tanto ' '
I-E = % - o@e"

Y andlogamente para la ecuacil®n Forward.
Z puede considerarse como la inversa generalizada

Por tamto
de «I - @ relativa a z(0) =I-E , en el mismo sentido en que U lo

era relativa a P(0) = I.

25



Definicidn 1.3.3

La matriz Z = (Zij) dada por
A o

Z = k/j(P’(t)—E) dt | . - (s)

o

si existe , se denomina "matriz fundamental” o “hucleofh—potencial“ de -

la cadena ergbdica:

Veamos bajo qud condiciones existe el pctencial ergddico Z:

Teorema 1;3.1

"Sea T. el tiempo de la primera vuelta al estado J de la

J

cadena ergddica X = (X D<¢tew ), ysea mgz) =€ ( T? }. 51

para cada je T\ , m, "¢ o« (v todos los m,, = tiempo medio de la

ij

primera entrada a Jj desde 1 , son finitos) , entonces el potencial

ergddico Z, dado por [9) existe (y todos los z son finitos ) ,

i3
y puede escribirse
lim 2 =12 : ’ ‘(10)
A=D0 : B .
y ademad
~ 0 para cada
(@) 2y para cada
(b) £ 2,4 =0 iem
J
(c) . f lzij\= % g 234 ¢ 2 gfzjj < 00
Jl‘e‘i"‘},Q Jd .

26



Demostracitn:

.

~ Veamos primero la existencia de Z: Para ello diétinguiremos
los casos en que i=] e i;é,j:

Si i=j , consideremos la ecuacidn (5) escrita para 243

st < Q)
R e A S
. . . N d
Usando la expresidn explicitapara los u,

33

par (31) , y aplicando la reola de L' Hoppital sucesivamente,se deduce

dada en el apartado anterior

ot e) €23 2 N\
Aiua Ejs . -—% C 'hj - "j ej\
o0 2 my

Este limife es estrictamente positivo y pop tanto zj} 0  en un entorno

del origen:‘Ademés ; para cada tY0 fijo ;

T
w5 A
o0 t:\:‘ -

y por tanto z varia muy'poco en™% =0 . Entonces aplicando el~tecrema'

JJ3 _
tauberiano (CHUNG 1967)

‘ L t .
Rl ey = Lioa S %j) e dg
& DO Y- P
- De donde
o
lim 2z =2
oo 337 %33

existe v es FinitoQ

si iftjJ , escribimos -

. - : o{ (-3
y usando de nuevo las expresiones de u dadas en el apartado

13" 7 a3

anterior , podemos escribir

27



R
iimo (f’jj ”ij)""‘ij ®5

por tanto

o .
lim 2 = Z -m e

existe y eé finito; Aplicando el mismo razonamiento anterior , puede

aplicarse ﬁl teorema tauberiano , y se deduce que

t

z, . =1lim 2z = lim 5 zij(s) ds .

1 wse 3 waw ©

Por otra parte las expresiones (a) y (b) se deducen de la
propia definicidbn de los slementos de Z.
' Adbmds 2a igualdad de (c) se sigue del hecho de que

ol = E w4+ £ (oE)D
J e eo

\ JI '5:37/0
y la suma por filas de los Zi? 0 dete coincidir con la suma de los
<
2;4¢ 0 por (b) , luego
Eolegl = 2 £ o=
La exnresidn (b) indica que Z puede decirse que es conser-
vativa en el mismo sentido que Q , pero de elementos diagonales posi
tivos como se expresa en (a). Ademis
el = sop £ Jesild
Y 3 )

de donde Z en general no estd acotada , y , en este sentido s Se com=-

porta como él generador 0 y , para cadenas transitorias , como la U.

28



Lema 18341

.

En una cadena ergddica con momentos de primera entrada mij :

o v coo
jj-zijsmij -Ji,k,j e M : (12)_

Demostracidn:

Notemos por Fij(t) a la distribucidn de la primera entrada

de 1 a ' J, y sea f:j su transformada de Laplace cofrasbondienté
dada por - : \
” .
-t
25 - J X" Ty 4db
vl A J
De das exoresiones dadas para las u{} ¥ ’bsg en el apartado anterior
podemos escribir
ot o o of
z -2z,, =_.U 1~-F
J3 ij Jd ( ij)
pero
& o
alil S RPNV
o ) J

donde Q;} es la transformada de Laplace de la distribucidn del tiempo de
vida ' |

2%~ 2% sem U g’ < m,

JJ iJ ij 33 i3 ij

Este lema indica gue \z;j | puede no estar acotada unifdrmemente
en i ; Esta contrasta con el hecho de qgue O ¢ J;j"uij para

cadenas transitorias.

Teorema 1,3,2

Sea)ﬂ}k.satisfaéiendo la condicidn
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é_ l/;(i\\ mc’) < oD | ?ara cada jen , ' :[13)
entbnces
o-»0 /l ' e (24)

-

Demostracibng

Pai"a cada J

. : e
A (1) = £ Gy e z- 4w (B -F )+ Lo g
p F 3 — e B : ’}~ (Jf, ST R

y por (13) y en virtud del lema I.3.1
L o X.
| pcor | < é‘\'\“’a
y por tanto del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

(EVY Bt () =- G é_ Wy ey -2t )+
otV S AL Ll AP S TS
+ ue 2_ },\LO E“, = - é_ ),_(n ~qu C‘e“ E— (iruww;?—;!: Jl:-

oADO
- - @y - e S LUy R = £ pw E
= %’ PO (g -ey) + & DRy c ) )
Veamos ahora algunos teoremas relativos a la descomposicidn
de Riesz de algunas medicas.
Teorema 1,363

5i );.e)ksatisf‘ace la condicidn (3) entonces tiene Somo tnica

descomposicidn

»r | f s

donde A‘-’)LE es inveriente y vr WG U™, donde 0’:};(-6)\ gs tin cargo
X-DQ

con Ol =0 y Lo .r\’ot\l = O

=0
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Ademdis , pera las cadenas trensitorias A =0y 1 =0U es
el potencial de Green cel cargo 9 ; pars las cadenas ergldicas A =$/..~ Ale
o/ . : )

donde e @s ledistribucibtn ercgbdica.

Demestracibn:

Considerence 1o forma resolverte de e ccucciln Bockword

oL ok
I = U=-3g1U

aplicando la medida )-L puede escribirse envla forma

)A = },_o( Uu-i/w(—g) de‘
Por (3) u}u\ Loy y dél teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
se deduce que
. o
Asfi putp to w - g
De donde ‘A es invariante , A = 0 en las cadenas transituriaé y A =(jM!\ e._
para }as cadenas ergbdicas.ﬁ

Ademds por (3] , Ho ll - l\)-LC-@) 2 o

de donde existe 1limJ U y vale
o 50

‘)Ju.x. o‘dd-_ Lo ﬁ(—@\dd-um ),..L,L-au ) —j-l-—

ot AQ ol <2Q o2 =00

Riua v’\dd ban ot (f»-:\\d"iu»ot}*\ld—'ld\l = o

o DD 8o 20

< ;
Para las cadenas transitorias U decrece conddz donde dol
teorema de la convergencia dominada se deduce que

n /': T Jd
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Teorema 1.324

Paraj-kej‘( satisfaciendo la condicidn (3) , sea A 4=}:. E 1la
mecida invariante para la cadena ergddica , y sea < =)~(-—Q) con
e ] )
T1=0 vy .sa‘cisf‘aciendo la condicidn (13) : Zntonces /u- tiene €amo

tinica descomposicidn

{ ;
> =d+aTX o - (16)

Demostracidn:
‘Gonsideremos la forma resolvente de la eéuacibn Backward'
1- 3 —w7og 2%
- aplicando la medida /_s | |
PompEs e T (-a) zf’ «pZeaz )
Pero |o Z:E'!‘ ¢4 y del teorema de la cqnvergencia domingda se deduce éue

N LVINS ol}). % - o
o Do )

Para calcular 1imT Z™ se necesita la condicidn (12) . Aplicando
o -0

el teorema 1.2.'2 para

,b:u»- G Ec( = G2
Do '

y tomando limites cuando «w—>¢ en la ecuacidn (17)

j)—‘.‘).LE*-Q’E, ;(-\.(.G"E

La medida ¢ Z serd denominada " potencial ergddico del cargo

G ", Entonces el teorema 1,2.4 indica que la medida/- en una cadena

32



ergddica puede repeesentarse como la suma de una medida invariante A

y el potencial ergddico dei un cargo T con masa total cero.

En cadenas transitorias =Gd y en cadenas ergddicas 4 =< 2
Por tanto .Z es el operador potencial ergddico que reemplaze al ope-

rador potencial de Green U 'en las cadenas epgbdicas,

(

En la mayoria de las apliceciones /.;. es una medida de pro-
babilidad y A #e la distribucidn ergddica , asi que o ¥ compensa )u

=

de su diferencia con e.
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CAPITULO II

- MODELU DE PERTURBACION

Infruduccibn
Reemplazamiento

~ Nucléos y medidas de compensacibn
Segunda ecuaclbn resoclvente

Medidas invariantes



2.1.INTRODUCCION.

‘

Ouando el modelo de una situacidn real viene descrito por
una cadena de Markov , ss interesante en muchas aplicaciones practi
cas estudiar -qud ocurriria si a esta cadena se la somete a una per=

turbacidn de cualquier tipo.

Las propiedades de la cadena modificada se expresan en t&r
minos de la cadena ariginal y de la "compensacidn™ resultante de la

perturbacitn.

La t2cnica quekseguimos en este estudio es el mdtodo de com
pensacidn desarrcllado por KEILSON (1964) y , mas recientemsnte,por

SYSKI (1977).

A lo largo:del capitulo se eétudia'un modelo de perturbacidn
‘con reemplazamientos gobernados por una matriz de reemplazamiento so-
bre logs estados "permisibles" , siguisndovia tacnica introducida para
cadenas de Markov de par2metro discreto par ARJAS y SPEED (1975).
Las consecuencias del mdtodo de compensacidn en ios modaelog de ‘pere
turbacidn son examinadas con detalle. Los pfincipales resultados con
ciernen a la distribucidn limite de la cadena modificada restringida

a los estados permisibles.
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2.2 .RZEM LAZAMIENTO,

Consideremos una cadena de Mariov homogdnea X= (Xt , D2t <o)
con espacio de estados discreto r\y generada por la matriz de transicidn
estocdstica standard P(t)==(pij(t)):59a @ la correspondiente matriz

conservativa , que escribiremos en la forma
g% s

S° / Qu O

) D Qa2

donde‘ S es un subconjunto fijo dél espacio de estadoslj y SC=11,~ S.
Los estados de s° ée diran “prohibidos” y los d= § ®permisibles”.
Modificamos esta cadena ;que 11amareﬁoé original , en el senti@o s.guient:
Siempre que se oroduzca una transicidtn de § a SC serd reemplazada por
Qna transicidn de 5 a § . Las transicionss de Sc en sl mismo y de

SC a § no se Verén afectadas en esta modificacibn, Esto trae consigo

que la matriz conservativa @ quede modificada para dar lugar a una nue-

va matriz Q* en la forma

g¢c S ) .
o ¢ / @u @2
= ¥
S o Baa
donde Q;? recogerd las transicionss , dadas por 922 ,de 5 a § vy

las de S a Sc , dadas por Q21 , raemplazadas,

Llamemas R = (r..) a la matriz de reemplazamiento , de tal
ij : ! A



forma que ri 3 sea la probabilidad de cue el elemento 1 sea reempla-

zado por el elemento j :

i ient vy jeSC , entonces. r. =0 , va que ningtin elemento

i3

. .
de S es el reemplazado de alguno'de N,

Si i€S y jeS, entonces r, .= 0 , salvo en los casos en que

ij
i=j , ya que ningtn elemento d= § es:yreempls‘izat:!c.\.~

La matriz R tiene , por tanto ,' lé forma
o Rz

MR = .
o X

donde R12 es una métr‘iz rectangular correspondiente a la distribucidn

de reemplezamientos de s® en 5.

Considsremos . I= Jl-l- J2

- donde

I 0\) R o 0\)
3‘=<o o e <°‘ i
entonces

x 0\ < On @Q\ (@u @n\
Y =( o o D e

e (2 (B o) (S %)
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1

donde Jl @ comprende las transiciones que no se han visto afectadas por

0 sea Q=J~Q+J2Q 3

la modificacidn considerada , y J2 @ comprende las transiciones prohi-
e

bidas que han sido r~emplazadas. -

“.
Agi la matriz de intensidad correspondiente a la cadena X=(Xt,

D¢t<ed ), modificada de la X , vendra dada Dor:
* -
= - 1
g=davd,qR | | | (1)

Evidentemente

(o) @Q\z
@*- = Jv @4 4 Jz2 @QRL = J.‘LG\\/( )’L =

"

( () o N
L= O,
®2 @22)

ya que la suma por filas de los elementos de RIZ vale 1 y la sumz por fi

las de los elelmentos de {Q  wvale D,por,ser 2 - conservativa,

Ademéds

' ;

Bpp = 8 2*921 Ao (2)
por tanto . Q:Z depende de las transiciones de 5 en sl mismo yde 5§ a

. ,
5 de la cadena original , asl como del re=mplazamiento de estas Ultimas ,

tal como se dijo anteriormente.



Definicidn 2,2.1

. " |
La matriz de intensidad conservativa - @ correspondiente a la

cadena modificada con los reemplazamientos hechos siguiendo la matriz de

reemplazamiento R viene definida por la ecuacidn (1) , donde Q es la

matriz de intensidad conservativa de la cadena original.

Lema 2:2;1

De las definiciones de Q y @ se deducen las siguientes rela-

ciones:

%
a) J@sd @

! % .
C) Jlelad

199
e) R° = R
)g"é Qa=4J.q (R-I) ( °
9 - \- ©x

% l
h) a; €9y iem

£n efecto:

a)
' (»] i
3“9*:: ( i; o \» ( o

b)dzq=dgaa
d) J.QJ. ~J qn
| 2 8y =5
i
f)aRrR=2anR

o 3 .
@2\@\2. .

(3)

iz \3 <;C3n 6}1\)
O +-®2l;‘?\'2_ : o o
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: Ou \
3.9 . < _@"\
k . OO

re

de donde

. (O O ( On D2 \ ( }
S 9 :(0 I) .0 W2 @2('(12\'2 O ‘\’Q?-\Q
o O
/0 o\/ D On 3 (o Q"‘) )
. @Q:(O 1)(0 @2z 4 O Rz o I

. t’ @ Riz + Q- i> : 0 o \)
0 Rz + ©22 - <0‘ Ca2+ Q;,\Q\z

de donde

d)
o O D Oz 5(0 o\ (0 -© \
3‘@&32:(0 13(0 ©mr@®2l N0 T/ T\ o ©Onpi@Re
de donde
g0
J2 QR = 5 a 5



() )T

de donde

&

O

®u co\z\ (c (-R\'z) fe)
= (L’t"zt zn o T =

~®\\’R\2 + @2 \

@2 vz o+ Oz

. On @2 o XY ( o Rz + @2 \
L3 ] - .
@R ’(o @au@ufa\)< o I \ 0 @ P Gz

de donde
of
O0OR =0QR
g) |
% on @ ) (@u. On )
R-O=\0 @ut®Ri | " \Gn @gz

o o o
Q. ® - ( . \
- @2 Qa1 R )

a1



o | 'o O O 'CQtl) <-—1‘ 'R\:)
J2 C@(Q‘I) =<o T / \®u @ N\ © o

| \v w) (o) (-I»Q\z | <O 0 w
BhoolR-= :<®—u @12\ o o ) T\-Ou @

de donde

. o o \
Q-7 = J2 Q (R—I). = <‘&‘ On R

h)
i Tt ves”
9 == 9y =
| - W F ke e T
&
de donde
~ . 1eS¢
q\ = ﬂ-\.
* [a §f
ib = C#" -— ‘isc c*s\( “w L—és
por tanto
* J
- !
CH.SFi % e

, £ .
Seglin los tecremas 12.4y 12.5 dada la § matriz , el sistema

de ecuaciones

o :
(Backward) AN = @ I

tzo

(Forward)

Bio Lle

XU = T o*

a2



tieme una Unica solucidn subestocéstica standard , llamada la solucidn
minimal correspondiente a la. G* matriz; Si esta snlucidh hinimal é;~esf¢_
cdstica , entonces es la Unica matriZ’de‘transicibn'subestocéstica standard
cuya G*‘matrizAcoincide con la dadé; En particular es la Unica solucidn

del sistema planteado.

‘Wotemas P(t) =(p:j(t)\ a esta Onica solucidn , que serd , por
' % %
tanto , la matriz de transicidn de la cadena modificada . Xe (Xt s 0€ tc 20 )

- +
correspondiente a la matriz de intensidades Q .

¥
Y , por Q21 =0 tendrd la forma
, : < W T Ch\\
P Uy = '
' SREE o U, G

La idea bisica del mdtodo de Perturbacidn consiste en expresar
" _ ” ;
P(t) en funcidn de P(t).

Vamos a emplear el mdtodo de compensacidn introducido por
KEILSON (1965],par$ estudiar el problema. Consiste este mdtodo en interpre
tar la transformacidn de la cadena original X en la cadena modificada
i*,en términos de la dindmica de X ; considerando que las transiciones
prohibidas de S a s° y la consiguientevuelta a los estadés»de S se
deben a un cargo negativo (aniquilacidn) introducido en s® y otro igual
pero de signo contratio (creacidn) en é: Para ello nos ayudaremos del

-

niiclec y medidas de compensacidn que definiremos en el apartado siguiente.



2,3.NUCLEQ Y MEDIDAS DS COMPENSACION.'

Definicidn 2.3.1
La matriz »G(t)=(cij(tl) ‘definida por:
, . .
c{t) = P(t) (- q)

%
con c(o) =g -a

se denomina "nlicleo de compensacidn"  (KEILSON-SYSKI .‘1974)

Podemos escribir C(t) en la forma

f = f‘)’\*,_ Cen @i\ ?:;. Wy ©Ri2
- q);m ey @2 (?;(1 @ S ﬁR\‘Z

(4)

tiene , por tanto , algunos de sus elementcos negativos , y la suma de sus

elementos por filas vale cero.

Lema 2.3.1

E1l nticleo de compensacidn ¢(t) definido por (4) , verifica que

p(s) C(t) = C(tss)

y cij(-) son funciones continuas de t paré 0<teye.

(5)



Demostracitn

De la definicidn 2.3.1
¥ e
c(t+s) = P(t+s) (a-0a)

‘ o+
Ahora bien , P(t) es la matriz de transicidn de la cadena modi-

ficada luego satisface la ecuacidn
; ‘

Jeve) < fs) Bty
de aqul

(e+) £ Ale) Sle) (3 ) < Ble) o(s)

Esta relacidn indica que cada columna de C(t) satisface

B(s) oy,(8) = o (t+9)

asl que para J fijo , las funciones 'c.j(o) constituyen la ley de salid

de la cadena modificada. Por tanto cij(v) es una funcidn continua de t

para 0<%t <« .( LEVIATAN, 1972 )

v

Definicidn 2.3.2

Dado el espaciodﬁtde las medidas acotadas sobre el espacio de

estados T , y considerado C(t) como un operador acotada scbre 2l , lla-



maremos "medidas de compensacidn " a /»C(t) (KEILSDN-SYSKI ,1974)

Como @ y P(t) @ =0QP(t) no estdn generalmente acotadas ,
sblo se'considerarén aquéllas medidas /& tales que , para cualquier

funcidn o= (qi) , satisfagan la condicidn
{ ‘ . . . (
\)J,\ q = i_ \),._(L\ \ %; < %0 (8)

esto asegurard nque los productos matriciales con la medida}aestén bien
definidos , con elementos dados por series absolutamente convergentes ,

y permitird la asociatividad en los casos de interds préctico;

Lema 2.3.2

Basandose en la condicidn (6) , se verifica
a) i\ };‘@\\ &

b) \\‘)*'veu@\\uo

c) it )LGV | P

d) 1 g 9*WV e

Demostracidn:

a) \\)L@\\:é_‘/{@(p\: Jé,\i);(@ L\\\

| L G \~-\:.é‘(j.\£_\;“\~
éf‘%fw\q”‘)'”f\_\\»%d

EXS

= Elpwl (£ g Ve lgal) sz £ pwlgiz2iulig e
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£

J v

An3logamente b)

14

d) W el @*(l:jé .l).a"("‘ém o Gl = f-\ f— )u(i-’f- P ﬁx@ | <

I\

_ x ~ | 15, % e
L L (}*_“" %: Tee ‘12,- ‘\{ ,i ‘f‘“\f’ ’Y‘fey“ié‘,l -f—lfw\,fan Te

1}

% I}Aa\l % ffe i. lc_iz‘\ 2 {_ \fu\l. q: ¢ (23) < 2 % \ru.)\q.; 2 .

An&logamente c):

Sin embargo la condicidn (6) impuesta no’ basta en los casos en
gue incluyamos a la matriz C(t). Por estar P?t) acotada bastard con aco-
tar Qt 8 , pero d=hido a su forma és suf‘iciente suponer que las sumas por
‘Filaé de la éubmatriz le estin uniformemente acotadas , es decir ,

L 9, <K Jies | (7)

Qes”

- ohservemas que esta condicibn no es muy fuerte y se satisface en la mayo-

rla de los casos de interds practicojen particular cuzndo Sc sea finito

ya gue entonces se tratard dz suma finita dez elementos Finitos;

Lema 2.3.3

Bajo las condiciones (6) y (7) , la medida de compensacibn}LC(t)

estd bien definida , y
\ M (@t o \ ¢ 2x \\!u\\
N cerl ¢ 2 K “)ﬂl

3

47 |



)xcbﬂx:o

ﬁC(b\q = O

Demostracidn:

Veamos en primer lugar gque

f- qu{i —q‘;-‘\ < 2K diem

A o<
para ello distinguiremos entre los casos en que 1€S5 e i€8 ,

Si 1ie¢S
E VX _a. |- £\ $ ighq = £ 1 £ °§ee‘*~
3 “c\ o;_‘)\ -}eS ‘}’l ‘-’.l,“‘*)esc ﬁ") % ~jes ees J
El-qg.:\ ¢« &£ s o < a5
+ N hg - - 'Y +
Jes© * jes  eesc© Fie Ty ¥ es° <2‘) .Qi" ED jes jes© ﬁ\
: & 9t v & qi ¢ 2w,
Les© jes*®
ya que 8121 1 y se verifica (7)
si 1es”
x®
f— bqsy —17‘3\ =0 € 2 K
ya que q:‘j;qijv v oiest, jem.
Por tanto

N Q- ol = sup Ji Vgt -aq) ¢ 2X

y ademis
. . '3
Letall = ey (ool ¢ Wl Vo% ol ¢ 2K

luego ),L(Q*" @} vy )Lc(t) estan bien definidas , perteneceh a f‘t y

W g (et Vo2 Tutt Netol = 2 w Wl



Npocwr boa hun betwl ¢ 2k u};'\\.

y los productos matriciales satisfacen la asociatividad , de donde

e = P (6% @) = Jr T - (@to)

j.&fo = O
o

1}
1"

)4. Q‘U-_\ A

,fb el LA

M}L cley R

1)
§)

)_.. c (xR

ya que

e ey b = DXy (ORW) A - Py (@ W A = O

G R = P ©) R = P (@F@R = O

Una vez definidos el nicleo y lasmedides de compensacidn , vamos

a expresar la matriz de transiciin dz la cadena modificada en funcidn de
: 5§

la matriz de trahsicidn de la cadena original , asl como la medida,)»P(t)

en funcidn de M P(t).

Teorema 2:"3:1
La solucidn de la ecuacidn Backward de la cadena modificada

2oy = e Y.
Ak
¥ .
con P{0) =1

viene expresada en forma matricial por

N . t .
P(t) =pP(t)+ o c(t-s) P(s) ds t70 (8)



gonde P(t) es la solucidn d= la ecuacidn Backward de la cadena original.

Demostracidn:

- {a ecuacidn Backward de la cadena modificada podcemos éscribirla

e

~como
= | | XN
— P = (@Yl ) R+ @
Ak : ,
y por (4)
o \
= PEGEY = cR) v O D ty 0 ’
A | - (9)
R %
Notemos 6(t) =e at p{t) ,
dz aqul
¥* -
P(t) = &t G(t)
derivando , i
: : g3
6 )

Entonces , comparando (9) y (10)

efob 2 6l = ¢ G
Ak .

4 e - é“”b c e (Ecuacidn diferencial de solucidn)
<le

. .

-®s

& G = ) e c(s) ds + 6
; A |
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De aqul

£
* - Q —rt
P(t) = e"‘tjo e Es c(s) c:ls-i»egt c{0)

t .
‘D eQ(t—s) C(s)’ds L

i

p(t) =

[
[}

ya gue (o)

Ahora bien , egt es la solusidn dc la ecuacidn Backward de la cadena
original , COX-MILLER (1965}
luego

% ¢t i
P(t) =§D P(t-s) c(s) ds + p(t)

Teorema 2.3.2

Bajo las condiciones (6) y (7) , la solucidn dz la ecuacibn

nc -homog2nea

é *;ﬁ)¥};ﬁ)9+fdﬁﬂ | §zd

dt

con /*ﬁo);)x

viens dada por

: t
.)),?."U:.\ - /#?(kj* j ),_ CCt-s\ U0 C’ls

(1)

La demostracidn se hace siguiendo un procedimiento andlogo al

seguido en el teorema 2.3.1.

51



2.4QSEGUNDA ECUACION RZSOLVENTE.

 Expresada » mediante (s) , I'la matriz de tfansicibn del, ‘m:‘oceso
modificado,,ﬁ*(t) , en funcidn de la matriz de transicidn de la cadena
original , P(t) , yyun término conservativo', procgderemos a estudiar las
medidas invariantes del proceso reemplazadd. Establezcamos antes la llamah
"20 gouacidn resolvente del proceso” que serd ,vmés adelante ; de gran

ayuda , y permitird relacimar las medidas invariantes dz ambos procesos,
oy +
Denotemos por & =(u£§) a la transformada de Laplace de P(t)
dada por
VL - ot x
d¥ = ) e T At , o7 0

La forma resolvente dz las eruaciones Forward y Backward de la

cadena original son , por tanto

*U\

i\
c

o J¥_ T «¥ | (12)

o W¥_ T

. rmee

oL

o ,
Si nitamos por C =(cij) a la transformada de Laplace de C{t)

©d - b
cC = Ba' Pyl cter db

entonces por 1a definicidn de C(t)

52



o = € : 3 .t ' |
¢ .- 5 ™" P (@ Q) b= ) ¥ i (BT @)
° o
de donde
AN e C®$" @3 (14)

¥ oL
U v U son las

Ahara bien , d=2 (12) y (13) las resolventes

*% ;
inversas de (%I - Q) y (I - Q) respectivamente , entonces d= la iden-

tidad
Q- @ = (ot I-0) - (oI -

(2T-60*) (w3-0V'(¢T-@) = (aT-09) (« -0V (we-o) =

3]

(2 T-0") (* o) (= T-@)

"

se deduce que
; - | -1 €% o A (R
u¥L ot e (dl-@"3‘ (N (wx-0V =V (@@L @Y d
Thial L N AR The {18)

o "

relacidn conocida como la segunda ecuacidn resolvente

Podria hab-rse obtenido tambien de (8) tomando transformadas

y usando la propiedad conmutativa de la convolucidn integral (FELLER (1956)

P -~ W b t

5 éu,t P dk - ) éut?&\ AJD-\-) e“"t) cle) PN AS.
) o o ° ,
J¥* L g% . s o™

o ¥Ry
De las expresiones C = U (Q-Q) vy la ssgunda ecuacidn resol-

vente pueden daducirse facilmente algunas relaciones intersszntes. Asl

c¥ - ¥ (@*- ©) = (xT-o%)" [(o! I-9) -(ux —o*\:\

83 :
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c® . (xT-*)V' (wT-0\ - T
T4+ (T -@*)" (T-©).
(¢ T-6)(T+e) = «T-® - (18)

e

o de forma.eqUivalente
_ . 3
(r+ ) (a T - = (x € -©*)

(I_Jc"‘) a%® - u

p* = ¥ (T - @* @) %) | a7

que es una forma particular de la segunda ecuacidn resolvente’ Yy expresa
* ' . |
U directaments en tdrminos d= la cadena original y el operador perturbador

N
Q-Q-

2.5.ME0IDAS INVARIANTES.

El teorema de ergodicidad para las cadenas d= Markov (Tebram& 1;2.8

con matriz do transicidn P(t) nos indica que los limites

. = .
Rion ’Pc'_\ Y o Qua o wi) = e:.j L.J e
Y o A0 '

existen , y la matriz limite E =(eij) satisface las‘:;t‘elaciones

E P = P E



E® = @t =0

"
yll

E E

E A

N
P

Al estar P(t) acotada , por el tearema d: la convergencia

dominada de Lebesgue {LOEVE ,1963) ) "para /Leﬂ ' )\E ej‘( y adama$

. Pl = o Gow Py - L€
o, T ,

€ -2

Si le cadena es ergdﬂica y todas las filas de E son idénticas,

estrictamente positivas y El1 = 1: Pare las cadenas transitoriaé s sin

embargo , todos los e, = O.

iJ

S ok
Para la cadena modificada P(t) , se obtienen anilogas relaciones

fioe P¥ e = e o J*P o ¥
£ ' X0 '

Sin embargo hay que hacer notar que , tal como s= ha definido,

la cadena modificada es transttoria en 89;~De aqul
< o E%2 )
EX -
o E%2
Por otra parte S constituye un conjunto cerrado para la cadena '
. . e c - -+

modificada , ninglinestado d= §  puede alcanzarse desde § , luego E

12

* la distribucibn‘limitelsobn

da las probabilidades de entradda a S vy Epo

S.

Dependiendo de la eleccidﬁ-daAla matriz d» rsemplazamiento R ,

la transitividad o ergodicidad de la matriz de transicidn de la cadena



original P(t) , dard lugar a la transitividad o ergodicidad de la matriz

: - * -
correspondiente a la cadena modificada , P(t) , en S,

Consideraremos solo cuatro casos bdsicos que correspondén a las
situaciones mds interesantes. Supondremos que la cadena original es tran-

sitoria o ergddica y similarmente que la cadena modificada es trahsitoria

o ergbdica sochre. S;

De primordial importancia es la siguiente extensidn dz la defi-

nicidn de nucleo d:z compensacibn;

Definicidn. 2.5.1

La matriz C ;(cij) ddfinida término a término por

c ;téiqa c(t) o | (15)

siempre que exista el limite , serd llamada "nucleo d= compensacibn limite"

Para ‘)$6JPL ' /p.C serd llamada "medida de compensacidnlimite”
. ,

Teorema 2.5.1

~

o+
Bajo las condiciones (6) y (7) y para P(t) ergbdica sobre S,
el nucleo de compensacidn limite , C , y la medida de= compensacidn )H—C

existen y vienen dadas por

. K ' , ,
C=E(a-a) , I (16)
L e = e cler = tm po= C (17)

j} E Dot R3O '
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Adgmés
el 2. 2K

SLiux “I_\. cCly — r'c “ =0-

& ~200

};CA:@ ; ).cﬁzﬁ_

Demostracidn:

Veg ol =1 £ g2, e Cal =t | £ & Rel® 19373

de la condicidn (7)
\"f&“ B c}e', [«ax para cada J €W
por tanto
| 1 czs (er] <« 2k é_ f* (Y = 2Kk
luego existe

LLuva ei) T3)

& Do
Veamos ahora gue se verifica (16) .
¥ ¥
= 1} - L é_ * (-t") ( - é— eL (_ . ')
€4 ‘L.: A Sadhwre s w c’m q“’-) et Fe e

ya gue | %:."ﬁej\ s2icy é— e\f;vL =L vy, por tanto se puede aplicar
, , i

el tagrema de Helly (CHUNG,1974} ).

Por otra pai-te , por \c;-) (J;,\\ézk, fcCal 2 2w
entonces del teoremz de la convergencia dominada de Lebesgue , existe

el limite

Arue C D

Ao
y vale

£-2e0 )L )L bow }L
Ademds

ﬂ), clu él\/w“ Wel



ten - Sp f. Teyjl = sy ,_\2 l-ei. ele (cﬁi -‘h")l €

Comp £ 2 e Igtaqglewn £ £ g

v J 14 v € J
¢ sop 2w eé, efe_: 2K
de donde | :
,ﬂj‘c“éZK l\}ﬂ\
y ,
1 ﬂ#c(t) - chﬂ = ﬂ );;(t) (@‘f_@) - /LLE*(C;“' a) ﬂ £
U}ﬁ(t) S I | |
de donde
1um [lpo(t) - wcf =0
- ey r?*m }L fica la condicidn (7
.yaque/*ELl:x:r y se verifica la condicidn (7)

Por otra prte

pe1 ;)-E*(@‘- a) 10

SR * -
ya que (e-q)J1=0

y .
/;CR;}LE(Q*-Q)RQD

¥ ~
ya que (e-r)R=0

En el caso en que g?t) sea transitoria , imponemos la condicidn
1im (q* -qss ) =0 para cada J ' N
L—>ed i3 id Tl o (7)
L=

Esta condiciﬁn se satisface frecuentemente en las aplicaciones;

58



Tecrema  2,5.2

. % o
Bajo las condiciones (8) y (4) y para P(t) transitoria sobre
S , el nucleo He compensacidn limite y la medide de compensacidn se

anulan.

Demostracidn:
Para cada i , j :
- X _
ciy = e eijley = w 2 y" k) (qes ﬁe ei ese (%‘;-f‘ej)-o

b t-o0 €

ya que E 1 =0 y por tanto puede aplicarse elteorema de Helly[CHUNG,lQ?d

Ademids /b C = 0 aplicando el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue.

Por tanto , en la practica el tnico caso importante es aqudl

en que P(t) sea ergddica sobre S.

Teorema 2.5.3

+
Para P(t) transitoria y P(t). ergbdica sobre § , la medida
% ¥ : .
invariante A =}» E , y la medida de compensacidn (3 =}AC ,COon }Abﬂt .

satisfacen bajo las condiciones (6) y (?7):las siguientes relaciones:

A¥ L e u : (18)
¢ = d¥(-o). (29)
Demostracidn:

Consideremos la segunda ecuacibn resolvente

% o o
U= U+C U , ATO



aplicando el operador cvu,
Frlap v wpou”
pTapep
Notando e ﬂ; o }L cd
la ecuacion queaa en la forma
o e a o

Por (6) , ( u/;N co oy leutllcn, Mo |l entonces del teorema de

~ la convergencia dominada de Lebesgue se deduce gue

Lo a/.kU“:}.;LLmozdd - )‘.E

oX=>0 [V

y por ser P(t) transitoria

&
ARt o(_f;U = O
o >0
Ademds
Joue ot/, U*“f'}.LLLWOL\J*d: e¥
o0 x>0

Por el teorema 2;5.1

Alove oc),‘cd:};.c M “)).C"ﬁ.?Ktod

o290

Por otro lado

S

oA - _ NETREY

'vc.‘ d"“cu - é_ e"‘(i,) u.i._') = f. (_e“(i_\ - CCLBJ U.\J +
J

=,
+ z eLD iy -
J

o v
ya que ,U.:'J cuiy y en virtud del teorema de la convergencia dominada

e £ [eY6y - o] lﬁ) =0

o ->0 J

y ”
gL s ew u.c) - é_e(t) u::)
= =20 J J

de aqul

Lo ¥ *Jd‘ - ¢ d

a-D>0

En consecuencila

A*:)J-g*:'eu:f*-cd



P E% (Q%. Q) = fs*'(;ow - A% (- ©).

. Q:}‘LC =
Este teorema asegura que cuando la cadena original es tran-
L) 3 L 3 N . ¥ I‘
sitoria , la medida invariante A de la cadena modificada es el poten-
cial de Green ,P U , del cargo de compensacih1f3r8. Y reciprocamente 5

el cargo P es el gradiente de la medida A%,

En forma matricial se puede escribir (18) , teniendo en cuenta

la definicidn de £ , como

%
E=CU

éienda sus elementos de la furma
%

2137w ik Ykj (20)
Ahora bien , para 1¢S5 y jeS , C tiene sus filas ideénticas ya QUe

M co * : ,
E,, tiene sus filas iguales por ser P(t) ergddica sobre S. En este

caso €41 S y la ecuacidn (20) sz reduce a
%
e. =% ¢, u! ies$s €S 21
§ =& U | jes (=1)

Para P(t) ergodica y P(t) ergddica scbre 5 , el argumento
del terrema 2.5.3 no nuede aplicarse ya que todos los elementos del

of .
lim U =U son infinitos

e )U-c.j = ):0 ’P")U:") de = o “C’i'-:jen’

y el naso al limite debe hacerse con la ayuda del potencial ergbdico . Z ,

cuya existencia y procpiedades fueron estudiadas en el capitulo anterior.

f
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Lema 2.5.,1

i
7

8ea C(t) el nucleo d= compensacidn de=finido en (4) , y sea

E la matriz ergbdica de la cadena~original. Entonces
c(t) E=0 , t3%0

en particular

ge <o

La demostracidn se deduce del hecho de que la suma por filas

de los elementos de C(t) se anula y E tiene todas sus filas identicas.

Poniendo C(t);; 0 para t<0 y usando el lema 2.5.2 , la

ecuacidn (8) puede escribirse en la forma

t
P* (v = P &) +) Cle-) [Py -E) d=s

-}

t20

y de aqul tomando transformadas y usando la convolucidn integral se obtiene

U =U+C 2 ' (22)

ecuacidn que equivale a la segunda ecuacidn resclvente dada en (15) y
que hace el mismo papel que ella en las medidas invariantes cuando la

cadena original es ergbddica.

Ahora bien ,
R Ry
c =U (&-a)

de donde , sustituyendo en la ecuacidn (22

A '
U =U +U (@°-q) 2"



Por tanto

¥k » o ]
u. (z-(e-0)z)=u

‘ecuacidn que es andloga a la dada en (17) , dé dode la ecuacidn de fac-

e s o o <
torizacidn permanece valida va seuse Z o U .

Supongamos ahora que se verifican todas las condiciones , dadas
por el teorsma le3s1 bajo las cuales esta asegurada la existencia de Z.

Entonces se verifica el siguiente teorema
Teorema 2.5.4

R A ‘
Para P(t) ergddica y P{t) ergddica sobre 5, las medidas
‘ % ¥ ‘ .
invariantes A:/»E ,:\irE y la medida de compensacidn f =}LC . conlkﬁf“
tales que se verifica la condicidn
4 lewry oyl ¢ w ’ jer (23)’

[}
13

donds mi es el tiempo medio de la primera entrada de 1 & J,

satisfacen , bajo las condiciones (6) y (7) , las siguentes relaciones:

A* A+ @ Z . (24)

e A% (- 9) | | ' - (es)

Demostracidne

Consideremos la ecuacidn (22) y apliquemos el operador o(}»

entonces podemos escribirla en la forma

otz“

o .)L ¥ = = d® . Qe
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donde eo( f- u},(, C"(

Por (6) \\)A“<°° entcnces del teorema de la convergencia dominada de

"~ Lebesgue se deduce que

U‘to( E*
WERE -4 =
g P f‘
, P
LA >3 J - E
g p e
Por el teorema 2.5.1 :

Adlue ’e" T Lo g}»C“=)‘C=€

20 X DO

v[leﬂ PR

Por otro lado )
oA o . - .
e“ E‘*(P - £ e"‘(_i\ 'EI:) = ‘i.[‘e (€A -C(m] ZEJ +
ol
A é: e w)r 'Er:)
y par (23) R
é__le(x\{:’)\ < ;i‘eb'ﬂmc")\cod

<

entonces del teorema de la convercencia dominada ds Lebesgue se deduce

que “ ‘
ALUs 5_ e & "ej:') = _a_easo‘(iu: é:j T % e uwd =2
o0 % [} . <

Ademas ‘ N R oy - n
2 (@ -ew] & = - £[€@-en] (g -~
[3 o . )

v L (W - e ) ¥

y de (7)
het ¢ 2k \\/u“

de donde k

| ed oy - eLu] | 'e:fj ..{‘J | ¢ v\ ed(;,)—eu\\ m:}

entonces del teorema de la convergencia ‘dominada se deduce que

Mw £ (Q‘"u,\ - o) 5:3 =

ol =20 v



: - |
T - {_ ;i%* (€1qu‘ CLI—\\)<E“;" —‘Ef’:“')) +< (Lue Ejj)(f{d(f:g e"LU - (i\) = o

xA=DQ

de donde
- _
);«E - ).A S /.;. Cz
Este tecrema asegura gue cuando la cadena'nriginal es ergddica ,
‘ ' %
la meiida invariante A de la cadena modificada tiene la descompcsicibn
. . o+ {l
de Riesz relativa a la cadena original , tal que A es la sumade una
medida invariante A {(de la cadena ariginal) y el potencial ergddico @ Z
del cargo de compensacidn (b = }A C: Ryecipracamente,,- el cargo @ eé,, el gr-a-:

diente de A% | | s

En forma matricial puede escribirse (?_4)‘, teniendo en cuenta la

definicidn de (3, como
E = E+C Z : , 4 o (26)
' +
que es la ecuacidn fundamental que liga E con E en t2rminos del

nucles de compensacidn C y la matriz fundamental Z:

La ergodicidad de ;(t) y d.e : P(t) sobre S , implica que
las medidas invariantes del teorema anterior son Az(fﬂey * -,()uﬂ e |
donde e y a,t son las distribuciones ergddicas dadas por las é’ilas de
E vy E*respecti\/amente.‘ Ademids ,A*E*zr\* implica gue /‘l\e *i:iene su rsovporté

sobre S . Asl la ecuacidn (26) por componentes puede escribirse

A

*
ej,= ej«t—épk ij . Jes , (27)
y ‘ , ,
. c : )
D"Bj*fck %3 jes o (28)



‘ Este ecuacibn puede usarse para determinar los . Y la ecuacidn (27)

para determinar los e explicitamente, .

J
Tanto el tecrema 2:5:3 como el teorema 2:5:4 podrian haberse
deducido ficilmente de los teoremas 1.5.2 y' 1.3.3de 1a’teoria relativa |
al potencial ergddico , sin mas gue considzrar la deécomposicibn de Riesz
de la medida A*relativa a la cadena 6rigina1 reemplazando Y por P :'
Debe sefialarse , sin embargo , que elvteorema 2.5:3 y el teorema 233;&
tienen mds importancia gque el simple hecho dayqe.geén descomposiciones
de Hissz d= una medida 44*: Debido al mecanismo de perﬁurbacibn ; los dos
teoremas tienen una rica estructura y dzn una construccidn especifica de
las medides incluiﬁés. Asi el'cargo‘ei)*(Lviene dado egplicitamente'en
términos del nucleo de compensacidn y‘4$esvinvariante para la cadena
modificada. Esto se &ebe al hecho de que los teoremas 1.3.2 % 1.3.3 s8
ddducen de las ecuaciones de Kolmogorov para una cadena ; mientras que
los teocremas 2;5:3 y 2;5;4 se obtienen de la segunda ecuacidn resolvente

-

gue incluye a las dos cadenas.
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CAPITULO IIIX

APLIGACIDN DEL MECANISMO DE PERTURBACION EN TEORIA DE COLAS

Introduccidn

Sistema de colas M/ﬁ/l" |

Perturbacidn de la cola M/M/1l . Obtencidn &el
procesc de Poisson, |
Perturbacidn de un proceso de Puissoa
Obtencidn del proceso de Poiéson puro mediante

perturbacidn



3,1.INTRODUGCION.

Dediéamos esta bapitulo»aliestudio de diferentes aplicacl
ones del modela de perturbaciﬁn expuasto en el capitulo anterior;

Se considera en primer lugar un sistema de colas M/M/1
obteniendose la distribucidn ergddica de la longitud de ia cola en
terminos del potencial de Green de un recqrrido aleatorio (SPITZER ’
1976 ) que es diferencia de dos procesos de Poisson , el de llega-
das y 8l de servicio; Mediants el modelb de pertﬁfbacibn se consigue
expregar la solucidn de la ecuacibn‘rgstringida en terminos de la
solucidn de la ecuacibn\no restringida de la cadana ofiginal , COm—
pensando 1a modificacidn deblda al estado frontera O {,El'Drﬂcedimi;E\/ -
to  que se sigue es analngp alla_técnica de Wiener~Hopf (KEILSON ,
1965 ) . |

lLa aplicacidn considerada en el apartado 3.3 es de'gran

‘ (2R
interds porque nos indica cbmo se extrae el proceso de Poisson median
te perturbacidn de la cola M/M/1 .

En el dltimo apartado del capitulo se considera una cadena

de Markov donde los estados 0O y 1 pueden comunicarse con cada uno

de los otros , perturbandose dicha cadena para obtener un proceso de

Poisson puro.



3.2.5I5TZMA DE COLAS M/M/1.

Como aplicacitn del mbdels de perturbacidn estudiado en el
capltulo anterior , consideremos el sistema de colas M/M/1. La soly
cidn dependiente del tiempo va a obtensrse perturbando una cadena que

es diferencia de dos procesos de Poisson,

Sea el espacio de estados M= (0, *1, +2,...). Consideremos
s = (0,1,2,...) v sea la cadena original el ’recorrido aleatorio schre

tt definido por:

J /l 3:(:*'!.
%+ :l Is jri-d
o en eobro caso

~~Ji.'\eﬂ
% o= Aep

donde A ij son dos costantes positivas tales que Aa )-v

Modifiquemos ashora esta cadena original para obtener la cola
M/M/l: Consideremos al estado O como'una; barrera absorbents , en el
sentido de que , si la cadena original entra en los estados negativos .
de s° y vuelve bruscamente al estado D. La matriz d:= reemplazémiento

R , para i1 es® y JeS, tendrd por tanto la forma

A o o e O -
Riy = 4 [a] o - .
A o o 0. __
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0 sea

. c
LedS

3eS

Siguiendo el mecanismo d: resmplazamiento , la matriz de in-

%

tensidades de la cadenz modificada en 5, Q22 ’

O - ©QarRz 4+ Dag
az
o o e AL o0 o ..
© - - 0o o o© A o o ..
22 +
o o O 4 0 © - .

-(A4).A.) A o ... r 0 o..
SO g Ep +f °°
oy G (200
‘Es decir
A j= i+ L= 04,2
QT3= ’ o 3;;-& cz A2 .- -
? o en el <esto

-0
e-,&
il

“lr\*-’-k C:i'ﬁ.'l.-.

que es precisamente el generador de la cola M/M/1.

70 | .

vendrd ‘dada por



Vamos a calcular el nucleo de ccompensacidn C(t) para poder
expresar la solucidn transitoria = . de este nuevo proceso en

funcidn de la solucidn del proceso ariginal.‘
Ve

¢ , ""7:‘1 ey W2, ’?é (e ®2"R\7_}
c ey = .

~Ta o Q2 PrL Ly @20 Rin

Para idem jG:Sc
of
c,.lt) =~ bt
lJ( ) _<g%plk( ) Ay

y para ke3 J es® s 0 0, exceptoen el caso en que k=0, J ==1

ki~

de dondd ¥ ey ’ N
- © N = -
cel oy = I /“' Tca )

Para iefl jes
4 5
cij(t) Tf;c( t{-;’it(t) q‘ck) T3

y para kes® 3 es , T 0 , excepto en el caso en que j = 0 , de donde

ki
[ o j=02. ..
cin by = v
‘3 S % .
{ Kégsc ( ted ?‘k G}EKB 1=90
y para teS vy kes® » Oy = 0, exceptoen el caso t=0 y Kk =-1,
de donde .
] J:L,Z.,.

Q—c‘) ey =
Pt i=o

Por tanto C(t) tiene sus columnas iguales a cero salvo las

correspondientes a j =0 y J =-1 que valen
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K R Lt

Oy
£
3

pope  jme fem

Aplicando el teorema 2;3;1
t - :
?f.(g\ = o e f‘) $  Ciw (b-9) ?k-Cs\ ds Juieft
."! T .) B w ) -

de donde '
t

| b s
Py = Py 8+ | Coo Cemsd P dea | o Lo p 0D O J"Je
L J A d A J |

£l mdtodo de perturbacidn expresa pues la solucidn de la cadena
modificade restringida a S , es decir la distribucidn de la cela K/M/1 ,
en tdrminos de la solucidn del problema original , compensando la modi-

ficacidn debida al estsdo frontera @,

La cadena modificada restringida a 5 es ergddica. La distri-~

% ¥

bucidn limite puede calcularse de ‘E22 322 =0, es décir
C_,‘Lo e,(,g e\&.g.-. ' -A A S .,
P’ e e“u .- /. —Q4+)ﬂ a .., ; - o
e‘o eVZ . )

]
1)

el . .. o )_.. -(dvm-».

de. donde
;Q‘OA«»JJ-‘Q“;:O
e% A -(d+fﬂe¥i 4).«8‘1;0

"3 X
e’f; A~ (dap) 6\,‘_‘_.4.)}-(-’::‘-_‘,1:0

)
.

y por tanto
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y como

de donde

O, 42 ..,

s :
"

L g Ay

que es la distribucidn - geomdtrica.

El nucleo limite de compensécibn C dado por el tearema 2.5.1

tiene la forma

o € 2
%
_ @ - Q)
€= (0 5“‘22) ¢

O
C =
o -
a.
C =
de donde
A - @ j=-s te X
Q.\‘,:) =
. )).-A j—. (8) I'..G:.F'C
(o] en a{ro Cayso

v
Otra manera de proceder seria usando la relacidn E =C U

dada en el tearema 2.5.3. En SC la cadena modificada es transitoria

¥.
J

de donde e .= 0 \l)e S‘- .par tanto
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<{.G u ~ para, jes®

k ki
ecuagibn que permite calcuilar los ck.
Y para J?S

K
e: = Ké. S Yo 3

ecuacidn ql.‘e\ expresa la distribucidn ergddica de la cadena modificada

en terminos de la cadena originalg

La cadena ariginal es la diferencia de dos procesos de Polsson

de pardmetros At vy ).»t respectivaments. De aqul

A ot —( '\*‘)“) t
oD . —_ 2 . i
?‘J e -( #3 . Tye (ZE\E}-‘B
donde Ik(x) es la funcidn de Bessel de primera especie de arden Kk
dada por £ T
a
P o (z )
':K C\c‘) - -L - A
3=° 3\ pleeiend o«
" e
que tiende a — , cuando x tiende a cero y a cuando X
2k | | V2%

tiende a 4

Y las componentas del potencial de Green U son para A< [’~

Cpon LA j-i = o8 2.
| > ()* 3
R '
(‘)}-,\\ S—-L = —~4A,-2
(8AATY 1967)
y por tanto
e:"J = C“ M_:\ + Co U'o = - Qo),& + e q j} e

24



expresa la distribucidn ergddica d¢ la longitud ds la cola en terminos

d=l potencial de Breen de un recorrido aleatario que es diferencia de

ok N

dos procesos de Poisson . (KEILSON 1962 , SPITZER 1976 )

De la expresidn de los uj i deducimos gue

Ao = Ly = (J..\.—r\\—‘ (){3‘
Pory = Ajer T (}»-l\“'(iy

y sustituyendo en las relaciones que dan la distribucidn ergddica

"-«-l

®
i

_ & (),—xs“(é )i+|+ I’ o (}.‘-—M" (ﬁ\

@
"

© e pes e [N _] - e"o(f})‘\

pero al ser P(t) ergddica en S, {e =1 y de aqul

1ES 3
et (S -
J€s /o
Vv .cOmo0 suponemos A ¢ j}
ej‘o (ﬁi:k\ = A
"y por tanto
-A
250 = t}':
de aqul .
-A A \
-e“ _ )E;. ( 7: 3 )= o, 4.2, ...

o . -
que colncide con la expresidn para los eJ d=ducida antes directamente
de la matriz de intensidad de la cadena modificada y que ss ha cbtenido

-ahara usando solo resultados de la cadena nriginalz
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Consideremos el sistema de colas M/M/1 y sea P(t) la distri-
) .

biicidn de la longitud de la cola., E1l generador @ de P{t) vendrd dado

por tanto , por

( A J—;L*L “ = O,&.'Z
4 WA
o‘l-j }J,, 3-»—! v = A, -
A )
9. -
A s L M2,

y qija 0 en los demds casos.

Perturbamos esta cola M/M/1 de la siguiente manera: Siempre

que la cadena entre en un sstado impar se la obliga a ~ ir al estado

L

par siguilents. Entonces , siguiendo el mecanismo de perturbacidn ,

rar, =1 1 = 1,3,5,70.
i iis1 iR
J ) . v J = 0,2,4'0"00

rijﬂ 0 1 *- 0'2'4'--0

-
y el generador de la nueva cadena , @ , vendrd dado por
: dt)h an.
9% .
8] &0:2

donde

% .
e T T
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RPN - A 9 o ..,

~dapdy O o .

9

0 0 LXapy oo

LN

x
-0y
.0
“-3206 0O

1
o 0 o
-p O P>
o = °

)

o

\ »
M 3

e
o A O - —-A o o .-
(sz - o p A .- 4 0 —(A4qp) O -
ﬁ o o }‘ - o o -CA4};)._,

22

es el generador del prdceso de Poisson de parémétro/\; Da’dcnda la cadena
% ' -
modificada X = (X; , 04t <« ) es el proceso de Poisson puro en S

4 ’ 3:{.-\-'2_

(o] ‘ L em™ 0’&0 ¢calQ

\:t 0621\"’—.

Esta aplicacidn es de gran interés porgque indica como se extrae

el proceso de Polsson mediante perturbacidn de la cola M/H/l}

El nucleo de compensacidn de esta perturbacidn considerada

viens dado por

—-’?:\(2 (@) CQ'J»I ’P:ﬁ'_ (,-’*‘—3 @20Q\2>
e o) = \ _R% Gy @i T @ R



Para iet jeg®
c, (t) =~ £ ot (£) g
ijt kes ik kJ

y para ,jesc keS8

= : . ] A ' :
’ qk 4 o, e)gce?to qkk+1 y qkk-l. }L de: donde

.- = - A ¥ - . 3
C,)Lbs ?L'-& }*fi,ul
v J R
Para 1evt Je8

oy (8] = i(;{;qtk pit(t)) g

wesSe

C .
4 = =
y para k¢S Je8 Jf0, T 0, salve 1, ., 1, de donde

. - %
c:;3 ey = S ?%Ca q

Led LR

= A ¥ e —»}.uf::)(,t\

:.j-'z

Entonces para 1 e 1t

’ ¥ ; = A,3,5,...
- A ’?LS“(J:\ - ¢ ?Lj“U'A )
cCiy (kY = x % 122N, 6, -
) A Taj-z(*”*f*sz‘-b“ J
o | J*°

Aplicando el tearema 2.5.1

b
%, .
’ff) N = (\’Cj ey + ) é_.K Ciw - TCQ dg

o

. :
?\i- LY = ?Cj N +) s (— A T‘:\(,—‘(t-s\ _f 'Y':K*L‘_E*S)) ?“‘ () ds +
J H  wesd©

+ \\7 s Y"v Pewea Cem3) * P ’I”EKUVQ\\ ’Pk'l (v ds ‘L\ e Tt
o e
que., restringida a S , expresa la solucidn de la cadena modificada ,

o sea la solucidn dsl proceso de Poisson , en terminos de 1la solucidn

general de la cola M/M/lz
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pm. otra parte',la cadena modificada' restringida a S es tran-
sitoria. Vamos a comprobar que entonces existe el nucleo limite de com=-

pensacidn y vale cero:

oy 1m oy y(t)

Para 1ent J=0, czij(t) = 0 , luego existe el limite y vals

T ::Eitm cm(t) =0
o

Para 1e¢ T J e 1,3,5,¢00
. ¥ oy *
Ciy ey = — A ?;3-‘“‘ M 'Fa;*.“"’

¥
y par el tecrema de ergodicidad existen los limites de p, j(t) y valen
"~

1im p, (t) =0

o
de donde existe el limite de ¢, j(t) y vale

1im c, (t) =0

Loa 3

Andlogamente para 1 e J = 2;4;&;.:. - De donde

oyqm Unm o8] =0

3.4.PERTURBACION DE UN PROCESO DE POISSONS

Bonsideremos el proceso de Poisson sobre los enteros N =(D,1,2...‘)

de parametro .A . La matriz ‘Q generadora del proceso viene dada par
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A j:'\*ﬁ

C\“j - Ao en otro ceno

%;;2 A

Sea n unentero fijo y consideremos S = ‘(0,1,2A,...,n)’ y
Sc = (n+1,n+2,...). Modificamos ssta cadena en el sentido siguiente:
Siempre que le cadena entre a So (;lesde S‘ se la obliga a volver al
estado 0 ,

La matriz de resmplazamisnto R correspondiente a dicha modi-

- ficacidn viene dada por
k4 j =0

w5 =

o 04_;\£n

De donde , siguiendo el mecanismo de perturbacidn , la cadena modificada
scbre S vendra generada por

.
-
Q0= Gpp* 8y Ry

- A A O a o o .. 42 0 o0.-
dD* 1) -A A - +f/ © © o-- i1 09
e o o -a Coo A O O--
. . A o o - Voo
- A A o R o o © ..
¥
= o) —-A AL fa) O ©
D32 +
o O =M - "
' . A o 9--. e



) o - A A - o
%
@_.u z 1) o -~ A =
. A . ,A

Es decir , la cadena modificada sobre S Qé sucesivaﬁente.a fudns laos
estados desde el estado 0 hasta alcanzar él estado n, De esta farma
los conjuntos S yv Sc estan incomunicados y , ademds , si nos restrin
gimos a los estados prohibidos de 8° ’ ia cadena vuelve a ser un péo—

ceso de Poisson de intensidad A .

" A LV 00, 2.0 n-A ' :)zi-*&
34 - - .
A ' v on } . ’ ):O
[e] emn 6"(‘0 Caso
N
i‘-’ = A . L= O.A.’L,.-.,n,n-ws,,,_

Vamos a calcular la solucidn ds la nueva cadena restringida
a Sc y comprobar que dicha solucidn coincide con la soclucidn de la

cadena original por ser ambas procesocs de Poisson de parametro A .

Debido a la forma de la matriz de intensidad de la cadena

* .
modificada @ , la matriz de transicidn viene dada por

X, e o )
? (k/\ = o ?t_‘- (.t

de donde el rucleo de compensacidn tiesne la forma

—~Y% - v
c ey = ( Fa G © (&%~ @)
%
o Poa (B



/ ?:‘\ e o . o o
ey _ A
d s : ?;1 (5 - @24 O Rz

: o o ‘)
« (.t)/ B —?‘f‘.(-t.’ @2;\ ?:z (@38 @2\@\2

Pero al ser

f o o o -
o O 9 - ¢
dny = : '
* . .
A & o -

para 1¢S y ,jesc

»
A fon & o O -

11

¢ (e - A?’fn(m o o . .

A Pan & o o - -

y para 1S y Jes

AT W o e ..

cley = ~ ’f:‘n Cen © o - -.
- x . ‘ .
A ?nr\ ('*'j (&) [ I
de donde
[ o Les© jer
- A g e : LesS “): N AA
CC:) ey - < T;n .
A ‘a’:n G res yz= ©
o en o‘Ec“okcaso

Entonces del teorema 2.3.1

, L .
r?\é-' wH = ’PCJ ey + )O- E— CiKU:.-s\ ?x) (N C\$

J:.'\e\‘(



y para 1, jesc

o}y(8) =y ()

ya qus P

et - s) =0

(

La cadena modificada es transitoria en S

Calculemos la distribucidn srgbdica.‘

-‘Jk& o, Lest

€l nucleo limite de compensacidn viene dado por

f
C=€(a-aQ)

'S
o € a2
Cc = «
O © 20
En § .
“*
€ o e’ﬁ
C - e"'o e‘a
% 5

o \
CQ:tQ\Z

o © ...
[o) 9 .
A ©

“%
- &, @

@y

'y ergbdica en S.

sz @R

~E~;q_ &\Q\'l

. 3 +
Aplicando el teorema 2.5.3 , E = C U , donde U es el poten-

cial de Breen del proceso de Poisson original , dado por

;;\.L;,S:

3oL

\‘)c_u

a3



de donde , teniendo en cuenta la expresidn del nucleo C en § dada

anteriormente
% % R .
6% &5 eu ... €n _ Ae~n o o .-. 0 A A by
‘ | A 3
9‘0 e‘.A/e‘., . G‘n - Ae‘n o .0 .- © e A - Py
< : i
€% e € ... € de o © o o © - -
y por tanto
* ¥
ei = en i=0,1,2,e0e4n

de donde la distribucidn de la cadena modificada en S viene dada por

3.5.0BTENCION DEL PROCESO DE POISSON PURO MEDIANTE PERTURBAGION,

Consideremos la cadena de Markov X = (Xt , D ¢tzean )

sobre el espacio de estados discreto Tia= (0,1,2,.'..) y gensrada par

la matriz de intensidad @ dada por

A L= O,A, ... ;)::\.-U_\_
%CJ = f. e= A | kJ:o
O en gg't(o Calo .
) A - vz O
%(C:- d*.}J v i
A L: 2_.5‘.-.



La cadena de Markov asl considerada difiere del proceso de
Poisson en gue los estedos O y 1 pusden comunicarse con cada uno
de los otros. La perturbacidn a gqus Qa a ser sometida la cadsna evi-

tard dsto y producird el proceso de .Poisson puro.

Consideremos Sczk(D) y sea la matriz de reemplazamiento

R definida par

donde

A J':L

Co, -
J |
[s) en € wresto

Siguiendo el mecanismo de perturbacibn la cadena modificada

en 8 wviens dada por

'3

Qo= Bp+ 85 Ry,

—(AvpD 2 ©
an = o) (Aoeo...0) » o A4
| o o —A .-
o R
j.» o o .. _(c\+;.n A o ..
o o] o .. o —A A N
Q= : +
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A C - e 82, .. J=v+s
*
%ep
o e el ~asto
*%
i.‘, = 4 L= 0,82, ...

gue es el generador del proceso de Polsson puro de intensidad A . La cada

*
na modificada X = (X: , 0 ¢tz « ) de la cadena original X = (Xt,05t<uc-)
con matriz de intensidad Q@ perturbada , siguiendo la matriz de reem-

plazamiento R , es , por tanto , la cadena de Markov de un proceso de

Poisson de parametro A .

Vamos a calcular el nucleo de compensacidn C(t) para poder
expresar la solucidn dependiente del tiempo del procesc de Poisson en

funcidn de la sclucidn del proceso ariginal.

- '?:‘7_ ey Day ?fz_'(-h\ Rz

C ey = X
hand r?-;_-; ij @2‘ ) ’??2_ L{:\ QD:((R|2

Para ie\‘\‘ J&SO

o, 4(t) = - i";k(t) U

eSS
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c ‘ ’
y para keSS JeS = 0 , excepto en el caso en que k=1 , luego

'y qkd

Ciro ) = “)"Tf& Ce>

Para 1eW 3¢5

kesc

*
cij'(t) =& (ti—sqtk pit(t)) T3 |

y v, . =0 para el caso en que k eSc y JeS , excepto cuando J=1

kJ

de donde :
s} :) = D 2,3, ..
Cf3 Cb\ = .
é“ T‘:£Ct3 ﬂ‘bo j: A
tes ’
y 9,=0 para t ¢S , salvo en el caso t=l , par tanto
0 ‘ 5 - 01 2'I%,‘ - .,
C‘,c) ey =
)J T:& (e J= 4

Por tanto C(t) tiene sus columnas iguales a cero salvo las corres-

pondientes a J =0 y J =1 donde vale
. - )J rf*‘ Ce A j=© te
Cc-J U = " ' ' .
. j“ T"‘CL {tn ) 5=‘ e [T

Aplicando el tearema 2.,3.1
’ t

2 .
?‘i) Wy = Poy Lo > ) Ceo (e-3D B de +) Cir (o= ?,5 (o di J-:.)(:T
9
J o

3

~ecuacidn gque exprdsa la solucibn de la cadena modificada , o sea la
solucidn del proceso de Poisson , en .terﬁinns de la solucidn del pro

ceso original , ccmpensando la modificacitn debida a la no comunicacidn



del estado 1 con el 0. . .

La cadena modificada es transitoria. Vamos a comprobar que

-

8l nucleo limite de compensacibn existe y vale cero.

c = lim o t
1] (e ij()

( _
Para 1ie& it J=2,3,4500. , cij(t) = 0 , luego existe el limite y vale

limc, (t) =0
boa 1

Para 1™ 3=0,

. - X
cAJ ey = ,)“‘ T“ e
Y por

lim pil(t) =0

b -2

existe el limite de c, j(t) y vale

S0 s&lir: CiU(t) = 0

An&logamante para 1 ¢ ™ J=1.

Por tanto existe el 1lim ci,j(t) Ji,,j e T y vale

= lim ¢ (t) = 0,

c
13 v 1
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CAPITULO IV
~ TRANSFORMACION DEL ESPACIO DE ESTADOS SIGUIENDO EL MECANISMO

DE PERTURBAGCION

Introduccidn
Transformacidn del espacio de estados

Aplicaciones



4.1.INTRODUCCION.

Este capitulo asté dedicado alyestUdio de un modelo espe=-

" cial sugerido por DYNKIN (1965)A sobre la transformacidn del sspacio
de estados. Lé transformacitin en cuesti®n corresponde a una matriz de
reemplazamiento deterministica , y &sto conduca a simplificaciones
bastante sorprendentes en la obtencidn de la soclucidn general:

Empezamos aplicando el mecanismo de pérturbacibn desarro=
llado sn el capitulo 2 de esta memoria a la transformacidn dsl es-
pacio de estados considerada por Dynkin en un proceso de Markov ge-
neral , demostrando qﬁe dicha transformaecidn es equivalente a un mo-
delo de reemplazamiento con una determinada matriz de rsemplazamien-
to sugerida por ella.’

.n el apartado 4;3 se considera un caso practico , compro
bandose la equivalencia entre la solucidn de la cadena modificada da
da por el mecanismo de perturbacidn , gxpuesta en elrpapitulo 2,y
la obtenida aplicandé el tecrema de Dynkin pafa la transformacipn del
espacio de estados , poniéndose de manifiesto la simplificaqibn»de
los resultados cuando la matriz de transicidn de la cadena original
verifica lé condicidn ds Dynkiﬁ; |

Se termina el capitulo calculando algunas medidas de efec
tividad para ‘un sistema de colas M/M/1 'perturbando una cadena de

Markov que verifica la condicidn de bynkin:
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4.2;TRANSFORMACIUN DEL ESPACIO DE ESTADOS.

Vamos a aplicar sl mecanismo de perturbacidn expuesto en sl
; capltulo 2 a 1a transformacidn del espacio ds estados considerada por

Dynkin en un proceso de Markov general:

Séa X = (Xt , 0§t £ ) un proceso de Markov general sabre
el espacio des estados M con nucleo de Markov Pt(X;F ). Sea ¥ una trang
formacidn medible de M en otro espacio de estados mt tal que y () = n¥
y satisface la siguiente condicidn: |

Para todo ' y x,x'e T tales que ¥ (x) = X (x)
P (e g () = R(R o) o ()
Denotemos x:'n K(xt} y P:( ((x),A) - Pt (x,A) . Entonces

" B _
el sistema X = [X: s 0<¢t <o) define un proceso de Markov sobre el

espacio de estados ¥ can nucleo
< § ! . - ' :
WG - R @)
(DYNKIN,1965 )

En el caso en que el espacio de estados 1T sea numerable

puede identificarse P, con la matriz (pid

(t)) donde
py(8) =P, (4, 431)

son las probabilidades de transicidn del estado i al J.

La condicidn (1) puede escribirse entonces como

i—— TLKO:,\ = £—.—- | Ti‘wc"f) : - (3)

ke x| ke ¥ ()

01



y de la expresidn (2) se deduce que la matriz de transicidn del pro-

ceso cbtenido tiene la farma

ij(t) = 2 _p, () | | (4)
T ke 8“(53 ‘ ; ;
Para aplicar el modelo de perturbacidn a esta transformacidn
del espacio{ de estados vamos a considerar que la cadena X = (Xt; 0 < t<x)
es homogdnea con espacic de estados discreto ft y la transformacidn

Y de Ml a S definida par
| t e s

¥ (v =

test

donde J es un estado de S al que se vuelve desds i:

La condicidn (3) impuesta determina 1a forma del generador
infinitesimal @ de la matriz de transicidn P(t). De esta forma , si

denotamos

Ay = s N yleyd
para cada J €85 , la condicibn K(L}:g‘(.i-') ss satisface para
(a) 1es ,1'¢cs siempre que i = 1'
(b) 1es°, 1'es° tales que ¥ () =~:g() para algun
r'es , &8 decir , 4,1'ec¢A(r)
(c) 1es®, t'es tales qus yG'=1', es decir 1cA(i')

Par tanto la condicidn (3) no existe como tal en el caso

(a) ya qus , al ser i=1', se transforma en una identidad
4



Z p(t) = £pl(t) = £ p,(t)  para cada J‘»c-_‘s_

CoweT () ey wex-(

de donde las submatrices P21(t) y P22(t) correspomdientss a sz(t)
son arbitrerias,

e

En el caso (b) la condicidn (3) toma la forma

pik(t) +py (t) = costante para todo te8°
W EAC) J l

tal que 1i<A(r) para algdn r €S.
En el caso (¢) , al ser 1e¢s® ,e 1eA(r) para algln reS

se deduce que 1'= r y entonces la condicidn (3) puede escribirse como

Loby(B)epy (8) = Lop (8)+p () (s)

kenly keA()

" para cada jeS , notando que si A(J) = , entonces

pyy(8) = B4(8)

Par tanto en la submatriz 912(1;) con je&S y para filas
en el mismo A(r) , los elementos de la columna J tales que A(Jj)=f
son idénticos y valen P, j(t)' Los elementos de las otras columnas
correspondientes a A(3) £ deben vser iguales a las columnas corres-
pondientes de F’ll(t) de acuerdo con la ecuacidn (5). Esto permite
alguna flexibilidad en la eleccidin de los Py J(t) correspondientes

a la submatriz Pll(t).

La farma de la matriz P(t) que satisface la condicidn (3)

datermina la forma de la matriz de intensidad Q. -
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Para 1¢S5, jJe ™ , las intensidades a; i son arbitrarias.

Para ieSc las relaciones entre las a; 3 se cbtienen de

(s) :

ieA(r) Jr
2. q. +q,, = 2 q,+q | (6)
Ke aChY ik i.j Keo\(p ik !‘J
1ecA(r) J=r
-q,+ £ _0q,+9,_ =2 q, -q
1 veamik ir | Lo,k r
kK3l

Ademas cuando A(Jj) = @

: c
q:l..qurj para J;‘r‘, .j{;S y cada i¢8

Esto significa que los elementos de 921 'y 922 son arbi-

trarios. En & 5 1 para filas en el mismo A(r) , los elementos de la

1

columna ¢ , donde A(J) = @ , valen todos Apge Los elementos de las

‘otras columnas con A(3) # @ deben ser confrontades con los elementod

corregpondientes de Q de acuerdo con la ecuacidn (8)« Por tanto

11

la restriccidn es fundamental en 912 con alguna flexibilidad .en Qll'ﬁl

Apliquemos el mecanismo de reemplazamiento descrito en el

capitulo 2 a la matriz Q que satisface la condicidn (3):

La transformacidn ¥ del espacio de estados T en S co-
rresponde , de hecho , a una perturbacidn de la cadena original si-

gulendo la matriz ds reemplazamiento R dada por ¥ . Cada fila de 1(3
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submatriz H12 tiene todos sus elementos iguales a cero salve uno

que vale 17 £s decir s para 1e8° Jes
i ve Ay
Al
N | ; (7)
o ¥ AQY) '

Ademds Rll =0 = 321 ya que ningun elemento de Sc es el transfor-

mado de alguno de F . Y R =1I pussto que ¥Cr=tv para 1 es:“'

22
Teniendo en cuenta (7) , la condicidn (5) puede escribirse

en forma matricial como
- +
Pp(t) RyvPoo(E) = Ry [Py (£) R+ Po,(E) ) ()

y la solucidn dada al proceso madificado en S por la ecuacidn (4)

pueds escribirse como

* ‘ PN
Poo(t) = Py, () R +P (£) (o)
de donde
. | |
= +
o2 = 8 Po* 8 (10)

que coincide con la expresidn de sz dada en el modelo de pertur-
bacidn , es decir , la transformacidn del espacio de estados consi-
derada por Dynkin es equivalente a un modelo de reemplazamiento con

matriz de reemplazamiento dada por (7).

Vamos a comprobar que la solucidn P:Z(t) dada en (9) sa~-
tisface la ecuacldn Forward en S.

= Poalt) =S (P (8) A F R (6) )
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(t) = (le(t) 1* Poplt) 8y ) Rpy

(t) Ty 2 (%) R12 obb Poo
P =
+ (P (8) Byp+ Pp(t) Gp) = Py (€) (@) Ryt )+P22(t) (8, Rjp+8y)
ok ’1' ¥
_— P = P
. (t) 21(%) Ryp Bp+ Poplt) 8
A
TS Pzz(t) = Pzz(t) Qza
i
De la solucidn de la cadsna modificada dada en (4) y la so~
lucidn dada por el teorema 2,3.1 se deduc& que
13
) S Cu Ce-3) ’fkjcs\ ds = S ?;,KU'J
s 3 KkeAl())
de hecho los elementos de ey (t) tienen @ina forma especial cuando
se verifica la condicidn (3) , ya que par (10) l
¥ o= £ »
ﬁcj g ‘1»\) = Giw L,AES
KeAQd
Lema 4,2,1
Suponiendo que se verifica la condicidn (3)
(11)

¥ (¢) R12+PI2(1:) = P (£) R+ P (£)

Demostracidn:

Consideremos la segunda ecuacidn resolvente
of of ¥A o
CU=U-U

y de

ot i
€=U (a*-aq)
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'se deduce gque . ,
. o %A o ¥ - o oL
Ll:d - du = - dvl‘: ©a d\\ + \jtl &‘Q‘l L.(').\ = - d‘_" CG:J{_U\( - 9‘2d2\1

H

: ' R %k
. ] B
JT;( - dlz - dt’: @24 [\J?(z - Ry2 \J;f—‘) =(2\ = -dn @z‘[,’andu'ur“]a

y por eliminacidn

Yol ol
-—U:O( R o+ L'-yf R = diz - den

de donde

<«
«? ¥ R o
Un +- du Rz = da R + d.;_

Por tanto

% ¥
A Plz(t)-rPll(t) 812 = Pll(t) 912+ Plz(t)

Supongamos ahora que la cadena original es ergbddica y sean
* * :
Ey E las matrices limites de P(t) y P{%) respectivamente.

entonces se verifica el siguiente tearemat
Teorema 4;é.1

Si se verifica la condicidn (3) , entonces la matriz limite

de la cadena modificada verifica las siguientes relaciones

¢ ¥

o Bl By =0

% | "
Eio = Bi1ov By Py Bop = Exp ¥ By Ayp

éé decir
¥ = | Le Tt Ve Sc )
8y=9 * J (12)
*
~ = = ~ . M
oy = 8y = 8y é_ek et j€8
keAg)
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Demostracidn:
Consideremos la ecuacidbn (11)
p¥ (t) R,_+PY (t) =P _(t) R, +P (t)
.11 12 12 11 12 12

tomando limites se deduce que

* EX =E._ R +E

Ey1 Pio* Byp = By Byp* Epp

pero

Rva v
Ejp =0 =Ey

ya quea1S° es transitoria la cadena. De donds

¥ =

12 Ell :

‘e
12 E12

Consideremos la ecuacidn (9) -
p* () = P_ () AL_+P_(t)
22 21 12 22

tomando limites se deduce que

E¥ = E

22 21H

12" Eoo

El teorema 4,2,1expresa la matriz limite de la cadena mo-
dificada en terminos de la cadena original,cuando ambas son ergbdicas,

mediante la relacibdn
¥ ' :
E=ER (13)

De'la relacidn (13j y el tgorema 2;5:3 se deduce que, cuan
do la matriz de transicidn de la cadsna origihél verifica la cbndici_
on (3) , el‘potencial ergddico Zz verifica la're;éﬁibn

CZ=e(R=~1I) o -
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4,3.APLICACIONES

4;3;1.Estudio de un caso prictico,

CGonsideremos la cadena de ﬁarkov homoganea X = (Xt', O¢tem)
con matriz de transicidn P(t) satisfabienda 1a condicidn (3) dada
en el apartado anterior , schre el espacio de estados discretofi:(0,1,2)
| y tomemos S = (1,2). Transformamos el espacio de estados mediante

la aplicacion Y definida de " a § por

¥ (o = &

KCL) = A

¥y = 2

y comprobemos los resultados del apartado anterior , es decir, la so-
lucidn para la nueva cadena modificada dada por Dynkin (DYNKIN,1965)

coincide con la’obtenida medianta el mecanismo de perturbacidn en el

tecrema 2.,3.1.

Siguiendo con la notacidbn anterior
A(1) = ¢

A(2) = (o)

La condicidn (3) se transfarma en:

Para i =0, Y (i) =2 por tanto si buscamos 1i' tales
—que ]r(f) a 2 , debe ocurrir que i'= g,2.

Sea i'= 2 ya que 8l caso de i'= 0 nos llevaria a una

identidad. La condicidn (3) entonces indica que
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para § =1  p,(t) = p,, (t)
para § =2 py,(t)+pgy(t) = p22(1=')'+ Poglt)

Para 1 =1, W(i) =1 par tanto 1'=1 y la condicidn

(3) impuesta se convierte en igualdad.

Para i =2, ¥(i) = 2 por tanto 1i'= 0,2, Sea 1'=0 1la

condicidn (3) entonces toma la farma

Poo(t)+ Pplt) = o) +py(t)

De donde , en cualquiera de los casos , la condicidn (3) se reduce a

Py (t) = Py ()

(14)
Pao(t) +Pop(t) = p(€) s pge(t] |
lo que quiere decir que los slementos ca P21(t) y P22(t) son arbi

trarios , y los elementos de Pll(t) tambien los podemos tomar arbi-

trarios quedando entonces impuestos los elemntos de Plz(t).

Relaciones andlogas verifica la matriz de intensidades Q.

Fijemos .

—+0
-
[o}

\

Ip.
2 Quy = -Cprdy

Y2 T
| | o0
QT-'ZO = ©
= %az = “j-'-
Si_.‘ll ::‘ )-L
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entonces

oz = g0t Oz " %p T SO
de donde

- > > o
@ = /“ -—((\bf\ 4

° A

y aplicando el teorema de Dynkin para la transfarmacidn del espacio
de estados (DYNKIN 1965 ) , la solucidn de la cadena modificada medi-

ante la transformacibn Y viene dada por:

* -
p.,(t) = p.(t)
il il 4=1,2

prz(t) = B, ,(t)+p, o (£)

Apliguemos ahara el mecanismo de perturbacion expuesto en el

capitulo 2 . La magriz R definida por la transformacidn ¥ viene

dada por
A
Q= o L ©
Q o L

¥
de donde sz- tendrd la forma

¥ 2@ A_+Q

022 21 12 22
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]

- (P;*f‘ _AB ' (}:)co 2)
. ia » (» (A’j“) \ ( C) .

-~ + (A-l. bl
A A
oo

Entonces la matriz de intensidad de la cadena modificada Q.

viene dada por

s

9 - - CA+ (t“r)*’

< ); -.j,,

El nucléo de compensacidn limite tendrda la forma

. o 8] Q
c ey = ¥ - '
5] e ‘)* (o] ).L
0. Q o
. /_; f" e o J_L’r:.(k,)
¢ ey

PR e e

\ Johw
~ Tzlﬁh\ o

f)L ’Tf‘Cz\’

de donde los elementos de las columnas J carrespondientss a A(J) =0,
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je s , valen cero , debido a la condicidn (3) impuesta.

Del teorema 2.3.1 1la soclucidn dependiente del tiempo para

la cadena modificada viene dada por
: | . |
P (t) = P(t) + ) C (t -s) P(s) ds
‘ 0
ypara 1, jJeS

t
v - .
~ . - . - - -~ ] Cks
‘F. ‘ (h\ = ’rt Ct») + ) )A TC\ (b 5\ ‘ ro’] (S\ F?h (_5

de donds

‘ | t
'\’t\ ey = ?;. e s ) .}L T:. G- (’?o: () +\')h(s\_‘) d¢

pero de (1)

Py (8) = £y (e)

y por tanto la integral se anula , de domde
¥ .

Anélogamente

¥

£ .
2 ey = ?CZ Lt,) & ) )_\ Tt‘ (k_&j l.-_- ?&Q ) + ’r31C5')] cl$ -

o

| ] S .
G S VS IR R T S I R R SRS B

ya que
¥ % s
polt) =0 y pil(t) = p,,(%)

y por tanto

Pyalt) = 1 = Byo(t) = pY(£) o= py (€ 4y (£) 4oy (8) = gy (4]
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de donde

Py (t) = b, (t)+ p,,(t)

Esto muestra la squivalencia entre los dos procedimientos ,‘y
como se simplifican los resultados cuando la matriz de transicidn de

la cadena ariginal verifica la condicidn (3).

Estudiemos ahora la distribucibn ergddica.
Para la cadena ariginal la matriz limite E debe verificar

la relacidn

EQ@=0
dé donde
6o @& ey | - P p°
ee @i €, B Ay A - O
o e €q o J* ; 7);
y por tanto

~jJ~ 20 +).L Qt = ©
S e - lA+J;\ ey 4»); €q :<5
d e.' "‘}A QQ__-_Q.

de donde
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y de

l=e ve +e

0 1 2
se deduce que
21 €0+ é. o = A
)J-
de donde
<o = ‘-)—‘—— - Q\
z\+2)*
A
a =

) A-}Q'}»

Por el teorema 4,2,1 la distribucidn ergbdica sobre S para

la cadena modificada viene dada por

*
Eop = Egot E5y Rys

es decir
e*j = ,e:s + i.. €ex
ke AC))
de donde
Q*; \:. el
e"a = QQ, “‘ e-l
e“" - _..ﬁ-—-

*
. Q“Q -
A'l-l}l-

= 0 por ser la cadsena transitoria sobrs Sc.

Aplicando el mecanismo de perturbacibn , la distri-
bucidn limite de la cadena modificada , E , viena dada par
E* E+C 2 :
(1s)
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siendo C el nucleo de compensacidn limite y Z el potencial ergd-

dico definidos por

¢ = Wue ¢ D
k-

3 :"l).o[_?ba ) dt

es dacir ~

{ R N X
Clo = BLu Ciol) =z G —).x?“ ey = ..)* e,

k-0 R

- t-2

x

N - ) C.¢ Yy o= W X 5y = <
Cia = é—‘-"’-: i (o t-)k:; },\?“C&. )A ’l

La relacidn (15)puede escribirse entonces .como:

Q:‘o :.QQ +).LQ‘( C'{zo— Too)
e = e. +)4e*; ( zou - '{ct) (lﬁ)

6‘; =  €q % ‘)49}1 (aa - %o2)

Al verificar la matriz P(t) 1la condicidn (3) , la matriz

2 satisface las siguientes relaciones
20 ‘
Coe +"€on.=) (oo (x\-q,g+1)°100~22.]c“9 z
R )

V)
- 50 {P:zo ey ?az () - & - ey = a0 + Cag

) ot \
LTI N (PP Y ST, WV

Entonces de (16)y teniendo en cuenta gue la cadena modificada es tran

sitoria en Sc s S8 deduce gue
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O = €Jo.~\r )-t Q‘*‘ '("E.zo - %oo) ' - }(17)

e:, = €4 & j* Q—.‘A (e - ®od ) (19)

‘ﬁe ,(17), teniendo en cuenta (18]53 deduce que

e

).\QL

Ttae - oo = -

y sustituysndo en (19)

¥
82 = 82-\:- 80

y par tanto,como e_ = e para la cadena original ;

0" %
. 0

80(
N

. "%
* =

8y = 851 8

que coincide con el resultado del Eeorema‘4;21 y musstra la equiva-
lencia entre dicho tearema y el afialogo del modelo de perturbacidn ,

teorema 2.5.3 ;

4,3.2. Estudio del sistema de colas M/M/1 .

En este epigrafe utilizaremos los resultados obtenidos en el
apartado anterior , vy ya aplicados en 4,3.1 en un caso particular,
para el estudio de algunas medidas de efectividad de un sistema.de

colas M/M/1.
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Vamos a calcular la distribucidn de la longitud de la cola
M/M/1 de forma simple perturbando una cadena de Markov gue verifique

1a condicidn (3) dada en sl apartado anterior.

Consideremos la cadena de Markov homogénea X = (Xt y 0¢teou)
con matriz de transicidbn P(t) definida sobre el espacio de estados

fl =(0,1,2,...) y generada por la matriz de intensidad

-AI o A o ...
9 = k).. i-(A*j.\ a o ---

[e) )J» -(A+}.\ AL,

Sea S° = {D} y consideremos la matriz de reemplazamiento

R definida por

'a) A O Q
q2 = le} i o o - -
o [s) -l 0 -

¥ « 7t —s §

definida por

C
o
wn

g (VY =
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- Vamos a comprobar que la matriz de transicidn P(t) satis-

face la condicidn (3) , o, en farma matricial , la condicidn (8)

Q;\Q\Q_ + Dy = - A (Lo o...'\—\—(o Ao...’): (—AOO...)

‘ j‘ i "'(Aff») A o . - .
Cg.’é\ Q‘ﬁ“'@«&l‘- g (A oo.,.\}— M —(«\*]A ;\
'= ok hpe
- 4 A o . ..
t?m R + (@QQ_ - ).\. __(Av,) A . _
o }.‘ —(AM) - - -

@Iz (:Lg.’!l Qv)_ -+ @32] = (~ A (o] (o R, \

de donde

-+ =
89 Ryot Gy, = By, (8, Ry +0,) -

y por tanto
' + ( = E |
F.ll(t) l:'12 P12(t) l:‘12 (P21(t) F‘12+ Pzz(t))

Entonces la solucidn de la cadena modificada dependiente del tiempo

viene dada por (9):
para 1i,J€S

9:2(1:) = 922(1:)+921(t) “12
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Po ey P2 Y .- '1‘°(x\

e | s Gy - (%) .t o o, ..

’?.'12 W = '?2‘ 'i ?1:1 \ > Tj.m ( ' )
' ’Pu(.t\ P ey .o [Polld © o. ..
(‘):‘1 by = TQ\ ) Fnlz ey -- . Y ?QO’L&\ o O - --
l ,
’Pn Gy & T'c D ‘Pn. ey l?.3 () F}q(k). -

% i

Poa 0 7 [ tar o Teo O P2 O math paeto.
de donde

. A
p,.{t) = p . (t) +p, () o
il . il io i = 1,2.3,4...-

¥ .
pij(t) = pij(t) J = 2,3,4,...

+
Y la matriz Q22 de la cadena modificada tiene la forms

* .
8y = 858, Ay

. ,-G—\»J,ﬂ A o ... )"‘
O3z = g S b 2 [0\ (tee. )
o Pt °
-~ (A ) d (=) )—l o O
®ﬁ6 ) > -{Av) & . - & O o - -
2 - ° IR P 5 09% - -
- A A © . ..
%
A B AR

o }-\ (AR~ - L

) “ v o
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generador de la cola M/M/1 , Luyego la sclucidn dada antericrmente
corresponde a la distribucidn de la cola M/M/1 , donde las p, J(t)
son faciles de calcular a partir de las ecuaciones de Chapman-kol-k

mogorov para la cadena original.

Para el cdlculo de la distribucidn srgddica de la cola
M/M/1 calculemos antes la distribucidn ergddica de la cadena origi

nal.(Suponemos para elleo que L 1) .

EQ=20
de donds
L0 @ € eg . _ . - A e A o .+ -.
€0 €. e .- . . e
Q /.L (A?n A o .0
e\ €a - . . o )} —(A"}‘} D
de dondd

- A o “+ )-l Q. = Q
- ((\*\}-‘) e, + )4 €2 = O
Aes + Aoy — (A*f') e, 4-),23:0

r_\ ea -+('—(A+}tﬂ_ea + }... 24y = © |

A{ej-,_ - (c\+)n Q- ~L).x e’{: o

y por tantao
€| - e €o
N , 4
ey = @ (gad eo 0 Q-)‘L
. G-t
ey = eJ (p+) eo
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Al ser la distribucidn ergddica

30+-el+ 324-...-+e 4 eve 1

J
de donde
o 3t
L= € +« peo+ £ (@+0) 0 eo
: =2
o -
4 = €o L+ @ + (e —
( o )
y por tanto
G- €y
o = —
(|+e\
e = e ___g‘-eﬁ)
(Hp\
j= 1
¢ = Ci-g> @’ imz

y del tecrema 4.2.1

e‘o = O
e, L eo+ e = +-0

3t
ej = Cu-@> e’ yn2

&
!
"

de donde la distribucidn ergddica de la cola M/M/1 viene dada por

X -t

Q:\:(l—e) e :‘:].2,...

y ha sido calculada usando solo resultados de la cadena ariginal;
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