
XX Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones
X Congreso de Matemática Aplicada
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Resumen

En este trabajo presentamos el estudio del problema de transmisión del calor que
se produce en el proceso de ablación de la córnea humana por radiofrecuencia, tal es
el caso de la queratoplastia conductiva para la corrección de la hipermetroṕıa y/o el
astigmatismo mediante el empleo de electrodos intracorneales de muy pequeñas di-
mensiones. En estos casos, las distancias de interés son lo suficientemente pequeñas y
los tiempos de excitación lo suficientemente cortos, como para que el estudio de mode-
lado de la transmisión de calor deba contemplar la ecuación hiperbólica de transmisión
del calor en lugar de la parabólica o clásica.

1. Introducción

Es cada vez mayor el número de trabajos en los que para abordar el estudio de un
problema de transmisión del calor se utiliza el modelo hiperbólico, en lugar del clásico o
parabólico. El modelo clásico de Fourier supone una velocidad infinita de transmisión del
calor y la existencia de flujos de valor infinito. Aunque estos inconvenientes f́ısicos no han
supuesto una barrera para utilizar el modelo en multitud de aplicaciones ordinarias a la
Ingenieŕıa, śı que se encuentran disparidades entre los resultados teóricos obtenidos con el
modelo y la experiencia en situaciones f́ısicas en las que se aplican grandes cantidades de
calor en pequeños intervalos de tiempo.

Con el creciente desarrollo de nuevas tecnoloǵıas es cada vez mayor el número de
situaciones f́ısicas de estas caracteŕısticas (como por ejemplo el procesado de materiales
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mediante pulsos de láser o la irradiación electromagnética de sólidos). En estos casos el
empleo del modelo hiperbólico subsana los errores del clásico. El modelo hiperbólico supone
una velocidad finita de transmisión del calor y la existencia de flujos de valor finito. La
ecuación hiperbólica del calor en el caso de materiales isótropos es (ver [3])

∂T

∂t
(x, t) + τ

∂2T

∂t2
(x, t) = α ∆T (x, t) +

1
ρc

(
Q(x, t) + τ

∂Q

∂t
(x, t)

)
, (1)

donde T es la temperatura, x y t la variables espacial y temporal, respectivamente, τ el
parámetro de relajación, ρ la densidad, c el calor espećıfico, α la difusividad y Q las fuentes
internas de calor.

Estamos interesados en el estudio del problema de transmisión del calor que se produce
en el proceso de ablación de la córnea humana mediante radiofrecuencia, tal es el caso de
la queratoplastia conductiva para la corrección de la hipermetroṕıa y/o el astigmatismo
mediante el empleo de electrodos intracorneales de dimensiones muy pequeñas. En estos
casos, las distancias de interés son lo suficientemente pequeñas, y los tiempos de excitación
lo suficientemente cortos, como para que el estudio de modelado de la transmisión de
calor deba contemplar la ecuación hiperbólica. Aśı, el objetivo de esta comunicación
es obtener la solución anaĺıtica del problema de ablación en la cornea bajo el punto de
vista del modelo hiperbólico y compararla con la obtenida con el modelo parabólico. El
interés de este trabajo se basa en que los modelos matemáticos propuestos hasta la fecha
para la predicción de la temperatura corneal durante el calentamiento con radiofrecuencia
no contemplan la transferencia de calor con velocidad finita. El modelo que presentamos
permitirá una mejor estimación de la temperatura, y por lo tanto, una mejora en la
comprensión de los fenómenos biof́ısicos implicados en estas terapias.

2. Planteamiento del problema

Con objeto de poder abordar el problema de forma anaĺıtica hemos considerado un
modelo que supone una simplificación del escenario real. En concreto hemos considerado
un electrodo activo esférico de radio 45 micras, incrustado en el tejido corneal que se
supone de extensión infinita. En un punto en el infinito se situaŕıa el electrodo dispersivo.

Es natural en el problema que vamos a estudiar el empleo de coordenadas esféricas
en la ecuación (1), siendo todas las variables independientes de los ángulos esféricos. La
fuente de calor viene dada por la expresión

Q(r, t) =
Pr0

4πr4
H(t) ,

donde H(t) es la función de Heaviside, P la enerǵıa aplicada y r0 el radio del electrodo.
Aśı, la ecuación de gobierno del problema es

−α

(
∂2T

∂r2
(r, t) +

2
r

∂T

∂r
(r, t)

)
+

∂T

∂t
(r, t) + τ

∂2T

∂t2
(r, t) =

P α r0

4 π k r4

(
H(t) + τδ(t)

)
, (2)

siendo k la conductividad térmica
(
α = k

ρc

)
y δ(t) la distribución de Dirac.
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Las condiciones de iniciales y de contorno son

T (r, 0) = T0 ,
∂T

∂t
(r, 0) = 0 ∀r > r0

ĺım
r→∞T (r, t) = T0 ,

τ ρ0 c r0

3 k

(
1
τ

∂T

∂t
(r0, t) +

∂2T

∂t2
(r0, t)

)
=

∂T

∂r
(r0, t) ∀ t > 0 . (3)

Para obtener la última condición de (3), junto con la expresión del flujo hiperbólico (ver
[3]), se ha hecho una simplificación adicional consistente en suponer que la temperatura
del electrodo es constante en todos sus puntos, con lo que el calor que entra en él por
unidad de tiempo se puede calcular mediante la fórmula elemental

ρ0c0
4πr3

0

3
∂T

∂t
(r0, t) ,

siendo c0 y ρ0 el calor espećıfico y la densidad del electrodo. Adimensionalizamos el pro-
blema utilizando las siguientes variables

ρ :=
r

r0
; ξ =

α t

r2
0

; λ =
α τ

r2
0

; V (ρ, ξ) =
4 π k r0

P

(
T

(
r0 ρ,

r2
0 ξ

α

)
− T0

)
;

donde T0 es la temperatura ambiente. La formulación del problema adimensional es

−
(

∂2V

∂ρ2
+

2
ρ

∂V

∂ρ

)
+

∂V

∂ξ
+ λ

∂2V

∂ξ2
=

1
ρ4

(
H(ξ) + λ δ(ξ)

)
(4)

V (ρ, 0) = 0 ,
∂V

∂ξ
(ρ, 0) = 0 ∀ρ > 1 (5)

ĺım
ρ→∞V (ρ, ξ) = 0 ,

∂V

∂ξ
(1, ξ) + λ

∂2V

∂ξ2
(1, ξ) =

3
m

∂V

∂ρ
(1, ξ) ∀ ξ > 0 , (6)

siendo m = ρ0 c0
ρc . Tomando transformadas de Laplace L(ρ, s) := Lξ[V (ρ, ξ](ρ, s) respecto

a ξ obtenemos

−
(

∂2L

∂ρ2
+

2
ρ

∂L

∂ρ

)
+ (s + λ s2) L =

1
ρ4

(
1
s

+ λ

)
(7)

ĺım
ρ→∞L(ρ, s) = 0 , (s + λs2)L(1, s) =

3
m

∂L

∂ρ
(1, s). (8)

Utilizando la nueva función z(ρ, s) := ρ L(ρ, s) y el método de variación de las cons-
tantes llegamos a la solución general de (7)

L =

(
− 1

2
√

A(s)

(
1
s

+ λ

) ∫ ρ

1

e−
√

A(s) u

u3
du + M1(s)

)
e
√

A(s) ρ

ρ

+

(
1

2
√

A(s)

(
1
s

+ λ

) ∫ ρ

1

e
√

A(s) u

u3
du + M2(s)

)
e−
√

A(s) ρ

ρ
, (9)
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donde A(s) = s + λ s2 y M1(s) y M2(s) son funciones que verifican las condiciones de
contorno (8)

M1(s) =
1

2
√

A(s)

(
1
s

+ λ

)∫ ∞

1

e
√

A(s) u

u3
du

M2(s) = − e2
√

A(s)

2
√

A(s)

(
1
s

+ λ

)
mA(s)− 3

√
A(s) + 3

mA(s) + 3
√

A(s) + 3

∫ ∞

1

e−
√

A(s) u

u3
du.

Introduciendo el valor de estas funciones en (9), la temperatura adimensional será la
transformada inversa de Laplace

V (ρ, ξ) : = L−1
s

[
1

2 ρ

(
1
s

+ λ

) [
e
√

A(s) ρ

√
A(s)

∫ ∞

ρ

e−
√

A(s) u

u3
du +

e−
√

A(s) ρ

√
A(s)

×
( ∫ ρ

1

e
√

A(s) u

u3
du− e2

√
A(s) mA(s)− 3

√
A(s) + 3

mA(s) + 3
√

A(s) + 3

∫ ∞

1

e−
√

A(s) u

u3
du

)]

= L−1[F1] + L−1[F2]− L−1[F3]. (10)

Aśı, tenemos que calcular la transformada inversa de F1, F2 y F3. En primer lugar

L−1[F1] = L−1

[
e
√

A(s)ρ

2ρ
√

A(s)

(
1
s

+ λ

) ∫ ∞

ρ

e−
√

A(s)u

u3
du

]

=
∫ ∞

ρ

(
L−1

[
1
s

e
√

A(s)(ρ−u)

√
A(s)

]
+ λL−1

[
e
√

A(s)(ρ−u)

√
A(s)

])
du

2ρu3
=

y por el teorema de traslación de las transformadas de Laplace y la fórmula (36) de la
sección 5.6 del caṕıtulo 5 de [2]

=
∫ ∞

ρ
H

(
ξ −

√
λ(u− ρ)

) (
λe−

ξ
2λ I0

(
1
2λ

√
ξ2 − λ(u− ρ)2

)

+
∫ ξ

√
λ(u−ρ)

e−
v

2 λ I0

(
1
2λ

√
v2 − λ(u− ρ)2 dv

))
du

2
√

λ ρu3
=

=
∫ ρ+ ξ√

λ

ρ

(
λe−

ξ
2λ I0

(
1
2λ

√
ξ2 − λ(u− ρ)2

)

+
∫ ξ

√
λ(u−ρ)

e−
v

2 λ I0

(
1
2λ

√
v2 − λ(u− ρ)2 dv

))
du

2
√

λ ρu3
. (11)

Procediendo de forma análoga al cálculo de la inversa de F1 obtenemos

L−1[F2] =
∫ ρ

1
H

(
ξ −

√
λ(ρ− u)

)(
λ e−

ξ
2 λ I0

(
1
2λ

√
ξ2 − λ(ρ− u)2

)

+
∫ ξ

√
λ(ρ−u)

e−
v
2λ I0

(
1
2λ

√
v2 − λ(ρ− u)2

)
dv

)
du

2
√

λ ρ u3
=
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= H

(
ρ− ξ√

λ
− 1

) ∫ ρ

ρ− ξ√
λ

(
λ e−

ξ
2 λ I0

(
1
2λ

√
ξ2 − λ(ρ− u)2

)

+
∫ ξ

√
λ(ρ−u)

e−
v
2λ I0

(
1
2λ

√
v2 − λ(ρ− u)2

)
dv

)
du

2
√

λ ρ u3

+ H

(
ξ√
λ
− ρ + 1

) ∫ ρ

1

(
λ e−

ξ
2 λ I0

(
1
2λ

√
ξ2 − λ(ρ− u)2

)

+
∫ ξ

√
λ(ρ−u)

e−
v
2λ I0

(
1
2λ

√
v2 − λ(ρ− u)2

)
dv

)
du

2
√

λ ρ u3
(12)

donde I0(z) denota la función modificada de Bessel de orden 0.
El cálculo de L−1[F3] resulta ser el más complicado y sutil del art́ıculo. Para ello se

utiliza el teorema de convolución en la forma

L−1[F3] =
∫ ∞

1
L−1

[(
1
s

+ λ

)
e−
√

A(s)(u+ρ−2)

√
A(s)

mA(s)− 3
√

A(s) + 3
mA(s) + 3

√
A(s) + 3

]
du

2ρ u3

=
∫ ∞

1

(
L−1

[
e−
√

A(s)(u+ρ−2)

√
A(s)

]
∗ L−1

[(
1
s

+ λ

)(
1− 6

√
A(s)

mA(s) + 3
√

A(s) + 3

)])
du

2ρu3
.

La primera inversa que aparece en la expresión anterior es

G(ρ, ξ, u) : = L−1

[
e−
√

A(s)(u+ρ−2)

√
A(s)

]

= H
(
ξ −

√
λ
(
u + ρ− 2

))e−
ξ
2λ√
λ

I0

(
1
2λ

√
ξ2 − λ(u + ρ− 2)2

)

= H
(
ξ −

√
λ
(
u + ρ− 2

))
G1(ρ, ξ, u) . (13)

Para calcular la segunda inversa

L−1

[(
1
s

+ λ

)(
1− 6

√
A(s)

mA(s) + 3
√

A(s) + 3

)]

=
(
1 + λδ(ξ)

)− L−1

[(
1
s

+ λ

)
6
√

A(s)
mA(s) + 3

√
A(s) + 3

]

utilizamos la fórmula de Bromwich, mediante el circuito habitual en el caso de tener puntos
de ramificación. En nuestro caso tales puntos son s = 0 y s = −1/λ y además existen dos
polos simples

s1 =
1

2λm

(
−m−

√
m2 + 2λ

(
9− 6m +

√
81− 108m

))

s2 =
1

2λm

(
−m−

√
m2 + 2λ

(
9− 6m−√81− 108m

))
.
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interiores al contorno de Bromwich. Obsérvese que s1 y s2 son números reales si 0 ≤ m < 3
4 .

Como las situaciones prácticas más frecuentes están cubiertas con este caso, a partir de
ahora supondremos que el valor de m está en este intervalo. Llamando

r1 =
1√
2m

√
9− 6m +

√
81− 108m ; r2 =

1√
2m

√
9− 6m−√81− 108m

y utilizando el teorema de los residuos se obtiene

R(ξ) : = L−1

[(
1
s

+ λ

)
6
√

A(s)
mA(s) + 3

√
A(s) + 3

]
= −12

2∑

k=1

esk ξ (1 + λ sk)r2
k

sk(1 + 2λ sk)(2rkm− 3)

− 6
π

∫ 0

− 1
λ

es ξ 1 + λ s

s

(
m(s + λs2) + 3

)√−s− λs2

(m(s + λs2) + 3)2 − (s + λs2)
ds .

De (13) se tiene que

G(ρ, ξ, u) ∗ (
1 + λ δ(ξ)−R(ξ)

)
=

∫ ξ

0
G(ρ, ξ − v, u)(1 + λδ(v)−R(v)

)
dv

= λG(ρ, ξ, u) +
∫ ξ

0
G(ρ, ξ − v, u)

(
1−R(v)

)
dv

y por tanto

L−1[F3] =
∫ ∞

1

(
λG(ρ, ξ, u) +

∫ ξ

0
G(ρ, ξ − v, u)

(
1−R(v)

)
dv

)
du

2ρu3

= H

(
ξ√
λ
− ρ + 1

)∫ ξ√
λ
−ρ+2

1
(λ G1(ρ, ξ, u)

+
∫ ξ−

√
λ(u+ρ−2)

0
G1(ρ, ξ, u)

(
1−R(v)

)
dv

)
du

2ρu3
. (14)

Concluyendo, la temperatura adimensional que queŕıamos calcular V (ρ, ξ, λ,m) se ob-
tiene a partir de (10), (11), (12) y (14).

3. Comparación con el modelo parabólico

Para comparar los resultados anteriores con los obtenidos con el modelo clásico de
Fourier calculamos la temperatura parabólica TF (r, t, m) para el mismo problema. Uti-
lizando las mismas variables adimensionales ρ y ξ, la temperatura adimensional de Fourier
VF (ρ, ξ,m) es la solución del problema

−
(

∂2V

∂ρ2
+

2
ρ

∂V

∂ρ

)
+

∂V

∂ξ
=

1
ρ4

V (ρ, 0) = 0 ,
∂V

∂ξ
(ρ, 0) = 0 ∀ρ > 1

ĺım
ρ→∞V (ρ, ξ) = 0 ,

∂V

∂ξ
(1, ξ) =

3
m

∂V

∂ρ
(1, ξ) ∀ t > 0 .
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Utilizando los mismos métodos que en el caso hiperbólico obtenemos (si 0 ≤ m < 3
4)

VF (ρ, t,m) =
∫ ∞

1

1
2ρu3




∫ ξ

0

e−
(u−ρ)2

4v√
πv

dv


 du

−
∫ ∞

1

1
2ρu3




∫ ξ

0

(
1− 6

π

∫ ∞

0

(3−my) e−y(ξ−v)

√
y(m2y2 + (9− 6m)y + 9)

dy

)
e−

(u+ρ−2)2

4v√
πv


 dv .

4. Resultados y conclusiones

En las simulaciones empleamos la caracteŕısticas eléctricas y técnicas de la córnea de
un trabajo previo [1] y el tiempo de relajación térmica de 0,1 s. Suponemos un electrodo
de platino [4]. La potencia aplicada fue de 30 mW durante 600 ms y la temperatura inicial
35◦C.

La figura 1 muestra que al comienzo del calentamiento con la ecuación parabólica se
obtienen valores más bajos de temperatura que con la hiperbólica, lo cual es altamente re-
levante en las aplicaciones quirúrgicas. Desde el punto de vista matemático, es significativa
la presencia de singularidades de la solución localizadas a lo largo de la recta (en variables
adimensionales) ξ =

√
λ(ρ − 1), que refleja la naturaleza hiperbólica de la ecuación de

gobierno (2).

0.00006 0.00008 0.0001 0.00012 0.00014 0.00016 0.00018
r

40

50

60

70

80

90

T

t=0.05
t=0.03
t=0.01
t=0.05
t=0.03
t=0.01

Figura 1: Temperaturas de la córnea (hiperbólica trazo continuo, Fourier discontinuo)
desde r = 45 10−6 m hasta r = 185 10−6 m en diferentes tiempos.
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