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Resumen

En este trabajo se presenta un algoritmo numérico para la resolucién de problemas
elipticos lineales y no lineales combinando técnicas de descomposicién de dominios con
el método de elementos finitos adaptativo. La principal aportacion de este trabajo es,
pues, la combinacién de técnicas de descomposicién de dominio con técnicas de adap-
tacién de mallado. La ventaja de usar descomposiciéon de dominios esta en el hecho de
que podemos considerar un problema que presente caracteristicas distintas en distintas
partes del dominio, como por ejemplo la no linealidad. Considerando la descomposi-
ciéon de dominio adecuada se ahorra tiempo de célculo y recursos del ordenador, ya
que sélo vamos a resolver un problema no lineal en el subdominio correspondiente. Por
otra parte, la formulacién mediante operadores permite incorporar de manera senci-
lla la adaptacién del mallado a cada subdominio. Para finalizar mostramos algunos
experimentos numéricos.

1. Introducién

La adaptacion de mallado regido por un estimador de error a-posteriori es un ins-
trumento esencial para la resolucién numérica de PDEs, en particular de problemas no
lineales.

Las técnicas de descomposicién de dominio son de gran utilidad cuando se aplican a pro-
blemas que presenten distintas caracteristicas en distintas partes del dominio, como sea
la no linealidad. Distintas técnicas de descomposicion de dominio, con y sin solapamien-
to, pueden ser encontradas en los trabajos de J.L. Lions and O. Pironneau (ver, [5], [6])
asi como ejemplos de aplicacién de esas mismas técnicas de descomposiciéon a distintos
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tipos de problemas (ver, [3], [4]).

En este trabajo construimos un algoritmo que combina un método de elementos finitos
(M.E.F.) adaptativo (método modificado de Uzawa adaptativo) con técnicas de descom-
posicién de dominio, para problemas elipticos. Es decir, hacemos la descomposicién de
dominio que nos parezca adecuada a las caracteristicas del problema que queremos resol-
ver y calculamos separadamente la solucién, mallando cada subdominio de forma inde-
pendiente. En cada subdominio vamos aplicar uno método de elementos finitos adaptativo
(M.E.F.A.) regido por un estimador de error a-posteriori.

Vamos a considerar, un problema modelo lineal estacionario con condiciones de contorno
tipo Dirichlet y descomponer el dominio, en dos subdominios (notar que con base en las
hipétesis que hemos hecho anteriormente es sencillo generalizar este algoritmo al caso no
lineal y a problemas de evolucién).

Nuestro objetivo principal es demostrar la convergencia del método con respecto a la so-
lucién discreta en el espacio correspondiente a un mallado uniforme muy fino.

El resultado de convergencia que hemos obtenido se puede escribir en la forma: Sea (Uj, P;)
la secuencia de soluciones obtenida por el método de elementos finitos del problema modelo
y la correspondiente secuencia de multiplicadores de Lagrange producida por el algoritmo
adaptativo de Uzawa modificado, existen constantes positivas C y § < 1 tales que

lu—Uj|lv + [lp — Pjllm < C&

donde T2 es la frontera interna entre los subdominios Q1 y Qa; [[v|ly = (X2, v %791,)1/2
donde V esta definido en el apartado 2; u y p son las soluciones discretas en un mallado
suficientemente fino.

2. El problema continuo y la descomposicion de dominio

Sean ) un abierto de frontera poligonal de R¢, d=2,3 con frontera suficientemente
regular 9Q; L?(2) el espacio de Lebesgue de funciones de cuadrado integrable. Definimos
H = H}(Q), donde H{(Q) es el espacio de Sobolev de funciones de L?*(Q) en que las
primeras derivadas en el sentido de las distribuciones estdan en L?(Q) y que se anulan en
la frontera 9$; M := L?(T'12), son las funciones de L? definidas en la frontera interna
I'12. A continuacién denotemos por (.,.) el producto interno en L? y {.,,). el producto de
dualidad entre los correspondientes espacios.

Sea a(-,-) una forma bilineal real y continua en H,

a:H x H —R
u , v —a(u,v)

Convenimos, ademds, en que a(-,-) es eliptica en H, es decir, existe a > 0 tal que
a(v,v) > alv||%, Vv e H
y a partir de esta se define el operador lineal y continuo

A:H— H*
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que viene dado por

(Au,v) = a(u,v)

donde H* es el espacio dual de H.
Dada f en L?(Q2) el problema en su forma variacional es,

Problema 2.1 Determinar u en H tal que
a(u,v) = (f,v) Yve H

donde (f,v) = [ fvdz.

El problema 2.1 bajo las consideraciones anteriores tiene solucién tunica, siendo esta
solucién la que queremos aproximar.
A continuacion sin pérdida de generalidad, consideraremos la descomposicion de €2 en dos
subdominios €21 y o es decir, vamos a considerar que el dominio §2 estd constituido por
dos partes distintas 1,0 (ver figura 1), denotemos por I'12 la frontera comin entre ; y
Q5. Y por I'; la interseccién de 0€2 con 0§2;,

Q:(ZlUQQ QN =0 T'9 = 021 N 0Ny I;=00n0; i=1,2

M Mz
M e

M rz

Figura 1: Descomposicién del dominio §2

Resolver el problema modelo en H}(Q) es equivalente a determinar el par {u1,us} tal
que

u; € HY() i=1,2 (1)
U] = us en I (2)
u; =0 en 00 NOY; (3)
Z Viu;.n; =0 en Iy (4)
i=1,2

donde en (4) n; denota el vector unitario, normal a la frontera 9€; (en I';2 tenemos
que n1 + ng = 0). Vamos a introducir algunas notaciones que usaremos a continuacion.
Definimos los espacios

H(},Fi(ﬂi) = {v; € H'(Q;) : v|r, = 0}
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donde
V=[] Hir, ()

A=T[H 3Ty
siendo H _%(Fij) es el espacio dual del espacio de las trazas H %(Fij) definido por
HQ( {,u ,U/_'U’sz’ v EH&,IH(Ql)} (: {IU’ZIU/:’U’Fij7 UGH&IE(Q?)})

Consideremos ahora la formulaciéon Hibrida Primal del problema (1)-(4) que se puede
escribir,

Problema 2.2 Hallar (u,p) € V x A tales que

Z/ vwa/ pv:Z/Qifv Yo eV (5)
/qu,u—O Ve A (6)

coni=1,2 k(z)€ L>®(Q) vy [u] =us — us.

Para resolver el problema 2.2 podemos usar el bien conocido método de Uzawa que aplicado
a nuestro caso particular teniendo en cuenta la descomposicién de dominios se escribe: dado
p™ € A, se calcula u™ resolviendo

Z/ 2)Vu"Vo = /fv—Z/mpv (7)

se actualiza el multiplicador p”, resolviendo

/ p"“uz/ p”u—p/ [u"]v (8)
T2 T2 IBD)

Considerando la formulacién en términos de operadores y la descomposicion en dos
subdominios tendremos,

Ajug +vip=f1 en (9)
Agug — vop = fo en (o (10)
Bu =0 sobre I'iy (11)

donde ~; es una aplicacién lineal y continua definida por

vi: HY Q) — L*(Ty2)

Us — YiU; = uz‘\rlz

Y 71, 75 son las correspondientes aplicaciones adjuntas que verifican

Vpv) = g-1lwyvi) 0 Yo € Hg i (%)

2 2

S
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Asi que considerando las seguientes igualdades

(A0 _ « (M _(w (N
05 8). w75 ()5 -2

la ecuacién (11) se puede atn escribir en la forma,

u
Bu=0<=> (v1,—72) ( 1) =mup —yuz =0

Uz

Es decir, el problema (9)-(11) es equivalente a (12)-(13) que como vamos a ver a
continuacién se puede escribir en una sola iteracién recursiva de punto fijo.

ENE e
(71, —72) (Z;) =0 (13)

En efecto, si eliminamos u en (12) tendremos,

ury AIl 0 f1 . AIl 0 ’Y{
()= (0 ) () -5 ) () o
consideremos aun la siguiente relacién en p :

p=p+ pBu para p>0 (15)

Sustituyendo, ahora, Bu en (15) tendremos

-1 -1 *
p=p+pn,—2) <A6 AZl) (g) — (7, —2) (Aé Azl) <_7;;> p (16)

Vamos definir ahora el operador S': A — A
S :=BA'B*

considerando la definicién de S en la ecuacién (16) tendremos en A la siguiente iteracién
de punto fijo
p=(—pS)p+pBAT'f (17)

dando esta relacién origen al algoritmo adaptativo que vamos a aplicar en cada subdominio
Q1, Qo para el calculo de la solucién del problema estacionario.

Algoritmo 2.1 Dado pg € A y obtenido pj_1 € A, se calcula pj para j > 1
pj = (I —pS)pj-1+ pBA~'f (18)
Este algoritmo serd convergente se existe p > 0 tal que el operador S verifique
o= |I—pSllean <1, (19)

Es decir la convergencia del algoritmo anterior estd asegurada en espacios de dimension
finita ya que en estos espacios S es simétrica definida positiva.
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3. Algoritmo Adaptativo

En esta seccién describimos el método de Uzawa adaptativo-modificado con descom-
posicién de dominios. Para simplificar notaciones llamamos 7 al mallado obtenido por
refinamiento del mallado Tj_1 y que los correspondientes espacios de funciones de elemen-
tos finitos son denotados por (V;,M;) y (V;-1,M,_1). Consideremos el par de sucesiones
de espacios de elementos finitos, encajados de V y M:

VoCVyC...CV;,1CV;C...CVy
MoCMlC...CM]‘_1CMJ‘C...CM] (20)

Para Py € M, g > 0, 0 <y < 1. Dado Pj_1 € M,_1, u; € V; es solucién del problema
auxiliar,

AUj = f - B*f)j',l (21)

que se puede escribir en la forma equivalente
a(uj,v) = (f,v) — (Pj—1,Bv) YveV; (22)

La ecuacién (22) se resuelve mediante un MEF adaptativo, es decir, fijada una tolerancia
¢4, hallar una aproximacién U; en V; solucién de la ecuacién discretizada de (22) es decir
resolvemos

a(U;, V) =(f,V) = (Pj-1,BV)  VV €YV; (23)

tal que
lu; = Ujllv <& (24)

Es decir, construimos V; tal que V;_; C V; C V; y U; € V;, solucién discreta de (22),
verificando,
1Uj — ujllv < Céy, (25)

donde C' es una constante independiente de j y €; < ve;_1.

Una vez obtenido U; actualizamos P;_1 en M; donde M;_y C M; C My, a través del
calculo,
Pj =Pj_1 + pB;U; (26)

siendo Bj : V; — M el operador definido por
B; = Bly, (27)
es decir, la expresién (26) se puede volver a escribir de forma equivalente por,
P; = P;_1 + pBU; (28)

Con el propésito de clarificar el algoritmo, exponemos brevemente las etapas que realiza
en la siguiente tabla, el paso 2 del algoritmo es aplicado de forma independiente a cada
un de los subdominios.



Descomposicién de Dominio y Adaptatividad

Algoritmo Uzawa Modificado Adaptativo con Descomposicién de Dominios
(AMUADD)
Escoger pardmetros p >0 verificando (19), 0 <~y <1, g >0; Fijar
j=1.
1. Dado un espacio de dimensién finita Vjy y aproximacién inicial
Py e M.
2. Calcular U; en V;.
3. Actualizar P; en M, usando P;_; y Uj.
4. Ej < YEj—1-
5. Obtener 7 por adaptacién del mallado 7} ;.
6. jej+1.
7. Ir al paso 2.

4. Convergencia del AMUADD

En este apartado demostraremos que el AMUADD, propuesto es convergente, es decir,
genera una sucesién de soluciones discretas {(U;, P;)};>0 tales que,

lu—Ujllv+ |lp — Pjllm < C& (29)

para una constante C' > 0 independiente de 7, f, P;—1,V; y 0 < 4§ < 1.
Para probar la convergencia de AMUADD hemos de suponer que nuestro algoritmo,
con la estrategia de refinamiento que consideramos, satisface la siguiente condicién

|uj — Ujllv < Ce; (30)

que expresa la convergencia del procedimiento que hemos utilizado en el cédlculo de las
aproximaciones Uj.

Teorema 4.1 Sea p > 0 verificando (19), 0 < 6 < 1, y el procedimiento definido por
nuestro algoritmo en el calculo de U; € V;. Entonces existen constantes positivas, C y
d < 1, tales que las soluciones (Uj, Pj) generadas por AMUADD wverifican,

lu—Ujllv+ |lp — Pjllm < C&

donde (u,p) € Vj x My son solucion del correspondiente problema 2.2, donde se han
sustituido V y M por V; y M.

A continuacién vamos a demostrar que el resultado anterior es cierto, lo que es lo
mismo que decir que nuestro algoritmo es convergente.
En cada etapa j > 1 se resuelve,

Uj S Vj : a(UjaV) = <f¢ V> - (%*17Bv)7 vV e Vj (31)
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que aproxima el problema,
uj €V: a(uj,v) = (f,v) — (B*"Pj_1,v) YveV (32)

es decir
uj € V: Auj=f—-B*Pj_y, enV" (33)

Eliminando u; en (33) y considerando la definicién del operador S se tiene,

uj €V:  Buj=BA'f-SP,_,, €M (34)
y recordemos que p es solucién de la ecuacion

p=(—pS)p+pBA~'f (35)
Sean U; y P; definidos en (23) y (28). Sumando y restando pBu; en (28)tendremos que,
Pj = Pj1+ pB(Uj — uj) + pBu,

Como se verifica la igualdad (34), substituyendo pBu; en la expresiéon anterior viene

P; = (I = pS)Pj—1 + pB(Uj — u;) + pBA™' f (36)

Restando (35) y (36) obtenemos,

p—Pj=—pS)(p— Pj-1) — pB(U; — ;) (37)
aplicando la desigualdad triangular y poniendo o := ||[I — pS||z(as,ar) se tiene,
1P = Pjllm < ollp = Pj—1llm + pl| B(U; — u;)llm (38)

Como B es un operador lineal y continuo existe una C7 > 0 tal que
|Bull < Cillolly  VoeV (39)

donde
P — Pjllm < ollp — Pi-1llm + pC1l|U; — ujllv (40)

Utilizando la condicién (30),

lp — Pjllm < ollp — Pj—1llm + Ce; <
<ollp— Pj-1l|lm + Ceov’

Por induccién se obtiene,

j—1
lp = Pyl < o7 lp — Pollu + Ceo Y _ o'y
1=0
y tomando ¥ := méax{o, v}, se sigue que,
lp = Pillve < 9[lp = Pollua + Cj? (41)
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Sid > 0estal que 9 < § < 1 entonces ji¥/ < ¢/ para j suficientemente grande,
(xa® >0, lim z-a® =0, para 0 < a < 1) se tiene,
T— 00

lp = Pjlle < C&7 (42)

para ciertas constantes positivas C'y ¥ < § < 1. Para obtener una cota similar para
|lu — Uj|ly, observar que,
lu = ujllv < Cllp = Pj-llm

entonces,
lu=Ujllv < llu = wjllv + Uj = ujllv < Cllp = Piallm + Ce;

y se concluye con (42).

5. Experimentos Numéricos

En esta secciéon presentamos un ejemplo numérico obtenido por aplicaciéon de nues-

tro algoritmo AMUADD a la resolucién de un problema lineal estacionario, que ha sido
desarrollado con el freefem++ [1], en una maquina con un procesador Intel Pentium M740
y con 1024MB de RAM.
Consideremos 2 subdominios, un rectdngulo menos un tridngulo unitario Q2 = {(x,y) :
0<x<20<y<l,z+y>1}y un circulo unitario €; centrado en el esquina izquierda
inferior del rectangulo. Este problema presenta distintas caracteristicas en cada uno de los
subdominios: en € tenemos un problema fuertemente convectivo y en {29 un problema
lineal, con condiciones de contorno Dirichlet no homogéneas. El problema estd definido
por las siguientes ecuaciones,

~Au+TVu=0 en O (43)
—Au=1 en (44)
u=1 enl; i=1,2 (45)

con ¥ = (100z, —100y).

En la figura 2, podemos ver en el dibujo de arriba la recomposicién de las soluciones
finales de 21 y 29, en el dibujo de abajo la recomposicién de los correspondientes mallados
finales. En cada paso hemos mallado cada subdominio de forma independiente y que
los mallados obtenidos son distintos en cada subdominio. Se puede observar que al final
tenemos la continuidad de la solucién en la frontera interna I'1o. El tiempo de célculo y
el numero de iteraciones para obtener esta solucion ha sido 9,5 segundos y 12 iteraciones.
En la ultima iteracién la diferencia entre las dos aproximaciones sucesivas verifica,

J+1 _ r7d J+1 _ 77
||U1 U]. ]-»Ql — O2220E—2 ||U2 UQHLQQ

| ‘ = 0- 5420 — 2
107 1,0 103 0

lo que certifica la rapida convergencia del método.
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Figura 2: El dibujo de arriba representa la solucién final y el de abajo el mallado final.
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