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1. INTRODUCCION

La clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes es un problema que
permanece abierto y que no puede ser resuelto [6]. Aunque se conocen las
clasificaciones para dimensiones 6 [7] y 7 [2], casi todos los esfuerzos en este
campo se han reducido al caso particular de las filiformes (véase [1], [4] y [5]).
Estas son algebras de Lie de indice de nilpotencia n — 1, el maximo posible,
si n es la dimensién del dlgebra.

Cuando el indice de nilpotencia se separa mas de la dimensién, el problema
se va complicando. Surge asi la necesidad de considerar invariantes distintos
del nilindice. Si g es un &4lgebra de Lie nilpotente de dimensién finita n, para
todo X € g — [g, g se denota

c(X) = (cr(X), e2(X)s -+ 5 1)

a la sucesidn, en orden decreciente, de las dimensiones de los subespacios
caracteristicos del operador nilpotente adX, donde dicho operador adjunto se
define mediante

adX : g — g
Y — adX(Y)=[X,Y]
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Se denomina invariante de Goze o sucesidn caracteristica de g a

c(g) = sup{c(X): X € g —[g, 0]}

El invariante de Goze indica las dimensiones maximales de los bloques de
Jordan de una matriz nilpotente.

Para cada indice de nilpotencia n — p > 1, surgen asi subfamilias intere-
santes de dlgebras de Lie nilpotentes y que juegan un papel, en cierto sentido,
andlogo al de las filiformes para cada indice de nilpotencia n — p. Se tra-
ta de las de invariante de Goze (n — p, 1, {?), 1), dlgebras que se denominan
p-filiformes.

Para p = n — 1 sélo existe el dlgebra abeliana en cada dimensién y para
p = n—2 se ha probado en [3] que se reducen a las dlgebras de Heisenberg de
dimensién menor o igual a n junto a la parte abeliana correspondiente para
completar la dimensién; resultan ser E(ﬂg—l—) no isomorfas entre si, aunque
las no escindidas, por lo ya dicho, se reducen a la correspondiente dlgebra
de Heisenberg para las dimensiones impares, no existiendo dlgebra alguna no
escindida para las dimensiones pares. El caso p = n—3 también se ha estudia-
do en [3], encontrdndose n — 2 dlgebras (escindidas o no) en cada dimensién.
Estas clasificaciones se hicieron utilizando convenientemente argumentos so-
bre nilpotencia (generalmente, adjunto-nilpotencia), sucesién caracteristica y
p-filiformidad, junto a una adecuada seleccién de cambios de base sencillos.
También, se han realizado dichas clasificaciones mediante extensiones centra-
les adecuadas de algebras de dimensién una unidad menor.

Se describe aqui un método diferente para determinar las dlgebras de Lie
(n — 3)-filiformes por extensién por derivaciones del inico 4lgebra de Lie fili-
forme de dimensién 4, la modelo L4, cuya ley se expresa en una cierta base
{XOa Xl) XZ) X3} por

L4 H [X01X'i] = Xi-l—l) 1 S ) S 2.

Este método parece especialmente apropiado para las dlgebras p-filiformes, en
los casos en que n — p sea pequeno, ya que entonces el dlgebra soporte resulta
ser filiforme de dimensién n — p + 1.

2. LAs ALGEBRAS (n — 3)-FILIFORMES

El algebra de derivaciones del dlgebra modelo L,, es bien conocida y puede
encontrarse, entre otros, en [6]. En particular, se tiene el siguiente
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LEMA 1. Las aplicaciones lineales d; : Ly — L4, 1 < i < 7, definidas,
respecto de una base adaptada de Ly, {Xo, X1, X2, X3}, mediante

61(X0) = Xo, 61(X,) = (’l, - 1)Xi, 1 S ) S 3
52(Xo) = X,

d3(Xo) = X,

54(X0) = Xa,

(55(.X.i) = Xi, 1 7 < 3,

56(X,;) = Xi+1) 1 ) 2,

67(X1) = X3,

constituyen una base del dlgebra de Lie de las derivaciones de Ly, Der(L,).

TEOREMA 2. En dimensién n, (n > 5), hay exactamente n — 2 dlgebras de
Lie nilpotentes (n — 3)-filiformes, reales o complejas, dos a dos no isomorfas
y que se pueden obtener como extensiones por derivaciones del unico dlgebra
de Lie filiforme de dimensién 4. Siendo {Xo, X1, X2, X3,Y1,Y2,... ,Yn_4} una
base adaptada, se pueden expresar sus leyes mediante

g2 [Xo, X)) = X;q 1<i<2 1<q< E(%2)
[Yar—1,Yer] = X 1<k<qg-1

g2 [Xo,Xi] = Xipy 1<i<2 1<s< E(%3)
[X17Yn—4] = X3

Yor-1,Yae] = X3 1<k<s-1

92_2 : [XOaXi] = Xi+1 1 < ) < 2
[Xl’Xz] = Yo

Demostracion. Si se designa por g a un dlgebra de Lie (n — 3)-filiforme de
dimensién n, una base suya puede expresarse como { Xy, X3, Xo, X3,Y;, Y5, ...,
Y,_4}, donde {X,, X;, X,, X3} es una base adaptada del dlgebra soporte L,
y los vectores Y;, 1 <1 < n — 4, estdn asociados a derivaciones adecuadas de
Ly.

Entre éstas no se pueden admitir d3, d4 0 dg, por ser las derivaciones inte-
riores, ni §; o d5, porque, al ser diagonalizables, no darian lugar a un vector
Y; adjunto-nilpotente.
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Tampoco es adecuada d, ya que en tal caso existiria algin vector Y;, 1 <
j < n—4, tal que [X,,Y;] = X; y el cambio de base dado por

Xg = Xo
X; = Y,
X = Xin 25i<4

permite afirmar que el invariante de Goze de g es mayor o igual que (4,1, ... ,1),
luego g no seria (n — 3)-filiforme.

Finalmente, como maximo un vector de los Y¥;, 1 < 7 < n — 4, puede
estar asociado a d7; ya que, si existieran dos Y}, Yy, j # k, se tendria que
[X1,Y;] = X3 y [X1,Y:] = X5 y el cambio de base definido por

X = X, 0<t<3
o= Yo%
Y;‘* = Yr 1S7‘Sn_4 ’ "'7&.7

y * *]
hace que sea [X},Y;*] = 0.
En consecuencia, se ha de verificar que

[Xk,I,i]IL.; = 0 ISZSTI,—‘]: k=0,2,3
(XY, =0  1<i<n-5
[Xl,Yn-—4]|L4 = X3 [AS {0,1}

dependiendo de que todos los vectores Y}, 1 < j < n — 4 estén asociados a la
derivacién nula (e = 0) o n — 5 de los vectores Y; asociados a la derivacién
nula y uno (sin pérdida de generalidad, puede suponerse Y,_4) asociado a d;
(e=1).

Y la ley de g se puede expresar, respecto de la base adaptada anterior,
mediante

n—4
(X X;] = [Xo, Xlle,+ D 05 0<i<j<3
3 nffl
(X, Y] = D ahXpy+) dy, 0<i<3 1<j<n—4
k=1 k=1

3 n—4
Yo¥] = D ehXu+d ¥ 1<i<j<n—d
k=1 k=1
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y donde los escalares afj, 1 < k < 3, vienen determinados por las derivaciones
(a3 ,_4 = €y af; = 0 en otro caso).
Al aplicar los cambios de base definidos por

X = X; 0<i<3 LF ]
n—4

X; = Xj'*'zbgj_])/k
k=1

Yy = Y 1<k<n-—4

para j € {1,2} y exigiendo que la sucesién caracteristica de g no sea mayor o
igual que (4,1,...,1), se demuestra que

bg; =0, 1< <3, 1<k<n—4

Se puede suponer, igualmente, que d’gj =0 paral < j,k <n-—4yaque en
otro caso, el cambio de base dado por

(Xr = X, 0<i<3
Yy = Y,
n—4
< Y'Z* = tz;dfljy't
v: =%
Yy = Y
\ Yvr* = Y, 1<r<n-4 T¢{1a2aj)k}

muestra que X; ¢ [g,9] y

(X5, X;] = Xy 1<i<2
(X5, Y] = Y5

y el invariante de Goze de g serfa mayor o igual que (3,2,1,...,1)
A partir de las identidades de Jacobi en las que interviene X, se demuestra
que ’
bf3=b’2°3=d’2°j =b5, =0, 1<jk<n—4
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y también, por la (n — 3)-filiformidad, que df; = 0 para 1 < j,k < n —4,
resultando ser el dlgebra g inicial isomorfa a una de ley determinada por

[Xo, Xi] = Xin 1<i<2

(X1, X,] = ’gkak (b = b},)

X1, Ys] = eXy ce (0,1}

[Y;, Y] = Cin:ri'ri1 LY, 1<i<j<n—-4 (c;=d)
k=1

Se cumple que Xo+Y; ¢ [g,9], 1 <i <n—>5,y como la sucesién caracteristica
es (3,1,1,...,1) no puede haber menores de orden 3 no nulos. Esta propiedad,
acompainada de un proceso de induccién finita, permite asegurar que

fj=0 para 1<i<j<n—-4,1<k<n-4

Al ser el vector X; adjunto-nilpotente y

( 00 0 00O 0 \
00 0O OO 0
-10 0 00 0
ad(X,) = 00 O 0O €
00 b 00O 0
\ 0 0 b'n,-—4 0 0 . 0
se debe verificar que
-1 0 0
0 0 e|=eby=0, 1<k<n-4
0 b O

De las restantes identidades de Jacobi se obtienen las restricciones que mas
abajo se especifican, con lo que se ha demostrado que toda dlgebra de Lie g
que sea (n — 3)-filiforme de dimensién n y que se obtenga por extensiones por
derivaciones de L, es isomorfa a una de la familia

[XO,Xi] = Xi+1 1 S % S 2
n—4
(X1, X,] = Y bYi
k=1
[Xl, Yn_4]‘ = EX3 €E {0, 1}
[K,Y,] = Cin3 1SZ<]STL—4
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con las restricciones

4

eby, =0 1<k<n-4
n—4
> brew =0
k=2
) n—4 i—1
Z bkcik = Ebrcri 2§z§n—5
k=i+1 r=1
n—5
Z biCknga = 0
\ k=1

Hay que distinguir distintos casos.

CAsoO e=Oka=0,‘1§_k'§n—4.
Se cumple que g es isomorfa a un dlgebra de ley

X0, Xs] = Xipn 1<i<2
Yi,Y;] = ciXs 1<i<j<n—4

Sic; =0,1<14<j<n-—4, seobtiene gp,.

Si existe algin ¢;; # 0, 1 <4 < j < n — 4, se puede suponer c;, # 0. Se
puede, ademads, suponer ¢;p =1y ¢y =0=1cy 3 <k <n-—4,sin mis que
hacer el cambio de base expresado por

X = X, 1<t<3
* 1 '
ro= ;h
Y, = Y

VP = Y+ @Y, -y, 3<k<n-—4

12

y se obtiene el dlgebra de ley

(X0, Xi] = Xipa 1<i<2
Y1,Y;] = X;
[YL,Y‘;] = Cin;g 3SZ<]S’I’I;-4

Sie; =0,3<1i<j<n-—4,seobtiene g3.
Se obtienen asi sucesivamente las dlgebras g2¢~!, 1 < ¢ < E(%52).

CASO e =0 Y b, # 0 PARA ALGUN 1 < k <n —4.
Se puede suponer que b,_4 # 0 y el cambio de base definido por

X = X 0<t<3
Yy = Y 1<k<n-5

: n—4
iy = Z br Yy
k=1
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prueba que g es isomorfa a un dlgebra de ley

(X0, Xi] = Xip 1<:1<2
(X1, Xs] = Yay
[Y:,Y,] = C,'jX3 1§'L<]Sn-—5

Por ser (3,1,(73,1) el invariante de Goze y considerando ad(X; + Y;), 2 <
1 < n — 5, se deduce que

Cij=0 1<i<ji<n—-5
y se obtiene la ley determinada por

[Xo,Xs] = Xipn 1<i<2
(X1, X5] = Yas

que corresponde a g7 2.

CAso e = 1.
Como debe cumplirse eb, =0, 1 <i < n —4, se deduce que by =0, 1 <k <
n — 4. Entonces, los productos corchete no nulos, salvo antisimetria, son

[Xo,Xi] = Xi+1 1<:1<2
[(X1,Yad] = X3
[Y;,YJ] = Cin3 1SZ<]STL—4

Sic;; =0,1<1i<j<n-—4,seobtiene g2.

Sic;j=0,1<i<j<n-5yexistealginc;,—4 #0,1 <7< n—-25, se
puede suponer ¢; ,_4 7 0 y al considerar el cambio de base expresado por las
relaciones

(X5 = X,

X; = cl,n—4X1 - Yl
4 X} = C1n-4Xt 2<t<3

Y =Y

Y = Cn-aYi —Cin_s¥1 2<i1<n-5
\ Yy:—4 = Yn—4

la ley de g viene expresada por

[Xo, Xi] = Xin 1<i<2
[X17Yn—4] X3
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que, evidentemente es isomorfa a g3, ya obtenida en un caso anterior.

Procediendo de forma andloga, aparecen en este caso las nuevas algebras

g%, 1<s<E(%2). 1

Se observa [3] que se han obtenido todas las algebras (n — 3)-filiformes

de dimensién n y, en consecuencia, queda también demostrado el siguiente
corolario.

COROLARIO 3. Toda dlgebra de Lie nilpotente (n — 3)-filiforme de dimen-

sién n se puede obtener como extension por derivaciones de la tnica dlgebra
de Lie filiforme de dimension 4, L.

[1]
2]
(3]

[4]
[5]

[6]
[7]
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