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Introduccion

F. Riesz es probablemente (ver [28, vol II, p. 956-989]) el primer matematico
en considerar un algebra (el conjunto B(H) de los endomorfismos continuos de
un espacio de Hilbert separable X, con la topologia fuerte operador) en su

estudio sobre teoria espectral de operadores de 1.913.

Sin embargo, el origen de la teoria de dlgebras normadas se fija con el trabajo
de I M. Gelfand Normierte Ringe (ver [11]) de 1.941. Desde la aparicién de
este trabajo fundamental, la teoria de dlgebras normadas (anillos normados
en la terminologia anterior a los afios sesenta) ha experimentado considerables
desarrollos, con los trabajos del propio IM. Gelfand [12], [13], [14], ¥ otros
autores como G.E. Shilov [30], M.A. Naimark [25], C.E. Rickart [27], y otros

mas recientes, entre los que cabe destacar a F.F. Bonsall y J. Duncan [7].

Por otra parte, como comenta E. Michael en {21], pocos esfuerzos se han

hecho para extender esta teoria a clases mdas generales de dlgebras topolégicas.

vii
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No podemos pasar sin mencionar los trabajos del propio E. Michael [21] y
R. Arens sobre &lgebras localmente m—convexas, y los de W. Zelazko sobre
dlgebras localmente convexas y, fundamentalmente, dlgebras localmente aco-
tadas. Ambas clases son generalizaciones naturales de las dlgebras normadas.
Como puede verse en [33] las dlgebras localmente acotadas completas tienen
las mismas propiedades (los mismos teoremas son ciertos) que las algebras nor-
madas completas (dlgebras de Banach), de hecho, W. Zelazko llega a comentar
en [33] que ... en la teorin de digebras de Banach la propiedad de converidad
local no es esencial, el hecho verdaderamente importante es la acotacion local

Uno de los aspectos que marca la estructura, tanto algebraica como topo-
16gica, de un 4lgebra (vease por ejemplo el teorema clésico de Gelfand-Mazur
[20]) es la cantidad de elementos invertibles que posea, y el comportamiento
topolégico del grupo de los elementos invertibles. De hecho, el 4lgebra compleja
mas simple que existe es C, el cuerpo de los nimeros complejos, donde todos
sus elementos, salvo el cero, tienen inverso.

Por esta razdn, desde el comienzo de la teoria se prest6 gran interés, con vis-
tas a la estructuracién y clasificacién de algebras normadas primero y algebras
topolégicas posteriormente, al estudio y caracterizacién (desde el punto de vista |
topolégico) de los elementos invertibles. Una de las primeras dlgebras en ser
estudiadas fue C[0, 1], el conjunto de las funciones continuas en el intervalo [0, 1]
con valores complejos.

Desde el punto de vista algebraico, en un anillo R, un divisor de cero (un
elemento = de R para el que el producto con un elemento y # O es cero) no puede
ser, obviamente, invertible. Sin embargo, en C[0, 1] existen elementos que no son
invertibles ni tampoco son divisores de cero (por ejemplo, una funcién que se
anule Gnicamente en un punto de [0, 1]). Por otra parte, es ficil comprobar que
un elemento x de C[0, 1] no tiene inverso si y sélo si es un divisor topldgico de cero
(en terminologia de G.E. Shilov divisor generalizado de cero), es decir, existe

una sucesién (z,), en C[0, 1] que no converge a cero, pero que (Z&,), converge



INTRODUCCION Ix

a cero en C[0, 1]. Sin embargo, no todas las dlgebras poseen esta propiedad.
El concepto de divisor topolégico de cero es uno de los mas 1tiles y fructiferos
en el marco de la teoria de dlgebras topoldgicas, y estd intimamente relacionado
con la propia estructura algebraica y topolégica del 4lgebra. De hecho, se puede
llegar al concepto de divisor topolégico de cero desde los siguientes argumentos.
Dada un algebra de Banach A con unidad, podemos considerar la multiplicacién
por un elemento z de A como un operador lineal continuo T, de A con valores

en una parte de A. Tenemos los siguientes casos:

1. La aplicacién T : 4 — A no es inyectiva. En este caso z es un divisor de

cero.
2. La aplicacién T, : 4 — A es biyectiva. En este caso z tiene inverso en A.

3. LaaplicaciénT, : A — A esinyectiva y no es sobreyectiva, pero T,(4) C A
es un subespacio completo. Por el teorema de la aplicacién abierta, la
aplicacién inversa 7! es también continua, es decir, y, — 0 implica que

Ya — 0. Esto indica que x no es divisor topoldgico de cero.

4. La aplicacién T, : A — A es inyectiva pero T,(4) no es completo en
A. En este caso, la aplicacién inversa no es continua (de serlo 7,(4)
seria homeomorfo a A, y consecuentemente completo), es decir, existe
una sucesion (y,), en A que no converge a cero, pero ¢y, — 0. En este

caso, ¢ es un divisor topoldgico de cero.

R. Arens demuestra en [2] (y antes que él, para algunos casos especiales
G.E. Shilov en [30]) que tales elementos, y sélo estos, tienen inverso en una
extension de A. No obstante, la idea de exrtensidn es anterior, y ya aparece en
otro trabajo de R. Arens y K. Hoffman [5], en el que se estudia el problema de

obtener una extensién normada de un &lgebra normada 4, donde la ecuacién

" +az" '+ ta,_x4+a,=0, a,...,a, €A (0.1)



INTRODUCCION x

tenga solucidn. En el trabajo citado anteriormente se investiga la aplicacién del
método clasico de extensién de cuerpos (considerando el anillo de polinomios
Alz] y reduciendo médulo el ideal principal J generado por {0.1)) al caso de
algebras normadas. El método consiste en definir una norma en el dlgebra de
polinomios A[z] de forma que el ideal J sea cerrado (para poder definir la norma
cociente en B = A[z]/J) y que la inyeccién natural de 4 en B sea una isometria.
Comentemos que, con esta idea, nosotros abordaremos en el capitulo tercero de
esta memoria la caracterizacién de elementos permanentemente singulares en
algebras semitopoldgicas.

La linea de buscar inversos de elementos en ciertas extensiones del algebra
es continuada por el propio R. Arens, y estd relacionada con la obtenciéon de

soluciones de ecuaciones del tipo
azi+ ez + -+ Cpp = 1,

donde ¢y, ¢3,...,¢, son elementos dados de un dlgebra normada. A su vez, la
bisqueda de soluciones estd relacionada con el problema, més reciente, de la
eliminabilidad de ideales (ver la seccién primera del capitulo III de esta memo-
ria). El problema de la eliminabilidad se plantea, con toda generalidad, por
R. Arens en (3], y posteriormente es tratado por otros autores como V. Miiller
en el caso de &lgebras de Banach, y W. Zelazko en otras clases mas amplias de
dlgebras topldgicas.

El objetivo fundamental de nuestro trabajo consiste en estudiar tres aspectos

sobre extensiones de dlgebras topoldgicas. Son los siguientes:

. RENORMALIZACION DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS.

[y

™)

. ESTUDIO DE SINGULARIDAD DE ELEMENTOS Y ELIMINABILI-
DAD DE IDEALES.

3. ESTUDIO DE EXTENSIONES FINITAMENTE GENERADAS.
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Para ello, hemos dividido esta memoria en cuatro capitulos, cada uno de los

cuales estd dividido, a su vez, en secciones.

En el primer capitulo recogemos aspectos generales de la teoria de 4lgebras
topolégicas. Lo esencial de un dlgebra topoldgica es el producto, que siempre
lleva aparejado una hipétesis de continuidad. Dependiendo del tipo de con-
tinuidad que exijamos al producto obtenemos dos clases de 4lgebras: topolégicas
o semitopolégicas. Ambas serdn consideradas en el desarrollo de esta memoria.
Estos comentarios aparecen con detalle en la primera seccién del capitulo.

Las algebras topologicas se clasifican en clases, de la misma forma que los
espaclos vectoriales topolégicos: 4lgebras normadas, dlgebras localmente aco-
tadas, algebras localmente convexas,...

En la segunda seccidn describimos la topologia (mediante normas, seminor-
mas, pseudonormas,...) y concretamos en qué términos se expresa la continuidad
del producto en las distintas clases de algebras topoldgicas que aparecen en este
trabajo.

Las dos iltimas secciones de este capitulo tienen un caracter descriptivo y
en ellas recogemos los resultados conocidos referentes a ideales eliminables y

elementos permanentemente singulares.

En el segundo capitulo abordamos el problema de la renormalizacién de
algebras topoldgicas. Si A es una subalgebra de un algebra topoldgica B y
la topologia que A hereda de B estd dada por un sistema ®4 de funciones
reales definidas en A (normas, p-normas, seminormas,...) probaremos que, para
ciertas clases de dlgebras topolégicas, la topologia de B se puede describir por
un sistema ® 5, donde los elementos de ®5 extienden a los elementos de $4 a
todo el dlgebra B.

Fue J.A. Lindberg el primero en obtener un resultado de este tipo para
algebras normadas conmutativas. En la primera seccién de este capitulo lo

exponemos y comentamos su prueba.
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En las secciones segunda y tercera establecemos unos resultados similares al
de J.A. Lindberg para algebras normadas y algebars localmente acotadas, sin
la hipdtesis de conmutatividad, utilizando técnicas diferentes y mas simples.

El objeto de las secciénes cuarta y quinta es generalizar los resultados de las
secciones anteriores al marco de las dlgebras localmente convexas, en general no
conmutativas. Esto nos permite, posteriormente, dar una respuesta afirmativa
a un problema propuesto por W. Zelazko: la topologfa de un 4lgebra local-
mente convexa con unidad e se puede definir por un sistema {||,, « € A} de
seminormas que verifica |e|, = 1 para todo a € A.

Cerramos el capitulo con la seccidn sexta, donde comentamos un resultado
reciente de W. Zelazko [42] para 4lgebras localmente pseudoconvexas, que ge-

neraliza y unifica los que nosotros presentamos en las secciones anteriores.

En el tercer capitulo abordamos el estudio, por una parte, de la singularidad
de elementos tanto en dlgebras topolégicas como en 4lgebras semitopoldgicas, y
por otra, de la eliminabilidad de ideales en dlgebras topoldgicas. Como veremos,
estos conceptos estan muy relacionados entre si.

En la primera seccién establecemos una condicién suficiente para que un
ideal de un algebra topoldgica sea eliminable, y la relacionamos con otra, pro-
puesta por W. Zelazko en [39], resultando ser la nuestra mdas general. Esta
condicion, se traduce en condiciones suficientes para la singularidad permanente
de un elemento en distintas clases de dlgebras topolégicas. Sin embargo, queda
abierto el problema de si es necesaria.

En la segunda seccién construimos una By—algebra que posee un ideal elimi-
nable (verifica nuestra condicién) y no verifica la condicién suficiente propuesta
por W. Zelazko, que hasta ahora se conjeturaba que era necesaria.

Los resultados que presentamos en las secciones primera y segunda ponen
de manifiesto que no es facil encontrar una caracterizacién simple de ideales

eliminables o elementos permanentemente singulares en algebras topolégicas.
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Sin embargo, esta caracterizacidn si existe para dlgebras de Banach, dada por
R. Arens para elementos permanentemente singulares, y por V. Muler para
ideales eliminables.

En la tercera seccién mostramos que el resultado de R. Arens (que no es
cierto en By—algebras m—convexas) es vélido para algebras semitopolégicas, es
decir, en un algebra semitopoldgica un elemento es permanentemente singular
s1 y s6lo si es un divisor topoldgico de cero.

Terminamos este capitulo con la seccién cuarta, en la que relacionamos los
resultados que hemos obtenido en el capitulo y hacemos comentarios de una
posible extensién del resultado de V. Muller, mencionado anteriormente, al

marco de las dlgebras semitopoldgicas.

En el cuarto, y iltimo, capitulo de esta memoria abordamos el problema
de construir extensiones de un 4lgebra dada, con la estructura algebraica mas
simple posible. Resultados similares han sido estudiados por K.C. O’Meara [26]
para anillos numerables, en sentido puramente algebraico, y por V. Miller para
algebras de Banach separables con involucién. No obstante, la idea de inyectar
un algebra dada en otra con estructura mas simple o conocida es antigua y
fue M. Gelfand el primero en obtener resultados de este tipo. Es clasico el
resultado que afirma que si 4 es un algebra de Banach conmutativa con unidad,
entonces existe un compacto K (el espacio de ideales maximales de A con la

topologia que hereda del dual topldgico A') y existe un homomorfismo continuo
G:z€4— Gz el(K),

donde G es la transformacién de Gelfand y C(K) el dlgebra de las funciones
continuas en K con valores complejos. El homomorfismo G es inyectivo si
el algebra A es semisimple. En este caso podemos considerar 4 como una
subdlgebra de C(K).

Este problema lo atacamos con dos técnicas distintas, que dependen de la

clase de algebras topolégicas con la que trabajamos.
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En la primera seccidén presentamos definiciones bdsicas y realizamos una
construccién algebraica que utilizaremos en secciones posteriores.

En las secciones segunda y tercera probamos que para el caso de dlgebras
localmente acotadas y localmente convexas separables, existe una extensién ge-
nerada por dos elementos, localmente acotada para el primer caso y localmente
convexa para el segundo. Sin embargo, aparece una dificultad en este tipo de
construcciones, que consiste en que la unidad del dlgebra original (si existe) no
se transforma en la unidad de la extensién.

En la seccién cuarta introducimos la hipétesis de metrizabilidad en el dlgebra
de partida, lo que nos permite construir, con una técnica diferente de la usada
anteriormente, una extensién metrizable generada por dos elementos, donde la
unidad del élgebra original (en caso de que exista) se transforma en la unidad
de la extensién.

Terminamos el capitulo con la seccién quinta, donde comentamos las hi-
pétesis y resultados que hemos obtenido en las secciones anteriores. Por otra
parte, indicamos una generalizacién de los resultados de las secciones segunda

y tercera al marco de las algebras localmente pseudoconvexas.



Terminologia y notacién

Esta memoria esta dividida en cuatro capitulos, cada uno de los cuales estd

dividido a su vez en niimero variable de secciones. La referencia a la seccién n

del capitulo m viene expresada por m.n. Algunas expresiones de esta memoria

estdn etiquetadas con dos niimeros entre paréntesis: (p.k). De esta forma, una

referencia (p.k) indica la expresién k—ésima del capitulo p.

En este trabajo usaremos la siguiente notacién:

1.

[N}

ot

S1 A y B son dos conjuntos 4 \ B denotard la diferencia conjuntista entre

Ay B.
S1 A es un algebra topolégica con unidad e:

i) zy — z significa que la red (z,), de A converge al elemento z de A.
it) Si H es un subconjunto de 4, H designard la clausura de H en A.
i13) Ce denotard la subdlgebra generada por e.

iv) Six es un elemento de A pondremos, A — z para denotar el conjunto

{a —2,a € A}, y Az para denotar el conjunto {az,a € A}.

. El conjunto vacio se designard por el simbolo @.

Como es habitual N, Z, Q, R, y C denotara el conjunto de los ntimeros

naturales, enteros, racionales, reales y complejos, respectivamente.

. Por ultimo, el final de una demostracién se indicara por el simbolo ®m.



Capitulo I

Aspectos generales sobre
algebras topolégicas

En este capitulo preparatorio recogemos los resultados bdasicos necesarios
sobre dlgebras topoldgicas con el propdsito de establecer notaciones y podernos

referir a ellos durante el transcurso de esta memoria.

En toda la memoria consideraremos 4lgebras complejas, y supondremos que

C lleva la topologia normada del mddulo de ntimeros complejos.

Comenzaremos el capitulo introduciendo conceptos bésicos y descripciones
generales sobre la topologia y el producto de un algebra topoldgica, por medio

de un sistema de entornos del origen.

Continuaremos con una exposicién de las diferentes clases de algebras to-
polégicas, sus caracteristicas y diferencias, que aparecerdn a lo largo de este

trabajo. También expondremos algunos ejemplos.

Por dltimo presentaremos la nocién de extensién, y haremos una descrip-
cién de los resultados existentes sobre elementos permanentemente singulares e

ideales eliminables.
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1.1 EL PRODUCTO DE UN ALGEBRA TOPOLOGICA

1.1 El producto de un algebra topolégica

Comenzamos con la definicién algebraica de lo que entenderemos por algebra

compleja.

Definicion 1.1.1 Un dlgebra compleja A es un espacio vectorial complejo con
un producto

(a,b)EAxA—-a beA

que vertfica las siguientes propiedades

Al (ab)e = a(bc)
A2, (a+ble=ac+bc ya(b+c)=ab+ ac
A3, (aa)b = a(ab) = a(ab)

para todos a, b,c € A y todo o € C. 57 existe e € A tal que ae = ea = a para

todo a € A diremos que A tiene unidad y a e se le llama unidad de A.

Definicién 1.1.2 Un dlgebra topoldgica compleja A es un espacio vectorial
topoldgico A que es un dlgebra compleja con un producto que es continuo, st

dotamos a A x A de la topologia producto.

Observacidn
Sea A un algebra topolégica. Denotemos por #4(4) a una base de entornos
del origen formada por conjuntos equilibrados.

La continuidad del producto en A4 significa que:

Para cada U € U(A) existe V € U(A) tal que VV CU. (1.1)
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Lo~

La relacién (1.1) es exactamente la continuidad del producto en el origen, pero
como veremos seguidamente, de ésta sigue la continuidad del producto en todo
A4 x 4.

Concretamente, si 2o, yo € A y V € U(A) debemos encontrar W € U(A4) tal

quesix €Exo+ W,y € yy + W, entonces zy € gy + V', 0 equivalentemente,
(2o + W)(yo + W) C aoyp + V.
Observemos que esta ultima inclusién se verifica siempre que
oW + Wyy+ WW C V.

Por la continuidad de la suma en A, podemos encontrar U/ € U(A4) tal que
U+ U+ U €V, ahora por (1.1) existe N € U(A) tal que NN C U. Por
la continuidad del producto por escalares podemos encontrar A € (0, 1] tal que

ATg, AyYp € N, y por la misma razén existe W € ¢ (A4) tal que %P‘V C N. Tenemos

ahora que
1 1 .
oW + Wy + WW C /\xgiw + TWAy(, + A’NN
C NN+NN+ NN
C U+U+U
c Vv

como queriamos ver.

Teniendo en cuenta esta observacidn, la topologia de un algebra topoldgica se
puede definir por una base de entornos del origen #4( 4) que verifica las siguientes

propiedades:
T1) Para todo U € U(A), U es absorvente y equilibrado.

T2) Paratodo U € U(A) existe V € U(A) tal que V +V CU.
T3) Para todo U € U(A) existe V € U(A) tal que VV C U.
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La definicién de algebra topoldgica que hemos presentado es demasiado
restrictiva en algunos aspectos. Esto hace que cierto tipo de &lgebras, con
topologias no metrizables, que poseen interés, se escapen fuera de este con-
texto, como es el caso del 4lgebra, B(H), de los operadores lineales y continuos
en un espacio de Hilbert X de dimensidn infinita, con la topologia fuerte ope-
rador. En este dlgebra, el producto habitual de operadores (la composicién) no
es continuo con esta topologia, puesto que el conjunto de los operadores nilpo-
tentes de indice 2 es denso en B(H) con la topologia fuerte operador. Ver [15,
Problema 91].

Por esta razon, algunos autores introducen una definicidén de algebra topold-
gica un poco mds débil. La idea es asegurar tan sélo la continuidad del producto
en cada variable y no necesariamente en las dos simultaneamente. Nosotros,
a este tipo de algebras topolégicas las llamaremos, para evitar confusiones,
algebras semitopolégicas (s-algebras topolégicas). Su definicién precisa es la

siguiente

Definicion 1.1.3 Una s-digebra topoldgica compleja A es un espacio vectorial

topoldgico A que es un dlgebra compleja con un producto
(a,b) EAxA—a-beA
que verifica que, para todo a € A las aplicaciones
LycxeAd—Ly(e)=ar€Ad y R,.z€4— Rz)=za€Ad

501 continuas.

En términos de entornos del origen, la diferencia entre dlgebras y s— élgebras
topologicas es que para las segundas, ademads de verificarse las condiciones T1
vy T2, la continuidad del producto equivale a una condicién mas débil que T3.

Es la siguiente:
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Ot

(TS3) Para todo U € U(A) y para todo a € 4 existe V € U(A) tal
que Va+aV CU.

De esta forma, la topologia de una s—élgebra topoldgica A se puede definir
por un sistema de entornos del origen #(A4) que verifica las siguientes condl-

cilones:

TS1) Para todo U € U(A), U es absorvente y equilibrade.

TS2) Paratodo U €U(A) existe V € U(A) tal que V+V CU.
TS3) Paratodos U €U(A)y a € A existe V € U(A) tal que aV + Va CU.

51 el dlgebra A es conmutativa la condicién TS3 equivale, en virtud de TS2, a:

(TSC3) Para todos U € U(A) y a € A existe V € U(A) tal que
aV CU. ’

Observemos que la completacién de un 4lgebra topoldgica es un dlgebra
topolégica, sin embargo, esto es falso para dlgebras semitopolégicas. La razén
es que la continuidad separada del producto no es suficiente, en general, para
extender éste a un producto en la completacidén de un 4lgebra de este tipo.
Ver [41], [19, 1.4]. Teniendo en cuenta este hecho, supondremos que todas

las algebras topoldgicas de este trabajo son completas, si no se especifica lo

contrario.

Observacién
En el caso de que un dlgebra topolégica 4 no tiene unidad podemos anadirle

una unidad formando una nueva dlgebra, la unitizacién de 4,
A=A Ce={(a,N),a€ A, A€ C}

con la topologia producto y las operaciones usuales de suma y producto por

escalares. El producto en A; se define por

(@, N)(y, 1) = (2y + Ay + pz, \u)
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Obviamente (0,1) es la unidad de A;.
S1U({A) es un sistema de entornos del origen para la topologia de A que ve-
rifica T1, T2 y T3, entonces un sistema de entornos del origen para la topologia

de Ai, que verifica T1, T2 y T3 viene dado por
U(A) = {(V,e), V €U(A), € >0},

donde

(V,e)={(z,\) €Ay, €V, |A]| <€}

1.2 Algunas clases de algebras topoldgicas

Sea K una clase de espacios vectoriales toplégicos. Diremos que un algebra
topoldgica es de la clase K si estd en la clase K como espacio vectorial topolégico.
En este caso, utilizaremos el término K-algebra para designar que un dlgebra
pertenece a la clase K.

Como clases K consideraremos las siguientes.

L£C : ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS.

Un 4lgebra localmente convexa es un dlgebra topoldgica, que como espacio
vectorial topoldgico es localmente convexo. Por tanto, la topologia de un

algebra localmente convexa 4 se puede describir por un sistema
{l'lawa € A}

de seminormas que, por la continuidad del producto en A, verifica la

propiedad LC1:
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Para todo a € A existe 3 € A tal que

lzyl, < l‘rlﬂ lylﬁ (1.2)
para todo z,y € A.
Podemos suponer que para cada subconjunto finito {ay, as,...,a,+ C A
existe J € A tal que
I'E' N S I'(L‘I/?) l = 1727"‘)n’»

para todo z € 4.

Esta propiedad tiene un caracter técnico y en el desarrollo de esta memoria
nos referiremos a ella como la propiedad LC2. A su vez, LC2 es equivalente

a que:

Para cada subconjunto finito {ay, ay,...,a,} C A la semi-

norma continua

lz| = max{lwlw1 12, ,.4.}I$Ian} (1.3)
pertenece también a A.

St el sistema A no verificase la propiedad L.C2 podemos afiadir a A to-
das las seminormas de la forma (1.3). El nuevo sistema también verifica
la relacién (1.2), puesto que la seminorma (1.3) aplicada a un producto
Ty, &,y € A se puede mayorar por un producto |z|, |y|;, donde ||, es una
seminorma de la forma (1.3), pero con «; reemplazado por 3;, donde a;

estd asociado con f; en la férmula (1.2).

Bajo la condicién LC2, una seminorma ||-|| en 4 es continua si y sélo si

existen un indice « € A y una constante positiva C tal que

=]l < Clzl,
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o

para todo ¢ € A. En este caso diremos que la seminorma |-|, domina ala

seminorma ||-|].

Dos familias de seminormas {|-|,,o € A} y {||'l;, 3 € ¢}, en un 4lgebra
A, se dice que son eguivalentes si generan la misma topologia en A. En el
caso de que los dos sistemas verifican la condicién LC2, son equivalentes
s1 vy solo si cada seminorma de un sistema estd dominada por alguna

seminorma del otro sistema, y reciprocamente.

Sea A un dlgebra localmente convexa y sea {|-],,a € A} un sistema de
seminormas que define la topologia de 4. Si el sistemna A verifica las

propiedades LC1 y LC2, para cada a € A existe 8 € A tal que

1) |abel, < lalg [bls lcls

2) lale <lalg (1.4).
para todo a,b, ¢ € 4.

Un algebra localmente convexa se llama multiplicativamente convexa (m-—
convexa) sl su topologia s de defini 15t {llg,a € A} de
, gia se puede definir por un sistema {|-|_, ‘

seminormas submultiplicativas, es decir, para todo a € A

lzyl, < l2l, lyla
para todo x,y € A.

La clase de las 4lgebras localmente m—convexas la denotaremos por la

letra M.
Ejemplo

Sea 0 < p < 1, y sea X(p) el conjunto de todas las sucesiones no crecientes
a = (a;)®_ de términos positivos tales que a; = p*, para k = 0,1,2,...
Entonces (ver [33, Lema 10.10]) para cada a € T(p) existe 8 € %(p) tal
que

o /53
gy L Oplo;
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LPC

para todos ¢, k € Z. Denotemos por W, el espacio de todas las series de

potencias formales con coeficientes complejos

tales que

o0

lzlla = D2 lealan <0

R=——00

para todo a € Z(p).

Entonces W, es un dlgebra localmente convexa con el producto de con-

volucion de series de potencias.

Cualquier elemento « de W, tiene sélo un numero finito de coeficientes no

oo
Yy Lan=0

nulos con indice negativo, y la parte regular de la serie x T,2", es
convergente en un circulo de radio p. Asi que W, consiste en el algebra de
las funciones meromorfas que no tienen polos en el disco {z € C, |z| < p},
excepto para z = 0. Por otra parte, W, C W, para ¢ < p, v esta inclusién

es continua. De esta forma

w= | W,

0<p<l

es el conjunto de las funciones (gérmenes de funciones) meromorfas en z =

0, que es un algebra localmente convexa con la topologia limite inductivo.

En realidad W es un cuerpo.

: ALGEBRAS LOCALMENTE PSEUDOCONVEXAS.

Sea X un espacio vectorial real o complejo. Una funcién

z€X — |z €[0,20)
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se dice que es una seminorma p~homogénea, o una seminorma con expo-

nente p,0 < p <131

1) le+yll < ll=ll + llyll
2) (Al = AP {l=l

para todos ,y € X y para todo escalar A.

Observemos que si ||-]| es una seminorma de exponente p, y ¢ es un nimero
real que verifica 0 < ¢ < 1, entonces ||-|| es una seminorma de exponente
Pq.

Un espacio localmente pseudoconvexo X (ver [29, Cap. 3]) es un espacio
vectorial topoldgico Hausdorff cuya topologia estd definida por un sistema
{ll, , « € A} de seminormas p(a)-homogéneas, 0 < p(a) < 1.

Un algebra localmente pseudoconvexa es un 4lgebra topldgica que, como

espaclo vectorial topolégico, es localmente pseudoconvexo.

Anélogamente, como en el caso de algebras localmente convexas, la topo-
logia de un 4lgebra localmente pseudoconvexa A se puede describir por
una sistema {|-|_ , « € A} de seminormas p(a)-homogéneas, 0 < p(a) < 1,

que verifican la propiedad LPC1:
Para cada a € A existe 8 € A tal que
lela® < Jel5 s (1.5)
para todo x,y € A.

Diremos que el sistema {||,,« € A} de seminormas p(a)-homogéneas

verifica la propiedad LPC2 si

Para cada subconjunto finito de indices {ay, as,...,a,} C A la

seminorma

2

|| = max {]xl(’,}l el ]a];fn} (1.6)



1.2 ALGUNAS CLASES DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS 11

pertenece también a A,

Aqui hemos puesto s; = ;0(2':‘)’ i=1,2,...,nys=play)plaz)-- play),
asi que s es el exponente de la seminorma dada por (1.6).

Puesto que todas las seminormas de la forma (1.6) son continuas, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que el sistema A tiene la propiedad
LPC2. En otro caso, podemos anadir a A todas las seminormas de la
forma (1.6). El nuevo sistema también verifica la relacién (1.5), puesto
que la seminorma (1.6) aplicada a un producto zy,z,y € A se puede
mayorar por un producto |z|, |y|,, donde ||, es una seminorma de la forma
(1.6), pero con «; reemplazado por 3;, donde «; estd asociado con j3; en

la férmula (1.5).

La propiedad LPC2 implica que si |-| es una seminorma p-homogénea
continua en A, entonces existen un indice a € A y una constante positiva
C tales que

e < ¢l
para todo ¢ € A.
Ejemplo

Sea a;n,m=1,2,..., ¢=0,1,2,... una matriz infinita de nimeros reales
positivos, y sea (g, ),>; una sucesién de nimeros reales que verifica 0 <

gn < 1,n=1,2,... tales que

]qn+1

[(7'2'+j,?t < @ n4-145 041

paratodoss,j =0,1,2,...yn=1,2,... Pongamos p; = ¢1 ¥ Pn = ¢uPn-1
paran = 2,3,... Sea A el conjunto de todas las sucesiones z = (;)i>¢ de
términos complejos tales que

>0
ol = 3 ain i < oo (1.7)

i=0
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paran=1,2,...

La férmula (1.7) define en 4 una sucesién de seminormas p,—homogéneas,
asi que A es un espacio localmente pseudoconvexo con la topologia que
define el sitema de seminormas dadas por (1.7). Con el producto de
convolucidn A es un &lgebra localmente pseudoconvexa (ver [42]). Un

ejemplo concreto se obtiene tomando

1
Aip =€2" ¥ Gp =

LD | b

Se puede comprobar que el dlgebra de este ejemplo no es localmente con-

veXa.

F : ALGEBRAS TOPOLOGICAS METRIZABLES.

Sabemos que la topologia de un espacio vectorial topolégico metrizable X
se puede definir por una base de entornos del origen numerable, U(X ) =
(Un)n>1- Si A es una F-dlgebra topolégica vy U(A) es un sistema de
entornos que define su topologia, la continuidad del producto en A se

traduce en
Paracadan =1,2,... existe k, € IN tal que U; Uy, CU,.

Pasando a una subsucesién de (U,)n.>1 podemos suponer que U(A4) =

(Un)n>1 verifica las siguientes propiedades

F1) U,41Uay1 CU, paran =1,2,...

F2) U, CU, paran=1,2,...

El resultado, quizas mas sorprendente, relativo a la clase de las F-algebras

es el siguiente. Ver [1] y [33, 1.5]
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Sea A un dlgebra semitopoldgica metrizable y completa. En-

tonces A es una F-dlgebra topoldgica.

Quiza este resultado sea otra de las razones para considerar el estudio de

algebras semitopolégicas.

By: ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS METRIZABLES.

Como By = LC N F la toplogia de una By—algebra se puede definir por un
sistema numerable {|-|,,» = 1,2,...} de seminormas con las sigulentes

propiedades

Bol) |zyl, £ |¢|,4q1 1Y]pyy para todos 2,y € A,n=1,2,...
Bo2) |z|, <|zl|,,, paratodosz,y € 4,n=1,2,...

Ejemplos

1. El dlgebra C(—oc0, o), de todas las funciones continuas en la recta
real con valores complejos, con las operaciones habituales y la topo-

logia que define la sucesién de seminormas dadas por
lzll, = max{lz(¢)], —n<t<n} n=12..

es una By—dlgebra m-convexa. Ver [33].
2. El dlgebra £, de todas las funciones enteras de una variable compleja,

con las operaciones habituales y la topologia que define la sucesion

de seminormas dadas por
llzll, = max{|z(z)|, |¢| <n}, n=1.2,...

es una By—dlgebra m—convexa. Ver [33].
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3. Denotemos por L“(0, 1) el conjunto de todas las funciones (clases de

equivalencia) medibles en el intervalo (0, 1) tales que

ERL

el = [ [ et ] < oo

para n = 1,2,... Entonces L“(0, 1) es un 4lgebra definiendo las ope-
raciones de funciones punto a punto. De la desigualdad de Schwartz

sigue que

leyll, < llzllo, lyllsn, = 1,2, ..., 2,y € L¥(0,1).

Por tanto, L“(0, 1) es una By~algebra que no es m—convexa. Ver [33].

4. El élgebra C*(0,1) de todas las funciones infinitamente derivables
en el intervalo [0,1], con las operaciones usuales de funciones y la

topologia que define la sucesién de seminormas dadas por
lz]l, = 2" max {2" max {la:")(t)t 0<t< 1} k=01, n},

paran = 0,1,2..., es una By—algebra m—convexa. Se puede com-
probar que no existe una topologia que haga de C*(0,1) un &lgebra

de Banach. Ver [33].

5. Sea a,;, donde n =1,2,..., vy k¥ € Z una matriz infinita de nimeros
reales positivos. Supongamos que paratodon = 1,2,... existen' > n
tal que

Qg kit S Qg g Qi (1.8)

para todo k,! € Z. Denotemos por A el conjunto de todas las series

formales de Laurent con coeficientes complejos

tales que

l=ll, = Z p k|2 | < 00 (1.9)

k=-o00
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para todon = 1,2

Con el producto de convolucidén y la topologia definida por las semi-

normas de (1.9) A es una By—dlgebra. En el caso en que n = n' en

(1.8) A es un 4lgebra m—convexa. Si ponemos, como caso particular
[ (1—k)"1-%) para k< -1

1 para k£ =0,1

Ap p = 4
’ 14+&
l (14+k)y = para k2>1

obtenemos el dlgebra de Williansons. En este caso, la relacién (1.8)

es valida para n' = 4n.

LB : ALGEBRAS LOCALMENTE ACOTADAS.

Un espacio vectorial topoldgico X se dice localmente acotado (ver [29,
Cap. 3]) si posee un entorno U que es acotado. En este caso (1U)n>;
forma una base de entornos del origen para la topologia de X, y por

tanto, X es metrizable.

El resultado de Aoki-Rolewicz (ver [29, 3.2.1]) que caracteriza la topologia

de un espacio localmente acotado es el siguiente teorema:

Un espacio vectorial topolégico X es localmente acotado st y
sélo si su topologia se puede definir por wna norma p—homogé-

nea ||-||, con 0 < p < 1.

Un teorema andlogo al anterior para £B-élgebras, debido a W. Zelazko

(ver [29, 3.11.1] 6 [33, 2.3]) es el siguiente:

Sea A una F-dlgebra completa con unidad e. Las siguientes

condiciones son equivalentes:
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1. Eziste una métrica d en A que define su topologia tal que
d(zy, 0) < d(z, 0)d(y,0)

para todos r,y € A.
2. A es una LB-dlgebra.

3. La topologia de A se puede definir por una norma p—homo-

génea ||| ,0 < p < 1, que verifica

lzyll < llll 1yl
para todos x,y € A y|l¢|| = 1.

Ejemplo

Sea (wn ), n € Z una sucesién de niimeros reales positivos que verifica
Wnik < Wowi

para todos n,k € Z. Para 0 < p < 1, denotemos por {,(w) al conjunto de
todas las sucesiones (z,)%®_ tales que
o0

loll = 3 wleal < 0 (1.10)

n—-——oo

Entonces £,(w) con el producto de convolucién y la topologia que define

la p—norma dada por (1.10) es un algebra localmente acotada.

N : ALGEBRAS NORMADAS.

Es bien conocido, por un teorema de Kolmogorov (ver [29, 3.2.2]), que
N = LC N LB, asi que tanto £C como LB son generalizaciones naturales

de los espacios normados.
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51 A es un élgebra normada, y || es una norma en A que define su
topologia, la continuidad del producto en A se traduce en la existencia de

una constante positiva C tal que

lzy| < Clz] [yl (1.11)
para todos z,y € 4.

No obstante, renormalizando el 4lgebra A, mediante
]l = sup{lzyl ¥ € 4, ly| < 1} (1.12)

podemos suponer que la constante C de (1.11) es igual a 1 para la nueva

norma de A (1.12). Ademds se verifica que ||e|| = 1, si el dlgebra A tiene

unidad e.

Denotaremos por B a la clase de las dlgebras de Banach.

Ejemplos

1. Sea a = (& )n>0 una sucesién de nimeros reales tales que
ag=1< apin < apay,

para todos m,n = 1,2,... Sea {(«) el conjunto de las series de po-

tencias formales

o0
13
P = S Cpe 2
xr Tn
n=0

con coeficientes complejos tales que

o

Nzl = Y anlea] < co (1.13)

=0
Entonces £(«) con el producto de convolucién y la norma dada por

(1.13) es un algebra de Banach.

Este tipo de algebras han sido estudiado ampliamente por G.E.

Shilov. Observemos que ¢(a) es una algebra con un generador, el

elemento ¢ = z € £(a).
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Lo

Sea [X,||-|]] un espacio de Banach. El conjunto B(X) de todos los
operadores linelaes y continuos en X, con el producto definido por
la composicién de operadores y la norma dada por

17| = sup {||Tz||, = € X, ||z =1}
es un algebra de Banach.

Sea M un conjunto, entonces B(M, C), el conjunto de las funciones
acotadas en M con valores complejos, con las operaciones usuales y

la norma
lzll = sup{|z(m)|, m € M}
es un algebra de Banach.

Sea T un conjunto compacto Hausdorff, entonces C(T'), el conjunto
de las funciones continuas en T con valores complejos, con las opera-

ciones usuales y la norma

lzll = sup{le(t)], t € T}

es un algebra de Banch.

. El conjunto H*(D) de todas las funciones analiticas en

D={z€C, |s| <1}

y continuas en D con valores complejos, con las operaciones usuales

y la norma
lzll = sup{|z(=)|, = € D}
es un algebra de Banach.

El conjunto L'(R) de todas las funciones (clases de equivalencia)
medibles y absolutamente integrables en la recta real es un algebra

de Banach con el producto de convolucién, y la norma definida por

lell = [ la()at
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Denotanto por T a la clase de todas las algebras topoldgicas tenemos el

siguiente diagrama de inclusiones

B CM C £ Cc LpPC C T
B C By C L C LPC C T
B C B C F C T
B C LB C LcP Cc T
B C LB C F C T

Sea K una clase de algebras topoldgicas, y sea 4 € K. Diremos que un
algebra topolégica B es una K—extensién del dlgebra A, o una superdigebra en
la clase K para el dlgebra A, si B € K y existe un isomorfismo topolégico
de A en B, es decir, un homeomorfismo f : 4 — B que es un isomorfismo
de &lgebras. Si las 4lgebras 4 y B tienen unidades e4 y ep respectivamente,
exigiremos ademds que f(e4) = ep.

Podemos identificar A con f(A) y tratar A como una subdlgebra de B, con
la topologia que A hereda de B.

En el caso de dlgebras normadas, se dice que una N—extensién [B, ||-|| 5] de

un algebra normada [4, ||-]] ,] es isométrica, si || f(a)|l5 = llall 4 para todo a € A.

1.3 Resultados sobre elementos permanente-
mente singulares

En esta seccidn se recogen los resultados que existen hasta el momento, relativos
a la caracterizacién de elementos permanentemente singulares.

Todas las 4lgebras de esta seccién supondremos que son conmutativas y que

tienen elemento unidad.

Definicién 1.3.1 Sean K; C K, dos clases de dlgebras topoldgicas. Un ele-
mento x de una Ky-dlgebra A se dice Ko-singular si es singular en cualquier
Ko-extension de A. A los elementos T -singulares les llamaremos permanente-

mente singulares.
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Los resultados que presentamos responden todos al siguiente esquema.

Sea A un algebra topoldgica, y sea G un conjunto de elementos de 4. ; Bajo
que condiclones sobre los elementos de G y el dlgebra 4 podemos construir una
extension B de A, donde los elementos de G tienen inverso?

La primera de las condiciones satisfactorias que aparecié fue la nocién de

divisor topolégico de cero.

Definicién 1.3.2 Sea A un dlgebra topoldgica. Un elemento v € A se dice que
es un divisor topologico de cero en A si existe un entorno de cero U en A tal

que

0€z(a\U),

o equivalentemente, si existe una red (u,), en A tal que uy £ 0 pero u,o — 0.

El concepto original de divisor topolégico de cero se debe a G.E. Shilov [30]
y la generalizacién a &lgebras topolégicas a R. Arens [1].
El resultado mds conocido, sobre la posibilidad de afiadir inverso de un

elemento a un 4lgebra de Banach, es el cldsico de G.E. Shilov [30]:

Sea A un dlgebra de Banach con un generador. Entonces existe una
B-ertension de A que contiene al inverso de un elemento x € A si

y s6lo st x no es un divisor topoldgico de cero en A.

Posteriormente, R. Arens [2], generaliza este resultado al marco de las

algebras de Banach, y prueba que:

Un elemento © de un dlgebra de Banach A es B-singular si y sélo

51 es un divisor topoldgico de cero en A.
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Varios matemadticos han contribuido a la generalizacién de estos resultados, por
una parte en la ampliacién del nimero de elementos del conjunto G, y por otra

al campo de otras clases de dlgebras topoldgicas.

B. Bollobas [6] prueba, en el marco de las dlgebras de Banach, que si 4 es un
dlgebra de Banach y {z1,z2,...,Za, ...} es un conjunto numerable de elementos
de A, que no son divisores topolégicos de cero, entonces existe una B-extensién
del 4lgebra A donde los elementos z;, £ = 1,2,... son invertibles.

Ademds construye, en el mismo trabajo, un 4lgebra de Banach A con un
conjunto no numerable de elementos que no son divisores topoldgicos de cero
tal que, en ninguna extensién del dlgebra A se pueden obtener los inversos de

los elementos de este conjunto.

W. Zelazko [32] y E. Michael [21] estudian al problema en el campo de las
algebras localmente m—convexas.

E. Michael obtiene una caracterizacidén de los elementos M-singulares uti-
lizando un nuevo concepto de divisor topolégico de cero, que en el caso de
algebras normadas coincide con el que nosotros hemos presentado, pero que, en
el caso de dlgebras topoldgicas, es diferente. La nocién de divisor topoldgico de
cero de la definicién 1.3.2 se llama en [21] divisor topoldgico de cero fuerte.

W. Zelazko reduce el estudio de los elementos M—-singulares al marco de los
elementos B-singulares, puesto que toda algebra localmente m-convexa com-

pleta es un limite proyectivo inverso de &lgebras de Banach (ver [33, 11.6]).

El siguiente ejemplo, debido a M.E. Kuczma [17] pone de manifiesto que
existen elementos M-singulares, que son ademds 7 -singulares, pero no son
divisores topolégicos de cero. Es decir, la caracterizacién de R. Arens [2] no es

valida, ni si quiera, para algebras localmente m—convexas metrizables.
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Ejemplo
Denotemos por w el espacio vectorial de todas las sucesiones ¢ = (2, )a>0

con términos complejos. Consideremos en w las seminormas definidas por
lzll, = lzo]l + l&a|l + - -+ o], £=0,1,... (1.14)

w es un algebra localmente m—convexa del tipo By con el producto de con-
volucién y la topologia que define el sistema de seminormas dadas por (1.14).
En [17] se demuestra que en w no existen divisores topoldgicos de cero dis-

tintos de cero. Por otra parte, cualquier elemento del ideal
M={z€w:zo=0}

es M-singular, es més, en [32] se establece que cualquier elemento de M es

permanentemente singular.

En el mismo trabajo [32], W. Zelazko obtiene una condicién suficiente para la

LC-singularidad de elementos en dlgebras localmente convexas. Es la sigulente:

Sea A un dlgebra localmente conveza y sea {|-|,,a € A} un sistema
de seminormas que define la topologia de A. Si 2 € A no es LC-
singular, entonces para todo a € A existe B € A tal que para todo

n=12... se verifica que
inf{{z”‘xlﬂ, r€ A, |z], > 1} >0
El ejemplo de M.E. Kuczma sugiere buscar otra clase de elementos, distinta de

la de los divisores topoldgicos de cero, que sean permanentemente singulares.

Definicidon 1.3.3 Sea A un digebra topoldgica. Un elemento & € A se dice que

tiene potencias pequenas si para cada entorno de cero U en A existe un natural
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n tal que

A" e U (1.15)

para todo escalar complejo A.

En [40] se prueba que si ¢ € A es de potencias pequefias (1.15) es clerto
para todo exponente mayor que un cierto n(U, z).

Si 4 es un algebra localmente convexa, un elemento z € A tiene potencias
pequeiias si y sélo si para cada seminorma continua |-| existe un natural n tal
que

lz*] =0
para todo n > ny.

Observemos que un elemento z de un algebra de Banach A tiene potencias
pequenas s1 y s6lo si ¢ es nilpotente.

En el mismo trabajo [40] se establece que el conjunto Ig(A) de todos los
elementos de un &lgebra topoldgica A que tienen potencias pequenas es un
ideal de A, en general no cerrado.

Si Ky € K, son dos clases de 4lgebras topoldgicas y ¢ € A € K tiene poten-
clas pequefias, entonces & es singular en Kj, y por tanto es permanentemente
singular.

Como veremos después, en las secciones 3.1 y 3.2 de esta memoria, estas
dos clases de elementos (divisores topolégicos de cero y elementos de potencias
pequeiias) no cierran el problema de la caracterizacién de elementos permanen-

temente singulares en algebras topolégicas.

1.4 Ideales eliminables

Como en la seccidn anterior, supondremos que todas las dlgebras son conmuta-

tivas y tienen elemento unidad.
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El término 1deal, en el contexto de un algebra topoldgica A, lo usaremos en
el sentido puramente algebraico, es decir, un ideal propio (I # A) sin ninguna

hipdtesis sobre su estructura topoldgica.

Definicion 1.4.1 Sea K una clase de dlgebras topoldgicas, y sea A € K. Dire-
mos que un tdeal I C A es eliminable en la clase K, o K-eliminable, st existe
una K-ezrtensién B de A tal que I no estd contenido en ningin ideal propio
de B. En este caso diremos que el dlgebra B elimina al ideal I. En otro caso,

diremos que el ideal I es no eliminable en la clase K, o no K-eliminable.

S1 Ky y K3 son dos clases de dlgebras topolégicas, con Ky C K, entonces

cualquier ideal K1—-eliminable de un 4lgebra 4 es también K;—eliminable.

El concepto de ideal eliminable fue introducido y estudiado por R. Arens en
(3] v [4]. Sin embargo, R. Arens sdlo considera el caso de dlgebras normadas y
extensiones isométricas. En principio, para la clase de las dlgebras normadas,
la clase de ideales eliminables de R. Arens es formalmente més amplia que la
que nosotros presentamos en la definicién 1.4.1. No obstante, con el trabajo
de J.A. Lindberg [18] (ver corolario 2.2.1 de esta memoria) se tiene que las dos

clases coinciden.

En el trabajo de W. Zelazko [34] se introduce y se estudia una clase de ideales

no eliminables, la clase de los ideales formados conjuntamente por divisores

topolégicos de cero.

Definicién 1.4.2 Diremos que un ideal I de un dlgebra de Banach A estd
formado conjuntamente por divisores topoldgicos de cero si para todo conjunto

finito {1, 24, ..., 2.} C I se verifica que

inf {;Hzx,ﬂ, z€ A, ||zl = 1} =0
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Esto equivale a que exista una red (z4)y C 4, ||24|| = 1 tal que 242 — O para
todoz € I.

El resultado que se obtiene en [34] es el siguiente:

Sea A un dlgebra de Banach. 5: I es un ideal cerrado de A formado
conjuntamente por divisores topoldgicos de cero, entonces I es no

eltminable en la clase B.

Los ideales en dlgebras de Banach, eliminables en la clase £C se estudian en

[37]. El resultado que se establece es el siguiente:

Sea A un digebra de Banach conmutativa con unidad y sea I C A
un ideal. Entonces I es no eliminable en la clase £C si y solo s1 [

estd formado conjuntamente por divisores topoldgicos de cero.

Como consecuencia de este resultado se deduce que la clase de los ideales

LC—eliminables coincide con la clase de los ideales T—eliminables.

Comentemos que, hasta este momento no se conocian caracterizaciones sa-
tisfactorias para que un ideal fuese eliminable en la clase B. Del resultado
anterior sigue que, en todo caso, esta caracterizacién debe ser analoga a la de
[37], o bien existen ideales en &lgebras de Banach, que son no eliminables en
B-extensiones, pero son eliminables en extensiones localmente convexas.

Con estas ideas, que ya aparecen en el trabajo de R. Arens [3] con una
formulacién diferente, V. Miiller [22] caracteriza los ideales no eliminables en la

clase B, de la siguiente forma:

Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Un ideal
I C A es no eliminable en la clase B si y sélo si estd formado

conjuntamente por divisores topoldgicos de cero.

Resultados sobre T—-eliminabilidad de ideales en 4lgebras topoldgicas se

pueden encontrar en [39]. Uno de ellos es este:
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Sea A un dlgebra topolégica con unidad. 851 I C A es un ideal
formado conjuntamente por divisores topoldgicos de cero, entonces

I es no eliminable en la clase T .

Sin embargo, en el dlgebra de las funciones complejas continuas en la recta

real, C(—o0, 00), con la topologia dada por las seminormas
l#ll; = max {Jz(¢)}, [t] <}, e =1,2,...

todos los ideales son no eliminables en la clase 7, sin embargo, no todos los
ideales de este dlgebra estdn formados conjuntamente por divisores topoldgicos

de cero. Por ejemplo

I'=max{ ¢ € C(—o00,0c0), tal que existe t(z) € R tal que z(¢) =0
para todot > t(z)}

Observemos que C(—co, 00) es un dlgebra localmente m-convexa del tipo By.
Esto demuestra que existe una clase de ideales no eliminables en la clase

T mayor que la clase de los ideales formados conjuntamente por divisores

topoldgicos de cero. Este hecho sugiere a W. Zelazko a considerar la siguiente

definicién

Definicion 1.4.3 Un ideal I de un dlgebra topoldgica A se dice que estd for-
mado localmente por divisores topolégicos de cero st para cada subconjunto finsto
{1,289, ..., &4} C I existe una red (2,), en A, con z, £ 0, tal que z,z; — 0

parat=1,2,... k.

Es claro, que cualquier ideal formado conjuntamente por divisores topolégi-
cos de cero estd formado localmente por divisores topolégicos de cero. Por otra

parte se establece que:
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Cualguier ideal formado localmente por divisores topoldgicos de cero

es no eliminable en la clase T .

Combinando los resultados de [22] y [36] se obtiene en [39] una caracteri-
zacién de los ideales no eliminables en la clase M y en la clase Mgy = M N By,
El resultado més eficaz de [39], a pesar de ser solamente una condicién

suficiente, es el siguiente:

Sea A un dlgebra topoldgica, y sea I un ideal contenido en un ideal de
la forma Iy + Is(A), donde I) estd formado localmente por divisores
topoldgicos de cero e Is(A) es el ideal de los elementos de A con

potencias pequenas. Entonces I es no eliminable en la clase T.

Por dltimo, en el mismo trabajo [39], se obtiene una caracterizacién, bastante
formal y no muy cémoda para ser aplicada, de ideales no eliminables en la clase
LC, que es similar a la caracterizacién de ideales no B-eliminables dada por

R. Arens en [4].



Capitulo II

Renormalizacién de algebras
topologicas

Sea [B, ||-||]] un dlgebra normada y 4 una subdlgebra de B. Supongamos que
|- | es una norma en A que genera la topologia que A hereda de B. Entonces

existen dos constantes positivas ky y k, tales que:
kilal < fla]l < kalal

para todo a € A4.

Este resultado pone de manifiesto que, en la medida que las constantes k; y
k;y sean préximas a 1, las normas ||-]| y | - | serdn parecidas en el dlgebra A.

En este sentido, podemos plantear la siguiente pregunta. Fijada la norma
|| en A, ;Es posible encontrar otra norma |||, en B, equivalente a ||-||, de
forma que ||al|; = |a| para todo @ € 4?7 Es decir, ;podemos tomar &y = ky =1
para la nueva norma en B?

Una primera respuesta a este tipo de preguntas fue dada por J.A. Lindberg
en [18] para algebras conmutativas en el afio 1969. El resultado que él obtiene

es el siguiente:

Sea [B, ||'lll un dligebra normada conmutativa y sea A una subdlgebra

de B. Si|-| es una norma en A equivalente a la restricién de ||-||

28
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a A, entonces |- | se puede extender a una norma en el digebra B

equivalente a ||-||.

y se utiliza para establecer condiciones suficientes para que la ecuacién

erpr = a,a € A tenga solucidén en una extensién B de 4.

En este capitulo, se obtienen resultados de este tipo para diferentes clases
de 4lgebras topoldgicas: dlgebras normadas, 4dlgebras localmente acotadas, al-
gebras localmente convexas y dlgebras localmente convexas metrizables, todas
ellas sin la hipétesis de conmutatividad.

Como consecuencia de estos resultados damos una respuesta afirmativa a un
viejo problema propuesto por W. Zelazko en [31]. Este problema es, en clerta
forma, similar al resultado de renormalizacién de 4lgebras normadas que aparece
en la seccién 1.2 de esta memoria. De hecho, se trata de la generalizacién de

éste al marco de las dlgebras localmente convexas.

PROBLEMA. La topologia de un dlgebra localmente convexa B con
unidad e se puede definir por un sistema {| |o, @ € A} de seminor-

mas que verifica LC1 y LC2 tal que |ela = 1 pare todo o € A.

2.1 El resultado de Lindberg

Comentaremos ahora, con cierto detalle, el resultado de J.A. Lindberg, al que
haciamos referencia en los comentarios previos de este capitulo. Si bien la
prueba que él ofrece es muy técnica, nuestra idea de extender la norma de la
subdlgebra a todo el 4lgebra surge de ella. Comenzaremos primero con una

observacidn.

Observacién
Sea [A,||-]]] un &lgebra normada conmutativa con unidad e. Sean X =

{24,a € U} un conjunto de indeterminadas conmutativas y T = {ts,a € U} un
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conjunto de nimeros reales no negativos.
Denotemos por A[X] el dlgebra de los polinomios en X con coeficientes en

el algebra A. Un elemento de A[X] es una suma finita de la forma

’v py--'BT — V‘ fL’rl .’L'rl . xﬁ
A

Ldprh"?pns"'k ayvas ay
reD
donde p, = p,, », .., € 4 para todo r € D, con
. k . &
D={r=(r,ry...,mp)eEN" k=12 ..}

Por comodidad, denotaremos a los elementos de A[X] por p(z) o bien por
P(Za;, Tay, ..., Lq, ). También pondremos py para denotar el término indepen-
diente del polinomio p(z).

En A[X] se puede definir una norma, |||, como

le(@)llz = IP(%as, Zass - s Ta )l = Do MPraro, 268G - 1)

Entonces [A[X], |||lz] es un &lgebra normada que es una extensién de A, si

identificamos los elementos de A con los polinomios constantes de A[X].

El resultado de J.A. Lindberg es el siguiente.

Teorema 2.1.1 Seq {B,H”'} un dlgebra normada conmutativa con unidad e,
y sea A una subdlgebra de B que contiene a e. Sea ||-|| una norma en A que

verifica
alla|l < |lall’ < 8llall

para todo a € A, donde 0 < o < 1 < 8. Entonces ||-|| se puede extender a una

norma en B, equivalente a ||-|| (que seguimos denotando por ||||) que verifica

316l < el < o)

para todo b€ B.
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Las ideas que se desarrollan en la prueba de este resultado son las siguientes.

Consideremos el conjunto U = B\ 4, y sea t, = |||’ para todo & € B.
Pongamos T' = {t;,b € U}.

El homomorfismo de dlgebras o : {A[X]) ”HH — {B, HM definido por

U’)(p(‘rh y Thay v 3'1"6’1-)) = p(‘bh b?> ceey bk)a bl) b‘Za ceey ‘bk € U

es sobreyectivo y continuo.
§ - A ' h ,
Llamemos J = ¢¥~1({0}), el nticleo de ¥, y definimos en B la norma l-llg de

la siguiente forma. Si b € B es tal que b = ¢'(p(z)) ponemos
bl = inf {lip(e) + j(2)ly : i(e) € T}

Observemos que [HI'Q no es mas que la norma cociente del dlgebra A[X]/J
trasladada al dlgebra B. Por tanto se verifica que ”b”é2 = ||3]|’ para todo b € B.

Definimos ahora otra norma HH;’2 en A[X] de la siguiente forma

K o |
’ Y aa’ll = laol| + 3 >, aa
lirep oy “lreD-{0} 7

De esta forma, mediante el homomorfismo ¥/, podemos trasladar esta nueva

norma al dlgebra B de la siguiente forma. Si b € B es tal que b = ¥(p(z))

ponemos
I8llg = inf {|lp(z) + (@)lly : j(=) € T}

bl : . !
Por idltimo, se establece la equivalencia de las normas ||-||, v

IHQ en By la
igualdad |lafl, = ||a]| para todo a € A. Esto completa la prueba del resultado.

La prueba que se ofrece de este resultado es sorprendente en dos aspectos. El
- . ey 1 ’ ..
primero, la definicién de la norma [I'llg en B, que no es mas que la vieja norma,
i - s T A . 4
Il que ya se tenfa en B. No obstante es necesario, por la construccién, la
< e 1
redefinicién que se hace de ||-||" para poder compararla con I'llg, que se define
después. El segundo es que, si se quiere extender la norma de A al dlgebra B

ipor qué construir una extensién "mayor”, como es A[X]?
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Esto nos sugirié la posibilidad de extender la norma de A utilizando sélo la
extension dada B. Por otra parte, esto nos permitira eliminar la hipdtesis de
conmutatividad.

La idea estd en la definicién de ||”Q

bllg = inf {|lp(=) + j(2)l7, j(z) € T}

. . X . ) . .

nf o+l + 2 9(e) + iG0) = (o + el 7(0) € 3
Utilizando sdlo el dlgebra B podemos definir

o = in { o+ 5 18 =l € | (1)

que serd la norma que nosotros utilizaremos para extender ||-|| a todo B.

2.2 Renormalizacién de dlgebras normadas

Aprovechando las ideas que hemos comentado en la seccién anterior podemos
formular un resultado andlogo al de J.A. Lindberg, sin la hipétesis de conmu-

tatividad.

Teorema 2.2.1 Sea [B, ||']|] un digebra normada y sea A una subdlgebra de B.

Supongamos que |- | es una norma en A que verifica
«lal < Jlall < Blal

para todo a € A, donde 0 < o < 1 < 8. Entonces existe una norma ||-||' en B
tal que ||a||' = |a| para todo a € A, y ademds:

o i i
55 [l < 1ol < 81

pare todo b € B,
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DEMOSTRACION:

Podemos suponer que B tiene unidad e € A y |¢] = |l¢]| = 1. Si alguna
de estas condiclones no se verificasen bastaria considerar las unitizaciones de

algebras B y 4:
B, ={{(b\):be B, A e C},

con la norma ||(b, A)]|, = ||b]] + |A], ¥
A ={(a,\):a € 4, A € C},

con la norma [|(a,A)]]; = |a| + |A], que son extensiones unitarias de A y B
respectivamente. Ademds A, es subdlgebra de B;.

La prueba que realizaremos estd estructurada en dos partes. En la primera,
utilizando las ideas de [7, 1.§.4.1], se renormaliza previamente el dlgebra B, pues
s1 se pretende definir la extensién de la norma de la subdlgebra A directamente
como en (2.1) existen problemas para establecer la submultiplicatividad en B
de la extension. En la segunda parte de la prueba se extiende la norma de A
con la nueva norma de B y se establecen los resultados del teorema.

1. Construccién de una norma en B, ||-||,, equivalente a |||, tal que
llall, < |e| para todo a € A.

Definimos, para 6 € B

1]l = sup{ljad]| : a € A, |a] < 1}

Comoe € Ay |e|] =1, si b € B se tiene que ||b|| < ||b]],- Por otra parte tenemos

que

loll, < ol sup{llall - a € 4, |a| < 1} < S]]

Por tanto tenemos que |[bf] < ||b]l, < B|8]], para todo & € B. De hecho se

verifica que ||-||, es una norma en B equivalente a ||-||.
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La norma ||-||, es submultiplicativa en B. Si by, b, € B se verifica que

Hblb2”2

IA

<

sup{[labibo]| - a € 4, la] < 1}
[[b2l sup{l|abs|| : @ € 4, |a} < 1}
l[2]tI2xll

1]l (1211

Ademads, sl ag € A,|ag] = 1 y b € B, entonces:

llaqbll,

Por tanto se verifica que

paratodoa € Ay b€ B

= sup{llagobl| : a € 4,]al < 1}

< sup{flabl| : a € 4,lal <1}

1161l

lladll, < lal lloll,

Definimos ahora, para un elemento b € B

oll, = sup{llécll, : ¢ € B, [lefl, < 1}

Entonces ||-||; es la norma que estabamos buscando. Observemos que, por

definicién de |||, se verifica que

para todo b,¢c € B.

”59”2 < ”b“1 “(‘“2

La norma ||-||; es submultiplicativa. Si by, b, € B se tiene que:

[16162],

SUP{IIblean i€ B, |, £ 1}
1611l sup{l|b2cll, : ¢ € B, flell, < 1}
16111 621l
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Las otras propiedades de norma se establecen de forma similar.

S1a € A entoces se verifica que:

lall, = sup{llacll, : ¢ € B, lel, < 1}
< sup{lal|lell, : c € B, [lel|, < 1}
< lal
Por tltimo, comprobemos que las normas ||-|| v |||l, son equivalentes en el

algebra B. S1 b6 € B se verifica que

bl = sup{llecl, : c € B, llell, < 1}
< sup(Blleel : ¢ € B, Jlell, < 1}
< Blblsup{lel, e € B, llell, < 1}
< B,

v ademds se tiene que

lell < floll, = feell, < fielly llell, < 2118, -

De las desigualdades anteriores obtenemos que

1
= 8l < 181 < ol

para todo b € B.

2. Definicién de la norma en B, |||, que extiende a la norma de
A4, -]
51 b € B definimos

8] = inf {[al + —g-[[b— all,,a € A} .

! . . B
Entonces |||’ es una norma submultiplicativa en B. Para establecer la submul-

tiplicatividad procedemos de la siguiente forma. Si by,00 € By a1,a, € 4, de

la igualdad

b]_bg = a144 + Cl-l(bg - a-g) + (b1 - al)a2 + (b]_ - al)(bg - ag)



2.2 RENORMALIZACION DE ALGEBRAS NORMADAS 36

sigue que

Hblb-zll' = |laia; + Gl(b> —az) + (by — ar)as + (by — a1 )(b2 — a’)”,
< laras] + = |la1(52 — a3) + (b — ar)as + (b — a1)(by — ao)ll;
< larfasl + Hlﬂlll lb2 = azlly + 161 — aall; lla2|l,
+1]61 — allh |62 — az||,]
8 3
< lanllazl + = flanfly 162 = azlly + = lor = aally flazlly
Ies
+;y'—3 Hbl - ‘11”1 Hb? - a2“1
3 8
< agllas| + ;lall 62 — asll; + o 161 — a1, laql

32
+ 5 b = arly b2 — ally

g g

Z e, = —|lb; — a .
sl + 2 = | ol + 2 6 = el
Tomando infimos en a; y a; € 4 se tiene que
lowball” < fjoall" 1621

De la definicién de |||’ se tiene que ||a||’ < |a| para todo a € A. Por otra parte,

se tlene que si ag,a € A, entonces:

lal < laol + la — aol
1
< aol + = lla — aoll
< Jaol + 2 fla — aoll,
«
Asi tenemos que ||a||’ = |a| para todo a € A. Es decir ||| extiende |- | a todo
el dlgebra B.
Por iltimo, comprobemos que ||-|' v ||-|| son equivalentes en B. Por una

parte tenemos que, para todo b € B

llBll" < — Hblll <Z llbll
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Y por otra, para todo a € A, tenemos que

%ubn < j;[uau + (16 = all]
< Slall+ bl
< Jal+ 2ol

Por tanto tenemos que
o
3 el < el < s el

para todo b € B, como querfamos ver. u

Corolario 2.2.1 Los conceptos de ertensidn isomorfa y ectensién isoméirica

son equivalentes para dlgebras normadas.
DEMOSTRACION:

Sean [A, ||-la] ¥ [B, ||| 5] dos dlgebras normadas, y sea f : A — B un isomor-
fismo de algebras sobre la imagen. Entonces existen dos constantes positivas k;

y k2 tales que:
killally < 1 (a)llp < k2 llall 4

para todo a € A.

En f(A), que es una subdlgebra de B, podemos definir la siguiente norma

”f(a)”f(A) = |lall,; -

Entonces se tiene que

ky “f(a‘)“f(A) <Ni(a)llp £ k2 ”f(a)“f(A)>

¥ por tanto, ||~[§f(A) define la topologia que f(A) hereda de B.
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Si tomamos o = min{1,k1} v 3 = max{1, k»} obtenemos que

allf (el < NF(alllp < B U@l

para todo a € A, y ademds se tiene que 0 < a <1 < S,

Por el teorema anterior, existe una norma ||-||' en B, equivalente a ||||5 tal

que
1£ @) = ()l ay = Nlall 4

para todo a € A, es decir, f: [4,]]],] = B, ””'I es una isometria. ]

2.3 Renormalizacién de LB—algebras

Sea A un élgebra localmente acotada. Sean ||y ||-|] dos normas en A con
exponentes p, g, (0 < p, g < 1) respectivamente, que generan la topologia de A.

Esto significa que existen:

€1 >0 talque{a € 4 : ||la|| < &1} C {a € A:|a| £ 1}, es decir, para todoa € A

se verifica que

etlal’ < Jlafl”,

€2>0 talque {a € A :Ja] < e} C{a€ A:|al|l <1}, es decir, para todoa € 4

se verifica que

& flall” < lal*.

En definitiva, ||-]| y |- | generan la misma topologfa en el 4lgebra 4 si y sélo si

existen dos constantes positivas C; y C, tales que
Cila) < la]l” < Calalf

para todo a € A.
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El teorema de renormalizacién para élgebras normadas de la seccién anterior,
permite formular un resultado andlogo para dlgebras localmente acotadas. Es

el siguiente:

Teorema 2.3.1 Sea B un dlgebra localmente acotada y sea A una subdlgebra
de B (que también serd localmente acotada). Supongamos que |- | es una p-
norma (0 < p < 1) en A que define la topologia que A hereda de B. Entonces
existe una s—norma ||-||',0 < s < 1, en B tal que ||a]|' = |a|' para todo a € 4, y

algin t tal que 0 < t < 1.
DEMOSTRACION:

Sea ||-]| una ¢g-norma (0 < ¢ < 1) en B que define la topologia de B.
Podemos suponer que B tiene unidad e € A y |e|] = |le]| = 1. Si alguna
de estas condiciones no se verificasen bastaria considerar las unitizaciones de
algebras B y A:
Bi={(b)):be B, A€ C},

con la g-norma ||(b, A)||, = ||6]] + [Al4, ¥
Ay ={(a,A\):a€ A4, \A € C},

con la p—norma [|(a, A)||; = |a| + |A]?, que son extensiones unitarias de A y B
respectivamente. Ademas A; es subdlgebra de B;.
Como | - | define la topologfa que A hereda de B existen dos constantes

positivas Cy y C; tales que
Chlalt < Jlall? < Cslalf

para todo a € A. Ademés podemos suponer que 0 < C; <1 < Cs.
El esquema que seguiremos para la prueba de este teorema es andlogo al del

teorema 2.2.1 de la seccién anterior, y estd estructura también en dos partes.
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1. Construccién de una ¢—norma en B, |-||,, equivalente a |-||, tal
que |lal|] < |a|¢ para todo a € A.
Definimos, para b € B

Ibll, = sup{llab] : a € 4, |a < 1}.

Como e € Ay |e] =1, si b € B se tiene que ||§]] < ||b]|,. Por otra parte tenemos

que
l16ll, < Nloll sup{liall - a € 4, ]a] <1} < CF |j8]] -

De esta forma obtenemos que
L
lell < liell, < €3 jel

para todo b € B. De hecho se verifica que ||-||, es una g-norma en B equivalente
a -l

La g-norma |||, es submultiplicativa en B. Si b;, b, € B se tiene que

[0162]|, = sup{llabibsff : a € 4, ]a] < 1}
< b2l sup{flabi|l : a € 4, |al < 1}
= [baf flan]l,
< il foall,

Ademds, si ag € 4, |ag] = 1 y b € B, entonces

llactll, = sup{llaod|| - a € 4, ]a| < 1}

IA

sup{llabl| : a € 4, |a] < 1}
el

Por tanto se verifica que
llabll < lal* fl&]f3

para todoa € Ay b€ B.
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Definimos ahora, para un elemento b € B
llell, = sup{llocll, : c € B, [lell, < 1}

Entonces |||, es la g-norma que estabamos buscando. Observemos que, por

definicién de H!Hl, se verifica

lleclls < 11l il

para todo &,¢c € B.

La g—norma ||-||; es submultiplicativa. Si 1,5, € B se tiene que

l16162]], sup{[|bibycl; s ¢ € B, Jlell, < 1}
< 1ol sup{llbaell; - c € B, [lefl, < 1}

o1l 11621l -

Las otras propiedades de g—norma se establecen de forma similar.

Si a € A entoces se verifica que

lall, = sup{llac|l,: c € B, [lell, < 1}
< sup{lalz |le|l,: c € B, |le]l, < 1}
< lals.

Por tanto se tiene que ||a||} < |al¢, para todo a € A.
Por iltimo comprobemos que las g-normas ||-|| ¥ |||, son equivalentes en el

algebra B. Si b € B se verifica que

I, = supllibell, : ¢ € B, flel, < 1}
< sup{C¥ |lbel| : ¢ € B, |lell, < 1}
< CF bllsup{liel : ¢ € B, flell, < 1}
< ci el
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v ademads, se tiene que
161l < [1ll;, = fieell, < flefl, llell, < €5 fiell; -

De las desigualdades anteriores obtenemos

" el < el < ¢ el

o

para todo b € B.

2. Definicién de la s—norma en B, ||-|', que "extiende” ala p—norma
de 4, |-].

S1 b € B definimos
s - C? P
ol = in {jal? + 2 b~ allf,a € 4]
C, J

Entonces ||-||' es una s = pg-norma submultiplicativa en B. Para establecer la
submultiplicatividad procedemos de la siguiente forma. Si by,b, € By ay,a2 €

4, de la 1gualdad

biby = aias + a-l(bg - G.g) + (bl - a.l)ag + (bl - &1)(62 - Clz)

sigue que

lowboll' = Jlaras + ai(bs — az) + (by — a1)as + (by — a1)(b2 — @)’
Cr, ,
_<_ lalaglq + —C'_2 ”(Zl(bz - ag) + (bl - a1)a~2 + kbl - (11)(62 - a?)”IIJ
1

C,
Cd aull} No2 — aaff + |61 — an ]} llaellf
‘1

+ 1161 — aully [[b2 — a2|]]
e ft 4 O2 g p, G2 b » g
S lalflaol + = llaafli 1B = aallf + - llor = aallf ezl

< agfflasft +

A

2
+*C—1) o1 = adlf o2 — aalf}

Cy C.
= [t + 52— ] [lealt + 220 = call]
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Tomando infimos en a; y as € A se tlene que

B1bal” < (o]l (122l

De la definicién de ||-|| se tiene que ||al|’ < |a|? para todo a € 4. Por otra parte,

se tlene que si ag, a € A, entonces

lal* < faol* + 2 — aoff

< ool + o = aol?

(-Y
< laol* + == lla = aolfy -
Cy
Asi tenemos que ||a||’ = la|* para todo a € 4, o seat = q.
Por dltimo, comprobemos que ||-||' v ||| son equivalentes en B, es decir,

generan la misma topologfa en el 4lgebra B. Por una parte tenemos que

Il < 2Bl < 2

para todo b € B, por tanto tenemos que

2

b!f<'2 bs
lell” < ol

para todo b € B.

Por otra parte, para todo a € A, tenemos que

1
—I8lF < =Illal’ + 1|6 - alf’
02” " < c [llaH + |6 — al"]
1
< HGH” + —Hb — alf’
< af+———' b—al’.

Por tanto tenemos que

~2¢
Cz

1, ,
callell” < el llbll
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Esto completa la prueba del teorema. u

Observaciones

L. En la prueba del teorema anterior hemos utilizado el siguiente resultado
elemental. Concretamente es necesario para establecer la desigualdad

triangular de cualquiera de las r~normas que aparecen en la demostracidn.
S10<r<lyxz€eR, x>0, entonces se verifica que
(1+z) <142
yen general, si xx € R,z >0 para bk =1,2,. .., n, entonces
n r 1
k=1 k=1
2. La formulacién del teorema 2.3.1 no puede ser idéntica a la del teorema
2.2.1 de la seccién anterior (no se puede extender la p-norma |- | de 4 a
todo B). La razén es que un &lgebra localmente acotada con unidad e, que
no sea un algebra normada, tiene una subdlgebra (Ce) que es normada,
y la norma de esta subdlgebra no se podria extender a una norma en
todo el algebra. Si esto fuese posible, el algebra de partida seria también
normada. Si el dlgebra localmente acotada de partida no tiene unidad

basta considerar su unitizacién. Con el mismo argumento, obtendriamos

que el algebra localmente acotada seria normada.

2.4 Renormalizacién de LC—algebras

En esta seccién se extienden los resultados de las secciones anteriores al marco

de las algebras localmente convexas.
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Sea A un algebra localmente convexa. Sabemos que la topologia de A se
puede definir por un sistema {|-|,, &« € A} de seminormas que verifica las
condiciones LC1 y LC2. En este caso, una seminorma |- | en A es continua si

existe « € A y una constante positiva C tales que
lz| < Clzla

para todo x € A.

Presentamos ahora el resultado fundamental de esta seccidn.

Teorema 2.4.1 Sea B un dlgebra localmente convera y sea A una subdlgebra
de B. Sea {|-|o,a € A} un sistema de seminormas en A que verifican LC1
y LC2 y genera la topologia que A hereda de B. Entonces existe un sistema
{HH:@. B €T} de seminormas en B, que verifica LC1 y LC2, genera la topologia
de B, y ademds para cada B €T, la restriccidn de HH;, a A pertenece al sistema

A, es decir, para cada B €T eriste a € A tal que |aly = ||af|; para todo a € 4.
DEMOSTRACION:

Consideremos el sistema {||-]|,,3 € ®} de todas las seminormas continuas
en B. Se verifica entonces que el sistema formado por la restriccién al dlgebra
A de las seminormas de {||||;, 3 € ®} define la misma topologfa en A que el

sistema {] - |, « € A}. Por tanto tenemos que:

1. Para todo 3 € ® existen o € A y una constante positiva k(3, «) tal que

llall; < k(8, a)lal para todo a € A.
2. Para todo a € A existe v € ® tal que |a], < ”a”A, para todo a € A.

Consideremos el conjunto

I'={(a,8) € A x ® tal que |ala < llalls para todo a € A}.
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Para (a, 8) € I" definimos la seminorma ””;3 en B por la igualdad
I6llap = int{lal + |5 = ally, a € 4}.
Comprobemos que el sistema {||-||,4, («, B) € '} verifica la tesis del teorema.

a) ”‘1”;_@ = |al, para todo a € A.

Sea ag € A. Por definicién de Hu;j se tlene que ”'10”;,9 < |agla. Por otra

parte, sl a,ap € 4 se tiene que

laola < lala + |ao — ala
< lala + [lao — a“ﬂ

Tomando infimos en la desigualdad anterior se obtine que ||a0||;ﬂ > laola

y por tanto la igualdad de a).
b) Los sitemas de seminormas ® y I son equivalentes.

Puesto que llbll;ﬂ < ||b]ls para todo b € B y para todo (a, 3) € T, se tiene
que HH;ﬂ es una seminorma continua en B respecto de la topologia que

genera el sistema ®.

Por otra parte, st § € ®, por 1. existe A € A y existe una constante

positiva &(83, A) > 1 tal que [la||; < k(3, A)|alx para todo a € A.

Ahora, para S € ® y A € A existe v € ® tal que:

IA

lalx llall, paratodoa€ 4, y

oll, < [l4ll, para todo b € B.

Por tanto tenemos que (A, v) € .

Sia€ Aybe€ B entonces
1 1
—||b < -
M&M”“ﬁ_ k(B,A)
< lalA + “b - a”‘y'

llalls + 116 — all
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Tomando infimos se tiene que

para todo b € B.

Por tanto

I8llas < Nolls < k(8 2) 1Bl

para todo b € B y se tiene b).

c) El sistema T verifica LC1 y LC2.

LC1. Sea (a, 3) € . Entonces se verifica que:

Existe a; € A tal que |ai1az|a < |a@1]a, |@2]a, para todos a;,az € A.
Existe 51 € ® tal que [|bibaflg < [|ballg, |02]l5, para todos b1, 0, € B.
Existe as € A y existe una constante positiva (51, a2) tal que:
latla; £ |@1]as, ¥ ”Ch”,gl < k(B az)ar]|a, para todo a; € A.
Existe £, € ® tal que:
max{l, k(B as)} ”b1||ﬁ1 < ”blu,ag para todo by € B, ¥

lai]as £ ||~‘l1||ﬁ2 para todo a; € A.

Observemos que (as, 82) € I'.

Ahora, si b1,b0 € B y a1,a> € A, de la igualdad
b1by = ayas + ay(bs — az) + (by — ay)as + (by — a1 )(by — as)
tenemos que

”blbﬂl;ﬁ < larazla + |lar(bz — az) + (b1 — a1)az + (b — a1)(b2 — a2)|l
< larla lazla; + lladllg, 102 = aally + 1161 — aall, lla2lls,
+ |[br — aallg, 162 — aolfg,
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< arlaglasla, + k(81 a2)laila, |62 — a‘z“_ﬁ1
+ 160 = aull, £(Br, a2)laz]a, + (b1 — aull, |02 — azllg,
< latfalazlay + latfa, |02 — a?-“ﬁz + o — 0'1”52 a2

+ 1o — anll, 12 = aall,
= arla 10— anllg,] [1a2las + 102 = a2y, -

Tomando infimos sobre ay, a; € A se tiene que

16162/l < NB1ll5, 5, N2l s, -
LC2. Sean ay,ay,...,a, € Ay By, 5, ..., 8. € ® que verifican
lala, < llallg., ¢ =1,2,...,n
para todo a € A, es decir, (a;,5;) € para ¢ =1,2,...,n.
Como A y @ verifican la condicién LC2 se tiene que:
Existe o € A tal que |als, < lala, 1 =1,2,...,n para todo a € A.
Existe 8 € ® tal que :
loll,, <lblls, 2=1,2,...,n, paratodo b€ B, ¥y

lala < |lall; para todo a € A.

Entonces la pareja («, 8) € T verifica la condicién LC2 para la n-tupla

(a1, B1), (as, Ba2), . . ., (@n, 3a), puesto que
lala, + 16— a‘“;& <lala + 16— a’“,a’ i=12...,n

para todoa € Ay b€ B.

Damos ahora una respuesta afirmativa, utilizando el resultado anterior, al

problema propuesto por W. Zelazko que planteabamos en la introduccién de

este capitulo.
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Corolario 2.4.1 Sea B un digebra localmente conveza con elemento unidad .
Entonces existe un sistema {| - |o,« € '} de seminormas en B que genera su

topologia, verifica LC1 y LC2 tal que |e|la = 1 para todo o € T.
DEMOSTRACION:

Consideremos la subdlgebra 4 = Ce, de B. La topologia de A estd determi-

nada por una sola seminorma,

Xe| = |A], puesto que, para cada seminorma ||-||
continua en B, se tiene que ||Ae]] = |A||le]| = |Ae|]|e]]. Por el teorema anterior,
existe un sistema {| - |4, « € I'} de seminormas en B, que verifica LC1 y LC2,
que genera la topologia de B y extiende a la seminorma de 4, es decir, |e|q = 1

para todo a € T". ]

2.5 Renormalizacion de Bg—élgebras

Si A4 es un 4lgebra localmente convexa metrizable, su topologia se puede deter-
minar por un sistema numerable {| - |,,n = 1,2,...} de seminormas que verifi-
can las condiciones Bol y Bo2. El teorema que presentamos a continuacion es
andlogo al de la seccién anterior. En el caso metrizable no se extienden todas
las seminormas de la subalgebra, sino sélo un subconjunto numerable, que no

obstante, determina la misma topologia que todo el sistema numerable.

Teorema 2.5.1 Sea B un digebra localmente conveza metrizable y sea A una
subdlgebra de B. Sea {| - |o,n =1,2,...} un sistema de seminormas que define
la topologia que A hereda de B y verifica las condiciones Byl y By2. Entonces
eziste un sistema {||-||, ,n = 1,2,...} de seminormas que genera la topologia del
dlgebra B y verifica Byl y Bo2, y exziste una sucesidn (ry), C IN estrictamente

creciente tal que ||a||, = |al,, paran=1,2,... y para todo a € A.
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DEMOSTRACION:

Sea {pn,n =1,2,...} un sistema de seminormas continuas en B que genera

la topologia de B.
Definiremos dos conjuntos {||-||,,» = 1,2,...} v {||l,,» = 1,2,...} de
seminormas en B y los términos de la sucesién (ry ). por Induccién en n.

Tomemos vy = 1 y sea ||-||, un seminorma continua en B tal que
aly < Jlal, (2.2)

para todo a € A.
Definimos, para 6 € B

lbll; = inf{laly + [|b— all, : a € A}

, i - .
Entonces ||-||, es una seminorma continua en B puesto que

l1efly < fell,
para todo b € B.
Ademds la senimorma ||||; extiende a la seminorma de 4, |- |, es decir, se
tiene que
llally = lah

para todo a € A. En efecto, de la definicién de ||-||; se tiene que lally < laly
para todo a € 4, y de (2.2) sigue la desigualdad contraria.
Supongamos que ya hemos definido seminormas continuas ||-||,, para £ =

1)21 ..o, en B, IOS Va,lOI‘eS 1 < o < e L Tn y ademé‘s‘
6|l = inf{lal,, + |6 —all, : a € 4}

parak=1,2,..., nyb€BRB.

Vamos a definir ahora, r, 4, “'“n+1 Y HH;H
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Tomemos una seminorma continua g, en B que verifique:

161621, < Gn(b1)gn(b;) para todo by,b;, € B, ¥
Pr+1(b) < ¢n(b) para todo b € B. (2.3)

Tomamos r,,1 > r, v una constante C, > 1 tales que

gn(a) < Cylal

Fril

para todo a € A.

La ultima eleccidn es posible porque ¢, es una seminorma continua en el

algebra A.

Escojamos ahora una seminorma continua ||‘||n~'_1 en B tal que:

Il

lalr.y: < lall,y, paratodoa€ 4, y

IN

I6]l,,, para todo b€ B,

Caga(b) < ||b|l,,, para todo b€ B. (2.5)
Definimos, por ltimo, para b € B
18l = inf{lals,, + b — all,yy, @ € A}
Observemos que, de la definicién de ””;4-1 se tiene que

[T/ 1. (2.6)

para todo b € B. Ademds, sia € A y b € B se tiene de (2.3), (2.4), y (2.5)

1 1 ,
apm(b) < E’:[pnﬂ(a)+ Prs1(b = a)]

1
< (an(a) + Crgn(b—a)
1
< C—Qn(a) + 16— a’”n—t-l
S Ia"fﬁ+1 + ”b - a’“n—}—l : (27)
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Tomando infimo en la cadena de desigualdades (2.7) y de la desigualdad (2.6)
se tiene que
GPnnt() < el < bl

para todo b € B.

Por tanto {||||| ,» = 1,2,...} genera la topologia de B.

Adem4s es inmediato comprobar que ||al|, = |a|,, para todo a € 4 y todo
n=12,...

Por otra parte, puesto que r, < rq1 ¥ [[0]l, < [|bll,,, para todo b € By

todon =1,2,..., se tiene que
ol < Nollnss
para todo b € B, es decir, el sistema {||-||| ,» = 1,2,...} de seminormas verifica
By2.
Comprobemos ahora que este sistema de seminormas verifica Bol. Para ello,

sean by, b € By ay,a; € A. De la igualdad

blb2 = Q149 + Gll(bg - GQ) + ((11 - b]_)ag + (bl - al)(bg - (l-g)

sigue que
”6152”; < lala‘Blrn + ”blbg - a1¢12”n

< el qalazls, 41 + [lax(be = a2)ll, + (b1 — a1)asll,
+ (b1 = a1)(b2 — a2,

< ailr, a2l + ge(a1)ga(bs — a2) + gn(a2)gn(by — a1)
+4n (b1 — a1)gn (b2 — a2)

< lallrnH |aslr. ., + Culails, ;1 @a(b2 — a2) + Culasle, ., gn(by — a1)
+C2qn (b — a1)gn(by — as) |

< lallrn+1 [@2]r,y + |@1lr.py |2 — 02“,,“ + laslr,. [l6r — @1||n+1

+ 161 — a1l 102 = a2ll,yy

asle, o + 1161 = anll,p] [zl + 162 = aslly) -
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Tomando infimos en a1, a; € 4 se tiene que

l[brbally, < Heallyy 02l
para todo b1, b, € B. n

2.6 Comentarios al capitulo

Los teoremas 2.3.1 y 2.4.1 han sido generalizados recientemente por W. Zelazko
en [42], estableciendo un resultado similar a los de las secciones 2.3 y 2.4, que
puede ser aplicado a la clase de las algebras localmente pseudoconvexas. En
este sentido, el resultado de W. Zelazko proporciona un marco comun a nuestros
resultados de las secciones 2.3 y 2.4

Como ocurre en el teorema 2.3.1 (ver observaciones finales de la seccién 2.3)
el resultado de W. Zelazko no podrd enunciarse, literalmente igual, al teore-
ma 2.2.1. Sin embargo, con algunas variaciones, se pueden obtener férmulas
analogas a LC1 y LC2.

El resultado que aparece en [42] es el siguiente:

Sea B un dlgebra localmente psendoconvera y sea A una subdlgebra
de B. Sea {||,,« € A} un sistema de seminormas p(a)-homogé-
neas que define la topologia que A hereda de B y verifica LPC1 y
LPC2. Entonces, la topologia de B se puede determinar mediante
un sistema {HH;, v € ®}, de seminormas q(vy)-homogéneas, que

verifica LPC1 y LPC2 tal que para todo v € ® existe a € A tal que

llally = lalg

para todoa € A yO<r, <1,
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Para la prueba, la idea es considerar un sistema {||-||5,3 € I'l, de seminor-
mas s(3)-homogéneas, que generan la topologia de B y que verifica LPC1 y
LPC2.

Como el sistema formado por las restricciones de las seminormas del sistema

I' al dlgebra A genera la topologia que A hereda de B se tiene que:

Para todo o € A existe 8 € I' y existe una constante positiva C tal

que
a2 < C ||afl53" (2.8)

para todo a € A.
Se considera el conjunto
®={y=(a,8,Cr), a€A, BET, C>0, 0<r<1}

donde a, 8 y C verifican la condicién (2.8).

Para cada ¥ € ® definimos en B la seminorma |||, de la siguiente forma.
Si b € B se define

I8])}, = inf {|al?® + C" b — a7, a € 4},

que es una seminorma t(y) = rp(a)s(f)-homogénea.

Ahora, siguiendo los pasos de los teoremas 2.3.1 y 2.4.1 se demuestra que

{5, v € @}

es el sistema de seminormas que anuncia el resultado.
De este teorema sigue que:

La topologia de un digebra localmente pseudoconvera A con unidad e
se puede definir por un sistema {|| ,a € A}, de seminormas p(a)-
homogéneas, que verifica LPC1 y LPC2 tal que |e] = 1 para todo
a € A.



Capitulo 111

Ideales no eliminables y
elementos permenantemente
singulares en algebras
topolégicas.

Este capitulo estd dedicado al estudio de eliminabilidad de ideales en alge-

bras topolégicas.

En la primera seccidn formulamos una condicién suficiente para que un ideal
de un algebra topoldgica sea eliminable. Esta condicién, para el caso de ideales
principales, da una condicién suficiente para que un elemento de un &lgebra

topoldgica sea permanentemente singular.

En la segunda seccién construimos un ejemplo, que pone de manifiesto que la
condicién anterior es mas general que las existentes hasta ahora en la literatura.

Ver el comentario posterior de [39, 2.18].

Por ultimo, probamos que en la clase de las dlgebras semitopoldgicas es posi-
ble establecer una condicién equivalente, andloga a la formulada por R. Arens
en [2] para &lgebras de Banach, para que un elemento sea permanentemente

singular.

55



3.1 IDEALES NO ELIMINABLES EN ALGEBRAS TOPOLOGICAS 36

3.1 1Ideales no eliminables en algebras topolo-
gicas

Consideremos un algebra topoldgica A, y denotemos por U(A) un sistema de
entornos del origen de A que verifica las propiedades T1, T2 y T3. En toda
esta seccidon supondremos que el dlgebra 4 es conmutativa y tiene unidad, que
denotaremos por e. Asimismo todas las extensiones que consideraremos en este

capitulo serdn conmutativas y con elemento unidad.

Recordemos, que un ideal I de un dlgebra topoldgica A es eliminable en una
T—extensién B de A si I no esta contenido en ningin ideal prépio de B. Por
comodidad pondremos eliminable en lugar de T—eliminable.

El siguiente lema ofrece una formulacién, mas cdmoda de manejar, del con-

cepto de 1deal eliminable.

Lema 3.1.1 Sea A un dlgebra topoldgica y sea I C A un ideal de A. Entoces
I es eliminable en una extensién B de A si y sélo si existen T1,T2,...,%n € I,
Y1, Y2, ..., Un € B tales que

TiYr+ LaYe + o+ TalYe = € (3.1)
DEMOSTRACION:

Supongamos que [ es eliminable en B y sea J el ideal generado por I en B,

es decir,

n
J = {kayk, yel, we€B, k=1,2,...,n, n=1,2,..4}
k=1 -

Como I C J se tiene que J = B. Como B tiene unidad existen 1, 22, ..., 2, € 1

y existen yy, 42, ..., ¥, € B tales que

Ty + T2Ya+ -+ Tl = €.
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Reciprocamente, supongamos que para unos elementos &,&2,...,Tp € I e

N, Y2, -, Yn € B se verifica (3.1).

En este caso, si J es un ideal de B que contiene a [ se tiene que e € J. Por

tanto J = B y el ideal I es eliminable en B. n

La condicién suficiente que mencionabamos en la introduccién de este capi-

tulo es la siguiente.

Teorema 3.1.1 Sea A un dlgebra topoldgica conmutativa con unidad e. De-
notemos por U(A) un sistema de entornos del origen para la topologin de A,

que verifica T1, T2 y T3. Sea I C A un ideal de A que vertfica la condicion:

(CET) Para cada subconjunto finito {x1,Z2,...,2x} C I existe V €
U(A) tal que para todo W € U(A) eziste n > 1 tal que para todo
r >0 existe u € A\V tal que uz? € *W para todo e =1,2,.. . k.

Entonces I es no eliminable.
DEMOSTRACION:

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe una extensién B de Ay

existen &y, Zs,...,xx € I y existen yq,%, ...,y € B tales que
Ty + TaYo+ -+ TpYr = €

Sea U (B) un sistema de entornos del origen para la topologia del dlgebra B que
verifica las condiciones T1, T2 y T3.

Para {1,25,...,2x} C I, sea V € U(A) el entorno de la condicién (CET).
Tomemos V' y W' en U(B) tales que

k)

VINACY vy WW' 4+ . sWW' CV'.
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Sea W € U(A) tal que W C W'N A, y sea n el natural de (CET) para los

entornos V y W. Tomemos m = nk. Entonces
k " m! . .
m v 3 g y¢
e=e" = {inyi} = Y )" (mey)” (3.2)
i—1 i14odip=m 01- 0 e
Observemos que cualquier término de la suma (3.2) contiene un exponente i, >

n. De esta forma, existen vy, vs, ..., v € B tales que
1, Vs, s Uk

e =ayv1 + &5vs + - + Tk

1

Sea s > 0 tal que v; € sW' paratodos=1,2,...  kysear =%
q p 5

> 0. Tomemos
u € A\ 'V, dado por la condicién (CET) para el # anterior. Es claro entonces
queu € A\VCB\V"

Pero por otra parte, se tiene que
uzlv; = (ue)v; € TWsW' C WW'
para todo:=1,2,... k.
Asi que
u=ue=uriv; +urhva + - +uzfu e WW + WW'+ ...+ WW CV".

Esta contradiccion prueba el teorema. n

Observacion
Para un algebra localmente convexa A, cuya topologia viene dada por un
sistema {| - |o, @ € A} de seminormas, la condicién (CET) se puede reformular

de la forma siguiente:

(CELC) Para cada subconjunto finito {z1,zs,...,2:} C I existe

a € A tal que para todo 8 € A existe n > 1 tal que

k
inf {Z[u.rﬂg, u€ A, |ulg = 1} = 0.

i=1



3.1 IDEALES NO ELIMINABLES EN ALGEBRAS TOPOLOGICAS 59

Si se verifica (CET), para comprobar que ( CELC) también es cierta basta tomar

| - |« como el calibrador de Minkowsky del entorno V' y para cada 3 € A poner,
W={a€A:|alg <1}

Aplicando directamente la condicién (CET) existe n > 1 tal que para todo

r > 0 existe u € 4, con |ule > 1, tal que

k

D ual|s < kr.

=1
Ahora, sea € > 0 y consideremos r = i entonces existe v € 4, con |v|e > 1, tal
que

k

S ol < kr

i=1

Sea u = l;i € A. Entonces |u|l, = 1 y ademds se tiene que
(17

k E

1 kr €
\ T uz?|y = N\ ozl € — = — < €
2wl = el < o =

Por tanto,

inf {Zlux?[ﬂ, u € A, lule = 1} =0.

i=1
El reciproco es andlogo.

Esta observacién nos permite formular el siguiente

Corolario 3.1.1 Sea A un digebra localmente convera conmutativa con unidad
€ ysead {||a, & € A} un sistema de seminormas que determina la topologia de

A. 8511 es un ideal de A que verifica:
(CELC) Para cada subconjunto finito {z,,zs,...,2;} C I existe

a € A tal que para todo B € A existe n > 1 tal que

k
inf {Zlux”lg, u€ A, |ule = 1} =0,

i=1
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entonces I es no eliminable.

Observacidn

Para un algebra de Banach conmutativa [A, ||-]]] la condicién (CELC) se

puede reformular como:

(CEB) Para cada subconjunto finito {1, o;,...,z;} C I existe n >

1 tal que

inf {i”urf”, u€ A4, lul| = 1}- = 0.

i=1

W. Zelazko, en [39], establece la siguiente condicién suficiente (ver seccién

1.4) para que un ideal I, de un 3lgebra topolégica A, sea no eliminable:

(CETW) I estd contenido en un ideal de la forma J = I, + Is(4),
donde I esta formado localmente por divisores topoldgicos de cero,
e Ig(A) es el ideal de todos los elementos de 4 que tienen potencias

pequenas.

El siguiente teorema establece que la condicién (CET) es més general que
(CETW). De la no equivalencia de estas condiciones nos ocuparemos en la

sigulente seccién.

Teorema 3.1.2 Sea A un dlgebra topolégica y sea I C A un ideal que verifica

la condicion (CETW ). Entonces I verifica la condicién ( CET).
DEMOSTRACION:

Sea U(A) un sistema de entornos del origen de A que verifica las condiciones

T1, T2 y T3 y define la topologia del dlgebra A. Para comprobar que [ verifica
(CET) sea {zy,2y,..., 24} C L
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Puesto que I verifica (CETW) podemos encontrar y1,%s,...,¥ € I ¥

21, 29, ..., 2 € Ig(A) tales que z; = y; + 7 para todo i = 1,2,... k.

3

(a) Los elementos {y1,y2,...,yx} verifican la siguiente condicién:

Existe V € U(A) tal que para todo W € U(A) existe u € A\ V
tal que uy; € W para todo ¢ =1,2,... k.

En efecto, al estar I; formado localmente por divisores topolégicos de
cero, existe una red, (u,)y, en 4, tal que u, /4 0y uyy; — 0 para todo
¢ = 1,2,... k. Tomando una subred de (u-), si fuese necesario, podemos

suponer que uy ¢ V para todo . Ahora es claro que se verifica (a).
(b) Los elementos {21, 22,..., 2} verifican la siguiente condicién:

Para todo U € U(A) existe n > 1 tal que 2! € N,,o7U para

t=1,2,... k.

En efecto, dado U € U(4), sea V' € U(A) tal que V'V' CU. Puesto que
2; tlene potencias pequenas, para cada ¢ = 1,2,...,k existe n;, > 1 tal que
Azt € Viparatodo A € C, i =1,2,... k. Sean = max{ny,ny,...,m}
ysea At =12 ... k tal que \;z]"™ € V'. Entonces, para todo r > 0,

se tlene que
1, cn 1 g ,
;,Zi = /\,-z? " r/\i,z? € V‘V g U.

En consecuencia, 2! € rU para todo ¢ =1,2,..., %, como queriamos ver.

Sea V el entorno de la condicién (a). Para cada W € U(A) sea U € U(A) tal
que UU + UU C W. Sea n > 1 el natural de la condicién (b) para el entorno

U. Observemos que

el =(yi+ %) =2+ 2+ Y,

-7
i[]=
[ 4
T~
3
e
o
5:.~.tls
-
oy
8
|
-]
| WS
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donde
d n ’ -1 n-
vi = {Z(p)yf i
p=1

Sea s > 0 tal que v; € sU para todo ¢ = 1,2,...,k. Por la condicién

para todo:=1,2,...,k.

r
(a), fijado r > 0, podemos encontrar u € 4 \ V tal que uy; € ;U para todo
t=1,2,...,k. Por tanto, podemos escribir

U.’L’? = 'LLZ? + (uyz')'vi) 1= 1,2,.. ’7k)
donde, para algin ¢t > 0, se tiene que

uz! € (W) (ﬂ T'IU) C m »UU C rUU,

r’>0 >0

y por otra parte

(uy v € gUsU C rUvU.

Entonces
uz! € rUU +r7UU CrW
parat=1,2,...,k.
Esto demuestra que I verifica la condicién (CET). =

Abordamos ahora el caso particular de ideales principales, lo que da lugar

al concepto de elemento permanentemente singular.

Observacion
Es facil comprobar que un elemento x en un algebra topologica A es perma-
nentemente singular si y sélo si el ideal principal ¢4 = {ra, a € A}, generado

por z, es no eliminable. De esta forma, del teorema 3.1.1 obtenemos el sigulente
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Corolario 3.1.2 Sea A un dlgebra topolégica conmutativa con unidad e y sea
U(A) un sistema de entornos del origen de A que verifica las condiciones T1,

T2 y T3. Supongamos que T verifica la siguiente condicion:

(PST) Eziste V. € U(A) tal que para todo W € U(A) existen > 1
tal que (A\ V2" NrW £ 0 para todo r > 0.

Entonces x es permanentemente singular.
DEMOSTRACION:

Supongamos que « verifica la condicién (PST). Comprobaremos que el ideal
principal £A es no eliminable. Para ello, sean ay,as,...,a; € A. Dado W €
U(A), sea W' € U(A) tal que W'W' C W. Sea n > 1 el natural de la condicén
(PST) para V y W', y sea A > 0 tal que a? € A\W' para todo¢=1,2,...,k Por
la condicién (PST), para s = %, existe u € A\ V tal que uz® € ;W' Entonces
se tlene que

urta® € %W’/\W’ = rW'W' C W
para:=1,2,... k.
Por el teorema 3.1.1 el ideal generado por z es no eliminable y « es perma-

nentemente singular. u

Observaciones

1. Si A es un 4lgebra localmente convexa y {| - |o, @« € A} es un sistema de
seminormas que define la topologfa de A y verifica LC1 y LC2, la condicién

(PST) se puede reformular de la siguiente forma:

(PSLC) Existe a € A tal que para todo 8 € A existe n > 1 tal
que inf{|zz"|s, 2 € A, |z|o =1} =0.
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Por tanto, un elemento x de un dlgebra localmente convexa A que verifique

la condicién {PSLC) es permanentemente singular.

i

[N

. S1 A es un Aalgebra localmente convexa y = es un divisor topolégico de
cero, entonces z verifica la condicién (PSLC), vy por tanto es permanen-
temente singular. Andlogamente, si ¥ es un elemento de A con potencias
pequenas, entonces y verifica la condicién (PSLC), asi que y es permanen-
temente singular. Es mads, la suma de un divisor topolégico de cero con
un elemento de potencias pequenas verifica (PSLC) y en consecuencia es
permanentemente singular. Sin embargo, el reciproco de esta dltima afir-
macion no es clerto, como veremos en la siguiente seccién. Por otra parte,

no conocemos si la condicidén (PSLC) es necesaria para que un elemento

sea permanentemente singular.

3.2 Construccion de un ejemplo

Pasamos ahora a construir un ejemplo que pone de manifiesto que; en el caso
de 4lgebras localmente convexas, la condicién (CET) es mds general que la
condicién (CETW), ain en el caso de ideales principales, es decir, ideales gene-

rados s6lo por un elemento.

Lema 3.2.1 Eziste una sucesidn de conjuntos
M, C{0,1,2,...}, k=1,2,...
tales que 0 € My y verifican, para k = 1,2,..., las siguientes propiedades:

a) ﬂ/-{k-kl _C_ ¢Mk,
b) (Mr\{0})—1C M,
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¢) Miai+ My CM, gy
d) Para todos k > 1 yn > k existe m tal que

mm+1l,....m+n¢M ym+n+k€ M.
DEMOSTRACION:
Los conjuntos M} se construyen de la siguiente forma. Pongamos
N,SO) = {2?, z’=k,k+1,...} para k =1,2,...

y construimos por induccidn

r—1

N’Er) = N}S:-—ll) U (ngi—ll) _ 1) U U (N}E:-—ll) +N£Ijr)1) para k;)'r = 1, 2, ..
p=0
Ahora definimos
My = |J N u o).
r=0

Comprobemos que los conjuntos M, definidos de esta forma, verifican las pro-

pledades que afirma el lema.

a) Puesto que N,E:ll) - N,E') para r = 1,2,... se tiene que

SN DI NS [N
Uma’cUm’cuUmy?,
r=1 r=1 r=0
y por tanto, que M; . ; C M,.
b) Dado n € (M., \ {0}) existe r, > 0 tal que n € N,S:(‘l) De esta forma
n—1e N7 -1 N C My,

y por tanto, (M, \ {0}) — 1 C M;.

c) Sean m,n € Miy1. Si alguno de los niimeros m é n es cero es claro que

m + n € M, puesto que M ; C M. Sim y n son distintos de cero
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existen r,, > 0y r, > 0 tales que m € I 3&;’;) yne N,ﬁ';f. De aqui se tiene
que

m+n € NI + N ¢ NfEUmm D ¢ g,
y por tanto, Mz, + M1 C M;.
d) Sean k > 1y n > k. Pongamos m = 22" — 2n. Comprobemos que
m4+n+k=2" —n+keM.
Es claro que si n = k, entonces
m+n+k=2" e NOCM, =M.

Basta comprobar entonces que m + n + k € M, para n > k.

Como la sucesién (22" - n) 5, 88 estrictamente creciente se verifica que
n_

2% -n>0,n=1,2,...Portanto 22" —r > Oparar =0,1,..., n—k—1.

Ahora, del hecho de que 22" € N{® C M,, aplicando n — k veces la

propiedad b) que acabamos de probar, obtenemos que

m+n+k=22n—(n—k)€}bf;,.

Para terminar, es necesario comprobar que m,m +1,...,m + n ¢ M.
Primero observemos que, para j =1,2,...yr=0,1,2,..., se tiene que
in N = min A = ... = min NO — o2t _
min N/ =minN; ;7 ~1=---=minN; [, —r =2 r

Por otra parte es claro que
NOn (277 27) =9 (3.3)
paraj =1,2,...

Ahora probaremos, por induccién en r, que

NJ(') n (2'22"_1, 27" — -r) =0 (3.4)
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parar=0,1,2,...,y7=1,2,...

Observemos que (3.4) es cierto, para r = 0, por (3.3). Supongamoslo

cierto para s = 0,1,...,r — 1 y probémoslo para r. Basta demostrar que

: (r) . 27=1 Hon
sim € N;/, entonces m ¢ (27227 22" —p).

Si llamamos I, = ('2’22“—1,22n — -r) y r < r' entonces Iy C I,.

Como 1
7 r 7 r— I.' r— T (' Tr—l) [ )
N}( ) = N;(erl) U (N;‘(HI) - 1) uy ("\U(H + Ni(il) :
=0

tenemos tres casos:
1) simeg Nj(rll) por hipétesis de induccién
m¢ (271272 — (r—1)) = Ly
Como I, C I,_; se tiene que

a1 n
m$[,=(2'22 22 —r).

2) sim e N9 _ 1 entonces m +1€ N('_l), por tanto
j+1 i+1

m+1¢ (2702772 — (r—1)) =Ly,
asi que
m ¢ (2771277 — 197y,
y por tanto,
m ¢ (27277 27 — ),
puesto que 2722"7" » or-192"71 _ 1

3) simé€ ;;(1) (N}E” + N}i)l) existe p € {0,1,...,r — 1} tal que

me NID + ND,
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[or
o0

De esta forma se tiene que m = my + m2, donde

~1) p)
my € JV](':_1 v me€ Nj(‘*_’l,

con lo que
3 an— 7 . N 4 an-—1 agn
my ¢ (2'”123 11 22— (r — 1')) y ma ¢ (‘2”22n 2% _ p) .

Ahora tenemos que I, _; C I,, y de nuevo tenemos dos posibilidades:
3.1) simqy > 2% —(r—1) § ma > 2%" —p es evidente que m > 2" —r.

3\ . —1x gn—1 . gn—1
3.2) simy < 277127777 ym, < 222777 obtenemos que

_ 2n—1 gn—1
m < 27719 + P22

t)T—lz?“_l + 21’—-192"_1

. . 4 an—=1 . 9n
En cualquier caso, se tiene que m ¢ (2'22 27" — r)

r+1

e . r . .
Por tltimo observemos que, puesto que min Nl( )= 27" _ 4 se tiene que

Min[m,m+n] = MDnN {QT —2n,2% — n]

o 0] 5

= [’L;JONI(')} N [22" — 2,27 — -n}
nel

= U (‘A 1(') n [22" —92n,27 — n])

r=0

Ahora, parar =0,1,...,n — 1 se verifica que
22 = 20,27 —n| C (27277 2% v,

puesto que

para todon =1,2,.. ..
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Asi pues
. n-1 .
My (27 = 20,2 —n| C |J [N n (27227 27 — )| =0
r=0

< n
Por tanto tenemos que m = 2*" —2n,m+1,..., m+n =22 —n ¢ M,

como queriamos ver.

[
Lema 3.2.2 Eziste una matriz de nimeros reales positivos (cy;), bk = 1,2,.. .,
0=0,1,2,..., que verifica las siguientes propiedades:
I) Ckyo =1
2) crivj < Crrricrin
3) cri < Cryry
4) cri < crprin
X Ckk+j .
wlﬂ{iﬁL]=QLln}=0
' €14
para todos k=1,2,..., 1=0,1,2,. ..
DEMOSTRACION:
Consideremos la sucesién de conjuntos (M), k = 1,2, ... del lema anterior,
y definimos

Cpi = of-max{j<i, jEMi}
ki =

parak =1,2,...,¢=0,1,2,....

Los nimeros ¢;, asi definidos verifican las condiciones del lema.

1- Ck;ﬂ = 20~maX{P§0, PEM},:} = :)0 = 17 pueStO que 0 e ‘ﬂ{[k.
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2. Como M1 + M1 C M se tiene que
max{p < i,p € Miy1}+max{p <j,p € My} <max{p <i+yj,p€ Ml
asi tenemos que
oty -max{psity, peMi} o gi-max{psi, pEMis1}gi—max{p<y, peMiir}
y por tanto, tenemos que ¢; ;4; < CpiyiCry1y-
3. Como M1 C M, se tiene que
max{p <, p € My} <max{p <i, p€ M},
asi tenemos que
oi~max{p<i, pE M} < oi-max{p<i, peMiy1}
¥ por tanto, que ¢;; < Cpy1,-
4. La desigualdad ¢;; < ¢xp1,41 es equivalente a
max{p<i+1, pEM 1} <1+ max{p<i, p€ M} (3.5)

Llamemos py = max{p <i+1, p € My, }.
Si po = 0 es claro que se verifica la desigualdad (3.5).

Si po # O se tiene que po € My 1\ {0}, asique pp— 1<ty
Po — 1 e (‘XMIH-I \ {0}) — ]_ g I‘/Ik,

de esta forma

po < 1+ max{p <, p€ M},

como queriamos comprobar.
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5. Sabemos, por el apartado d) del lema anterior, que para todos k> 1,n > k
existe mtal que m,m+1,.... m+n¢ My ym+n+k € M, Para estos

valores de k,n y m se verifica que:

- k M 0
Chppmyp = 2 TmrA-madpintmek peMe} - 90 — g

Clmin = 2n+m~—max{p§m+n, peM,} > 2",

puesto que max{p < m+n, p € My} < m.

Tomando infimo sélo en los elementos de la forma j = m + n, donde m y

n son los anteriores tenemos que

inf{“—"‘*—’:j:(),l,...} < inf{M:nZk}

€1, Clm+n

< inf{%;:n?_k}:().

Teorema 3.2.1 Eziste un dlgebra localmente convera conmutativa A con uni-

dad y existe un ideal I C A que verifica (CET) y no verifica (CETW ).
DEMOSTRACION:

Denotemos por 4 el dlgebra de los polinomios en la variable & con coeficientes
complejos. Consideremos en A la topologia vectorial definida por el sistema
{] |+, & =1,2,...} de seminormas, definidas en A por

0 .
Z a,w'

i=0

= ch,ila;'l, k= 1,2,...

k =0

Observemos que todas las sumas son finitas.

Los nimeros ¢z, k =1,2,..., 1 =0,1,2,... son los del lema anterior.
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Considerando como producto en A el producto habitual de polinomios, las

condiciones 2 y 3 del lema anterior establecen, respectivamente, que

lp(z)a(z)l, < Ip@)ipla@)hys k=1,2,..., g€ A, ¥y
lp(a")lk S. !p(x)|k+1) ’I‘: = 1:2;' sy P € A

Para la primera desigualdad, si p,q € 4 se tiene que

See] (B

=0

Ip(z)a(z)l, =

0 \
=1Z[Z a,-,(i’j} (L'pI
i |p=0 Litj=p Ik

00 |
= Chp i Y. b
=0

P [i+i=p

x>

<Dy D lallssl

=0 i+p=p

IA

oo o0
Z Ch41,iCh+1, Z Joxs] lﬁjl = Z [ E Che1 il ceqn lﬁjl}
p=0 i+j=p p=0 |i+j=p

[i Cht1, lail] [i Crt1,j I«Bj'} = 'P(”f)fkﬂ Iq($)|k+1'

=0

La segunda desigualdad se obtiene de 3 de forma anéloga.

Consideremos ahora el ideal principal I de 4 generado por z, es decir
I = {p(z) € 4, tal que p(0) = 0}.

Es claro, de ser ¢;; > 0 para todo 7 = 0,1,2,...,k = 1,2,..., que para todo

polinomio no nulo p(z) € A y para todo k = 1,2,. .. se verifica que

m .
o
=0

Esto significa que en A no hay elementos no nulos con potencias pequenas.

> 0.
k

De la condicién 4 del lema anterior sigue sin dificultad que
lp(2)ly < lep()liyn (3.6)
para todo p(z) € Ay k =1,2,... De (3.6) se tiene que

inf {|ep(2)l,,1, P(2) € 4, |p(@)], =1} >0
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para todo k£ =1,2,...

Es decir, ¢ € 4 no es un divisor topolégico de cero en 4. Por tanto, el ideal
I no verifica la condicién (CETW).

Por otra parte, z verifica la condicién (PSLC). Basta tomar « = 1, y para

cada seminorma |-|, tomar n = k. Por la condicién 5 del lema anterior se tiene

que

. o
inf{}uw"ik,ueA,[u[l:l} < inf{iua:ki ueA,uzaf—.,g:O,l,Q...}

k EN
ixk”!
= 1nf 1k ;=012 }
{ |z},
= 1f{ kit 5 =0,1,2 ..}-_-0.
€1

Puesto que z verifica la condicién (PSLC) se tiene que I verifica la condicién

(CET). En efecto, sean ay,aq,...,a8, € 4. Paraa =1y k =1,2,... tenemos

que

m
inf {Z {um"“af“ik ,u € A, lul, = 1}

i=1

< inf {Z {um*“{kH

=1

= {i]afﬂlﬂl} inf {lu:ng\Hl,u € 4, [ull = 1} =0

=1

3

af |

g U €A, lul, = 1}

3.3 Elementos permanentemente singulares

En esta seccién trabajaremos con &lgebras topoldgicas que tienen producto se-
paradamente continuo. Sabemos que la topologia de una s—-algebra topoldgica

A se puede describir por un sistema de entornos del origen &(A) que verifica
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las condiciones TS1, TS2 y TS3. Comenzaremos con algunas definiciones y-

observaclones.

Definicidon 3.3.1 Sea A una s—dlgebra topoldgica conmutativa. Un elemento
T € A se dice que es un divisor topoldgico de cero en A si existe una red (uy),

en A tal que u, 4 0 pero u,z — 0.

Observaciéon

Si A es una s-dlgebra topoldgica es claro que ¢ € A no es un divisor

topoldgico de cero si y s0ld si la aplicacidén
L,:a€A—-L,(a)=2a€2ACA

es un isomorfismo sobreyectivo de A en zA4.

La nocién de s—extensién se define andlogamente al concepto de extension

de algebras topoldgicas. Concretamente

Definicidon 3.3.2 Sea A una s-digebra topolégica. Se dice que una s—dlgebra
topoldogica B es una s-extension de A si existe un isomorfismo de dlgebras snyec-
tsivo f : A — B. En caso de que A y B tengan unidades eq y ep respectivamente,

se exsgird ademds que f(ey) = ep.

De esta forma, si B es una s—extensién de 4 podemos identificar 4 con

f(A) C B y considerar A como una subdlgebra de B. Asi lo haremos en lo que

sigue.



3.3 ELEMENTOS PERMANENTEMENTE SINGULARES 75

Observacion

Sea A una s—algebra topoldgica con unidad y sea z € A un divisor topolégico
de cero. Entonces  es singular en cualquier s—extensién B de A.

Si no fuese asi, podriamos encontrar una s-extenxién B de 4 y un elemento
y € B tal que vy = ¢, ¢ denota la unidad de B. Pero para (u,),, la red que
existe en A tal que u, /4 0y u,@ — 0, tendriamos, por la continuidad separada

del producto en B, que
Uy = Uye = Uqy(2Y) = (uyT)y — 0,

que es una contradicidn.

El propésito de esta seccién es probar el reciproco de la observacién anterior.
Esto significard que, en la clase de las s—4lgebras topolégicas conmutativas con
unidad, hay una caracterizacién simple para los elementos permanentemente
singulares, similar a la dada por R. Arens en el contexto de las dlgebras de Ba-
nach en [2]. Para establecer esta caracterizacién necesitamos algunos resultados

previos.

Teorema 3.3.1 Sea A una s—dlgebra topoldgica conmutativa con unidad e. Sea
U(A) un sistema de entornos del origen para la topologia de A que verifica
T51, TS2 y T§3. Sea Alz] el digebra de los polinomios en la variable ¢ con
coeficientes en el digebra A. Sea S(U) el conjunto de las sucesiones de elementos
de U(A), es decir

SU) ={V = (Vi)iso tal que V, € U(A),i =0,1,2,...}

Para cada V € S(U) sea

Ny = {Zamﬂ' € Alz] tal que a; € Vi, ¢ = 0,1!2,,”}

i=0
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El conjunto ¥V = {Nv,V € S(U)} es un sistema de entornos del origen que
verifica TS1, TS2 y TS3 para una topologia vectorial que hace de Alz] una s-
dlgebra topoldgica. Ademds, s A es localmente convezra, entonces Alz], con esta

topologia, también lo es.

DEMOSTRACION:

Es facil comprobar que V es una base de filtro que verifica TS1 y TS2.

Vamos a comprobar que V verifica la condicién TS3. Para ello, sea
ple)=> az' €Alzg] vy V=(VW, . V. )ESU).
i=0

Debemos encontrar W = (W, W;,..., W, ...) € S(U) tal que p(z)Nw C Ny.
Puesto que U(A) verifica TS1 podemos encontrar (V,,)m>e € S(U) tal que

a) Vi4+Vi+™tD v CV,, param=0,1,...,k.
by V! 4V 4+¥) v CV, param=k+1,k+2,...

Observemos que k es el grado del polinomio p(z) y V) = V5.

Como la aplicacidén

2€EA—oauztaz+-- +az€A

es continua, para cada m = 0,1, ... existe W,,, € U(4) tal que
m+-k
aOWm + alwm +- -+ aka g m ‘le
i=m

Comprobemos ahora que, si W = (W )m>0 € S(U), entonces p(z)Nw C Nvy.
Para ello, sea

1=0

De esta forma se tiene que b; € W;,5 =0,1,... ,n.
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Observemos que
wel() = \;[_za,-bm_.] o
k m k+n k
= [Za,bm ,].’L‘ + Z [Y‘a»bm_,] ™

m=k+1 Li=0

k
= Z [aobm + a1bpm—_1 + - - - + ambo] 2™
+ ) [a0bm + a1bpm_1 + -+ + arbp_i] ™.

Teniendo en cuenta que

r+k
am—rWr Q aOWr + GIWr +---4+ akWr Q m vrg"

i=r

para r = 0,1,...,m se verifica, por una parte, que

Ambo + Gmo1br + - + agb € amWo+am Wi+ +aWn

k+1 +) k+m ,

c ﬂV’+ﬂV+' *Ov
=m

Vv v,

c vi+v+"h

param=0,1,...,k,

Yy por otra parte que

aobm + a'lbm-l +---+ akbm—k € aOWm + GIWm—l +---+ aka k

k+m k+m-1 k+1) ,
cC NOVi+ ) v+ + ﬁ v,
i—=m i=m-1 i=m-—#%

7 "‘) 1
(_:_ V+V+ +V CV

77

param =k+1,k+2,..., con lo que p(z)g(z) € Nv y por tanto p(z)Nw C Nv,

como queriamos ver.
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Observaciones

1. Si1identificamos A[z] con la suma directa de una cantidad numerable de

copias de 4, por medio de

k oo
Za,-:r:* € Alz] = (ag,ay,...,a3,0,...) € @ A
i=0 =0

la topologia definida anteriormente es precisamente la topologia de la

suma directa.

2. Siidentificamos los elementos de A con los polinomios constantes de A[z]

observamos que A[z] es una s—extensién de A.

Lema 3.3.1 Sea A una s—dlgebra topoldgica y sea I C A un ideal cerrado de

A. Entoces A[I es una s—dlgebra topoldgica con la topologia del cociente.

DEMOSTRACION:

Sea U(A) un sistema de entornos del origen para la topologia de A que
verifica TS1, TS2 y TS3. Entoces

UAID ={U+1T, UecU(A)}

es un sistema de entornos para la topologia del cociente en A/I que verifica
las condiciones TS1, TS2 y TS3. Para comprobar TS3, sean a+ I € A/I y
V+IelU(A/I). Tomemos W € U(A) tal que aW C V. Entonces se tiene que

(a+DNNW+ D) CaW +al+WI+IPCV + 1

Por ultimo, puesto que I es cerrado, la topologia que genera ¥(A/I) es una

topologia Hausdorff. n
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Teorema 3.3.2 Sea A una s—dlgebra topoldgica conmutativa con unidad e y
sea u € A. Entonces u es invertible en alguna s—extensién B de A si y sélo st

u no es un divisor topoldgico de cero.

DEMOSTRACION:

Una implicacién estd probada con la observacién anterior al teorema 3.3.1.
Reciprocamente, supongamos que u € 4 no es divisor topolégico de cero. Sabe-

mos que esto equivale a que la aplicacién

a€E A — ua €uAd
es un isomorfismo de dlgebras. Por tanto, para cada W € U(A) existe V € U(A)
tal que

VNud =uW. (3.7)

Consideremos la s-dlgebra del teorema 3.3.1 A[z] y el ideal I generado por
e — uz, es decir,

I = (e~ uz)Alz].
Probaremos primero que I es un ideal cerrado de A[z]. Para ello sea (p,)s una

red de elementos de I, donde

Pal®) = (e —uz) Y {2 = b{ + > (bﬁ“) - ubff)l) .
=0 =0
Observemos que, para cada «, sélo un nimero finito de coeficientes bg“) son

distintos de cero.

Supongamos que la red (pq )o converge a un polinomio p:
n
Pa = P =) a8,
=0

en la topologia de A[z]. Entonces tenemos, coordenada a coordenada, que

bg“) — o
KO~ b — a, parai=1,2, . ,n
bgﬂ)_-ubg‘_’)l — 0, parat=n+1,n+2,...
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Puesto que by — Gpu, tenemos que o) a1 + agu, y facilmente se tiene, por
9 h 9 1

induccidn, que

b,(“) — ¢ =a;+a;_1u+ - +aeu', parai=0,1...,n.

b{)

= A, T g, 4 pagut = cut T, parai=n+1,n 42, ..

donde ¢, = ap + @p_1u + - - - + agu®.

Observemos que si ¢, = 0, de la igualdad

G=a;+a,_1u+-+au, :=01...,n
se tiene que
g = Cy,
a; = ¢ —uci_1,t=12...,n—-1,y
an = UCn_l.

Por tanto se verifica que

n , n-1 . n—-1 ]
ple) =3 aa = co+ 3 g’ — 3 uc 12— ucp_12"
=0 i=1 =1
n-—-1 ] n-1 ]
= Y e’ = > ugz't
=0 =0
n—-1 ‘
= (e—u:r)Zc,m'GI,
=0

con lo que estaria probado que I es cerrado.

Basta probar entonces que ¢, = 0. Por reduccién al absurdo supongamos que
cn # 0. Sea Vo € U(A4) tal que ¢ & Vo v sea Wy € U(A) tal que Wo + Wy C V.
Construimos ahora V;, W; € U(A),i = 0,1,2,... tales que

Vit Nud =uW; y Wi + Wi C Vi, (3.8)

Esto es posible, utilizando reiteradamente (3.7), puesto que u no es divisor

topolégico de cero en A y puesto que U(A) verifica TS2.
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Consideremos el entorno Nw en A[z] dado por la sucesién
(Wo, ™)., Wy, Wy, W, ..)
Puesto que po, — p y bl®) — ¢, existe un indice a tal que

bsla‘?i - Ubszc?i—l € Wi: para 1= ]-7 2; s ¥
b — ¢, € W (3.9)

Ahora se tiene que b(*) ¢ Wy, de lo contrario, por construccién de Wy y (3.9)
se tendria que ¢, € Vp, lo cual es imposible.
Probaremos ahora, por induccién, que bf&)i ¢ W,para:=0,1,2.. ..

Supongamos que bf:’;),. ¢ W, entonces ubﬁf?,- ¢ uW,, y por (3.8) se tiene que

’“bgz:-)z‘ ¢ Vi

Observemos que
ubgﬁr),- = (_sza-Qi-H + Ubgzc?i) + bgzo;)eﬂ'

Como

_b(“)v b(“), W

( ntitl T U n+,) € Win
se tiene que

bg:u)m ¢ Wi-H:
puesto que si bff?,- +1 € Wiy se tendria por (3.8) que ubgﬂr),- € Vii1, que como
hemos visto, no puede ser.
Hemos probado que bsf;),. ¢ W, para i = 0,1,2,..., lo cual implica que

bf:i)i # 0 para todo ¢ = 0,1,2,... Esto contradice el hecho de que

o= (@) i
pa(a:)=Zbi z'
1=0

es un polinomio, y por tanto tiene sélo un nimero finito de coeficientes no nulos.
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Ahora sea, 7 : Alz] — A[z]/] el homomorfismo canénico y sea g : A — A[z]
la inyeccién natural. Denotemos por f = 7 og. Puesto que e — uz € I tenemos

que

(ut+ N(z+D)=(e+ 1)

por tanto f(u) = u+ I es invertible en A[z]/I.

Finalmente, debemos probar que A[z]/I es una s—extensién de A. Obvia-
mente f es un homomorfismo de dlgebras continuo. Queda probar que f es
inyectivo y que f(A) es topolégicamente isomorfo con A. Para ello, es suficiente

demostrar que:

Para todo V € U(A) existe Ny € V tal que si f(a) € Nw + I,

entonces a € V.

Para V € U(A) sea Wy € U( A) tal que Wy + W, C V. Escojamos V; € U(A)
tal que s1 ua € V4, entonces a € W,. Esto es posible puesto que u no es divisor
topoldgico de cero. Sea W; € U(A) tal que Wy + W, C V4.

Definimos ahora, de forma inductiva, entornos V;, W; € U(A) tales que

St ua € V1, entonces a € W, y

Wi+ Wi CVip (3.10)

Sea Nw € V el entorno correspondiente a la sucesién (W;);>q.
Probaremos que si f(a) € Nw + I, entonces a € V.

Observemos que si f(a) € Ny + I existe un polinomio

p(z) = (e — ux)}_—:b,-x" eI

=0

tal que a + p(z) € Nw. De esta forma se tiene que

a+p(x) = (a+by)+ (by—uby)r + (by —uby)z? 4+ - - + (by — uby_1)z" — ubyz™ .
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Por otra parte, como a + p(z) € Nw tenemos que:

a+b € W;/'o,
b —ubiw € W, parat=12,...,n, ¥
—U;bn S {Vn_}_]_.

Puesto que ub, € Wyy1 C Viyq se tiene por (3.10) que b, € W,,. Ademds, de
'u'bn—l = (Ubn—l - bn) + bn eEW,.+ W, (; Va

sigue que b, _; € W,_{. Continuando de esta forma obtenemos que b; € W, para

t=n-—1,...,1,0. Finalmente, puesto que by € Wy se verifica que
a=a+b0—60€IV0+WogV,

como queriamos ver. n

3.4 Comentarios al capitulo

Como hemos visto en este capitulo, los conceptos ideal no eliminable y ele-
mento permanentemente singular guardan una fuerte relacién. Los resultados,
relativos a estos conceptos los recogemos en el siguiente diagrama.

Para ideales en 4lgeras topoldgicas, de los teoremas 3.1.1, 3.1.2 y 3.2.1 se

tiene la siguiente situacién

CETW = CET = 7T - ELIMINABLE
CETW #£ CET < T —ELIMINABLE

Para elementos, en dlgebras topoldgicas, se traduce en

DTC + PP = PST = T - SINGULAR
DTC + PP £ PST & 7 —SINGULAR
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Aqui hemos puesto DTC, PP para denotar divisor topolédgico de cero y
elemento con potencias pequenas, respectivamente. El significado de DTC +
PP es un elemento que es suma de un DTC con un PP.

Sin embargo, no sabemos si son ciertas las implicaciones con interrogacion.

Por otra parte, para dlgebras semitopolégicas, hemos establecido una carac-
terizacién de los elementos permanentemente singulares (teorema 3.3.2).

El concepto de ideal eliminable en s—4lgebras topolégicas se define de forma
similar, como en el caso de &lgebras topoldgicas, es decir, un ideal I de una
s—algebra topolégica A es s—eliminable si existe una s—extensién B de A4 tal que
I no esta contenido en ningin ideal propio de B.

Considerando s—3lgebras conmutativas con elemento unidad, el lema 3.1.1
es cierto también para s—algebras topoldgicas.

De la misma forma, tiene sentido el concepto de ideal formado localmente

por divisores topolégicos de cero, en s-algebras topolégicas:

Un ideal I de una s-dlgebra topoldgica A se dice que estd formado
localmente por divisores topolégicos de cero si para cada subconjunto
finsto {1, 25,...,2,} C I existe una red (2,), en A, con z, />0, tal

que 2y — 0 para todo k =1,2,..., n.

Se establece sin dificultad que, un ideal, en una s-4lgebra topoldgica, formado
localmente por divisores topoldgicos de cero es no s—eliminable.

Probablemente, el reciproco también sea cierto.



Capitulo IV

Extensiones finitamente
generadas

La inyeccién de una estructura dada en una estructura mdas simple es una
cuestién estudiada en diferentes situaciones. Por ejemplo en [24] y [26]. En [26]
se prueba que cualquier anillo numerable con unidad se puede inyectar en un
anillo con dos generadores y la inyeccién conserva las unidades. Las técnicas
de [26] se pueden adaptar para establecer un resultado similar para algebras de

Banach, a saber:

51 A es un dlgebra de Banach separable con unidad, entonces existe
un digebra de Banach con unidad B, generada por dos elementos,
y existe un isomorfismo isométirico f : A — B que conserva las

unidades.

Es claro que, si el dlgebra A no es conmutativa, no es posible encontrar una
extension de A generada por un sélo elemento, puesto que cualquier algebra con
un generador es conmutativa.

El resultado mencionado anteriormente se mejora en [24] para *-algebras de

Banach. En este trabajo se establece el siguiente teorema:

Cualquier *-dlgebra de Banach separable con involucién continua

se puede inyectar isométricamente en una *-dlgebra de Banach, con

35
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involucién continua, generada por un elemento y su adjunto. La

inyeccion conserva las unidades.

En este capitulo obtendremos resultados similares para diferentes clases de
algebras topoldgicas: 4lgebras localmente acotadas, dlgebras localmente con-
vexas y algebras localmente convexas metrizables, todas con la hipétesis de
separabilidad. Para la dos primeras, las extensiones se construyen utilizando
un algebra de polinomios en dos variables. Para la segunda, construimos una
extensién utilizando un dlgebra de matrices, que goza de propiedades similares
a la anterior pero que permite, por la estructura de sus elementos, trabajar con

la topologia de forma més cémoda.

4.1 Definiciones y observaciones previas

Sea A un dlgebra compleja sin topologia. Sea S C A un subconjunto de A.

Denotemos por (S) la menor subélgebra de A que contiene a S.

Diremos que S es un conjunto de generadores algebraicos de A, o

que A estd generada algebraicamente por S, si (S) = A.

Esto significa que cualquier elemento de A es una combinacién lineal finita
cuyos términos son productos finitos de elementos de §.

Para algebras topolégicas podemos considerar otro concepto de generacién

mas general que el anterior.

Sea A un dlgebra topoldgica. Diremos que S C A es un conjunto de
generadores topoldgicos de A, o que A estd generada topoldgicamente

por S, 5i (S) es denso en A.

Esto significa que cualquier elemento de A es el limite de una red en A cuyos

términos son combinaciones lineales finitas de productos finitos de elementos de
S.
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4.1 DEFINICIONES Y OBSERVACIONES PREVIAS

En lo que sigue tendremos en cuenta las siguientes observaciones relativas a

los conceptos descritos anteriormente.

Observaciones

1. S1 A es un algebra topoldégica y § C A4 es un conjunto de generadores

algebralcos de A, entonces S es un conjunto de generadores topoldgicos
de 4.

Lo

Si A es un algebra topoldgica y S es un conjunto de generadores alge-
braicos de A, entonces S es un conjunto de generadores topolégicos de la

completacién de A.

3. 51 A es un algebra topol6gica separable (posee un subconjunto denso y
numerable), entonces A estd generada topolégicamente por un conjunto

numerable.

UNA CONSTRUCCION ALGEBRAICA.

En las secciones 4.2 y 4.3 utilizaremos la siguiente construccién algebraica.
La idea es construir un dlgebra de polinomios en dos variables que serd el soporte
algebraico para las extensiones que aparecen en las dos secciones siguientes.
La diferencia entre las extensiones de una seccién y otra reside en la distinta
forma de "trasladar” la topologia del dlgebra original, localmente acotada en la
seccién 4.2, y localmente convexa en la seccién 4.3, al dlgebra de polinomios. No
obstante, las técnicas que se utilizan para “trasladar’ la topologia son similares
en ambos casos. El dlgebra de polinomios se construye de la siguiente forma.

Sean z,y dos indeterminadas tales que £? = x. Denotemos por 2° =% =1

ysean X°= {1}y X! = {z,y}. Pongamos X” = X' - X" ! paran=2,3,...
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De esta forma tenemos que:

‘Yz = {xyxy)yx7y2}
X® = {z,zy,zyz, oy’ yz, yoy, v, v°)

X* = {z,zy,yr, oy, yc, oy’ yoy, oyie, yoye, vz, oyzy, oy, yoyt, oy, vt}

Sea § = |~y X", ¥ consideremos el espacio vectorial B(.S) de todas las
combinaciones lineales finitas, con escalares complejos, de elementos de 5. Ob-

servemos que B(S), como espacio vectorial, estd generado por el conjunto:
{vreyz oy :i; >0, j=1,2,...k k=12, .}

Establecemos el convenio siguiente: si k = 1 entonces y'lzy*?z - zy'* = y'.
Definimos el producto de los elementos: y"zy2z--- zy'* y yliecyc - - cy'

como
(yi1 :cyi"’:z' . myik )(ynxynx . (L.y_}'r) = yilxyizx . wyik+h myfzx . .’L'yj’.

Extendiendo este producto por bilinealidad tenemos que B(S) es un algebra

compleja, generada algebraicamente por el conjunto {z, y}.

De esta forma, cualquier elemento & € B(S) se puede escribir, de forma

unica, como una suma finita de la forma:

- ) ot i 1] P
b= i,y Ty Tyt + > oyt
ieD p>0

donde
D={i=(iis..., i) ENF: k22 iy, 4 20, 6;>0, j=2,..., k—1}

¥ Qiiy.i, ¥ Op son escalares complejos.
Consideremos M = ¢ - B(S) -z = {zbr : b € B(S)}. Es claro que M es una

subdlgebra de B(S) que estd generada algebraicamente por el conjunto

ey¥e, k=0,1,2,...}.
{ }
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Observemos que zy’z = z.

La subélgebra M nos permitirad expersar los elementos de B(S) de forma
mas cémoda. Asi, si b € B(S), se tiene que:

b= Zyimekyk + Z apy?
ik p>0

para unos tnicos mg € M y a, € C, que dependen de b Las dos sumas
anteriores son finitas.

Por otra parte, la subdlgebra M nos permitira reconocer el algebra original

en la extensién que de ella construyamos.

4.2 Extension de un &dlgebra localmente aco-
tada

En esta seccidén construiremos una extensién generada por dos elementos de un

algebra localmente acotada completa. El resultado es el siguiente.

Teorema 4.2.1 Sea A un dlgebra localmente acotada separable completa. En-
tonces existe un dlgebra localmente acotada con unidad B, generada topoldgica-

mente por dos elementos, y existe un isomorfismo isométrico FF: A — B.

DEMOSTRACION:

Podemos suponer que el dlgebra A tiene unidad, que denotaremos por 14.
En otro caso basta considerar su unitizacién A;.
Sabemos que la topologia de 4 se puede describir por una norma g-homo-

génea ||-]| 4, (0 < ¢ <1), que verifica
llablls < llall ll6lly paratodos a,b€A4 y |lafl,=1

Como el dlgebra A es separable, podemos suponer que A4 estd generada
topoldgicamente por {go,g1,...,gn,...} con |lgzll4 = 1 para k& = 0,1,2,... y
go = 14
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Denotemos por Ag la subdlgebra de A generada algebraicamente por el sub-
conjunto {go, g1, - - - s gn, - - - }- Siguiendo la notacidén de la construccién algebraica

podemos definir
f:M — Ay tal que zy*z — fayfz) =g, para k=0,1,2,...

extendido por linealidad a un homomorfismo de 4lgebras.

Es claro que f es sobreyectivo. Sin embargo, en general f no es inyectivo.
Esto dltimo depende fuertemente del producto del dlgebra 4 y puede ocurrir
que g;gr = 0 en A, pero siempre se tiene que zy‘zy*r # 0 en B(S).

Mediante el homomorfismo de 4lgebras f : M — A podemos definir una
seminorma g-homogénea en B(S) de la siguiente forma. Si b € B(S) es tal que
b= y'may* + ) apyf,
ik p>0

con m;y € M y a, € C ponemos
Holls(sy = D_1F (mar)lla + X Lol
ik 50
Se comprueba, sin dificultad, que |||| 5, es una seminorma g-homogénea sub-
multiplicativa en B(S). En general no es una norma, pues f no es inyectivo.
Para establecer la submultiplicatividad de ||-|| 55, en B(S) basta comprobar

los siguientes resultados:

1. Paratodos ¢, 7,k,l=0,1,... vy m,n€ M,

[ my )@ ne] sy < [9'me] s 19778 s

En efecto,

“(yimyk )(yjnyl)“B(S) = IlyimykJrj nyI“B(S)

B(S) Uf(m“’yk“‘”")HA
= | fm)feytiay i), < WFmIa lgreslla 1 (m)lla
= fm (il = \\yimykl{B(s)\!yfny'1t3(s)~

- [ymerony|
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2. Paratodos ¢, k,n=0,1,..ymeM

yn(yimyk)HB(S) < Myl Hyimykl‘a(sy y
l'my*)y”|

i k n
ns S 7'Ml 19" ns)
3. Sipy(y) vy p2(y) son dos polinomios en ¥, entonces
P2 (@2l sy < NPL(Wllpesy P2 (W)l 5¢s)

Los apartados 2. y 3. se comprueban de forma analoga a 1.

Llamemos H = {b € B(S): 6l sy = 0}. Entonces H es un ideal cerrado
de B(S), que contiene a N(f), el ntcleo de f : M — A,.

Consideremos el lgebra cociente [B(S)/H, IHIB(S)/H}’ que es un algebra lo-

calmente acotada, con unidad, y est4 generada algebraicamente por el conjunto

{r+ H,y+ H}. La g-norma en B(S)/H est4 definida por:
o+ Hllgs),z = inf{l}b + 2lip(s) : 2 € H}.
Definimos ahora una aplicacién F : 49 — B(S)/H como
a€ Ao Fla)=m+ H € B(S)/H, si f(m)=a.

Puesto que HNM = N(f), la aplicacién F estd bien definida y es homomorfismo
de algebras inyectivo. Ademds se tiene que F(4y) = M + H.
Es mas, F' es una isometria: [|F(a)||p(sy,z = llall 4, para todo a € Ao.

Observemos que si f(m)=a,meMya€ A
1F(a)lipesya = m + Hllpgsy g = nf{llm + 2|l ps, : = € H}.

Es claro entonces que

“F(a)”B(S)/H < "m”B(S) = |lall 4

para todo a € A,.
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Por otra parte, s1 f(m) = a se tiene, para todo z € H, que:

im + 2llpgsy = llalls-

En efecto, si 2 € H es tal que:
=Y yayt + Y. 5,
1k p20
con zis € M y B, € C, de la 1gualdad
0= lzllpsy = DI (i)l + 22 1531

ik p>0

sigue que
Bp = || f(zix)]|ls =0 paratodos ¢ k,p=01,...
es decir, 2z;x € N(f), para todos ¢,k =0,1,. ..
Entonces
Im + 2llpesy = A4 + D0 Giedlla = N (m)llg = llall4-

ik
En consecuencia, obtenemos que HF(a)HB(S)/H = ||a|| ;, para todo a € A,.

Por tultimo, podemos extender F a una isometria, que seguimos denotando
por F, de A (la completacién de 4,) a B, donde B es la completacién del
dlgebra (B(S)/H, ||-ll sz

Observemos que B es un &lgebra localmente acotada, con unidad, generada

topolégicamente por dos generadores: z + H e y + H.

4.3 Extension de un algebra localmente con-
vexa

En esta seccidn construiremos una extensién, generada topolégicamente por dos

elementos, de un algebra localmente convexa separable. Para ello utilizamos
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la misma técnica de la seccién anterior. El resultado que presentamos es el

siguiente.

Teorema 4.3.1 Sea A un dlgebra localmente convera completa separable. En-
tonces existe un dlgebra localmente conveza B con unidad, generada topoldgica-

mente por dos elementos y existe un isomorfismo F: A — B.

DEMOSTRACION:

Sabemos que la topologia de A se puede describir por un sistema de semi-
normas {| - |, « € A} que verifica LC1 y LC2.

Como el dlgebra A es separable podemos suponer que estd generada topo-
légicamente por {go,g1,..-,9n, .-} C A.

Denotemos por A la subélgebra de A generada algebraicamente por el sub-
conjunto {ge, g1, -,gn,-- - 1-

Siguiendo la notacién de la construccién algebraica y del teorema de la
seccién anterior, consideremos el dlgebra B(S), la subdlgebra M de B(S) y el
homomorfismo de édlgebras f : M — A,.

Definimos seguidamente un topologfa localmente convexa en B(S) mediante
una familia de seminormas. Para ello procedemos de la siguiente forma.

Aplicando reiteradamente las férmulas de (1.4), para cada a = ag € A,

podemos encontrar una sucesién de seminormas (an)az0 C A, tales que:

(1) labclan —<— Ialan-{-l |blaﬂ+1 ,clan-f-l
2 lala, < lalan,

para cada a,b,c€ A yn=20,1,2,...

Denotemos por

S(A) = {A = (ap)p>0 C A que verifican (1) y (2)}.
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Para cada A = (s )n>0 € S(A) definimos por induccién en n unas constantes
reales positivas (/(A n) ,7=01...y D£A’"), k=0,1,... de la siguiente forma.
Ponemos

C‘.(J‘.*’o) = D,(:A’O) = 1paras,j,k=012...

Supuesto que ya tenemos construidas las constantes C',(:\ ) D(A r) para todo
1, =0,1,2...yr=0,1,2,...,n definimos:

An n . . .o
C,.(j +1) ma,x{l, [Cﬁfv )} s 12, o (0S8 <2(d -I-_'])} i, =0,1,...
DY = max {1, ¢4, DA 0 < r+s <3k, 0<p<2k) k=01,

Comprobaremos ahora que, para todo 1,3, k,{,n,= 0,1,2,... se verifican las

siguientes desigualdades:

y A n A n
(a) n)lg]+klaq+1 < C( +1)C( )
(b) ’(‘i,:;) < D£A,n+1)ci(;\,n+1_) y C'(;\+n) < D(A n+1)C(A n+1)

() DAY < ptmiphe
En efecto:

(a). Para¢,7 =0,1,... consideremos el conjunto finito
My = {1 [c“)} ool 048 S+ D)
Puesto que 1 +1 < 2(: +j) 61 +1 < 2(k + 1) se verifica que
e "’} EM;UMy vy lg:l%,, €M UMy

Por tanto, tenemos que

] < max {[eE ety

A

ty

" 5 I ~(An 5
lgj+k!an+1 < max { [C(A +1)} 2 , [CI(;z +1)} 2} .
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De estas dos desigualdades se obtiene que
1 1 2
n n 7 ~{An 3 An An
Mg siklan < [ma,x{lcg&, F]E o) }] < bt ity

La iltima desigualdad se debe a que C,(JA’"H) >1parat,j=0,1,...

(b). Para ¢,j,k = 0,1,... consideremos el conjunto M;; del apartado {(a) y

el conjunto finito

M, = max {l, Cﬁ‘:"”), DI(,A’") 0<r+s<3k, 0<p< 214:} .

2
Puesto que t +j + 5k < 2( +5) 6 ¢ + j + k < 3k se tiene que [C‘(A’n)} € M;; 6

k+ij
bien C,(c‘i’,-';) € M,, y por tanto

' L
C’(‘i,;;) < max {[C'(;\,n+1)} 7 )DS‘A,nH)} < C,(‘;k,n+1)D§A,n+1).

La dltima desigualdad se tiene puesto que Ci(JA’”), DgA’") > 1 para todo 4,5,k =
0,1,...

Andlogamente se obtiene la desigualdad

(Am) (An+1) An+1)
Ciiy £ G Di(:

(c). Para k = 0,1,... consideremos el conjunto M; del apartado (b). Puesto

que 1 + k < 2k 6 ¢+ k < 2i se tiene que Dgi}:‘) € M, U M,, y por tanto
D{(ﬁl,‘n) S max {DSA,n-f-l),DgA,n-H)} S D:(A,n+1)D§:A,n+1).

La dltima desigualdad se tiene puesto que DﬁA’") > 1 para todo k =0,1,....
Mediante el homomorfismo f : M — A y las constantes construidas ante-

riormente podemos definir las siguientes seminormas en el 4lgebra B(S).
S1 b € B(S) es tal que

b= ymay* + 3 \y?
i,k p>0
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y (A, n) € S(A) x N ponemos
[Bllany = 3 CE™NE(ma)lan + 3 DDA
ik p20
Entonces

{"'”(A,n) , A€ S(A), n=0,1,2,...}

es un sistema de seminormas en B(.S) que, como veremos seguidamente, verifica

LC1, y por tanto define una topologia localmente convexa en B(S), que en

general no es Hausdorft, pues el homomorfismo f : M — Ao no es inyectivo.
Para establecer LC1 para esta familia de seminormas basta comprobar los

siguientes resultados:
1. Paratodosi,7,k,0=0,1,2,...y m,m' € M,

[ me et m] < [5me yy [945  y

En efecto,

wm )y = [y,

CHIf (my ¥ m) e, = CPM|f(mey'Eam/)a,

CE N (m)gisef (Man € CE™1F (Mg 9548 s [F (M Nanss
CEM N )an s CH I (MMt
Jyimy|

IA

(An+1) “y ”(A,n+1) )

2. Paratodos¢,3,k=0,1,2,...yme M,

CRCRC0 W o NN Lo TS

3. Paratodos 4,7,k =0,1,2,...y m € M,

H(yimyj)y H(A n) = Ily my ”(A n+1) Hy !'(A m+1)
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4. Para todos 1,k =0,1,2, ..

v

°)

(A,n) = 1 y’H(A,n—}—l) Hy)H(A,n—H) '
Los apartados 2., 3. y 4. se demuestran de forma anéloga a 1.

Denotemos por
H = {be B(S): [|bll(4,.) =0 para todo (A,n) € S(A) x N}.

Entonces H es un ideal cerrado de B(S). Es mds, es facil comprobar que
HNM = N(f), donde N(f) denota el nicleo del homomorfismo f : M — A,.

Consideremos el dlgebra cociente B(.S)/H, con las seminormas definidas por:
”b + H”EA,n) = lnf{”b + ’z”(A,n) iz E H}:
si b € B(S).
Con esta familia de seminormas, B(S)/H es un &lgebra localmente convexa

Hausdorff, generada algebraicamente por dos elementos: {z + H,y + H}.

Definimos ahora la aplicacién:
F:A4y—> B(S)/H a— F(a)y=m+H, si f(m)=a

Se verifica que F' esta bien definida, es homomorfismo de 4lgebras inyectivo

v ademads:
IF(@)li{a ny = Coo™lalas

para cada (A, n) € S(A)x N y a € Aq.

Por tanto, F es un isomorfismo sobre la imagen F'(4,) = M + H. La prueba
de estas afirmaciones es similar a la del teorema 4.2.1 de la seccién anterior.

Por dltimo, podemos extender F a un isomorfismo de dlgebras, que seguire-
mos denotando por F, de A (la completacién de 44) a B (la completacién de
B(S)/H).

Observemos que B es un algebra localmente convexa, con unidad, generada

topolégicamente por dos elementos {z + H,y + H}. L]
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4.4 Extension de una B,—algebra

Las inyecciones construidas en los teoremas de las secciones 4.2 y 4.3 tienen la
desventaja de que no conservan las unidades de las dlgebras A y B, si el dlgebra
A tiene unidad.

Para el caso, por ejemplo, de un algebra localmente convexa 4 con unidad
14 el homomorfismo f : M — A verifica que f(z) = 14, y por tanto, F: 4 — B
verifica que Fi(14) =z + H # 15+ H, pues ||z — 15|y ,) = ™ 4 D{M %0
para todo (A, n) € S(A) x IN.

En esta seccidn, para un algebra localmente convexa y metrizable separable
A, construiremos usando técnicas matriciales, una extensién de A localmente
convexa metrizable B con unidad 15. Ademaés si A tiene unidad 14 entonces
14 =1p.

Para ello establecemos primero el siguiente:

Lema 4.4.1 Sea A un digebra topoldgica generada topoldgicamente por n ele-
mentos. Entonces My 3(A), el cojunto de matrices cuadradas de orden n + 2
con elementos de A y las operaciones usuales, es una extension de A generada

topologicamente por dos elementos.

DEMOSTRACION:

Puesto que A4 se puede inyectar en su unitizacién A;, y si 4 es separable A4,
también lo es, podemos suponer que A tiene unidad, que denotaremos por 1.

Sea {g1,92,...,9n} un conjunto de generadores topolégicos de A.

Sea U(A) un sistema de entornos del origen que define la topologia de 4 y

verifica T1, T2 y T3. Para cada U € U(A) consideremos el conjunto
Up = {M = [mallf2) € Muio(4) my €U,ik=1,2,...,n+2}.

Entonces

UMpiz(A)) = {Up U €U(4)}
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es un sistema de entornos del origen en M, 2(A4) que verifica las condiciones
T1, T2 y T3, y por tanto define en M, ,(4) una topologia vectorial, para la
cual Mp;2(A) es un dlgebra topoldgica.

Para establecer T3 procedemos de la siguiente forma:

Sea Upy € U(M,15(A4)), con U € U(A). Podemos encontrar V € U(A) tal
que VV+ jas +VV C U. Ahora tenemos que Va Vs C Upy. Las condiciones
T1 y T2 se obtinen de forma similar.

Comprobemos ahora que M, ,(4) es una extensién de A. Para ello defini-
mos:

F:a€ 4 - F(a) = diag(a, qa, ...,a) € M, 2(4),
donde diag(a, a, .. .,a) denota la matriz diagonal de orden n+2 cuyos elementos

diagonales son todos iguales a a.

Es claro que F' es un isomorfismo de 4lgebras que verifica
F(1)=1,,; = diag(1,1,...,1) € M,,2(4).

Ademas F' es un isomorfismo topoldgico sobre la imagen. Este hecho se obtiene
de la siguiente relacién:
FU)=UyunF(4)
para todo U € U(4).
Para terminar, basta comprobar que M, (A) estd generada topolégica-

mente por dos elementos.

Sean
(0 g1 ¢ gn O [0 0 0 0 1]
1 0 0O 0 O 1 00 0 0
G=10 0 0 0 0| y §={010 00
0 06 O 0 0] 0 0 0 10
Paracada:,j =1,2,...,n+ 2y cada a € A denotemos por E;;(a) la matriz

de M, 2(4) cuyo elemento ij es a y el resto de los elementos son ceros. Por
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comodidad, pongamos E{a) = Ey(a). La siguiente relacién de afirmaciones y

observaciones se obtiene sin mds que realizar algunos célculos.

1. La matriz S es invertible y §-1 = §»+1,

[N

. E(1a) = [$7'G]’, por tanto E(1.4) € (G, S).

3. E(gx) = GS*E(14) para k = 1,2,...n, asi que E(gx) € (G, S) para

c=1,2,...,n.
4. Para cada a € A4 se tiene que
E(a) = 7 1E(a)S§~6-D
para todos¢,7 =1,2,...,n+ 2.

5. Para todo b € {g1,93,...,8a) se verifica que F(b) € (G, S). Observemos
que si '
b=} o grgm “Gp.>
entonces
E(b) = Za"‘ FIE(gp )" - [B(gp. )]

Ahora, de 3 se tiene 5.

(o]

. Para todo b € (g1,92,...,9x) se verifica que E;;(b) € (G,S) para todo

1,7 =1,2,...,n+ 2. Esto se tiene inmediatamente de 4 y 5.

=~

Sibij €{g1,92,.-.,92) parai,j = 1,2,...,n 4 2 entonces, por 6, la matriz
B = {b,,],”!ﬁl € (G, S), puesto que
n+2 ‘
B =) E;b;).

t,5=1
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Ahora es ficil probar que {G, S} es un conjunto de generadores topoldgicos
para M, ,(4).

Dada M = [my;}}}2, € Mai2(A4) y dado Un € U(Maya(A4)), puesto que
el conjunto {g1,92,...,9.} genera topolégicamente A, se tiene que para todo
$,7 =1,2,...,n+2existe b;; € {91, 9, - -.,9n) tal que m;; —b;; € U. Por tanto,
por 7, B = [b;]'12, € (G, S), y ademds M — B € Uy [

=

De este lema obtenemos los siguiente corolarios.

Corolario 4.4.1 §i el dlgebra A es localmente conveza, entonces la extension

M. 2(A) es localmente convera.

DEMOSTRACION:

Basta observar que si U € #4(A) es convexo, entonces Uy también lo es. &

Corolario 4.4.2 Si el digebra A es metrizable, entonces la extension My2(A)

es metrizabdle.

DEMOSTRACION:

SiU(A) es un sistema de entornos numerable, entonces ¢ (M, ,(4)) tam-

bién es numerable. n

Corolario 4.4.3 57 el digebra A es localmente acotada, entonces la extensidn

Mpi2(A) es localmente acotada. Es mds, es una extensidn isométrica de A.
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DEMOSTRACION:

SiU € U({A) es un entorno acotado en A, entonces Uy es un entorno acotado
en Mpy2(A).
Para la segunda afirmacién, observemos que si | - | es una norma p—homogé-

nea, (0 < p <1), en A, entonces

[!'lliﬂfGMn+2(A)->[!M[[=max{,§[m,-,-[:j=1,2,...,n+2}E]R

=1

es una norma p-homogénea en M, 2(A4) que define su topologia, y ademds
l|diag(a, a, ..., a)|| = |al

para todo a € 4. u

Corolario 4.4.4 5i el digebra A es normada, entonces la extensidn M, ,(4)

es normada. Es mds M, 2(A) es una extensidn isométrica de A.

Observacion
Esta observacién tiene un caracter preparatorio para el teorema siguiente.
Las ideas que aqui recogemos pueden consultarse en [8].

Sea X un espacio localmente convexo Hausdorff completo, y sea
{l laya €A}

un sistema de seminormas que definen la topologfa de X.

Sea K un conjunto infinito numerable y denotemos por P¢(K) el conjunto
de las partes finitas de K.

Sea (&t )rex una familia de elementos de X. Para cada J € P;(K) denotemos
por

Ty = Zxk € X.
keJ
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Ordenando P;(K) por la inclusién, se tiene que (:F_}')_}ep!()c) es una red en X.
Se dice que la familia (7} )rex es sumable en X si la red (z)scp,(x) s con-

vergente en X, es decir:

Existe # € X tal que para todo ¢ > 0 y para todo « € A, existe
Jo € P;(K) tal que |2 — X5 2], < € para todo J € Py(K), con
JO g J)

lo que equivale, en virtud de la completitud de X, a que:

Para todo € > 0 y para todo a € A, existe Jo € P;(K) tal que
[Cresoel, <€ para todo J € Py(K), con JoNJ = 0.

En este caso pondremos

T = Zx‘k,

kK
y le llamaremos suma de la familia (2} )3cx.

Se dice que la familia (2 )rcx es absolutamente sumable en X si las familias

(I£4la)tcx son sumables en R, para todo a € A, es decir:

Para todo o € A existe tq = Y.k |€k|la € IR tal que para todo € > 0
existe Jy € Py(K) tal que |to — Sics|2Zelal < € para todo J € Py(K),
con Jo C J.

o equivalentemente:

Para todo € > 0 y para todo a € A, existe Jo € P¢(K) tal que
Ykeslzrl, <€, para todo J € Py(K), con JonJ = 0.

Observemos que si (2x)rex es absolutamente sumable en X, como las familias

(IZkla)kex, @ € A son de términos positivos se verifica que

ta =Y |Ttla = sup {Z |zkla, J € Pf(K:)l . (4.1)
kek keJ J
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Para denotar que la familia (24 )iex es absolutamente sumable en X escribiremos

Z |Zk|la < o0 para todo a € A.
ke

Denotemos por

O(X) = {2 = (xp)rex - Z |zla < 0o para todo a € A} ,
kek

es decir, el conjunto de todas las familias absolutamente sumables en X.
£x(X ) se puede dotar de una topologia localmente convexa Hausdorff me-
diante el siguiente sistema {|| - ||, @ € A} de seminormas en £5(X), definidas

por:

z = (zi)kex € l(X) = ||olla = Y |2ila €R, a € A
kek

Con esta topologia £}(X ) es un espacio localmente convexo Hausdorff completo.
Ver [8, 3.5.6].

En la prueba del siguiente teorema utilizaremos fuertemente la propiedad de
convergencia de las secciones que poseen los elementos de £k (X ), que es andloga
a la que posee el espacio £! = £4(C).

51z € X y k € K denotemos por zé; el elemento de £5(X) definido por

zék = (Z,'),‘e)c, donde:

f oz sii=k,
AV 0 sii#k

Entonces, para todo ¢ = (21 )rex € £k(X), se verifica que

T = (-’Ek)ke)c = Z 9}];6;‘ en K}C(X)
kek

Para establecer esta igualdad basta comprobar que la red (£(J))sep,(x) C f(X)

converge a T = (& )zcx en la topologia de £k(X), donde

.L‘(J) = E xké';,
keJ
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para todo J € P¢(K). Ver [8, 3.3.31 y 3.5.6 a)].
Para cada J € P;(K) denotemos por y(J) = z — o(J) € £x(X). Entonces

oz stk g J,
(y(']))i‘—{ 0 sikeld
Dado € > 0y a € A, puesto que (x4 )iex € £L(X) existe Jy € Py(K) tal que
Y ke |%rla < € para todo J € Py(K), con JoNJ = 0.
Basta demostrar que, para todo Ji € P¢(K) tal que Jy C Ji, se verifica que

lz — 2(J)le = X [(W(J))l, < €
kek

Teniendo en cuenta (4.1), sea J € Py(K), entonces

2@l = X WwUhle= X e <e

A
ked ked- 4 kedJ-J

puesto que (J — J;)N Jp = 0.

Por tanto

Z (y(J1))il, = sup {Z Wy(J)l, . T € Pe(K)} <€

kek ked

y la igualdad ¢ = Y, . :6; estd probada.

Establecemos ahora el resultado al que haciamos referencia en la intro-

ducciéon de esta seccidn.

Teorema 4.4.1 Sea A una By-digebra (localmente convezra y metrizable) se-
parable y completa. Entonces existe una Bo-dlgebra B, generada topoldgica-
mente por dos elementos y existe un isomorfismo F: A — B que conserva las

unidades, s1 estas existen.
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DEMOSTRACION:

Como 4 es una By-dlgebra su topologia estd determinada por un sistema
{]“|]s,n=1,2,...} de seminormas que verifican las propiedades Byl y Bo2.

Podemos suponer que 4 tiene unidad, que denotaremos por 1. Si este no
fuese el caso basta considerar su unitizacién 4;.

Como A es separable podemos suponer que A estd generada topoldgica-
mente por un conjunto numerable {g1,g2,...,8n,...}. Es mads, puesto que 4
es metrizable, podemos suponer que {g1,9s,...,9n,.-.} estd acotado en A. Si
esto no fuese asi, podemos construir otro conjunto de generadores topoldgicos
{¥1,92,.. ., Yn,...}, que si es acotado en 4, de la siguiente forma.

Para cadan =1,2,... sea t, > 0 tal que |gn|n < t,. Pongamos y, = % “Gn
para n = 1,2,... Entonces el conjunto {y;,¥2,...,Ys,-.-} genera topolégica-

mente A.

Como |yal. < 1 para todo n = 1,2,... el conjunto {y1,¥%2,---,Yn,--.} estd

acotado, puesto que para todos k,n =1,2,... con n > k se tiene que

Iyn'k S lynlk+1 S S lynln'

Por tanto, para todo £ = 1,2,... se verifica que
max {Jyil, [yale, - 19als, .-} < max {Jyals, [yale, - - [gele} -
Por 1ltimo, de ser {g1,92,...,8n,...} acotado en A, podemos suponer que

la serie 372, g es absolutamente sumable en A. Para ello basta reemplazar g,
por g, = 3gn Paran =1,2,. ..

Con estas hipdtesis adicionales la prueba del teorema queda de la siguiente

forma.
Sea K = NxIN = {(¢,7) : 4,7 = 1,2,...}. Denotemos por Mx(4) al

conjunto de las matrices infinitas M = [m;;]; jex, con elementos del algebra 4,
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que verifican las sigulentes condiciones:

“Mnl,n = Ssup {Z ‘mi}"n, 1 € K:} < o0

JEK

<

1My, = sup{Zlm,-,-lm jeic}<oo
ek

para cada n = 1,2,... Observemos que si M = [m,jlijex € Mx(A), estamos
suponiendo que las familias (m;;)iex ¥ (mij)jex son absolutamente sumables,
para todo 7,: € K, respectivamente.

Consideremos en Mx(A4) la topologia localmente convexa definida por el

sistema {|| - |js,» = 1,2,...} de seminormas, donde
M|, = max{||M]}, ., |Ml|,,}, M € Mx(4), n=1,2,...

Con las operaciones usuales de matrices y la topologia definida anteriormente,
My (A) es una By—-dlgebra completa con unidad.
Observemos que cada elemento de My (A) define, de forma natural, un ope-

rador lineal y continuo en £}(A4). Si M = [m,;}; jex € Mx(A) entonces

M o = (zp)rex € l(A) = Mz = (Z m,’,‘ﬂ?,‘) € £i(4),
JeK i€

y ademads se tiene que

1M, < UMy i llellain < UMHg el

paran =1,2 .. ..
Denotemos por

Ki={(G,1)€ek,i=12..}

ysean Ky = K\ K1y u: K1 = K3 una biyeccién.

Consideremos en Mc(A) las matrices

U= (Ui )kmes O = (8kmkmes V = (Vim Jkmexy ¥ G = (Gim)bmek
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definidas de la siguiente forma:

_J 1 simeKyk=ut(m) } 1 sim € Ky, k =u(m)
Ukm =Y 0 en el resto Yem = Y 0 en el resto
o =) Losim=(ij)k=(j+1) g sim=1(,1)k={(1)
km =1 0 en el resto 1 en el resto

Sta€ Ay p€ K, de las definiciones de las matrices U, V sigue sin dificultad
que

f aéu_x(P) sip €K, _ [ aéu(p) sip€ Ky
Ulady) 10 sipég K, y Viady) = 1 0 sip ¢ K.

Ademds, si p = (4,7) € K, de la definicién de S y G se tiene que:
S(abp) = adiijr1y v Glady) = (g;a)8(:,1)-
Definimos ahora la aplicacién
F:a€ A - Fla) =diag(a,q,...,a,...) € Mx(4).

Es claro que F' es un isomorfismo, de 4 en su imagen, que conserva las unidades.

Nuestro propdsito es comprobar que se verifica que
F(g,) € {(U,V, S, G)

para todo n = 1,2,... Para ello procedemos de la siguiente forma.

Para cada n = 1,2,... consideremos el elemento de (U, V, S, G) definido por
T. = GS""'UV + VGS™'U.
yseana € Ay p € K. Entonces:
1. S81p € K es tal que p = (3, 1) tenemos que
T.(ab,) = GS" UV (aé,) + VGS" U (aé,)
= GS"!(aby) = GS"! (abpiy))
= G (05(;‘,,:)) = (gna) by
= F(ga){adp).
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2. Sip € K es tal que p = u(z, 1) tenemos que

T, (ad,) = GS* UV (ab,) + VGS" U (as,)
= VGS"U (aby) = VGS™ (adin))
= V@ (aé(,-,,,)) =V ((gna) 5(;',1)) = (gna) by
= F(gn)(adp).

Por tanto, para todoa€ A yp e X

T, (adp) = F (ga)(adp) .

Puesto que F(g,) es un operador lineal y continuo en £x(4), teniendo en cuenta
la propiedad de convergencia de las secciones de los elementos de £x(A4) de la

observacion anterior, deducimos que

T.(z) = F(gx)(2)

para todo z € £x(A), y por tanto, que T, = F(g,) para todon =1,2,.... Asi

que

F(gn) € <U1 V: S’ G)

paratodon=1,2,...

Por tanto, al ser {g1,92,...,8a,...} generadores topolégicos de A se tiene
que

My (4) -

F(4)c UV, 5, G) B.

Como el dlgebra B estd generada topolégicamente por un nimero finito de gene-
radores, podemos aplicar el lema 4.4.1 para establecer el resultado del teorema.
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4.5 Comentarios al capitulo

Los resultados de las secciones 4.2 y 4.3 se pueden generalizar al marco comin
de las dlgebras localmente pseudoconvexas, siguiendo los pasos de la prueba del
teorema 4.3.1, con algunas modificaciones.

Como es légico, estos cambios son necesarios para trasladar la topologia del
lgebra original al dlgebra B(S). Esto se puede hacer de la siguiente forma.

Si A4 es un algebra localmente pseudoconvexa separable su topologia se puede
definir por un sistema {|-|,,« € A} de seminormas p(a)-homogéneas, que
verifica LPC1 y LPC2.

También podemos suponer que A estd generada topolégicamente por un
conjunto numerable {gg,91,.--,gn,---}-

En este caso, para cada @« = ap € A podemos construir una sucesion

(atn)n>0 € A, de seminormas p{a, j-homogéneas tales que

(1) labellen+) < |ae) [offr) fefsl™)

[ S| Qn41 Unt1

(2)  laffle) < Jalile

n+1

para todo a,b,c€e 4 yn=0,1,2,...
La contruccién de las constantes de 4.3.1 se modifica de la siguiente forma.
Ponemos

¥ = D" =1parai,j k=012, .

. A
Supuesto que ya tenemos construidas las constantes C,(;\’r),D,( ") para todo

$,7=0,1,2,...yr=20,1,2,...,n definimos, paras,5,k =0,1,2,...

2p(e,q1) .
c8m = max (1, [0 T o 0.k s <20+ 1)

i P(an 1)
Dt = max{l, [Clm] 7= 0 < 45 < 3k,
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P(“‘nil)
[DI(,A,R)} Plan) , 0 Sp S zk}

Entonces, para todo i, 5, k,l,n,=0,1,2,..., se tienen la siguientes desigual-
dades

aﬂ n 4 n aﬂ)
(a) {Cz(z‘\'")}p( +1)l9;‘+kl‘° < {C(A ""”]M ! {Ckl\ +1)]p(

C\'+1_

: ( An)1P(anin)
(b) { l£+z_y)}

)™ < pppeen]te ooy

{L#An+U}ﬂ“J[(gAn+nJman

l/\

(©) [Di(i\;‘n)}l’(aﬂ+l) < [D‘(A,n-{-l)]l’("ﬂ) [DgA,n+1)}P(°”‘)

Estas constantes permiten construir el sistema

{”'”(A,n) , A€ S(8), n=0,1,2,...}

de seminormas p(an )-homogéneas, definidas en B(S) por
An , n
1Bllany = 32 CE™ £ (mas)l,, + 32 D [ ppeen).
ik g20

y con las desigualdades a), b) y ¢) establecer la propiedad LPC1 para el sistema
de seminormas anterior.

Ahora podemos continuar la prueba como en el teorema 4.3.1 y establecer

el siguiente resultado

Sea A un dlgebra localmente pseudoconvera separable y completa.
Entonces existe un digebra localmente pseudoconvera B con unidad,

generada topoldgicamente por dos elementos y existe un isomorfismo
F:4-B.
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La hipdtesis de separabilidad que hemos utilizado a lo largo de todo el
capitulo es necesaria. La razén es que un dlgebra topoldgica generada topold-
glcamente por un conjunto finito § es separable, puesto que las combinaciones
lineales finitas de elementos de S y con escalares de la forma p+ ¢7, p,q € Q
forman un conjunto numerable y denso en el 4lgebra.

Sin embargo, la hipétesis de completitud tiene un caracter técnico y no
es esenclal. Observemos que en los teoremas 4.2.1, 4.3.1 y 4.4.1 se 1dentifica
el dlgebra A con una subdgebra cerrada de la extensién B. Si el algebra A
no es completa, pasando a la completacién (donde se mantiene la separabili-
dad) y aplicando los teoremas anteriores deducimos que A4 se identifica con una
subdlgebra {no cerrada) de la extensién B.

La hipétesis de metrizabilidad que se impone en el teorema 4.4.1 permite
mejorar los resultados de las secciones anteriores, en el sentido de que el iso-
morfismo que se construye en 4.4.1 transforma la unidad del algebra original en
la unidad de la extensién.

Sin embargo, en la prueba de este resultado es esencial el hecho de poder
conseguir, gracias a que el dlgebra es metrizable, un conjunto acotado de genera-
dores, lo que permite suponer que la serie 3°°2 , g, es absolutamente sumable, y
por tanto, que la matriz G esté bien definida para construir la extensién Mx(A).

Teniendo en cuenta este comentario, un resultado andlogo es cierto para la
clase de las algebras localmente acotadas, puesto que toda dlgebra localmente
acotada es metrizable. Por otra parte, no es previsible que el resultado sea cierto
para la clase de las dlgebras localmente convexas, sin la hipétesis adicional de
acotacién del conjunto de generadores.

Por ultimo, como comentamos en la introduccién de este capitulo, si el
algebra original no es conmutativa, el ntiimero minimo de generadores para la
extensién es dos. Un solo generador no basta puesto que, en este caso, se
tendria automaticamente la conmutatividad del dlgebra de partida. En este

sentido, no sabemos que ocurre si se le anade la hipétesis de conmutatividad al
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algebra de partida. En otras palabras, si suponemos, ademads de las hipdtesis
habituales, que el 4lgebra de partida es conmutativa ;son ciertos los resultados

que hemos presentado en este capitulo cambiando la expresién “generada por

dos elementos” por "generada por un elemento”?



Referencias

[1] R. ARENS, Linear topological division algebras, Bull. Amer. Math. Soc.
53 (1947), 623-630.

[2] R. ARENS, Inverse-producing extension of normed algebras, Trans. Amer.
Math. Soc. 88 (1958), 536-548.

[3] R. ARENS, Extensions of Banach Algebras, Pacific J. Math. 10 (1960),
1-16.

[4] R. ARENS, Ideals in Banach Algebras Extensions, Studia Math. 31 (1968),
29-34.

[5] R. ARENS; K. HOFFMAN, Algebraic extension of normed algebras, Proc.
Amer. Math. Soc. 7 (1956) 203-210.

[6] B. BOLLOBAS, Adjointly inverses to commutative Banach algebras,
Trans. Amer. Math. Soc. 181 (1973), 165-179.

[7] F.F. BONSALL; J. DUNCAN, Complete Normed Algebras, Springer-
Verlag (1973).

[8] C. CONSTANTINESCU, Spaces of Measures, Walter de Gruyter. Berlin
(1984).

[9] A. FERNANDEZ; V. MULLER, Renormalizations of Banach and locally
convex algebras, Aparecerd en Studia Math. 96.

[10] A. FERNANDEZ; M. FLORENCIO; P. PAUL; V. MULLER, Extensions
of topological algebras, Aparecerd en Collect. Math. 40 (1989).

114



REFERENCIAS 115

[11] IM. GELFAND, Normierte Ringen, Mat. Sb. (N.S.) 9 (1941), 3-24.

[12] I.M. GELFAND, Ideale und primare ideale in normierten ringen, Mat. Sb.
9 (1941), 41-43.

[13] IM. GELFAND; M.A. NAIMARK, Embedding of normed rings into the
ring of operators in Hilbert space, Mat. Sb. 12 (1943), 197-213.

[14] IM. GELFAND; D.A. RAIKOV; G.E. SHILOV, Commutative normed
rings, New York. Chelsea 1964.

{15} P.R. HALMOS, A Hilbert Space Problem Book, Van Nostrand (1967).
[16] H. JARCHOW, Locally Convex Spaces, B. G. Teubner, Stuttgart (1981).

[17] M.E. KUCZMA, On a problem of E. Michael concerning topological divisor
of zero, Collog. Math. 19 (1968), 295-299.

(18] J.A. LINDBERG, Extension of Banach algebra norms and applications,
Studia Math. 40 (1973), 83-88.

[19] A. MALLIOS, Topological Algebras Selected Topics, North-Holland
(1986).

[20] S. MAZUR, Sur les anneaux linéaires, C. R. Acad. Sci. Paris 207 (1938),
1025.

[21] E. MICHAEL, Locally Multiplicative-Convex Topological Algebras, Mem.
Amer. Math. Soc. 11 (1952).

[22] V. MﬁLLER, Non-removable ideals in commutative Banach algebras, Stu-
dia Math. 74 (1982), 97-104.

[23] V. MﬁLLER, Removability of ideals in commutative Banach algebras, Stu-
dia Math. 78 (1984), 297-307.



REFERENCIAS 116

[24] V. MULLER, Embeddings of separable Banach star algebras into a Banach
star algebra with one generator, Collect. Math. 39 (1988), 201-208.

[25] M.A. NAIMARK, Normed Rings, Erven. P. Noordhoff, Ltd., Groningen,
Netherlands, 1960.

[26] K.C. O'MEARA; C.I VINSONHALER; W.J. WICKLESS, Identity-
preserving embeddings of countable rigns into 2-generator rings, Rocky

Mountain J. Math. 19, 4 (1989), 1095-1105.

[27] C.E. RICKART, General theory of Banach algebras, New York. Van Nos-
trand (1960).

[28] F. RIESZ, Oecuvres Completes, Paris, Gauthier—Villars, (1960).
[29] S. ROLEWICZ, Metric Linear Spaces, Warszawa (1972).

[30] G.E. SHILOV, On normed rings possessing one generator, Mat. Sb. 21
963, (1947), 25-47.

[31] W. ZELAZKO, Metric Generalizations of Banach Algebras, Rozprawy
Mat. 47 (1965).

[32] W. ZELAZKO, On permanently singuar elements in commutative m-
convex locally convex algebras, Studia Math. 37 (1971), 131-190.

[33] W. ZELA ZKO, Selected Topics in Topological Algebras, Aarhus University.
Lecture Notes No 31 (1971).

[34] W. ZELAZKO, On a certain class of non-removable ideals in Banach al-
gebras, Studia Math. 44 (1972), 87-92.

[35] W. ZELAZKO, Concerning a problem of Arens in commutative Banach
algebras, Collect. Math. 30 (1974), 127-131.



REFERENCIAS 117

[36] W. ZELAZKO, Concerning non-removable ideals in commutative m-

convex algebras, Demonstratio Math. 11 (1978), 239-245.

[37] W. ZELAZKO, A caracterization of LC-non-removable ideals in commu-
tative Banach algebras, Pacific J. Math. 87, 1 (1980), 241-243.

[38] W. ZELAZKO, On ideals theory in Banach and topological algebras,
Monografias del Instituto de Matematicas. No 15. Universidad Nacional

» Auténoma de Mexico. (1981).

[39] W. ZELAZKO, On non-removable ideals in commutative locally convex

algebras, Studia Math. 77 (1983), 133-154.

[40] W. ZELAZKO, On permanent radicals in commutative locally convex al-
gebras, Studia Math. 75 (1983), 265-272.

[41] W. ZELAZKO, Topological divisor of zero, their applications and genera-

lization, Seminari di Geometria. 1985. Universita degli Studi di Bologna.

[42] W. ZELAZKO, Extending seminorms in locally pseudoconvex algebras,
Preprint.



UpivEmosmn A il

Reunido el

enn el dia de Ia deciia, pava
— PN L

o L Rass Q-f:.an&.} Canmatn-

tirulada C\&R&mw‘wm

[T SPRRT TS SEEE R

acordd otorgarie la onloas Lo e A P‘“U

SOV LI EY, cromeaeen e D092

El Vocal,

)
-1

Lo fhrmentes

1

090

oetoral de

s r e s T AR

wl Vogal,

octorado,

Q/’\/\’\(l"s"ﬂx\
N —



