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INTRODUCCION

Son varios los problemas aun abiertos, respecto de
algunos teoremas conocidos de la teoria de la medida, como son
los de Vitali-Hahn-Saks (VHS), Grothendieck (G), Nikodym (N) y
Rosenthal (R). La evolucién y 1los resultados obtenidos por
diferentes autores en el estudio de las Algebras de Boole para
los que son validos estos teoremas, asi como los referentes a
las relaciones entre ellos, fue el contenido'de nuestra tesis
de licenciatura (Benitez(1.985)), la cual tomd como trabajo de

partida el de W. Schachermayer (1.978).

Con relacidén a las propiedades intrinsecas de un

4dlgebra de Boole que son suficientes para el teorema (VHS) v,



por tanto, para (G) y (N), referidos todos ellos a medidas
escalares finitamente aditivas, es necesario destacar algunos
extremos. En primer lugar, las debilitaciones sucesivas
realizadas por distintos autores, a partir de la propiedad de
o-completitud de wun Algebra, como son las dadas por
Seever (1.968), Haydon (1.981), Moltd (1.981) vy Freniche
(1.984), suponen todas ellas propiedades de separacidn de
sucesiocnes de disjuntos las cuales son suficientes para (VHS)
pero ninguna necesaria para gque se verifique este teorema. Y
esto es debido a que existen Algebras de Boole, como es el
caso del Adlgebra de los ceonjuntos gue son simultaneamente Fa N
Gé de [0,1}, tales que, verificandoe 1la propiedad dada por
Dashiell (1.981), la cual impone condiciones al espacio de
medidas, no verifican ninguna propiedad de separacidén Yy, sin

embargo, verifican todos los teoremas.

Asi pues ninguna propiedad de separacidén que
verifiquen todas las sucesiones de disjuntos puede servirnos

como condicién necesaria para (VHS) ni para (R).

Por otro 1lado, algunas implicaciones entre los
teoremas citados estan aun por determinar: No se sabe si un
adlgebra de Boole que verifica el teorema (R) verifica o no (N)
y se sabe, que (G) no es equivalente a (VHS) bajo la hipdtesis
del continuo (Talagrand (1.984)). Esta por determinar si esto

sigue siendo wvalido sin 1la citada  hipdtesis o, por el
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contrario, es equivalente a ella.

Esta situacidn sugiere la necesidad, por un lado, de
restringir el tipo de 4algebras de Boole objeto de la
investigaci®én, profundizando en el estudio de 1los espacios
€(K) para K compacto O-dimensional, vy, por otro lado, el de
considerar otros puntos de vista desde donde se puedan abordar

el estudio de las algebras de Boole.

El trabajo que aqui presentamocs tiene Qomo
objetivos, en primer lugar, el de estudiar las Algebras de
Boole atdmicas con uné cantidad numerable de atomos
{o-atdmicas), 1o que’equivale a estudiar. las subalgebras de
P{w) que contienen al 4algebra de 1las partes finitas N
cofinitas de w (Prop. I.1.2), y, en segundo lugar, presentar
una nueva perspectiva de estudio de las Algebras de Boole
usando el Teorema de Ramsey para un cardinal infinito

cualquiera.

En el capitulo I comenzamos viendo la estrecha
relacién entre las 4&lgebras de Boole o-atdmicas vy las
compactificaciones O-dimensionales de w. Es decir vemos que
cada algebra de tal tipo induce una compactificacién
O-dimensional de w a través del espacio de Stone de #F Y
viceversa, cada una de estas compactificaciones induce un

dlgebra c-atémica que es, precisamente, la base para su
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topologia (Prop. 1.1.3).

Seguidamente se demuestra que cada espacio del tipo
8(K,R), siendo K el espacio de Stone de un algebra de  Boole
o-atdémica o, equivalentemente, una compactificacidén
O-dimensional de w, es isométrico e isomorfo reticular a un
subespacio de {” gque contiene al espacic de las sucesiones
convergentes ¢ (Teorema I.2.1). Incluimos después dos
propiedades fundamentales ‘de estos espacios como son el
teorema de Bade, el cual afirma que en %{(K,R) 1la bola unidad
es la clausura del cierre convexo de sus puntos extremales si
y sdlo si el compacto K es O-dimensional (Prop. 1.2.2). Esta
propiedad es cierta para los‘ espacios B(K,C)
independientemente de gue el compacto K sea O-dimensional,
siendo ésta una de las razones por las que estudiamos sdlo los

espacios del tipo B(K,Rj}.

Otra propiedad gque estudiamos es una versidén del
teorema de Krein-Millman que, particularizada a 1los espacios
8(K,R)* con K compactificacién O-dimensional de w, puede
enunciarse sin utilizar todos los puntos extremales de la bola
unidad de este espacio. Para demostrar este resultado hemos
probado un lema, inspirado en el de Helly, el cual pone de
manifiesto que relaciones entre un espacio de Banach X vy su
dual X*, pueden ser ciertas para un compacto K y el espacio

€(K) .
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Una vez que conocemos que un espacio del tipo
E(K,R), con K compactificacién 0O-dimensional de w, puede
identificarse c¢on un subespacio de {m ceonteniende a ¢,
estudiamos las condiciones para que un subespacio X de QD. sea
del tipo ®(K,R). En Semadeni (1971) vy Lacey (1974) se
demuestra el siguiente resultado debido a Kakutani valido para
un 8{K,R) pero no para %(K,C): "si X es un MI-espacioc entonces
es isomorfo a un espacic €(K,R), siendc K la clausura *-débil
del compacto de los homomorfismos reticulares { tal que {(e)=1
siendo e la c-unidad del reticulo X". Considerando un reticulo
de Banach XS{m con ¢&X y con el orden por coordenadas, es
facil probar que verifica el teorema de Kakutani y por 1lo
tanto es del tipo 8(K,R). Ahora bien, el.compacto K no resulta
estar asi suficientemente explicito por lo que para nuestro
caso particular hemos enunciado y demostrado el teorema de
caracterizacidn para los subreticulos de {m que son del tipo
B(K,R) con K compactificacién O-dimensional de W,
demostrandose que K puede expresarse como la clausura *-débil
de los funcionales &

nesw, sobre B(K), tales que sobre cada

N

sucesioén x=(x ), ., Sn(X)=X, (Teorema 3.2). Se demuestra para
concluir (Corolario 3.4) que un subespacio X de {n conteniendo
al espacio de las sucesiones convergentes c es del tipo B(K,R)
con K compactificaci®n 0O-dimensional de w, si v s6lo si X es

la clausura del subespacio 1lineal engendrado por las

sucesiones formadas por 1 y -1 que contiene.



En el capitulo II de este trabajo se estudian
algunas propiedades topoldgicas v geoﬁétricas de los
subespacios B{K R) de {m. Se comienza viendo que %(K,Ry eg
separable si y s&¢lo gi el compacto de los éuntos extremos de
su  bola unidad es numerable {Propiedad II1.1.5). A
continuacién, motivados por una propiedad Qque aparece en

Wilansky (1978) relativa a los subespacios separables de {m

{(si X es subespacic separable de {m entonces si {&,:new’> es el
conjuntce de las proyecciones coordenadas existe Mcw tal que la

sucesidén {6n(x)}n converge para cada NEX), hemos

M
caracterizado los subespacios €(K,R) de {m con  esa propiedad
(Proposicién 2.2} v hemos construido un 4Algebra de Boole
o-atédmica de cardinal no numerable, tali que su espacio de
Stone K es disperso y €(K,R) tiene 1la propiedad anterior,

resultando de ello que é€sta no caracteriza los espacios B(K,R)

separables (Teorema 2.5).

En el tercer apartado del capitulo II nos planteamos
el estudiar los subespacios 8(K.R) de {m que son duales. De 1la
proposicidén 2.2.8 de Lindestrauss (1977) resulta que si €(K.R)
es un dual, siendo K compactificacién O-dimensional de w,
entonces debe contener subespacio isomorfo a {», Este
resultado induce a pensar en una hipotética relacién con el
tecrema de Rosenthal. Sin embargo, a partir de los resultados
de Grothendieck (Cf. Kaplan (1983)) v de Dixmier (Cf. Bourbaki
(1981)) demostramos gque un subespacio del tipo g(K,R) de {m,

con K compactificacidén O-dimensicnal de w, es dual de un
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espacio de Banach si v sélo si es isométrico a £w.

El resto del capitulo se dedica al estudio de una
propiedad de tipo geometrico, introducida por R.M. Aron y R.H.
Lohman (1987}, denominada X-propiedad (Definicién II.4.1}.
Vemos en primer lugar gque un espacio normado X tiene 1la
’-propiedad si y s&lo gi todo punto de la esfera unidad tiene
terna factible {(Corolarico I1I1.4.4) ya que basta con que la bola
unidad de X tenga un punto extremo para que todo punto del

interior de la bola unidad tenga terna factible.

A continuacidén se estudia 1la X-propiedad en los
espacios del tipo 8(K,R) con K compacto Hausdorff, probandose
que para cada Xeﬁg(K) si my=imf<|x(t)|:teK>>0 entonces existe
terna factible para x y la A-funcién se alcanza en x. A partir
de aqui queda claro que un espacioc 8(K) tiene la X-propiedad
si los puntos XE$8(K) con m,=0 tienen terna factible, lo cual
esg cierto si y sélo =i el compacto K es O-dimensional (Teorema
IT1.4.9). Para demostrar esto se ha necesitado una
caracterizacidén de los compactos O-dimensionales (Lema II.4.8)
a partir de lo que hemos dado en llamar conjuntos de e-signo
(Definicidén II.4.7). Vemos también que si K es O-dimensional
entonces la A-propiedad N A-propiedad uniforme son

equivalentes sobre los espacios B(K,R).

También es posible caracterizar los compactos
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O-dimensionales F-espacios a través de la A-propiedad: 'si K

es compacto O-dimensional entonces la A-funcién se alcanza en

todo xeBz(K,R) si y s8dloc si K es F-espacio”. {Teorema
I1.4.12). Particularizando este resultado a los subespacios
del tipo ¥(K,R) de ‘o llegamos a que ¢ es el |‘Unico

subespacio donde la *-funcién se alcanza en todo puntoc de la

bola unidad.

En los espacios ®&(K,R)x, siendo K compacto
O-dimensional, la A-propiedad se verifica si y s6lo si K es
disperso (Teorema II1.5.1). Asi pues, {w identificado con
8(f3w,R), donde fBw es la compactificacién de Stone-Cech de w,
tiene la A-propiedad y sin embargo €{(f3w,R)* no tiene la
A-propiedad va que fBw no es disperso. Se responde asi
negativamente a una pregunta planteada por Aron Yy Lohman
(1987): _Si un espacio normado X verifica la X-propiedad, su

dual X* debe tener también la A-propiedadr~.

Otro de 1los problemas planteados en Aron-Lohman
(1987) es el de caracterizar, para un espacio normado X, 1los
puntos xeBX para los que la A-funcién se alcanza.
Caracterizamos estos puntos en 1los espacios .8(K,R) con K
compacto O-dimensional (Teorema 1I1.6.1). Estudiiandose diversas

propiedades del conjunto de los puntos donde la *-funcién se

alcanza.
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El capitulo III se dedica a estudiar las algebras de
Boole usando el teorema de Ramsey. Basandonos en el trabajo de
Odell (i980), hemos demostrado que es posible obtener el
teorema de Ramsey y otros resultados con €1 relacionados  para
las secuencias finitas y numerables de un cardinal infinito K
cualguiera. Por ejemplo, se define la topologia T del mismo
modo que en el citado trabajo, demostrandose aqui que es T, y
O-dimensional vy tal que 1los conjuntos T-abiertos son

completamente de Ramsey y, por tanto, de Ramsey.

Dado un algebra de Bocle F de cardinal infinito ®,
hemos considerado un buen orden cualgquiera de ﬁk{Ha;aex}; de
forma que al tomar una secuencia numerable (o.), en 2resulta
una sucesidn de elementos distintos del 4Algebra. Demostramos
que las propiedades de supremo {(3C) de Havydon {1981},
propiedad (E) de Schachermayer (1978) y (UDSC) (Cf.
Schachermayer (1978)) pueden caracterizarse a través del
conjunto ﬂ& de las secuencias numerables que corresponden a
sucesiones de disjuntos con supremc en ¥. Posteriormente se
generalizan estos resultados para caracterizar propiedades

similares a las anteriores pero referidas a una propiedad P

cualquiera de las sucesiones de disjuntos (Teorema I111.2.9).
Se concluye viendo que las medidas definidas sobre
un algebra ¥, y con valores en un espacio de Banach X,

fuertemente aditivas, inducen aplicaciones continuas sobre el
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conjunto &« de las secuencias numerables de # que corresponde a

sucesiones de disjuntos en F, y con valores en c,(X). Se

demuestra que una sucesidn de medidas vectoriales es
uniformemente fuertemente aditiva @ si N sé&lo si las
correspondientes aplicaciones sobre & son uniformemente
continuas.
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I. REPRESENTACION Y CARACTERIZACION DE LOS EsPacios £k . [R)

CON K COMPACTIFICACION 0-DIMENSIONAL DE @

N



I.1 ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS ALGEBRAS DE BOOLE

SIGMA-ATOMICAS

Sea ¥ un algebra de Boole co-atdmica, esto es ,
atémica con una cantidad numerable de atomos. En virtud del
teorema de representacidén de Stone para algebras de Boole,
supondremos que ¥ ez el algebra de los conjuntos que son
simultaneamente abiertos vy cerrados (clépenes) del espacic de
Stone st{(¥F), siendo <#ste un espacic compacto, Hausgdorff,

O-dimensional con & base para su topologia.

bDenotando peor {a;: iew> el conjunto de los atomos de

¥F, tenemos la siguiente,

PROPOSICION 1.1

Sea A=¥, A es la clausura de los 4atomos que

contiene. En particular, st(F)={a,:iswr.

Demostracidén

Sea <a;:1eN> el conjunto de los a&tomos que estan en
A. Entonces A\{a,:1eN> es abiertc que no contiene atomos, pero
al ser el espacio O-dimensional si este abierto es distinto
del vacio debe contener un clopen que, por ser elemento del

algebra atémica ¥F, debe contener un conjunto de dtomos, pero
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esto no es posible a mencs que A\ a,; :1€N>=@.

Observemocs gque para cada isw {a;> es clopen y por 1o
tanto, el conjunto D={a :iew> es disperso y abiertoc. También

para cada subconjunto finito N<w, el conjunto <La :ieN> es

clopen y por lo tanto {a;:iew\Nr=st(F)\{a, :ieN> es igualmente

clopen. De hecho, se tiene el siguiente resultado:

FROPOSICION 1.2.

Para cada algebra de Boole F, co-atdmica, existe una
subdlgebra AcP(w) o-tdmica isomorfa a &F, que contiene al

algebra ¢{w) de los conjuntos finitos v cofinitos de w.

Demostracidén

Definiendo yw: F+P(w)
Ay (A)={iew/a A .

¥F es claramente isomorfa a A=yw({F)

Teniendo en cuenta esta propoeosicidn, podemos decir
que con el orden de inclusisdn, la menor &lgebra de Boole
o-atdmica es @¢(w), la familia de los conjuntos finitos vy

cofinitos de w; y la mavor es P(w). Cualquier otra algebra F



de estas caracteristicas verificsa

Plw) € F € Plw)

Estas algebras resultan al congiderar las

compactificaciones O-dimensiocnales de w. En efecto:

FPROPOSICION 1.3.

n

i K es una compactificacidén O-dimensional de w, el
algebra # de los cldpenes de K es o-atdmica vy st(F) es
homecomorfc a K. Un 4algebra de Boole e¢-atdmica induce una
compactificacidn O-dimensional de «, tomando su espacio de

Stone.

En este sentido, es bien conocido que el algebra
P(w) de las partes finitas vy cofinitas de « induce la
compactificacidén de Alexandroff pw y que el algebra Plw)

induce la compactificacidén de Stone-<ech f3w.
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I.2. REPRESENTACION DE LOS ESPACIOS g(K,Ry CON K

COMPACTIFICACION O-DIMENSIONAL DE w
En este apartado, se trata de representar . los
espacios de funciones continuas reales sobre las

compactificaciones de w, comc subespaciocs de {D.

TEOREMA 2.1

107

ea K una compactificacisn (¢-dimensiocnal de w,
entonces ¥{K,RK) es isométrico (e isomorfe reticular) a un
subespacic de {w, que contiene al espacio ¢ de las sucesiones

convergentes , vy que denotaremos por E(K).

Demostracidn

Definamos T:f(K)»{m por T(f)={f(an)>n para cada

ew

fe€(K), siendo {a,:new> el conjuntc de los Atomos de K.

T es evidentemente lineal. Veamcs que T conserva 1la

norma:

Puesto que el conjunto <{f(a,):new> es denso en f(K)

para cada fe€(K), resulta

sup< [f(x)|: xeK> = sup|f(a,)].
new



De aqui, [Tf]=|f].
Llamando %(K)zT(ﬁ(K)) tenemos que €(K) es iscometrico
a %(K). Ademas, es 1inmediato probar que T es isomorfismo

reticular.

Veamos para terminar qgque cT8({K). En efecto, Sea

-
O

(T €c una sucesidn convergente. 3i es una sucesion

N orew
trivial, como el algebra de los clépenes de K contiene a las
partes finitas y cofinitas, dicha sucesidén se corresponde con

una funcién simple.

Supongamos que (C“)new esg una sucesion no trivial vy
pongamos d como su limite. En tal caso, definimos f:K-R de 1a

giguiente forma:

f(x) = d si xekK\{a,:new>

f(a,) = c,. new

Puesto que para cada new es <a,> un clopen unitario,
f es continua en el punto &,. Sea entonces xekK\{a,:new>. Dado
€>0 existe ngew tal que c,e(d-g£,d+e) para todo nZng; de aqui
resulta que el clopen A=K\{a1,...,an> verifica
/

f(A) < (d-g,d+e)}



y f es continua. Por tanto, Tf=(cﬁ)new

Veremos 'a continuacidén dos propiedades de los
espacios 8(K,R) y €(K,R)*x  y por tanto de B(K) y de B(K)*, que
utilizaremos mas tarde. La primera de ellas aparece como
problema en Semademi pg. 139, y segun este autor es debida a
W. Bade, y puesto gue el resultade ne ha sido publicado

incluimos nuestra demostracidn.

PROPOSICION 2.2

Si K es compacto Hausdorff y  E={fe8(K,R):|f(x)]=1,
xeK> entonces K es O-dimensional si y sélo si la bola wunidad
de €(K,R) es la clausura del cierre convexo del conjunto

E, esto es =66{E).

Be(k,R)
Nota: Observemos que feF =i y sdlo si f=xA—xAC para algin

clopen ASK.

Demostracién.

Condicidén necesaria.

En primer lugar, sabemos, que, por ser K O-dimensional,

_ . . - . . A
las funciones simples de Bf(K) son densas en BE{K)’ bastar



entonces con demostrar que toda funcién simple se puede

eypresar como combinacidén convexa de puntos de E.

In
En efecto, sea =% aix,. donde los Ay, .i=1,....n
i=1 b
n
son clépenes disjuntos dos a dos v U A =K. bDenotemos por B1
i=1

la bola unidad de (Rh,”'"m) v definamos

W:B1 -+ BB(K)
{3y, ..Xpn) = xle1+...+xh)cAh
Claramente w es 1lineal, continua y conserva Ila

norma.

Por otro ladeo, los puntos de B1

£o= (20 2R e ka2, 20

. ks . .
giendo | '|=1, para i=1,...,n, generan la bola unidad de
este espacio a travées de sus combinaciones convexas. Asi pues,

dado (&,....,a,) se tiene que
2

(84,....8n) = L M con A20 v L Ae=1,
1

luego



I 2
I oax, = L Mty
1 t 1
Pero como
n
. 3
j=1 J
51 consideramos, para cada k=1,2, e ,Zﬁ, la familia
conjuntos
(ﬁ. . r (l’:) } U ﬂ
= \.Aj:sj =1 v Bk = I

B, seria clopen al ser &

K Kk finita y resulta, wiy=x, -x.c€E.

By "Bx

La expresidn (1) se puede escribir ahora como

zn
f = ax = DT —x._c)
§1 A k§1 B

De donde resulta la necesidad de la condicién.

Condicién suficiente.

(1)

de

Sea K un espacio compacto Hausdorff y supongamos que

B =CO(E). Llamemos #={AcK:A clopen>. Si feE entonces

8(K,R)

f=XA—xAc para algdin Ae# y viceversa. Razonemos por reduccién

10



al absurdo. Supongamos que & no es base para la topologia de

K. En tal caso, existe un abierto G que no es la unidén de 1los

cldépenes que contiene:

G # G, = U {aed:acE>

Para %o€G\G, y F=K\G, por el lema de Uryshon, existe

fe8{K}) tal que f(xgl=1 y f(F)={-1>.

For otra parte, dadc £=1/4 podemos determinar una
n
funcisén simple T ax, , tal que |&/|=1 para cada i=1,....n vV
i=1 L

los clépenes A, i=1,2,...,n son disjuntos dos a

dos, verificando U A=K tal que
n
| = atxA_—fﬂ < 1/4
i=1 v

Para el indice k tal que xo€A, se tiene que

k

Iay—ll < 1/4 (2)

Ademas, si fuera yeA NF seria

k

|a, +1] < 1/4

Pero esto contradice (2), por lo que AynF=¢ \4

11



< . .
Xo€A, <cK\F=F ; lo cual, a su vez, se contradice con la eleccidn

k
de Xo. En consecuencia, & es base para la topeologia de K Y

&éste es (O-dimensional.

NOTA 2.3

El anterior es unc de log resultados en los que nes
basamos para nuestro estudic postericr de los espacios 8(K, R},
Yy que no es cierto para S, C)y; va que en estos,
independientemente de gue K sea 0-dimensional o no, la bola
unidad es la <clausura del cierre convexo del conjunto E

definido en el enunciado del teocorema 2.2.

De ahora en adelante ®(K,R) serd denotadoc por €(K).

El lema siguiente sera utilizado en la préxima
proposicidn v esta inspirado en el lema de Helly (Cf. Breézis
{(1.983), pAg. 44). En ¢1 denotaremos por COQ(E) el conjunto . de

n

las combinaciones convexas § xyxk con xke® y por eqCO(E)
k=1 & 7

indicaremos €l cierre equilibrado v convexo del conjunto E.

Igualnmente, {aﬁiew} sera el conjunto de los a4tomos en K.

12



LEMA 2.4

Dados f,.f,,...,fa€8(K) y &4, 0, ..., &R, si  para

cada 3,3, ..., R se verifica

n T
| Z B = | Z B,
i=1 i.:l

entonces para todo &0 existen - €K vy unog numeros
1 P
<
raciocnales kiﬁ Az, ... ., A tales que Y A |=1vy
p j=a ?

i<

| Zxfila d-oq| <« & i=1,...,n

=1 i
Demostracidn

3 h -

En efecto, sea a=(g,a,,...,a)€R vy consideremos

la aplicacién yw:K-R” definida por

wix) = (£4(2),f2(x), ..., fn(x))
Se trata de demostrar que a=eqCOQ (D) siendo
D=y (a,) : new> .
Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
ageqCOQ(D). Al ser este conjunto cerrado, equilibrado vy

convexo en R, podemos separar o 2y egCOQ(D) mediante un



hiperplano, esto es, existe fB3=(#,,....2.)<R y reR tal que

f{w(ak),ﬁ}! <y o< <a38> . k=1
esto es,
n n
l z ﬁtft(ak” I SO Y- £
i=1 =1

I
Puesto que T 3. f,€6(K) serd, en virtud del Teorema 2.1,
i=1

lo cual se contradice con la hipdtesis.

PROPOSICION 2.5

Sea K=st(¥F) con F o-atomica, siendo <{a,: new> el

conjunto de sus aAtomos, entonces es la clausura, en 1la

Bg(}()x
topologia *-débil, del conjunto COQ ({eéa :|£]=1, new>). Donde

4]

para cada new, éa representa la funcional definida por
T

& (fy=fla,), feB(K).

An

Por consiguiente, B?(K)* es *-débil separable.

14



Demostracidén

* X
Sea x,eB'=B_,,.., YV Sea V un entorno *-déebil de xg,
o] g\}\)x J

el cual se puede suponer

X ¥
V = {x*e8(K)*: |x (£)-x(f)] <« &, i=1,2,...,n

i)

para ciertos f,€€(K), i=1,...,ny £€:0.

E A X
Llamemos o, =%o(f;). Por ser [xo||$1 se tiene que para

todo 3 ,...,.3.R es
T 2 n n
| Biog| = [%( Z Bf0] = | T A
i=1 i=1 i=1
Aplicando el lema anterior, existen &y a8y \Y
1 P
P
unos numerecs racionales A;, j=1,2,....,p con & jkjlzl tales que
1=1
p
l Z fL(ak‘)—Ol,_ « £, i=1,2, ,n
i=1 J
esto es,
p
! E)\Jéa (f-o] <« &, i=1,2, .n
j=1 .

P
Luego x*= ¥ kfsa €V, lo que demuestra que el conjunto

J=1 k.
]

15



Coales :{e|=1, n=1,2,...> es denso en B' con la topologia
™

*-debil v, al ser numerable, B' es *-dé&bil separable.
NOTA 2.6

Teniendo en cuenta el tecorema 2.1, los resultados
anteriores se pueden resumir en lo siguiente: Dado & Algebra
de Boole c-atdmica, si {a,:new> es el conjunto de sus atomos y
K=st(¥), entonces €(K,R) es isométricc {vectorial, topoldgico
y reticularmente) a un subespacio y subreticulo de {m, g(K),
que contiene a las sucesiones convergentes. La bola unidad de
%(K) es la clausura del cierre convexe de las sucesiones
formadas por 1 v -1 qQue estan en %(K). Ademnas, la bola de

%(K)* es la clausura *-deébil del cierre convexo de 1las

provecciones sobre las coordenadas en g(K)*, estas
provecciones son las funcionales éheg(K)* tales que
é“[(xk>kew]=x“ para cada (X)), S¢(K). La Ultima afirmaci®n

resulta de la Proposici®n 2.4, va que segun la isometria entre

€(K) vy g(K), & se corresponderia con la n-¢sima proyeccién
™

&

-

16



I.3. CARACTERIZACION DE LOS SUBESPACIOS DE ¢ DEL TIPO 8(k,R)

Una vez que hemos representado los espacios EB(K,R),
con K compactificacidén O-dimensional de w, como un subespacio
de {w que contiene a las sucesiones convergentes, estamos
interesados en conocer las condiciones que debe cumplir un
subespacio X, con cSXSQm, para ser del tipoc 8(K,R)y con K
compacto O-dimensional de w, a la vez que conocer €l compacto

K utilizado para su representacidmn.

Se han dado caracterizaciones de los espacio del
tipo (K}, siendo diferentes las condiciones para los del tipo
€(K,R) y €(K,C) (Cf. Semademi (1971), pg. 231-232). En este
apartado obtendremos las condiciones para que los subespacios
de {D, en los que estamos interesados, sean del tipo B(K,R) a
partir de 1las recogidas en Semademi (1971). Después
demostramos el teorema de caracterizacidn v representacidén, ya
que para nuestro caso particular el compacto K puede  ser

expresado de forma diferente.

El espacio B(K)=8(K,R) es un reticulo de Banach que

verifica las siguientes condiciones:

a) Para f,geB(K) si f20 y g0 entonces |fvgl=|f]v|e]-

b) Existe e€8(K) tal que feB si y s80lo si-esf=Ze.

&(K)

17



Generalizando estas propiedades a un reticulo

normado X se llega naturalmente a la siguiente:

DEFINICION 3.1 (Semademi (1971), pg. 229)

Una C-unidad en un reticulo normado X es un elemento
ecX verificande (b). Un M-espacio es un reticulo de Banach
satisfaciendo (a}. Un M-espacio con C-unidad se denomina

MI-espacio.

En Semademi (13971) v Lacey (1974) ce demuestra el
siguiente resultado debide a Kakutani: 8i X es un MI-espacio
entonces es isomorfo a un espacic ¥8(K,R), donde K es la
clausura *-débil del conjunto de los homomorfismos reticulares

£ tal que f(e)=1, siendo e la C-unidad.

En nuestro caso los reticulos de Banach cSXSQn, son

MIl-espacios al considerar el orden por coordenadas :

(M) e S(Yn)

new= si y s%lc si xnSyn, para cada n€@. La C-unidad

[=4é\]
de X es evidentemente la sucesidn trivial 1w:(1’1"")' Por lo
tanto, X es isomorfo a un ¥%(K,R) donde K es 1la clausura

*-débil de los homomorfismos reticulares sobre X, tales que

toman el valor 1 en 1w.

En el préximo teorema K seria expresado de forma

diferente, aun siendo el mismo que el considerado

18



anteriormente.

TEOREMA 3.2

Sea X un subreticulo de Banach de Qn tal que cSX vy
BX=55(E), donde E ez el subconjunto de todas 1las sucesiones
formadas por 1 v -1 de X. Entonces X es isom&trico & B{K,R)
vectorial v reticularmente, donde K es un compacto

O-dimensional v es la clausura en la topologia *-débil de las

provecciones sobre XK.

Demostracidn

Sea Kz{ETTTEE}*w en X*, siendoc &, iew como antes,
las proyeccicnes sobre X.

Sea A: X » B(K) definida para cada x€X por A(x)=Ax,
donde AX es la funcidén sobre K, que viene dada por Ax(é)=6(x),

SeK .

Claramente la aplicacidén A esta bien definida pues

KEX* . Ademas A es lineal.
Veamos que A es isometria. Para todo xeB, es

X

Al = sup<|a(8)|:6ek> = 1

19



Luego ||Al=1, pero al ser HA(lw)u=1 sera |[af=1. Ast

pues, para cada xeX se tiene |A, [<|x].

Por otro'lado, si x=(x_ ) _ . . por ser & (x)=x_  para
cada new, dado £>0 se tiene que
%) = sup<|S.(x)|:n=1>
v podremos determinar kew tal que
Ixl-= = &, 00 ] = &
y por lo tanto, A = |x]|.
Para demostrar que Py es homomorfismo entre

reticuloes, necesitamos probar que si &eK, entonces & es
homomorfismo reticular. En efecto, puesto que &, es
homomorfismo reticular para cada new, existe una red (6a)aeA

en el conjunto <& :new> tal que é,*¢ en la topologia *-débil.

Para cada oeA existiria entonces kew tal que éa=ék. Por tanto,
S(xvy) = 1lim S (xvy) = lim(s_(x)vS (y)) = S(X)VE(Y)

Reemplazando la operacidén ~ por ~ obtenemos el

resultado deseado.

20



Sean ahora cualesquiera x,veX v &eK,

Ay ) () = S(Rw) = SIS (y) = A(R)I(S)VA(YYI(E)Y = (Avay)é

Ademas, como A(lw)zxK. se deduce que A(¥X) es un

subreticulce de ¥{K). Este subreticulo separa puntos de K pues

si & #d,el, existe xeX tal que S, (x)#=S,(x) N entonces
A (S 7L (S5 . Aplicando ahora el teorema de
Stone-Welerstrass, resulta que A(X) es denso en ¥E(K), perc
como & es isometria A(X) es cerrade vy, por tanto, igual a
B(K).

Por la proposicidn 2.2, K es O-dimensional.

Teniendo en cuenta que si €(K,) es isomorfo a €(K3)

entonces K; es homeomorfo a K, resulta:
COROLARIO 3.3

Sea K una compactificacién O-aiﬁensional de w y sea
F el adlgebra co-atdémica de los clépenes de K. Entonces %(K) es
isomorfo vectorial v reticularmente a E(E), donde
§={3:TFE$}*W. Ademas, si ¥ es el Algebra de los clépenes de K

entonces las algebras F v F son isomorfas.
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Demostracisn

~,

Veamos en primer lugar que ¥ v F son isomorfas.
Para ello tengamos presente que, en virtud de 1la proposicidén
1.1, cada elemento Ae¥ puede ser expresado como la clausura de

los atomos gque contiene. Asi, definimos la aplicacidn

por medioc de la expresién y({a;:ieN>)={(&; :ieN>, para cada N<w

tal que {a :ieN>e¥F

En primer lugar vamos a demostrar que w estad bien
definida, esto es, que si {a :ieN> es clopen entonces el

correspondiente {&; :ieN> es igualmente clopen.

El conjunto unitario (&> es clopen ya que

&> = {x*e‘&‘(K)*:]x*(l{i}),—éi(1 yl<1>x n K

1>

si tenemos en cuenta que para cada &e€K es é(l{i})=0 si &#& .

En particular, para Ncw finito o) cofinito

{(SL : LEN}G%_

Sea entonces N infinito con w\N infinito. Por 1la

isometria descrita en el Teorema 2.1, lNeg(K) vy también

1w\Ne§(K). Consideremos entonces para cada iew\N el entorno

b
[\.]



*—débil

] -~ X > X . * 15
V(i) = {x*eB(R)*: |x (1) 8l

Claramente, =i jeN entonces S;&V(i), luego si llamamos

al abierto U V(i)"K v F(w\N)=K\G(w\N) resultari que
iew\N

{8j:jeN> € F(w\N) vy <{&j:jeN> € F{w\N)

Con el mismo razonamiento

{&j: jew\N> < F(N)

En definitiva L&j:jeN>{dj: jew\Ny=¢

{6j:jeN>ué&j: jew\N>=K, por lo gque ambos pertenecen a gﬂ

Veamos a continuacidén que y es un isomorfismo

adlgebras de Boole:

1.- Sea M,Ncw con MnN=¢ tales que

{a,:ieN>, {a,:ieM> € F,

G {w\N)

entre

resulta que por ser K O-dimensional y por la proposicién 1.1,



wi{a, :ieN>WKa :ieM>] = {5, :ieNUM>= plidla; :ieN>iuplla :iaM>]

2.- 51 {a :ieN> €F es

pi{a, i1 D] = {3, 1> = RK\<&_:ial> = R\pl{a,:iaN> ]

3.- 5i A®B, A ,Bs¥F ez wi{A)ZY(B).

4.~ Sea Ke§2 entonces si existe N<w tal que X={at:ieN}

~

resultara que A=ypi{a :ieN>].

Consideremos el isomorfismo definido en el teorema

A: B(K) » €(K)

Yy sea xe%(K) tal gue XK=Ax- Ya que

1 si S<A

S Xz(é) = -
0 si S&A

existirad Ncw tal que &,(x)=1 para cada neN. Por lo que A

1N
y A=(3, ia>

El tecrema 3.2 nos posibilita un método para 1la
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generacisn de los espacios ¥€(K) para K compactificacién

O-dimensional de w que puede expresarse en el siguiente:

COROLARTIO 3.4

Sea ¥ una subdlgebra de Boole o-atdmica de P(w}, v
sea Eo = C(xq) S %¥n=1 81 neN vy xn=-1 si nSa\N, N&F7.
Entonces X=f{ con c=X es de tipo 8(K,R) con K compactificaci®n

O-dimensional de w gi y s&lo si X=span(E34 para alguna

subidlgebra o-atdmica F de P(w).

Con los dos dltimos corolarios hemos conseguido otra
forma de obtener compactificaciones 0O-dimensionales de w, a
través de subilgebras o-atdmicas F de P(w), representadas por
la clausura *-d&bil de las proyecciones sobre subespacios de

{m de la forma span(Eyj.
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II. ESTUDIO GEOMETRICO Y TOPOLOGICO DE LOS SUBESPACIOS E(k . K)

DE {o
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II.1 PUNTOS EXTREMALES DE LAS BOLAS UNIDAD DE &(K,R) v &(k Ry«

En el capitulo I de esta memoria hemos podido

observar la importancia de las sucesiones formadas por 1 y -1

en los subespacios €(K,R) de {w, siendo K compactificaci®n
W

0-dimensional de w, asi como de los ée{gz}new donde, para

cada new, &, es la proyeccidn que a cada elemento de ﬁn le
hace corresponder su coordenada n-ésima. En este apartado
veremos que ellos constituyen, respectivamente, los puntos
extremales de las bolas unidad de 8(K,R) N (K, Ryx*
respectivamente. Asi mismo,estudiaremos algunas propiedades de

estos espacios que se caracterizan a través de los puntos

extremales, como es el caso de la separabilidad.

Comenzamos dando algunas definiciones y resultados.
DEFINICION 1.1

Sea D un conjunto convexo de un espacio vectorial X,
eeD se dice punto extremal de D si 1la combinacidén convexa

e=xx+(1-X\)y con x,yeD y 0«x<1, implica x=v=e.

El conjunto de los puntos extremales de D se denota

por ext(D).

FPara 8(K)=8(K,R)cf donde K es wuna compactificaci®n
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O-dimensional de w, denotamos por & el subilgebra ¢-atdmica de

P(w) tal que Ne# si v sdlo si lNég(K).

Es bien conocido (Cf. Semadeni (1981),. prop.. 4.4.4)
qQue un punto de la bola unidad de €(K), donde K es un espacio
topolégico arbitrario, es extremal si v s&lo si [f(x)[|=1, para
cada x<K. Aplicando este resultadc a los espacios 8(K,R}, con

K compacto O-dimensioconal, se obtiene:
PROPOSICION 1.2

La sucesidn eeB=Bg(K) es punto extremal de B si vy

s4lo =i existe Ned tal que e=ly-1ygc.

También la siguiente es consecuencia inmediata de un

resultado mas general (Cf. Lacey (1974), pg. 53).
PROPOSICION 1.3

El conjunto de los puntos extremales de la bola de
BR)* es <£6: |e|=1, 6B ¥ 5.

La proposicidén 1.2.2 se podria enunciar ahora
diciendo que BB(K) es la clausura del cierre convexo de sus
puntos extremos. Aunque en la proposicién I1.2.5 no se

consideran todos los puntos extremales de 1la bola de 8B(K)*
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de ella se deduce que Bg(K)* es también la clausura del cierre

convexo de sus puntos extremales que es el conocido teorema de

Krein-Milman (Cf. Lacey (1974), pg. 251}.

NOTA 1.4

Aunque B es la clausura del cierre convexo de

E(K)
sus puntos extremales, no todo subconjunto acotado, cerrado vy
convexo C de 8(K) verifica C=CO(ext(C)). Por ejemplo, si &,eK
no es aislado en K<B({K}* con la topologia *-débil, el conjunto
{feBg(K):éx(f)=O> no tiene puntos extremos, asi €(K) no posee

la propiedad de Krein-Milman ni por tanto 1la propiedad de

Radon-NiKodym {(Cf. Bourgin (19883)).

La siguiente proposicidn nos caracteriza los
subespacios separables del tipc 8(K) de {m a través de los

puntos extremales de la bola unidad de forma bastante simple.

PROPOSICION 1.5

‘B(K)ct’!30 es separable si y sélo si E=ext[Bg(K)] es

numerable.

Demostracidn

Si E es numerable, puesto que B =CO(E)=COQ(E), al

€(K)
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ser COQ(E) numerable es ¥€{K) separable.

Reciprocamente, si E no fuese. numerable, como para
cada x,y€E, x®y se verifica gque [x-y|[=2 resulta que €(K) no

podria ser separable.

I1.2 SUBESPACIOS DE {m CON SUBSUCESION DE COORDENADAS

CONVERGENTE

En Wilansky {(1978) aparece una propiedad relativa a
los subespacios separables de {m, la cual damos a continuacién
en forma de definicidén, para después caracterizar los

subespacios del tipo EB(K) de {m con la citada propiedad.
DEFINICION 2.1

Sea X un subespacio de {m, diremos que X tiene
subsucesidén de coordenadas convergentes si existe subsucesidén

de proyecciones <& > tal que para todo xeX, {6n (x)>
k k

Iy, kew kew

converege.
Si X es un espacio SK, esto es, la bola unidad del
dual es *-débil secuencialmente compacta, al ser {6“}new una

sucesidén de la bola, debe existir subsucesidén convergente en
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la topologia *-débil, de aqui que X tenga subsucesidén de
coordenadas convergentes. Igualmente, los espacios WCG  (
generados por conjuntos débilmente compactos ) Y los
separables tienen esa propiedad puesto que se tiene 1=a

siguiente cadena de implicaciones,

X es separable =3 X es WCG = X es SK

Cualquiera de estos espacios implican en principio,
propiedades mas fuerte que la de tener subsucesidén de
coordenadas convergentes va gque toda sucesidén de BX* tiene
subsucesidén *-débil convergente. Por ejemplo, si X es
separable entonces B, * es metrizable y , teniendoc en cuenta 1la

*~debil compacidad de B.,* (Tecrema de Banach-Alaoglu), resulta

4

que By* es *-débil secuencialmente compacto.
Para los espacios ¥8(K) con la citada propiedad

podemos dar una caracterizacidn en la siguiente proposicidén.

PROPOSICION 2.2

Sea ¥(K) subespacio de {m con K compactificacidn
O~-dimensional de w, ¥€(K) tiene subsucesidén de coordenadas
convergente si y sd&lo si existe MSw tal gque la clausura en la

topologia *-débil del conjunto de proyecciones {én:neM}cK

es homeomorfo a pw (compactificacién de Alexandroff de w).
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Demostracidn

Supongamos .que existe una sucesidn de proyvecciones

{6nk}k€Co tal que para todo =zeB{K), {5nk(X)£€w converege.

Entonces {én }keu es convergente en la topologia *¥-débil a un
K .

SeK, en tal caso el conjunto Hz{én ckewr Sy es cerrado en K y
k

*
coincide c¢on {én : kew> w’ Ademas, la aplicacidén w:H+pw
19
definida para cada kew, por w{én 1=k vy y(&)=cx, representando
k
por o el punto del infinito en la compactificacidén de

Alexandroff de w, es claramente un homeomorfismo.

x
Reciprocamente, si existe Msw tal que {6n:neM} W

es homeomorfc con la topologia *-débil a »w, entonces la

sucesican {én}n es convergente en la topologia *-~-débil y de

M

aqui gque ¥(K) tenga subsucesidén de coordenadas convergente.

NOTA 2.3
La proposicidén 1.7 se puede deducir de la
proposicidén de Aizpuru (1986) en la cual se da una

caracterizacidén de las &lgebras # que denomina k-algebras de
Boole, esto es, que en st(F) no existen sucesiones
convergentes distintas de las triviales. En ella queda de
manifiesto que la existencia de una sucesidén convergente en
st(¥) implica la existencia de una subalgebra de ¥ isomorfa a

¢(w) vy por lo tanto un cerrado en st(¥F) homeomorfo a yw que, a



su vez, implica que €(stF)) tiene por cociente al espacio de

las sucesionesg convergentes c.

En el caso de 1la propiedad que nos encontramos
estudiando, hemos particularizadc la existencia de sucesiones
convergentes al conjunto {&,:new>, puesto que por el hecho de

. . . e ¥ J
que exista una sucesidn (x> o en {&, :newr "\{&,:new>
n "N
convergente a un elemento X, no se deduce qgque exista una
sucesidn de proyecciones convergente a x, como veremos en el
ejemplo gque se va a construir.

i

Vamos a construir un subespacio de £ del tipo E(K)

s o)
que, entre otras propiedades, posee la propiedad de tener
subsucesidén de coordenadas convergente y la de no ser
separable.
Para ello se va a construir, por induccidn
transfinita, un Algebra c¢o-atomica, subalgebra de P(w), de

cardinal no numerable y tal que en su Stone cada sucesién de
dtomos tiene una subsucesién convergente. Estudiaremos ademas

algunas otras propiedades de este algebra de Boole.

DEFINICION 2.4 (Cf. Runen (1.980), pag. 47)

Una familia #<P(w) es casi disjunta de @ si todo ME#

es infinito y para cada M,Ne# es MrN finito.



A se dice familia casi disjunta maximal si no esta

contenida propiamente en otra familia casi disjunta.

Para la existencia de familias maximales de w, de
cardinal Zw, citamos, por ejemplo, el argumento dado por J.
van Mill (1.984): Para cada re@ irraciconal, sea My={ag )kew
una sucesidn de nuameros racionales convergente a r. Claramente
la familia <M,: r irracional> es casi disjunta, maximal y de
cardinal 2“ en @. Considerando ahora alguna biyeccidén entre @

v w obtenemos la familia deseada.
TEOREMA 2.5

Existe una subidlgebra B de P(w) que contiene una
familia casi disjunta maximal ﬂa{Ma:aezw}, con las giguientes

propiedades:

(a) Si LeB vy LSMaGﬂ} para algin aezw, entonces o L

es finito o Ma\L es finito.

(b) Si Me® entonces existe un numero finito
b%a,Maz,...Man de conjuntos de # tal que
(b1) o bien, Mr‘MOl es infiniteo Vk=1,...,n vy
k
MﬁMa es finitoc Voxo,,o,, ..., &,.

34



(b2) o bien, MﬁMa es finito Vk=1,...,n vy
k

Mn’\MOl es infinito Voo, o, ... ,a,.
Demostracidén
. . . .. .
Sea.%z{Ma:aez > una familia casi disjunta maximal.

Observemos que las propiedades <(a) y (b) tienen

sentido aun cuandc # no est® contenido en &,

Construimos por induccidédn transfinita una sucesidn
creciente (B > _w de subilgebras de P(w) tal que cada B
[o W T4 ot

tiene las propiedades {(a) v (b}.

Pongamos B,=¢(w). Puesto que ¢(w) no puede contener
una familia casi disjunta maximal, es evidente que cumple (a).
Para MeB, si M es finito se cumple (bl) vy si M es cofinito se

tiene (b2).

Sea ahora B, el 4lgebra engendrada por B, y M,. Los

elementos de 2B, son de la forma (Cf. Sikorski (1.964) pg. 14)
B,U(B2My )V (Ba\My)

siendo B,,B,,B3€8,. Claramente B; tambi®n cumple (a) ya que no
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existe LeR, tal que LCMa para ol

Sea 31 y consideremos la interseccidn:
[BUB MM YU(B\M ) I = (Biﬂmﬁ).ucBzmiﬂmﬁwcsammﬁ\mi) )

Donde:

- La interseccién B;"M dependiendo de B,, es

f?’
finita para todo 3#1 salvo un numerc finito o infinita para
todo ##1 salvo un numerc finito.

~ La interseccidn B, M;MM ., es finita para todoc f3.

3

- Y, por ultimo, la interseccidn Baﬁ(Mﬁ\Mi),
dependiendoc de By, es finita para todo {3*1 o infinita para
todo [3#1.

Por lo tanto B, cumple (b}.

Supongamos construido 37 para y<««. Llamemos 3& al

4lgebra engendrada por U ® vy por Ma. Observemos que U 3y
Yo ¥ <O

coincidira con 3a_1 si o es ordinal sucesor. Claramente $a

cumple (a) y con un razonamiento analogo al usado con B

también 3& cumple (b).

Llamando ahora 2= U wﬂa resulta que 2 cumple
o2

(a), (b) y, por la propia construccidn, B contiene a %,



Pongamos S=st(®R). Dado que & contiene a ¢(w) y esta
contenida en P(w), B es c-atdmica. Sea (ah)new la sucesidn de
los atomos en S. Sea B' el Algebra de los clépenes de S que,

como sabemos, seran de la forma {a,:neM> para algin MeR. Se .

tienen los siguientes resultados,
COROLARIO 2.6

Para cada aezw, Man£=fMahB:Be$} es subidlgebra de R

isomorfa a ¢(w), y consecuentemente {(a,) es una sucesidn

neM °’
[& 8

convergente en 5.
Demostracidn:

Es consecuencia de la propiedad (a) del &lgebra 2.
FROFPOSICION 2.7

Para cada M&w infinito existe L&M tal que 1la

sucesidén (ah)n converge.

=i

Demostracidn:

Si para cada aez“, MmMa fuera finito implicaria que

la familia casi disjunta & no seria maximal, va que la familia



SAHM> seria también casi disjunta v conteniendo a #. Por tanto
existe un ae2” tal que L=MmMa es infinito y por tanto (a“)neL

converge por ser L subconjunto de Ma.
PROPOSICION 2.8

Supongamos que xXgela,: new>\{a,:new> es tal que no
existe una sucesidn (a“)reL’ L<w, convergente a x%,. Para tode
)3

—— . [43) .
xe{a,, new> \{a,: new> | 1#x, existe un a€2 tal que la sucesidn

(a,) converge a X.

neM
[ 3

Demostracidn:

Sea x#x, Y sean dos clopenes disjuntos U,={a,:neM,>

Yy Uz={a,:neMy> tal que x€U; v xo€Ua.

Por la propiedad (b) del algebra & del teorema 2.5,
M, debe cumplir (bi) ¢ (b2). Supongamos que le’\Mak es infinito
para k=1,2,...,nvy MzﬁMa es finito Voro,,o,,...,%,. En este

n
w
caso, L=Mx\(U Mak) cumple que LrM, es finito para cada a€2 y
1

al ser la familia & maximal, L debe ser finito. Por lo tanto,

Xo debe ser limite de alguna de las sucesiones (a“)neM . en
Xy

contra de la hipétesis hecha a %xo5. M, cumple entonces 1la

condicién (b2) del teorema 2.5 del Algebra 2.
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Ahora bien, M, no puede cumplir también la

alternativa (b2) va que M, y M, son disjuntos, luego M, debe

.cumplir (bl) y con el mismo argumento de antes, encontramos
W .
a2 tal que (aﬁ)nema converge a x.
PROPOSICION 2.9
Cada sucesidn (%) de elementos de
rnew
{a,:newr\{a,:new> , infinita converge a Xqg-
Demostracidn:
Sea Xo€la, neM> con MeXB . Con el mismo

razonamiento hecho en la proposicidén anterior, se tiene que M

-

debe verificar la alternativa (b2) del teorema 2.5, esto es,

la interseccidn MﬁMak ez finita para k=1,...,p V¥ MﬁMa es

infinita para todo o®oy,o,,...,%,. Asi pues xa€<§;TEE§} para

todo o®oy,op,...,0 siende x, el limite de la sucesi%n

(8,) oy - Asi pues, toda sucesién en {an:newr\<{a,: new>
o

converge a Xg-

Como consecuencia inmediata de la proposicidén 2.9 se

tiene,
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COROLARIO 2.10

S es disperso.

En virtud de las proposiciones anteriores, €(3) es
subespacioc de {m nce separable y S disperso y secuencialmente
compacto, por lo gue tiene subsucesidn de coordenadas
convergente. Quedando con este ejemplo separada esta propiedad
de la separabilidad del espacio. Observemos también que en
{5:75555\{a“:new} existen sucesiones que convergen a un punto,
al que hemos llamado xX,, mientras que ninguna sucesidén en

{a,:new> converge a dicho punto.

II.3. ESPACIOS 8(K,R) DUALES

En este apartadc nos proponemos contestar a la
siguiente pregunta: _Qué subespacios de {m del tipo B8(K,R) son

duales?.

En primer lugar como consecuencia directa de que el

espacio ¢ de las sucesiones convergentes estd contenido en
E(K) y de la proposicidén 2.e.8 de Lindenstrauss (1977) se

obtiene la siguiente,
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PROPOSICION 3.1

Si un subespacio de {m del tipo ¥8(K,R)y con K
compactificacién O-dimensional de w, es dual de algdn espacio
de Banach, entonces contiene subespacio isomorfo & {n‘
Para continuar veamos algunos conceptos y resultados

sacados de Kaplan (1985).
DEFINICION 3.2

Una red {ra> en un reticulo X se llama ascendente

(descendente) cuando oyfc, implica ra:Sra {(respectivamente,
1 2

r_ 2Zr 3.
oy Oy

T =
L a dencta que {ra} es ascendente vy a Vara

(supremo del orden).

=N
Sy v 8 denota que {Sa} es descendente y a S o

(infimo del orden).

a5 significa que existen dos redes {ra} Y {Sa}

tales que r T a, s a r <a <s .
q & N T Y T'oT8a"5y

Una aplicacidén sobre el reticulo de Banach X, ¢:¥-R
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se dice continua para el orden si para cada a ,gra es

¢la )-¢(a).

El espacio de las. funciones continuas en el orden

sobre X se denotari por X°.

El siguiente teorema es debidce a Grothendieck vy

aparece en Kaplan (1.985), pag. 138
TEOREMA 3.3

Dado un MI-espacio X, X es dual de un espacio de

Banach si v sélo si X=(XC)*.

El siguiente resultado mAs general serid también

usado posteriormente y aparece en Bourbaki (1981), pg. IV.S56.
TEOREMA 3.4 (Dixmier)

Un espacio de Banach X es dual de un espacio de
Banach, si y sélo si existe un subespacio M* del dual X* Qque
es cerrado en la norma, *-débil denso en X* e irreducible,
esto es, no contiene subespacio propio con las dos

primeras propiedades.



NOTA 3.5

Respecto a este ultimo resultado es importante
observar que si X es el dual de un espacio de Banach Y,
entonices Y se puede identificar con un subespacic de X* que es
evidentemente cerrado, *.débil denso en X* (teorema de
Goldstine) v ademas irreducible. Para probar esto udltimo
consideremos un Z<Y cerrado y *-débil denso en X*¥. Entonces,
para cada yeY se puede determinar una red {za:aeﬂD en Z tal

que lim za(x)=z(x), para todo xeX=Y*.
aeA

Esto puede interpretarse diciendo que 1la clausura
del espacio Z en la topologia o(Y,¥Y*)} es Y. Pero como sabemos,
la clausura débil coincide con la clausura en norma sobre 1los

subespacios, luego al ser Z cerrado debe ser Z=Y.

Estamos va en condiciones de demostrar el siguiente:

TEOREMA 3.6

Un subespacio de {w del tipe ¥(K,R), con K
compactificacidn O-dimensional de w, es dual de algun espacio

de Banach si v sdélo si es isométrico a {n.



Demostracién:

Supongamos que E(K) es dual de un espacico de Banach.
Por el +teorema . 3.3, €(K)C es un predual, es . decir,

B(R)=(B(K) ) *.

Habida cuenta que los espacios que utilizamos son
subespacios de {m, sobre ellos wutilizamos el orden <« por

coordenadas (Cf. las observaciones previas al Teorema I.2.3).

Veamos a continuacién que las proyecciones &, son en

orden continua, para todo new.

En efecto, sea (aa:aeA} una red tal que a e En

tal caso existen dos redes {ra:aeA} Y {sa:aeA} tales que

T <5 <
. a, s,y ayr_Za=<s

A partir de a=Aasa, vamos a deducir que para cada

new

&.(a) = inf {é“(soa): asAy

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que

existe un £>0 tal que

S,(a) + £ <« inf (Sp(s ) : asA>
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En consecuencia, dado gque a+51{n>>a, se cumple para cada a€A,
+ £ <
a l{n} Soz’

en contra de ser a el infimo de los sa.

En definitiva, {éh(sa): aeA> es una red decreciente

tal que én(sa)¢éh(a).

Con analogo razonamiento se prueba que éh(ra)Téh(a).

Por ende, 5n(aa)+éﬁ(a) y &, es en orden continua.

Como para cada new &,€8(K)° | podemos deducir al ser

8(K)° cerrado que M=span{d,:new> < €(K)°. Ahora .bien, M. es
cerrado y *-débil denso en 8(K)* (Proposicidén I1.2.5) y por 1la
Nota 3.5., 8(K)° debe ser irreducible; asi pues, M=3(K)c. Y
como es M isomorfo a ¢, serd B(K) isomorfo a ﬁ». Finalmente,
por el teorema 5.5 de (Negrepontis, (1984)) resulta que ¥(K)
es isométrico a £

"

La otra implicacidén es evidente.
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I1.4. ESTUDIO DE LA A-PROPIEDAD EN LOS Espacios §(k,Ky

La »-propiedad es una propiedad de tipo geométrico,
introducida por R.M. Aron y R.H. Lohman (1987), la cual sera
estudiada aqui en los espacios del tipo 8(K,R}) vy en sus
duales. A través de ella vamos a caracterizar los compactos

O-dimensionales, los compactos F-espacios y los dispersos.

DEFINICION 4.1 (Aron y Lohman (1.987),.pag. 210)

Sea X un espacio normado, para xXx€By diremos que la
terna (e,A,v) es factible para x si eeext(By), 0<«A=1l, yeBy Vv

X=Ae+(1-A)y. En este caso pondremos,

X{x) = supiA: (e,A,y) es factible para x>.

X tiene la A-propiedad si cada xeBy, tiene una terna
factible. La funcidén A(x) serid denominada la A-funcidén. X
tiene la A-propiedad uniforme si inf{X(x):xeBy>>0.

La siguiente proposicidén incluye algunos resultados

sobre la A-propiedad que estan enunciadas y demostradas en la

proposicidén 1.2 de Aron-Lohman (1987).
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PROPOSICION 4.2

S5ea X es un espacico normado, se tienen las

siguientes propiedades:

(a) 51 eeext(Byx) entonces AX(e)=1.

(b} 8i (e,y,N\) es factible para x con X*<1 vy |y]e«1
existe un A'<A y un y'€Sy tal que (e,y',\') es factible para

X.

{cy 5i (e,y,A) es factible para x vy 0O«X'<«<A existe

v'=B, tal que (e,y',\') es factible para x.

(d) 5i X tiene la A-propiedad, entonces

ANOYE(1+|x]|) /2 para todo xeBy.

Veamos a continuacidén que debemos dirigir nuestra
atencion hacia los puntos de la esfera unidad Sy, del espacio
normado X, cuando se desee demostrar que tal espacio tiene la
citada propiedad. En efecto,

PROPOSICION 4.3

Sea X un espacio normado tal que =su bola unidad

tiene algun punto extremal €. Entonces para cada xeX, con
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<1, existe terna factible.

Demostracidn:

Sea ¢ e (0,1) tal que u= i;_z Entonces, si
llamamos X = —T§D— ., y=xX+u{X-e), resulta que la terna (e,\,vy)

es factible para x va que claramente es (0<«x<1 y ademas

v IS x| +u]x-e|=<|x|+1-

|

=1

COROLARIO 4.4

Un espacio normado tiene la A-propiedad si vy sélo si

todo punto de la esfera unidad de X tiene terna factible.
EJEMPLO 4.5

En general, para un espacio K compacto Hausdorff,
€(K,[R) no tiene la A-propiedad; por ejemplo, 8({0,11,R) no 1la
posee ya qQue no existe terna factible para toda funcidén, como

lo demuestra el siguiente ejemplo. Supongamos que f{t)=1-2t,

se puede escribir

f(t) = xe(t)+(1-X)y(t)

51 e(t)=1 para cada t, sera
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1-2t-2

yvit) = %

Para t=1 |y(1)|>1 luego lvll>1, asi{ pues (e,\,¥y) no es terna

factible para f.

51 e(t)=-1 para cada t, sera

1-2t+X
vit) = /3
v(0) muestra que [v]>1 v tampoco (e,h,y) es terna factible

para f.

En la siguiente proposicidén estudiamos cudles son

los puntos de B que tienen terna factible. Para cada

B(K,R)
Xege(x,m) escribimos m,=inf{|x(t)|:tek> y &(K)=8(K,R).

PROPOSICION 4.6

Si K es compacto Hausdorff, para cada xeBg(K) tal
que my>0 existe una terna factible (e, A(x),Yy) con
Ax)=(1+m,)/2.

Demostracidn:
Observemos, en primer lugar, qQue si para xeBg(?) la

terna (e,x,y) es factible, entonces para cada teK se tiene
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A=fre(t) =2 ()= (1-0)y (L) |S|x(t) |+1-N

De donde A=(1+m,) /2 y de agul que A(x)=(1+m,)/2.

Si my=1, entonces x es un punto extremal y el

resultado es inmediato. Supongamos entonces que Qemy <1,

+
ponemos m=m,,, leqm y para cada teK
pran

x({t)

e(t) = W

2{x(t)|-1-m

(1-m) [=(t)] x(t)

v(it) =

Teniéndose que X(t)=xe(t)+(1-N)y(t) para todo

teK. Claramente e(t) es punto extremal. Ademas,

[2]x(t) |[-1-m| _ |x(t)-1]+]|x(t)-m]

<
1-m i-m =1

lv(t)| =
Asi pues, (e,h,y) es factible para x cumpliéndose

que A(x)=(1+m)/2.

Estudiemos a continuaci®én qué propiedad intrinseca
de K hace que exista una terna factible para cadsa xeBg(K).

Para ello damos la siguiente definicidn,
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DEFINICION 4.7

Diremos que x<€{K} tiene logs conjuntos de

separados, si para los subconjuntos de K

Ki, = {teK: x{t)»0>

Y

Kx_ {teK: x(t)«02>

existe un clopen A, tal que

Kx, <A A Kx_<K\A.

Dado £>0 diremos gque x tiene los

£-signo separados si para log conjuntos

Kx,{g) = {teK: x(t)ze>

Kia_(g) = {teK: x(t)E-&>

existe un clopen A tal que

Kx, {e)cA v Kx_(£)<K\A

51
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LEMA

™
m

Sea K compacto Hausdorff, K es O-dimensional si vy

sdlo si todo xeBg(K)_tiene_los conjuntos de £-signo. separados,

para todo £:0.

Demostracidn:

Una conocida caracterizacién de los O-dimensionales
es que cada dos cerrados disjuntos pueden ser separados
mediante cldpenes disjuntos. Teniendo en cuenta esto y que los
conjuntos Kx,{(g£) y Kx_{€) son cerrados, para todo x€€(K) N

£>0, se obtiene la implicacién directa.

Para probar la implicacidén reciproca, consideremos
dos subconjuntos cerrados y disjuntos A v B de K. El1 lema de
Urysohn garantiza que existe un xeBg(K) tal que x(A)={1> vy
X(B)={-1>, tomando £<1 resulta que AcKx. (&) y BcKx_(g). Ahora

con nuestra hipétesis podemos separar por clépenes Kx, (&) v

Kx_(£) y también A y B. Por lo tanto K ez 0O-dimensional.

TEOREMA 4.9

Un conjunto compacto K es O-dimensional si y sélo si

€(K,R) tiene la A-propiedad uniforme con X(x)=(1+m,)/2 para



cada XEBe(K,R)'

Demostracidén:

Supongamos que K esg 0O-dimensioconal. Sea xesg(K),

teniendo en cuenta la proposicidén 4.6 si m»>0 existe terna

. + . . L .
factible para x vy k(x)=1§E£, con 1o que la condicidén necesaria

quedaria probada en este caso.

- 1
Supongamos entonces gue m,=0. Para cada h<§ sea £50

tal que =£<1-2x. Por el lema anterior existe un clopen A tal

que K¥, (€)<cA v Kx_(£)<K\NA. Para cada teK definamos

1 si teA
e(t) =
-1 si tekR\A
x(t)-re(t)
vit) %
Claramente eeext[Bg(K)], veamos que |y||£1, esto es.

para cada teK

[x(t)y-re(t)]| .
1-A -

1 (*)

En efecto,

(a) 81 x{(t)zes entonces xeA v por tanto e(t)=1. En



tal caso, =i x(t)zx sera |[x(t)-xi{<1-Xx. Y si por el contrario

es X{(t)«x sera
A=x(t) £ A-g =
Luego en cualquier caso se cumple (*).

(b)) Si x(t)s-e entonces e(t)=-1 vy con un
razonamiento analogo al anterior lx(t)+ki£1—x. Y en este caso

también se tiene (*).

{c) Finalmente si -=£<x(t)<e entonces
|x(t)tke(t){ < £4+XN € A+1-2N = 1-XA

Asi pues, para cada k<% podemos encontrar una terna
factible para x, luego k(x)zé. Pero como se probd en 1la
demostracidén de la proposicidén 4.6, también es A(x)=(1+m,)/2,
por lo tantoc B(K) tiene la A-propiedad uniforme Y

ANx)=(1+m,) /2.

Reciprocamente, supongamos que B(K) tiene la
A-propiedad uniforme con A(x}=(1+m,)/2. Aplicando el lema
anterior sea XGBg(K R) i m,0 entonces x(t)#0 para todo teK

v por lo tanto, el clopen
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separa los conjuntos de £-signo de x.

Supongamos entonces que m,=0. Si 0<=<1, tomemos AeR

tal que %>k>l%£. Si e2z1 sea xR tal que %)k)O. Por 1la
proposicidn 4.2(c¢) podemos determinar un eeext(Bg(K)) vy oun
yeBg(K) tales que
X(t) = Ae(t)+(1-2)y(t),  teK
Como debe ser |y(t)|£1, sera
|x(t)-re(t)] = 1-x
{a) 8i x(t)Zze entonces e(t)=1. En efecto, si fuera

e(t)=-1 se tendria x(t)+x £ 1-A vy de aqui x(t) = 1-2x < .

(b) S8i x(t)=-= entonces e(t)=-1, vya que si fuera

e(t)=1, A-x(t) £ 1-x y de agui x(t) = -(1-27N) > -e.
Por lo tanto, los clépenes A=etc1> y B=e (-1

separan los conjuntos de £-signo de X. Entonces K debe ser

O-dimensional.
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En el tecorema 3.3 de Aron-Lohman (1987) se demuestra
que si X es un espacico de Banach con la X-propiedad entonces
B, es la clausura del cierre convexo de sus puntos extremales.
Ahora bien, si X=8(K,R) .estoc dUltimo significa que K es

O-dimensioconal, por lo tanto,

COROLARIO 4 .10

Para K compacto, €(K,R) tiene la X -propiedad =i v

sélo si tiene la A-propiedad uniforme con A(x)=(1l+m,)}/2.

Para los espacios 8(K,R} con K O0O-dimensional la
A-funcién ha side calculada, perc no sabemos =i X(x) se

alcanza para cada xeB esto es, si existe una terna

€(K,R) "’
(e,A(x},y) factible para cada x. En lo gque sigue vamos a
demostrar que la A-funcidén se alcanza para todo xeBg(k R) si vy

sélo s1 K es un F-espacio, esto es, si cada dos abiertos FO
disjuntos tienen clausuras disjuntas. Esta condicién es, como
sabemos, equivalente a que el Algebra de los clépenes de K
verifique la propiedad de interpolacidn de Seever
(Seever(1.968)); a saber, dadas dos sucesiones de clépenes

(A,) v (B,) tales que,

1) A, € A,

In
>
w
in

w
>
&
n
N
<
| e
()
v
[roy
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entonces existe un clopen C

tal que

Cuando el compacto K satisface 1la condicién de

cadena numerable (ccc) C,
clépenes ez (ccc), entonces
extremadamente disconvexo
abierto es abierta) 1lo cual

algebra de los cldpenes sea

equivalente, el 4algebra de los
ser F-espacic es equivalente a s=er
(la clausura de cada conjunto
es, a su vez, equivalente a que el

completa (Rosenthal (1970)).

Antes de pasar a demostrar el resultado enunciado

vamos a dar un lema que puede deducirse del teorema 14.25 de

Gillmam-Jerison (1976).

LEMA 4 .11

Sea K compacto

F-espacio i vy sélo si todo

signo separados.

TEOREMA 4.12

O-dimensional, entonces K es

xeBe(K’R) tiene los conjuntos de

Sea K compacto O-dimensional, entonces la A-funcidén

se alcanza para todo xeB

B(K,R)

si y sblo si K es F-espacio.
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Demostracién:

Supongamos que la »-funcidén se alcanza para cada

xeBg(K). Si m»0 entonces es evidente que x tiene los
conjuntos de signo separados, supongamos entonces que m,=0, v
que existe una terna (e,1/2,y) factible para ¥, esto es, para
cada teK

x(t) = 2 e(t) + 2 [2x(t)-e(t)]

Puesto gque ha de ser |2x(t)-e(t)]|=1, =i x(t)>0 debe

-1
ser e(t)=1 v g1 x%(t)<«0 debe ser e{t)=-1. El clopen e €13
separa los conjuntos de signos de x. Por 1lo tanto, K es

F-espacio.

NOTA 4.13

Teniendo en cuenta que c es isomorfo a 8(rw) vy ﬂn es
isomoro a $£(f3w), donde yw es la compactificacidn de
Alexandroff de w vy fw es la compactificacidén de Stone-{ech,los
resultados anteriores nos dicen que tantoc ¢ como {w tienen yla
A-propiedad uniforme pero que en ¢ la A-funcid®n no se alcanza

mientras gque en {m i .
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COROLARIO 4.14

Si ¥ es un algebra de Boole, entonces F tiene 1la
propiedad  de interpolacidén de Seever, si y sélo si la

»-funcidén se alcanza para todo XeB%(:t(?’R))'

COROLARIO 4.15

Si ¥ es un algebra de Boole o-atémica, entonces ¥F es

completa si y sélo si la x-funcidén se alcanza para todo

XBe(st(F Ry )

COROLARIO 4.16

Si K es una compactificacién 0O-dimensional de w,
entonces ¥(K,R) tiene la A-propiedad v la A-funcidn se alcanza
si y s&lo si K es la compactificacién de Stone-Zech de w, o

equivalentemente, €(K,R) es iscmorfo a ﬂm.
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IT1.5. LA X-PROPIEDAD EN LOS ESPACIOS ¢(K,R)=x

En este apartado estudiamos qué propiedad topoldégica
intrinseca de K caracteriza los espacios %(K,R)* con  1la
X-propiedad. Este estudio nos permitira responder
negativamente a una pregunta planteada en Arcon y Lohman
(1987): _si un espacic normado X verifica la Xx-propiedad, su

dual X* debe tener también la A-propiedad?.

Para K compacto O-dimensional podemos identificar
E(K,R)* al espacio de las medidas de Radon real valoradas
sobre K, ello nos permitirada usar conceptos vy resultados
clasicos de la teoria de. la medida, los cuales pueden

encontrarse, por ejemplo, en el tema 19 de Semadeni (1971).

1.- Una medida de Radon p es "“atomless' si  p({x>)=0

para todo xeK.

2.- Una medida u es atémica si existe una sucesidn

<a;>iew de ¢, tal que u=Y ai%5,, siendo, para cada iew, &

medidas de Dirac asociadas a algun x;€K.

3.~ Toda medida u se descompone de forma dnica como

suma de una medida "atomless'" ' v otra atdémica u"

“ = M'+“"
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tal que

(R A R

4 .- Toda medida sobre K es atdmica si y sélo si K es

disperso.

Después de este breve repaso, pasamos a caracterizar

los compactos K tales que E8(K,R)y* tiene la A-propiedad.

TEOREMA 5.1

E(K,R)* tiene la A-propiedad si y sdlco si K es

disperso.
Demostracidn

Supongamos que B(K,Ry* +tiene la XA-propiedad. 5i
He8(K,R)* fuera una medida "atomless" con |u|=1 podriamos

encontrar una terna {(e,X\,u'}) factible para . Teniendo en

cuenta que si ecext(B entonces e=£d, para £€=+1 & -1 y

QK ,R)* )

&, medida de Dirac, tendremos

o o= Aed, + (1-n)pu'

Como &, es atdmica debe ser 0«A«1 luego

! A
HY = 7550 M T Tox O
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Esto es una descomposicidén de u en suma de una

medida "atomless" y otra atémica, luego

v 1 X 1+A
fer = e s+ Iisc o« = 15 0 1

Lo cual estad en contradiccidn con que (&, ,x,p') es
factible para ¢. Asi pues, no existe medida "atomless' sobre

K v por ello K es disperso.

Reciprocamente, supongamos que K es disperso. En

este casc toda medida es atdmica, luego si “eBg(K R) existen

dos s si s (& £ (324 )
ucesiones (an) _ de 4 y (xn) __, en K, tales que

= Eand, v el =L fan] =1

Podemos suponer que O<]a1|<1, en cuyoc caso

Ho= addes, v (1-fa e
1
siendo
. i
e = sigl(a i &
gla,) vy TTa, nglan X
Ahora bien,
v = a7 E leal =1
i-ta,

n»>l



luego la terna (£8,,|a,|.#') es factible para w.

#

COROLARIO 5.2
Existen espacios normados con la A—-propiedad
uniforme tal que la x-funcién se alcanza v sin embargo, sus

duales carecen de la A-propiedad.

Demostracidn

Por el corolario 3.14, {w isomorfo a B(f3w) tiene 1la
»-propiedad uniforme y la A-funcidn se alcanza, sin embargo,
3w no es disperso y por €l teorema anterior E{(HBw)* no tiene la

A-propiedad.

I1.6. ESTUDIO DE LOS PUNTOS DONDE LA \-FUNCION SE ALCANZA

En este apartado se resuelve, para el caso de 1los
espacios ®B(K,R), otro de 1los problemas planteados en
Aron-Lohman (1987) que es el de caracterizar los puntos x€By
donde la A-funcién se alcanza, siendo X un  espacio normado

satisfaciendo la k-propiedad. También se estudian distintas



propiedades topolégicas del conjunto de los puntos en donde la

A-funcidén se alcanza.
. TEOREMA 6.1

Sea K un espacio compacto Hausdorff y O-dimensional;
sea ¥ el algebra de los clépenes de K, entonces la h-funcion

se alcanza en XEBg{K R) gi v s6lo si existe Fox 'C0>  tal que

Demostracidn
Pongamos 8(K,R)=%(K).

Supongamos en primer lugar que la A-funcién se

alcanza en xeBg(K) vy que my»0; en tal caso id{o>=¢ hY Kx.eF .

Por otro lado, si m,=0 existe un punto extremal e de BB(K)’

1 1
ezxA—xAc con AeF, y otro punto yeBg tal que x=§e+§y. Ahora

{K)

bien, si teA entonces e(t)=1 y como
[2x(t)-e(t)| = 1
debe ser x(t)=0. Reciprocamente, si x{(t)»>0 entonces e(t)=1 Vy

teA. Por lo tanto,

Ky, € A < Kx,Ux €<Q>
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De agul se deduce gue existe Fox *<0> tal que

A = Kx, UF

Para probar el resultado reciproco supongamcs que

para xeB existe Fox €0> tal que A=Kx, U F&F .

E(K}

[
X
|
1]

En este caso definimos: e:xA—xAc, v=2
1 1
Claramente, eeext(Bg(K)], yeBg(K) Yy X=ze+3y, por lo que 1la

A-funcidn se alcanza en x.

Para los espacios ¥(K,R), donde K es una
compactificacidén O-dimensional de w, si K#fRw existe Mcw tal
que M no es clopen en K vy M es infinito con «\M infinito. FPor
el Corolario I.32.3, podemos considerar a B(K,R)} cono un

subespacio de {m que contiene al espacio de las sucesiones

convergentes c¢. La sucesidn x=(x,)€8(K,R) definida por

1 .
+ — si neM
_ n
Hpy =

-1 i new\M
n
es tal que la A-funcidén no se alcanza ya que Kx, no es clopen

vy x 0o>=9.

Hemos demostrado asi el siguiente
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COROLARIO 6.2

Para cada subespacioc de {m del tipo B(K,R), donde K
es una compactificacidén O-dimensional de w y K#fw, existe una

sucesidén nula donde la X-funcién no se alcanza.

A continuacidn, vamos a estudiar algunas propiedades
topoldgicas del conjunto Sh de los punteos de BS(K,R) donde 1la
»-funcisdn se alcanza en los subespacios del tipo B8(K,R) de {”,
donde K es wuna compactificacidon O-dimensional de w. El

conjunto de los puntos de B donde la A-funcidn no se

8(K,[R)

alcanza sera denotado por N En primer lugar vemos que S \Y

AT N

Nk no son abiertos ni cerrados:

PROPOSICION 6.3

Sea K una compactificacién O-dimensional de w,
(a) 8Si K#fuw, Sx v Nx no son ni abiertos ni

cerrados en B@(K)‘

(b) S, es cerrado si y sdlo si K=f3w, siendo NK=¢.

A

Demostracidén
Veamos en primer lugar que SA no es abierto. Sea Mcw

infinito con w\M infinto, tal que M no es <clopen. Sea la

sucesidn xo=(1/n)hew€Bg(K), en donde, por el Teorema 6.1 la
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~

r-funcién se alcanza. Sea £>0 y sea ng tal que ——<eg,
O

definimos la sucesién y={(y,) de la siguiente manera
Si n<ng pPonemos y,=Xg,.

3Si n=zn, entonces
(8]

= si neM

-1 i neM
n

Claramente [xo-v]<e. Sin embarge, Ky, no es clopen y
ademas y—{<0>=¢, luego por el teorema 6.1, en la sucesidn y no

se alcanza la x-funcidén.

Para ver que N\ no es abierto sea X=(Xn)r una
4 L=

sucesidén nula donde la A-funcién no se alcanza y sea £30.

Supongamos ahora gue ngew es tal que 2xn <&. Definimos
(o]
entonces la sucesidén y=(yh)hew por yYn=¥Xn para n<no, Y por
Vn=|%n| pPara nZne.
Puesto que id & &
o] la sucesidén (X“)new B@(K) converge a

cero, tendremos que la sucesidn (yn)hewesg(K) también converge

a cero . Ademas |[x-y|«<e.

Finalmente, si Nk es abierto, por el razonamiento
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anterior, no debe existir una sucesidén nula donde la A-funcidén

no se alcance, luego en este casco debe ser K=f3w.

El razonamiento utilizado en el teorema anterior

para demostrar que N, no es abierto, demuestra la siguiente,

N

PROPOSICION 6.4

En un 8(K,R), con K compactificacidn O-dimensional

de w, Sx es denso en B%(K,R)'

PROPOSICION 6.5

Los conjuntos 3., vy N,wW0> son equilibrados.

N A

Demostracidén

Es consecuencia directa del teorema 6.1.
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ITI. TEOREMA DE RAMSEY APLICADO A ALGEBRAS DE BOOLE
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IIT.1 TEOREMA DE RAMSEY PARA UN CARDINAL INFINITO CUALQUIERA

En este apartado vamos a generalizar algunos
- resultados, conocidos en su mayoria para el cardinal « 'y que
aparecen, por ejemplo, en Diestel (1.984) v 0dell(1.980),
referidos a las secuencias finitas y numerables de un cardinal

# infinito cualquiera.

DEFINICION 1.1

Llamaremos secuencia a una sucesidn (a“)new de
ordinales tal que oy<oy,; para todo kZ1. Mientras no hava
lugar a confusién denotaremos las secuencias en la forma (o).
Para un cardinal # infinito representamos por [{#] el conjunto
de todas las secuencias numerables de ordinales de « y por

< . . .
[ 2] las secuencias finitas.

Si Ael 21°% y Mel#] diremos que A es un segmento
inicial de M si al ser A=(oa“)',f::1 y M:(ﬁn)i21 es 2n=%%

para cada nef{1,2,...,m>.

Para A<l 21® y Mel#] definimos

A[M} = {Lel«2]l: A segmento inicial de L, L\AelMIl>

Es decir, las secuencias numerables de # que "empiezan" por A
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vy "continuan" con una subsecuencia de M "posterior"

PROPOSICION 1.2

La familia & de todos los subconjuntos de [zl de 1la
una topologia T

{
forma A con A=l 21® y Mel#] es base para

sobre [2].

Demostracién:

Segdin se sabe (Kelley (1.962), pag. 60) hemos de

probar las dos siguientes condiciones:

la cual es evidente en este caso.

(a) UB=[2],
(b) Para cada U,Ve® y xeUNV, existe WeB tal que xEWSUMNV.

] L]
esto dltimo sean A[M , B L

supongamos en

Para probar

(am)eA[M]hB[L]. Estad claro gque o bien ASB & BeEA,
lo que sigue 1lo primero. Sea ngew tal que (ah)n<n =B,
-0

entonces, si llamamos Nz(otﬁ)n)n se verifica que N<M y Nc<L por
o

lo que

[NIciM] v NI L]

y de aqui: (ah)eB[N]cA[M]thL].
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PROPOSICION 1.3

La topologia v es T,.

Demostracidén:

En efecto, sean s,={(a,) v sS=({3,) dos secuencias

distintas en [{2l. En tal caso, sea ngew tal gque es el primer

natural que cumple,

Definamos, A1=(aﬁ)nSn0, Az:(ﬁn)nsno, Mi:(aﬁ)n>no v
Mz=(ﬁh)n>n0. Entonces, por ser Ay distinto de Az,
M2 {M,1 { ] { ]
€At S€A, 2 y A1M1 ﬁAzMz =¢

PROPOSICION 1.4

La topologia 7 es O-dimensional.

Demostracidn:

Bastaria con ver que su topologia tiene una base

formada por clépenes. En nuestro caso bastaria con demostrar

A[M]

que para cualqguier Al 21°¢ y Mel2xl es cerrado. Para



ello, sea A=(f.) o -
=0

{M1] .
En efecto, dado (o,.)=A M pueden occurrir dos casos:

(a) o,#f3, para algin n=n,, definiendo entonces B=(a“)n£n0‘ v

N=(ao se tiene
i “)n>no

N1 M1

(ah)eB[ c[x]\A[

(b} o,.=f, para todo n=ny y existe o,&M. En este caso ponemos

B=(a“)n5m Y Mz(O(“)rnm'

vy se tiene

DEFINICION 1.5

Diremos que un conjuntc L<{x] es de Ramsey si para

cada Melx] existe LefM] tal que se cumple una de las

siguientes alternativas:
(a) (Ll c &
(b) [L] < [2)\#

Sea A<l xl, diremos que Mel»]l acepta a Acl21“ g1

[L]fmg.

[M] . .
A c¢. Se dir§ que M rechaza a A si para todo LE[M}, A

~
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Con la misma demostracién que 1la wutilizada por

Odell (1.980) en lema 1.2., tenemos,

TEOREMA 1.6 (Ramsey) .

Sea &<l 2], para cada Melx] existe LelM] tal que se

verifica una de las siguientes alternativas:

(a) L acepta a cada uno de sus subconjuntos finitos.

(b) L rechaza a cada uno de sus subconjuntos finitos.

PROPOSICION 1.7

Si Hcl»] es T-abierto entonces es Ramsey.

Demostracidén:

Sea Mel=»] y, respecto &, supongamos que se verifica

la alternativa (a) del teorema de Ramsey: Existe LelMl que

acepta a ¢, luego [LlcH,

Supongamos ahora la alternativa (b): Existe LelMl

que rechaza a ¢, esto es [Llz#. Si algdn L,elL] verificard que

Lie#, al ser éste abierto,

Milgﬂ.

existen A; finito y My infinito tal
que LieAg
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En tal caso A, es segmento inicial de Ly vy por lo
tanto

[L,]

Ay < AEMiJ

e
Lo cual quiere decir que L, acepta a un subconjunto finito

suyoc Ay, que estid en contra de la opcién (b) del teorema de

Ramsey supuesta.
Asi pues, [Liclal\x y A ez de Ramsevy.
DEFINICION 1.8

Un conjunto #<l»] se dice completamente Ramsey si
para cada Ael 21 y Melx]l existe LelM] tal que se tiene alguna

de las siguientes alternativas:

Es evidente que si & es completamente Ramsey es

de Ramsey.

También con la demostracién del teorema 1.3 de Odell
(1.980) resulta la siguiente proposicién de la cual puede

deducirse directamente la proposicién 1.7



PROPOSICION 1.9

51 #<i»] es 7T-abierto es completamente Ramsey.

Comc en [IN]1 también en [ %] coinciden los diseminados

y los de primera categoria con la topologia 7.

PROPOSICION 1.10

5i Dclxl es de T-primera categoria entonces es

completamente Ramsey, cumpliéndose la alternativa (b} de 1la

definicién 1.8.

Demostracidn:
Si © es diseminado entonces P es completamente
Ramsey; luego, o bien A[L]cﬂ para cada A finito y M infinito
con LelMl, 1lo cual es imposible por ser D=¢; o bien,
{L1] = . . Sy e
A L <l 2I\Dcl2I\D. Esta Ultima posibilidad demuestra que 2 es
completamente Ramsey por verificarse el caso (b) de 1la
definicidén.
ot <W
Sea D= U D, con D, diseminados. Consideremos A<l 2]
n=1

y Mefx]. Por ser D, completamente Ramsey vy cumplirse 1la

alternativa (b).
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Para A=A y Me[2] existe M;elM] con

£M,]
A1M1

< [2I\D,

Podemos suponer que todo ordinal en M, es posterior

los de Ay, lo que simbolizamos por A, <M.

Pongamos o4 = min M; y A, = AKoy>

Para A, v M\<{oy> elegimos MpelM\¥4>) con

A;MZ] < [2I\D,
Y
AiMZ] < [2I\D,,

e igual que antes suponemos A,<M,.

Habiendo elegido A, v M., An<M, siendo

] .
AEM“ <l 21\2D, para i=1,...,n

a

todos

definimos o, = min M,, Apnu=A XY v se elige MnuSiMa\$o>]

para que

M .,]
L

A ™ clal\D.q i=1,...,n+1
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Poniendo ahora L= U A, resulta:
nz1

A[L]ctx]\ U 2,.

n=1

ITTI.2 APLICACIONES AL ESTUDIO DE ALGEBRAS DE BOOLE

Sea ¥ un algebra de Boole y sea # el cardinal de #F.
Consideremos un buen orden para ¥ y representemos a F como la
familia {Ha:aex}. Dada una secuencia (a,)el#x] la sucesidn

(Ha )new serd una sucesidén de elementos distintos del 4Algebra.
N

Tenemos, en primer lugar, la siguiente

PROPOSICION 2.1

El conjunto #={ (o )el2]; (HO%)new es de disjuntos? es

T-abierto y T-cerrado en [2l.
Demostracidén:
Es evidente que « es T-abierto ya que toda

subsucesidén de una sucesidén de disjuntos es igualmente de

disjuntos, luego si Me# se tendré que [M]S#.
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Para ver que & es T-cerrado, tomemos una sucesidn

(o) de [2]1\&. Por contruccidén, (H_ ) no es una sucesidn de
O(n new

disjuntos, luego existe un segmento inicial A de la secuencia

(on,)  tal que (Ha)aeA . no es de disjuntos. Poniendo
A=(a1,...ano) Y M:(an0+1,...) resulta
At

#

Veamos a continuacidén como algunas propiedades de un

algebra de Boole pueden caracterizarse mediante propiedades

topoldgicas en [»2]. Para ello definimos:

DEFINICION 2.2

Sea ¥ un Algebra de Boole de cardinal %, llamamos
ﬂb=<(dh)€ﬂE (Hah) tiene supremor.

DEFINICION 2.3 (Haydon (1981))

Un adlgebra de Boole ¥ se dice que tiene la propiedad

subsecuencialmente completa, abreviadamente (SC), si toda

sucesidén de disjuntos tiene subsucesidén con supremo.
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DEFINICION 2.4 (Schachermayer (1978))

Un Algebra de Bocle & se dice que tiene la propiedad
(E), si toda sucesién de disjuntos tiene una subsucesidén . tal

que toda subsucesién de ésta tiene supremo.

DEFINICION 2.5 (Cf. Schachermayer (1978))

Un &lgebra de Boole ¥ se dice UDSC {"up-down
semi-complete'") si para cada sucesidén de disjuntos con supremo
se cumple que toda subsucesién de ella tiene igualmente

supremo.

TEOREMA 2.6

Un &algebra de Boole ¥ tiene la propiedad (E) =i \Y

sé&lo si el conjunto~ﬂ\ﬂb es diseminado.

Demostracién:

Supongamos que F tiene la propiedad (E) vy llamemos

ﬂho=ﬂ\ﬂ;. Supongamos que existe una secuencia finita A y otra

infinita M tal que
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Donde la clausura se toma respecto a la topologia T. Ahora

bien, al no ser posible A[M]cﬁr—\ﬂcﬁr“\cﬂ' . debe existir
no ne ne’

LelM] tal que (Ha) es de disjuntos. Puesto que ¥ tiene la

A=AUL

propiedad (E)} debe existir subsucesidén L,=[L] tal que. (Ha)aeL
1
fL]
<

$

tiene supremoc v A -

L1 (Ml ——
Pero A <A Cﬂﬁo’ luego

alt? < \&__,
o no

lo cual es imposible.

Reciprocamente, supongamos que mﬁo es diseminado v,

por tanto, Ramsey cumpliendo la alternativa (b). Sea (Ha)aeM

’

una sucesidn de disjuntos, existira LelM]l tal que EL]c[x]\ﬂ%a

pero al ser (Ha)a de disjuntos

<l

[Lico\«& = &
no o

y (Ha) tiene supremo y toda subsucesién suya también lo

ael,

tiene.
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TEOREMA 2.7

Un &lgebra de Boole F es (8C) si y sdlo “Qy es

denso en .

Demostracidn.

Sea Med vy A[L] cualquier entornoc de M. Entonces al

ser la sucesidn (Ha)a de disjuntos, por nuestra hipdtesis

<M
sobre ¥, existe Ly€lM], que podemos suponer que tiene a A como
segmento inicial, va que éste es finito, tal que Lieﬂ5 N

Leall?

Reciprocamente, supongamos que m& es denso en ¥. Si

(H_ )

o oM es cualquier sucesidn de disjuntos, entonces Mex y (Ml

seri entorno abierto de M, por nuestra hipdétesis, debe existir

Leﬁ&n[M], y de aqui que (Ha)ae sea una subsucesidén de la dada

L

con supremo.

TEOREMA 2.8

Un algebra de Boole F es UDSC si vy sdlo si ﬂ& es un

conjunto T-abierto.
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Demostracidn.

Si L=(ah)€ﬁ%yy'el 4dlgebra F esg UDSC entonces es
le)e[Lls#_ vy #_ serd abierto. Reciprocamente, si {An) g, €8
una sucesidn de disjuntos con supremo, existira (d“)eﬂ& tal

que (Ah)ﬁ€w=(Hah)’ puesto que ﬂ; es abierto deben existir una

secuencia finita A y una infinita M tal que (aﬁ)eA[M]Sﬂa. Y de

aqui toda subsucesidn de (Ah)néw tiene supremo.

Denotemos por #, el conjunto de las secuencias Mess
tales que (Ha)aeMUA tiene la propiedad P, para cada secuencia
finita A, y por #,.p el conjunto de 1las secuencias sin la

citada propiedad.

Diremos que el &4lgebra & tiene la propiedad (SP) =i
cada sucesidn de disjuntos tiene una subsucesién con la
propiedad P. Diremos que # tiene la propiedad (SSP) si cada
sucesidn de disjuntos tiene una subsucesién tal que ella vy
toda subsucesién suya tienen la propiedad P. Y, finalmente,
diremos que un algebra de Boole tiene la propiedad (UDSP) si
toda sucesién que tiene la propiedad P verifica que cada

subsucesidn de ella tiene igualmente la propiedad P.

Podemos generalizar los anteriores resultados

en el siguiente,
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TEOREMA 2.9

Dado un Algebra de Bocole ¥ se tiene:

(a)y & tiene 1la propiedad (SSP) si vy sélo si AFp es

diseminado.

(b} & tiene la propiedad (SP) si y s®lo si #p es denso en ¥.

{({c) & tiene la propiedad (UDSP) si y =délo si #p es T-abierto.

Demostracidén:

{a) Supongamos que ¥ tiene la propiedad (55P) v
sea H p=N\Hp. Supongamos que existe una secuencia finita
A vy otra infinita M tal que

A5

Puesto que & ez clopen debe existir LelM]l tal que

(Ha)aeAuL es de disjuntos, y puesto que el algebra tiene 1la

propiedad (SSP) debe existir subsucesidén L,ellL] tal que

(Ha)aeL1 tiene la propiedad P y tal que

A[L]cx$



Ademas, como A[LJcA[M]cE%P debe ser

(L1 —
A Cﬂ?’( P \ Jd‘rl P

Contradiccidén que demuestra nuestra hipdtesis.

Reciprocamente, supongamos que &,.p es diseminado v,

por tanto, Ramsey. Sea (Ha)aeM una sucesidén de disjuntos,

existe LelM] tal que [Licl#]\&,p pero al ser de disjuntos 1la
citada sucesidn sera

[L]cot\ o, p=p

N (Ha)aeL tiene la propiedad P asi como toda subsucesidén

suya.

(b) Supongamos & con la propiedad (SP). Para Me#,

sea el entorno A[L] de M. Al ser (Ha)a de disjuntos existe

M

L,eflM], que podemos suponer que tiene a A como segmento

inicial, ya que éste es finito, tal que Liedp v LieAtL]. Luego
HAp es denso en £,

Reciprocamente, supongamos «p denso en . Sea
(Ha)aeM cualquier sucesién de disjuntos, entonces Mes& y dado
que [M] es entorno abierto de M, debe existir Le#pnIMIl, luego
(Ha)aeL es una subsucesién de la dada con la propiedad P, esto

es, el algebra ¥ es (SP).
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(c) Es evidente.

En el siguiente teorema se va a caracterizar un
Algebra de BRoole con la propiedad (SP) v, a la vez, con la
(SnP), esto es, toda sucesidén de disjuntos de dicho 4algebra
tiene una subsucesidén con la propiedad P y otra que no tiene

la propiedad P.

TEOREMA 2.10

Un &lgebra de Bocole ¥ tiene la=s propiedades {SP) y
(SnP) si y sélo si para las familias #p y #H,p v todo Melxl =se

verifica la opcidén (b) del teorema de Ramsey (teorema 1.6).
Demostracidén:

Supongamos ¥ con las citadas propiedades. Siendo
Mel 2], si para todo Le&lM] fuera Le# entonces se tendria
evidentemente la opcién (b) del teorema de Ramsey. Supongamos
entonces que existe LelM] con Le#. En tal caso, como para cada
LyslL] existe una subsucesién con la propiedad P y otra sin

. . X [L1
esta propiedad no es posible A[chm% ni tampoco A L <4 p, para
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ninguna secuencia finita A de L. Asi pues se verifica de nuevo

la opcidn (b) del teorema de Ramsey.

Reciprocamente, si para cada Megcl»xl existe L tal
que se verifica la opcidn (b) del teorema de Ramsey; esto es,

que L rechaza a sus subconjuntos finitos, esto implica que

(Ll v [(Llzgp

Luego existe subsucesidén de M que tiene la propiedad P y otra
que no la tiene.
#
Vamos a ver a continuacién como una medida
fuertemente aditiva en ¥ induce una aplicaci®n continua sobre
ﬂk,y, finalmente, como puede caracterizarse una sucesién de
medidas uniformemente fuertemente aditivas mediante las
correspondientes aplicaciones inducidas sobre ﬁﬁw.
Comenzamos dando algunas definiciones y resultados

que aparecen en Diestel-Uhl (1.977), pag 7 v siguientes.

DEFINICION 2.11

Sea ¥ un 4lgebra de Boole y X un espacio de Banach.

Una medida u:¥F+X es fuertemente aditiva si para cada sucesi®n

de disjuntos (A,)<¥F, la serie Su(A,) converge en nNorma.
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Una sucesidén de medidas fuertemente aditivas pu,:¥F-X,
es uniformemente fuertemente aditiva si para cada sucesién de
[8.4]

disjuntos (A,)<¥ es lim | L #n(Am)[|=0 uniformemente en new,
o m=x

PROPOSICION 2.12

{a) Una medida p:F+X es fuertemente aditiva si N

sélo i para cada sucesidn de disjuntos (A,) de F es

3

lim u(A,)=0.
I

(b) Una sucesién de medidas fuertemente aditivas
(H,) es uniformemente fuertemente aditiva si y sdlo si para

cada sucesidén de disjuntos (AK)ka es lim Hp(AK) =0
= k

uniformemente en new.

En la siguiente usamos este resultado para inducir

una aplicacidén continua sobre &,

PROPOSICION 2.13

Dada una medida fuertemente aditiva p:F+X existe una

aplicacién p:sgr*co(x) definida por e({(en))=(#(H_, )} tal que es

A
continua.

Demostracidn:
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Si u es fuertemente aditiva ¢ esta bien definida,

veamos gue es continua.

Sea (o) una secuencia de X Yy sea

V=(Vn) = (H(H )

™

ﬁeweco(X). Consideremos B{(veo,¥) €n co(X), N
veamos como puede determinarse un abierto en &« cuya imagen

esté contenida en B(yg,€).

Puesto que y,»0 podemos hallar ngew tal que para
cadap, gZn, se verifique|yy-vq4|<e. Sea entonces A={c :n=ng> vy
M={o,:n>ng>, para cada BeA[M] poniendo 3=(f,) Vy zﬁ=u(Hﬁn) se
tendré, para cada nfng |Ya-2Zn|<£. Por lo que, P(A[M])QB(yo,é)

vy ¢ es continua.

TEOREMA 2.14

Sea (u,) una sucesidén de medidas fuertemente
aditivas sobre ¥ y valoradas en un espacio de Banach X. (1)
es uniformemente fuertemente aditiva si y sélo si las
correspondientes aplicaciones @hhﬂyﬁCQ(X) son uniformemente
continuas.
Demostracidn:

Supongamos (u,) uniformemente fuertemente aditiva.

k
Sea >0, (a,)e& y para k21, yk=(y£ ))=(Hy(Ha ) )€co(X).
~ ™
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Por la uniformidad del 1limite 1lim uy(Ha ) =0, se
n ~ [4)

puede determinar ngpew tal que para todo P,49>Ng sea

(k) __ (k)

lve "-vq |¢£, para todo k1.

Asi pues, poniendo A={o,:nsng> vy M={o,:n>ngr si

[M] (k
3eh M Yy B=(#,), y llamando zﬁy)zuk(Hﬁ y resulta que para cada
- N

nsn, es o,=3,, ¥y por tanto Izﬁk)—yﬁk)|=0 para todo kz1i. Y, por

otra parte, para cada n»>n, se verifica 1z£k)—y£k};<s para todo

k1.

Por tanto,

[M1]

Reciprocamente, teniendo en cuenta que la condicidén
({b) de 1la proposicién 2.12 es evidentemente cierta para
sucesiones finitas de disjuntos del Algebra y usando la misma

notacisén anterior, se tiene que para cada secuencia (o,)&ed y

£>0 existe A[M] tal que
M1 M1
e aMeBly, o) y (o)ea ™
Resultara que A={a1,...,an ) v, por tanto, para cada p,Q>ng €s
o]
- >
Iuk(Hap) uk(Haq)] ¢ £, para todo kzi

Luego (uk) es uniformemente fuertemente aditiva.
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