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Introducciéon y objetivo

El fallo por fatiga en componentes industriales tiene lugar principalmente en
discontinuidades geométricas tales como agujeros, cambios de seccién, ranuras,
porosidades, etc., denominadas de forma general entallas o concentraciones de
tensiones. La presencia de estas discontinuidades, cuyo origen puede estar en el
propio disefio o en el proceso de fabricacién, es en la mayoria de las ocasiones
inevitable. Los métodos para prediccion de fallo por fatiga debe tener en cuenta
el efecto de las mismas. Las primeras técnicas para estudiar la rotura por fatiga
eran de tipo fenomenoldgico. Empleaban correlaciones entre el valor de la tension
o la deformacién en la zona de rotura y el nimero de ciclos que el componente
podia resistir, pero no estudiaban directamente la grieta cuyo crecimiento es el
responsable del fallo. Son lo que hoy se conoce como métodos clésicos de predic-
cién de fatiga en entallas y han sido ampliamente utilizados en la préactica. Estos
métodos consideran el material como un medio homogéneo y continuo, no teniendo
en cuenta la microestructura del material.

Desde hace unos veinte anos se han venido desarrollando teorias de crecimiento
de las denominadas grietas pequenas, que de alguna manera tratan de extender
la mecéanica de fractura hasta ese régimen en que las grietas son del tamano de la
propia microestructura del material. En estas teorias se considera que el material
es un medio heterogéneo y se incorpora la interaccion entre la grieta y las suce-
sivas barreras del material, como pueden ser los bordes de grano, que limitan el
deslizamiento plastico en el sélido. Estos modelos dan una idea bastante realista
del proceso de propagacion de grietas bajo una carga ciclica y conforman lo que
se denomina Mecénica de la Fractura Microestructural. El modelado de la grieta
se realiza utilizando la teoria de dislocaciones. En los ultimos anos y dentro de
la Mecanica de Fractura Microestructural se han desarrollado modelos analiticos
para estudiar el proceso de crecimiento de grietas en entallas. Estos modelos re-
cogen tanto la influencia de la microestructura como la del gradiente de tensiones
originado por la entalla, proporcionando un estudio completo de la evolucién de la
grieta, desde sus comienzos hasta la rotura final del componente. La dificultad ma-
tematica de estos modelos no ha permitido hasta ahora su desarrollo méas alla de
geometrias sencillas y de cargas de tipo antiplano (Modo III).
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El trabajo presente se desarrolla en este ambito. El objetivo del mismo es de-
sarrollar estas técnicas microestructurales para el tipo de cargas més habitual,
que es la carga normal y que da lugar a una rotura en Modo I. Las ecuaciones
que se obtienen son practicamente imposibles de resolver analiticamente y por ello
en este trabajo se ha desarrollado una forma de resolucién del problema de tipo
numérico. Estas técnicas permiten, en definitiva, predecir el limite de fatiga en un
componente entallado sometido a carga de traccién. El trabajo finaliza con una
primera propuesta de extension de estos modelos al caso de carga biaxial. Ello per-
mite el estudio de un mayor tipo de cargas, mas cercanas a la realidad, y ademas
el andlisis de otro tipo de pardmetros en el proceso de evolucién de la grieta que
no se han analizado en los modelos para cargas monoaxiales, como son el punto
en el que se inicia la grieta o la direccién en la que se propaga.

La tesis estd estructurada en seis capitulos:

En el Capitulo I se realiza un breve andlisis histérico del estudio de la fatiga
en metales. Se hace un mayor hincapié en la Mecédnica de la Fractura y en las
principales técnicas empleadas para la prediccion del limite de fatiga en cuerpos
con entallas, empezando por las més clasicas hasta llegar a las desarrolladas maés
recientemente.

El Capitulo II estd dedicado a la mecanica de dislocaciones. Se muestran los
campos de tensiones y deformaciones producidos por la presencia de los distintos
tipos de dislocaciones. También se estudia las fuerzas que ejercen unas dislocacio-
nes sobre otras. El capitulo termina con el estudio del equilibrio de un conjunto
de dislocaciones en un sélido sometido a una carga externa sencilla. Matematica-
mente este equilibrio da lugar a una ecuacién integral singular.

En el Capitulo ITI se muestra el modelo microestructural desarrollado por Na-
varro y de los Rios y que representa la base tedrica y fisica de esta tesis. Se estudia
en primer lugar, para un medio infinito, la representacion de una grieta y su zona
pléstica asociada mediante un conjunto de dislocaciones. A partir de ella se pro-
pone un modelo de crecimiento de grieta basado en su capacidad para superar las
diferentes barreras microestructurales, i.e. el borde de grano. El analisis mediante
este modelo de un cuerpo entallado sometido a carga axial lleva a la obtencién de
una ecuaciéon integral singular cuya resolucion analitica es, hasta ahora, y segin
el conocimiento del autor, practicamente imposible. Ello obliga a la utilizacién de
métodos numéricos para su resolucién. Se presenta el método numérico de Erdo-
gan, Gupta y Cook para ecuaciones integrales singulares. Se estudia su aplicacion
a los casos sencillos de una grieta en un medio infinito y semi-infinito, obteniéndo-
se la funcién de distribucién de dislocaciones y la tensién necesaria en la barrera
microestructural para mantener el equilibrio del conjunto.

En el capitulo IV se estudia la aplicacién del modelo microestructural al pro-
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blema de un sélido con una entalla. Se comienza mostrando un caso con solucién
analitica conocida, el de una entalla sometida a carga antiplana. A continuacién
se muestra la aplicacién del método numérico al problema de un sélido entallado
sometido a carga axial. Se obtiene una relacién numérica entre la tensién externa
aplicada y la tensién en la barrera que mantiene el equilibrio en el dominio. La
utilizacién del criterio de activacion de deslizamiento pldstico permite predecir la
tensién necesaria para que la grieta supere la barrera. A partir de estos resultados
se realiza la prediccion del limite de fatiga del sélido entallado.

En el Capitulo V se muestra un primer paso de la aplicacion de las técnicas mi-
croestructurales al caso de sélidos entallados sometidos a carga biaxial. El criterio
de activacién de deslizamiento plastico se escribe en funcién de una combinacion
de las tensiones tangenciales y normales en la barrera. Se predice el punto de la
entalla desde el que se produce la iniciacién de la grieta. También se predice la
direccién de la grieta en sus primeros granos.

El capitulo VI y dltimo estd dedicado a las conclusiones del trabajo y a recoger
los posibles trabajos futuros que se derivan de esta tesis.






Capitulo 1

El proceso de fatiga en
metales

El fallo en un componente mecanico puede deberse a una compleja relacién
entre carga aplicada, tiempo y condiciones ambientales. Las cargas pueden ser
constantes o variables. También pueden ser monoaxiales o multiaxiales. Su tiempo
de aplicacién puede variar de milisegundos para un arma de fuego a siglos como
es el caso de los puentes de hierro. La temperatura puede ser criogénica como en
los cohetes o superar los 1000° C en turbinas de gas. El ambiente puede ser inocuo
e incluso practicamente vacio o puede estar compuesto por gases corrosivos o sal
marina. La interaccién entre carga, tiempo y medio-ambiente con el material elegi-
do, geometria y proceso de fabricaciéon proporcionan un amplio rango de posibles
causas de fallo en todos los campos de la ingenieria.

Diversos articulos y libros estiman que al menos la mitad de los fallos mecanicos
son debidos a un proceso de fatiga [1]. La mayoria de estos fallos se produce de
manera inesperada, llegando a provocar situaciones de gran riesgo. Afectan a muy
diversos elementos, como raquetas de tenis, huesos o la estructura de un barco. El
fallo por fatiga es consecuencia de la aparicién de pequenas grietas en el material
y de su posterior crecimiento a través del mismo reduciendo su capacidad portante
hasta provocar la rotura. La comprension de los mecanismos que conducen al fallo
por fatiga es de vital importancia para un correcto diseno de los diversos elementos
ingenieriles. El andlisis del crecimiento de la grieta por fatiga en su primer periodo
es el objeto principal de esta tesis.

1.1. Antecedentes historicos

Los primeros fallos importantes debido a tensiones ciclicas se produjeron en
la industria ferroviaria alrededor de 1840. El término fatiga fue introducido entre
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1840 — 1850 para describir fallos producidos por cargas repetitivas. En Alemania,
entre 1850—1870 August Wahler [2] realizé ensayos de fatiga en laboratorio relacio-
nados con fallos en ejes de ferrocarriles. Se considera el primer estudio sistematico
sobre fatiga. Wohler introdujo el concepto de curva S-N y de limite de fatiga. Su
trabajo fue ampliado en la parte final del siglo por otros autores como Gerber [3]
que estudié la influencia de la tensién media o Bauschinger [4] que mostré como
el limite elastico se modificaba tras aplicar cargas de signo opuesto, introduciendo
el concepto de endurecimiento y ablandamiento en metales.

A principios del siglo XX, Ewing y Humfrey [5] emplearon el microscopio éptico
para estudiar la naturaleza del proceso de fatiga. Observaron bandas de desliza-
miento y la formacién de grietas y su evolucién con el nimero de ciclos. En 1920
Griffith [6] publicé sus resultados sobre fractura fragil en vidrios. Encontré que
su resistencia dependia del tamano de las grietas existentes en el sélido estable-
ciendo las bases de la Mecdnica de fractura. En 1937 Neuber [7] estudié el efecto
del gradiente de tensiones en entallas e introdujo el concepto de volumen elemen-
tal, en el que considera que la tensién media en un pequeno volumen en el borde
de la entalla es més importante que el valor méximo de tensién en la entalla.
En el afio 1945 Miner [8] formuld el criterio lineal de acumulacién de dafio por
fatiga basado en los trabajos de Palmgren [9]. Actualmente se conoce como la
regla de Palmgren-Miner. En estos afios investigadores como Weibull [10] introdu-
jeron parametros estadisticos que permitieron el estudio probabilistico de la fatiga.

En los anos 50 Irwin [11] introdujo el concepto de Factor de Intensidad de
Tensiones (K), considerdndose la base de la Mecédnica de Fractura Eldstica Lineal
y las posteriores teorias de crecimiento de grieta basadas en el campo de ten-
siones elastico alrededor de la grieta. En los anos 60 varios autores analizaron el
comportamiento a bajo nimero de ciclos. Se estudio la fatiga controlada por defor-
maciones y Manson [12] y Coffin [13] propusieron una relacién entre la amplitud de
deformacion pléastica y la vida a fatiga. Estas ideas junto al desarrollo de la regla
de Neuber [14] componen las bases del andlisis de fatiga por deformacién en la
entalla. También en los afios 60 Paris [15] mostré que la velocidad de crecimiento
de grieta podia ser descrita usando el rango de variaciéon del Factor de Intensidad
de Tensiones. En 1970 Elber [16] analizé la importancia del cierre de grieta en
el proceso de crecimiento de la misma. Propuso que el factor que controlaba el
crecimiento no era el rango del factor de intensidad de tensiones real sino un rango
del factor de intensidad de tensiones efectivo. En los anos 80 y 90 diversos autores
analizaron el problema de la fatiga multiaxial y Brown y Miller [17] propusieron el
método del plano critico. También se estudi6 el problema de grietas pequenas, en
las que la velocidad de crecimiento era superior a la predicha con la ley de Paris.
En los ultimos anos el desarrollo de la tecnologia computacional ha permitido un
gran avance en la simulacién de cargas reales, el andlisis de grandes sélidos con
elementos finitos y la creacién de nuevos modelos de estimacién de vida a fatiga.
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1.2. Fatiga en metales: un proceso de crecimiento
de grieta

El estudio de la fatiga es esencialmente un andlisis del crecimiento ante carga
ciclica de las grietas en un material. La rotura por fatiga de un componente o
de una maquina implica un mecanismo que lleva a que un pequeno defecto del
material se propague hasta una grieta final, provocando el fallo. La formacién de
las microgrietas iniciales a partir de las que se inicia el proceso de fatiga se pro-
duce generalmente en defectos de la superficie del material, tales como marcas
superficiales, aranazos, inclusiones, etc. En un caso sencillo de carga ciclica en
traccién-compresion la grieta recorre unos cuantos granos en la direcciéon cercana
a la de maxima tensién tangencial, unos 45° respecto a la carga aplicada, consti-
tuyendo lo que se denomina la Etapa I de la propagacién de la grieta [18]. Tras
atravesar varios granos la grieta continua propagéndose en el plano perpendicular
a la carga, constituyendo la Etapa II del crecimiento de grieta. En esta segunda
etapa la microestructura pierde su preponderancia y el proceso puede ser descrito
con mecanica continua. La Etapa I junto a la Etapa II constituyen el proceso com-
pleto de crecimiento de grieta. Es dificil definir cudndo se produce la transicién
de una etapa a otra y el periodo de vida que ocupa cada una de ellas. Es errénea
la creencia de que sélo la Ftapa II es decisiva en la evolucién de una grieta. Para
cargas diferentes a las de traccién-compresiéon es frecuente observar una prepon-
derancia de la Etapa I e incluso que una Etapa II de crecimiento inicial derive en
un crecimiento de grieta segin la Etapa I [19].

1.3. Caracterizacién del proceso de fatiga
En la actualidad existen tres formas de analisis con las que se cubren practi-
camente todos los casos de comportamiento a fatiga. Las diferencias entre ellos

estriban en el tamano de la grieta y en el campo de tensiones-deformaciones en el
borde de grieta. Estos tres tipos son:

= Mecénica de la fractura eldstica-lineal (MFEL).
= Mecénica de la fractura microestructural (MFM).

» Mecédnica de la fractura elasto-pléstica (MFEP).

1.4. Mecanica de la fractura elastica-lineal

Las técnicas de la mecénica de la fractura eldstica-lineal (MFEL) se basan en
relacionar la velocidad del crecimiento de grieta con el campo tensional eldstico
lineal en el borde de grieta. Ello s6lo esta justificado en el estudio de crecimiento



8 El proceso de fatiga en metales

de grietas grandes, entendiéndose por grieta grande aquella cuyo tamano es va-
rias veces mayor que el tamafio microestructural caracteristico del material (e.g.
el tamano de grano) y el tamafo de la zona de deformacién plédstica delante de
la grieta. Se considera que la grieta se propaga en un medio continuo y homogéneo.

La mecdnica de fractura ha sido estudiada desde hace largo tiempo. Irwin [11]
en 1957 publicé soluciones de campo de tensiones en el frente de grieta asociadas
con los tres modos principales de aplicacién de carga. Estos tres modos son:

= Modo I: las caras de la grieta se separan una respecto a la otra. También
denominado modo de traccidn (tensile mode).

= Modo II: las caras de la grieta deslizan perpendicularmente al borde la mis-
ma. También denominado modo de deslizamiento tangencial en el plano (sli-
ding or in-plane shear mode).

= Modo III: las caras de la grieta deslizan paralelas al borde la misma. También
denominado modo de deslizamiento tangencial fuera del plano (tearing or
anti-plane shear mode).

- L~
4 - ”
v - ’

Modo I Modo II Modo III

Figura 1.1: Modos béasicos de aplicacién de carga con sus correspondientes
aperturas de grieta.

Considerando por sencillez solamente el Modo I y un caso bidimensional, el
campo de tensiones alrededor del vértice de una grieta en una placa infinita es el
siguiente [20]:

o\/ma 0( 0 39)
Oy = cos—= [ 1— sen— sen7

\V2omr 2 2
\/ 0 0 0
oy = g 2:? cos 3 (1 + seni sen?;)
oTa 0 0 30
- Y s 2 cos 2 1.1
Ty Spes (sen200520082> (1.1)

donde o es la tensién aplicada y a la semi-longitud de la grieta. Estas tensiones
tienen una estructura muy caracteristica, presentando dos términos diferenciados:
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un término geométrico caracterizado por (r,0) y otro término que depende exclu-
sivamente de la tension aplicada y de la longitud de grieta. El término geométrico
es el que le confiere generalidad a la mecdnica de la fractura eldstica lineal: es
universal, en el sentido de que es exactamente el mismo para cualquier grieta y
cualquier carga (en Modo I en este caso). Contiene la singularidad caracteristica
1/+/r. El segundo término describe la intensidad o magnitud del campo singular de
tensiones en el vértice. Se conoce como Factor de Intensidad de Tensiones (FIT).
Su expresion es:

K] = YO'\/E (1.2)

donde Y es un pardmetro que depende de la geometria global del cuerpo agrie-
tado y de la carga aplicada. Como ejemplo el valor de Y para la placa infinita
en traccion es 1 mientras que para una placa semi-infinita es 1.12. Expresiones
similares se obtienen para grietas en Modo Il y Modo III. Los valores del FIT para
diversos tipos de carga y geometrias pueden calcularse utilizando la teoria de la
elasticidad. Existen en la literatura valores recopilados del FIT para numerosas
geometrias y tipos de carga de interés industrial [21-23)].

En la mayoria de las situaciones précticas ingenieriles, la existencia de una
pequena grieta en el material es practicamente inevitable, aunque ello no tiene que
conducir al fallo por fatiga. Es necesario que la grieta alcance un cierto tamano
para que desencadene el fallo. Es de interés, pues, el estudio del crecimiento de
grieta desde su pequeno tamano inicial hasta el tamano critico de rotura. Se define
la velocidad de crecimiento de grieta como la variacién de la longitud de grieta
respecto al ntimero de ciclos. Paris, Gémez y Anderson [15] sugirieron por primera
vez la relacién entre la velocidad de crecimiento de grieta y el rango de variacion
del FIT en el ciclo de carga:

da
N = fAK) (1.3)
donde AK = K4z — Kmin. Esta relaciéon podra ser aceptable siempre que el
campo de tensiones alrededor de la grieta esté correctamente definido mediante el
FIT, es decir, en el caso concreto de grietas grandes. En la Figura 1.2 se muestra
un ejemplo de la relacién entre el incremento de longitud de grieta y AK. Se
distinguen tres regiones. Una primera regién a la izquierda, en las inmediaciones del
valor umbral del FIT, denominado AKyy, por debajo del cual una grieta (grande)
tiene un crecimiento practicamente inapreciable. La region central presenta una
relacién aproximadamente lineal (en coordenadas Log-Log):

da

— =C(AK)™ 14

Tt = C(AK) (1.49)
donde C' and m son constantes propias del material y de las condiciones de

carga. Existe una tercera regién a la derecha en la que la velocidad de crecimiento
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aumenta rapidamente, indicando la rotura del componente.

Region 1 Regién 2

da — C(AK )Y

Region 3

da/dN (Log) (mm/ciclo)

AK (Log)

Figura 1.2: Relacién entre el incremento de longitud de grieta y AK.

El uso de la MFEL requiere que la zona plastica en el vértice de la grieta
sea pequena con respecto a la propia grieta y a la dimensién total de la pieza
(del orden de 1/10 o menor). En cuyo caso, el campo eldstico representado por
K puede ser considerado valido. Ya ha sido comentado que el campo de tensiones
descrito segun el FIT presenta una singularidad infinita en el vértice de la grieta.
Sin embargo, en un material real las tensiones estan limitadas por un valor a partir
del cual se produce fluencia o deformacién pléastica en el material. Ello provoca
que se forme una zona plastica delante de la grieta que relaja y distribuye el
campo de tensiones singular. De forma que el campo de tensiones real debe ser
capaz de acomodar la deformacién plastica producida en el vértice de la grieta y
también de cumplir condiciones de equilibrio. Es posible estimar de forma sencilla
el tamano de la zona pléstica 27, delante de la grieta basdndose en el Factor de
Intensidad de Tensiones K y el limite eldstico o,,. Para ello se puede emplear el
campo de tensiones delante de la grieta y el criterio de plastificacion de von Misses
resultando:

1 K?

2r, = ;U—gs (tensién plana) (1.5)
1 K2

2rp = o——- (deform. plana) (1.6)
3m o2

ys
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La zona pléstica en deformacion plana resulta ser menor que en tensién plana
debido a la triaxialidad de las tensiones. De modo que la zona pléastica en el interior
del cuerpo es menor que en la superficie libre. El factor clave en las expresiones
anteriores es la dependencia con el término (K/oys)?. Existen otros modelos que
permiten estimar el tamanio de zona pldstica. Para tensién plana también se puede
emplear el modelo de Dugdale [24] que considera la zona pléstica como una banda
de longitud p a ambos lados de la grieta (Figura 1.3). Se parte de una grieta ficticia
que se extiende inicialmente hasta una longitud de 2¢. Se supone que en la banda p
existe una tensién interna de valor igual al limite eldstico o, que provoca un cierto
cierre de grieta. El efecto de esta tensién es justamente eliminar la singularidad de
tensiones para la grieta de longitud 2c¢. Esta condicién permite obtener la relacion
siguiente entre la longitud de la grieta real 2a y la ficticia 2¢c:

a T o
~ —cos| = 1.
- cos(Qays) (1.7)

Puede comprobarse que cuando la tensién aplicada o es pequenia con respecto a
oys €l tamafo de zona pléstica viene dado por una relacién similar a las obtenidas
anteriormente:

m K2

= —— 1.8
o7 (L8)

p

P 2a p
2c

oy } ' '

Figura 1.3: Zona plastica segin el modelo de Dugdale.

1.5. Mecanica de la fractura microestructural

Como ya ha sido comentado anteriormente el uso de la MFFEL requiere que la
zona afectada plasticamente por la grieta sea pequena con respecto a la propia
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grieta y que la longitud de la grieta sea considerablemente mayor que el tamano
microestructural caracteristico del material. Estas condiciones no se cumplen si
las grietas son muy pequenas, como es tipicamente el caso de grietas creciendo en
componentes de maquinas tales como rodamientos o engranajes en los que, dada su
cuidadosa manufactura, no hay defectos iniciales macroscépicos que actien como
grietas ya iniciadas, como seria el caso de soldaduras defectuosas en estructuras
metélicas. En los componentes de maquinas citados las grietas son del tamano de
la microestructura del material. En este caso no puede suponerse que se produzca
plasticidad a pequena escala ni que el material alrededor de la grieta sea continuo
y homogéneo. En la Figura 1.4 se muestra una relaciéon Log-Log entre la longitud
de grieta y el rango de tensiones minimo necesario para provocar fallo por fatiga,
presentado por primera vez por Kitagawa y Takahashi (1976) [25].

Aorr, ,
|

— |
o0 [
Q |
2 |
S |
< |
|

al a a9
a (Log)

Figura 1.4: Diagrama de Kitagawa-Takahashi.

La recta inclinada de pendiente —1/2 en escala logarftmica representa la com-
binacién tension aplicada-longitud de grieta por debajo de la cual la grieta no
deberfa crecer segun la MFEL. Sin embargo los resultados experimentales (linea
continua del grafico) se alejan de esta recta para valores pequetios del tamaino de
grieta tendiendo hacia la linea horizontal que representa el limite de fatiga del ma-
terial (Aopr). Lo cual pone en evidencia que es posible el crecimiento de grietas
pequenas por debajo del FIT umbral predicho por la MFEL. En este diagrama se
definen tres longitudes caracteristicas de grieta: a; representa la longitud minima
de grieta capaz de disminuir el limite de fatiga del material. as define el tamano
minimo de grieta por encima del cual la MFFEL es aplicable y representa el limite
entre grietas pequenas y grietas grandes. La region comprendida a; y as es la zona
de transicion entre grietas pequenas y grandes. Se define también una longitud ag
que se obtiene por la interseccién de la recta horizontal del limite de fatiga y la
recta inclinada del FIT umbral [26]. Combinando estas ecuaciones se obtiene el
valor de ag:
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ao =+ (AK”‘)2 (1.9)

™ AO’FL

De forma aproximada se puede utilizar el valor de ag como el limite entre grie-
tas pequenas y grietas grandes, con la ventaja de que su obtencién no requiere
la realizacién de ensayos de grieta pequena. Taylor y Knott [27] relacionaron las
longitudes de grieta caracteristicas del diagrama con el tamano de grano D. Con-
sideraron que a; debia ser del orden del tamano de grano D, aunque sin evidencias
experimentales. El estudio de varios materiales les llevé a la conclusién de que la
longitud as se podria tomar como 10D, de modo que la longitud a¢ tomaria un
valor comprendido entre D y 10D.

Para valores umbrales del FIT (AK = AKyy,) la correspondiente tensién Aoy,
varfa con 1/4/a. Cuando el valor de a se acerca a cero se obtiene un valor de
Aoy, muy por encima del valor obtenido experimentalmente, que es el limite de
fatiga del componente no entallado Acpy. Para caracterizar correctamente este
comportamiento El Haddad, Topper and Smith [28] propusieron el uso de una
longitud de grieta intrinseca del material ag de modo que:

AK = Aov/7(a+ ag) (1.10)

Haciendo tender a cero la longitud de la grieta a se obtiene el valor de ag
definido anteriormente (1.9). El Haddad et al. demonstraron que las diferencias en
la caracterizacion del crecimiento entre grietas pequenas y largas desde el punto
de vista de la MFEL desaparecia si se empleaba la longitud de grieta ficticia ag,
aunque no dieron significado fisico a la misma. Tanaka et al. [29] desarrollaron un
modelo similar y concluyeron que ag estaba relacionado con el tamano de grano
del material y con el efecto del cierre de grieta.

1.5.1. Crecimiento de grietas pequenas

Los estudios experimentales de Pearson (1975) [30] en aleaciones de aluminio
mostraron que la velocidad de crecimiento de grietas pequenas era mucho mayor
que las predichas con las leyes de crecimiento de grietas basadas en el FIT. Este
aspecto de las grietas pequenas fue corroborado en posteriores estudios por autores
como Lankford [31] también con aleaciones de aluminio, Brown et al. [32] con alea-
ciones de niquel o Tanaka y Nakai [33] en aceros estructurales de bajo contenido
en carbono. Ello implica que si se emplean relaciones da/dN versus AK obtenidas
para grieta grande en la prediccién de vida a fatiga en componentes con grietas
pequenas se obtienen resultados no conservativos.

Las grietas pequenas estdn muy influenciadas por la microestructura. Su creci-
miento es discontinuo, con aceleraciones y desaceleraciones (Figura 1.5). Esta dis-
continuidad esta asociada con la interaccion entre el borde de grieta y las barreras
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microestructurales como bordes de grano o particulas de segunda fase [34]. Cuan-
do una grieta pequena crece dentro de una grano lo hace a una velocidad muy
elevada. Al acercarse al borde de grano su velocidad va decreciendo debido a una
incompatibilidad en el deslizamiento con los granos adyacentes. La carga ciclica
puede provocar que finalmente la grieta crezca en los granos adyacentes. Una vez
superada la barrera la velocidad de crecimiento de la grieta vuelve a aumentar
hasta llegar a la siguiente barrera. El proceso se va repitiendo en las sucesivas
barreras microestructurales. Cuando la grieta alcanza un cierto tamano, del orden
de 10 veces el tamano de grano, la influencia de la microestructura deja de ser
decisiva y su comportamiento evoluciona al de grieta grande. Se puede volver a
aceptar las hipdtesis de medio continuo y homogéneo.

o /
o K
E //\)
S @
g i~
/%\D Grieta, 2
= pequena
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3
3

i

| AKy,

AK (Log)

Figura 1.5: Esquema de crecimiento de grietas pequenas.

Otro aspecto que diferencia las grietas pequenas de las grandes es la influencia
que tiene en su crecimiento el efecto del cierre de grieta. El cierre de grieta se
produce como consecuencia del contacto entre las caras de la grieta durante el
proceso de descarga en un ciclo. Los primeros estudios de Elber [16] mostraron
que una grieta sometida a carga ciclica podia estar cerrada en parte del ciclo
aunque todo el ciclo de carga fuera exclusivamente de traccién. El motivo era la
existencia de deformaciones residuales de tracciéon que provocaba que las caras de
la grieta se acercaran. Este tipo de cierre de grieta descrito por Elber se conoce
como cierre inducido por plasticidad. Para tener en cuenta el efecto del cierre de
grieta se puede definir un rango de intensidad de tensiones efectivo AK.ry que
solo considera la parte del ciclo de carga en el que la grieta estd abierta, es decir:
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AK pf = Koz — Kop (1.11)

siendo K., €l valor méximo del factor de intensidad de tensiones en el ciclo
y Kop el valor a partir del cual desaparece la interferencia entre las caras de la
grieta. Esto implica que como consecuencia del cierre de grieta se dispone de un
rango del factor de intensidad de tensiones menor, AK ¢ < AK, de modo que la
velocidad de propagacién de la grieta disminuye. Para valores grandes de la rela-
cion Ry = 0pmin/0maz (Ro > 0.5) el efecto del cierre de grieta es muy limitado,
aumentando su influencia para R, pequenios (R, < 0.5). Desde las investigaciones
de Elber se han analizado diversos mecanismos de cierre de grieta que también
afectan a la velocidad de avance de la misma [35]. Uno de ellos es el cierre indu-
cido por dxidos [36]. Durante la propagacién de la grieta se produce la oxidacién
de las caras de la grieta debido a la existencia de una atmosfera himeda favorable
a la corrosién. Estas capas de éxido ocupan un volumen mayor que el material
original provocando el contacto entre caras. Este tipo de cierre de grieta se pro-
duce especialmente en presencia de atmoésferas agresivas. En el caso de valores
altos de K el cierre de grieta por oxidacion tiene poca importancia ya que el avan-
ce rapido de grieta practicamente impide que se produzcan estas capas oxidadas.
Otro mecanismo es el denominado cierre inducido por rugosidad [37], debido al
contacto entre las rugosidades y asperezas de la grieta, que se producen por la
existencia de diferentes planos de deslizamiento y diferentes tamanos de grano a
lo largo del camino que recorre la grieta. El cierre inducido por fluido viscoso [38]
se produce por la presencia de lubricantes que penetran en la grieta y provocan el
cierre debido a un efecto de cuna hidrodindmica. Aunque la presencia de aceites
en la grieta puede minimizar el efecto de cierre por 6xidos al inhibir el proceso de
oxidacién. El cierre inducido por transformacion de fase [39], caracterizado por
cambios de fase metalurgicos en el borde de la grieta que provocan un incremento
de volumen en la regién y un cierre prematuro de la grieta. El proceso es analogo
al cierre inducido por plasticidad. Un ejemplo de este proceso es la transformacién
martensitica producida en aceros inoxidables austeniticos.

Investigaciones como las de James y Morris [40] han puesto de manifiesto que
el efecto de cierre en grietas pequenas es menor que en grietas grandes. Los auto-
res realizaron ensayos de fatiga de una aleacién de titanio y aluminio y midieron
la apertura de grieta después de la descarga completa en funcién de la longitud
de grieta. Observaron que para tamanos de grieta entre 50 y 150 pum la apertura
de grieta aumentaba con el tamafio de grieta, reflejando un aumento en el nivel
del cierre de grieta, atribuible a la rugosidad. A partir de una longitud de grieta
de 200 um el cierre de grieta pasaba a ser constante. En las grietas pequenas el
nivel de rugosidad, asperezas y plasticidad residual es menor que en grietas largas.
De modo que para un mismo rango de factor de intensidad de tensiones, el ran-
go efectivo al que estd sometido la grieta pequena serd mayor que el de la grieta
grande lo que conlleva una mayor velocidad de propagacion de grieta. Calculos
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con elementos finitos realizados por Newman [41] han mostrado la evolucién del
cierre de grieta inducido por plasticidad y cémo su importancia crece cuando la
longitud de la grieta aumenta.

Los dos fenémenos explicados, la interferencia de la grieta con la microestructu-
ra y el efecto del cierre de grieta, proporcionan una explicacién razonable sobre el
comportamiento caracteristico y diferenciado del proceso de crecimiento de grieta
pequena.

1.6. Mecanica de la fractura elasto-plastica
Para tener en cuenta la plasticidad en la regién cercana al borde de grieta se

puede modificar la ecuacién del FIT anadiendo a la longitud de grieta el tamanio
de zona pldstica r, obteniéndose la siguiente expresién [11]:

Keff:aw/a+rpf<a””) (1.12)

w

siendo w el ancho de la probeta. Nétese que el K¢y aqui definido para incor-
porar la plasticidad es diferente al definido para el cierre de grieta. Esta correccion
por plasticidad es apropiada para cargas aplicadas pequenas. Si la carga aumenta
y se llega a un correccién por zona pldstica de un 20 % o maés se llega a violar
las hipdtesis basicas de la MFEL. El uso del FIT no es apropiado y es necesario
emplear la teoria de la plasticidad para describir el campo de tensiones y deforma-
ciones alrededor de la grieta. Su empleo en la mecédnica de fractura da lugar a la
mecénica de fractura elasto-plastica (MFEP). Esto ocurre tipicamente en metales
con baja resistencia y gran ductilidad y tiene una gran aplicacién en industrias
como la nuclear o la petroquimica, y en muy diversos elementos como estructuras,
depdsitos a presion o tuberias.

Wells (1961) [42] introdujo el concepto del desplazamiento de apertura en el
vértice de la grieta (CTOD, Crack tip opening displacement) para caracterizar la
fractura en condiciones de cierta plasticidad. El uso del CTOD como criterio de
fractura se basa en el hecho de que las caras de la grieta en el vértice de la misma
se encuentran a una cierta distancia si se asume que se desarrolla una pequena
deformacion plastica en el vértice de la grieta. Existen dos definiciones del CTOD:
una primera, que seria el desplazamiento de apertura en el vértice de grieta real.
Dada la dificultad experimental de medir este pardmetro se introduce una segunda
definicién, més practica: el desplazamiento en dos puntos obtenidos mediante la
interseccién con las caras de la grieta de dos rectas que forman 90° entre si y parten
del vértice de la grieta. Si la plastificacién es pequena y utilizando una longitud de
grieta efectiva basada en la correccion hecha por Irwin se puede obtener un valor
sencillo del CTOD basado en el FIT:
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La Integral J, concepto basado en un balance de energia, fue propuesta por
Rice (1968) [43]. Si el principio de conservacién de energia se aplica a una grieta
en un cuerpo sometido a una carga P (véase Figura 1.6), y suponiendo que las
caras de la grieta estan libre de tensiones, se tiene que el valor de la integral de
linea J a lo largo de cualquier camino I' que rodee el vértice de la grieta es el

siguiente:
ou
= dy—T—d 1.14
5= [ (way - 752a5) (1.14)

donde w es la densidad de energia de deformacién, y es la distancia a lo largo
de la direccién normal al plano de la grieta, T" es el vector de tensiones, u es el
vector desplazamiento, y s es la variable de longitud a lo largo del camino T'. La
relacién entre las tensiones y w es 0;; = Ow/Je;;. Rice mostré que la integral J
equivalia a la variacion de energia de deformacion por unidad de avance de grieta
para un sélido elastico no lineal. Para el caso de que la plastificacién se reduzca a
una zona muy pequena, la integral J equivale al pardmetro de la teoria elastica G,
que indica la tasa de liberaciéon de energia de deformacion con el crecimiento de la
grieta, lo que proporciona una compatibilidad entre la integral J y la MFEL.
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Figura 1.6: Integral J.

Se puede escoger un camino alejado del borde de grieta y que sélo contenga
tensiones y deformaciones elasticas, lo que facilita la obtencién de la integral J.
En general se emplea la técnica de elementos finitos para obtener soluciones de la
integral J, existiendo en la literatura soluciones para un cierto niimero de geome-
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trias y longitudes de grieta [44].

La velocidad de crecimiento de grieta en fatiga con una significativa defor-
macién plastica no puede ser analizada con el parametro elastico lineal K. Dado
que la integral J caracteriza el campo de tensiones y deformaciones alrededor del
vértice de la grieta para un estado elastopldstico, Dowling y Begley (1976) [45]
propusieron una relacién entre AJ y la velocidad de crecimiento de grieta en fa-
tiga. Diversos estudios posteriores han corroborado la correlacién existente entre
AJ y la velocidad de crecimiento de grieta, aunque existen todavia muchas limita-
ciones, como podria ser el efecto del cierre de grieta en presencia de considerable
plasticidad [46].

1.7. Fatiga en presencia de entallas

La mayoria de los elementos mecénicos y estructurales incorporan cambios
de seccion, agujeros, ranuras, esquinas, etc., denominados genéricamente entallas.
Su presencia provoca cambios sustanciales en el comportamiento del material en
cuanto a tensiones, deformaciones, plasticidad local, crecimiento de grietas y final-
mente en su vida a fatiga. Desde el inicio de la fatiga el andlisis de las entallas es
considerado un problema basico y ha ocupado gran cantidad de estudios teéricos
y experimentales. A continuacién se va a realizar una breve descripcién del pro-
blema de las entallas en la fatiga, incluyendo algunos modelos desarrollados para
la prediccién de vida a fatiga en presencia de entallas.

1.7.1. Campo de tensiones alrededor de una entalla

La presencia de una entalla modifica el campo de tensiones en un sélido. Se
define el factor de concentracion de tensiones K; como la relacién entre la maxima
tension en la entalla 0,4, y una cierta tensién nominal ,,p.,:

K, = Jmaz (1.15)

Unom

El factor de concentracion de tensiones depende de la geometria del sélido, de
la geometria de la entalla y de la carga aplicada. Se obtiene mediante la teoria de la
elasticidad, siempre que todo el campo de deformaciones se encuentre en régimen
elastico. En la Figura 1.7 se muestra una entalla eliptica de semiejes a, b y radio
de curvatura r en el fondo de la entalla situada en un medio infinito sometido a
traccién de valor constante en la direccién y.

El valor de K para las tensiones oy, en la direccién z resulta ser [47]:

Kt:1+2%:1+2\/§ (1.16)
T
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Figura 1.7: Concentracién de tensiones alrededor de una elipse.

Para el caso particular de un circulo (a = b) se obtiene K; = 3. Si se aumenta
la relacién a/b se alcanza un valor de K; > 3. Para el caso contrario en que se
disminuya la relacién a/b el valor disminuye, K; < 3. Es posible extender esta
férmula al caso de otras concentraciones de tensiones aplicando el concepto de
“elipse equivalente”, obteniéndose un valor aproximado de K;:

K,o—1+ z\ﬁ (1.17)
T

siendo t la profundidad de la entalla y r el radio de curvatura en el fondo de
la misma. Existen en la literatura numerosas soluciones del K; obtenidas tedrica,
numérica o experimentalmente [48]. El uso de los elementos finitos es una forma
muy sencilla de obtener el valor de K; para cualquier geometria.

1.7.2. Sensibilidad a la entalla

La concentracién de tensiones en una entalla tiene como efecto la disminucién
de la resistencia a fatiga del material. La resistencia a la fatiga de un sélido entalla-
do esta afectada no sélo por el valor del factor de concentracion de tensiones, sino
también por el gradiente del campo de tensiones, el tipo de material, la geometria
del sélido, los niveles de tensién media y alternante, etc. La relacion entre el limite
de fatiga de un sdélido sin entalla y con entalla se denomina factor de concentracion
de tensiones efectivo a fatiga, K-
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B Aopr, B Limite de fatiga sélido no entallado (1.18)

K, =
f Aok, Limite de fatiga sélido con entalla

La evidencia experimental indica que el valor de Ky siempre es menor K;. Ello
se debe a que el proceso de fatiga no sélo esta controlado por la tensién maxima en
el borde de la entalla sino también por las tensiones en la region delante de ella. El
fallo del material se produce si pequenas grietas nucleadas en el borde de la entalla
alcanzan una longitud suficiente como para partir el sélido. Pero la presencia de
la entalla provoca que en las regiones interiores la tension vaya decreciendo, lo que
disminuye la fuerza conductora del crecimiento. El coeficiente de sensibilidad a la
entalla ¢ relaciona K; y K:

Ky —1

1= K, 1

El valor de ¢ oscila entre 0 y 1. Un valor de 0 (K, = 1) indica que la entalla

no afecta a la resistencia a fatiga del sélido y un valor de 1 (K; = K) indica que

la vida a fatiga del sélido esta totalmente controlada por K. En la Figura 1.8

se muestran curvas promediadas que relacionan ¢ y r para dos tipos de acero y

para aluminios recopiladas por Peterson [48]. Son resultados para profundidades

de entalla no superiores a cuatro veces el radio de la entalla. La zona sombreada

indica una dispersién en los valores experimentales. Para radios pequenos de la

entalla el valor de ¢ es muy bajo y para radios grandes su valor se va acercando a

1. Se observa que materiales con menor resistencia como los aluminios presentan

una menor sensibilidad a la entalla, es decir, la presencia de entallas tiene menor
influencia en la resistencia a fatiga del sélido.

(1.19)

Existen dos trabajos cldsicos, realizados por Neuber [7] y Peterson [49], que
tratan de explicar y predecir el comportamiento de componentes con entallas so-
metidos a fatiga. Ambos autores consideraron que la evolucion a fatiga de un sélido
entallado no dependia de la tensién maxima en el vértice de la entalla sino del valor
medio de la tensién en un cierto volumen de material ubicado delante de la enta-
lla. La rotura del material se producia si la tensién en este volumen elemental era
superior al limite de fatiga del material. Neuber propuso simplificar el calculo de
esta tension media en el volumen reduciéndolo a la tensién media a lo largo de una
linea de una cierta longitud que partia del vértice. Peterson redujo el calculo a la
tensién en un solo punto a una cierta distancia del vértice. Neuber desarroll6 una
férmula aproximada para la obtencién del K¢ para R, = —1:

K, -1

fELE =
1+4/4

siendo 7 el radio de la entalla y A la longitud que caracterizaba el volumen
elemental del material. El valor de A dependia del material y del tratamiento
térmico y mecdnico al que hubiera sido sometido. Kuhn and Hardrath (1952) [50]

K (1.20)
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Figura 1.8: Sensibilidad a la entalla ¢ para aceros y aluminios [48].

evaluaron el valor de esta constante para un gran numero de aceros llegando a la
conclusién de que se podia obtener una estimacién razonable de la misma a partir
unicamente del limite de rotura del material (Figura 1.9).

Peterson propuso la siguiente relacién para obtener K:

K:—1

Kp=1
R

(1.21)

siendo el pardmetro a la distancia desde el vértice a la que se evaluaba la ten-
sién. Langer (1960) [51] tras analizar varios aceros propuso una relacién entre el
valor de a y el limite de rotura del material (Figura 1.10).

Las férmulas propuestas por Neuber y Peterson han sido utilizadas con éxito
en muchas aplicaciones ingenieriles aunque presentan algunas limitaciones. Estas
expresiones estan basadas en resultados experimentales para aceros y aluminios,
de modo que su aplicaciéon a otros tipos de materiales se deberia realizar con
cierta precaucién. Ademas los resultados fueron obtenidos para K; inferiores a 4,
asi que tampoco son aptas para entallas agudas en las que Ky < K;. Por tltimo,
para cuerpos con concentraciones de tensiones de geometria arbitraria es dificil
establecer los valores de algunos parametros de las ecuaciones como el radio o la
profundidad de la entalla.



22 El proceso de fatiga en metales

14 [‘
12 -———v—*—a.—-lt_._w
10 r—w»»«—r,_ﬁ_ﬂ_qr_al

g N ' I
{E,Inz
" \ : .

\
02 . -
E '\\|\4
Ogg™ % 80 w0 B0 B0 W0 RO a0 230 250

Sutt » ksi

Figura 1.9: Parametro A en funcién del limite de rotura del material.
Kuhn-Hardrath [50].

1.7.3. Grietas no propagantes

Los primeros estudios experimentales sobre la resistencia a fatiga de cuerpos
entallados se basaban casi exclusivamente en el hecho de que la probeta llegara o
no a romper. Esto se debia a que la mayoria de los ensayos se hacian con probetas
cilindricas en las que era dificil obtener méds informacién. Fenner et al. (1951) [52]
encontraron en sus ensayos sobre aceros suaves que se formaban grietas en el borde
de la entalla pero que con carga aplicada relativamente baja no se llegaban a pro-
pagar y producir rotura completa. Estas ideas fueron confirmadas por Frost [53]
en ensayos similares con aceros suaves y aluminios. Frost y Dugdale (1957) [54]
realizaron ensayos con aceros suaves en probetas planas. Con este tipo de probetas
era posible observar el comportamiento de cualquier grieta formada en la entalla
a lo largo de todo el ensayo de fatiga. Comprobaron definitivamente la formacién
de grietas en la entalla que alcanzando una cierta longitud dejaban de crecer. De
modo que para que se produjera la rotura no bastaba con que se creara una grieta
sino que la tensién aplicada debia ser capaz de propagar la grieta en el sdélido.
Estas grietas que dejan de crecer al alcanzar una cierta longitud se denominan
grietas mo propagantes.

Los resultados experimentales obtenidos por Frost et al. para entallas en V en
probetas cilindricas y planas fueron representados en diagramas Rango de tension
aplicada-K;. En la Figura 1.11 se muestra un ejemplo para un acero suave some-
tido a flexién rotativa. Las entallas son de profundidad constante (0.2 pulgadas) y
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Figura 1.10: Parametro a en funcién del limite de rotura del material.
Langer [51].

diferentes radios. La relacion de tensiones aplicadas, R, = —1.

En el diagrama se muestra una curva decreciente que marca el limite de inicia-
cién de grieta, por debajo de la cual no se aprecian grietas en la entalla. Para K;
bajos el limite de iniciacién y propagacion de grietas es practicamente el mismo
de modo que una grieta que se inicia acaba provocando rotura. Sin embargo si se
aumenta el K; se pueden obtener grietas que nacen en la entalla pero que no llegan
a romper el sélido. Para que estas grietas terminen de crecer es necesario aumentar
la tensién aplicada. Un hecho muy interesante contrastado por los experimentos
es que el nivel de tensién minima necesaria para que estas grietas se propaguen
es practicamente constante, independiente de K;. En la regién entre ambas curvas
se producen grietas no-propagantes. Frost [55] propuso que el rango de tensiones
necesario para propagar una grieta estaba gobernado por el pardmetro o3l = cte,
con o el rango de tensiones aplicada y [ la longitud de la grieta. Para aceros sua-
ves obtuvo una relacién o3l = 5.5, con ¢ en ton/in? y | en pulgadas. El rango
de tensién necesaria para iniciar la grieta se podia aproximar por Ao /K;. Pos-
teriomente Smith y Miller [56] consideraron dos tipos de entallas: entallas suaves
y entallas agudas. El limite entre ambas se encontraba aproximadamente en un
valor de K; = 4. El limite de fatiga para entallas suaves era el siguiente:
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Entallas suaves: Aoy, = (1.22)

De modo que las entallas suaves quedaban perfectamente caracterizadas con
el K;. Las entallas agudas podian tratarse como una grieta de longitud igual a la
profundidad de entalla. Empleando la MFEL se puede obtener el FIT para una
grieta de longitud ¢, resultando AK = 1.12Ac+/7t. El rango de tensiones para
producir rotura completa es aproximadamente:

0.5AK;;,
Vi

Para obtener el limite de iniciacién de grietas los mismos autores propusie-
ron emplear un factor denominado K fatigue que se ajustaba correctamente a los
resultados experimentales [56]. Su valor era:

7 0.5
1+ 7.69\/;] (1.24)

La tensién necesaria para provocar la iniciacién de la grieta resultaba ser:

Entallas agudas: Aok, = (1.23)

Kfatigue =
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AO-inic = AO-FL/I(fatigue (125)

La ecuacién (1.23) muestra un claro efecto de la profundidad de la entalla en el
limite de fatiga del sélido. Para entallas geométricamente semejantes (igual K;) el
limite de fatiga tiende a aumentar al disminuir la profundidad de la entalla. Este
comportamiento se debe a que una menor profundidad de entalla, manteniendo
K constante, implica un menor radio de curvatura y por tanto una disminucion
mas pronunciada de las tensiones en el interior del material. Ello hace que sea
necesario aplicar una carga mayor para conseguir que la grieta se propague a lo
largo del solido. En general, las estructuras y componentes reales son de un ta-
mano mayor que las probetas o prototipos geométricamente semejantes que se
ensayan en laboratorios. Segin lo comentado anteriomente, la rotura por fatiga
en los componentes reales se producird a un nivel de tensiones menor que en las
probetas de laboratorio. Ademds hay también un factor estadistico que diferencia
a los cuerpos pequenos y grandes. Un cuerpo grande tiene estadisticamente una
mayor probabilidad de tener defectos en su interior, aumentando las posibilidades
de que se pueda iniciar una grieta que posteriomente conduzca a la rotura del
cuerpo. Ello indica que los resultados de rotura por fatiga con cuerpos geométrica-
mente semejantes obtenidos en el laboratorio deben ser consideradas con cautela
para no realizar predicciones no conservativas.

Pequenas entallas o defectos pueden llegar a no disminuir la resistencia del
sélido sometido a fatiga, aunque tengan un valor de K; elevado. El tamafio de
estos defectos que no afectan a la resistencia depende del material y su tamano
disminuye para materiales de mayor resistencia. El problema de entallas pequenas
fue estudiado por Murakami et al. [57] realizando ensayos en agujeros circulares de
diametros entre 40 y 500 pm. Para aceros suaves encontraron que agujeros de hasta
100 pm no afectaban al limite de fatiga. Este valor disminuia para materiales mas
resistentes. Lukas et al. [68] propusieron una expresién para el tamano de entalla
maximo que no alteraba la resistencia del material:

(K2 —1)r < 4.51 (1.26)

El valor de lp, denominado tamano de grieta critica, depende del material
y se puede expresar en funcién de las propiedades del material AK;, v Aopr,
proporcionando la expresion:

(K2 —1)r < 0.41(AKy, /Acpr)? (1.27)

Atzori et al. [59] ha formulado recientemente un criterio que permite correla-
cionar el comportamiento de grietas y entallas en el limite de fatiga, resultando
en una propuesta de diagrama universal con el que se pueden analizar los resul-
tados de limites de fatiga para diferentes materiales y geometrias. También en
estos tltimos anos Taylor [60] ha propuesto un conjunto de métodos de distancia
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critica para predecir el limite de fatiga en todo tipo de entallas: suaves o agudas
y grandes o pequenas. Estos métodos se basan en las cldsicas ideas de Neuber
y Peterson pero introduciendo un nuevo procedimiento para obtener la distancia
caracteristica del material a partir de la mecédnica de fractura eldstico-lineal. El
rango del factor de intensidad de tensiones para una grieta de longitud 2a en un
medio infinito sometido a un rango de carga Ao normal a la grieta es:

AK = Aoy/ma (1.28)

El limite de fatiga del sélido con la grieta se alcanza cuando AK = AKy,. El
rango de tensiones aplicado necesario para producir rotura es por tanto:

ARy,
- Jma
Por otro lado ya se obtuvieron las tensiones elasticas en el borde de una grieta

en la direccién normal a la carga. Para un rango de tensiones aplicado Ac? las
tensiones son aproximadamente:

AcN

(1.29)

a

Ao(r) = Ao\ — 1.30

(r) » (1.30)

Combinando ambas ecuaciones se puede obtener la distancia r desde borde de

la grieta a la que se obtiene una tension igual al limite de fatiga del material Ao gy, .
A esta distancia se le denomina distancia critica L y su valor es:

[ (AKM)Z (1.31)

2T AUFL

El limite de fatiga en un material entallado se alcanza cuando la tensién a una
profundidad L en la entalla supera el valor de Aogy,. El método descrito es cono-
cido como Point Method (PM). Si en vez de evaluar la tensién en un punto se hace
promediando el valor a lo largo de una linea que parte también de la entalla se
obtiene el método denominado Line Method (LM). Procediendo de forma andloga
se podria calcular la longitud critica para el Line Method y resulta ser 2L. Se
han realizado numerosas aplicaciones de estos métodos a componentes reales con
concentraciones de tensiones y las predicciones de los limites de fatiga obtenidas
han sido muy acertadas [61,62].

Estos métodos de distancia critica para entallas han sido combinados con el
método S-L para fatiga multiaxial [63] de manera que se pueda predecir limites
de fatiga en cuerpos con entallas sometidos a fatiga multiaxial [64]. El modelo S-L
es un modelo basado en el concepto de plano critico, que asume que la iniciacion
de la grieta tiene lugar en el plano en el que se encuentra la maxima amplitud
de tensién tangencial. La iniciacién y el crecimiento de grieta estan determinados
por la maxima tensién normal a dicho plano. Este modelo se aplica a cuerpos
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sin entallas bajo carga multiaxial. La combinacién de ambos métodos ha sido
empleada en entallas sometidas a diversas combinaciones de tension tangencial y
normal, obteniéndose resultados cercanos a los experimentales [65].
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Capitulo 2

Mecanica de dislocaciones

A lo largo de la tesis se van a emplear conjuntos de dislocaciones para describir
las grietas y sus zonas plédsticas asociadas existentes alrededor de una entalla y
en el interior de un sélido sometido a fatiga. Es por ello que en este capitulo se
van a describir diversos conceptos relativos a dislocaciones que sirven de base a
los desarrollos y planteamientos de los capitulos siguientes.

El capitulo comienza con un repaso de conceptos bésicos de dislocaciones. La
presencia de una dislocacién en un cristal produce una deformacién de la red cris-
talina, que provoca un campo tensional alrededor de la dislocacién. En esta parte
inicial del capitulo se presenta el campo de tensiones y deformaciones producido
por una dislocacién y se obtienen las fuerzas que se producen entre dislocaciones.
Una descripciéon completa puede encontrarse en los textos de los autores Weert-
man y Weertman [1], Hirth y Lothe [2] y Hull y Bacon [3].

La dislocaciéon se puede considerar como una fuente de tensiones internas.
Ademads, el cuerpo puede estar sometido a tensiones externas, resultando que el
campo tensional total en el cuerpo es la suma de los campos tensionales externos
e internos. En este capitulo se analiza el equilibrio de un cuerpo con un conjunto
de dislocaciones y sometido a ciertas tensiones externas. Estos conjuntos de dis-
locaciones se van a ubicar a lo largo de una linea recta. Se puede considerar un
poco simplista el hecho de reducir la zona plastica delante de una grieta a una
linea, sobre todo cuando existen en la literatura ejemplos de métodos basados en
dislocaciones, como los de Weertman [4] o Blomerus [5], que tienen en cuenta la
bidimensionalidad de la zona pldstica (en problemas planos). Ciertamente seria
dificil de aceptar para una grieta larga en deformacién plana. Sin embargo, hay un
nimero importante de situaciones, como las que se plantean en esta tesis, en las
que esta simplificacién parece apropiada e incluso necesaria. En particular el caso
de problemas de fatiga a alto ntimero de ciclos, que involucra el andlisis de grietas
pequenas del tamano de la microestructura del material: el problema clésico del

35
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limite de fatiga. Resultados experimentales han mostrado que en probetas no en-
talladas sometidas a tension axial las grietas se forman en bandas de deslizamiento
persistentes (PSBs) y crecen a lo largo de ellas. El proceso de crecimiento no es
continuo, sino que implica unas etapas de aceleracion y otras de desaceleracién. La
grieta se desacelera cuando se aproxima a una barrera microestructural como el
borde de grano hasta que se inicia una nueva banda de deslizamiento en el grano
adyacente a lo largo de la cual la grieta sigue propagandose. El proceso se repite
en los sucesivos bordes de grano. En esta situacién tiene sentido suponer que las
dislocaciones permanecen en sus planos originales y se apilan frente a los bordes de
grano, dando lugar a bandas de deslizamiento rectilineas que se van extendiendo
en los granos siguientes. El problema objeto de esta tesis es el estudio del limite
de fatiga de componentes entallados. Se trata de un problema de crecimiento de
grieta pequena con la dificultad adicional de la presencia de un campo de tensiones
con un fuerte gradiente de tensiones a través del cual la grieta va creciendo. La
existencia de grietas no-propagantes en entallas agudas pone de manifiesto que el
proceso critico de este crecimiento es el de la superacién por parte de la grieta de
las sucesivas barreras microestructurales. El tamano de las grietas no propagantes
observadas para aceros suaves es del orden de unos cientos de micras. Por tanto
parece razonable aceptar el tipo de representacién propuesta para todas aquellas
situaciones en las que vida del componente se decide cuando la grieta tiene una
longitud de unos cuantos granos.

El estudio del equilibrio de dislocaciones comienza por el caso més sencillo,
que corresponde a un medio infinito. Se resuelve tanto para dislocaciones de tor-
nillo sometidas a tensiéon antiplana como para dislocaciones de cuna sometidas a
tensién tangencial y normal. Se continta con el estudio de un medio semi-infinito,
de nuevo tanto para dislocaciones de tornillo sometidas a tensién antiplana como
para dislocaciones de cuna sometidas a tensién tangencial y normal. El estado
tensional de una dislocacién en un medio infinito no cumple las condiciones de
contorno de un medio semi-infinito, haciéndose necesaria la modificacién de este
campo de tensiones béasico. Para el caso de dislocaciones de tornillo el problema se
resuelve anadiendo lo que se conoce como campo de “dislocaciones imagen”. Para
el caso de las dislocaciones de cuna bajo tensién tangencial o normal no basta con el
campo imagen, haciéndose necesario el uso de una funcién de Airy més general. Se
ha seguido el desarrollo realizado por Dundurs y Mura [6]. Los autores realizaron
un estudio de tensiones de una dislocacién en las cercanias de un agujero circular
y posteriormente lo extendieron al problema de un medio semi-infinito. En este
capitulo sélo se obtienen las ecuaciones de equilibrio para tres situaciones béasicas:
medio infinito, medio semi-infinito y agujero circular. Sin embargo, como se vera en
los préximos capitulos, a partir de estas configuraciones basicas se podran analizar
geometrias mas complicadas como entallas semicirculares, elipticas o en V.
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2.1. Conceptos generales sobre dislocaciones

Las dislocaciones son una clase importante de defectos en los sélidos cristalinos
y su existencia permite explicar el hecho de que los metales se deformen plasti-
camente con cierta facilidad. Las dislocaciones se pueden obtener de una forma
sencilla a partir de una estructura cristalina perfecta, como se muestra en la Figura
2.1. En la parte superior de la Figura se ha representado una estructura cibica
simple en la que los &tomos ocupan los vértices de los cubos y la unién entre ellos
se representa con las aristas. La dislocacion de cuna se consigue insertando un
plano extra de dtomos en ABCD, mostrada en la parte inferior izquierda de la
Figura. Para obtener una dislocacién de tornillo, parte inferior derecha, se realiza
un corte por el plano ABCD y se desplaza una de las caras obtenidas respecto a
la otra en la direccion AB. A la linea DC se le denomina linea de dislocacion.
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Cuna Tornillo

Figura 2.1: Obtencion de una dislocacién de cuna y tornillo.

Para describir de forma precisa el tipo de dislocacién se emplea el circuito de
Burgers. En la parte superior de la Figura 2.2 se muestra, para un cristal perfecto,
un circuito cerrado que va pasando de dtomo a atomo. Si se intenta hacer el
mismo circuito alrededor de la linea de dislocaciéon de cuna con los mismos saltos
de atomo a atomo, como se muestra en la parte inferior izquierda, se observa que
no se consigue un circuito cerrado. Se define el vector de Burgers como el vector
que cierra este circuito. En la parte inferior derecha se muestra el circuito de



38 Mecanica de dislocaciones

Burgers alrededor de una dislocacién de tornillo y el vector de Burgers asociado.
Una dislocacion de cuna se caracteriza por tener el vector de Burgers perpendicular
a la linea de la dislocacién, mientras que la dislocacién de tornillo tiene el vector
de Burgers paralelo a la linea de la dislocacién.

VAV
LI LT[
Cuna Tornillo

Figura 2.2: Circuito de Burgers en una dislocacion de cuiia y tornillo.

2.1.1. Campo tensional generado por una dislocacién

Se va a obtener en primer lugar el campo de tensiones y deformaciones para
una dislocacién de tornillo. En la Figura 2.3 se muestra una dislocacién de tornillo
a lo largo del eje z, obtenida a partir de un cilindro de un sélido perfecto mediante
un desplazamiento en la direccién del eje z positivo. El campo de desplazamientos
posee una propiedad importante. Si se realiza un circuito de Burgers alrededor
de la dislocacién, el punto de inicio y el punto de fin del circuito se encuentran a
una distancia igual al vector de Burgers. Por tanto el campo de desplazamientos
debe ser una funcién multievaluada. Las funciones multievaluadas maés sencillas
son las funciones trigonométricas inversas. Ademds es razonable asumir que el
desplazamiento en el eje z aumenta proporcionalmente con el dngulo . El campo
de desplazamientos generado por una dislocacién de tornillo es el siguiente:
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Figura 2.3: Dislocacién de tornillo y su representacién esquematica.

Mediante las ecuaciones de la elasticidad se pueden calcular las deformaciones:

_ou_ _Ou Ow_98(b on¥)y——b_¥
v = Br T 2T 5, T or T fr \2n ML) T or a2 + 12
(L ou v _ v Ow 9 (b ¥yl T
Yoy 0r V= 0z Oy Oy \2 C2ma? 42

v ow

—_ — = 2z — —— — 2.2

Eyy 9 0 € 92 0 (2.2)

Y a partir del campo de deformaciones se obtiene facilmente el campo de
tensiones:

011:0 Uzz:ljlerz:*gib%
T2ty
uwb
Ty =0 Ty = ey = o
Oyy =0 0., =0 (2.3)

Para obtener una dislocacion de cuna a lo largo del eje z se puede partir de un
cilindro de un sélido perfecto y realizar un desplazamiento en la direccién del eje z
positivo como muestra la Figura 2.4. El campo de desplazamientos no es tan simple
como el de la dislocacion de tornillo. Este campo ha de cumplir obligatoriamente:

3ui
0z

w=20

=0 (2.4)
Su expresion es la siguiente [1]:

b A
u = —— |arctan J + te Ty
2 T A+ 2ua?+y?
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b t 4y Ap P
v=——|— Log +
2 | 2(A + 2u) C A+ 2 22 + y?

w=0 (2.5)

donde A es la constante de Lamé. La constante C' se anade para hacer el término
logaritmico adimensional. Su valor no tiene trascendencia puesto que las tensiones
y deformaciones dependen de las derivadas de los desplazamientos.

Figura 2.4: Dislocacion de cuna y su representacion esquematica.

Procediendo de forma semejante al caso de las dislocaciones de tornillo se
calculan las deformaciones:

_ —by py® + (2) + 3p)a?

= = 0
T o 2@ + )
b z(2? —y?)
Coy = 2 .22 €yz =0
2r(1 —v) (22 + y?)
by (A +3p)2® — py®
ny = — 2z = O 26
W o (o) (R T PR ‘ (26)
Y a partir de ellas el campo de tensiones:
o —Hb Y32+ y?) o — 0
T 21— v) (224 g v
_ lu’b I(JC2 B y2) _ O
7 T 92 (1= v) (a2 + y2)? fux =
b 2 _ .2
a Gt ) Oz = V(0gy + Oyy) (2.7)

7T o (1 —v) (22 1 42)?

Este campo de tensiones se puede generalizar para una dislocacion orientada
en cualquier direccién, es decir, con un vector de Burgers que tiene componentes

by y by [7]:
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_ 2 2 2 _ .2
oo — M p, VBT +Y) yf]ﬁ(ﬂj ) 0. =0
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22 — 2 x(2? 2
u [ y(@® —y?) |, a +3y)} 0oe = U(0aatay,) (2.8)

T (=) | T @22 Y (2 4 42)2
En el caso de tener una dislocaciéon mixta, mezcla de tornillo y cuna, el campo

tensional seria la suma de los campos tensionales proporcionados por cada parte
por separado con su vector de Burgers correspondiente.

2.1.2. Fuerza sobre una dislocacién debido a tensiones apli-
cadas

Fuerza para mover una dislocaciéon de tornillo

En la Figura 2.5 se ha representado una dislocacion de tornillo paralela al eje
z con vector de burgers b, situada en un medio infinito al que se le aplica una
tensioén externa oy ..

Figura 2.5: Dislocacién de tornillo bajo tensién externa o..

Esta tension tiende a mover la dislocacion en su plano de deslizamiento, en la
direccién z. A medida que la dislocacién avanza en el eje z, se va produciendo un
desplazamiento relativo de las dos superficies de valor b. Cuando la dislocacion se
haya movido de x; a z5 la tensién externa habra hecho el siguiente trabajo por
unidad de longitud de dislocacion:

W =o0y.(x2 — x1)b, (2.9)

Este trabajo se podria interpretar como el trabajo realizado por una fuerza
virtual F' por unidad de longitud de linea de dislocacién que moviera la dislocacion
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a lo largo del eje z de x1 a 2. Igualando ambos trabajos se obtiene:
W =o0y.(x2 —21)b, = Fy(xe — 1) = Fp=o0,.b, (2.10)

En el caso de que la tensién externa fuera o,. (Figura 2.6), ésta tenderia a
mover la dislocacién en la direccién y negativa.
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Figura 2.6: Dislocacién de tornillo a derechas bajo tensién externa o, .

Si se hace un razonamiento andlogo al anterior se obtiene la siguiente fuerza
(nétese el signo negativo de la fuerza por dirigirse en la direccién y negativa):

F, = —0,.b. (2.11)

Fuerza para mover una dislocacion de cuna

Supdngase a continuacién una dislocaciéon de cuna paralela al eje z en un medio
infinito a la que se aplica una tensién externa o, como muestra la Figura 2.7.

Figura 2.7: Dislocacién de cuna bajo tensién externa o,
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Haciendo un razonamiento similar al hecho con la dislocacién de tornillo, cuan-
do la dislocacion se mueva de 1 a xo se obtendra la siguiente fuerza:

Fy = 0yabs (2.12)

Existe una segunda forma de mover una dislocacién de cuna y es mediante un
proceso de climbing o escalada, en el que la dislocacién se mueve perpendicular a
su plano de deslizamiento. Este proceso se produce cuando la tensiéon aplicada es
paralela al vector de Burgers (Figura 2.8).
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Figura 2.8: Dislocacién de cuna bajo tension externa o;.

Para que se produzca el climbing es necesario que en la red cristalina existan
vacantes. Si se produce un movimiento de vacantes hacia la base del semi-plano
extra, éstas empujan a la dislocacién y tienden a moverla hacia arriba. De forma
inversa, si las vacantes que existian en la base de la dislocacién se difunden, la
dislocacion tiende a moverse hacia abajo. El proceso de climbing implica que el
semi-plano extra se mueva hacia arriba o hacia bajo. Esto provoca que el cristal
aumente o disminuya su grosor en un valor b.

En el ejemplo de la figura, existe una tensién externa de tracciéon o, que
provoca un desplazamiento de la dislocacion hacia abajo, de x1 a x5. Entre 1 y x5
el cristal habrd aumentado su grosor una cantidad b, y por tanto la tensién externa
habréd realizado un trabajo. Siguiendo un razonamiento similar al de los casos
anteriores, la tension externa provoca una fuerza virtual vertical de signo negativo
que mueve la dislocacién en la direccién y negativa. La fuerza es la siguiente:

Fy=—0gb (2.13)

Fuerza total

Si se unen las ecuaciones (2.10, 2.11, 2.12 y 2.13) se encuentra que la fuerza
total sobre una dislocacién con vector de Burgers (b;,b,) que se encuentra en el
eje z es la siguiente:

F=F,i+ Fyj = (0yzby +0y:b.)i + (—0z2by — 05:b.)5 (2.14)
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siendo 7, j los vectores unitarios en las direcciones x,y respectivamente. Esta
fuerza estd definida para una linea de dislocacién paralela al eje z y el plano de
deslizamiento perpendicular al eje y. Es posible obtener una expresién general
para una linea de dislocacién con una direccién cualquiera definida por el vector
t = (tg,ty,t.) y un vector de Burgers b = (b, by,b.). Designando al tensor de
tensiones como o, la fuerza que se obtiene viene dada por la conocida férmula de
Peach-Koehler [8]:

F=—t x ob (2.15)

2.1.3. Fuerza entre dislocaciones

Para obtener la fuerza que una dislocacién ejerce sobre otra dislocacion bas-
ta con insertar el campo de tensiones que produce la primera dislocacién en la
ecuacion de fuerzas definida para la segunda dislocacion. Se trata a la primera
dislocacion como un campo de tensiones externo. A continuacién se ven dos casos
concretos para dos dislocaciones de tornillo y dos dislocaciones de cuna.

Fuerzas entre dos dislocaciones de tornillo paralelas

Considérese dos dislocaciones de tornillo paralelas al eje z y con el mismo signo
del vector de Burgers (Figura 2.9). Se desea calcular la fuerza que la dislocacién si-
tuada en el origen de coordenadas ejerce sobre la dislocacién situada en la posicion

(z,9).

7 B

xV

Figura 2.9: Fuerza entre dos dislocaciones de tornillo paralelas.

Para ello se utiliza la ecuacién general de la fuerza sobre una dislocacién (2.15)
con la particularizacién de que el vector de Burgers sélo tiene componente z.

F=0,bi—0..bj (2.16)

Como tensiones o,,,0,, se utilizan las que aparecen en las ecuaciones del
campo tensional de una dislocacién de tornillo (2.3), quedando:

_ ub? x

F,=0,,b= —_— 2.17
Ty 2 (22 4 y?) ( )
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—ub®> y pb® oy
F = —o,b=— _¥ BV 2.18
v = o @ AyD)  2n (@) (218)
Si esta fuerza se expresa en coordenadas polares:
pub?
F = Fy=0 2.19
27r o ( )

Es decir, se produce una fuerza en la direccién que une ambas dislocaciones y es
de tipo repulsivo para dislocaciones del mismo signo y atractivo en caso contrario.
Su médulo es inversamente proporcional a la distancia que las separa. Para dos
dislocaciones en el eje z se obtiene una expresiéon muy sencilla (Figura 2.10):

=t 2 F,=0 (2.20)

~ t

\|/ — X

Figura 2.10: Fuerza entre dos dislocaciones de tornillo paralelas que se
encuentran en el eje x.

Fuerzas entre dos dislocaciones de cuna con vectores de Burgers para-
lelos

Otro caso interesante es el dos dislocaciones de cunia paralelas al eje z, con los
vectores de Burgers paralelos al eje x y del mismo signo (Figura 2.11). Se trata, de
nuevo, de calcular la fuerza que la dislocacion situada en el origen de coordenadas
ejerce sobre la dislocacién situada en la posicién (z,y).

Se puede realizar un desarrollo similar al hecho para las dislocaciones de tornillo
con la diferencia de que el vector de Burgers sélo tiene componente z.

F=o0,bi—03bj (2.21)

Como tensiones oy, 0., se utilizan las que aparecen en las ecuaciones del
campo tensional de una dislocacién de cuna (2.7).

b2 2,2
By 2l )

= 5717 @7 (2.22)
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xV

Figura 2.11: Fuerza entre dos dislocaciones de cuna con vectores de Burgers
paralelos.

Fy = —oub = — —ub?  yBa?+y?)  opb® Y32 +y?) (2.23)
2r(1 —v) (22 +y?)? 2r(1 —v) (22 +y?)?

La fuerza F, entre dos dislocaciones del mismo signo es de tipo repulsivo si
el angulo 6 es menor de 45°. Si el angulo es mayor de 45° es de tipo atractivo.
La fuerza F), para dos dislocaciones del mismo signo siempre es de tipo repulsivo.
Para el caso particular de las dos dislocaciones en el eje x (0 = 0) se obtendria
una fuerza repulsiva en la direccién z cuyo médulo es inversamente proporcional a
la distancia que las separa (Figura 2.12). Su valor es similar al obtenido para dos
dislocaciones de tornillo salvo el término (1 — v):

ub? 1

*Tar(l-v) By =0 (2:24)
y
- X

Figura 2.12: Fuerza entre dos dislocaciones de cuna en el eje x.

2.2. Equilibrio de dislocaciones en un medio infi-
nito.

A continuacién se analiza el equilibrio de un conjunto de dislocaciones en un
sélido infinito sometido a tensién externa. En vez de considerar el problema de un
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conjunto de dislocaciones discretas tal como hicieron Eshelby, Frank y Nabarro [9]
se va a emplear la aproximacién de una distribucién continua de dislocaciones in-
finitesimales con el mismo vector de Burgers total. Esta técnica ha sido empleada
por autores como Head y Louat [10] o Bilby, Cottrell y Swinden [11]. El anélisis
lleva a la obtencién de una ecuacion integral cuya solucion es la funcién de distri-
bucién de dislocaciones que permite que exista equilibrio entre las fuerzas externas
y las fuerzas mutuas entre dislocaciones. Los métodos para resolver este tipo de
ecuaciones seran abordados en los préximos capitulos.

2.2.1. Equilibrio de un conjunto de dislocaciones de tornillo
en un medio infinito sometido a tensién antiplana.

En la Figura 2.13 se muestra un conjunto de dislocaciones de tornillo del mis-
mo signo distribuidas a lo largo del eje # en un medio infinito y sometidas a una
tensién externa oy, (x) = 7(z).
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Figura 2.13: Dislocaciones de tornillo sometidas a tension antiplana en un
medio infinito.

Se considera una tensién de friccién of(x) que se opone al movimiento de dichas
dislocaciones. Esta tensién de friccién representa la interaccién de las dislocaciones
con el resto de las dislocaciones del material, con particulas de segunda fase y con
precipitados. Se utiliza una funcién de distribucién f(¢), que expresa el nimero
de dislocaciones infinitesimales que hay entre ¢ y ¢ + d(. El equilibrio de fuerzas
sobre una dislocacién infinitesimal genérica de vector de Burgers b situada en la
posicién x implica las siguientes fuerzas:

= Tensién aplicada: produce una fuerza en la direccién i, Fe,y = 7(x) b i
» Tensién de friccién: produce una fuerza en la direccién i, Fpje = —oy(z) b

= Fuerzas de las otras dislocaciones: para obtener la fuerza que un conjunto de
dislocaciones ejerce sobre una dislocacién situada en x basta con sumar la
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accion de todas las dislocaciones, lo que equivale a la siguiente integral:
d
Ab / fle)de (2.25)
p T—¢

Siendo A = % para la dislocaciones de tornillo.

La ecuacion de equilibrio queda finalmente como una ecuacién integral singular
de tipo Cauchy:

f(¢) d¢ _
A /Df< + @) —o(@)] =0 (2.26)

2.2.2. Equilibrio de un conjunto de dislocaciones de cuna
en un medio infinito sometido a un estado tensional
plano.

Para estudiar el equilibrio de un conjunto de dislocaciones de cuna situadas en
el eje =z sometidas a una tensién externa es conveniente en primer lugar analizar
el campo de tensiones que produce una dislocacién sobre el resto. Utilizando la
expresién del campo de tensiones general (2.8) e imponiendo un valor de y = 0
se obtiene que las dislocaciones de cuna con vector de Burgers b, sélo producen
tensiones o4, en la linea de dislocaciones, mientras que las dislocaciones con b,
producen tensiones oy, y 0gs. Pero segin la ecuacién de Peach-Koehler (2.15),
una tensién o, no ejerce ninguna fuerza sobre una dislocacién con b,. Asi que
se puede resolver por un lado el equilibrio del conjunto de dislocaciones con b,
y la carga externa tangencial y por otro el equilibrio de las dislocaciones con b,
y la carga externa normal. Es decir, se puede estudiar los problemas de forma
desacoplada, facilitindose mucho su resolucién. Los problemas se muestran en las
Figuras 2.14 y 2.15.
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Figura 2.14: Dislocaciones de cuna sometidas a tensién tangencial en un medio
infinito.
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El desarrollo para cada uno de los dos casos es similar al caso de dislocaciones
de tornillo sometidas a tension antiplana explicado anteriormente. El equilibrio de
fuerzas sobre una dislocacién genérica situada en la posiciéon x implica las mismas
fuerzas que aparecian para las dislocaciones de tornillo, que son la tensién externa
aplicada, la tensién de friccién y la fuerza del resto de dislocaciones. La ecuacién
de equilibrio tendria la misma forma para los dos problemas:

d
A o) d¢ + [o(xz) —of(x)] =0 (2.27)

p z—C
siendo A = ﬁb_y) para la dislocaciones de tornillo. Esta ecuacién es igual que
la obtenida en el equilibrio de dislocaciones de tornillo salvo el término (1 — v),
que aparece en la constante A. El término de la tensién externa o(z) toma el valor
04y Para el equilibrio de las dislocaciones con vector de Burgers b, mientras que

para las dislocaciones con vector b, seria la tensién oy,,.

Y T T T Oyy

byt

Dominio D

' ' b

Figura 2.15: Dislocaciones de cuna sometidas a tensién normal en un medio
infinito.

2.3. Equilibrio de dislocaciones cercanas a un con-
torno.

El estudio del equilibrio de dislocaciones en las cercanias de una superficie libre
requiere la verificaciéon de las condiciones de contorno en tensiones y deformacio-
nes en la superficie, lo cual no era necesario para un medio infinito. Si se estudia
el campo tensional general producido por una dislocacién de tornillo o de cuna,
definido previamente en las ecuaciones (2.3) y (2.7), se concluye que no se pue-
den satisfacer las condiciones de contorno para una superficie libre. Es necesario
modificar la expresién basica de este campo si se desea cumplir las condiciones de
contorno en un sélido. Para casos muy simples, como puede ser el de un conjunto
de dislocaciones de tornillo a lo largo de una linea perpendicular a una superficie
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semi-infinita, la modificacién es sencilla. El mismo problema para dislocaciones de
cuna ya adquiere una cierta complejidad. Si se desea estudiar un contorno cualquie-
ra la obtencién del campo de tensiones se torna muy complicado. En los préximos
capitulos se mostrara una técnica indirecta para realizar el equilibrio de dislocacio-
nes cercanas a una entalla sin tener que calcular previamente el campo tensional
de una dislocaciéon modificado por la presencia de la entalla. A continuacién se van
a estudiar los dos casos mas sencillos para dislocaciones cercanas a un contorno
como son el problema de dislocaciones de tornillo que se encuentran distribuidas
en la perpendicular a la superficie de un medio semi-infinito y el mismo problema
pero para dislocaciones de cuna.

2.4. Equilibrio de dislocaciones de tornillo en un
medio semi-infinito sometidas a tension anti-
plana. Fuerzas imagen.

En primer lugar se va a analizar una unica dislocaciéon de tornillo cercana a
una superficie libre recta. La linea de dislocacién es paralela al eje z y el plano de
deslizamiento es el zz. La dislocacion se encuentra en « = [ en un medio semiinfinito
con una superficie libre en = 0 (sélido en = > 0). A partir del campo tensional
general de una dislocacién de tornillo (2.3) se obtiene el campo de una dislocacién
en un medio infinito pero situada en (I,0) simplemente haciendo el cambio de
variable de z a (x —I):

Uxazzo Oxz = — +
(z—0)"+y?
x—1
Oy :0 Oyr = -
! ! (2= 1) +y?
Oyy =0 0.:=0 (2.28)

En la superficie libre se tiene que cumplir que las tensiones 044, 04y, 0z deben
ser 0. Es evidente que este campo tensional no satisface la condicién de contorno
en r = 0 ya que 0, no se anula. Para resolver el problema se anade el campo
tensional de una dislocacién ficticia denominada “imagen”, que es una dislocacion
igual y de signo contrario a la original y ubicada al otro lado de la superficie
libre, para este caso en x = —l (Figura 2.16). Esta dislocacién produce un campo
tensional igual y contrario, aunque desplazado una distancia 2! respecto al original.

El nuevo campo tensional producido por la dislocacién de tornillo y su imagen
es el siguiente:

-y Y
Ozz =0 J:cz:A +
((w—l)2+y2 (a:+l)2+y2)
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Figura 2.16: Dislocacién de tornillo y su imagen.

r—1 B r+1
@=0+¢* (241 +9?
Oyy =0 022 =10 (2.29)

Oxy =0 Oyz =

De modo que las tensiones en la superficie libre (x = 0) quedan:

—Y Y
Ozz =0 UmzA<l2+y2+l2+y2>O

—2Al
Uyz = l2 ¥+ y2
Oyy =0 0., =0 (2.30)

Opy =0

Ahora el campo tensional si cumple la condicién de contorno de superficie libre.
Luego, como conclusion, para una dislocacién de tornillo la condicién de contorno
de un medio semi-infinito se cumple simplemente anadiendo una dislocacién ima-
gen.

Ya se estd en disposicién de resolver el equilibrio de un conjunto de dislocaciones
de tornillo en el dominio D que se encuentran en la perpendicular a una superficie
libre semi-infinita bajo una carga antiplana (Figura 2.17).

En este caso se debe anadir una dislocacion imagen por cada dislocacion real. Se
puede volver a plantear el equilibrio de fuerzas sobre una dislocacién infinitesimal
genérica situada en la posiciéon x de la misma forma que se ha hecho en ocasiones
anteriores con la diferencia de que es necesario anadir un término mas, proveniente
de las fuerzas que ejercen las dislocaciones imagen. Asi que los términos son:

» Tensién aplicada: Fepy = oy, (2)bi = 7(z) bi

» Tensién de friccién: Fric = —of(x) b i
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Figura 2.17: Dislocaciones de tornillo y sus imagenes sometidas a tensién
antiplana en un medio semiinfinito.

» Fuerzas de las otras dislocaciones:

L [ fQd

p T—C

(2.31)

= Fuerzas de las dislocaciones imagen:

_Ab/D - (2.32)

La ecuacién de equilibrio de fuerzas es la siguiente:

f(Q)d¢ f(¢) d¢
p T—¢ -p T—C
Por la forma en que ha sido definida, la funcién f(¢) es antisimétrica en el do-

minio [—D, D]. La ecuacién de equilibrio se puede expresar de una forma compacta
uniendo las dos integrales:

+ A[T(x) —o¢(z)] =0 (2.33)

/ f(0) d¢ + l[T(:U)—af(:n)] =0 f(¢) e DU—D, antisimétrica (2.34)
pu-p T—C A

Otra forma de expresar el equilibrio es cambiando el dominio de integracién
de la segunda integral para que ambas integrales se encuentren en el dominio D.
Para ello se le aplica un cambio de variable y la variable { pasa a ser la variable
—(. La ecuacién de equilibrio queda:

fQd¢ [ f(Qd¢ |1 B
¢ "), axc T alr@-os@l=0 (2.35)
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Figura 2.18: Dislocacién de cuna y su imagen.

2.5. Dislocacién de cuna en las cercanias de un
contorno.

El anadir una dislocacién imagen en el problema de una dislocaciéon de cuna

cercana a una superficie libre no permite satisfacer las condiciones de contorno.

En efecto, a partir del campo tensional general de una dislocacién de cuna (2.7)

se puede obtener el campo producido por una dislocacién situada en (1,0) y su
imagen en (—{,0) (Figura 2.18):

o (—y(:s(x “0* 1y | yBa )+ y?))
- (@=0D*+922  (@+1D)"+y2)?

Gy = A ((wl)((xzf —) @)+’ y?)) 7y =0

((z = 1) +y2)? ((z+1)* +y2)?

oy = A <y<<x —0* =) ylle+D)’ - y2>>

(=0 +92)?  ((@+1)"+y?)? 0zz = V(0ax + 0yy)

(2.36)
Las tensiones en la superficie libre (z = 0) serfan:
Oz =0 Oz =0
(% —y?)
Oyy =0 Ozz = V(0gz + 0yy) =0 (2.37)

Este campo tensional no cumple la condicién de contorno de superficie libre, ya
que no se anula o,. Luego para una dislocacién de cuiia no basta con anadir una
dislocacion imagen. El problema se resuelve utilizando la funcién de Airy adecuada.
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En el libro de Hirth y Lothe [2] se muestra la obtencién de la funcién de Airy para
un grupo de dislocaciones en la perpendicular a la superficie libre sometidas a
tension tangencial, resultando el desarrollo ciertamente largo y complejo. Para
resolver este tipo dificultades Dundurs y Mura [6] emplearon un método semi-
inverso asumiendo una probable estructura de la funcién de Airy y ajustaron el
valor de sus constantes de modo que se satisficieran las condiciones de contorno y
otros requisitos como que el campo de desplazamientos fuera regular. Su trabajo
original estaba dirigido al estudio de la interaccién entre una dislocacién de cuna
y una inclusién circular. A partir de este resultado e imponiendo una rigidez nula
de la inclusiéon y un radio del circulo infinito obtuvieron el campo de tensiones
en presencia de una superficie semi-infinita. A continuacién se van a mostrar los
campos tensionales para una dislocacién de cuna con un vector de Burgers general
(bz,by) cercana a un agujero circular y posteriormente su extensién a un medio
semi-infinito. Ambos campos seran de gran utilidad en capitulos posteriores para
el anélisis del desarrollo de grietas en entallas.

2.5.1. Campo de tensiones de una dislocacién de cuna en
las cercanias de un agujero circular

El problema se muestra en la Figura 2.19. La dislocacién se encuentra en la
posicién ((x,0) y se desea obtener el campo de tensiones producido por la dis-
locacién sobre un punto (zk,yx). Los subindices 1 y 2 se refieren a las regiones
exterior e interior a la inclusién respectivamente.

Y

R (T, YK)

won
2 Ty 1

[A] 91 92

Figura 2.19: Dislocacion de cuna en las cercanias de un agujero circular

Las funciones de Airy para el vector de Burgers b, son:

Mlbx

| 2r1logry senby + (B + A)(r2 log ro senfly — 1 log r senf)+

X1 =
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+(B - A) <r292 cos By — rf cosf + EQ) —

B
_Aw {sen292 _(-DR senaﬂ _ AR sene]
/63 ﬁ T2 r
(2.38)
2 —
e 7r(f/:11b+1) [_(2 — A= B)rylogry senfy — (B — A) {rlel cos 1 + (ﬁgl)RmH
(2.39)

Las funciones de Airy para el vector de Burgers b, son:

G =

[21“1 logry cosy — (B + A)(ralogry cos s — rlogr cos6)+
7T(K,1 + 1)

+(B — A) (ro6 senfy — rf send) +

2 _ 2 _
+Aw [252 log rg — cos 205 + (8" — )R cos 92} —
B &) T2
[A@ﬂ2n+zwwg+1)n]ﬁkgr+ARﬂff] (2.40)
£y = by (2—A— B)rilogrycost—
7T(l€1+1)
21 1-T
—(13—u4)[rlﬁlsenﬁl4—£§——B—)}E10g71}——ﬂf R r2} (2.41)
siendo
R’ n1 ’ (Iig-‘v-l—‘)(ﬁg—l-‘v-?r)
o 1-T B7/€27F/€1
71—|—Fl€1 ’ o H2+F
R(d* -1
d:%{ ) L:% , T1 =2k —Ck , Ta=mz1+L
rP=aiotyk L ri=altyk o, s =ad bk (2.42)

A partir de las funciones de Airy se puede obtener el campo de tensiones. Para
el caso de un agujero circular basta con hacer la rigidez del circulo cero, o = 0. El

campo de tensiones producido por una dislocacién con vector de Burgers (b, by)
se puede escribir como:

2u
m(k+1)

Ogx =
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2p
2p
7o1 = s e E s + B Ky (245)

Las funciones Kj(jy) tienen tres subindices. El primero indica la componente del
vector de Burgers de la dislocacion. Los dos siguientes indican la componente de la

tensién producida en el punto (rk,yx). Estas funciones adquieren las siguientes
expresiones [7]:

YK 2 2 yx [223 yk [20%
Ko (o) =T 327 + ik ] ] [—2+1} — 2 {T—+1 -

T3
2y L [422 (L L Ryk 433%(
s Sl et B _ =z R 2K _
ngz [ T% 5 To | + | x2 5 + A 2
(2.44
YK 1 2 2 yr [223 YK 233%(
Kw(yy):r_zli[xl_yK]_g g_l +r_2 r2 -1+
2y L [422 (L L R yk 4z2,
o g — 3xg — — || — R -1 2.45
+ rid? { rs \ 2 T2 |+ | 972 2 r4 r2 (2.45)
T1 [ 9 9 xo [ 223 T [22%
K —_ _— -_— Q= _— e —_—
z(xy) = [xl yK} 2 {Tg ] + ) { 2 +

2xoL 4x§ L 3L Ry 422 L
sbob | ®ly (& dpo — 22| — = =
+ rid? { r3 \ 2 T2 )+ | A2 2 r4 R r2 3 r3d?

(2.46)
Ty xo [ 2232 T [ 222
Koo =35 el vkl = 33 {é ]W L«f - ]
21[:2[/ 4:6% L 9 3L R(2d2 _ 2)
- =2 (5= PP | G A
r5d? { r2 \ 2 z2 )+ 3 )z2 9 + 224
R TK 41’%{ TK 2 L
- —X _ K (9d? - 2)| — = 2.4
7"4 |:R ( 7"2 + d ( ) T% ( 7)

HATE 2 To Qx% TK Zx%(
Ky(yy)zg[xl"‘?’y]"'g {2—3} - = [_

22oL [423 (L 9 3L
22 (2 —d _ 2=
+ ryd? { ra \ 2 2 )+ {5 )z2 )

Rk 423 TK 9 L (2
+ - {R(T—Q— )—1—7(261 —-2) 2 ?—1 (2.48)
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2y L [422 (L o L
_ Z_ 9 _ i B
rid? { rs \ 2 T2 | 4| 2= d)zs 2

_RTZK [R (4;‘"_2%( - ) + %((Zd? — 2)} (2.49)

2.5.2. Campo de tensiones de una dislocacién de cuna en
las cercanias de un medio semi-infinito

A partir de las expresiones anteriores y haciendo tender a infinito el radio del
circulo se obtiene el campo de tensiones en presencia de una superficie semi-infinita.
En la Figura 2.20 se muestran las variables del problema. Nétese que aunque se
repite parte de la nomenclatura empleada en el problema del agujero, el significado
de las variables ha cambiado.

Y
(rr, YK)
T9 1
X
e ——
CK CK

Figura 2.20: Dislocacion de cufia en las cercanias de un medio semi-infinito.

La expresién de las funciones Kjjj, resulta ser:

YK yK [2x2 dyrC [4a3
Ko (oa) = Rz [32% + k] + 3 [722 + 1] R —2(Ck — x2) + (22 — Ck)

2 2 T2
(2.50)
yk [ 223 dyrC [4x2
Kayy) A 21 —vk] - vz {_%2 - } + v T;(CK — 22) + (372 — (k)
(2.51)
1 o [222 4xoC [423 2k
K (zy)zﬁ[l’%_ ?{]—% {—%2— }‘1‘ s T;(CK_$2)+(4372_3CK) 2
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1 o 9 To 21’% 4xoCx 4:17% 20k
Kyom) = — [22 — 2] -22 |22 1| - 22 ¢k — 225 — 3Cx) | — K
y(zx) rzll [xl yK} T% [T% } T% T% (CK 552) Jr( T2 CK()2 53{3
T xo [222 dzoC [423 2(K
R = T o+ 95 (B + T [0+ 0 - 00] 2
(2.54)
YK yk [ 223 AyxC [4a3
Kyp = Jr [ =v°] =05 [—5 - 1} — = [ G a) (@2 = Gx)
(2.55)
siendo
1 =2k —Ck , T2=2Tg+ (K
Aedhoerk  dedek o doaded o)

2.6. Equilibrio de dislocaciones de cuna en un me-
dio semi-infinito sometido a un estado tensio-
nal plano.

Ahora se estd en disposicion de estudiar el problema de un conjunto de dislo-
caciones de cuna perpendiculares a un medio semiinfinito. Igual que ocurria para
el medio infinito los problemas en el eje = e y estan desacoplados, asi que se va a
estudiar por un lado el equilibrio de dislocaciones con vector de Burgers b, y una
tension externa tangencial y por otro el equilibrio de dislocaciones con vector de
Burgers b, y una carga externa normal.

El primer problema se presenta en la Figura 2.21, con un conjunto de disloca-
ciones de cuna distribuidas en la perpendicular a un medio semiinfinito (sélido en
x > 0) sometido a una tensién externa o, (x) = 7(x). En primer lugar se calcula
la fuerza que una dislocacién cualquiera del dominio situada en (¢, 0) ejerce sobre
otra dislocacién del dominio, de coordenadas (x,0). Ambas tienen vector de Bur-
gers b,. De la expresion de las tensiones (2.43) se deduce que para dislocaciones
con vector de Burgers b, sélo intervienen los nicleos K10y, Ko(ay) ¥ Ku(yy)- Si
se particularizan las expresiones de los ntucleos para y; = 0 se tiene que el nicleo
K (22 €s igual a cero. Pero ademds segiin la ecuacién de Peach-Koehler (2.15),
un campo tensional oy, no ejerce ninguna fuerza sobre una dislocacién con b.
Asi que para la obtencién de la fuerza sélo se ha de tener en cuenta el nicleo
K (2y), quedando la expresion:
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Figura 2.21: Dislocaciones de cuna sometidas a tensién tangencial en un medio

semiinfinito.
. 24 .
F = O'xybx 1 = mbin(wy) 1 =
2ub§ { 1 1 2¢ n 4¢? } . (2.57)
_ _ — 7 .
mk+1) [v—¢C z+¢ (z+¢)? (v+()3

Se puede realizar un planteamiento similar para las dislocaciones con vector
de Burgers b, y una carga externa normal (Figura 2.22). Para este problema el
tinico ntcleo que es distinto de cero es el K (,,) y la expresion de la fuerza de una
dislocacion del dominio sobre otra resulta:

2
o 2u? [ 1 1 2 4¢2 }j (258)

Tkt ) lz=¢ 7+¢ (@t02  (@topP

De modo que de nuevo las expresiones de las fuerzas entre dislocaciones ob-
tenidas para el caso tangencial y normal son las mismas. Ya es posible plantear
el equilibrio de fuerzas sobre una dislocacién infinitesimal genérica situada en la
posicién z de la misma forma que se ha hecho en ocasiones anteriores con la parti-
cularidad de que el término proveniente del resto de las dislocaciones tiene en esta
ocasién cuatro sumandos. La expresion resultante final es la misma para el caso
tangencial y normal

2
QS [ JQdE [ 25 / IO 1 =
p T—C p T+¢ p (x+) p (z+) A
(2.59)
con el término de la tensién externa o (z) tomando el valor o, para el equilibrio
de las dislocaciones con vector de Burgers b, y el valor o, para las dislocaciones
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Figura 2.22: Dislocaciones de cuna sometidas a tensiéon normal en un medio
semiinfinito.

con vector by,.

En el préximo capitulo se proporcionan las técnicas necesarias para resolver
las ecuaciones integrales del tipo de las que se han obtenido. Sus soluciones seran
utilizadas en el estudio de la evolucién de las grietas y sus zonas plasticas asociadas
sometidas a carga ciclica.
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Capitulo 3

El modelo microestructural

En este capitulo se describe el modelo microestructural desarrollado por Na-
varro y de los Rios [1-3] ¥ que estd basado en el trabajo cldsico de Bilby, Cottrell
y Swinden [4] en el que la grieta y su zona pldstica asociada se representan me-
diante un conjunto de dislocaciones. El modelo permite analizar el crecimiento de
microgrietas en metales sometidos a carga ciclica y predecir el limite de fatiga del
sélido. Se propone un avance de la zona plastica a saltos, como consecuencia de la
interaccion de la grieta con las barreras microestructurales del material, i.e. bordes
de grano. El avance de la grieta se produce si la tension en la barrera alcanza un
cierto valor umbral capaz de activar el deslizamiento de dislocaciones en el siguien-
te grano. Se presenta el modelo para el caso sencillo de una grieta en un medio
infinito sometido a carga tangencial, problema para el que se conoce la solucién
analitica del equilibrio de dislocaciones.

Como se ha visto en el capitulo anterior, las ecuaciones que describen el equi-
librio de dislocaciones son ecuaciones integrales con ntcleos mas o menos com-
plicados, incluyendo el término singular de Cauchy, lo que hace practicamente
imposible su resolucién analitica, salvo en los casos mas simples. De forma que la
utilizacién generalizada del modelo microestructural obliga al empleo de métodos
numéricos para la resolucién de las ecuaciones integrales singulares del proble-
ma. Existen diversas formas de obtener una solucién numérica aproximada de una
ecuacion integral singular y que se basan en el uso de cuadraturas. A partir de la
cuadratura de Gauss los autores Erdogan, Gupta y Cook desarrollaron dos formas
de integracién numérica aproximada [5-7]. Ambas formas se basan en el uso de
polinomios ortogonales aproximantes. La primera de ellas utiliza un desarrollo en
serie infinito y ciertas propiedades de los polinomios ortogonales para obtener un
sistema de infinitas ecuaciones lineales. Truncando el sistema se obtiene una solu-
cién aproximada. La segunda forma parte de un polinomio aproximante de grado
finito y también utiliza propiedades de polinomios ortogonales. La principal venta-
ja del segundo tipo respecto al primero es que no requiere realizar una evaluacién
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numérica de integrales [8].

En este trabajo se ha empleado el segundo método de Erdogan, Gupta y Cook
para resolver las ecuaciones integrales singulares. Se muestra su aplicacién al caso
de una grieta en un medio infinito cargada en Modo I, cuya solucién analitica es
sobradamente conocida. Este andlisis permite precisar la aplicabilidad del método
numeérico para problemas méas complicados cuya solucion analitica se desconozca.
Es necesario resaltar que el modelo fue desarrollado principalmente para la reso-
lucién de problemas en los que la funcién de distribucién de dislocaciones f(()
es singular en al menos uno de los extremos del intervalo de integraciéon, como
son los problemas de obtenciéon del factor de intensidad de tensiones en Mecanica
de Fractura. Sin embargo el andlisis de crecimiento de grietas pequenas requiere
soluciones en las que f(¢) sea acotada en los extremos. La aplicacién directa del
método numeérico no recoge de forma exacta la discontinuidad en la funcién solu-
cion que se debe producir en las transiciones entre grieta, zona plastica y barrera.
Esta dificultad se ha superado dividiendo el intervalo de integracién en varios tro-
zos, uno para cada zona, de modo que la funcién f(¢) obtenida numéricamente
resulta practicamente semejante a la obtenida analiticamente. Lo mismo se puede
decir del valor de la tensién en la barrera.

Para terminar el capitulo se ha aplicado la técnica numérica al caso de una
grieta en un medio semi-infinito cargada también en Modo I. De este problema
no se conoce la solucién analitica de la funcién solucién f(¢). Sin embargo su
estudio resulta muy interesante ya que se obtiene un valor de la tensién en la
barrera que es de 1.12 veces el obtenido para el caso infinito. Esta proporcion
es similar a la existente entre los factores de intensidad de tensiones para ambos
casos, poniendo de manifiesto la capacidad que tiene el modelo microestructural
resuelto mediante la técnica numérica para reproducir correctamente los problemas
de grietas en sé6lidos y estableciendo una conexién entre el modelo microestructural
y la Mecénica de Fractura.

3.1. Representaciéon de una grieta en un medio
infinito mediante dislocaciones. Modelo de
Bilby, Cottrell y Swinden.

Considérese un cuerpo infinito con una grieta de longitud 2a cargada en modo
II. Delante de la grieta se prolongan las zonas plasticas hasta una longitud total de
2¢, representada como una zona lineal. La grieta y la zona plastica se modelan me-
diante un conjunto de dislocaciones de cuna con vectores de Burgers en la direccion
x (Figura 3.1). La grieta y la zona pldstica se diferencian por tener diferente tensién
de friccién oy: oy = o7 sobre la grieta y oy = oo sobre la zona pléstica. Si no
existe contacto entre las caras de la grieta se puede suponer o7 = 0. La tension
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o9 se considera igual al limite elastico, al menos cuando la zona plédstica cubra
un suficiente nimero de granos. Este tipo de representacién fue introducida en un
trabajo cldsico de Bilby, Cottrell y Swinden [4] y ha sido ampliamente utilizada
en la literatura [9-11]. Se suele denominar de forma abreviada como modelo o
representacion BCS.
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Figura 3.1: Representacién de una grieta y su zona plastica mediante
dislocaciones.

La ecuacién que determina el equilibrio de dislocaciones es una ecuacién in-
tegral tipo Cauchy semejante a las mostradas en el capitulo anterior (nétese que
el planteamiento y la ecuacién serfa la misma para el caso de modo III y I). La
ecuacién adimensionalizada respecto a la longitud 2c es la siguiente:

A/_le(z_C—‘r(T—O'f):O (3.1)

Esta ecuacién integral, cuya incégnita es la funcién de distribucién de disloca-
ciones f((), puede resolverse analiticamente mediante el teorema de inversién de
Muskhelishvili [12]. Admite dos tipos de soluciones dependiendo de que se conside-
re la funcién de distribucién de dislocaciones f({) acotada en los puntos extremos
del dominio o no [13]. Las soluciones no acotadas se usan para obtener Factores de
Intensidad de Tensiones en los problemas singulares tipicos de Mecéanica de Frac-
tura, donde no se considera la zona plastica. Por el contrario, en los problemas
aqui considerados la existencia de la zona pldstica garantiza la relajacion de la
singularidad debiéndose usar, por tanto, soluciones acotadas. En el caso de que
la tension aplicada sea uniforme y la tensién de friccién en la zona pléstica sea
constante la solucién acotada del problema resulta ser la siguiente [13]:

1+n¢

Q) =55 [cosh_l ( 1{_”5’) — cosh™! ( e ﬂ (3.2)

Con n = £. Puede demostrarse que la solucién acotada existe si y sélo si se
verifica cierta condicion de existencia que, para este caso concreto, resulta ser
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la conocida relaciéon de Dugdale, expresion que da el tamano relativo de la zona
plédstica respecto al tamano de grieta en funcién de la carga externa aplicada:

a ™ T
E = COS (20_2> (33)

Esta solucién sélo tiene sentido cuando la tension aplicada 7 estd por debajo de
la tension de friccidn. Y esto suele ser lo normal cuando o5 se toma igual al limite
elastico. A partir de la solucién f(¢) se puede definir el desplazamiento relativo
entre las caras de la grieta [14],

o(z) = b / £(0) d¢ (3.4)

que permite obtener el desplazamiento de apertura en el vértice de la grieta,
Crack tip opening displacement (CTOD) para modo I o Crack tip sliding displa-
cement (CTSD) para modos IT y III.

3.2. Modelo de crecimiento de microgrietas

A partir del modelo BCS, Navarro y de los Rios [1-3] desarrollaron un modelo
para crecimiento de microgrietas por fatiga en sélidos sin entallas. Los autores
suponen que el desplazamiento plastico debido a fatiga tiene lugar en bandas de
deslizamiento rectilineas que van a lo largo de los granos del sélido. Se supone
que la microgrieta surge en aquel grano que, por su tamano y orientacién cris-
talografica, presenta mas facilidad para la formaciéon de bandas de deslizamiento
persistentes. La grieta y la zona plastica asociada a ella se extienden hasta alcan-
zar la primera barrera microestructural, generalmente un limite de grano, donde
permanece bloqueada hasta que la grieta alcanza una longitud critica tal que en
la barrera se alcanza una tension local capaz de activar el deslizamiento en el
siguiente grano. El proceso de crecimiento y bloqueo en la barrera se va produ-
ciendo grano a grano, de modo que la zona plastica avanza a saltos, de acuerdo
con lo observado experimentalmente en grietas pequenas. Se predice un ritmo de
propagacion de grieta oscilante pero con amplitudes cada vez menores conforme
avanza la grieta. La grieta, su zona pléastica y la barrera se representa median-
te una distribucién continua de dislocaciones. La ecuacién de equilibrio de fuerzas
proporciona una relacion entre la longitud de grieta y la tensién local en la barrera.

En las Figuras 3.2 y 3.3 se muestra una representacién esquematica del mo-
delo. Se considera un soélido infinito de un metal, con un tamano medio de grano
D, sometido a tensién uniforme 7 y con una grieta de longitud 2a en su interior.
Se admite que la grieta ha sido nucleada en el interior de un grano y que su zona
plastica ha crecido hasta alcanzar ¢ granos, con ¢ = 1,3,5,.... Delante de los dos
bordes de grieta se encuentran sus zonas plasticas asociadas, que se encuentran
bloqueadas al final de un grano por la barrera. La posicion del limite de grano sera
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Figura 3.2: Grieta, zona pléstica y barrera en un medio infinito.
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Figura 3.3: Modelado mediante dislocaciones.

iD /2, que representa el numero de medios granos atravesados por la zona plésti-
ca de cada uno de los lados. Las tensiones 01,02, 03 representan la resistencia al
movimiento de dislocaciones en la grieta, zona plastica y barrera respectivamente.
La barrera microestructural se modela mediante una pequena zona de longitud
ro (ro < D), que representa el tamafo tipico de la interfase entre granos o la
distancia tipica a la que se encuentran las fuentes de dislocaciones activables en el
grano siguiente.

La ecuacién que determina el equilibrio de dislocaciones es de nuevo una ecua-
cién integral tipo Cauchy (3.1), aunque en este caso con la existencia de tres
subintervalos, que son los correspondientes a la grieta, la zona pléastica y la barre-
ra. El problema se resuelve aplicando el teorema de inversion de Muskhelishvili.
La solucién del problema para el caso acotado en ambos extremos resulta ser la
siguiente [13]:



68 El modelo microestructural

) o (2]} o

El problema ha de cumplir la condicién de existencia, cuya expresion es:

+ (03— 02) [cosh_l (

(o9 — 01) sen Yoy + (o3 — 02) sen Yng + 5 (r—o03)=0 (3.6)
Si se despeja o3,
= 71 [( —o1)se ! — sen~! + 77'} (3.7
o o o n- - n gosen” T n T
37 cos1 % 2 ! ! 2 2 2

A medida que la grieta va creciendo la tensién en la barrera o3 necesaria para
mantener el equilibrio va aumentando. La tensién o3 alcanza su valor maximo
cuando la grieta ha alcanzado justamente la barrera y practicamente no hay zona
pléstica (Figura 3.4). Considerando que no hay interferencia entre las caras de la
grieta (01 = 0) y para la grieta al borde la barrera (ny = ne = (¢D/2)/(iD/2 +
ro) ~ 1) se obtiene:

o3 = _ {gT} (3.8)
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Figura 3.4: Grieta alcanzando la barrera.
El paso de la grieta al siguiente grano se producira si la tension oz alcanza

un valor critico tal que posibilite la activacién de fuentes de dislocaciones. La
condicién critica de activacién se escribe como

= = T (3.9)
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donde m] es un factor de orientacién cristalografica que proyecta en el plano
y direccion de deslizamiento de la fuente en el grano adyacente la tensién og
y 7 es la tensién critica necesaria para activar fuentes de dislocaciones. Si se
igualan ambas ecuaciones se obtiene la tensién aplicada minima necesaria 7y; para
activar deslizamiento plastico en el siguiente grano (se emplea la aproximacién
cos Lny = (2(1 — ny))2 ~ 2(r} /iD)2):

. 1
4 * 1 T :
TLi = ; m; T, <Z.g> (310)

Con la formulacién presentada y para un componente sin concentraciones de
tensiones el limite de fatiga se obtiene formalmente para ¢ = 1 en la ecuacion
anterior,

1
4 A

— Zm* 9 11

TFL . mlTC (D (3 )

Respecto a los pardmetros 7§ y 72 s6lo es posible hacer una discusién cualitativa
sobre su evolucién con el aumento de i. Pueden darse argumentos justificados para
considerar tanto aumentos como disminuciones de ambos pardmetros. Se pueden
citar el incremento en la densidad de dislocaciones, el endurecimiento por defor-
macién, las alteraciones en el grosor de las bandas de deslizamiento, la generacién
de fuentes de dislocaciones no bloqueadas, etc. Dado que la influencia de algunos
de estos factores tiende a oponerse a las de otros, se ha supuesto que sus evolucio-
nes se compensan y proporcionan un producto constante. Bajo esta suposicion se
puede obtener una relacién entre 7r; v Tpr:

*

LT E i=1,3,5,... (3.12)
1 Vi

La representacién en coordenadas logaritmicas de la ecuacién anterior respecto
a la variable a; = iD/2 proporciona el diagrama de Kitagawa-Takahashi [15].
De modo que, como fue indicado por de los Rios [16], a partir del diagrama
de Kitagawa-Takahashi del material puede obtenerse la secuencia de cocientes
(m¥/m3). La recopilacién de valores para diversos materiales realizada por Valle-
llano [17] muestra que los valores de (m’ /m7}) se encuentran en una banda entre
3 y 4. Pero si se realiza una interpretacién de los m} como factores de orientacién
exclusivamente los valores del cociente (m’, /m7}) se encontrarian en torno a 1.5,
valor muy alejado de la banda experimental 3 — 4. Esta discrepancia puede estar
basada en que en el modelo tedrico no se tiene en cuenta el cierre de grieta, cuyo
papel depende de la longitud de grieta y es mayor para grietas grandes y desprecia-
ble para grietas muy pequenas. Por tanto, si se tiene en cuenta la combinacién de
la orientacién cristalografica y del cierre de grieta se puede explicar la progresién
del pardmetro (m;/m7) hasta los valores 3 — 4.

3

TFL
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Los dos pardametros de los que depende 7r; en la ecuacién (3.12) tienen una
evolucién opuesta. El término 1/ Vi decrece con el crecimiento de la grieta mien-
tras que el término (mj/m7) aumenta con el crecimiento de la grieta. La forma
final del diagrama de Kitagawa-Takahashi es el resultado de la interaccién entre
estos dos mecanismos: por un lado el aumento de la capacidad de la grieta para
superar barreras conforme su longitud se incrementa y por otro lado el aumento
de la resistencia de las barreras al crecer la grieta. En los primeros granos los dos
mecanismos parecen compensarse de modo que el diagrama en esa zona es practi-
camente horizontal. Conforme aumenta el nimero de granos el crecimiento del
cociente (m}/m}) se satura y a partir de ahi el término 1/+/i hace que el diagra-
ma tienda a la recta de pendiente —1/2 en coordenadas logaritmicas, caracteristica
de la MFEL.

Cuando no se dispone del diagrama de Kitagawa-Takahashi del material el
valor de 77; se puede approximar mediante la siguiente relacién [17]:

Vo — (3.13)
((iD/2)! +af - (D/2)1]

TLi = TFL

siendo ag = [Kihoo /orL]? /7. Respecto al exponente f, el valor de 2.5 ha resul-
tado apropiado para un amplio rango de materiales.

3.3. Extension del modelo microestructural.

Cuando se intenta extender el modelo microestructural a situaciones més gene-
rales tanto en la geometria del sélido como en la carga aplicada, como podria ser el
caso de un cuerpo entallado sometido a Modo I, se obtienen ecuaciones integrales
singulares cuya resolucién analitica es, hasta la fecha, y segin el conocimiento del
autor, practicamente imposible. En los niicleos de las ecuaciones, ademds de las
singularidades tipo Cauchy que reflejan la interaccién entre las propias dislocacio-
nes, aparecen términos cuadraticos y cubicos en el denominador provenientes de
la interaccién con la superficie de la entalla. Para solucionar las ecuaciones obte-
nidas es necesario recurrir a técnicas de integraciéon numérica. Las técnicas maés
clasicas de resolucion de ecuaciones integrales hacen uso de las féormulas de cuadra-
tura. Sin embargo las cuadraturas habituales no son de aplicaciéon para ecuaciones
integrales con singularidades, siendo necesario modificarlas para que puedan ser
utilizadas. A continuacion se va a describir brevemente el concepto de cuadratura,
introduciéndose posteriormente la técnica numérica que permite resolver ecuacio-
nes integrales singulares y por tanto extender el modelo microestructural al estudio
de grietas en situaciones mas generales.
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3.4. Resoluciéon de ecuaciones integrales. Cuadra-
tura de Gauss y polinomios de Jacobi

Las férmulas de cuadratura permiten aproximar una integral definida por un
sumatorio de términos de la forma siguiente:

JRCECE S AT (3.14)

Es decir, se evalia la funcién ¢(¢) en ciertos puntos del intervalo de integracién
y la integral definida se aproxima por el sumatorio de los valores de la funcion
en esos puntos multiplicados por unos ciertos factores de peso. Gauss propuso
no emplear puntos de integracién equidistantes con el propdsito de mejorar la
precision de la aproximacion de la integral. En concreto si se toma los puntos de
integracién como las raices del polinomio de grado N que es ortogonal a todos
los polinomios de grado menor en el intervalo [a,b] respecto a la funcién w((),
denominada funcién peso, se obtiene una férmula de cuadratura que es exacta
para una funcién polinémica f(z) de grado hasta 2N — 1 [18]. Ello supone una
gran mejora respecto a la precisién de N — 1 obtenida con el empleo de puntos
equidistantes. En el caso concreto de la cuadratura de Gauss la funcién de peso
tiene la siguiente expresion:

W) =1-0*1+¢)7, ~1<a,f (3.15)

Los polinomios de Jacobi P](Va’ﬁ )(C ) son ortogonales respecto a la funcién peso
w(¢) = (1 = ¢)*(1 +¢)P en el intervalo [—1, 1], es decir, cumplen:

1
/ P](Va,,@)(c) Pﬁ?”@)(g) w(O)d¢ = by N, M=0,1,2,... (3.16)
-1

Los puntos de integracién son justamente las raices del polinomio ortogonal de
Jacobi de grado N, P](\,a”g )((). Los valores de los puntos de integracion y de sus
pesos correspondientes se encuentran tabulados para esta cuadratura y también
para otras que son de uso habitual [18].

Existen un grupo de procedimientos de resolucién numérica de ecuaciones in-
tegrales que se basan en las formulas de cuadratura para el cdlculo de integra-
les [19,20]. Considérese una ecuacién integral de Fredholm de primer tipo cuya
incégnita es la funcién ¢(():

1
/ w(¢) K(2,) (Q) d¢ = P(x) , (-1 <z <1) (3.17)

—1
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Aplicando la férmula de la cuadratura para una serie de puntos xp (k =
1,2,...,N), se transforma el problema en un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales con las incégnitas discretas ¢(¢;), (i =1,2,...,N):

D Wi K (2, G) (G) = Pla)

=1
(-l<mp<1,k=12...,N) (3.18)

En el caso de que la funcién K(z,(;) presente una singularidad dentro del
intervalo de integracién no es posible aplicar las formulas de cuadratura habituales.
Existen diversas técnicas numeéricas para resolver los problemas con singularidades.
Una de estas técnicas fue propuesta por Erdogan, Gupta y Cook y es aplicable
a una ecuacién integral singular tipo Cauchy, del tipo de las que se obtienen
en el problema de equilibrio de dislocaciones. Este método hace uso de diversas
propiedades de polinomios ortogonales y logra que se pueda aplicar la férmula de
cuadratura de Gauss a un ecuacién integral con singularidad. A continuacién se
va a describir este método.

3.5. El método de Erdogan, Gupta y Cook para
ecuaciones integrales singulares

Considérese una ecuacion integral singular tipo Cauchy expresada en su forma
general:

d_gw L (cl<az<1) (3.19)

1 !

s == [ ¢

)=~ | 10

siendo f(¢) la funcién incégnita. El nicleo del problema K(x,{) = 1/(¢ — z)

es singular dentro del intervalo de integracién para un valor de { = z. Se puede

expresar f(¢) como el producto de dos funciones, al modo de la ecuacién de la
cuadratura de Gauss, mostrada anteriormente:

dg

(—z’

La funcién peso de la cuadratura de Gauss, y por tanto el valor de los puntos
de integracién y los pesos, depende del comportamiento de la funcién incégnita en
los extremos del intervalo de integracién, en concreto de si toma valores acotados
o singulares en ellos. De modo que se obtienen diversas férmulas de cuadratura
dependiendo de la condicién de los extremos. Se va a describir la obtencion de las
férmulas de cuadratura para el caso de que la funcién tome valores acotados en los
extremos, por ser el de aplicacién directa para la ecuacién obtenida con el modelo
de dislocaciones para la grieta y la zona plastica. Para las otras condiciones de

S(a) = - / 00) wl€) (—1<z<1) (3.20)
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extremo el desarrollo es similar [7].

En el caso de una funcién incégnita f(¢) que toma valores acotados en los
extremos del intervalo la funciéon de peso apropiada es la siguiente:

W@ =1-Q 1+ =1~ (3:21)

es decir: a = % y 0= % Esta funcién toma el valor cero en ambos extremos

del intervalo. Para este problema se suelen utilizar los polinomios de Chebyshev

de segundo orden Uy ({) y para el caso de o = —% , b= —% se suelen utilizar los

polinomios de Chebyshev de primer orden T (¢), que son multiplos normalizados

de los polinomios de Jacobi PJ(VE’E)(C )y PI(\;E’iE (¢) respectivamente. La relacién
entre los polinomios de Jacobi y los de Chebyshev es la siguiente [21]:

Un(¢) = (2gn11)"" P2 (C)

Tn(¢) = (gv) ™ Py 27 (Q) (3.22)

2N
_ 5-2N
gN =2 < N )

Dado que los polinomios de Jacobi y los de Chebyshev constituyen un sistema
ortogonal completo, la funcién ¢(¢) se puede expresar como un desarrollo en serie
de estos polinomios. A continuacién se aproxima la funcién ¢(¢) por el siguiente
desarrollo en serie truncado:

$(Q) =Y B; Us(Q) (3.23)
§=0

Sustituyendo en la ecuacién integral queda:

sw =1 [ 2B u0w0 =308 [ nowe

(3.24)
Erdogan, Gupta y Cook proporcionan una ecuacion que, mediante propiedades
de polinomios ortogonales, permite eliminar la singularidad de la ecuacion integral.

L s dg L@l —a) |5 L-a-8
B O e RE R O I CED

Siendo § = —(a+ ). A partir de las propiedades de la funcién Gamma [22] y
de la relacién entre los polinomios de Jacobi y los de Chebyshev mostrada ante-
riormente se puede particularizar la ecuacién para poderla aplicar al problema de
estudio, resultando:
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1
l/ UnlQ) wl(Q) 72 = Ty (@) (3:26)

T J_1 (—=x

Si se introduce en la ecuacién general queda:

S(z) == Bj Tj(x) (3.27)
j=0

De modo que se ha eliminado la singularidad de la ecuacién integral, pasando a
ser las incégnitas del problema los coeficientes B;. Erdogan et al. utilizan atn otra
propiedad de los polinomios de Chebyshev para volver a la forma del problema en
que la incognita es la funcién ¢:

N

- (1—u3)
Tj+1(vk) - Z (N + 1)(u; —vg)

Uy (u:) (3.28)

i=1

Esta ecuacion es sélo aplicable en ciertos puntos u; y vi, denominados puntos

de integracién y de colocacién respectivamente. Estos puntos concretos son pre-

cisamente las raices de los polinomios de Chebyshev de segundo orden y primer

orden, de manera que la evaluacién de la ecuacion exactamente en estos puntos
permite simplificar su expresién.

En el Apéndice A se muestra de forma completa la obtencion de esta ecuacién.
En concreto los puntos de integracién y colocacion del problema resultan ser:

1
i = i =1,....N 3.99
u COS<7TN+1> i (3.29)
2k —1
= — k=1,...,N+1 3.30
v = cos (WQ(N+1)> oo N+ (3.30)

Obsérvese que se obtienen N 4 1 puntos de colocacién frente a N puntos de in-
tegracién. El nimero de puntos de colocacién depende del valor de § en la ecuacién
(3.25). Para este problema el valor de § es —1, con lo que se obtiene un punto de
colocacién mas. Ello implica que se obtenga también una ecuacién de maés, lo que
como se verd en el préximo apartado, resulta de gran importancia en la aplicacién
de la técnica al problema de la grieta y su zona plastica.

Finalmente se introduce la ecuacién anterior en la ecuaciéon general de modo
que la ecuacién integral singular se transforma en un sistema de N + 1 ecuaciones
lineales con N incégnitas, que son los N valores discretos de la funcién ¢(u;):

S _f:B_g: (1_%2) U, '_ﬁ[: zp:B-U- _ (1—u12)
(vk) N X J N (N+1)(U1_Uk) J(Ul) B ; J J(Ul)(N—f—l)(ul—Uk)
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3.6 Aplicacién al problema de una grieta en modo I en un medio infinito

1 — 2
(1 =) k=1,...,N+1 (3.31)

[fb(ul) (N+1) (u; —vg)

p>

=1

Aplicacion al problema de una grieta en mo-

3.6.
do I en un medio infinito

A continuacién se van a emplear las ecuaciones obtenidas anteriormente para
el problema de una grieta y su zona plastica en un cuerpo infinito cargado en modo

I. El problema viene representado por la siguiente ecuacion:
(3.32)

) - opt) = 1 [ LK o <1

2p
Se considera una tensién de friccién oy nula en la grieta (o1 = 0), y de valor

o9 en la zona pldstica. La tensién aplicada se supone uniforme (Figura 3.5).

fog” t f f

I
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1 z,¢

0
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Figura 3.5: Grieta sometida a Modo I en un medio infinito.

Se vuelve a repetir la solucién analitica del problema por comodidad en el

seguimiento de la explicacién:
g9 1 1-—n C 1 1 +n C
_ 2z sh > _ sh _ .
f(Q) = [cos ( s D cos ( e (3.33)
(3.34)

a woy°
n = — = COoS
c 2 o9

Para aplicar el método, la funcién incégnita f(¢) ha de escribirse como el
producto de una funcién continua suave ¢(¢) por una funcién de peso w(():
(3.35)
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siendo en este caso w(¢) = /1 — ¢2. El método numérico proporciona un con-
junto de valores ¢(u;), de modo que se obtiene una solucién final de la funcién
incégnita que es aproximada en una serie de puntos discretos u;:

fug) = o(u;) wluy) 1=1,...,N. (3.36)

La aplicacién del método numérico implica la resolucién del siguiente sistema
de ecuaciones:

N
K+1 o(u;)
_T[gy(vk)—af(vk)}:;va_’ui k=1,...,N+1. (3.37)
Con:
u; = COS ‘ UL = COS %7_1 W——l_ul2
TN 1 F= S\ Ty 1) TN
i=1,...,N. k=1,...,N+1. (3.38)

Como ya ha sido comentado la tensién de fricciéon toma un valor cero en la grieta
y un valor o3 en la zona plastica. Por lo tanto para poder definir los términos o (vy)
del sistema de ecuaciones es necesario conocer la posicion de la transicién grieta-
zona plastica n, que permita saber los v que estan en la grieta y los que estan en
la zona plastica. Si se impone como parametro el valor de n, el término izquierdo
del sistema de ecuaciones queda completamente determinado a excepcion del valor
de la tension de friccion o5 en la zona plastica. De modo que en ese caso se tiene
un sistema de N + 1 ecuaciones lineales que permite calcular los N valores ¢(u;)
y el valor de la tension de friccién en la zona plastica oy. Para los diversos valores
de n € [0,1] se obtienen las respectivas soluciones numéricas de ¢ y el valor de la
tension oy correspondiente. Es decir, el método numérico no sélo permite obtener
la funcién f(¢) sino que ademds proporciona de forma implicita la ecuacién de
existencia del problema, que relaciona el tamano relativo de zona plastica con la
tension de friccién.

3.6.1. Solucion numérica obtenida

En la Figura 3.6 se muestra la solucién numérica de f({) obtenida para un
valor de n» = 0.75 y un nimero de ecuaciones de N = 200. Su evolucién es muy
parecida a la solucién tedrica aunque siempre con valores ligeramente inferiores.
Recoge perfectamente el caracter antisimétrico de la soluciéon y también las pen-
dientes muy acusadas de la funcién cuando se aproxima a las transiciones entre
la grieta y la zona plastica. Los valores numéricos maximos que se obtienen de la
funcién en las cercanias de esta transicién obviamente no alcanzan el valor tedrico,
que es tendente a infinito. La resolucién del sistema de ecuaciones proporciona
también la tensién de friccién o9 en la zona pldstica. Para esta posicién de la
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grieta de n = 0.75 la tensién de friccién tedrica obtenida a partir de la ecuacién
de existencia es 05*° = 2.173 MPa. El resultado numérico es g5“™ = 1.848 MPa,
ciertamente muy por debajo del resultado tedrico. Se ha intentado mejorar este
resultado aumentando el niimero de ecuaciones hasta un valor de N = 1000 pero
el valor de la tension practicamente no ha cambiado. Este apreciable error en la
tension de friccion obtenida estd motivado por el tipo de cuadratura empleado. La
cuadratura para una funcién f(¢) acotada en ambos extremos tiene muchos puntos
de integracién en las zonas de los extremos precisamente porque es en esa zona
donde la funcién toma valores cercanos a cero y donde es mas facil que se cometan
grandes errores en la aproximacién de la funcién. Por contra tiene muchos menos
puntos en la zona central. Este problema sin embargo requiere una gran precisién
alrededor de las transiciones grieta-zonas plasticas, que evidentemente estan ale-
jadas de los extremos salvo en el caso de que n tome valores muy cercanos a cero
o uno, de modo que esta cuadratura no puede proporcionar mucha exactitud en
esa zona critica. Esta falta de precisién en la zona de transiciéon provoca que los
valores numéricos de f({) en esta zona sean mucho més bajos que los teéricos, de
ahi que la tensién de friccién obtenida sea también mads baja, ya que se requiere
menos tensién de friccién para equilibrar las dislocaciones del dominio.

20 I

e o f(¢) numérica

— f(Q) tedrica

n =0.75

10 oy =1 MPa

o3 teor = 2.173 MPa
o3 num = 1.848 MPa

QA °
o5
—10

Figura 3.6: Solucién numérica de f(¢). Un intervalo de integracién.

Lo ideal para este problema pues, seria desarrollar una cuadratura especifica
que utilizara un gran numero de puntos en las zonas de transicién y por tanto en la
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que la ubicacién de los puntos de integracién dependiera del parametro n. Existe
otra opcién que permite utilizar las cuadraturas habituales y consiste en dividir
el intervalo en subintervalos, uno para la grieta y otros dos para las dos zonas
plasticas. Ello implica utilizar tres cuadraturas, una para cada subintervalo, crea-
das para funciones del tipo acotado-singular o singular-singular en los extremos.
Este tipo de cuadraturas si proporciona un niimero alto de puntos de integracion
en las cercanias del extremo singular, que para nuestro problema corresponde a
las zonas de transicién. De modo que se podria alcanzar una gran precision en la
zona de transicién y por tanto también en la tensién de friccién oy. Esta idea de
division en varios intervalos ha sido tomada de un trabajo no publicado realizado
en 1996 por Vallellano. Esta técnica también ha sido utilizada por Porter et al. [23]
para el estudio del factor de intensidad de tensiones de una grieta que cambia de
direccién. A continuacion se va a mostrar la técnica de divisién en subintervalos
utilizando las cuadraturas de Erdogan et al. y su aplicacién al problema de la
grieta con su zona plastica.

3.7. Utilizacion del método en varios intervalos

En primer lugar se van a definir las férmulas de cuadratura que se obtienen para
el resto de condiciones de extremo de la funcién f(¢). El proceso de obtencién de
las mismas es similar al ya presentado anteriormente para el caso acotado-acotado
en los extremos y se muestra en los trabajos de Erdogan [7]. La cuadratura para
una funcién singular en el extremo izquierdo del intervalo y acotada en el derecho,
en adelante singular-acotada, es la siguiente:

1-¢
Funciéon de peso: =4/ — 3.39
ncion de peso: wl) = /17 (3.39
2% % — 1 2(1 — u;)
i = = H/’i = -
Ui = cos (”2N+1> Uk = €08 (”2N+1> N +1
i=1,...,N. k=1,....N. (3.40)

Esta cuadratura proporciona un sistema de N ecuaciones lineales para N va-
lores de la funcién incégnita ¢(u;). Para obtener una funcién acotada-singular, en
la nomenclatura equivalente a la anterior, se emplea una cuadratura simétrica a
la misma respecto al centro del intervalo de integracién, resultando:

1
Funcién de peso: w(¢) = 1%5 (3.41)
s = cos (r 2L v = cos [ m—2F w, = 20+ uw)
T\ MaN 1 FE\MaN 1 TN+

i=1,...,N. k=1,...,N. (3.42)
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De nuevo se obtiene un sistema de N ecuaciones lineales para N valores de la
funcién incégnita ¢(u;). Por tltimo se va a recoger la férmula de cuadratura para
el caso de la funcién singular-singular en los extremos, necesaria para proximos

apartados:
., 1
Funcién de peso: w(() = ”17@ (3.43)

u; = COS 2i—1 VL = COS E W-—l
i "N k= N iTN

i=1,...,N. k=1,...,N—1. (3.44)

En este caso la cuadratura proporciona N —1 ecuaciones lineales y N valores de
la funcién incégnita ¢(u;). Noétese el diferente niimero de ecuaciones que propor-
ciona la cuadratura de Erdogan et al. para las diferentes condiciones de extremo
de la funcién f(¢), derivado de los diferentes valores del pardmetro ¢ en cada caso.

Una vez definidas las cuadraturas es posible retomar de nuevo el problema de
la grieta y su zona plastica. Por simplificar se va a aplicar simetria al problema,
de modo que se va a estudiar media grieta y una sola zona pléstica. Ello permite
estudiar el problema con sélo dos intervalos en vez de tres. En la Figura 3.7 se
muestra una representacién del mismo.

Por b

Figura 3.7: Divisién en dos intervalos. Aplicacién de simetria.

El dominio se ha dividido en dos partes, la grieta y la zona plédstica. En cada
zona se utilizan las variables de posicién z1,(; y x2, (> respectivamente. La fun-
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cién f(¢) se ha dividido en dos funciones, f1({1) para la grieta y fa((2) para la
zona plastica. Por la forma de la solucién obtenida anteriormente serd necesario
aproximar la funcién f1(¢1) con una cuadratura del tipo acotado-singular en los
extremos y la funcién f5(¢2) con una cuadratura del tipo singular-acotado en los
extremos. Ello implica que el problema numérico quede constituido por dos ecua-
ciones integrales singulares de equilibrio, una por cada intervalo. En cada ecuacion
de equilibrio se obtienen dos integrales, que representan la fuerza realizada por las
dislocaciones de cada intervalo sobre la dislocacion genérica ubicada en x1 o .
En cuanto al nicleo de la integral, designado genéricamente como K (z, (), hay que
modificar su expresiéon para considerar la condicién de simetria. En el Apéndice
B se muestra la obtencién del nticleo de un problema al que se ha aplicado sime-
tria K(z,() a partir del nicleo general del mismo problema sin la aplicacién de
simetria K (z, (), resultando ser:

KS(CE7 C) = [K(l‘, C) - K(w7 _C)} (345)

Al aplicar este resultado al nicleo de Cauchy del problema del modo I en medio
infinito resulta:

(3.46)

K0 = | et | = o

+
P EEEYd RS
En lo que sigue de desarrollo y por simplicidad de escritura se va a seguir
empleando la expresién K (z, () para designar al nticleo, aunque realmente corres-
ponda al nicleo del problema simétrico K°(x, (). De modo que ya se pueden
escribir las dos ecuaciones integrales del problema:

n 1
ord0n] s =52 - = - [T @K@ 06+ T [ hGK @, GG
racfn, 1) =5 o ] = / (GO (2, G )G+ - / FaC2) K (2, )G

(3.47)

A continuacién se aplica un cambio de variable para transformar los dos inter-
valos originales en intervalos [—1, 1], necesario para poder aplicar las férmulas de
cuadratura. Las variables (;, x; se transforman en u;, v;. El cambio es el siguiente:

41:(U1+1)g l‘l—(l}1+1%
C2=<1_Tn>(u2+l)+n 2102:( )1)2-!-1
up, v € [—1,1] U2, v € [—1,1] (3.48)

Las ecuaciones de equilibrio escritas en las nuevas variables u;, v; quedan:
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K+1 1 [t n
x1€[0, n] o [0)° —0o1] = ;/1 fl(ul)K(vl,u1)§du1+
1! 1-
;[1 fz(uz)K(”Ul,UQ)Tnduz
k+1 I n
x2€n, 1] o [o0)° —02] = ;/1f1(u1)K(v2,u1)§du1+

1t 1—n
+*/ fa(u2) K (v2,u2) duy
T 1 2

(3.49)

A continuacién se aplica a cada una de las cuatro integrales el método de Fr-
dogan et al. para transformar las ecuaciones integrales en sistemas de ecuaciones.

Las cuadraturas empleadas se muestran en la Tabla 3.1

Cuadraturas
filug) w; (u;) Caso

fi(ur) = wiur)gr(ur) | wilur) = /1= 1+"1 Acotado-Singular

fo(ug) = wa(ug)do(uz) | walug) = /172 | Singular-Acotado

Tabla 3.1: Férmulas de cuadratura empleadas en Modo I medio infinito para

dos intervalos.

Ya se pueden escribir las ecuaciones de equilibrio transformadas en un sistema
de ecuaciones, con los puntos de integracién, los puntos de colocacion y los pesos
correspondientes a cada una de las cuadraturas empleadas. El sistema resultante

es el siguiente:

N

/<;+1 e 2(1+uu n
2# ; oN 1 (Ulkaulz>2¢1(ulz)+

— ug;) 1—n

i) o 4 k= 1,2, ces
+Z 2N—|—1 K (vig, uzi) B) P2 (u2;)
LS N 2(1 + upy) n
11

2,u Z ON 11 (UQk,U11)2¢1(U17,)+

=1

N.
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N

2(1 - U2i) 1—n
—K i) ——— i k=1,2,...N.
+; ON T 1 (v2k, u2i) B) P2 (u2i)
(3.50)
Puntos de colocacion e integracion:
B 2i — 1 B 2i
U1; = COS NI Ug; = COS TN 11
2k 2k —1
V1g = COS (WQN n 1) Vgl = COS <W2N T 1> (3.51)

Obsérvese que el método numérico proporciona 2N ecuaciones. Se tienen por
un lado las 2N incégnitas correspondientes a los IV puntos de aproximacién para
cada funcién ¢1(u1;), d2(ug;). Si se vuelve a considerar la tensién de friccién en la
grieta igual a cero resulta que el sistema numérico no proporciona en esta ocasion
una ecuacién de mas como ocurria en el caso de un intervalo y que permitia
relacionar la posicién de la zona plastica n con la tensién de friccién os. Es decir
el nuevo método no proporciona directamente la ecuacion de existencia como si lo
hacia el anterior. Pues bien, la ecuacién que falta se obtiene de imponer una
condicién de continuidad de la pendiente del desplazamiento plastico en los dos
intervalos, empleada también por Porter et al. [23]. Esta condicién equivale a que
la funcién de distribucién de dislocaciones f(¢) tenga el mismo valor a ambos lados
de las uniones de los intervalos, ya que la funcién f({) representa la pendiente del
desplazamiento plastico relativo entre las caras de la grieta:

f(Q) = Ci,g((f)) (3.52)

La condicion de continuidad en la unién de los dos intervalos se expresa de la
siguiente manera:

£i0) = (1) (3.53)
Los valores de f1(1) y fo(—1) son:

A =aWam =T e (3.54)

P mea(-Doa(-) =\ [Tz D @5

Si se sustituye en la igualdad y se resuelve el limite se obtiene la expresién:

#1(1) = ¢a(—1) (3.56)

Pero las férmulas de cuadratura empleadas no proporcionan el valor de la
funcién ¢ en los extremos del intervalo. Para obtener una aproximacién de estos



3.8 Aplicacién de la técnica de varios intervalos al modelo microestructural 83

valores se puede emplear una férmula de extrapolaciéon que fue propuesta por
Krenk [8] y que utiliza los N valores aproximados de la funcién ¢ en el intervalo.
Las férmulas de extrapolacién dependen de nuevo de la condicién de la funcién
en los extremos. Para este problema se usan las férmulas de extrapolaciéon para
una funcién acotada-singular y para una funcién singular-acotada, obteniéndose
la siguiente ecuacién de condicién de continuidad:

N sen[ff{l Nﬂ'} N sen[ 2l Nm
) INFI
— o1 () o1 P2(uava-) | (3:57)
&\ o [3501] & \en [

Por lo tanto si se vuelve a considerar el valor de n como un parametro inicial del
problema se tiene un conjunto de 2N + 1 ecuaciones, (3.50) y (3.57), que permiten
obtener las 2N incégnitas de las funciones ¢, ¢1(uy;) y d2(us;), y €l valor de la
tension en la barrera os.

3.7.1. Soluciéon numérica obtenida con dos intervalos

Las ecuaciones numéricas para dos intervalos se han vuelto a aplicar al proble-
ma de la grieta y la zona pléastica, con el mismo valor de n y el mismo nimero de
puntos. En la Figura 3.8 se muestra la funcién f(¢) obtenida. Nétese que al ha-
ber aplicado simetria al problema numérico sélo se obtiene la parte positiva de la
funcién. Directamente se observa que los valores numéricos de f(¢) practicamente
se superponen a los tedricos. En la zona de transiciéon son claramente mas altos
que los obtenidos anteriormente para un solo intervalo, cercanos a 20 frente a unos
valores ligeramente superiores a 10 en el caso anterior. Esto es debido al hecho ya
comentado de que el niimero relativo de puntos en la zona de transicién es mu-
cho mayor empleando esta técnica de division en dos intervalos, siempre referido
a un numero igual de puntos en el total del intervalo de integracién. Esta mayor
precision se confirma con los valores obtenidos de la tensién de friccién en la zona
pléastica. El valor tedrico de oo obtenido a partir de la ecuacion de existencia resul-

taba ser 05%° = 2.173 MPa y con el método numérico de dos intervalos se obtiene

un valor de 5" = 2.174 MPa. Es decir, un error de una milésima. Y simplemente
aumentando un poco el nimero de ecuaciones se alcanza un error ain menor que
una milésima. Este resultado confirma que la técnica de dos intervalos aproxima
extraordinariamente bien la funcién f(¢), incluyendo las zonas mds complicadas

como son las transiciones entre grieta y barrera.

3.8. Aplicacion de la técnica de varios intervalos
al modelo microestructural

Una vez comprobada la validez de la técnica de integracion se estd en dispo-
sicién de abordar numéricamente el estudio del crecimiento de la grieta segin el
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oo f(¢) numérica
— f(€) tedrica

n = 0.75

10 05° =1MPa
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Figura 3.8: Solucién numérica de f(¢) con dos intervalos de integracién.
Simetria aplicada.

modelo microestructural. Para ello se vuelve a plantear el problema de una grieta
en un medio infinito cargada en Modo I con su zona plastica asociada que alcanza
hasta la barrera en el borde de grano. El problema se muestra en la Figura 3.9, en
la que por sencillez se ha vuelto a aplicar simetria, de modo que sélo se representa
media grieta con su zona plastica y barrera correspondiente.

Se repite la solucién analitica por sencillez en el seguimiento de la explicacién:

1+n1¢
ni+¢ D] "

i)y e
1

o —1 —1 ™ oo:|
= — sen” " nyp — sen” " n — 3.59
03 = o7 - [(02 o1) 1 — 02 2 + 5%y (3.59)

Para la resolucion numérica el intervalo de integracién se ha dividido en tres
subintervalos, uno para la grieta, otro para la zona plastica y otro para la barrera.
En cada intervalo se emplean las variables de posicién x1, (1, 2, (2 y x3, (3 respec-
tivamente, con sus correspondientes funciones f1(¢1), f2(¢2) v f3(¢3). En este caso
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Figura 3.9: Grieta, zona plastica y barrera en medio infinito con simetria
sometido a Modo I.

se aproxima la funcién f1(¢1) y f3(¢3) con las mismas cuadraturas que en el proble-
ma de dos intervalos, es decir una cuadratura del tipo acotado-singular y singular-
acotado en los extremos, respectivamente. Para aproximar la funcién f2({2) de la
zona plastica central se emplea una cuadratura del tipo singular-singular en los
extremos. De modo que se obtienen tres ecuaciones integrales singulares de equi-
librio, una por cada intervalo y nueve integrales en total. Respecto al nicleo de
la integral se vuelve a emplear el mismo que para el problema de dos intervalos
simétrico (3.46). Las ecuaciones de equilibrio son similares a las obtenidas para
dos intervalos. Son las siguientes:

s )i =5 oo = - [ KL [ Rl @i
™ Jo u ni
1
Jr% /n2 J3(¢3) K (21, (3)d(3
Ta€[ny, naol HTT[U;O*UQ] = 71T/0”1 fl(Cl)K(fEQaCl)dClJF% /”2 f2(G2) K (22, (2)dCa+
1
b | R K ()
zefn, 1] —“;[of;’—ag]zl | ncorts e [ pG) K @det
™ Jo u ni
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1
+% / [3(G3) K (w3, (3)dC3

x1,C1 €[0,n4] T2, (2 € [n1,n2] 3,3 € [ng, 1] (3.60)

De nuevo se realiza un cambio de variable para transformar los tres intervalos
originales en intervalos [—1,1]:

n n
Clz(u1+1)—1 $1=(U1+1)—1
2 2
Nng — N Nno +n No —n Nno +n
C2(221>u2Jr 221 @(22 1)v2+ 221
1—n2 1—712
(3= > (ug +1) +ng x3 = 5 (vs+ 1)+ ng
uy, vy € [—1,1] ug, vy € [—1,1] uz, vz € [—1,1] (3.61)

Las cuadratura empleadas para cada intervalo se muestran en la Tabla 3.2.

Cuadraturas

filu;) wi(u;) Caso
filur) = wi(ur)gr(ur) | wi(ug) = %f;‘i Acotado-Singular
fa(uz) = wa(ug)da(usz) | walug) = lqu Singular-Singular
fa(us) = wa(ug)ps(uz) | ws(us) = };Zi Singular-Acotado

Tabla 3.2: Formulas de cuadratura empleadas en Modo I medio infinito para
tres intervalos.

Se obtiene el sistema de ecuaciones final siguiente:

N
2 1+u1 1
% *01 21:1 (2N—|—11 1k17ulz ¢1 Uu gﬁ Ulklv“Zi)'

3
_|_
<%
Mz

U31 1-— )

—-n
1¢2 (ua; +Z 2N+1 Ulklau3i)T¢3(u3i) , k1=1,2,...N.
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N
K + 1 Z 2(1 + Ulz
- — 03| = K (vana, u1;) ¢1 U1;) Z K (vak2, ug;)-
2u £ N +1 v
n N 21 —u 1—n
Nng — Ny 3i) — N2
i s W3i) 5 i) =12,...N-L
P2 (U +; ON 11 K (vaga, us;) 5 B3 (usq) k2 2,...N
N N
K+ 1 2(1 + uy;) n1 1
3, UL5) = i =K , U2i )
2,u ; ON 1 K (v3k3,u14) 2¢1(U1)+;N (v3k3, U2i)
n n N 2(1 —u 1—n
2— M — u3;) — N2
—_— ; k3=1,2,...N.
2 ¢2 UZZ ; IN +1 U3k37u32) 2 (253(’11,31) B 3 5 4y
(3.62)
Puntos de colocacion e integracion:
2t —1 21 —1 21
¢ = COS ; = COS ;i = COS
“ "ON +1 e TN s TON 1
2k, ko 2ks — 1
V1k1 = COS TF2N+1 V2k2 = COS Wﬁ V33 = COS 71'2N+1
(3.63)

El método numérico proporciona solamente 3N — 1 ecuaciones y es que de la
cuadratura de la zona central se obtienen N — 1 ecuaciones. Pero de nuevo se puede
volver a utilizar como condicién adicional la imposicién de continuidad de la pen-
diente del desplazamiento plastico en los intervalos. En este caso esto proporciona
dos ecuaciones, una para la transicién grieta-zona plastica y otra para la transi-
cién zona plastica-barrera. Las ecuaciones de unién de intervalos son las siguientes:

Unioén grieta-zona pléastica:
f1(1) = fo(=1) (3.64)
Los valores de f1(1) y fa2(—1) son:

].-|—U1
1—U1

[i(1) =wi(1)a(1) =

$1(1) (3.65)
u;—1
1
1-— ug

fo(=1) = wa(—1)pa(~1) = $2(—-1) (3.66)

ug——1

Si se sustituyen estas dos expresiones en la igualdad (3.64) y se calcula el limite
se obtiene:
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VE()= a1 = 2=l (B67)
Unién zona plastica-barrera:
f2(1) = f3(-1) (3.68)
Los valores de fo(1) y f3(—1) son:

1
\/17U2\/1+UQ ug—1

e e I (3.70)

Sustituyendo estos valores en la igualdad, en este caso la ecuacién (3.68) y
resolviendo el limite se obtiene:

1
—=2(1) = V263(-1) = ¢2(1) = 2¢3(-1) (3.71)
V2
Los valores de la funcién ¢ en los extremos de los intervalos se pueden obtener
utilizando de nuevo las férmulas de extrapolacién de Krenk [8]. De modo que las
ecuaciones de unién quedan:

2i—1
i=1 tan [2N+1 2}

“T(2N - 1)

-N Z ( sen[2’ 17_‘,] ]¢2(U2(N+1—i))> (3.72)

4N

1 Lr(2N — 1)} ) | =
NZ( sen[ 17?] o2 21))

i=1 AN

N 2i—1

9 sen{zNHNﬂ'

2N +1 2i—1 m ¢3(US(N+17’£)) (373)
i=1 \ tan [2N+1 5}

El conjunto de las ecuaciones (3.62), (3.72) y (3.73) constituyen un conjunto de
3N + 1 ecuaciones. Si se vuelve a considerar cero la tensién de friccién en la grieta
y se consideran como parametros de entrada los valores de nq,n9 y la tension de
friccién o9, el sistema de ecuaciones permite obtener el valor de las 3V incégnitas
o1 (u1i), P2 (u2;), d3(us;) vy ademds el valor de la tensién o3. De nuevo el método
numeérico proporciona de forma implicita la condicién de existencia que se obtiene
tedricamente.
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3.8.1. Solucion numérica obtenida con tres intervalos

En la Figura 3.10 se muestra un ejemplo en el que se compara la funcién de
distribucién tedrica con la numérica obtenida con el método propuesto, para un
valor de N = 100. Se obtiene unas funciones f(¢) tedrica y numérica practicamente
idénticas. Se observan las discontinuidades que se producen en las transiciones
grieta-zona plastica y zona plastica-barrera, motivadas por el cambio en la tensién
de friccion. Los valores de la tensién en la barrera son también casi idénticos
oke® = 3.727 MPa, o™ = 3.728 MPa. Este resultado permite comprobar la gran
exactitud del método numérico de Erdogan et al. para varios intervalos.

30 [ [ .
e e f(¢) numérica
— f(Q) tedrica
20 ny = 0.505, na = 0.975
o =1,01 = 0,02 = 0.9 (MPa)
10 o3 teor = 3.727 MPa
o3 num = 3.728 MPa 1
) 0
f(Q) m2A
oy°
—10
—20
—30

¢

Figura 3.10: Comparacién entre f(¢) numérica y teérica. Grieta, zona plastica
y barrera.

3.8.2. Convergencia del método de tres intervalos al de dos
intervalos

El desarrollo numérico planteado para el estudio de la grieta y la zona plastica
mediante dos intervalos es evidentemente valido para analizar el problema de la
grieta y la barrera. Basta con dar a n un valor cercano a 1, por ejemplo, n =
0.975, valor utilizado para la posicién de la barrera en el estudio de tres intervalos.
Ciertamente el problema de grieta y barrera no es méds que un caso limite del
problema de grieta, zona plastica y barrera en el que la grieta va creciendo hasta
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llegar a la barrera. Por lo tanto para que el método numérico sea consistente los
resultados obtenidos con el planteamiento para tres intervalos deben tender a los
del de dos intervalos cuando n; — ns = n. En el siguiente bloque de cinco figuras
(Figura 3.11) se muestra un ejemplo con varios resultados para tres intervalos
en el que se va aumentando n; progresivamente hasta llegar a ng. La tension
o3 necesaria para mantener el equilibrio va aumentando al irse desplazando la
grieta. Se observa que para el caso de tres intervalos con la grieta en la posicién
ny1 = 0.9749 el resultado de o3 es practicamente igual al caso de dos intervalos con
ne = 0.975. Por tanto el caso de tres intervalos tiende al de dos intervalos y el
método es consistente.

3.9. Aplicaciéon al problema de una grieta en mo-
do I en un medio semi-infinito

A continuacion se va a estudiar otro problema de interés que es el de una grieta
en un medio semi-infinito, perpendicular a la superficie libre y cargada en Modo
I. El equilibrio de un conjunto de dislocaciones perpendiculares a una superficie
libre y cargadas en Modo I fue ya abordado en el Capitulo 2, resultando un nticleo
del problema que era el siguiente:

1% N 4¢2
r—¢C z+C¢ (z+0)° (2+0)°

Este nucleo estd formado por cuatro términos, uno de ellos es el término singu-
lar de Cauchy que representa la soluciéon para una dislocacién en un medio infinito
y los otros tres describen la influencia de la superficie libre. Es importante resenar
que ninguno de estos tres términos es singular en el intervalo de integracion y
por tanto es el término de Cauchy el dominante en la ecuacién integral. Pero,
ademsds, las singularidades en las transiciones entre grieta, barrera y zona plastica
no son diferentes de las existentes para el problema infinito, de modo que se puede
proceder de forma similar a como se hizo en el problema infinito, dividiendo la
funcién solucién f(¢) en varios intervalos y aplicdndole la técnica de cuadratura
de Erdogan et al. a cada uno de los intervalos, con las mismas funciones de peso
que las empleadas en el problema infinito.

(3.74)

En la Figura 3.12 se muestra el problema objeto de estudio, con la grieta, de
longitud a, la zona plastica y la barrera. Se ha realizado una division en tres inter-
valos, uno para cada zona. Las ecuaciones de equilibrio son exactamente iguales
que las obtenidas en el caso de una grieta de longitud 2a en un medio infinito al
que se ha aplicado simetria, con la Unica excepcién del nicleo de la integral, que
es el mostrado en la ecuacién (3.74). Aplicando la técnica de Erdogan et al. se
llega al mismo sistema de ecuaciones que para un medio infinito. En definitiva,
para resolver el problema de una grieta, zona plastica y barrera en un medio semi-



3.9 Aplicacién al problema de una grieta en modo I en un medio semi-infinito 91
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Figura 3.11: Convergencia del método de tres intervalos al de dos intervalos
(01 =0, 09 = 0.9 MPa, 0;° = 1 MPa, ny = 0.975).
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infinito se utilizan las ecuaciones (3.62), (3.72) y (3.73), con el nicleo definido en
la ecuacién (3.74).

f1(¢1) f2(C2) f3(¢3)
-
o1 02 03

0’ a iD/QI IiD/2+r0 z',

b

I T
ni n2 1
™ (1,11 |_>C2,962 |_>C3,$3

oo

v v v v %

Figura 3.12: Grieta, zona plédstica y barrera en medio semi-infinito sometido a
Modo I.

3.9.1. Soluciones numéricas obtenidas para medio semi-infinito.

En la Fig. 3.13 se muestra un ejemplo de funcién de distribucién de disloca-
ciones obtenida numéricamente para el problema de una grieta, zona plastica y
barrera en un medio semi-infinito cargado en Modo I. No se muestra la solucién
analitica de la funcién f(¢) por no ser conocida. Al igual que ocurria en el ca-
so infinito, se observan las discontinuidades que se producen en las transiciones
grieta-zona plastica y zona plastica-barrera, motivadas por el cambio en la tension
de friccién. La funcién f({) tiene un valor finito distinto de cero para ¢ = 0, a
diferencia del problema infinito, en el que tendia a cero. Este resultado indica que
el modelo predice para medio semi-infinito una grieta con sus caras no paralelas
entre s en el borde exterior (¢ = 0), mientras que para medio infinito predice
que en el punto central de la grieta (¢ = 0) las caras de la grieta son paralelas.
Estos resultados recogen perfectamente la diferencia fisica existente entre ambos
problemas en cuanto a las formas de las caras de la grieta cuando ésta se encuen-
tra abierta. El otro resultado en el que se diferencian estos dos problemas es en la
tensién en la barrera. El valor de la tensién en la barrera, para losoo mismos valores
de los parametros ni,n9,01 vy 02, es superior al caso infinito: 037 = 4.330 MPa
frente a 05° = 3.727 MPa. Este resultado es coherente si se analiza desde el punto
de vista de la Mecénica de Fractura, ya que una grieta de longitud a en medio
semiinfinito tiene un Factor de Intensidad de Tensiones superior al de una grieta
de longitud 2a en medio infinito, debido a la presencia de la superficie libre.
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Figura 3.13: f(¢) numérica para una grieta en Modo I semi-infinito (¢1 = 0,
oz/0° =0.9).

Al igual que se hizo en el caso infinito, se analiza el caso limite en el que la
grieta ha llegado a la barrera y practicamente no existe zona plastica. El problema
se muestra en la Figura 3.14. De nuevo se pueden emplear las mismas ecuaciones
que para el medio infinito, en este caso para el modelo con dos intervalos, es decir,
las ecuaciones (3.50) y (3.57), con la tnica precaucién de utilizar el nicleo para
un medio semi-infinito, definido en la ecuacién (3.74).

En la Figura 3.15 se muestra un ejemplo de una funciéon de distribucién de
dislocaciones f(¢) obtenida numéricamente para un problema semi-infinito con
grieta y barrera. La tendencia de f(¢) vuelve a ser la esperada, obteniéndose un
valor distinto de cero en ( = 0 y una discontinuidad en la transicién grieta-barrera.
Los valores de la tension en la barrera vuelven a ser superiores al caso infinito:

oo
2 =

04 =17.840 MPa y 05° = 7.010 MPa.

3.10. Comparacion entre las tensiones en la barre-
ra de los casos infinito y semi-infinito.
Desde el punto de vista de la Mecéanica de Fractura, los problemas de una grieta

de longitud 2a en el caso infinito y de a en el caso semi-infinito se diferencian en
el valor del factor geométrico Y, cuyo valor es 1 para medio infinito y 1.1215
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Figura 3.14: Grieta y barrera en medio semi-infinito sometido a Modo 1.
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Figura 3.15: f(¢) numérica para una grieta en Modo I semi-infinito (o1 = 0,
n = 0.975).

para medio semiinfinito [24]. En la Tabla 3.3 se muestra una comparacién de
los valores de la tensién en la barrera o3 en el caso infinito y semi-infinito para
dos intervalos. Se observa como su cociente tiende precisamente al valor de 1.1215
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cuando el tamano de la barrera tiende a 0. Este resultado valida en gran manera los
resultados obtenidos con el modelo para un medio semi-infinito y ademas establece
una clara conexion entre el modelo de dislocaciones y la Mecédnica de Fractura,
abriendo la posibilidad futura de la utilizacion para el modelo de los resultados de
los Factores de Intensidad de Tensiones recogidos en la literatura.

Infinito y semi-infinito

n (a/c) | N (n° ec) 33: (;?Z C= Z?Z

Y Y 3
0.9375 300 4.4196 | 4.9236 1.1140
0.9615 300 5.6454 6.3055 1.1169
0.9805 300 7.9191 8.8629 1.1192

0.9960 300 17.5850 | 19.7137 | 1.1210
0.9980 300 24.8360 | 27.8443 1.1213
0.9996 300 95.5453 | 61.9725 1.1215
0.9998 300 78.5464 | 87.1520 1.1215

Tabla 3.3: Comparacién entre las o3 de los casos infinito y semi-infinito en
Modo I.
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Capitulo 4

Modelo para entallas en
Modo 1

En este capitulo se va a analizar el problema de una grieta en un componente
entallado plano mediante las técnicas de dislocaciones. Se comienza mostrando el
problema particular de una entalla cargada en Modo III, trabajo desarrollado hace
unos anos por Navarro et al. [1] y completado por Vallellano [2] en su tesis doctoral.
Como ha sido comentado en los capitulos anteriores, en las ecuaciones integrales
que caracterizan el problema de una grieta en un sélido aparecen el término de
Cauchy que refleja la interaccion entre las propias dislocaciones y un conjunto de
términos que representan la influencia de la superficie libre. En el caso particular
del Modo III la grieta se modela con dislocaciones de tornillo y para este tipo de
dislocaciones la interaccion entre éstas y una superficie libre que sea perpendicular
al conjunto de dislocaciones se puede resolver simplemente utilizando dislocacio-
nes imagen [3], quedando un problema equivalente al de un medio infinito. Asi que
el problema de una grieta en Modo III para un medio infinito y para un medio
semi-infinito se modela en ambos casos de la misma manera, Uinicamente con el
término singular de Cauchy. Para extender la aplicacién al caso de una entalla,
Navarro empled técnicas de transformaciéon conforme en el plano complejo y una
representaciéon de la tensién antiplana mediante un potencial complejo, lo que le
permitié reducir el problema de una entalla a la resolucién de una integral singular
similar a la existente para un medio semi-infinito. En esta primera parte del capitu-
lo se muestra la solucién analitica que obtuvo Navarro para el problema de una
entalla eliptica en Modo III. También se presenta la aproximacion que Vallellano
realiz6 para problemas de entallas de diversas geometrias en Modo I, basdndose en
la expresién de las ecuaciones obtenidas en funcion de los parametros habituales
que se emplean para describir una entalla cualquiera (K3, a, p) y en la sustitucién
de la tensién 7 por o.

99
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En la segunda parte del capitulo se muestra una resolucién numérica de la ecua-
cién de equilibrio de una grieta en una entalla cargada en Modo I, en la que existe
el término de Cauchy y un conjunto de términos provenientes de la interacciéon con
la superficie libre y que son no singulares en el intervalo de integracion. El plantea-
miento es similar al realizado en el capitulo anterior para un medio semi-infinito:
se supone que el término dominante de la ecuacién integral es el término singular
de Cauchy y que las singularidades de la funcién solucién son de un cardcter si-
milar a las obtenidas en un problema de medio infinito. Y se vuelve a emplear la
técnica numérica desarrollada por Erdogan et al., basada en féormulas de cuadra-
tura y creada inicialmente para la resolucién del problema infinito, obteniéndose
las mismas ecuaciones que en el caso infinito con la tinica excepcion del niicleo del
problema, que es especifico para cada geometria.

La resolucién del equilibrio de dislocaciones en presencia de una entalla con
las técnicas antes mencionadas proporciona la funcién de distribucién de disloca-
ciones f({) y la tensién en la barrera o3 necesaria para mantener el equilibrio en
el dominio. De modo que se puede obtener una relaciéon numérica entre la tension
aplicada y la tensién en la barrera o3. Se considera que el valor de la tension de
activacién en la barrera m}7! es el mismo que para componentes sin entalla. Este
valor se obtiene a partir de un modelo semi-infinito ya que la rotura de un compo-
nente se produce generalmente como consecuencia de grietas que crecen desde la
superficie exterior y no desde el interior. Por comparacion con este valor se calcula
la tensién aplicada minima necesaria para superar la barrera i-ésima. El gradien-
te de tensiones existente en la linea de grieta debido a la presencia de la entalla
impide saber a priori qué barrera de todas las que tiene que atravesar la grieta
para producir la rotura requiere la mayor tensién aplicada para ser superada. En
el proceso de crecimiento de la grieta intervienen dos factores contrapuestos: por
un lado la capacidad de la grieta de propagarse aumenta al crecer su longitud,
pero por otro la tensién en el extremo de la grieta disminuye con el gradiente de
tensiones existente. Asi que es necesario estudiar la tensién necesaria para superar
cada una las sucesivas barreras, siendo la mayor de ellas el limite de fatiga del
componente entallado.

El modelo microestructural se ha aplicado en primer lugar a una entalla circular
en un solido infinito. La eleccién se basa en que la mayoria de los resultados expe-
rimentales disponibles se refieren a esta geometria dada su facilidad de fabricacién.
Ademss se dispone de la solucién analitica del problema de una dislocacién en una
placa infinita con un agujero circular, lo cual facilita enormemente la obtencién de
los niicleos de las ecuaciones integrales. Se han comparado las predicciones obteni-
das usando el método microestructural con diversos resultados experimentales de
la literatura y con la prediccién proporcionada por otros métodos, obteniéndose
resultados muy cercanos a los experimentales y al resto de modelos.

En la parte final del capitulo se muestra la aplicacién del modelo microestruc-
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tural a una placa semi-infinita con una entalla semicircular sometida a traccion.
Para ello se modela la entalla mediante dislocaciones y se impone que las tensio-
nes en el contorno de la entalla o, y 7.9 deben ser cero, técnica desarrollada por
Hill et al. [4] para la obtencién del Factor de Intensidad de Tensiones en entallas
ubicadas en un semiplano. Los ntcleos del problema son los de una dislocacién en
las cercanias de un medio semi-infinito, aplicindose equilibrio tanto a las disloca-
ciones que modelan la grieta y la barrera como a las que representan la entalla.
Esta metodologia se puede emplear para realizar predicciones del limite de fatiga
en cualquier tipo de entalla como puede ser la eliptica, en V, etc.

4.1. El modelo para entallas en modo III.

En la tesis de Vallellano [2] se desarrolla la aplicacion del modelo microestruc-
tural a entallas cargadas en Modo III. Como se ha comentado en la introduccién
del capitulo, la existencia de un gradiente de tensiones producido por la entalla
provoca que las condiciones que afronta la grieta para superar las consecutivas
barreras sean diferentes a las de un sélido sin concentraciéon de tensiones. Para
que se produzca el fallo por fatiga, la grieta debe ser capaz de superar la primera
barrera y todas las siguientes. Pero en el caso del cuerpo entallado, a medida que
crece la grieta disminuye la tension en el frente de la misma. Ello puede provocar
que la grieta supere varias barreras y no sea capaz de hacerlo en las siguientes,
de modo que la grieta no se llegue a extender completamente, dando lugar a una
grieta no-propagante. La minima tensién aplicada que hace que la grieta sea capaz
de superar todas las barreras serd el limite a fatiga del componente entallado.

7N, = max {7} i=1,2,...n (4.1)

El valor de i para el que se obtiene el maximo indicaré la longitud de la mayor
grieta no-propagante que puede aparecer en el componente. Es posible obtener
una solucién analitica del modelo de dislocaciones para un componente con una
entalla eliptica sometido a modo III (Figura 4.1). La grieta se vuelve a modelar
mediante una distribucién de dislocaciones que parte del extremo del concentrador.
Se distinguen las mismas tres regiones: grieta, zona plastica y barrera (Figura 4.2).

Haciendo uso de técnicas de transformacién conforme en el plano complejo
y de la representacion de la tensién cortante antiplana a través de un potencial
complejo se puede transformar matemaéaticamente el problema de la grieta con
entalla eliptica en un caso simple de grieta creciendo en un medio semiinfinito. La
resolucién analitica es posible s6lo para el caso antiplano. En este caso se emplean
dislocaciones de tornillo y para este tipo de dislocaciones la presencia de un medio
semi-infinito se puede resolver mediante dislocaciones imagen [3], quedando un
problema equivalente al de un medio infinito. La tensién 7% que es necesario
aplicar para que la grieta que se encuentra en el componente entallado supere la
i-ésima barrera es la siguiente [5]:
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Figura 4.1: Sélido entallado sometido a carga antiplana.

S T8 = 72 g3
\/

[SIE

TLi _<TLi) Vi | B @ (4.2)

TFL TFL) @+ 06| N m :
donde

3~ 2 [ayfl@ 2 =7 - Ba+i]

S F. P 2_ =2 7

‘T Dp =D = p

Esta expresién permite obtener el diagrama de Kitagawa-Takahashi del com-
ponente entallado. En la Figura 4.3 se muestra un ejemplo para ag = 2a0/D =
15, @ = 100. Se presenta la tensién umbral 75, necesaria para propagar una grieta
que se encuentra en la posicién ¢ para diversos valores de K;. Se observa que al
aumentar el K; la curva de tensién umbral presenta un limite superior que ya no
estd en la primera barrera, de modo que, si la tensién aplicada no es suficientemen-
te alta, la grieta puede superar varias barreras para finalmente quedar bloqueada
en una barrera interna. Se obtiene asi una grieta no-propagante, cuya longitud es
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Figura 4.3: Diagrama de Kitagawa de un material entallado.

funcion del nivel de tension aplicado. Existe en la literatura abundante trabajo
experimental que corrobora este comportamiento [6,7].

4.2. Ecuacion aproximada para entallas en modo I

Vallellano [2, 8] propuso una generalizacién de las ecuaciones obtenidas ante-
riormente para el caso de entallas diferentes a la eliptica y para grietas creciendo
en modo I. El factor principal que controla el comportamiento de una grieta en
una entalla genérica es la distribucién de tensiones alrededor de dicha entalla. En
una entalla eliptica la expresion de las tensiones es la siguiente:

To(z) = m (4.3)
V1+n2(x)
donde
n(z) = ﬁ [oz\/(a +2) -2+ 32 — Bla+a) (4.4)

y la coordenada x estd medida desde el vértice de la entalla. Es esperable que
el comportamiento de dos grietas creciendo en dos entallas distintas de un mismo
material pero que tengan la misma distribucién de tensiones sea semejante. La
distribucién de tensiones alrededor de una entalla viene controlada principalmente
por tres pardmetros: el factor de concentracién de tensiones (K), el radio de
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curvatura de la entalla (p) y la profundidad de la entalla (o) [9]. Luego para otro
tipo de entallas diferentes de la eliptica parece justificado el usar las ecuaciones
obtenidas para ellas, pero expresadas en funcion de los pardametros generales K,
p, . Teniendo en cuenta que § = \/pa y K; =1+ 2a/f estas ecuaciones quedan
como:

o TKt
T4 B

14?2 (x)

o0 =L 1+ 22+ 2) - (1+9)] (46)

Y para el valor umbral de propagacion

N __ ViD/2] 1 N (K¢ —1)?
TR Nivap | ayIt N

To(x) (4.5)

donde

1
2

con

no= Y22

- ¢D/(D/)<D/)] ws)
a—p p @ «

Para poder generalizar las ecuaciones al caso de modo I hay que dar un paso
mas. En componentes bajo cargas axiales, la tensién representativa es la tensién
axial o,,. Si la ecuacién (4.5) es capaz de representar adecuadamente el campo de
tensiones alrededor de una entalla bajo carga axial, se podria emplear la ecuacion
de condiciéon umbral obtenida en el modo III para el caso de modo I sin mas
que sustituir la tensién tangencial 7 por la tensién normal o. Se ha analizado
el campo tensional para diversas entallas en modo I y se ha observado que la
evolucién predicha por la ecuacién (4.5) es bastante precisa [2]. De modo que es
razonable que se puedan utilizar las ecuaciones de la entalla eliptica en modo III
para cualquier tipo de entallas en modo I sin mds que sustituir en la ecuacién (4.2)
la tensién o por la 7 y empleando los pardmetros generales Ky, p y profundidad
de entalla a. Se obtiene la ecuacién siguiente:

1
oN =0y, iD/2 ! + (g 1)° |
b YK | Nivap o a1+ A2

con )\; definido en la ecuacién (4.8). Este modelo aproximado ha sido compa-
rado con resultados experimentales obtenidos de la literatura (El Haddad et al.,
Frost y Dugdale, Tanaka y Akinawa, Lukas et al., DuQuesnay et al., etc.) [2], ob-
teniéndose predicciones muy similares a los resultados reales. En la Figura 4.4 se
muestra un ejemplo de aplicaciéon del modelo en el que se reproduce el diagrama
de Frost para probetas con entallas en V [6].

(4.9)
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Figura 4.4: Diagrama de Frost obtenido con la ecuaciéon aproximada.

4.3. Criterio de activacion de deslizamiento plasti-

co para cuerpos entallados cargados en mo-
do 1

Cuando se estudia el problema de una grieta en un componente entallado car-
gado en Modo I mediante las técnicas de distribucién de dislocaciones se obtiene
una ecuacion integral singular de la que, hasta ahora, no se conoce su resolucién
analitica. El nicleo de la ecuacién incluye, ademas del término de Cauchy proce-
dente de la interaccién entre las dislocaciones, un conjunto de términos procedentes
de la interaccion con la superficie libre. En general las ecuaciones son de la forma:

Gl @) = [ HOK@Q . el <1 (4.10)

donde K(z,() representa el nicleo de la ecuacién y adopta diferentes expre-
siones en funciéon de la geometria del sélido y de la entalla. Para resolver esta
ecuacién integral se aplica el método numérico de Erdogan et al. para varios inter-
valos, explicado en el capitulo anterior. Esto es posible si se supone que el término
dominante de la ecuacién integral sigue siendo el término singular de Cauchy y
que las singularidades de la funcién solucién son de un caracter similar a las obte-
nidas en un problema de medio infinito. En efecto, el resto de términos del nticleo
provenientes de la influencia de la superficie externa del sélido son no singulares
en el intervalo de integracion, lo que implica que sea el tnico término singular
del nucleo, el término de Cauchy, el que caracterice el tipo de solucién obtenida
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para la ecuacién integral. Ello justifica el utilizar una técnica de cuadratura creada
inicialmente para resolver una ecuacion integral con sélo el término de Cauchy.

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones integrales singulares, de forma simi-
lar a cémo se hizo en el capitulo anterior, se puede obtener una relacién numérica
entre la tension aplicada o7 y la tension en la barrera o3, que en general depen-
derd de las variables microestructurales del problema, que son: el tamano de grano
D, la longitud de grieta ¢ y el tamano de barrera rg. También dependerd de las ca-
racteristicas geométricas de la entalla, expresadas genéricamente con las variables:
K, p, a. La relacién se puede expresar:

ot = f(D,i,r0, K¢, p, ) a,° (4.11)

o)
Y

ol puede alcanzar la tensién critica de activacién de deslizamiento m? 7 y la grieta
pasarfa al siguiente grano. Denominando o, al valor de la tensién aplicada en
dicho instante, se cumplira:

Si la tensién aplicada o°° se aumenta suficientemente, la tension en la barrera

mi7i = f(D,i,ro, Ky, p,0) o (4.12)

Por otro lado, la condicién de activacién para un sélido infinito no entallado
era (3.8, 3.9):
7T OLi

i L 0L 413
MiTe = 5 are cos(nz) (4.13)

siendo ny = _iDj2z

(tD/2)+ro
en general a partir de una grieta que nace en la parte superficial del sélido y no en su
interior. Puede argumentarse, por tanto, que el modelo microestructural que maés
se acerca a la realidad para la rotura en un sélido no entallado es el que considera
una grieta en un material semi-infinito y no en un medio infinito. En el capitulo
anterior se ha visto que existe una relacién numérica entre la tensién en la barrera
para un medio infinito y semi-infinito. Para los tamafios de barrera considerados en
este andlisis, la tensién en la barrera en el caso semi-infinito es aproximadamente
1.12 veces mayor que en el caso infinito, de acuerdo a lo esperable en Mecanica de
Fractura. Ello implica que es necesario hacer una correccién a la ecuacién anterior
y multiplicarla por el factor 1.12 quedando finalmente el criterio microestructural
como:

. La rotura por fatiga en un material sin entalla se produce

i m™ 1120p,

= 4.14
MiTe =9 arc cos(na) (4.14)

1°C

Suponiendo que el valor de la tensién de activacién m 7. es el mismo para un
componente con entalla o sin entalla, se puede obtener la tensién aplicada necesaria
para superar la barrera i-ésima en el componente entallado:
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[ 1.12
07, — —
Li 2 arc COS(?’ZQ) f(Daza 7o, Kt7p7 Oé)

En este caso, a diferencia del caso infinito, existe un gradiente de tensiones en
la grieta producido por la entalla, por lo que hay que determinar qué barrera i
requerird la mayor tension para ser superada. El limite de fatiga del componente
entallado oY, serd la tensién minima que es necesario aplicar para superar todas
y cada una de las barreras, es decir:

(4.15)

N N . oL 1.12 :
_ : _ 7 , = 1’3’5,...
opy = maz{op;} = maz { 2 arccos(ng) f(D,i,70, K¢, p, @) Z

(4.16)

Recordemos que o,; es la tensién aplicada minima necesaria para que una grieta
que se extiende a través de 7 granos se propague en un sélido sin concentracién
de tensiones. Su valor se obtiene, por tanto, mediante el diagrama de Kitagawa-
Takahashi del material, que se deberfa obtener experimentalmente. Si no se dispone
del diagrama, puede volverse a utilizar la expresién propuesta por Vallellano [2]:

Vo . (4.17)
[(iD/2)f +al — (D/2)7]*

OLi = O0L1
conory —O0f[.-

4.4. Aplicacion a una entalla circular

Como primer ejemplo de aplicacién de la metodologia propuesta se ha escogido
una entalla de tipo circular, como se muestra en la Figura 4.5. Se trata de un
agujero en un medio infinito sometido a una carga de fatiga en traccién-compresioén
y se desea obtener una prediccién del limite de fatiga en funcién del tamano del
agujero R. La eleccion del problema viene motivada por dos razones: la primera
es que la mayoria de los resultados experimentales disponibles se refieren a esta
geometria, dada su facilidad de fabricacién. La segunda es que se dispone de la
solucion analitica del problema de una dislocacién en una placa infinita con un
agujero circular, mostrada en el Capitulo 2, lo que permite obtener los niicleos de
las ecuaciones integrales con facilidad.

4.4.1. Obtencién de la tensién en la barrera.

En la Figura 4.6 se presenta el problema modelado mediante dislocaciones.
Se aplica simetria respecto al eje vertical para simplificar el problema. Nétese
que O';O(IEN ) es la tensién externa aplicada en las regiones alejadas del agujero
mientras que o, (z"”) es la tensién que apareceria en la linea de la grieta si ésta no

existiera [10]. Para obtenerla se utiliza la expresién de las tensiones ogg (0 = 0) en
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Figura 4.5: Placa infinita con agujero circular sometida a traccion.

la solucién clésica del agujero circular en una placa infinita sometida a tensién de

traccién op° [11]:
R\’ R\"
2+ (1) +3( )
(4.18)

Los ntcleos para una grieta en un agujero circular, obtenidos por Dundurs y
Mura [12], se presentaron en el Capitulo 2. En este caso el vector de Burgers tie-
ne s6lo componente b,. Particularizando los nicleos para y;, = 0 y utilizando la
expresion de Peach-Koehler (2.15) que proporciona la fuerza que un campo tensio-
nal general produce sobre una dislocacion, se obtiene que, para este problema, de
los seis ntcleos existentes s6lo interviene el nicleo K ,.,y. Utilizando las variables
xp =",y = 0, = " se obtiene finalmente el niicleo del problema [13]:

o0
%

5 Con 2"€¢[R, ]

Uy(wﬂ) =

" 12 _ p2 2 12 12 _ P2
Kc(x”,gn) = — ! T, //C 2 (C f )R 2 % - C;/ " i 2 +
a" — ¢ "¢ — R ¢ (2"¢" — R?) R """ — R
12 _ p2 1 2
+C i al 2", ("e[R, R+ (] (4.19)

1.//2 C// x! x//S

A partir de este nicleo y mediante la aplicacién de simetria se puede obtener el
ntcleo para dos grietas opuestas en un agujero circular. La ecuacién es la siguiente:

Kea, (") = [K*(a",¢") — K", ~¢")] (420)
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Figura 4.6: Placa infinita con agujero circular sometida a traccién modelada
mediante dislocaciones.

La ecuacién de equilibrio para una dislocacion genérica ubicada en la posicién
a2 para cada uno de los dos intervalos se escribe de la forma siguiente (por sim-
plicidad de escritura en todo el desarrollo se emplea la notacién K para referirse
al nucleo de dos grietas en un agujero K¢):

1 .k +1 AN _ l firta " vl "
2"e[R,R+a]: 5 [oy(2") —o1] = Ji(G) K (27, ¢)d¢y +
K TJR

1 R+C
v [ RGN

" ,_K+1 m _l fita 1" 1N g
2"e[R+a, R+ ] : o [oy (2" 03]—7r . f1(G) K (25, ¢)d¢ +

1 R+C
1 / S5 (K (&, ¢yl

m R+a

Con: z,¢) € [R, R+ a] 24,y e [R+a, R+ (4.21)

Como es usual, estas ecuaciones se normalizan para que los intervalos de inte-
gracién sean [—1, 1]. Los cambios de variable realizados son los siguientes:

i : { —R 2/ — R
Primer cambio: (; = >—— T = ——
c c



110 Modelo para entallas en Modo I

"_R " _ R
(p=28_""F gg = 23
c ¢
. n n
Segundo cambio: (3 = (u; + 1)§ x1 = (v1 + 1)5
1-—- 1-—-
(3= (2 n) (us+1)+n T3 = ( 2n) (v3+1)+n
(4.22)

Tras aplicar el cambio de variable las ecuaciones quedan:

1 _
xe[O,n}:—R; [Uy(vl) ol _ / fi(uy) (vl,ul) duq+
1-—
/f3 u3) K (v1,u3)—— 9 ds
1 .
xe[n,l]:—ﬁz—; [ay(v3) /f1 (u1) (1)3,1&1) duy+
1-—
/fs (u3) K (vs,us) " s
Con: wuq,v1,us,vs € [—1,1] (4.23)

Posteriormente se aplica el método de Erdogan, Gupta y Cook para transfor-
mar las ecuaciones integrales en un sistema de ecuaciones lineales. Las cuadraturas
empleadas para cada uno de los intervalos se muestran en el cuadro siguiente:

Cuadraturas
filu:) wi(u;) Caso
fi(ur) = wi(ur)dr(ur) | wilug) = /2 | Acotado-Singular

—uq

—

—us
1+us

f3(uz) = wa(uz)ds(uz) | ws(uz) =

Singular-Acotado

Las ecuaciones de equilibrio una vez discretizadas se transforman en un sistema
de ecuaciones lineales:

Kk+1

N
= >0 20 e ) D )+

2(1 —ug 1—n
+ZZ: ;NiﬁK(vlk’ugi)T%(u&) , k=1,2,...N.
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N

Kk+1 _ 2(1—|—U11 n
e [05° (var) — 03 —; ON 1 U3k,u11)2¢1(u1z)+
N
2(1—U3i) 1—n
2 TS g : D). k=1,2,...N.
+Z N T 1 (V3k, ui) 5 b3 (uzi)

Con - B 25— 1 B 2i
on: wui; = COS W2N+1 U3; = COS W2N+1

2k 2k —1
= . = COS 4.24
V1} = COS <W2N+1> Vsl = COS <W2N+1> ( )

Si se considera que la tensién de friccion en la grieta o; es cero se tiene en total
un sistema de 2N ecuaciones lineales y 2N + 1 incégnitas, que son ¢1(u1,), ¢3(us;)
y el valor de o3 que permite que haya equilibrio. La ecuacién que falta se obtiene
de la condicién de unién de los dos intervalos, que se expresa de la siguiente forma:

fi(1) = fs(=1) (4.25)

Los valores de f1(1) y f3(—1) son:
¢1(1) (4.26)

fi(1) = wi (L) (1) = \/%Zi )
B =D = [T () (127)

Si se sustituye en la igualdad y se aplica el limite se obtiene:

#1(1) = ¢3(-1) (4.28)

Los valores de la funcion ¢ en los extremos de los intervalos se han obtenido
utilizando la férmula de extrapolacién de Krenk [14] de modo que la ecuacién de
unién queda:

N sen[m 1N7T:|

N

U1Z Z 1

x _
} i=1 tan [2N+

sen|2=L N7
[2N+1 W:H ¢3(US(N+171')) (4.29)
2

2N
1 tan {

Se tiene finalmente un sistema lineal de 2N + 1 ecuaciones y 2N + 1 incognitas

(¢1(w14), P3(uzi) y 03).
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4.4.2. Comparaciéon con resultados experimentales.

Se ha aplicado el método propuesto y se ha contrastado comparando con resul-
tados experimentales y con predicciones realizadas con otros métodos. El primero
de ellos es el cldsico método de Peterson [15] basado en la distancia critica del ma-
terial. El valor de esta distancia se obtiene de la conocida gréfica de Langer [16]. El
segundo método es el de la interpretacién de la distancia critica propuesta recien-
temente por Taylor [17] (Point method) en el que el valor de la distancia critica
se calcula a partir de los pardmetros de mecanica de fractura. También se han
considerado por completitud los resultados obtenidos con la férmula aproximada
de Vallellano et al [2].

En la Figura 4.7 se muestran los resultados experimentales obtenidos por Du-
Quesnay [18] para un acero SAE 1045 (Tabla 4.1) y la predicciones obtenidas con
los diversos métodos. Se trata de una placa plana con entallas circulares cuyo radio
varia entre 0.12 y 2.5 mm. Los ensayos de fatiga son de traccién-compresion alter-
nativa (Ry = 0pmin/0maz = —1) y el limite de fatiga se ha definido para 107 ciclos.
La distancia critica para el método de Peterson es L = 0.15 mm. y para el Point
Method es de L = 0.083 mm. Para los modelos microestructurales se necesita el
tamafio de grano, que se puede estimar mediante la ecuacién [1]:

2 [ Kinoo \2 [ mt\?2

D:_(L) (m:) (4.30)
s OF], myg,

mj 1

i = 3.1 5¢ obtiene:

Tomando un valor de

D =0.035 mm (4.31)

Los valores del resto de pardametros de la formula aproximada de Vallellano
son Ky = 3, f = 2.5. Se ha analizado la robustez del modelo microestructural
numérico ante perturbaciones en el valor del tamano de grano D, obteniéndose
que para tamanos incluso del triple o de un tercio del real las predicciones del
limite de fatiga apenas varian. Si se modifica evidentemente los valores de i que
definen el limite de fatiga, siendo menores para tamanos mayores que el real y ma-
yores para tamanos menores que el real. Para el modelo microestructural numérico
es necesario definir ademas el tamano de la barrera g y el niimero de puntos de
precisién de cada intervalo V. Respecto al tamano de la barrera se ha comprobado
que su influencia en el resultado es muy pequeinia siempre que su tamano sea cla-
ramente menor que el del tamano de grano, pudiéndose tomar como cota superior
ro < 120. En este ejemplo y en el resto de aplicaciones que se muestran en la tesis
se ha tomado un valor de ry = %. En cuanto al valor de N, hay que destacar
que el método numérico converge rapidamente incluso para valores relativamente
pequenos de N. Un valor de N = 100 permite obtener una precisién de dos ci-
fras decimales en la tensién o3. Se ha optado para este ejemplo por un valor de
N = 300, obteniéndose asi tres cifras decimales de precision en o3 y sin necesidad
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de tiempos computacionales muy elevados.

Material ouyTs Oys AKth AO’FL Ro
(MPa) | (MPa) | (MPay/m) | (MPa)
SAE 1045 steel 745 472 13.9 608 -1

Tabla 4.1: Propiedades del material SAE 1045 steel. Ensayos de DuQuesnay.

En la Figura 4.8 se muestran los resultados experimentales de El Haddad [19]
para un acero CSA G40.11 (Tabla 4.2) y la prediccién obtenida con los diversos
métodos. Se trata de predicciones a fatiga para ensayos de traccién-compresién
alternativa (R, = —1) en placas planas con entallas circulares entre 0.2 y 4.8
mm de radio. La distancia critica para el método de Peterson es L = 0.14 mm.
y para el Point Method es de L = 0.13 mm. El tamano de grano se ha estimado
a partir de aceros con propiedades similares, resultando D = 0.030 mm. El resto
de pardmetros para los modelos microestructurales son los mismos que para el
material anterior.

Material ours ™ Oys AKp OFL R,
(MPa) | (MPa) | (MPay/m) | (MPa)
CSA G40.11 steel 800 376 8 280 -1

(*) estimado a partir de aceros con propiedades similares

Tabla 4.2: Propiedades del material CSA G40.11 steel. Ensayos de El Haddad.

Las predicciones obtenidas con el modelo microestructural propuesto (NR num.)
son bastante aceptables y cercanas a las predichas con los otros modelos. Puede
comprobarse cémo la eleccién de la distancia critica en el método de Peterson y
Taylor puede tener una influencia notable en las predicciones del limite de fatiga
en la entalla, sobre todo para valores pequenos del radio. El Point Method pro-
porciona predicciones comparables a la obtenida con la implementacién numérica
del modelo microestructural. En este caso son ligeramente mejores las prediccio-
nes proporcionadas por la formula aproximada de Vallellano, que, ademas, y al
menos hasta el momento, es de uso mas facil. Esta férmula, sin embargo, no puede
utilizarse para condiciones de carga multiaxial, mientras que el método numérico
si puede formularse para carga multiaxial, como se mostrara en el proximo capitulo.

En la Tabla 4.3 siguiente se muestran la evolucién con el tamano del agujero
R de las predicciones obtenidas con el modelo microestructural aproximado y
numérico para los dos conjuntos de ensayos. Se especifica el valor del grano i que
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Figura 4.7: Resultados de DuQuesnay. Agujero circular.
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Figura 4.8: Resultados de El Haddad. Agujero circular.
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define el limite por fatiga. Es necesario estudiar para qué valor de ¢ se requiere
la maxima tensién a aplicar para superar la barrera. Y esta tension constituye
precisamente el limite de fatiga del sélido entallado Ao, . Para los ensayos de
Duquesnay los valores de ¢ obtenidos con el modelo numérico, muy parecidos a
los de la ecuacién aproximada, oscilan entre 1 y 13 y para los de El Haddad
lo hacen entre 1 y 21. El realizar la predicciéon del limite de fatiga con ¢ = 1
implicaria un error considerable. A medida que aumenta el radio, el limite de
fatiga tiende a obtenerse para i = 1 . Ello se debe a que para radios grandes, la
influencia de la entalla se extiende muy lejos de modo que la tension en la grieta
es practicamente constante e igual a Kyo,°. Es como si se tratara de una placa sin
entalla sometida a una tension K; veces la nominal. Y para sélidos sin entallas la
barrera microestructural que determina el limite de fatiga es la del primer grano.

Prediccién o,
DuQuesnay El Haddad

Radio | NR ec aprox NR num NR ec apro NR num

N i N i o, i o, i
(mm) | (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
0.01 583.8 5 618.9 5 | 2759 7 292.3 7
0.05 489.6 7 523.9 7 | 2409 | 11 | 257.1 | 11
0.10 426.7 9 457.3 9 | 2155 | 15 | 230.7 | 15
0.50 274.7 | 13 | 284.5 | 13 | 1455 | 19 | 153.7 | 21
1.00 233.5 7 2344 | 9 1185 | 17 | 121.3 | 19
5.00 205.3 3 204.3 1 95.9 7 95.4 7
10.00 | 203.5 1 203.4 1 93.7 1 93.7 1

Tabla 4.3: Resultados para agujero circular con el modelo microestructural.

4.4.3. Predicciones del modelo para agujeros pequenos

Cuando el radio del agujero circular tiende a cero los resultados del modelo
microestructural no convergen al limite de fatiga del sélido no entallado como ca-
bria esperar. Esto se puede ver en la Figura 4.9, donde se muestran para los dos
materiales estudiados las predicciones del limite de fatiga del sélido entallado adi-
mensionalizadas respecto al limite de fatiga del sélido no entallado. Ambas curvas
tienden a los mismos valores en los extremos, diferenciandose su forma debido a
que cada material tiene diferente tamano de grano D y ag. Para radios pequenos
las dos curvas tienden a 1.120p;, y no a opy. Esto se debe a que con el mode-
lo geométrico utilizado, cuando el radio tiende a cero se tiene un agujero muy
pequeno interior que en el limite reproduciria un medio infinito, mientras que se
estd usando un criterio basado en la solucién de medio semi-infinito. Este resultado
se podria interpretar como que para tamanos del agujero menores que un cierto
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Figura 4.9: Convergencia para radios pequenos.

valor umbral se obtiene que es méas probable que la rotura se produzca desde las
otras superficies exteriores del componente en lugar de que se produzca desde el
agujero interior. Es decir, el modelo predice que la presencia de agujeros muy pe-
quenos no tiene influencia en el limite de fatiga del componente. Los estudios de
Murakami et al [20] sobre agujeros pequenos a traccién indican la existencia de
este valor umbral y lo ubican en un tamano de agujero de alrededor de un grano.
Los valores umbrales obtenidos con el modelo son, para el material de DuQuesnay
y el de El-Haddad, de 0.74 veces y 1.5 veces el tamano de grano D respectivamen-
te, valores del orden de los obtenidos por Murakami en sus ensayos.

4.5. Aplicacion a una entalla semicircular

Como segundo ejemplo de aplicacion del modelo microestructural se estudia
una placa semi-infinita con una entalla semicircular sometida a traccién. Se emplea
la técnica de modelar la propia entalla mediante dislocaciones, desarrollada por Hill
et al. [4] para el célculo del Factor de Intensidad de Tensiones en entallas ubicadas
en un semiplano. Para resolver el problema se impone que las tensiones en el
contorno de la entalla ¢, y 0.9 deben ser cero. De la misma forma, las tensiones
normales y tangenciales o, y 7, deben ser cero en la grieta y en la barrera.
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Los ntcleos del problema son los de una dislocacién en las cercanias de un medio
semi-infinito. El equilibrio se aplica a entalla, grieta y barrera. Para este caso de
carga de traccion se deben obtener unas distribuciones de dislocaciones para la
grieta y barrera con vector de Burgers b, exclusivamente y las distribuciones para
b, deben ser cero. También la tensién en la barrera 73 debe ser cero, ya que no es
necesario ninguna tension para equilibrar las tensiones tangenciales. Esta técnica
se puede aplicar para predecir el limite de fatiga en cualquier tipo de entalla como
la eliptica, en V, etc.

4.5.1. Obtencién de las tensiones en la barrera.

En la Figura 4.10 se muestra esquematicamente el problema y las variables
implicadas. Se trata de una placa semi-infinita con una entalla de tipo semi-circular
de radio R sometida a una carga de traccién de valor o,°. Se desea obtener las
tensiones en la barrera o3 y 73 que mantienen el equilibrio de dislocaciones. Para
ello serd necesario hacer el equilibrio de las dislocaciones que estdn en grieta,

barrera y entalla.

Yy o RO
Ya

0.0 L L L | #%%,

01,71 03,73

XV

/ !
0 a,I Ic x,g;
0 n 1 z,¢
v #U;;O v

Figura 4.10: Grieta partiendo de una entalla semi-circular sometida a traccién.
Representaciéon mediante dislocaciones.

Tensiones debidas a la carga externa

Las tensiones debido a la carga externa sobre las dislocaciones en grieta, barrera
y entalla son las siguientes:
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Grieta: oy(z1) = 0)° 7(x1) =0
Barrera: oy(r3) = 0,° T(x3) =0
Entalla: or(0) = 0,° sen’f or9(0) =0 senfcosf  (4.32)

Obsérvese que estas tensiones son las correspondientes a un medio infinito sin
entalla. Esta técnica de modelar la entalla mediante dislocaciones facilita mucho
la obtencion de las tensiones producidas por la carga externa.

Tensiones debidas a las dislocaciones

En el problema existen dislocaciones ubicadas en tres zonas diferentes: grie-
ta, barrera y entalla. En primer lugar se definen las variables de posicién de las
dislocaciones en cada una de las tres zonas:

Grieta: x1,¢1 € [0, al
Barrera: x3,(3 € [a, ]
Entalla: r=R;0,¢pc|—7/2,7/2 (4.33)

Se van a definir unos ntcleos con 4 subindices Kjjj; propios del problema. El
primer subindice indica en qué zona estd la dislocacién que soporta la tension.
Para este subindice se emplean las letras “c”para grieta (crack), “b”para barrera
y “n”para entalla (notch). El segundo subindice indica la direccién de la tensién
obtenida. Puede ser direccién vertical expresada con la letra “y”, tangencial hori-
zontal expresada con la letra “x”, angular con la letra “0”, radial con la letra “r”. El
tercero indica en qué zona estd la dislocacién que produce la tensién. Se emplean de
nuevo las letras “c”para grieta (crack), “b”para barrera y “n”para entalla (notch).
Y el cuarto indica la direccién del vector de Burgers de la dislocacién que produce
la tensién. Se utiliza la letra “x”para vector de Burgers b, y la letra “y” para vector
de Burgers b,. De modo que un ntcleo como K., representaria la tensién en di-
reccién x producida sobre una dislocacién en la grieta (crack) por una dislocacién
en la barrera con vector de Burgers b,. Cada uno de estos ntcleos es igual a uno de
los seis nticleos generales K (10), Ko (yy)> Ka(ay)r Kyaz)s Kylyy)» Ky(ay) ya definidos
para una dislocacién en las cercanfas de un medio semi-infinito (2.50-2.55) o a una
combinacién de ellos multiplicados por funciones trigonométricas. Se emplean unas
variables de posicién xg, yr, (x particularizadas para la geometria del problema y
la ubicacion especifica de las dislocaciones. A continuacién se muestran cada uno
de estos nucleos:
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Tensiones sobre una dislocacién en la grieta

= Tension producida por una dislocacion en la grieta

rx = R+ ) yr =0 (k =R+
Nucleos: Keper = Ky(ay) Kerey = Ky(ay)
Keyea = z(yy) Keyey = Ky(yy)
= Tensién producida por una dislocacién en la barrera
rx =R+ yk =0 (k =R+
Niicleos:  Kezpe = Ky(ay) Keavy = Ky(ay)
Keybe = Ka(yy) Keyby = Ky (yy)
= Tension producida por una dislocacion en la entalla
rx = R+ yx = —Rsen(¢) Cx = Rcos(¢)
Nucleos: Kopnz = 2(zy) Keony = Ky(ay)
Keyne = Ko(yy) Keyny = Ky(yy)
Tensiones sobre una dislocacién en la barrera
= Tension producida por una dislocacion en la grieta
T = R+ 1} yrg =0 (k =R+
Nicleos: Kprex = Ky(ay) Kpzey = Ky(ay)
Kipyeo = z(yy) Kiyey = y(yy)
= Tensién producida por una dislocacién en la barrera
Tk = R+ 1} yx =0 Ck =R+ (5
Nucleos:  Kpgbe = Ky(ay) Kpzby = Ky(ay)
Kyybe = Ka(yy) Kooy = Ky (yy)
= Tensién producida por una dislocacion en la entalla
rx = R+ 1} yx = —Rsen(¢) Cx = Rcos(9)
Nicleos:  Kpznz = Ky(ay) Kiany = Ky(ay)

Koyna = z(yy) Kiyny = Ky(yy)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)



120 Modelo para entallas en Modo I

Tensiones sobre una dislocacion en la entalla

= Tensién producida por una dislocacion en la grieta

zx = Rcosf yx = Rsenf (k =R+ (4.46)

En este caso para obtener los nicleos hay que girar las tensiones obtenidas
un angulo 6 puesto que para el equilibrio en la entalla se necesitan las ten-
siones o, y 0rg-

Ntcleos:
Knrer = Ky(oa) cos? 0 + Ko (yy) sen?6 + Ky (ay) sen(20)
Korey = Ky(za) cos? 6 + Kyyy) sen’6 + Ky (zy) sen(20)
Krnoce = Ky(gz)(—sent cos 0) + Ky (sen cos 0) + Ky (4, cos(20)

Kooey = Ky(za)(—send cos 0) + Ky (sen cos 0) + K,y cos(20)  (4.47)

= Tension producida por una dislocacién en la barrera
T = Rcosf yrk = Rsenf (k =R+ (4.48)
Ntcleos:

Korve = Ko(a) cos? 6 + Ko (yy) sen?6 + K (2y) sen(20)

Korby = Ky(zz) 08”0 + K,y (yyy) sen’6 + K () sen(26)

Knove = Ky(o)(—send cos 0) + Ky, (send cos 0) + K,y cos(20)

Knovy = Ky(za)(—send cos 0) + Ky, (send cos 0) + K5, cos(20) (4.49)
= Tension producida por una dislocacién en la entalla

T = Rcos6 yx = R(senf — seng) Cx = Rcos ¢ (4.50)

Nicleos:
Knrng = Kp(ur) €08 0 + K,y sen®0 + K, sen(26)
Koy = Ky(za) cos® 0 + Ky(yy) sen?6 + Ky (2y) sen(20)
Knone = Ky(zz)(—senb cos 0) 4 Ky, (senf cos ) + Ky (5, cos(20)

Knony = Ky(ga)(—send cos 0) + K, (send cos 0) + K, cos(260) (4.51)
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A continuacién se aplica equilibrio a las dislocaciones existentes en la grieta,
barrera y entalla. Ello da lugar a 6 ecuaciones integrales singulares. Las ecuaciones
de equilibrio son las siguientes:

Equilibrio en grieta: =} € [0, a]

1 1 @
et =) = 2| [ U Karen .60+ ) Koot DI+

+ / () Keaba (2, ) + F2(CH) K ey () C3)) A+

-7

+ / ¥ 106 Kaona (24, 6) + 62 () K camy (@, ) R db

2

et =l = 3 | [ U K (.60 + T Ko 1] )+

+ [ UG Kapa(h65) + £ Kot G5 G5+

(ME]

+ / 02 () K eyna (21 6) + g2 () Kayny (. 6)] R do

—_

2

Equilibrio en barrera: zj € [a, (]

1 1 “
L) =l = 2 | [ ) R 1)+ ) i, 1] 1+
[5G Kot (5. 65) + F3(G) v )] i+
b [ 1020 K (5 0) + () Kiany (. 0)| R
k+1 1 “
= oyt = 0a) = - | [ UG Ko €0+ 10 i )] 0+
I T LJo

+ / F2(CH) Kogpa (2, C3) + F(CH) Koy (22, €3] G+

™

b [ 1070 Ko (5. 0) + 920 Koy (a5, 0) R 6

2
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Equilibrio en entalla: 6 € [, 7]

k+1 1

o) = L[ [ € K0, + S Horey 0,61 ]+

+ / £ () Ko (6, C5) + F2(CH) Konra (0, €3] A

+ /; (95 (8) K nrna (0, 8) + g2(6) Knirny (0, 9)] R dp

2

a0 = 2 [ [ UK 0.61)+ R Ko 0.6+
H T LJo

+ / 3G Knana (0, C3) + FL(C) Koy (9, )] dC+

+ /; (95 (6) Knona (0, 0) + 94(8) Knony (0, ¢)] R dop

2

Se adimensionalizan los intervalos con los siguientes cambios de variable:

! /
Primer cambio: (; = i T = N1
c
!/ :L,{
(3= & xg =2
c ¢
. n n
Segundo cambio: (3 = (u; + 1)5 x1 = (v1 + 1)5

= (15 wrnen m= () e

™ ™

qb 2ur 0 2'Ur ( 5)

A las integrales resultantes se les puede aplicar la transformaciéon de Erdo-
gan et al. Para ello se va a considerar que en el intervalo correspondiente a la
grieta la funcién de distribuciéon de dislocaciones es acotada-singular en sus ex-
tremos, para la barrera se considera singular-acotada en sus extremos y para la
entalla acotada-acotada en sus extremos. Ello implica que tanto la grieta como
la barrera tienen N puntos de colocacién e integracién. Sin embargo la entalla
tiene N puntos de integracién y N + 1 puntos de colocacion, lo que da lugar
a una ecuaciéon de mas. Esta dificultad se salva excluyendo la ecuacién central,
como proponen Erdogan et al [21]. Considerando que no existe tensién de fric-
ciéon en la grieta y anadiendo las ecuaciones de unién de intervalos se obtie-
ne finalmente un sistema de 6N + 2 ecuaciones y 6N + 2 incognitas, que son:
&7 (u1i), Y (u14), @5 (usi), &4 (usi), ¢ (uri), P%(ugri) y las tensiones de friccién en la
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barrera o3 y 73:

Ecuaciones en grieta:

N
_“+1[T(U1k)] :ZMC

n T
2/1 et N +1 7 [Kczca:(vlka uli)¢1 (ulz) + Kczcy(vlky ulz)(b:[lj(ulz)] +

2(1 — us; 1-—
+Z (2N fi)c( 5 n) (K cabr (U1, usi) 05 (usi) + Keaby (V1k, usi) P4 (us;)]

e [Kcmnx (vlka uRl)¢fL (uRz) + Kcmny (vlka URZ)QSZ (uRz)]
k=12...N (4.53)

k+1 al 2(1+wuy)en
14 T
- 1 [Uy(vlkr)] = Z N + 1 T[Kcycm(vlka u1i>¢1 (uli)+Kcycy(Ulk7uli)(b?{(uli)]"'_

(K eybe (V1k, usi) 5 (usi)+Keyby (Vik, usi) 4 (usi)]+

Y (1—ud) R
+ Z B [Keyna (Vik, wri) 05 (uRi) + Keyny (1%, uri) 0% (ups)]

k=1,2,...N (4.54)
Ecuaciones en barrera:

N

Kk+1 2(1+wuy)en
- 2/14 [T(U?)k:)_TS] = ; Tﬂ 9 [Kba:cw<v3k; u11)¢1 (ulz)+Kb:vcy(U3ka ulz)d)l (ulz)]+

2(1 —usz;) c(l—n -
+; (2N +?i) d 5 )[szbm(UBkaUBi)¢3 (u3s)+Kpaby (Vsk, uss )4 (usi)]+
N
(1-u%)Rm
+ ; ﬁ T[szna: (vsk, URri) Oy (URi) + Kpeny (3, Uri) o4 (uRi)]
k=1,2,...N (4.55)
k1 2(1 + ;)
Q,u [Uy U3k 03 = Z 2N+1 2 [Kbycx(v?)lwulz)(bl (ulz)+Kbycy(v3k7u11)¢1(u11)]+
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—u%)RT
+ Z N Rl [Kbynl (U3ka uRz)djymz (uRz) + Kbyny (’ng, uRi)d)Zr!L (uRl)]

k=1,2,...N (4.56)

Ecuaciones en entalla:

N
k+1 722(1+u1i)c

n T
2M [(77’7“ ('URk)] - IN T 1 ? [Knrcr (kaa uli)¢1 (uli)+Knrcy (URk7 ulz)d)zil (ulz)]+

2(1 — ug;) ¢(1 —n) N
ON 1 5 (K nrbe (VRE, 3:) 95 (usi)+ Knrby (VRE, usi) @4 (us:)]+

1—u%) R .

+ %7[[(”“"‘”(1}1%““1%)@571(“1?0+Knrny(URk7uRi)¢.‘Z(uRi)]
= +1 2

N N

k:1727 77_17E+1,7N+1 (457)
K —|—1 al 2(14+uq;) ecn
11 -
_ o O'rG 'URk ; ON 1+ 1 7[Kn0m:(URk,U1i)¢l (uli)+Kn96y(URk,uli)éf)?{(uli)]ﬂ-

2(1 —us;) c(1 —n *
(2N+i) ( 5 )[Kneba:(kavufii)(bg (u3i)+Knovy (VRk, usi) @4 (us)]+

+
M= 1M=

1—u%.)R
+ - (Nif:lil)TW[KnOnm(URkyuRi)(brxL(uRi) +Kn0ny(’URk,’u,Ri)¢%(uRi)]
N N

Ecuaciones de union:
sen{ 2i—L A7 w}

i i }¢ff(u1i) :ﬁz

sen{ 2i—1 Nw}
2\ n [283

} ¢§(u3(N+17i)) (4.59)

~

o (smfgine] o (sl
> gt | =3 —2 ) | 00
i=1 \ tan |:2N+1 5} i=1 \ tan [2N+1 5}
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2 2k -1
i = 3k = ik=1,2,...N
U3 COS(W2N+1> U3k COS(F2N+1) 7
1 2k —1
UR; = COS 7TN+1 VRE = COS 7T2N+2
N
i=1,2...N  k=12..,>-1L>+1.. N+l

4.5.2. Resultados.

El modelo para entalla semi-circular se ha aplicado al problema antes anali-
zado para los materiales de DuQuesnay y El Haddad. Para mantener los tiempos
computacionales se ha reducido el valor de N a 250, y es que el modelado de la
entalla mediante dislocaciones implica que el sistema de ecuaciones pase de tener
2N + 1 ecuaciones a 6N 4 2 ecuaciones. Este valor de 250 puntos de integracién
en cada intervalo proporciona suficiente precision para el modelado de la grieta
y la barrera y para entallas de tamano pequeno. Para entallas mayores de 1 mm
ha sido necesario utilizar 1000 puntos de integracion en la entalla, manteniendo el
valor de 250 para grieta y barrera, con el consiguiente incremento del tiempo com-
putacional. En este aspecto la técnica de modelar la entalla mediante dislocaciones
como se ha hecho para el caso semicircular es menos eficiente que el planteamiento
que se hizo para agujero circular en el que se partia del nicleo para un dislocacion
en las cercanias de la entalla. Lo cierto es que hasta ahora sélo se encuentran en la
literatura los nucleos para entallas sencillas lo que hace que se tenga que emplear
la técnica del modelado de la entalla mediante dislocaciones para los casos mas
generales. Para los valores de N empleados el efecto de la ecuacién central quitada
ha resultado inapreciable.

Las distribuciones de dislocaciones obtenidas en grieta y barrera con vector de
Burgers b, son practicamente cero, como cabia esperar. También se obtiene un
valor cero para la tensién 73 en la barrera. En cuanto al valor del grano i que
determina el limite de fatiga del solido entallado, la tendencia es muy similar a
la obtenida para el agujero circular, de nuevo obteniéndose valores de ¢ = 1 para
entallas grandes. En la Figuras 4.11 y 4.12 se muestran los resultados adimen-
sionales obtenidos para entalla circular y semicircular. Se ve cémo los resultados
para la entalla semicircular convergen perfectamente a oy, cuando el radio de la
entalla tiende a cero. Para radios grandes se sigue obteniendo resultados tenden-
tes a opr /3. Las graficas muestran claras diferencias entre una entalla circular y
semicircular para radios pequenos, fundiéndose practicamente en una sola curva
para valores del radio mayores de 1 mm. Ello es debido a que para radios grandes
la superficie del circulo se va asemejando a la de un medio semi-infinito, de modo
que el problema del agujero circular y el del semicirculo se van haciendo similares.
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Figura 4.11: Resultados para agujero circular y semi-circular. DuQuesnay.
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Las dos técnicas de andlisis de la grieta mediante dislocaciones mostradas en
este capitulo, la primera empleada para resolver el problema del agujero circular
y la segunda para la entalla semicircular, permiten, en un principio, calcular el
limite de fatiga en cualquier tipo de entalla, ya sea eliptica, en V, etc., y con
cualquier tipo de carga. Sin embargo, la primera técnica requiere el conocimiento
del campo de tensiones producido por una dislocacién para la geometria de la
entalla correspondiente.
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Capitulo 5

Modelo para entallas
sometidas a carga biaxial

En el capitulo anterior se ha descrito el modelo microestructural para un cuer-
po entallado sometido a modo I, mostrandose su aplicaciéon a la prediccion del
limite de fatiga de un sélido con una entalla circular y con una entalla semicircu-
lar. En este capitulo se pretende dar un paso mas en el uso del método y aplicarlo
a carga biaxial plana. Para carga biaxial plana en la linea de grieta es necesario
estudiar las dislocaciones de cufia con vector de Burgers b, (climb) y con vector de
Burgers b, (glide). En el estudio del equilibrio de las dislocaciones en el dominio
se requiere que en la barrera delante de la grieta, ademéas de una tensién normal
03, exista una tensién tangencial 75. Se utiliza el mismo criterio de activaciéon que
en el caso monoaxial, pero ahora la tensién tensién tangencial sobre las fuentes de
dislocaciones tiene componentes provenientes de ambos conjuntos de dislocaciones.
Los valores de las constantes del criterio de activacion se obtienen a partir de los
limites de fatiga de traccion y torsion del material para probetas no entalladas.
Estos valores, al igual que se hizo para el criterio en Modo I, se relacionan con las
tensiones en la barrera para una grieta en un medio semi-infinito.

Se ha estudiado como aplicacién una entalla circular en un medio infinito,
con el objetivo de calcular el valor del limite de fatiga en funcién del tamano del
agujero R. Para mantener la simetria del problema se han modelado dos grietas
opuestas que parten del agujero, cuya direccion puede ser cualquiera. Para calcular
el limite de fatiga es necesario obtener las tensiones en la barrera para todo un
rango de puntos de iniciacién posibles, para todo un conjunto de direcciones de
grieta posibles y para las diferentes longitudes de grieta i (i = 1,3,5,7,...). La
aplicacién del criterio de activacién para cada barrera proporcionard la tension
externa que sera necesario aplicar para superar dicha barrera. El limite de fatiga
vendra determinado por el valor minimo de tensién externa que es necesario apli-
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car para superar todas las barreras en una direccién, propagandose la grieta en
dicha direccion. En definitiva la grieta se propagara en aquella direcciéon en la que
las sucesivas barreras sean mas facilmente superables.

Se ha realizado una comparacién entre las predicciones a fatiga del modelo
y resultados experimentales. También se han estudiado las predicciones de otros
modelos. Se han analizado dos casos de carga: traccién-compresion alternativa y
torsion alternativa. Los resultados son aceptables aunque algo por debajo de los
experimentales y de las predicciones del resto de los modelos. Una caracteristica
importante del modelo es que proporciona el punto de la entalla en el que se inicia
la grieta y la direccién de propagacion de la misma en los primeros granos.

5.1. Criterio de activacién para carga biaxial

Cuando la carga es biaxial plana se hace necesario considerar dos distribucio-
nes de dislocaciones, una con los vectores de Burgers perpendiculares a la grieta
(climb) y otra paralela a la grieta (glide). La tensién tangencial sobre las fuentes
de dislocaciones tiene componentes provenientes de ambos conjuntos de disloca-
ciones. La condicién de activaciéon que permite determinar si la grieta va a superar
la barrera i-ésima es la siguiente:

o} T3
*
o

=T (5.1)

*

m meg

m%, vy m¥, son los coeficientes de orientacién que permiten calcular la tensién
cortante en el plano de deslizamiento y en la direccién de deslizamiento de la fuente
de dislocaciones a partir de la tension normal y tangencial respectivamente que
actian en la zona de la barrera. En lo que sigue es mas ilustrativo expresar esta
ecuacion de la manera:

i i
03 73

=1 (5.2)

* *
mg;Te m_;Te

Las constantes de activacién para la barrera i-ésima se pueden relacionar con
las constantes para la primera barrera con una ecuacién similar a la ya empleada
anteriormente para representar el diagrama de Kitagawa:

m

oiTe = Mg Te Vao Vi (5.3)
|(iD/2)! +af — (D/2)7]

=

<

mETe = mi e Vao —Vi (5.4)
[(z‘D/Q)f +al - (D/2)f} &
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Las constantes para superar la primera barrera son en un principio desconoci-
das. Pero para un sélido no entallado el limite de fatiga se asocia con la superacién
de la primera barrera microestructural. Por tanto estudiando los limites de fati-
ga de probetas no entalladas en ensayos standard como los de traccién o torsién
(orL y TrL) se pueden obtener los valores de m%,7. y m* 7., como se muestra a
continuacion.

5.1.1. Obtencion de las constantes del material

Considérese el criterio microestructural de activacién de deslizamiento para un
sé6lido no entallado, asociado con la superacién de la primera barrera (superindice
1):

1 1
03 73

Mg Te M Te -1 (5:5)

La rotura en un sélido no entallado se produce a partir de una grieta creciendo

desde la superficie externa. Por tanto para obtener las tensiones en la primera

barrera o y 74 serd necesario estudiar el problema de una grieta en un medio
semi-infinito, mostrado en la Figura 5.1.

Ya PV t

v v v

Figura 5.1: Placa semi-infinita sometida a carga biaxial. Modelado mediante
dislocaciones.

La obtencion de las ecuaciones de equilibrio sigue la misma légica reflejada en
capitulos precedentes. El nimero de términos es bastante considerable dificultando
innecesariamente el seguimiento de los argumentos que se exponen a continuacion.
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Por ello se ha trasladado al Apéndice C todo el desarrollo de las ecuaciones de
equilibrio de dislocaciones para una grieta en un medio semi-infinito sometido a
carga biaxial y su transformaciéon mediante el método de Erdogan et al. en un sis-
tema de ecuaciones lineales. Su resolucién permite obtener el valor de las tensiones
en la barrera en funcién del angulo 6.

Por sencillez se resuelve el sistema de ecuaciones para cargas externas aplicadas
de valor unidad en cada caso, obteniéndose un valor de las tensiones en la barrera
por unidad de carga aplicada. Estas tensiones asociadas a cargas unitarias van a ser
designadas con un asterisco: o3*(#) y 74*(6). Para cumplir el criterio de activacién
en la direccién 6 serd necesario multiplicar el sistema de cargas unitario por un
cierto valor 7,(6), es decir:

7a(6) (Zj—@ + f;—@) =1 (5.6)

Sacando factor comin m?,7, el criterio se puede escribir de forma mas com-
pacta:

1%
Ta(0) A <a§*(9) + 3 A(g)) —1 (5.7)

siendo mi,7. = 1/A y A = m¥;/m%,. Se trata de encontrar el procedimiento
para determinar A y A, que son propiedades del material, a partir de datos experi-
mentales. De todas las direcciones posibles, definidas por el dngulo 6, existird una
que requerird la menor tensién aplicada externa 7, para producir la activacién en
los siguientes granos. El valor de esta direccién dependera del ensayo al que se
aplique el criterio. En cualquier caso el angulo serd el correspondiente a la direc-
cién en la que la “tensién combinada” (o3* () +74* () /\) alcance su valor més alto.

Considérese en primer lugar el caso de un ensayo de traccién pura (a;jo =
1,62° = 0). Con el sistema de ecuaciones lineales recogido en el Apéndice C se
puede obtener numéricamente los valores de o3*(0) y 74*(6) para distintos valores
de 6 y se puede calcular la tensién combinada (o3*(6) + 74*(6)/)\) para diversos
valores supuestos de A (Figura 5.2).

Puede verse que la tensién combinada tiene un méaximo cuya posicion y altura
es diferente dependiendo del valor de A. Precisamente, si se conociera el valor
particular de A\ para el material, la posicion del médximo de la tensién combinada
para ese valor de \ y para este ensayo, llamémosle 6., daria la direccién de la
grieta. Y, légicamente, el valor de 7, correspondiente seria en este caso el limite
de fatiga a traccién, 7, = opy. Por tanto se cumplira:

1% 00
opr A <o§*(00) + T3()> =1 (5.8)
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Figura 5.2: Valores de la tensiéon combinada en funcién de A. Traccién.

Si se realizan los mismos cédlculos para un ensayo a carga tangencial pura
(03 = 1,02° = —1) podria determinarse el angulo ¢, correspondiente a la posicién
del méximo de la tensién combinada para este ensayo (Figura 5.3). En este caso

el valor de 7, seria el limite de fatiga a tensién tangencial pura, 7py. Se tendré:

1% 07_
S— ((731,*(97) + M) —1 (5.9)

Nétese el uso de los subindices o, T en la tensiéon combinada para resenar que los
calculos numéricos se refieren al ensayo simulado de tensién normal ¢ o tangencial
T respectivamente.

El valor de A del material debe satisfacer las dos ecuaciones anteriores. La
forma de obtenerlo es la siguiente. Volviendo a las Figuras 5.2 y 5.3, para los
diversos valores de A se obtienen los maximos de la tensién combinada para los
dos casos de traccién pura y carga tangencial (puede observarse que se alcanzan
valores mayores en el ensayo tangencial, lo que concuerda con el hecho de que el
limite de fatiga a torsién suele ser menor que el de traccién). A continuacién se
introduce una funcién f(\), que se obtiene, para cada valor de A, como el cociente
de los dos méaximos de tension:
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Figura 5.3: Valores de la tension combinada en funcién de A. Tension tangencial.

(o8 (00 + HEG0)

fN) = ( Lt (5.10)

N e (9(\
oh(6(N) + GO0
T, mazx
De acuerdo con los comentarios hechos anteriormente la funcién toma valores
menores que 1. Ademds resulta ser mondétona creciente (Figura 5.4). A la vista de
las ecuaciones (5.8) y (5.9) el valor de A del material es el que verifica la ecuacién:

TFL
fO) = ZL (5.11)
Finalmente, el valor de la otra constante A se obtiene sustituyendo A en cual-
quiera de las ecuaciones (5.8) o (5.9). Esto permite calcular las dos constantes
mi Te y mii7. del criterio general.
5.2. Aplicacién a una entalla circular
Para analizar la validez del criterio se va a estudiar de nuevo una entalla cir-

cular, aunque en este caso considerando carga biaxial (Figura 5.5). Se trata de un
agujero en un medio infinito sometido a una carga de fatiga de tipo biaxial y se
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1,0

0,9
) /
07

0,6

f(2)

0,5 T - ,
0,5 1,0 1,5 2,0

Figura 5.4: Funcién de \ para obtener las constantes del criterio biaxial.

desea obtener una prediccién del limite de fatiga en funcién del tamano del agujero

R.

5.2.1. Tensiones elasticas alrededor de un agujero circular

Previamente se va a analizar brevemente las tensiones alrededor de un agujero
circular. En las Figuras 5.6 y 5.7 se muestran las tensiones elasticas a lo largo de
direcciones radiales para una placa infinita con un agujero circular sometida a una
carga de traccién pura (o;° = 1 MPa, 02° = 0 MPa) y tangencial pura (o,° =1
MPa, 02° = —1 MPa) respectivamente. El radio del agujero es de R = 0.1 mm.
En la abscisa se ha empleado el nimero de medios granos, ¢, a partir del borde
del agujero circular. El tamano de grano considerado es el del material para el que
a continuacién se realizaran las predicciones con el modelo biaxial. Para mayor
claridad sélo se representan las tensiones en dos direcciones, la de maxima tension
normal (0°) y la de méxima tensién tangencial (45°). El valor mayor de la tensién
normal o, se produce para §# = 0 y es de 3 MPa (K, = 3) para traccién pura y
de 4 MPa (K; = 4) para tangencial pura. Nétese que el K; de un agujero circular
sometido a traccién pura (K = 3) es diferente al de una carga biaxial [1]. Aunque
no se muestren en la figura, las tensiones normales ¢, tienen un valor negativo
desde 6 = 45° hasta # = 90° para carga tangencial, es decir se produce compresién
en la grieta. En cuanto a las tensiones tangenciales 7, alcanzan su valor maximo
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Figura 5.5: Placa infinita con agujero circular sometida a carga biaxial.

en f = 45° aunque siempre con valores mucho menores que la tensién normal .
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Figura 5.6: Traccién aplicada. Tensiones alrededor de agujero circular (R=0.1
mm). Placa infinita.
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Figura 5.7: Tensién tangencial aplicada. Tensiones alrededor de agujero circular
(R=0.1 mm). Placa infinita.

5.2.2. Obtencion de las tensiones en la barrera.

El problema se muestra en la Figura 5.8. Se tiene un agujero circular en un
medio infinito sometido a carga biaxial y se desea obtener para una direccién de-
finida con los dngulos 6 y 6; (direccién no radial) y una longitud definida por i, la
funcién de distribucién de dislocaciones en la grieta y la barrera y el valor de la
tensiones o3 y 73 que mantienen el equilibrio. En la linea de grieta habré tensiones
oy(x) y 7(z) y por tanto habré que aplicar equilibrio tanto en la direccién = como
en la y. El equilibrio en este caso esta acoplado ya que la grieta no parte normal
a la superficie del circulo.

La relacion entre las variables r, 6 y las variables z, ¢ es la siguiente:

r(z) = Rcos (6 — Op(x)) + ¢ xcos (61 — Oy (x)) (5.12)

() = Rcos (8 —6p({)) + ¢ Ccos (61 — 6p(¢)) (5.13)
Rsenf + ¢ x senby

Oo(x) = arctan <R0089 ez oos 91> (5.14)
Rsenf + ¢ ¢ senb,

f0(¢) = arctan (Rcos 0 + ¢ ¢ cos 91> (5.15)
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Figura 5.8: Agujero circular con dos grietas sometido a carga biaxial en un
medio infinito.

Tensiones debidas a la carga externa

Se utiliza la expresién de las tensiones eldsticas para una placa infinita con un
agujero circular sometida a tensién biaxial [2]. Estas ecuaciones estdn definidas
en coordenadas polares, segin los valores (r,6p). Anteriormente se ha definido la
relacién entre x y las variables (r,6p). De modo que las tensiones en coordenadas
polares para una dislocacién en la posicién x es la siguiente:

og(x) = % (%) <1+3<%>4> cos (200(x)) | +
+0§° 1+ (7&)) + <1+3 7‘2)>4> cos (290(33))] (5.16)

+

- 4(74(3;))2> cos (200(x))
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(=) ()
(o) o)) st 519

Con: 1€ [R, o]

Tro(x) = —

oS

) sen(20y(z))

Pero para hacer el equilibrio en la direccién de la linea de grieta es necesario
girar estas tensiones un dangulo (61 —6o(x)). Las tensiones oy (x) y 7(x), que pueden
ser introducidas en las ecuaciones de equilibrio, son las siguientes:

oy(z) = o, (z) [sen® (01 — 0(2))] + og(z) [cos® (01 — O(2))] —

—7ro(2) [sen(2(6; — 6 (2)))] (5.19)
7(z) = —o,(x) [sen(0; — Op(z)) cos (61 — O (x))] +
)

+og(z) [sen(f1 — Op(x)) cos (01 — Op(x))] + Tro(x) [cos (2(61 — Op(x)))]
(5.20)

Tensiones debidas a las dislocaciones

Los nticleos Kj(jx) para una dislocacion en las cercanfas de un agujero circular
fueron obtenidos en el Capitulo 2. Aplicando simetria a partir de estos nicleos se
pueden obtener los nicleos para dos dislocaciones opuestas respecto a un agujero
circular, que son las que existen en el problema:

K (@, yx €)= (K (2x, yx, Ex) — Kigi (@k, vk, —€k))] (5.21)

Por simplicidad en la expresién se va a seguir empleando la notacién K
en todo el desarrollo que sigue aunque se refiera al nticleo producido por dos
dislocaciones K f(jk). Hay que tener en cuenta que estos nicleos estdn definidos
para unos ejes radiales respecto al centro del agujero y cuyo eje X pasa por la
dislocacion. Las tensiones segin estos ejes radiales producidas por una dislocacion
ubicada en ((x,0) con un vector de Burgers definido en estos ejes radiales (b7, by)
sobre un punto de coordenadas (zx,yx) son:

—r 2p

7= 1) D eten) 0Ky

—r 2p r r

Oy = Tk + 1) [bew(yy) + byKy(yy)]

=T 2,U r ld

Toy = —7——5 105 Ka(ay) + Uy Ky(ay)] (5.22)

W " T+ 1)
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Para el problema a estudiar las variables se particularizan de la siguiente ma-
nera:

Ck =7(¢) (5.23)
xx = r(x)cos (0p(z) — 00(C)) (5.24)
yr = r(z)sen(fo(x) — 0p(C)) (5.25)

Las ecuaciones de equilibrio estan definidas en la direccién de la linea de grieta y
su perpendicular. Para tener el vector de Burgers y las tensiones en la direccién de
la linea de grieta habra que realizar un giro de (61 — 6y(¢)). El vector de Burgers
(b, by) definido en la direccién de la linea de grieta se obtiene con la siguiente
ecuacion:

( b; ) _ ( CO8 (01 _QO(C)) _Sen(al _90(4-)) ) ( bw ) (5 26)
by, sen(f; — 09(¢))  cos (01 — 60(¢)) by ‘
Una transformaciéon de Mohr permite girar las tensiones un dngulo (61 —6y(¢))
para tenerlas en la direcciéon de la linea de grieta. Para el equilibrio de dislocaciones
se emplean las tensiones (7, 7) en la linea de grieta, que son las siguientes:
Gy =0 sen’(6; — 0o(¢)) + G, cos?(0; — 0p(C)) — Ty sen(2(01 — 00(0)))
Toy = — 0y sen(01 — 0p(C)) cos(01 — 0o(C)) + 7, sen(61 — 0o(C)) cos(61 — 0o (C))+
+T 4y c08(2(01 — 60(C))) (5.27)

A continuacion se desarrolla la expresién anterior y se saca factor comin by, by.
Por simplicidad en la expresién se va a realizar la sustituciéon v = 61 — 6y(¢). Se
obtiene:

_ 21 by
oy(z) = +m [sen®(7) [cos(V) Ky (zr) + sen(y) Ky(zn)| +
—l—cosZ(v) [cos(’y)Kw(yy) + sen(q/)Ky(yy)] —
—sen(2y) [cos(’y)Kl.(wy) + sen(’y)Ky(Iy)H +
2u b
71'(,%74—?/1) [Senz(’y) [_ Sen(’Y)Kx(wc) + COS(’V)Ky(a:x)] +
+eos”(7) [ sen(y) Ky(yy) + cos(7) Ky(yy)] —
—sen(2y) [—sen(v) Ky(ay) + c08(7) Ky (ay)]] (5.28)
_ 20 by
T(z) = +m [—sen(y) cos(7) [cos(V) Ky (az) + sen(y) Ky a)| +
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+ sen(7y) cos(7y) [cos('y)Kx(yy) + sen(’y)Ky(yy)] +
+ cos(27) [cos(v)Km(xy) + sen(’y)Ky(zy)H +

ﬂ(Q:_l:yl) [—sen(y) cos(y) [~ sen(v) Ky (pa) + cos(7) Ky(zay | +

+ sen(7y) cos(7y) [— sen(y) Ky (yy) + cos(v)Ky(yy)] +
+cos(27) [~ sen(7) Ky (zy) + c08(7) Ky(ay)] | (5.29)

Expresado de forma compacta:

N2

oy (x) = P [bs M + by N] (5.30)
N/
7(z) = ot T [b2S + b, T] (5.31)

Estas expresiones son semejantes a las obtenidas para una grieta inclinada en
un medio semi-infinito (Apéndice C), si se sustituye el dngulo v por el 8 y se
emplean los valores de los nicleos y las variables de posicién correspondientes.
Procediendo de la misma manera que se ha hecho para el medio semiinfinito se
obtiene exactamente el mismo sistema de ecuaciones lineales. Asi que se pueden
utilizar las ecuaciones de este Apéndice (C.16, C.17, C.18, C.19, C.20 y C.21),
obteniéndose un sistema de 4N + 2 ecuaciones y 4N + 2 incégnitas, que son las
funciones de distribucién de dislocaciones (7 (u1;), ¢3 (u1:), d5 (usq), ¢4 (us;)) y las
tensiones en la barrera o3 y 3.

5.2.3. Obtencién del limite de fatiga.

La resolucion de este sistema de ecuaciones permite obtener el valor de las ten-
siones en la barrera en funcién del angulo 6 y 6, y para las diferentes longitudes de
grietai (i =1,3,5,7,...). Para obtener el limite de fatiga se procede de la siguiente
manera: para cada valor de 6,6, y de la longitud de la grieta i (1,3,5,7,...) se
obtienen los valores de o3, 73 que mantienen el equilibrio mediante la resolucion del
sistema de ecuaciones lineales correspondiente. A continuacion, para cada combi-
nacién (6, 61,14) se aplica el criterio microestructural biaxial definido en el apartado
(5.1), proporcionando en cada caso la tensién externa aplicada 7, necesaria para
superar la barrera. Para cada direccion, definida por los angulos € y 61 se busca
el i para el que se obtiene el mayor valor de 7, es decir la barrera mas dificil
de superar para esa direcciéon. En esta etapa del desarrollo del modelo se hace,
por tanto, la hipédtesis de que la grieta se mantiene en el mismo plano durante
los primeros granos. En tanto en cuanto los valores de 7 en los que se produce el
maximo no sean muy elevados la hipdtesis parece justificada. El menor de todos
los resultados obtenidos anteriormente serd el limite de fatiga. Es decir, el limite
de fatiga viene determinado por la tensién necesaria para superar la barrera mas
fuerte en la direccion més débil.
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5.3. Comparacién con resultados experimentales

A continuacién se muestran una comparacién entre las predicciones a fatiga
del modelo microestructural biaxial y resultados experimentales obtenidos por
Murakami [1] y otros modelos. Se trata de probetas a las que se les han realizado
pequenos agujeros superficiales (Figura 5.9). Los ensayos de fatiga que se analizan
son de flexién rotativa y de torsion alternativa. Se define el limite de fatiga como
la tensién nominal méxima para una vida de al menos 107 ciclos.

d

| /

Figura 5.9: Agujero circular en los ensayos de Murakami.

El material es acero S45C (0.46 % de C) recocido. Sus propiedades son las si-
guientes:

Material ours | Re | opp(flexion) | 7 (torsion)
(MPa) (MPa) (MPa)
S45C steel 620 -1 240 142

A partir del limite de fatiga a flexidén rotativa se puede estimar el limite de
fatiga a traccién-compresién alternativa:

opr(traccién) = 0.85 opr (flexién) = 204 MPa (5.32)

El tamano de grano D se ha estimado a partir de ag = 0.15 mm [3] y Tn:: =3.1,
obteniéndose un valor de D = 0.031 mm. Al igual que se hizo en el Modo I, para
el tamafio de barrera se ha tomado un valor de rg = D/30. Para el sistema de
ecuaciones del modelo de grieta inclinada se ha utilizado N = 200. La ecuacién

para obtener la constante A del criterio de activacién queda como:

£ = % —~0.69 (5.33)

A partir de la Figura 5.4 se obtiene un valor de A:
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A =0.57

Este resultado de A corresponde a una direcciéon de propagacion de grieta en
traccion pura de 6 = 30° y en tangencial pura de § = 33°. Para estas direcciones
y para ¢ = 1 se obtiene unas tensiones en la barrera de o3 = 4.02 MPa y 73 = 1.38
MPa para traccién pura y de o3 = 1.89 MPa y 73 = 4.19 MPa para tangencial
pura. Como era de esperar la tension tangencial necesaria en la barrera tiene un
valor mucho maés alto en el caso de carga tangencial pura que en el de carga de
traccién pura. A partir del resultado de A y utilizando la ecuacién (5.8) se obtiene
el valor de A:

_ 1
"~ 1313.98

Asi que las constantes del criterio de activaciéon biaxial m} 7. y mZ,7. para
este material quedan finalmente:

A

miq T, = % = 1313.98 MPa miiTe = % = 748.96 MPa
Se obtiene un valor claramente mayor para la primera constante, relacionada
con la tensién normal o3. Estas constantes, que aparecen en el criterio biaxial
dividiendo a o3 y 73 respectivamente, indican que para este material tiene mayor
peso en el criterio la tensién en la barrera 75 que la tensién os.

5.3.1. Resultados: traccién-compresion

Se han comparado para el caso de traccién-compresién alternativa los resulta-
dos experimentales y las predicciones de diversos modelos. Estos modelos son: el
modelo de Taylor (Point method) para un valor de L = 0.075 mm, la ecuacién
aproximada del modelo microestructural, el modelo microestructural monoaxial
explicado en el capitulo anterior y el modelo microestructural biaxial. El problema
objeto de estudio evidentemente no es de carga biaxial, pero permite comprobar
si el modelo microestructural biaxial predice correctamente casos de carga monoa-
xial. Para el modelo monoaxial se ha utilizado un valor de N = 300. Para el modelo
biaxial se ha utilizado N = 200 y en la busqueda de la direccién de propagacién
se han tomado incrementos de 5°, estudiandose los angulos 6,60, = 0°,5°,10°, .. ..
Respecto al valor de ¢, para ambos modelos microestructurales se analiza un niime-
ro de granos suficiente para encontrar la tensién aplicada minima necesaria para
superar las sucesivas barreras en cada direccién.

En la Figura 5.10 se muestra los resultados experimentales y las predicciones
de los diversos modelos. El comportamiento del modelo biaxial para radios gran-
des es adecuado, convergiendo al igual que el resto de modelos a opy,/3, como es
de esperar de acuerdo con las técnicas clasicas de fatiga. Para radios grandes la
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250
@ Experimental Murakami, h/d=0.5
B Experimental Murakami, h/d=1
200 _N ' ® Experimental Murakami, h/d=2 H
\\\\4> Point Method (L=0.075 mm)
] N Vallell NR ec. .
= \\;.Q.\\\ * NaR ellano ( ec. a:prox )
S \\'\\\\ —— NR num. monoaxial
S 150 NN € |——NR num. biaxial L
= NS
T [ ]
L 1 @
100 \
.
50
0,01 0,1 1 10

Radio agujero (mm)

Figura 5.10: Resultados para traccion-compresion. Probeta con agujero
circular. Experimentos de Murakami.

geometria del agujero tiende a la de un plano semi-infinito, siendo ésta justamente
la geometria empleada para ajustar las constantes del criterio biaxial, de ahi que
el resultado del modelo biaxial en esta zona de radios grandes converja perfecta-
mente a los valores esperados. Los resultados experimentales se encuentran en la
zona de radios medianos y pequenos, estando divididos en tres grupos en funcién
de la relacién h/d: 0.5, 1 y 2. Se observa cémo para mayores profundidades de
agujero disminuye el limite de fatiga obtenido experimentalmente. Las prediccio-
nes numéricas realizadas corresponderian a un agujero infinitamente profundo y
por tanto tiene cierto sentido que vayan algo por debajo de los resultados expe-
rimentales, aunque sus valores son muy cercanos a los resultados experimentales
con los agujeros mas profundos. El método Point Method toma en general valores
por encima del resto de modelos. Para radios muy pequenios (R < 0.02 mm) la
ecuacién aproximada toma valores que parecen algo bajos. Y atin por debajo estan
las predicciones del modelo biaxial. En el modelo monoaxial ya se vio que existia
una falta de convergencia del modelo para radios muy pequenos, motivada por un
aspecto de tipo geométrico relacionado con que un agujero pequeno reproduce en
el limite un medio infinito, mientras que se usa un criterio basado en la solucién de
medio semi-infinito. Para el modelo monoaxial el valor de 1.12 permitia relacionar
el problema en medio infinito y semi-infinito. Sin embargo para el modelo biaxial
la relacién entre el medio infinito y semi-infinito se desconoce. El usar un modelo
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Traccién

Radio | NR Monoaxial NR biaxial

o, i ol i 0 01 o3 T3
() | (MPa) (MPa) () | ) | (MPa) | (MPa)
0.01 206.5 5 182.3 5 115 | 30 7.76 4.45
0.05 172.7 7 155.8 7 |15 | 30 | 10.70 5.74
0.10 149.8 9 140.2 7 |15 ] 30 | 12.70 5.89
0.50 92.4 11 94.1 11| 0 35 | 24.40 8.30
1.00 77.0 9 78.7 7 0 35 | 25.40 8.92
5.00 68.5 1 69.9 3 0 30 | 20.40 6.76
10.00 68.2 1 69.3 3 0 30 | 20.50 6.85

Tabla 5.1: Resultados para agujero circular a traccién con el modelo
microestructural. Murakami.

u otro para ajustar las constantes del criterio produce un valor de las mismas to-
talmente diferente, siendo también diferentes las direcciones de propagacién de la
grieta. Todo ello puede justificar que las predicciones para agujeros muy pequenos
con el modelo actual, basado en un criterio de activacion de medio semi-infinito,
estén un poco alejadas de los resultados esperados.

En la Tabla 5.1 se muestra la evolucion de las predicciones del limite de fatiga
con el tamano del agujero R para el modelo monoaxial y biaxial. Se incluye asimis-
mo el valor de ¢ que determina el limite de fatiga y para el caso del modelo biaxial
las tensiones en la barrera correspondientes (o3, 73) v la direccién més favorable
para la propagacién de la grieta, definida con los angulos 6, 6. Las predicciones de
los dos modelos se diferencian en cierta medida para radios pequenos asemejandose
mucho para radios grandes, en este caso superiores a 0.5 mm. Respecto al valor
de i, los dos modelos presentan tendencias similares, obteniéndose el valor maxi-
mo de ¢, igual a 11, para un radio de 0.5 mm. La direccién méas probable de la
grieta segin el modelo biaxial se encuentra entre 30° y 35° y el punto de inicio
méas probable oscila entre 0° y 15°. En cuanto a las tensiones en la barrera para
el modelo monoaxial sus valores han de ser necesariamente mayores cuanto mayor
sea la longitud de grieta, de ahi que se alcancen los valores mas altos para el radio
de 0.5 mm, que tiene el valor maximo de ¢ = 11. Los valores de las tensiones en la
barrera y la direcciéon de propagacién de la grieta estan relacionados con el campo
elastico del problema, en este caso el campo alrededor de una agujero circular, y
con el peso de cada una de las tensiones en el criterio de activacién. Segun se ha
visto anteriormente las tensiones elasticas normales alrededor de un agujero son
méximas en la direccién de 0° y las tensiones eldsticas tangenciales lo son a 45°,
siendo bastante mas altos los valores de las tensiones normales que las tangencia-
les. Por otro lado también se ha visto que en el criterio biaxial la tensién 73 tiene
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mayor importancia que la tensién o3. Una direccién de propagacién cercana a 0°
no seria posible porque implicaria una tensiéon 73 muy baja, y en el criterio pesa
principalmente esta tensiéon. Tampoco seria posible una direccién de 45° ya que
las tensiones eldsticas normales decrecen mucho en esta direccién. De modo que
se obtiene que la direcciéon de propagacion es un valor intermedio entre 0° y 45°,
donde se alcanzan unos valores razonablemente altos de ambas tensiones.

5.3.2. Resultados: torsion alternativa

Se realiza una comparacién entre los resultados experimentales de Murakami
para torsién alternativa y las predicciones del modelo microestructural biaxial,
desarrollado en este capitulo, y el modelo LM-SL [3]. En este caso no se pueden
utilizar los modelos monoaxiales ya que la carga es biaxial. El modelo LM-SL,
desarrollado recientemente, consiste en combinar el método de distancia critica
para entallas Line Method (LM) y el criterio de Susmel-Lazzarin (SL) para fatiga
multiaxial [4]. El modelo LM-SL toma como direccién de grieta (§ = 0,6; = 45°),
es decir, parte del punto de tensiéon normal maxima y tiene de direccion la de ten-
sion tangencial maxima. Para el modelo biaxial se han tomado lo mismos valores
de los parametros que para el caso anteriormente visto de traccién.

En la Figura 5.11 se muestra una comparacién entre los resultados experimen-
tales y las predicciones realizadas con los modelos. Las predicciones de los dos
modelos se encuentran por debajo de las experimentales, con las del modelo mi-
croestructural un poco por debajo de las proporcionadas por el modelo LM-SL.
En este caso los datos experimentales disponibles son para h/d=1. A la vista de
la evolucién con la profundidad de la entalla de los resultados experimentales de
traccién alternativa, seria de esperar que para h/d=2 o mayores los resultados
experimentales bajasen un poco, lo que mejoraria las predicciones de los modelos.
Los resultados experimentales a torsion indican que el limite de fatiga del material
no se ve alterado por pequeinios agujeros (de hasta R = 0.05 mm). Esto no ocurria
en traccion donde incluso los agujeros méas pequenos hacian disminuir el limite
a fatiga. Ello puede estar relacionado con el gran gradiente de tensiones que se
produce en torsién (K; = 4), de modo que las tensiones altas decaen rédpidamente
al introducirse en el material y ello provoca que la presencia de agujeros pequenos
no tenga influencia a la distancia a la que se encuentran las primeras barreras mi-
croestructurales. Aunque no se dispone de datos experimentales para corroborarlo,
parece que las predicciones con el modelo biaxial para radios grandes evolucionan
hacia valores mas bajos de lo esperable. No conviene olvidar que para el proble-
ma de torsién se ha utilizado un modelo biaxial plano que emplea dislocaciones
de cufla con vectores de Burgers (b,b,) dentro del mismo plano y que por tanto
supone un modo de rotura combinado I y II. Sin embargo el problema de torsién
implica una rotura en Modo I y IIT combinado y por tanto un modelado correcto
exigiria emplear dislocaciones de tornillo con vector de Burgers b, sustituyendo
a las dislocaciones con vector de Burgers b,.. Para las dislocaciones de tornillo la
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presencia de un superficie libre no provoca alteracién en su campo tensional ni por
tanto en las tensiones en la barrera y sin embargo para las dislocaciones de cuna
se produce un aumento de 1.12 veces en las tensiones en la barrera respecto a un
medio infinito. Por tanto es previsible que un modelo que incluyera las disloca-
ciones de tornillo proporcionara para radios grandes del agujero, geométricamente
cercanos a un medio semi-infinito, unos valores de las tensiones en la barrera que
fueran 1.12 veces menores que los obtenidos con el modelo actual, provocando una
subida en las predicciones del limite de fatiga de un factor de 1.12. Estos resultados
parecerian mas razonables y ciertamente més cercanos a los proporcionados por el
modelo LM-SL.

200
B Experimental Murakami, h/d=1
——LM-SL
—— NR num. biaxial
150
< \l ] | I |
o —
& -\\\\\\\\‘ [ ]
=, — =
bu_ — \\
100 g
N
\\ Iy
\\
~.
\\
50
0,01 0,1 1

Radio agujero (mm)

Figura 5.11: Resultados para torsién alternativa. Probeta con agujero circular.
Experimentos de Murakami.

Los predicciones del limite de fatiga para torsiéon obtenidas con el modelo bia-
xial se muestran en la Tabla 5.2. Al igual que en traccién se incluye el valor de
1 que determina el limite de fatiga, las tensiones en la barrera correspondientes
(03,73) v la direccién més favorable para la propagacién de la grieta, definida con
los angulos 6, 60,. Los resultados indican que la direccién de grieta prevista para
torsion es aproximadamente igual que la de traccién, entre 30° y 35°. La evolucién
en los ¢ también es similar a la obtenida en tracciéon, aunque como sélo se muestran
valores de R hasta 1 mm no se observa la bajada esperable de su valor para radios
grandes. Para radios pequenos la tension 73 es incluso mayor que la tensién o3, y
es que en torsion las tensiones tangenciales elasticas en la linea de grieta son ma-
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Torsion
Radio NR biaxial
O'gL i 0 01 g3 T3
(mm) | (MPa) (°) | (°) | (MPa) | (MPa)

0.01 136.5 5 | 40 | 30 5.05 8.97
0.05 117.3 7 | 30 | 30 7.13 11.60
0.10 111.3 7 | 15 | 30 | 10.20 10.70
0.50 78.6 131 0 | 30 | 29.60 10.50
1.00 62.0 111 0 | 35 | 36.70 12.80

Tabla 5.2: Resultados para agujero circular a torsiéon con el modelo
microestructural. Murakami.

yores que en traccién. Esta proporcion se invierte para valores mayores de R, para
los que las altas tensiones eldsticas normales, mayores que en traccién (K; = 4),
se extienden hasta zonas més profundas del material, mientras que las tensiones
elasticas tangenciales se mantienen practicamente constantes, provocando que el
valor de o3 se haga mdas predominante en el criterio biaxial.

5.3.3. Direccién de grieta

Una caracteristica importante del modelo es que no hay que fijar a priori el
punto de iniciacién de grieta ni la direccién de la misma en los primeros granos,
sino que se obtienen directamente de los calculos. Respecto al punto de iniciacién
de grieta para este material y para radios del agujero pequenos el modelo predice
un amplio rango de posibles puntos de iniciacién para los problemas de tracciéon
y torsién. Entre 0° y 80° la probabilidad de cumplir el criterio de activacién es
practicamente la misma. Para radios mayores este rango decrece sustancialmente
y se estrecha a entre 0° y 10°.

En cuanto a la direccién de la grieta en los primeros granos el modelo predice
que la grieta se desarrolla en una direcciéon de unos 30° aproximadamente, para
traccion y torsién. En la Figura 5.12 se muestra de forma esquemaética los puntos
posibles de iniciacién y la direccion de grieta predicha para el caso de un agujero
pequetio y de un agujero grande, para el material S45C.

Puede resultar sorprendente esta conclusion, sobre todo respecto al punto de
iniciacion, teniendo en cuenta que los criterios cldsicos senalan claramente el eje de
simetria horizontal como lugar de iniciacién y supuesta direccién de propagacion.
La direccion de propagacion no resulta quizas tan sorprendente por cuanto es bien
conocido que las grietas en la llamada etapa I de crecimiento no crecen perpen-
diculares a la superficie. Se suele decir que crecen a 45° siguiendo la direccién de
cortante maximo. El angulo predicho aqui es distinto y habra que recurrir a expe-
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/ 30° 30°
NI

R/D pequeno R/D grande

Figura 5.12: Traccién-compresion. Posibles direcciones de grieta predichas con
el modelo microestructural biazial, acero S45C.

rimentos para ver hasta qué punto el modelo funciona. Estos experimentos seran
objeto del trabajo posterior a la tesis. Lo mismo cabe decir del lugar de iniciacién,
aunque en este caso los propios resultados presentados por Murakami avalan en
cierta manera las predicciones del modelo. En la foto de la Figura 5.13 [1] se mues-
tra una probeta con un agujero circular sometida a fatiga en traccién-compresion
alternativa. Se observa que las dos grietas principales no nacen en el plano perpen-
dicular a la carga axial, sino que lo hacen para un éngulo aproximado 8 e [10°, 40°].
La direccién de la grieta en su parte inicial estd cercana a los 30°. Estos resultados
son muy acordes con las predicciones del modelo. También se observa que la grieta
a medida que crece va tendiendo a la linea horizontal. El modelo en su formu-
lacién actual no es capaz de predecir el cambio de direccién que va siguiendo la
grieta. Para saber el recorrido que va a realizar la grieta seria necesario estudiar
en el modelo el equilibrio de dislocaciones a lo largo de lineas quebradas. Aunque
la base tedrica seguiria siendo la misma, el desarrollo mateméatico se complicaria
bastante. El estudio de la evolucion de la direccién de la grieta se ha tenido que
posponer para investigaciones futuras.
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Figura 5.13: Ejemplo de grietas que no nacen perpendiculares a la carga de
traccién, ni en el punto correspondiente a 6 = 0 [1].
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo
futuro

Este trabajo ha abordado en primer lugar la extensién de un modelo microes-
tructural de crecimiento de microgrietas al estudio de cuerpos entallados sometidos
a carga ciclica axial. El modelo microestructural estudiado permite describir el cre-
cimiento de microgrietas en sélidos sometidos a fatiga. Se basa en la capacidad de
la grieta para ir superando las sucesivas barreras microestructurales, como pueden
ser los bordes de grano, hasta provocar la fractura completa del cuerpo. En el
modelo microestructural se representa la grieta y la zona plastica delante de ella
mediante un conjunto de dislocaciones, que se extienden hasta la barrera micro-
estructural. A medida que la grieta va creciendo, impelida por la carga externa
aplicada, la tensién en la zona de la barrera necesaria para mantener el equilibrio
de las dislocaciones va aumentando. Esta tensién alcanza su valor maximo cuan-
do la grieta ha llegado justamente hasta la barrera y préacticamente no hay zona
plastica. Si la carga aplicada es suficientemente alta se superard un cierto umbral
de tensiones en la zona de la barrera, lo que provoca que se activen las fuentes de
dislocaciones en el siguiente grano haciendo que la grieta se extienda a dicho grano.
Este proceso se va repitiendo grano a grano hasta llegar a la rotura completa del
material. La tensién aplicada minima necesaria para superar las sucesivas barreras
constituye el limite de fatiga del componente.

El estudio del equilibrio de las dislocaciones en la grieta proporciona una ecua-
cién integral singular, cuya solucién es la funcién de distribucién de dislocaciones
f(¢) en el dominio de integracién. La resolucién de este tipo de ecuaciones es,
hasta la fecha y segiin el conocimiento del autor, practicamente imposible salvo
para situaciones muy sencillas. El objeto de este trabajo ha sido precisamente la
extension del modelo a situaciones en las que no se conoce la solucién analitica de
la ecuacion integral singular obtenida. Ello ha requerido el empleo de técnicas de
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integracién numérica. El método numérico elegido ha sido el de Erdogan, Gupta
y Cook, que se basa en la teoria de cuadraturas y en propiedades de polinomios
ortogonales para transformar una ecuacion integral singular de tipo Cauchy en un
sistema de ecuaciones lineales, permitiendo la obtencién de valores de la funcion
solucién en una serie discreta de puntos del dominio. La singularidad de Cauchy es
introducida en la ecuacion al modelar la interaccion entre las propias dislocaciones.

El método de Erdogan et al. proporciona diferentes férmulas de cuadratura
segtin el tipo de valor deseado para la funcién solucién f(¢) en los extremos del
intervalo de integracién. El andlisis de crecimiento de grietas pequenas requiere
soluciones en las que f(() sea acotada en los extremos. La aplicacién directa del
método numérico al problema objeto de estudio, con cuadraturas para funciones
acotadas, tiene la virtud de proporcionar una ecuacién de mas respecto al niimero
de incdgnitas de los valores discretos de la funcién f({). Esta ecuacién de més
permite calcular la tensién necesaria en la barrera para mantener el equilibrio de
las dislocaciones en funcién del tamano relativo de la grieta. En la solucién analiti-
ca, basada en el teorema de inversion de Muskhelishvili, existe una ecuacién de
condicion de existencia que precisamente permite relacionar el tamano relativo de
grieta con la tensién en la barrera. De modo que el método numeérico proporciona
de forma implicita la condiciéon de existencia del problema. Por contra su apli-
cacién no recoge las discontinuidades en la funcién solucién que se producen en
las transiciones entre la grieta, zona plastica y barrera, asociadas a los cambios
bruscos del valor de la tensién de friccién, obteniéndose un valor de la tensién en
la barrera por debajo del resultado esperado. El modelo de crecimiento de micro-
grietas se basa en esta tensién y este resultado implica una prediccion del limite
de fatiga por encima del real.

Esta dificultad se ha superado dividiendo el intervalo de integracién en varios
trozos, uno para cada zona y empleando para cada una de ellas la férmula de
cuadratura correspondiente. En este caso, la técnica numérica no proporciona una
ecuacién de més equivalente a la ecuacién condicién de existencia. Se ha anadido
una ecuaciéon en la que se impone que la pendiente del desplazamiento plastico
ha de ser continua en la unién de los intervalos. Esta imposiciéon permite resolver
el sistema de ecuaciones y obtener la tension en la barrera correspondiente. De
alguna forma la condicién de pendiente continua del desplazamiento y la ecuacién
de condicion de existencia de Muskhelishvili son equivalentes. Esta forma de re-
soluciéon numérica se ha contrastado comparando los resultados obtenidos con la
solucién analitica conocida de una grieta en un medio infinito sometida a Modo I
y los resultados de la funcién f(¢) son préacticamente similares. Lo mismo se pue-
de decir de la tension en la barrera, en la que se alcanza una precisién suficiente
empleando un niimero de puntos de precisién relativamente pequeno. La técnica
numérica se ha aplicado a otro problema de interés como es el de una grieta en
un medio semi-infinito cargada en modo I. En el nicleo de la ecuacién integral
aparece un conjunto de términos anadidos al de Cauchy que representan la inte-
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raccién de las dislocaciones con la superficie libre y que son no singulares en el
intervalo de integracién. Al aplicar el método de Erdogan et al. a este problema se
comprueba que el término singular de Cauchy sigue siendo el término dominante
de la ecuacion y que las singularidades del problema en las zonas de transicién
siguen teniendo el mismo caricter que en el problema de medio infinito. La re-
solucion numérica proporciona un valor de la tensién en la barrera que es 1.12
veces la del caso infinito, exactamente igual que la relacién existente entre los Fac-
tores de Intensidad de Tensiones para estos dos problemas. Este resultado valida
en gran medida la extensién de la técnica numérica a otros casos diferentes del
de medio infinito y establece una clara conexién entre el modelo de dislocaciones
y la Mecanica de Fractura, abriendo la posibilidad futura del uso de Factores de
Intensidad de Tensiones recogidos en la literatura para su aplicacién en el modelo.

El método numérico se ha aplicado para resolver las ecuaciones integrales singu-
lares que se generan al estudiar el problema de un sélido infinito entallado sometido
a Modo I, proporcionando una relacion entre la tensiéon externa aplicada y la ten-
sion en la barrera que mantiene el equilibrio. Se ha considerado que la tensién de
activacién de las fuentes de dislocaciones es la misma que para componentes sin
entalla, admitiendo que se trata de un parametro relacionado con la microestruc-
tura. La presencia de la entalla provoca un gradiente de tensiones en la grieta, por
lo que no es predecible a priori qué barrera va a requerir la mayor tensién aplica-
da para ser superada. El limite de fatiga del componente entallado se define como
la tension aplicada minima necesaria para superar todas y cada una de las barreras.

Se han mostrado dos técnicas diferentes para modelar mediante dislocaciones el
problema de una grieta partiendo de una entalla. La primera implica la utilizacion
del nicleo especifico del problema, generado a partir de la solucién fundamental
de una dislocacién en la geometria apropiada y que permite representar la fuerza
que se ejercen entre si dos dislocaciones genéricas del dominio, fuerza que se ve
alterada por la presencia del contorno de la entalla y que, por tanto, es especifica
de cada geometria. Esta técnica se ha aplicado a una entalla circular, utilizando el
ntcleo obtenido a partir de la soluciéon de Dundurs y Mura y que emplea un méto-
do semiinverso para calcular la funcién de Airy que caracteriza el campo tensional
del problema. La segunda técnica consiste en modelar también la entalla mediante
dislocaciones, realizando el equilibrio en el conjunto de dislocaciones formado por
entalla, grieta y barrera e imponiendo como condicién anadida que la tensiéon en
la superficie de la entalla debe cumplir las condiciones de contorno correspondien-
tes. Se ha aplicado a una entalla semicircular, utilizandose como base el ntcleo de
un problema de medio semi-infinito, obtenido de nuevo a partir de la solucién de
Dundurs y Mura. Los modelos obtenidos se han utilizado para predecir el limite de
fatiga y se han comparado con resultados experimentales, obteniéndose en general
resultados bastante aceptables. Las dos técnicas de modelado de la grieta mediante
dislocaciones presentadas permiten, en un principio, calcular el limite de fatiga en
cualquier tipo de entalla, ya sea eliptica, en V, etc., y con cualquier tipo de carga.
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La ecuaciones obtenidas han sido expresadas de la forma mds general posible para
que puedan ser utilizadas para otro tipo de entallas de forma casi directa. La pri-
mera técnica es numéricamente méas sencilla de implementar porque sélo modela
la grieta y la barrera, asi que proporciona un sistema con menor nimero de ecua-
ciones. Sin embargo la obtencién del nicleo de una dislocaciéon en las cercanias de
una entalla resulta una tarea en cierta medida complicada y sdlo se disponen en
la literatura de los ntcleos para las geometrias mas sencillas. Para entallas de geo-
metria mas complicada parece evidente la necesidad de utilizar la segunda técnica,
que por contra produce un sistema con mas ecuaciones, sobre todo si se modelan
entallas de gran tamano. También se puede considerar una ventaja de esta segunda
forma el hecho de utilizar la configuracién de medio semi-infinito para obtener las
tensiones en la linea de grieta procedentes de la carga externa, mientras que en la
primera forma se necesitan las tensiones obtenidas en presencia de la entalla. Ello
puede implicar que para entallas, por ejemplo en V, el uso de la primera técnica
requiera la creacién de un modelo de elementos finitos para la obtencién de estas
tensiones. Aunque por contra en la segunda forma hay dislocaciones que estén
ubicadas a lo largo de la entalla, no encontrandose en una linea recta como las
de la grieta o la barrera, de modo que la expresiéon de la posicién relativa de las
dislocaciones, necesaria para obtener las fuerzas entre dislocaciones, se complica
en cierta medida.

Se ha analizado la robustez del modelo microestructural numérico ante la varia-
cién de los parametros principales del mismo. En primer lugar se ha comprobado
que incluso variaciones del tamano de grano del triple o de un tercio del tamano
real no alteran practicamente la prediccién del limite de fatiga. También se ha
verificado que la influencia del tamano de la barrera microestructural es muy pe-
quena siempre que su tamafno sea muy inferior al del tamano de grano, al menos
una décima parte de éste. Por ultimo, hay que destacar que el método numéri-
co converge rapidamente incluso para valores relativamente pequenos de N, que
representa el nimero de ecuaciones utilizadas para cada intervalo. Un valor de
N = 100 permite obtener una precisién de dos cifras decimales en la tensién en la
barrera. Ello implica que el método numérico no necesita elevados tiempos com-
putacionales.

En este trabajo se ha dado un primer paso en la aplicaciéon del modelo mi-
croestructural a situaciones de carga biaxial plana. La obtencién de los nicleos
del problema no suponen mucha dificultad afadida respecto al caso monoaxial.
Aunque si requiere la necesidad de emplear dos distribuciones de dislocaciones a
lo largo de la grieta con vectores de Burgers perpendiculares entre si. De modo que
el mantenimiento del equilibrio de las dislocaciones en el dominio necesita tanto
de tensiones normales como de tensiones tangenciales en la barrera. El proceso de
activacién de las fuentes de dislocaciones, que permiten el crecimiento de la grieta,
viene determinado por el estado tensional completo en la zona de la barrera, que
en este caso incluye ambas tensiones. Ello ha motivado la utilizacién de un nueva
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ecuacién de condicion de activacion para carga biaxial que incluye la aportacion de
las dos tensiones en la barrera. El modelo biaxial se ha aplicado para la prediccion
del limite de fatiga de una placa con un agujero circular sometido a torsién, ob-
teniéndose resultados por debajo de los experimentales, conservativos, por tanto.
Adema3s el modelo biaxial proporciona la direccién en la que se desarrolla la grieta
en los primeros granos y el punto de iniciaciéon de la misma. Se han estudiado los
casos de traccién pura a 0° y de tensién tangencial pura a 45° en una placa con
entalla circular, siendo el material acero recocido. Se ha obtenido que el punto de
iniciacion de la grieta, en ambos casos, puede estar en un amplio rango de puntos
del contorno circular, especialmente para radios del agujero pequenos, no teniendo
que estar concretamente a 0° é 45°, como suelen indicar los criterios clésicos. Res-
pecto a la direccién de grieta, para ambos casos de carga se obtiene una direccion
similar, en torno a 30°, de nuevo alejada de los 0° 6 45°. La direccién de grieta ob-
tenida, que se encuentra en un valor intermedio entre estas dos direcciones, viene
determinada por la propia naturaleza del criterio, que se basa en una tensién en la
zona de la barrera que es combinacion de las tensiones tangenciales y normales en
la misma. Por tanto, la direccién mas favorable sera aquella en la que la tension
combinada de ambas sea mas alta y este valor no se da en las direcciones extremas
de 0° 6 45° que presentan valores muy altos de sélo una de las tensiones.

La rotura por fatiga en un componente sin entalla se produce en general a
partir de una grieta que nace de la parte superficial del sélido y no de su interior.
Asi que el ajuste de la constante del criterio de activacién para el problema mo-
noaxial requiere relacionar la tension obtenida en las barreras microestructurales
para una grieta creciendo desde un medio semi-infinito con las tensiones externas
aplicadas cuando se alcanza el limite de fatiga a tracciéon en un cuerpo no enta-
llado, opy,. El ajustar la constante con un modelo semi-infinito en vez de infinito
implica un incremento del valor de la misma de 1.12. Ello conlleva que se obten-
gan valores 1.12 veces superiores a lo esperado cuando se utiliza el criterio para
la prediccién de fatiga de entallas interiores, como agujeros circulares, de tamano
muy pequeno, tendente a cero. De forma similar, para ajustar el criterio biaxial
se necesitan dos constantes, de modo que se estudia de nuevo un modelo de grieta
en medio semi-infinito y se relacionan las tensiones tangenciales y normales en
las barreras con los limites de fatiga a traccién y a torsién. Pero en este caso las
constantes obtenidas a partir de un medio semi-infinito y las que se obtendrian
con un medio infinito no tienen, en general, ninguna relacién numérica concreta,
como ocurre con el caso monoaxial. Ello provoca que cuando se usa el criterio
biaxial para agujeros interiores muy pequenos, tendentes a cero, se obtengan unas
predicciones que no son correctas. Este problema no se produce desde luego en
entallas pequenas que se encuentren en la superficie externa del cuerpo, como las
entallas semicirculares, en V, etc.

En cuanto al trabajo futuro, las principales lineas de trabajo propuestas son
las siguientes:
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En primer lugar se considera muy importante el desarrollar en los proximos
anos una labor de tipo experimental. Los datos experimentales recogidos en la
literatura relativos a rotura por fatiga en entallas son bastante escasos y se hace
necesario tener una buena base de datos experimentales que permita constatar las
predicciones de los modelos presentados. Seria muy interesante realizar ensayos
experimentales de fatiga para diversos tipos de entallas, obteniendo el limite de
fatiga para diversos radios y observando tanto el punto de iniciacién de grieta co-
mo la direccién de iniciacién y de propagacién de grieta.

Otra posible labor futura estaria relacionada con la extensiéon del modelo mo-
noaxial a cualquier tipo de entalla. En este sentido seria conveniente ampliar los
nucleos conocidos a otras geometrias, como podria ser la eliptica, y también de-
sarrollar la técnica del modelado de entallas mediante dislocaciones para casos
como el de las entallas en V para diversos radios de curvatura y profundidades. En
esta misma linea se plantearia el modelado de contornos mediante dislocaciones,
lo que permitiria la prediccion del limite de fatiga en geometrias muy variadas y
mas cercanas a las reales. Y desde el punto de vista de aplicacion préctica, hay
que profundizar en el estudio de las relaciones entre las ecuaciones que permiten
calcular la tensién en la barrera para una grieta en una geometria arbitraria y
las que determinan el factor de calibracién del Factor de Intensidad de Tensio-
nes para esa misma geometria, de forma que se desarrollen técnicas que permitan
aprovechar las abundantes soluciones ya conocidas en Mecédnica de Fractura para
la determinacién del limite de fatiga en componentes.

Otra linea de trabajo posible seria la del modelado de la zona pléstica bidimen-
sional delante de la grieta mediante una superficie de dislocaciones. Es de esperar
que un modelo de este tipo, més cercano a la realidad que el actual, produjera
resultados mas exactos y permitiera ademas su extension a situaciones en las que
la zona plastica ocupa dimensiones considerables.

Respecto al modelado biaxial, se ha presentado un modelo que considera que
la grieta se desarrolla en una linea recta. Seria muy interesante que se permitiera
un cambio de direccion en la grieta al llegar a cada barrera microestructural. Ello
implicaria modelar lineas de dislocaciones quebradas, dando lugar a mas tramos de
integracién. Mediante este modelo se podria estudiar si se produce una transicion
de Modo IT a Modo I a medida que la grieta crece. Ademds, el estudio en esta
tesis del problema de torsiéon ha planteado la posibilidad de utilizar un modelo
que incluya dislocaciones de tornillo y de cuna conjuntamente en la linea de grieta
y que permita analizar situaciones en las que la grieta crece en un modo mixto I y
ITI. Se tendria un criterio de activacion de fuentes de dislocaciones que recogeria
las tensiones en la barrera provenientes de los dos tipos de dislocaciones. Esta
idea se podria extrapolar incluso para analizar casos de carga triaxial,aunque ello
requeriria usar anillos de dislocaciones en lugar de dislocaciones rectas en un caso
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general.

En esta linea de perfeccionamiento del modelo biaxial se podria incluir la pre-
sencia de pequenas grietas no propagantes alrededor de la grieta principal. Existe
evidencia experimental de que en un componente ademés de la grieta principal se
producen pequenas grietas en otros puntos de la entalla. Y estas pequenas grietas
deben aliviar en cierto modo la tensién de la grieta principal, modificando la pre-
diccién a fatiga. La incorporacién de estas pequenas grietas implica de nuevo el
modelado de mas tramos de lineas de dislocaciones.
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Apéndice A

Ecuacion del método de
Erdogan, Gupta y Cook

Obtencion de la ecuacion:

N
Tyoa(on) ==Y (1 - uf) U, (u;) (A1)
J P (N + 1) (u; —vg) ?
siendo:
i ,
ui—cos<7rN+1> i=1,....,N
2k — 1
v, cos(7r2<N+1)> k oo IV A
Desarrollo:

La divisién entre dos polinomios de Jacobi, como polinomios que son, forma
una funcién racional. Y esta funcién racional puede descomponerse en fracciones
simples. Considérese la siguiente descomposicién en fracciones simples:

_P(:C) _ UN—j—l(x) - al a; )
Q(x) — Un(x) _;ui_x , J<N (A.2)

Con los u; siendo los ceros del denominador:

UN(ui):O y iZl,...,N. (A3)
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Esta expansion es posible ya que el grado del numerador es menor que el grado
del denominador. Los coeficientes a; de las fracciones simples son los siguientes
(véase Apartado A.1):

7UN—j—1(ui)

a; = » A4
Considérese la siguiente relacién [1] (Cap. 10, pdgina 185, ec. 21):
(1-2®)Un"(z) = (N +1) Uv_1(z) — (N2) Un(z) (A.5)
Esta ecuacién particularizada para z = u; queda como:
(1—ud) Un"(u;) = (N+1) Uy_1(w) —0=(N~+1) Un_1(u;) (A.6)

Sustituyendo el valor obtenido de Uy “(u;) en la ecuacién de los a; (A.4) se
obtiene:

(1 —uf) Un—j—1(ui)

i A-7
i (N + 1) UN,l(ui) ( )
De modo que la igualdad inicial de las fracciones simples queda:
N N
_Pl@)  Un—ja(x) P o 1 [_(1 —u) Unja(w)] oy
Q(x) Un(2) ui—T Sui—w (N +1) Un—1(w)

(A.8)

Sea la siguiente relacién recurrente [1] (Cap. 10, pdgina 187, ec. 36-37):
Un—j-1(z) =Tj(x)Un-1(z) — Tn(x)U;-1(2) (A.9)

Si se utiliza esta ecuacion para modificar el segundo término de la igualdad
queda:

Un—j1(@) _ XN: (1 —uf) [Tj(ui) Unv—1(ui) _ T (us) Uj—l(ui)} _

Un(z) — (N+1) (u; — ) Un-1(us) Un-1(uq)
N
_ (1—uf) () — I (ui) Uja(w)
a ; (N +1) (w; — ) {T]( 2 Un—1(u;) } (8.10)

En el libro de Erdelyi [1] (Cap. 10, pagina 184, ec. 3) aparece la siguiente
relacién entre polinomios de Chebyshev:

TN(.’L‘) = UN(.Z‘) — X UN_1($) (A.ll)
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Introduciendo la ecuacién anterior en el segundo término de la igualdad general
se obtiene:

Un—ja(z) _ f; (1—u?) wmw-wﬂmqwﬂwqwq:

Un(z) Pl Un—1(u)
N
_ (1 —uf) () — 10 = Un—a(w)] Uj—a(w) | _
N ; (N +1) (u; — x) {Tj( 0 Un-1(wi) }
N N
X e o XN aew)
- ;(N—Fl) (ul_x) [TJ( l) + ’LUjfl( 2)] ;(N—Fl) (Uz'—l‘) Uj( Z)
(A.12)

A continuacién se vuelve a utilizar la ecuacién recurrente (paran =n+1, j =
j + 1) para modificar el numerador del primer término:

Uv—ji(z) 1 VUl — U ()] = T () I1(2) Uj(@)
Y = i D@y () = Tvn@U@) = T () S
Si se introduce en la igualdad general queda: .

z) Uj(x Y —u?
Ty (2) — W _ ; (N+(11)(u)_x) U, (u:) (A.14)

Si ahora se particulariza la ecuacién anterior para los puntos & = v en los que
Tni1(vg) =0 se obtiene finalmente:

- (1—ud)
Z (N +1) (UZ — k) Uj(ui) = =Tj41(vi) (A.15)

A.1. Expansion de una funcion racional en frac-
ciones simples.

La descomposicién en fracciones simples de una funcién racional cuyo nume-
rador tiene el grado menor que el denominador es la siguiente [2]:

P(x) P(x) A LB C
Qlz)  (r—a)(x—a)(x—az) (r—a) (z—a2) (z—a3)

(A.16)
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Se ha supuesto un polinomio Q(z) de grado 3 por simplicidad. El supuesto es
generalizable a un polinomio de cualquier grado.

Los coeficientes A, B y C vienen dados por la siguiente expresién:

= Pla1) B P(az) C_ P(as)
(a1 — az)(ar — az) (ag —a1)(az — az) (a3 —a1)(az — az)
(A.17)
En el caso de las funciones racionales objeto de este estudio, el numerador es
una combinaciéon de polinomios de Jacobi y el denominador es un polinomio de

Jacobi, es decir:

N

P(xz)  P(x) Ca
0@ " P EZ: p— (A.18)

Donde los u; son las N raices del polinomio de orden N del denominador:

P (w;) =0 (A.19)

A lo largo del estudio aparecen los denominadores de las fracciones simples con
el signo cambiado, lo que requiere cambiar el signo de P(x):

N
P -P i
e (A.20)
Los coeficientes de las fracciones simples son los siguientes:

P(ui)

(wi —ur)(u; —ug) ... (U — wim1) (g — wigr) .. (U — un)

(A.21)

a; =

Por otro lado, sabiendo que los u; son los ceros del polinomio PI(Va”g ) (z), éste
se puede expresar como:

PP () = (2 — up) (2 — ua) ... (2 — up) (A.22)

Si se le aplica la derivada se obtienen N sumandos de grado (N — 1):

C%Pj(va’ﬂ)(x) = [(@ —us) (@ —ug) ... (x = up)| + [(& = w)(@ — uz) ... (& —wn)] + ...

oot [z —u) (@ —u2) ... (x —un—1)] (A.23)

Si se particulariza la derivada en x = u;, los N sumandos son 0 salvo el término
i-ésimo:
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%P}f"m (us) = [040+. . A[(ui—ur) (wi—us) . .. (wi—ti—1)(Ui—ttis1) . . . (wi—un)]+. . .+0] =

= (UZ — ul)(uz — ’LLQ) N (ul — ui,l)(ui — ui+1) e (’LLZ' — UN) (A24)
En definitiva, los coeficientes a; quedan como:

0 = Plw)
! P];,(a’ﬁ) (u;) (A.25)
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Apéndice B

Obtencién del niucleo para
un problema simétrico

Se estudia como aplicar simetria al nicleo de una ecuacién integral singular.
La integral de la ecuacion de equilibrio tiene la siguiente forma general:

/_ FOK(@.Qde (B.1)

Esta integral se puede descomponer en dos:
1 0 1
| r@K@od = [ HOR@K + [ HORE i =
—1 J—1 0

—1 1
. / FOK (@, O)dC + / FOK (2, ¢)d¢ (B.2)
0 0

Se puede aplicar a la primera integral el cambio de variable n = —(:
1 1
- [ sk @ + [ HOK@.0d -

- / Fen)K (. —n)dn + / FOK (z,Q)dc (B.3)
0 0

La funcién de distribucién es antisimétrica, es decir, f(—¢) = —f(¢). Si se
aplica en la primera integral:

/ —FmE (e, —m)dn + / FOK (2, ¢)d¢ (B.4)
0 0

Si se vuelve a utilizar ¢ como variable de integracién en la primera integral:
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1 1 1
| =foK@-0d + [ 1OR@OI= [ 70K -0+ K0l
0 0 0
(B.5)
Por tanto, para aplicar simetria a un problema y pasar del intervalo [—1,1] a
[0,1] hay que modificar el niicleo de la siguiente manera:

Ki(z,¢) = [K(z,¢) — K(z, ()] (B.6)



Apéndice C

Medio semi-infinito sometido
a carga biaxial: obtenciéon de
las tensiones en la barrera

En la Figura C.1 se muestra esquemdaticamente el problema y las variables
implicadas. Se trata de un medio semi-infinito sometido a carga biaxial y se desea
obtener para una direcciéon definida con el angulo 6 la funcién de distribucién
de dislocaciones en la grieta y la barrera y el valor de la tensiones o3 y 73 que
mantienen el equilibrio.

C.1. Tensiones debidas a la carga externa

Las tensiones debidas a la carga externa sobre las dislocaciones ubicadas en la
linea de grieta segin los ejes locales (x,y) son las siguientes:

oy () = 02° sen?d + o, cos® (C.1)

7(x) = —0o;° send cos § + 0,° senf) cos § (C.2)

C.2. Tensiones debidas a las dislocaciones

Las tensiones en un punto de coordenadas en ejes globales (X,Y") debidas a la
presencia de una dislocacién con vector (bx, by ) ubicada en la posicién ((x,0) son
las siguientes:

21
m(k+1)

175



Medio semi-infinito sometido a carga biaxial: obtencién de las tensiones en la

176 barrera

-

v v v

Figura C.1: Placa semi-infinita sometida a carga biaxial.

_ 2u
_ 21
TXy = m[bex(my) + byKy(my)} (CS)

Los nticleos Kj(;y) corresponden al problema de una dislocacién de cuna en
las cercanias de un medio semi-infinito y fueron obtenidos en el Capitulo 2. En el
problema objeto de estudio las variables se particularizan de la siguiente manera:

Cx =c(cosf (C.6)
rg =cacosl (c.n)
yx = c (x — () senf (C.8)

Pero los vectores de Burgers no estan en la linea de grieta y las tensiones
tampoco. Es necesario girar estos vectores para aplicar equilibrio:

bx \ [ cos@ —senf b,
( by ) - < senfd  cosf ) ( by ) (C.9)
Gy = ox sen’(0) + Gy cos*(0) — Txy sen(26) (C.10)

Tay = —0x senf cos 0 + Gy senf cos 6 + T xy cos(20) (C.11)

Desarrollando y sacando factor comun b, b, queda:
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_ 21 by
oy (z) = 7“% .y [sen2(9) [COS(Q)KI(MC) + sen(G)Ky(m)] +
+ cos?(0) [COS(Q)Kﬂv(yy) + Sen(a)Ky(yy)] -
—sen(26) [cos(0) Ky (ay) + sen(0) Ky ]] +
21 b
7T(/~€7—|—yl) [sen®(6) [—sen(0) K (za) + cos(0) Ky(zny| +
+ cos?() [— sen(0) K (yy) + cos(0) Ky ] —
— sen(20) [—sen(0) Ky (zy) + cos(0)Kyzpn]]  (C.12)
_ 2p by
T(z) = Y [— sen(#) cos() [COS(Q)Kx(wc) + sen(G)Ky(m)] +
+ sen(6) cos(8) [cos(0) Ky (yy) + sen(0) Ky, ] +
+ c0s(20) [cos(0) Ky (zy) + sen(0)Kyzy)] | +
2u b
7r(/£7+y1) [—sen(6) cos(6) [— sen(0) K y(z) + c08(0) Ky (za) | +
+sen(6) cos(0) [—sen(0) K (yy) + cos(0) Ky(yy) | +
+ c0s(20) [— sen(0) Ky (zy) + c0s(0) K2y | (C.13)
Expresado de forma maés compacta queda:
_ 2p
_ 2p

C.3. Ecuaciones de equilibrio

Para obtener las ecuaciones integrales de equilibrio, se procede como en ocasio-
nes anteriores. Se integra para todo el dominio normalizado ¢ € (0, 1). El dominio
se divide en dos intervalos, la grieta [0,n] y la barrera [n, 1], de modo que las
variables se desdoblan en dos. Las matrices M, N, S y T se desdoblan en 4, corres-
pondientes a dos variables y dos intervalos. El vector de Burgers pasa a ser la
funcién de distribucién f({). Las ecuaciones de equilibrio de una dislocacién en x
sometida a tensién externa y a la influencia del resto de las dislocaciones son las
siguientes:
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Equilibrio en direccién y:

seon]: SO L P amaten )+ GON (o1, G)] dirk
1 1
2 [ @M1, ) + R Nis(o, ) d
zeln, 1] : _ﬁ;/—f [Uy(xsg —osl _ 71T/0" [ (C1) M1 (23, C1) + f1(C)Na1 (w3, G1)] G+

1
b [ UG Maa(oa, G + £1(Go) N, )

Equilibrio en direccién z:

ze[0,n] : —H;;l [T(xl)ci ml_ i/on [ (G) Sz, Q) + ()T (21, Q)] dGi+
1
b [ UGS (o1, G) + (G Tualor, ) dés
ze[n, 1] : *H;/;l [T(xg)c_ ml_ %/0 [f1(C1)S31 (23, C1) + f1(C1) Ts1 (w3, C1)] dCr+

1
b [ U5 Saalan, )+ (G Taal ) Gy

C.4. Sistema de ecuaciones final

Transformando los dos intervalos de integracién [0, n], [n, 1] en intervalos [—1, 1]
y aplicando las ecuaciones de Erdogan et al. que transforman las integrales singu-
lares del segundo miembro en un sumatorio de términos, queda el sistema final de
ecuaciones. Considerando que las tensiones de friccién en la grieta o1, 7 son nulas
y anadiendo las ecuaciones de unién de intervalos, que en este caso son dos, una en
la direccién z y otra en la direccién y, se tendrd finalmente un sistema de 4N + 2
ecuaciones y 4N + 2 incégnitas, que son: @7 (u1;), oY (u14), ¢ (usi), ¢4 (us;), 03 y 73.
Este sistema permite por tanto obtener los valores de las tensiones o3 y 73 en la
barrera. Con esos valores para los diversos dngulos 6 se pueden obtener las cons-
tantes del criterio biaxial m},7. y m},7.. El sistema es el siguiente:

Ecuaciones correspondientes a la direccion y:

Cr+1 o) i 2(1 4 ui) n

o . [Mi1(vig, u1)dF (u1:) + N1 (vik, wii) @y (u1)]+
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2(1 —u i 1—n -
+; (2N7+31) 5 [Mi3(v1k, us;) 95 (usi )+ Nus(vig, usi) @ (us;)]

k=1,2,...N. (C.16)

- 2 p W 5 [M31(U3k; w13) 7 (u13)+Na (Vs uri) @Y (w1;)]+

N
21 —uz;) 1 —n z
+ Z (2N7+31) 3 [ M3 (vsg, usi )95 (usi)+Nas (vsk, usi ) o4 (us;)]

k=1,2,...N. (C.17)
Ecuaciones correspondientes a la direccién x:

N
—%@ => <21N+7f11l) 5 [S11(vik, u1) @7 (u1i) + Tia (vig, was) Y (uaq)]+

=1

uz)) 1 —n .
+Z 2N+Si T[Sm(vlk,USi)¢3(U3i)+T13(U1kau3i)¢g(U3i)]

k=1,2,...N. (C.18)

N
_n;;l [T(vgkc) =l _ > 2(21N+—f111) 5 [931 sk, u1i) ¢ (w1i)+T51 (vak, uaq) #Y (u1)]+

N
2(1 — ugi) 1 — 3
+ Z (2]\77_?31) Tn [S53(v3k, usi) 95 (u3;) + Ta3(vsk, s )P4 (us;)]

k=1,2,...N. (C.19)

Il

—

—+

Qo

=}
—|

N sen[m 1N7T:|
>

2
i=1 tan [ 2i—1 g

N sen[;l L Nw}
}cﬁgf(uu) ZZ( { - } ?3 (U3(N41-4)) (C.20)

- ¢3 U(N41— 1)) (C~21)
tan [ g}

Variables:

2k 2k —
V1 = COS <7T2N+1> V3 = COS (7T2N+1) (C.22)



