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Introducciéon

Las oscilaciones se encuentran entre los movimientos mas basicos de la naturaleza.
Continuamente, al estudiar una gran cantidad de sistemas diferentes entre si, como
algunos sistemas mecanicos, quimicos, biolégicos, econdmicos, etc., las ecuaciones
que los describen resultan andilogas a las de la dindmica de algunos osciladores
no lineales de baja dimensién. Paradéjicamente, este tipo de sistemas exhibe una

gran complejidad, que se manifiesta por una gran riqueza de comportamientos.

Uno de los osciladores mas comunes resulta ser el conocido como “péndulo sim-
ple”. Este sistema se describe por un conjunto de ecuaciones aparentemente sen-
cillas y resulta representativo de un oscilador sometido a un potencial periédico.
Este oscilador ha sido investigado exhaustivamente, y exhibe comportamientos
complejos, presentando estados periédicos, miiltiples tipos de bifurcaciones, es-
tados cadticos, etc. Las ecuaciones que describen su dindmica aparecen también
frecuentemente en el estudio de sistemas dinamicos de gran interés tecnolégico,
como las uniones Josephson y las ondas de densidad de carga, por ello su estudio

constituye un punto central en el analisis de sistemas dindmicos de baja dimensién.

Cuando se estudian este tipo de sistemas, frecuentemente aparecen términos
en las ecuaciones que los describen .que dan cuentan de efectos disipativos. Estos
efectos, usualmente, se pueden modelar mediante términos lineales, introduciendo
de esta manera un coeficiente, denominado generalmente, coeficiente de friccién
o de rozamiento. Sin embargo, esto no siempre resulta ser cierto, pudiéndose
darse el caso de que el comportamiento del sistema se vea afectado por algin
mecanismo, en general no lineal, que afecte al valor de este coeficiente. Frecuen-

temente, como ocurre en algunos sistemas mecanicos, o en las uniones Josephson,



este coeficiente resulta ser una funcién periédica, usualmente de tipo coseno, de la
variable de descripcién. Este término puede tener una gran importancia sobre el
comportamiento del sistema, sobre todo en todo lo que se refiere a la secuencia de
bifurcaciones que pueden aparecer al variar los parametros de control. Asimismo,
resulta frecuente encontrar situaciones en la que estos sistemas se ven sometidos a
excitaciones periddicas externas que normalmente pueden representarse por fun-
ciones armonicas. Al utilizar este tipo de funciones para representar la excitacién
externa se supone una cierta linealidad en el mecanismo de forzamiento, ya que
estas funciones son soluciones de ecuaciones de osciladores lineales. El considerar
mecanismos de excitacién mads generales implicaria el uso de funciones que sean

soluciones de ecuaciones de osciladores no lineales.

El objetivo basico de esta memoria ha consistido en analizar la dindmica de
una familia de osciladores descritos por ecuaciones andlogas a las que describe la
dindmica de un péndulo simple en los que el coeficiente de friccién se ha sustituido
por una funcién periédica de la variable de descripciéon. Mediante el empleo de
métodos perturbativos y simulaciones numéricas, se ha llevado a cabo un estudio

sobre algunos aspectos de la dindamica de este tipo de sistemas.

En primer lugar se presenta el conjunto de modelos estudiados, relacionandolos
con sistemas reales que pueden ser descritos por ecuaciones no lineales de este tipo.
Seguidamente se estudia un modelo cuyo coeficiente de friccién viene dado por una
funcién arménica y que se encuentra sometido a un forzamiento arménico. Después
de generalizar algunos resultados obtenidos al caso de sistemas con mecanismos de
friccién mas generales, en el modelo de oscilador con friccién no lineal controlada
por una funcién del tipo coseno, se han considerado mecanismos de excitacién
mas generales, dados por funciones de forma y periodo variables. Este estudio
tiene gran importancia ya que se encuentra muy relacionado con el problema
de control de caos. Por iltimo se ha realizado un estudio exhaustivo, mediante
simulacién numeérica, del modelo de oscilador con friccién controlada por una

funcién armoénica del tipo coseno.



Los resultados obtenidos muestran la gran riqueza y variedad de comporta-
mientos que pueden presentar estos sistemas. La aplicacién del método de Mel-
nikov ha permitido obtener condiciones para la aparicién de bifurcaciones homo-
clinas, hecho precursor del caos, y subarménicas. La exploracién numérica ha
permitido encontrar rangos de valores de los pardmetros de control para los que
se presentan los fenémenos mads caracteristicos de este tipo de sistemas.

Una cuestion interesante, que también se ha tratado, consiste en averiguar si
los fenémenos que se presentan en este tipo de sistemas pueden reproducirse me-
diante modelos con un coeficiente de rozamiento efectivo constante. Los resultados
obtenidos reflejan el hecho de que existen situaciones en que esto es posible pero
que en otras, el efecto de la no linealidad en el rozamiento es determinante.

En resumen, la presente memoria pretende analizar la influencia de una clase
de mecanismos de friccién no lineales sobre cierto tipo de osciladores, mostrando
algunos fenémenos que pueden estar directamente relacionados con este tipo de
mecanismos. Al construir la mayoria de los modelos, una hipétesis que general-
mente se usa consiste en considerar que los efectos disipativos se pueden describir
bien mediante términos lineales, despreciando otros efectos con el fin de simplifi-
car las ecuaciones. Aunque en la mayoria de los casos esta aproximacién resulta
aceptable, existen situaciones en las que los efectos no lineales de los términos

disipativos son determinantes, como muestra la familia de modelos estudiados.



Capitulo 1

Modelos de osciladores

Continuamente, el analisis de una gran cantidad de sistemas muy diferentes entre
si conduce a una serie de ecuaciones que resultan andlogas a las que describen la
dindmica de algunos osciladores no lineales [And66, Guc83, Jac91]. Este tipo de
sistemas, aunque se describen por ecuaciones con un nimero bajo de variables,
pueden exhibir toda la riqueza de comportamientos que caracterizan a los sistemas
complejos, comportamientos que hoy dia la teoria de sistemas dindmicos de baja
dimensién no ha sido capaz de explicar en su totalidad [Arn83, Aub83, Bene88,
Mat82, Mos73].

En este capitulo se presentan varios sistemas que pueden ser descritos por
ecuaciones similares a las ecuaciones dindmicas de un péndulo simple sometido a
friccién constante. La consideracién detallada de los mecanismos de friccién que
conducen a este tipo de modelos permite generalizarlos de modo que el coeficiente
de friccién no sea constante y pueda venir dado por una funcién de las variables
del sistema. Entre estos sistemas se encuentran las uniones Josephson, diversos
tipos de circuitos electrénicos, etc. que se presentan a continuacién. Por dltimo
se expone la familia de modelos estudiados, sus principales propiedades, y algunos

resultados obtenidos previamente por algunos autores.
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1.1 Osciladores con friccion lineal

Uno de los osciladores no lineales que han sido més estudiados ha sido el péndulo
plano. Ya Galileo investigé la relacion entre el periodo y la longitud del péndulo,
llegando hacia el ano 1637 a la conclusién que el cuadrado del periodo debia ser
proporcional a la longitud del péndulo para oscilaciones de amplitud pequena.
Aun hoy el péndulo simple sigue siendo objeto de estudio, ya que es un sistema
que puede exhibir comportamientos muy variados, pudiéndose tomar como base
para estudiar toda una amplia gama de fenémenos no lineales en sistemas comple-
jos [Bake90, Ben82, Guc83, Gwi85, Hub80, Hum82, Ian85, Kee85, Mac83, Oct84].
Asimismo el interés por su estudio se ve aumentado porque es isomoérfico con mu-
chos sistemas fisicos de gran interés tecnoldgico, tales como las uniones Josephson
(modelo RSJ) [McC68], algunos circuitos electrénicos, especialmente los disefiados
para estudiar un fenémeno que generaliza el de la resonancia en sistemas lineales
(phase locking) [Hum82] y las ondas de densidad de carga (charge density waves)
[Mac83]. A continuacién se describiran algunos de estos sistemas, comenzando

por el propio péndulo simple.

1.1.1 Péndulo simple

La ecuacién que describe la dingmica de un péndulo simple, rigido, de masa m
y longitud {, inmerso en un fluido de viscosidad  y que puede girar libremente
alrededor de un punto P, sometido a la accién de un par externo ['(¢), en general
funcién del tiempo, como se muestra en la figura 1.1, es

d*6 df
i I'(t) — mglsenf — N (1.1)

donde M es el momento de inercia de péndulo respecto a P y 6 el dngulo de

deflexién. Reescalando convenientemente el tiempo de la forma 7 = ¢/§)y, donde
Qo = /M/mgl, la ecuacién 1.1 resulta

d%0 do
il - - 1.2
72 + adT + senf = i(7), (1.2)
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Figura 1.1: Dibujo esquematico de un péndulo simple sometido a la accién de un par
externo ['(?).

donde i = ['/M y a = nQly/M. La constante () es justamente la frecuencia natural

del péndulo.

1.1.2 Uniones Josephson

En los metales ordinarios, como el cobre, aluminio, etc., el hecho de que presenten
resistencia eléctrica se debe al efecto macroscépico que producen los choques de
los electrones con los 4tomos de la red metéilica, produciéndose una disipacién
de energia. No obstante, en los materiales superconductores, por debajo de su
temperatura critica, los electrones se asocian en un estado “superconductor” com-
portandose colectivamente y pudiéndose mover por la red sin pérdida de energia
[Ros78].

Si dos materiales que se encuentran en estado superconductor se separan por
una pequefia barrera aislante, como indica la figura 1.2, [Bin84], se puede producir
una corriente eléctrica entre ellos que es suma de tres contribuciones [Jos62, Jos64,
Jos65]

I(t) = I[;(V)senp + G(V)V + o1(V)cospV (1.3)

donde V es la diferencia de potencial entre los dos materiales superconductores y ¢

la diferencia de fase entre las funciones de onda de los electrones superconductores
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b)

0

)
e /
Figura 1.2: Diferentes tipos de uniones Josephson: a) Unién tinel (tunnel junction),
b) puente de contacto (point contact) , c) micropuente (microbridge). En los casos

b) y ¢) el estrechamiento en el punto de contacto destruye la superconductividad en

esa region.
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de los dos materiales. Asimismo, esta diferencia de fase estd relacionada con el

potencial por la ecuacién
dp AmeV

dt h

donde e es la carga del electrén y h la constante de Planck. Este sistema se conoce

(1.4)

con el nombre de unién Josephson y cada uno de los términos de corriente puede

ser interpretado de la siguiente manera [Lan74]

e [;(V)seny es un término de corriente debido a los electrones en estado super-
conductor. Esta corriente existe siempre, aunque la diferencia de potencial
sea nula. El coeficiente [;(V') se denomina corriente critica, ya que es el valor

maiximo que puede tomar esta corriente.

e G(V)V es el término correspondiente a la corriente resistiva no superconduc-
tora. Sélamente es distinta de cero cuando existe una diferencia de potencial .

entre los dos superconductores.

e 0;(V)cospV es un término cuyo origen se encuentra en las interferencias
entre la corrientes superconductora y la resistiva. Al igual que la corriente

electrénica, sélamente es distinto de cero si existe diferencia de potencial.

Para describir el comportamiento de una unién Josephson el modelo mas utilizado
es el denominado RSJ [McC68]. En este modelo, las aproximaciones e hipé6tesis

que se establecen son las siguientes

e Se desprecia el término de interferencias, dado que comparativamente suele

ser pequeno frente a los restantes términos.

e Los parametros (G e I; se consideran constantes, de manera que las corrientes

electrénicas I, y superconductora I, son

I, = Iisenyp(t) (1.5)
I, = GV(t), (1.6)
donde se ha supuesto, en general, que la diferencia de potencial puede ser

funcién del tiempo. Normalmente se utiliza en lugar de la constante GG su
inversa, 1/G = R.
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< 1)
1

Lseng ¢ C R V(1)

Bl \

Figura 1.3: Representacién esquemaética de una unién Josephson, de capacidad C,
corriente critica [y, y resistencia R.

e Entre los dos conductores siempre existe un efecto capacitivo, por lo que hay

que considerar la capacidad de la unién C.

Con estas aproximaciones, la intensidad total que atraviesa una unién debe ser
igual a la suma de todas las contribuciones

dV 1
. . 1.7
C ; + RV+[lsengo (1.7)

I(t)
La figura 1.3 muestra el diagrama de un circuito eléctrico equivalente que permite
visualizar mas facilmente cada uno de estos efectos.

Utilizando 1.4, la ecuacidén anterior puede escribirse como

hC d%¢ h dy
_ td 1.8
I(t) dme di? + 4mweR dt + Liseng, ( )

donde reescalando el tiempo de la forma 7 = (4nel./hC)Y/?*t, y definiendo los

nuevos pardmetros i = [/I; y a = Ry'(h/4wel.C)"/?, se reduce a la forma

d*p dy
- r _r - 1.9
= + adT + senp = 1(7), (1.9)

que resuta ser andloga a 1.2. Una informacién mds amplia sobre las uniones

Josephson y sus aplicaciones se encuentra en la referencia [Bar82].

1.1.3 Circuitos electrénicos

Para estudiar algunos fenémenos no lineales puede resultar interesante disenar cir-

cuitos electrénicos que simulen el comportamiento de sistemas que de otra forma
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serian complicados de estudiar, pudiendose de esta manera analizar su compor-
tamiento ficilmente. En este contexto uno de los fenémenos més interesantes es
el denominado “phase locking”, que se produce cuando la frecuencia natural del
sistema y la de la excitacién externa son conmensurables. Para estudiarlo se han
disefiado circuitos de tipo “phase-looked-loop” que se encuentran descritos por
ecuaciones analogas a la de un péndulo.

Un circuito de este tipo puede describirse por una ecuacién de la forma

Cd0 140 Vi Va(t)
287 2 enf = —
raz Tira TR Rg

donde C,k, R, V; yR, son parametros propios del circuito, # es la diferencia de fase

(1.10)

entre dos osciladores electrénicos del circuito y Vg y Rp son parametros que dependen
de la tensién suministrada al circuito. Féacilmente puede apreciarse la similitud con
la ecuacién 1.1. Mas informacién sobre este tipo de sistemas puede encontrarse en la
referencia [Hum82].

Este tipo de sistemas, las uniones Josephson y el péndulo, pueden describirse por

una ecuacién del tipo

Z + bz + csenz = F(t), (1.11)
las analogias entre ellos se muestran en la tabla siguiente [Hum82]
Variable Péndulo Unién Phase-locked loop
Josephson
z Angulo Diferencia de Diferencia de
de deflexién fase cuantica fase entre los
4 @ dos osciladores
& Velocidad angular 4ameV/h KV
é
a Momento de inercia hC/[4me Ck
M
b Coeficiente de rozamiento hfdmeR 1/kR
n
csenx Momento restaurador Corriente superconductora  Corriente de realimentacion
mglsend Iysenp
¢ mgl Corriente critica Iy Vi/Rs
F(t) Momento aplicado Corriente total Corriente aplicada
I'(t) 1(¢) Ve(t)/RE
wo = +/c/a Frecuencia natural (41relc/h)1/2 (V1 CRZ/RC')”2
Qo
Q = (ac/b?)1/? Factor de calidad (4mely RZC[h)1/? (kViCR2[R)/?

(Mmgl/n?)t/?
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1.1.4 Otros sistemas

Otros fenémenos que pueden describirse por ecuaciones andlogas a 1.1 son las ondas
de densidad de carga. En algunos casos, una onda de densidad de carga (CDW),
cuando estd sometida un campo eléctrico externo E(t), en primera aproximacion
y en casos monodimensionales, puede considerarse que se mueve como una unidad
sometida a un potencial de la forma Vo[l — cos(2r/a)X] y una serie de arménicos.
El pardmetro a representa el espaciado de la red donde se encuentra la onda y X
se refiere a la coordenada de un punto de la misma. Asociando una masa M a la
onda y una carga efectiva e*, que proviene del acoplamiento entre la onda y el campo

eléctrico, la ecuacién que la describe es

d*X 1dX 2« PXis
— — —X =€e"Et 1.12
dt? + T dt + a Vosen a e E(t), ( )

donde 7 es un coeficiente experimental. Reescalando convenientemente la variable X
esta ecuacién es andloga a 1.1 [Mac83].

En otro tipo de CDW [Ric81], en los que la conduccién se produce por medio de
solitones, la ecuacién de evolucién es analoga a la anterior, aunque Ja determinacién
de 7 resulta mas complicada [Gru81, Zet82]. Mas informacién se encuentra en [Gru85,
Mac83].

Por 1ltimo, cabe citar también que aparecen ecuaciones del tipo 1.1 en problemas

relacionados con la electrotecnia [Ame49, Tri3l].

1.2 Osciladores con friccion no lineal

Normalmente, al estudiar sistemas que pueden ser descritos por una ecuacién similar
a 1.2, la primera aproximacién que se hace es considerar el término correspondiente
a la friccién como lineal, es decir, de la forma —ndf/dt, donde 7 es el denominado
coeficiente de rozamiento o friccién que siempre es positivo. No obstante, al analizar la
dindmica de algunos sistemas, las ecuaciones que lo describen resultan ser analogas a
las de un péndulo, pero con un término de rozamiento que ya no es constante, sino que

puede ser una funcién periédica de la variable del sistema. Para algunas situaciones
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la aproximacién de este término por una constante puede dejar de ser vdlida y el
hecho de considerar esta dependencia puede explicar una serie de fenémenos que el
modelo con término de friccién lineal no lo hace.

En esta seccién se presentan un conjunto de sistemas cuyo término de friccién

viene dado por una funcién no lineal periddica de la variable de descripcion.

1.2.1 Péndulo forzado con friccién no lineal

La ecuacién 1.1, que describe la dindmica de un péndulo simple, refleja el hecho de
que el rozamiento con un fluido puede considerarse proporcional a la velocidad. No
obstante, puede ocurrir que el medio no sea homogéneo y el coeficiente de friccién
no sea constante y dependa tinicamente de la posicién. Dado que la coordenada que
describe la posicién de un péndulo periédica de periodo 27, la funcién que describe el
rozamiento debe de serlo también. Asimismo, si el medio es disipativo, esta funcién
debe de ser siempre positiva. Suponiendo que los méximos o minimos de esta funcién
se encuentren en la posicién de equilibrio del péndulo 8 = 0, § = 7, el coeficiente
de rozamiento puede suponerse, en primera aproximacion, sinusoidal de la forma
—n(1+cosd), donde v es una constante, positiva o negativa, de valor absoluto menor
que uno. Este término, para el valor v = 0 es constante y el sistema se reduce al
péndulo simple tratado en la seccién anterior. Asimismo la condicién de que el valor
absoluto de vy sea menor que uno asegura que el coeficiente de friccién sea siempre
positivo. La figura 1.4 muestra el valor de este término para diferentes valores de .
La ecuacion que describe este sistema, reescalendo los coeficientes y el tiempo de

manera analoga a 1.2, resulta:

2

7 + a1l + fycos@)% + senf = 1(7). (1.13)

Una extensién natural de este modelo consiste en considerar que el término de
friccién se encuentra controlado por una funcién genérica, no necesariamente de tipo
sinusoidal, de periodo y forma variable. Las funciones mas sencillas que cumplen estos
requisitos son las funciones elipticas de Jacobi, funciones que proporcionan soluciones

de algunos sistemas de osciladores no lineales con alinealidades polinémicas, como
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Figura 1.4: Representacién grafica de la funcién 1 + ycosf para diversos valores del

parametro v: a) v = —0.9 (linea continua), b)y = 0.0 (linea de puntos), c) v = 0.9
(linea discontinua). '
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el oscilador de Duffing [Moo87] y que permiten calcular las soluciones exactas del
péndulo integrable (sin friccién ni forzamiento) [Jac91].

Al introducir un coeficiente de rozamiento controlado por una funcién de este tipo
en realidad se introducen una serie de nuevos parametros de control que fisicamente
podrian interpretarse como parametros que controlan la naturaleza del medio por el
que evoluciona el oscilador correspondiente.

Tomando como base la ecuacién 1.13, la generalizacién natural consiste en consi-

derar el sistema descrito por las ecuaciones

% + ol + ’ycd(woﬁ,m))—fg— +send =i(7), (1.14)
donde wy = 4K(m)/T, siendo K(m) la integral eliptica de primera especie de para-
metro m [Abra72]. El coeficiente de friccién viene dado ahora por la funcién 1 +
vcd(wob, m), que es una funcién periédica de periodo T'y cuya forma viene dada por
el valor del pardmetro eliptico m que varia entre 0 y 1. Para m = 0 es la funcién

cos(2m0/T), que para T = 27 se reduce al caso descrito por la ecuacién 1.13, y para

m = 1 a una onda cuadrada de periodo T, como puede apreciarse en la figura 1.5.

1.2.2 Uniones Josephson con interferencias. Modelo RSJ

modificado

Como ya se ha mencionado en la seccién 1.1.2, el modelo més utilizado para describir
el comportamiento de una unién Josephson es el modelo RSJ. En este modelo, una
de las hipétesis consiste en despreciar el efecto que tiene el término de interferencias
sobre el comportamiento de la unién. Sin embargo algunos experimentos han puesto
de manifiesto que el efecto de este término puede ser medido experimentalmente,
obervidndose un valor para el coeficiente v = 01/G practicamente constante préximo
a —0.9 [Aur73]. Por todo ello parece necesario, para una descripcién mas detallada
de la dindmica de una unién Josephson, incluirlo en las ecuaciones que la describen.
Tomando como base el modelo RSJ, pero incluyendo el término de interferencias, la

ecuacion 1.9 se transforma en

2

@ dy .
s + ol + 700390);1: + senp = (7), (1.15)
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I+ ycd(w,0m)

Figura 1.5: Representacion grafica de la funcién 1 + yedwef para diversos valores del
pardmetro m, T = 27 y v = —0.8: a)m = 0.0 (linea discontinua), b)m = 0.9 (linea
de puntos), ¢c)m = 0.999 (linea continua).
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que resulta analoga a 1.13.

Las simulaciones de Auracher et al.[Aur73] muestran que el efecto de interferencias
consiste fundamentalmente en aumentar la disipacién de energia y en incrementar la
tensién entre los superconductores para una intensidad dada, siendo estos efectos mas
importante para pequenas diferencias de potencial. En general son poco apreciables
y en la mayoria de las ocasiones estd justificado el despreciar el término cose en la
ecuacién anterior. No obstante, si el sistema se encuentra en estados fuertemente
dependientes de los valores de los pardmetros de control o de las condiciones ini-
ciales, como por ejemplo ocurre en el régimen caético, si que puede desempenar un
papel crucial y dar lugar a tipos de comportamiento que el modelo RSJ no contem-
pla. Asimismo, el encontrar efectos que puedan atribuirse al término de interferencias
puede ser muy importante ya que, paradéjicamente, los cdlculos teéricos para el valor
del coeficiente v predicen un valor positivo préximo a uno, estando en contradiccién
con los resultados experimentales, que presentan un valor negativo [Bar82]. El en-
contrar diferentes comportamientos del sistema, en funcién del valor de este término,
puede ayudar a resolver esta aparente contradiccién, sobre todo si aparecen grandes
variaciones susceptibles de ser comprobadas experimentalmente.

Por iltimo, es necesario mencionar que en algunos modelos utilizados para des-
cribir el comportamiento de las uniones Josephson se ha utilizado una resistencia
variable que es funcién de la diferencia de potencial de la forma R(V) = const/V.
En estos casos, la ecuacién que describe la dindmica de la unién es de la forma

2 2
ilin + a1 + ycosy) (%:0) + senp = 1(7), (1.16)
que para las situaciones en las que sea posible despreciar el efecto de interferencias,

se reduce a las ecuaciones que describen un péndulo con un término cuadratico de

rozamiento [Amb96, Bart86, Ped73].

1.3 Modelos estudiados

Una vez que se ha puesto de manifiesto las diversos fenémenos que pueden ser estu-

diados mediante ecuaciones andlogas a las que describen un péndulo simple pero con
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mecanismos de friccién dados por funciones periddicas no lineales, esta seccién esta
dedicada a presentar formalmente los modelos que se han estudiado y a comentar
algunos resultados previos obtenidos por diferentes autores.

En primer lugar se ha considerado que la excitacién externa i(7) viene dada por

una funcién periddica sinusoidal de la forma
1(t) = 1senwt, (1.17)

es decir, el sistema se encuentra forzado armdnicamente. Fisicamente esta suposicién
puede entenderse como si el péndulo correspondiente se encontrara sometido a un
par dado por la ecuacién 1.17 o bien la unién Josephson se encuentra conectada a
una fuente que suministra una intensidad alterna que obedece a la misma ecuacién
(radio-frequency current source).

De esta manera, la ecuacién 1.13 se convierte en

d? dé . 8
P + a1 + 'ycosﬂ)?'g + senf = isenwt, (1.18)
y la ecuacion 1.14 en
d*
yr) + (1 + yed(web, m))%f— + senf = isenwt. (1.19)

El nuevo parametro introducido, w, resulta ser la frecuencia angular de la excitacién
externa.

El circuito eléctrico equivalente puede representarse por una figura similar a 1.3,
aunque la diferencia con el tratado anteriormente radica en el hecho de que el elemento
de resistencia obedece a una ley no lineal, de la forma R = const/(1 + ycosf) en el
caso 1.13, y de la forma R = const/(1 4+ ycd(wef, m)) en el caso 1.14.

Resulta conveniente transformar las ecuaciones diferenciales de segundo orden que
controlan la dindmica de estos dos modelos en sistemas de dos ecuaciones diferenciales

de primer orden. Con este criterio, la ecuacién 1.13 puede escribirse como

dX;
= X
dt :
dX
2 = —senX; + isenwt — o (1 4+ ycosXy) Xa, (1.20)

dt
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donde X; =0y X, = 0 y, de la misma forma, 1.14 puede transformarse en

dX;
@i
dt :
dX, )
o = —senX; + isenwt — a (1 + ’)’Cd(onhm))XZ) (1.21)

donde de nuevo X; =0y X, = 0.

Como puede apreciarse ficilmente, la ecuacién 1.20 posee cuatro parametros de
control, a, que controla el valor del término de friccién, v, que da cuenta de la
contribucién del término cosX; en el coeficiente de rozamiento e ¢ y w, que determinan
la amplitud y frecuencia de la excitacién periédica externa. En el modelo generalizado
1.21 aparece un nuevo parametro de control, m, que controla la forma del término de
friccién.

Suponer que la excitacién externa viene dada por una funcién arménica de la
forma senwt implica que los modelos anteriores se encuentran condicionados por una
cierta linealidad en el mecanismo de forzamiento, ya que este tipo de funciones son
soluciones de ecuaciones de osciladores lineales, es decir, el mecanismo de excitacién
es esencialmente lineal [Cha95]. Considerar mecanismos de forzamiento no lineales
implica utilizar excitaciones controladas por funciones mas generales que den cuenta
de estos efectos. Con este fin se ha generalizado el modelo 1.20 considerando que el

término de excitacién viene dado por la funcién
1(t) = sn(wt, m) (1.22)

donde la funcién sn(wt,m) es la funcién eliptica de Jacobi de parametro eliptico m,
que controla la forma de la excitacién y w = 4K(m)/T el parametro de control que
controla el periodo T' de la excitacién. Esta funcién pertenece a la familia de las
soluciones correspondientes a las ecuaciones que describen la dindmica de algunos
osciladores no lineales sencillos [Guc83]. En los casos limites esta funcién se reduce
al caso estudiado 1.17 (m=0) y a una onda cuadrada de periodo T' (m=1), como
muestra la figura 1.6.
Las ecuaciones que describen este modelo son de la forma

dX,

1 X
dt ?
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sn( wt,m)

Figura 1.6: Representacién grafica de la funcién sn(wt, m) para diversos valores del

pardmetro m y T' = 2. a)m = 0.0 (linea discontinua), b)m = 0.9 (linea de puntos),
c)ym = 0.999 (linea continua).
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dX .
d_t2 = —senX; + isn(wt,m) — a1l 4+ ycos X;) X, (1.23)
donde los pardmetros de control son los mismos que en el caso 1.20 a excepcion del
nuevo pardmetro, m, que da cuenta de la forma del término de excitacion.

En todos los modelos anteriores 1.20, 1.21, 1.23, dado que la variable X; es una
variable angular, el espacio de las fases R! x R! es periédico en X; de periodo 2,

por lo que también puede considerarse como espacio de las fases el cilindro .5 V' R.

A su vez, los sistemas 1.20, 1.21, 1.23 resultan invariantes bajo la transformacion

X, = =X
t = t+(2n+1)7w,

donde n es un ndmero entero. Esta simetria es fundamental para entender la geo-
metria del espacio de las fases, ya que si (X;(t), X,(t)) es solucién del sistema, también
loes (—X;(t+ (2n + )7 /w), — X, (¢t + (2n + 1)7/w)). Este hecho hace que las dos so-
luciones puedan ser esencialmente las mismas, es decir, difieran en un nimero entero,

k, de revoluciones completas

X1(t) = —=Xi(t+ (2n+ V)n/w) + 27k
Xo(t) = =Xa(t+ (2n+ 1)7/w), (1.25)

o bien sean distintas. En el primer caso la solucién se denomina simétrica, ya que
la representacién de la solucién en el espacio de las fases posee simetria de inversion
alrededor del punto (km,0)

X, (t+ 2n+ Dr/jw) —kr = —(X(t) — km)
Xo(t+ (2n + Drfw) = —X5(t). (1.26)

En el segundo caso, las dos soluciones son distintas y se denominan de simetria rota
(broken-symmetric) o antisimétricas.

En el trabajo de Kerr, Willians, Bishop, Fesser, Lomdahl y Trullinger [Kee85] se
muestran algunas propiedades de las soluciones simétricas. Las maés relevantes pueden

resumirse de la siguiente manera:
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o El valor (k7,0) corresponde a los extremos de la funcién periédica que representa

la energia del sistema.

e Una solucién simétrica periodica es siempre una solucién de periodo multiplo
impar del periodo de la excitacién externa, es decir, si T es el periodo de la

solucién, T' = (2n + 1)27 /w, siendo n un nimero entero.

o Promediando la ecuacién 1.25 sobre un periodo de la solucién, el promedio de

la variable X, es cero.

e En el desarrollo de Fourier de la variable X, no aparecen los miltiplos pares de
la frecuencia fundamental de la solucién w, = 27 /T, siendo T el periodo de la

solucién. Este hecho también tiene consecuencias en el espectro de potencias.

Para el caso de coeficiente de rozamiento lineal (y = 0), McDonald y Plischke [Mac83]
y Kerr y colaboradores [Kee85] sefialan que una bifurcacién de ruptura de simetria,
en la que una solucién simétrica se convierte en dos antisimétricas, es una condicién
necesaria para que el sistema experimente una transicién al caos mediante la ruta de

doblamiento de periodo (period doubling).

1.3.1 Algunos resultados previos

En este apartado se citan algunos resultados previos referentes al sistema descrito
por las ecuaciones 1.20, estudios realizados en el contexto de las uniones Josephson.
Con respecto a sistemas descritos por las ecuaciones 1.21 y 1.23 no se ha encontrado
ninguna referencia anterior.

Resultan escasos los trabajos en que estudian sistemas descritos por ecuaciones
analogas a 1.20, ya que en la mayoria de ellos se considera constante el coeficiente de
friccién, hecho que viene motivado porque en casi todas las ocasiones resulta posible
despreciar el efecto del término cosX; [Ped73]. Ejemplo de estos trabajos se han
citado ya abundantemente en el texto.

Uno de los trabajos en los que se analiza un sistema anédlogo a 1.20 es debido a
Yao [Ya086]. En este estudio, para los valores de los parametros de control a = 0.4,

1 = 0.8y vy = —0.8, se calcula numéricamente el diagrama de bifurcacién global en
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funcién del pardametro w, encontrando regiones de comportamiento periédico y de
Caos.
En el trabajo de Belykh, Pedersen y Soerensen [Bel77, Sam85] se estudia el sistema

descrito por las ecuaciones

¢ =y
y = %[p — (1 + ycosg)y — sen¢ + €;senwrt], (1.27)

que es exactamente el mismo que el descrito por 1.20. Las diferencias residen en la
nomenclatura, el uso del pardmetro 3, que es justamente el inverso del parametro
a y el parametro p. Este modelo es algo méas general al estudiado ya que incluye
un término constante, representado por el pardmetro p, que da cuenta de un posible
efecto que puede interpretarse, en el contexto de un péndulo, como un par constante
aplicado, o en el contexto de las uniones Josephson, como una intensidad continua
aftadida a la alterna. En este trabajo, para un valor fijo del pardmetro y distinto de
cero, se determina el diagrama de bifurcacién bidimensional en funcién de los valores
de By p, encontrando diferentes tipos de comportamiento, entre los que se encuentran
estados cadticos, y diferentes tipos de caos. Fundamentalmente este estudio se centra
en estudiar la dindmica del sistema en funcién de lo pardmetros 8 y p, término que
no aparece en el modelo estudiado 1.13 y que tiene consecuencias muy importantes

debido a que su inclusién rompe la simetria del sistema.



Capitulo 2

Bifurcaciones en una clase de
osciladores con amortiguamiento

no lineal

Uno de los comportamientos més comunes de los osciladores no lineales forzados
periédicamente consiste en la aparicién, al variar algunos de los pardmetros de control,
de una secuencia de bifurcaciones. Las érbitas que aparecen después de cada una
de estas bifurcaciones tienen un periodo que es el periodo de la excitacién externa
multiplicado por un nimero racional. Estas érbitas se denominan subarménicas, y
al avanzar en la secuencia de bifurcaciones el periodo se incrementa progresivamente.
La cascada de bifurcaciones culmina en una 6rbita homoclina de periodo infinito
(bifurcacién homoclina), y este hecho puede dar lugar a la aparicién de atractores
extranos y comportamientos cadticos en el sistema [Guc83, Wig90]. En particular,
se ha demostrado [Mora93] que existe de forma sostenida comportamiento caético,
para valores de los pardmetros de control préximos a los valores correspondientes a
este tipo de bifurcacién. No obstante, este hecho no implica que existan atractores
extranos globales como los observados en las simulaciones numéricas. Sin embargo,
la aparicién de bifurcaciones homoclinas en sistemas dinamicos se entiende como
un fenémeno precursor del caos, por lo que averiguar los valores de los pardmetros

de control que dan lugar a este tipo de bifurcacién reviste un gran interés [Guc83].

25
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Asimismo, algunos métodos propuestos para controlar la aparicién de estados cadticos
se basan en evitar que aparezcan este tipo de bifurcaciones [Cha95b].

Para encontrar estos valores criticos de los parémetros de control se ha utilizado el
método de Melnikov. Este método, desarrollado por Melnikov [Mel63], y generalizado
por Holmes y Marsden [Hol81, Hol82], ha sido empleado con éxito en el analisis de
muchos osciladores forzados periddicamente, y en particular en sistemas analogos o
parecidos a un péndulo [Cha95, Gree84, Guc83, Kop82, Sam85]. En esta memoria
se ha empleado una versién mas refinada desarrollada recientemente por Yagasaki
[Yag96, Yag96b] que demuestra de manera rigurosa la existencia de atractores ex-
tranos y permite calcular facilmente la estabilidad de las orbitas subarmonicas que se
originan en las bifurcaciones que preceden a la aparicién de la érbita homoclina.

En general, este método puede aplicarse a sistemas descritos por ecuaciones de la

forma
q= f(q) +eglq,t, 1), (2.1)

donde ¢ = (X1, X,) € R%, f = (f1,/2), vy 9 = (91,92)- La funcién f(q) es un campo
Hamiltoniano definido en R? o cualquier conjunto abierto de R?, mientras que la
funcién ¢(q,t) es una funcién periédica en el tiempo, de periodo T', que depende de
un conjunto de pardmetros de control y = (uy, 2, ..., in) € R*. El parametro e € R
es un parametro pequefio que controla la magnitud de la perturbacion, g, que actiia
sobre el sisterna Hamiltoniano f. Tanto la funciones f como ¢ se suponen derivables
en numero suficiente respecto a cualquiera de sus variables.

La idea basica de este método consite en utilizar las soluciones del sistema sin
perturbar (¢ = 0) para obtener las soluciones del sistema completo. Este hecho
permite encontrar los valores de los pardmetros de control que dan lugar a bifur-
caciones subarmoénicas y homoclinas. Una exposicién detallada del método de Mel-

nikov y su generalizacién a otro tipo de sistemas se encuentra en las referencias

[Guc83, Wig90, Yag96, Yag96b].
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2.1 Bifurcaciones en un oscilador forzado armoni-

camente con amortiguamiento no lineal

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos al aplicar el método de Mel-
nikov al sistema descrito por las ecuaciones 1.20. En estas ecuaciones, para conseguir
controlar explicitamente la magnitud de la funcién g que perturba al sistema Hamil-
toniano f, resulta conveniente redefinir algunos parametros de control y reescribirlas

de la forma

dX;

T
dX2 1 —
el —senX; + € (zsenwt — & (1 + 7 cos X1) Xz), (2.2)

donde e1 =1y ea = a.
Resulta inmediato comprobar que el sistema. sin perturbar (¢ = 0) es Hamiltoniano

con energia

H = X,*/2+ (1 — cos X;). (2.3)

Al ser el método de Melnikov un método perturbativo, los resultados obtenidos
sblo seran vélidos con seguridad para pequenas perturbaciones del sistema hamilto-
niano, lo que se traduce en la necesidad de que el pardmetro € sea suficientemente
pequenio. Utilizando la notacion del capitulo anterior, este hecho impone que tanto
el parametro «, que controla el término de friccién, como el pardmetro z, amplitud
de la excitacién, deban de ser pequerios.

El sistema sin perturbar posee un punto fijo eliptico en (X7, X3) = (0,0), que se
ha tomado como origen de energias. Para una energia H = 2 existen dos o6rbitas
heteroclinas, 'Y, T'® que conectan dos puntos hiperbélicos de silla (£, 0). Como la
variable X es una variable angular, el espacio de las fases R' x R' es periédico en
X, de periodo 27. En este tipo de sistemas resulta til considerar como espacio de
las fases el cilindro S* x R por lo que los dos puntos hiperbélicos pueden considerarse
como el mismo y las érbitas heteroclinas son ahora homoclinas. En todo este estudio

se ha considerado como espacio de las fases el cilindro S* x R [Guc83].
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Explicitamente, las dos 6rbitas homoclinas vienen dadas por las funciones
'} = (+2arctan (sinht),+2secht). (2.4)

Asimismo, este sistema (¢ = 0) posee soluciones periddicas rotantes y oscilantes,
llamadas de esta manera porque, en el contexto de sistemas de tipo péndulo, corres-
ponden a oscilaciones o rotaciones del péndulo asociado [Guc83].

Las soluciones oscilantes, correspondientes a energias H < 2, son de la forma

X°*(t) = (2arcsen(y/msn(t, m)), 2¢/men(t, m)), (2.5)

donde la funcién cn(t,m) es la funcién eliptica de Jacobi cn de médulo m. Estas
orbitas son periddicas de periodo T(m) = 4K(m), siendo K(m) la integral eliptica
completa de primera clase de médulo m. En todo este estudio se ha usado, en lo
que respecta a las funciones elipticas, la notacién de la referencia [Abra72]. Para los
valores limites del parametro m estas érbitas se reducen al punto (0,0) (m =0)y a
las érbitas homoclinas (m = 1).

Para energias H > 2 el sistema posee, para cada valor de H, una pareja de
érbitas periédicas, denominadas soluciones rotantes, correspondientes cada una de
ellas a rotaciones en sentidos contrarios. Las ecuaciones que describen este tipo de

soluciones son:

X74(¢) = (&2arcsen (sn (%m)) ,iv%dn (#,m)), (2.6)

donde el signo positivo se refiere a rotaciones en sentido antihorario y el negativo a
sentido horario. Las funciones sn,dn son las funciones elipticas de Jacobi correspon-
dientes y el periodo de estas drbitas es T(m) = 2,/mK(m). En el limite m = 1 es facil
comprobar que, al igual que las soluciones oscilantes, se reducen a las homoclinas.
La figura 2.1 muestra el diagrama del espacio de las fases del sistema sin perturbar
(e=0).

Antes de aplicar el método de Melnikov al sistema 2.2, resulta necesario calcular
una serie de magnitudes. Los cédlculos se detallan en el apéndice A.

En primer lugar, la derivada del periodo de las érbitas periédicas del sistema
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Figura 2.1: Estructura del espacio de las fases del sistema sin perturbar (e = 0).

hamiltoniano con respecto al parametro m resulta ser

df: - % (%% - K(Tﬂ)) >0, (2.7)

a1t E(m)
dm  m(l —m)

para orbitas periddicas oscilantes y rotantes, respectivamente, siendo la funcién E(m)

> 0, (2.8)

la integral eliptica completa de segunda especie de médulo m. Asimismo, la frecuencia

angular de estas érbitas es

T

osc — 2'9

M) = Ry (2.9)

e et 2.10

(m) \/EK(m)’ ( )

y su derivada con respecto a la variable accién I del sistema sin perturbar
onsc ’/T2

-7 — (1 —=m)K(m)] <0, 2.11

dIm 16K (m)?m(1 — m) [E(m) —( m)K(m)] ( )

rot 2

df) _ m*mE(m) S0, .12

I 4K(m)3(1 —m)
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donde I™ indica el valor de la variable accién correspondiente a la 6rbita periddica
de periodo T'(m).
Es inmediato comprobar que, para m — 1 las derivadas de la frecuencia angular

satisfacen la condicion
osc Qrot

(2.13)

A la vista de estos resultados puede afirmarse que el sistema 2.2 cumple todas las

condiciones para que pueda aplicarse el método de Melnikov [Yag96, Yag96b|.

2.1.1 Funcién de Melnikov

La funcién de Melnikov del sistema 2.2 viene dada por la expresién
+oo -
ME(t) = [T R(TL(0) A FL(TS(0), ¢+ to)dt, (2.14)
donde los vectores ﬁ) y fi son

fo = (Xi,—senX;) (2.15)
fi = (0, 1senwt — a(1 + v cos X;)X3), (2.16)

y el signo positivo o negativo indica cada una de las posible érbitas homoclinas.

Explicitamente, esta funcién resulta ser
+ T o
M*(t,) = / +2isechtsenw(t + to)dt —
+o00
/ 4asech®t(1 + + cos(2arctan(sinh t))dt. (2.17)

El calculo explicito de las integrales se encuentra en el apéndice A y el resultado
es:

M*(ty) = i?w;sech%u—)senwto —8a(l + %)

Una condicién necesaria para que se produzcan bifurcaciones homoclinas consiste

(2.18)

en que la funcion de Melnikov tenga ceros [Guc83], por lo tanto tendra que cumplirse

— > R(w,7), (2.19)
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siendo la funcién R(w,~),

R(,7) = (14 Dcosh( %) (2.20)

Segtin [Yag96, Yag96b], puede afirmarse que el mapa de Poincaré del sistema
completo 2.2 posee un punto de silla en el punto (m,0) + ¢(¢). Si se cumple la
condicién 1 > 19 = @R(w, ), las variedades estables e inestables de este punto deben
de intersectarse transversalmente. Ademads, este punto de silla es disipativo, ya que
la traza del jacobiano del término de perturbacién, ﬁ, tomada a lo largo de la érbita

homoclina, y calculada sobre un periodo resulta ser
T
L= / —a(1 + ycosX;)dt < 0, (2.21)
0

pues el integrando siempre negativo (]y| < 1 y @ > 0). Llamando 8 = wt, resulta

inmediato comprobar que el punto (8%,%,) = (£7/2, &R(w,v)) cumple las condiciones

M*(85,150) = 0, (2.22)
824: v = O (2.23)
%%I;-GM # 0, (2.24)
a]g i 70 (2.25)
6261;/?'9%8]8\{; g <O (2.26)

por lo que, y siempre segin [Yag96, Yag96b], puede afirmarse que las variedades
estables e inestables del punto de silla se intersectan transversalmente. Si ¢ < 1o
estas variedades se separan y si ¢ > i se cortan. Mds exactamente, para un valor de
e > 0, suficientemente pequefio, la familia monoparamétrica del mapa de Poincaré del
sistema completo 2.2 exhibe un comportamiento complicado cerca de 1o = R(w,)a.
En particular, existe un conjunto de valores del parametro 2, de medida positiva de
Lebesgue, cerca de ¢ = @R(w,v) de manera que el mapa de Poincaré del sistema
completo posee un atractor extrafio no hiperbdlico.

Para analizar la dependencia de este valor critico con el resto de los parametros

de control se ha estudiado el cociente i/& en funcién de w para varios valores de 7,
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0.0 5 1.0 15 2.0

Figura 2.2: Curva de bifurcacién para varios valores del pardametro

como indica la figura 2.2. Facilmente puede apreciarse que el cociente 15/& es una
funcién creciente del w. Ademds, la forma de la curva no depende del pardmetro -,
aunque los valores de ¢9/& correspondientes a un valor dado de w aumentan con este

parametro.

2.1.2 Bifurcaciones subarmodnicas

El método de Melnikov permite calcular (para valores del pardmetro € suficientemente
pequenos) los valores de los pardmetros de control que dan lugar a subarménicos
(bifurcaciones subarménicas) [Guc83, Wig90, Yag96, Yag96b]. Para ello, resulta ne-

cesario calcular la funcién subarménica de Melnikov que viene dada por

kT

MFE R (1) = Fo(X (1)) A fi(X(8),t + to)dt, (2.27)

donde T' = 27w /w es el periodo de la excitacién externa y X(t) = (Xi(t), X2(¢))
una Orbita periédica, oscilante o rotante, de periodo T(m), que cumple la condicién

T'(m) = 27k, /kow, siendo k; y ko dos niimeros naturales primos entre si.
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Explicitamente, para dorbitas oscilantes resulta ser

— le le
MR/R()) = Qzﬁ/ cn(t, m)senw(t + to)dt — 4ma(l + 'y)/ cn?(t,m) +
0 0
ky T
8m2&7/ sn®(t,m)en®(t, m)dt, (2.28)
0
y para rotantes
26 (kT t ks T ¢

M ™ (tg) =

rot

Jm Jo dn(—m,m)senw(t + to)dt — %—(1 + 7)/0 dnz(——— m)

& kT i t
+ﬂ/ 1 dnz(—— m)sn2(
m Jo

M 7

donde el signo positivo o negativo se refiere a cada una de las familias de solucio-

m)dt, (2.29)

nes rotantes. La condicién de resonancia implica que se debe cumplir la condicién
4K (m)2mk, [kyw, para las érbitas oscilantes, y 2¢/mK(m) = 27k, [ kyw para las rotan-
tes.

Utilizando el desarrollo de Fourier de las funciones elipticas de Jacobi [Abra72,
Gra80], las integrales pueden calcularse facilmente. Los calculos detallados se encuen-

tran en el apéndice A y el resultado es

MEF (o) = iJ3(k1, kg, m)senwto — &(Jy(m) + yJo(m)), (230)
MERTR (40) = 45Tk, by, m)senwto — a(Ji(m) + ydy(m)),  (2.31)
siendo
0 ki paro ks #£ 1

J3(k1,k2,m) = N (232)

47sech (EIZ—II%((:—)"‘I> k) impar y k; =1
Ji(m) = 16[E(m)— (1 — m)K(m)], (2.33)

32
m) = hm) = {2 - m)E(m) — 20~ m)K(m)], (234
0 ky #1

j3(k1, kg, m) = 3 (235)

2msech(v/mwK(1 —m)) k=1
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Ji(m) = %E(m), (2.36)
Jy(m) = jl(m)——?)sl—iﬂ[(l—m)K(m)—(l—Qm)E(m)}. (2.37)

Numéricamente se ha comprobado (]y| < 1) que para cualquier valor del parametro

m

Ji(m) + 4dy(m) > 0, (2.38)
Ji(m) +4Jy(m) > 0. (2.39)

Al ser las funciones Js y J5 distintas de cero inicamente cuando k; = 1 (y ki impar
en el caso de subarménicos oscilantes), el método de Melnikov sélo permite encontrar
subarmoénicos de periodo muiltiplo entero del periodo de la excitacién externa. Una
posibilidad para encontrar los denominados ultrasubarménicos (k, # 1) consiste en
utilizar el denominado método de Melnikov de segundo orden [Liu90].

Definiendo las funciones

Ji(m) +yJa(m)

k1 2.40
Ri(,7) ) (2.40)
Ji(m) + yJ2(m)
R _ 2.41
rot(w?7) J3(k1, 1’ ) Y ( )

cuando 7 > &R¥ _(w, v) para el caso de érbitas oscilantes (k; impar), y 7 > &RE,(w,)
para rotantes, la funcién subarmoénica de Melnikov posee dos ceros. En estos puntos

es inmediato comprobar que

Mg = 0, (2.42)
MER = (2.43)
dM*

— F 0 (2.44)
dME}

dgt # 0, (2.45)

donde todas las funciones y las derivadas estdn evaluadas en los ceros de la funcién

de Melnikov y 6 = wty. En estas condiciones puede afirmarse que el sistema completo
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2.2 posee dos drbitas periddicas de periodo k)27 /w préximas a las érbitas correspon-

dientes del sistema sin perturbar [Yag96, Yag96b]. Las ecuaciones

= aRh(w,), (2.46)
i = aRlh, (), (2.47)

definen las curvas de bifurcaciénes subarménicas para drbitas oscilantes y rotantes,
respectivamente. En el caso se subarménicos rotantes la bifurcacién siempre es doble,
es decir, se producen dos bifurcaciones simultdneas, cada una de ellas correspondiente
a rotaciones en sentido contrario.

Resulta inmediato comprobar que

M. = 0, (2.48)
Mk = 0, (2.49)
ky
.‘?%s = 0, (2.50)
IM;E}!
et _ 2.51
*M*
i 70, (2.52)
O*MER
aozt £ 0, (2.53)
oM*
T # 0, (2.54)
M:l:kl
a—aiii # 0, (2.55)

donde 6 = wty y todas las funciones y derivadas estén calculadas en el punto (8,1) =
(7/2,&aR% (w, 7)) para subarménicos oscilantes y en (8,7) = (£7/2, @R, (w, 7)) para
rotantes.

A la vista de estos resultados puede afirmarse [Yag96, Yag96b], que en las proximi-
dades de la curva definida por la ecuacién 2.46, el sistema experimenta una bifurcacién
de sillanodo en la que se originan dos subarménicos oscilantes de periodo T' = k; 27 [w.
Asimismo, en las proximidades de la curva definida por 2.47 se produce una doble

bifurcacién de silla nodo en la que se originan dos parejas de subarménicos rotantes
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de periodo T' = k;27/w, cada una de ella correspondiente a rotaciones en sentido
contrario. Ademads, la bifurcacién es supercritica. pues para los mismos puntos que

en las ecuaciones anteriores,

PP Mk aMF
osc _OSC 2.56
T (2:56)
MR OMER
502 5 < 0, (2.57)

Estudiando el comportamiento de los subarmdnicos de Melnikov en el limite k&, —

00, resulta inmediato comprobar que

14
kl —0o0 ose kl —$00 re

% lim MM () = lim MR (1) = M*(t,), (2.58)
lo que indica que la bifurcacién homoclina puede entenderse como el limite de una
secuencia de bifurcaciones subarménicas de silla nodo. Para unos valores dados de
w,7, &, las bifurcaciones subarménicas correspondientes a subarmdnicos oscilantes se
acercan a la curva correspondiente a la bifurcacién homoclina desde valores meno-
res de ¢ y las bifurcaciones correspondientes a subarménicos rotantes desde valores
superiores.

En las figuras 2.3-2.7, se representa el cociente ¢/& frente a w a lo largo de la curva
de bifurcacién para diferentes valores del pardmetro v. Facilmente puede apreciarse la
convergencia de las bifurcaciones subarménicas hacia lo homoclina, hecho que incluso
ha impedido representar las curvas correspondienteas a bifurcaciones de subarménicos
de orden superior al confundirse éstas con la homoclina.

En estas curvas, crecientes con w, la forma no se ve afectada por los valores del
parametro 7, aunque si influye en el hecho de que para un valor dado de w, el valor
del cociente 1/& aumenta con este parametro. Asimismo, la convergencia hacia la
bifurcacién homoclina es mds rdpida cuanto mayor sea 7, siendo ésta mas acusada

para valores pequenos de w.

2.1.3 Estabilidad de los subarménicos

El método mas usual para calcular la estabilidad de los subarménicos que se originan

después de una bifurcacién consiste en utilizar un desarrollo en serie y luego aplicar
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Figura 2.3: Curvas de bifurcacién, v = —0.99

Figura 2.4: Curvas de bifurcacién, v = —0.8

37
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Figura 2.6: Curvas de bifurcacién, v = 0.8
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Figura 2.7: Curvas de bifurcacién, v = 0.99

el método de promediado (averaging) [Gree83, Gree84, Koc85, Wig90]. Los pasos a

seguir son

o Transformar del sistema 2.2 a las coordenadas accién-angulo del sistema ha-
miltoniano asociado I,6, tanto para las soluciones oscilantes como para las

rotantes.

e Transformar, en un entorno de la solucién resonante I = I** con periodo kT =
2m Q%1 donde QF! es la frecuencia angular del sistema hamiltoniano, las nuevas

coordenadas de la forma.
I=1" ¢ Veh, 0 = kg 4+ @.

e Transformar (h,$) — (h, ), promediando hasta el término de orden e¢. Esta
operacion conduce a un sistema auténomo de ecuaciones que permite averiguar
la estabilidad de las soluciones subarménicas de la ecuacién 2.2. Las ecuaciones

resultan ser:

-

1 [ ¢ OF .-
Ve " (Q(Ih)) g (@b
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S _(?9_’01'
b= Vg

10%°Q - -

(M2 + G 2.59
PRk re@), @)
donde las derivadas de 0 = (/) se calculan en Ik

Si los términos de orden € se desprecian, el sistema es conservativo con Hamiltoniano

00 o 2 ) (2.60)

i = e (GHms —v@

donde
1 g & _
Vig) = 57;/Mk‘ (m) dg.
Para este orden en ¢, el estudio del sistema es facil, ya que sus puntos fijos vendran
dados por los ceros de las funciones de Melnikov correspondientes. Sin embargo, para
calcular la estabilidad de estas soluciones resulta necesario llegar haste el siguiente
orden en ¢, hecho que se traduce en la necesidad de efectuar largos y tediosos calculos.
Sin embargo, los resultados obtenidos recientemente por Yagasaki [Yag96, Yag96b]
permiten averiguar esta estabilidad de manera rdpida y sencilla.
En el sistema 2.2, una vez que se ha producido la bifurcacién subarménica, la
correspondiente funcién subarménica de Melnikov tiene dos ceros que hacen que las
derivadas 2.44 y 2.45 tengan un signo diferente para cada uno de ellos. Ademas, utili-

zando 2.11, 2.12 y el hecho de que la traza del jacobiano del término de perturbacién,

fl, tomada a lo largo de una érbita periédica, y calculada sobre un periodo, resulta

ser

kT
L = / —a&(1 + ycosXq)dt < 0, (2.61)
0

al ser el integrando siempre negativo. Segin [Yag96, Yag96b], de los dos subarménicos
que se originan, uno es estable y el otro no. En la aplicacién de Poincaré del sistema
completo uno corresponde a un punto de silla y otro a un sumidero (sink).

La figura 2.8 muestra cualitativamente el mapa de Poncaré en las proximidades
de la bifurcacién para el caso k; = 1 correspondiente a una bifurcacién subarménica

oscilante. El sentido de la 6rbita viene dado por 2.11.
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Figura 2.8: Mapa de Poncaré a) i/@ > Rk (w,v), b) /& ~ RF (w,7), ¢) t/a >
Rgio(w,7)
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2.1.4 Comparacién con el modelo de oscilador con friccién

lineal

A la vista de los resultados obtenidos en las secciones anteriores, cabe preguntarse si es
posible obtener resultados similares en lo que respecta a la aparicion de bifurcaciones
homoclinas o subarménicas mediante un modelo de oscilador con un coeficiente de
friccion efectivo constante.

Las ecuaciones 2.18, 2.30, 2.31 indican que el sistema se comporta como un osci-
lador con friccién lineal (7 = 0) cuyo coeficiente de friccién viene dado por

Qe = 0 (1 + %) : (2.62)

para el caso de bifurcaciones homoclinas, y

Qofe = (1 + ﬁfgg;) , (2.63)
Qepe = (1 + 'V%EZ%) , (2.64)

para bifurcaciones subarmédnicas, oscilantes y rotantes, respectivamente. Represen-
tando graficamente la contribucién del término no lineal, dado por la funcién que
multiplica al coeficiente «, frente al pardmetro w para la bifurcacién homoclina y las
primeras bifurcaciones subarmdnicas, como muestra la figura 2.9, puede apreciarse
facilmente que para valores pequenios del parametro w el sistema se comporta apro-
ximadamente como un oscilador con friccién lineal cuyo coeficiente de rozamiento
efectivo viniera dado por la ecuacién 2.62. Aunque en el caso de la bifurcacién homo-
clina esto resulta cierto para cualquier valor del pardmetro w, los efectos del término
no lineal de friccidén se hacen notar en los subarménicos cada vez mas cuanto mayor

sea el valor de este parametro.

2.1.5 Resultados numéricos

Para comprobar el rango de validez de los resultados obtenidos al aplicar el método

de Melnikov al sistema 2.2, se han llevado a cabo una serie de simulaciones numéricas.
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Figura 2.9: Graficas de las funciones Jy(m)/J;(m) (lineas discontinuas), Jo(m)/J1(m)
(linea continua) frenta al pardmetro de control w para diversas bifurcaciones su-
barménicas. También se representa el valor constante 1/3 (linea de puntos).
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Los detalles de los procedimientos numéricos empleados se encuentran en el apéndice

B.

En primer lugar se ha estudiado la aparicién de subarménicos, encontrando para
diversos valores de los parametros w,ed y v el valor critico del parametro €1 corres-
pondiente a la bifurcacién subarménica. En la tabla 2.1 se representan estos valores
junto con el valor critico de ez, calculado mediante las funciones subarménicas de
Melnikov. Como facilmente puede apreciarse, la concordancia resulta ser bastante

buena, incluso para valores relativamente altos del término de perturbacién.

Analizando méas en detalle los resultados obtenidos se ha encontrado que, para
~ diversos intervalos de valores de los parametros de control, coexisten diferentes su-
barménicos, pudiendo el sistema presentar uno u otro comportamiento dependiendo
de las condiciones iniciales. También ha sido imposible encontrar, con un grado de
precisién aceptable, subarmdnicos de orden superior a los que figuran en la tabla. Este
hecho puede justificarse porque los dominios de atracccién de los subarménicos son
més pequefios cuanto mayor es su periodo [Gree83], lo que se traduce en la dificultad
de encontrar las condiciones iniciales apropiadas, ain realizando una exploracién ex-
haustiva del espacio de las fases. Por otra parte, al ser las derivadas de las frecuencias
angulares 2.11, 2.12 funciones que tienden a infinito cuando m se aproxima a uno, el
rango de validez en ¢ disminuye al aumentar el orden de los subarménicos, hecho que
puede dificultar atin més la bisqueda numérica de subarménicos de orden superior
[Yag96, Yag96b].

Otra cuestién interesante en relacién con la posible existencia de atractores caoti-
cos en el sistema, consite en averiguar hasta qué valores del término de perturbacién la
funcién de Melnikov predice adecuadamente la aparicién de bifurcaciones homoclinas.
Para responder a esta pregunta se han realizado algunas comprobaciones numéricas
mediante el uso del programa DSTOOL [Guc92], encontrando el punto fijo del mapa
de Poincaré del sistema completo 2.2, calculando sus variedades estables e inestables
y variando, para unos valores dados de los pardmetros w, €& y -y, el pardmetro e hasta
encontrar el valor critico que produce la tangencia entre las variedades. Los resultados
obtenidos, junto con los que predice el método de Melnikov, se presentan en la tabla

2.2. De nuevo puede apreciarse un gran concordancia entre los valores tedricos y
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Régimen k; w v ea Teodrico Numeérico
Osc. 1 08 =099 004 0.0204 0.0204 & 0.0001
Osc. 1 08 —-099 04 02042 0.1823 £0.0001
Osc. 3 2 —0.99 0.04 0.2640 0.2640 £ 0.0001
Osc. 3 2 —-099 04 2.640 2.744 £ 0.001
Rot. 1 1.5 —0.99 0.04 0.2523 0.2530 &= 0.0001
Osc. 1 08 —0.8 004 0.0278 0.0278 £ 0.0001
Osc. 1 08 —0.8 04 0.2782 0.2455 +0.0001
Osc. 3 2 —0.8 004 0.3138 0.3140 £ 0.0001
Osc. 3 2 —-08 04 3.138 3.578 +0.001
Rot. 1 15 —0.8 0.04 0.2636 0.2681 4=0.0001
Osc. 1 08 0 0.04 0.0590 0.5887 + 0.0001
Osc. 1 08 0 0.2 0.2947 0.3003 = 0.0001
Osc. 3 2 0 0.04 0.5237 0.5246 £ 0.0001
Osc. 3 2 0 0.2 2.618 2.808 £ 0.001
Rot. 1 15 0 0.04 0.3111 0.3160 % 0.0001
Osc. 1 08 0.8 0.04 0.0901 0.0900 £ 0.0001
Osc. 1 08 0.8 0.15 0.3378 0.3276 4 0.0001
Osc. 3 2 0.8 0.04 0.7335 0.7360 =% 0.0001
Osc. 3 2 0.8 0.15 2.751 2.932 £+ 0.001
Rot. 1 15 0.8 0.04 0.3586 0.3415 £ 0.0001
Osc. 1 08 099 004 0.0975 0.0975 + 0.0001
Osc. 1 08 099 015 0.3655 0.3531 £ 0.0001
Osc. 3 2 099 0.04 0.7834 0.7864 3 0.0001
Osc. 3 2 099 015 2.938 3.160 + 0.001
Rot. 1 1.5 099 0.04 0.3700 0.3664 4 0.0001

45

Tabla 2.1: Valores teéricos y numéricos del parametro ez correspondientes a diferentes

bifurcaciones subarmoénicas para varios valores de los parametros w, e y 7.
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w v ea Tebrico Numérico
0.8 —-0.99 0.04 0.064 0.062 £ 0.001
0.8 —-0.99 04 0.645 1.16 £ 0.01
08 —0.8 0.04 0.0709 0.070 % 0.002
0.8 —-08 04 0.709 1.14 £0.01
0.4 0 0.04 0.061 0.082 £ 0.001
0.4 0 04 0.613 0.615 £ 0.001
0.4 0.8 0.04 0.078 0.096 £ 0.001
0.4 0.8 04 0.777 0.752 £ 0.001
04 099 0.04 0.082 0.100 £ 0.001
04 099 04 0.818 0.786 £ 0.001

Tabla 2.2: Valores tedricos y numéricos del pardmetro ez correspondiente a la bifur-
caciéon homoclina para varios valores de v y w.

numéricos. Al aumentar el parametro v, que controla la contribucién del término
no lineal al coeficiente de friccién, las predicciones tedricas y numéricas son mucho
mas coincidentes que para valores altos del pardmetro €&, pardmetro que gobierna la

magnitud del término completo de friccién.

2.2  Oscilador con friccién no lineal generalizada

En la seccién anterior se presenta un estudio, realizado fundamentalmente mediante
el método de Melnikov, en el que se tratan algunos aspectos de la dindmica de un
oscilador forzado arménicamente, cuyo término de friccién es suma de dos términos,
uno constante de valor o, y otro de la forma aycosX;, donde el pardmetro v modula
la amplitud relativa, respecto al pardmetro constante, de la contribucién no lineal al
amortiguamiento. Los resultados obtenidos indican que el valor de los parametros de
control que dan lugar a drbitas homoclinas y la aparicién de estados cadticos estables
vienen condicionados por la contribucién de este término no lineal al coeficiente de
rozamiento.

Una cuestién importante en relacién con los resultados anteriores, consiste en

averiguar hasta qué punto los valores de los pardmetros de control, que dan lugar a
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ese tipo de comportamientos, dependen de la forma y periodo de la funcién no lineal
que aparece en el coeficiente de rozamiento. Para responder a esta pregunta se ha
realizado un estudio del sistema descrito por las ecuaciones 1.21. En este sistema, la
funcién no lineal que aparece en el término de friccién es una funcién genérica de la
variable X, de forma y periodo variables, controlados por los nuevos parametros de
control m y T'. Utilizando el método de Melnikov y mediante simulaciones numéricas
se ha estudiado la influencia de estos pardmetros sobre este tipo de fenémenos.

Resulta conveniente reescribir las ecuaciones 1.21 en la forma

dX,
2 x
dt ?
dX2 = —
o = —senX; + e(isenwt — a (1 + yed(wo X1, m)) X2, (2.65)

siendo €2 = 1, €& = @, y € un nuevo parametro que permite controlar explicitamente
la magnitud del término de perturbacién que actia sobre el sistema hamiltoniano

base (e = 0). Este sistema hamiltoniano resulta ser el mismo que en el caso 2.1.

2.2.1 Funcién de Melnikov

Utilizando los resultados obtenidos en 2.1, y empleando la misma notacién, la funcién

de Melnikov del sistema 2.65 viene dada por
oo -
ME(to) = [ Jo(TL(0) A (T, ¢+ to)at, (2.66)

donde los signos positivo o negativo corresponden a cada una de las érbitas homoclinas
que posee el sistema hamiltoniano base y vienen dadas por la ecuacién 2.4. Las

funciones ﬁ) y fl resultan ser
ﬁ) = (X, —senX;)
h o= (0, ssenwt — &(1 4+ yed(wo X1, m)) X3). (2.67)
Explicitamente, introduciendo las ecuaciones de las 6rbitas homoclinas, resulta
M:b(t()) = + /_4:0 2isechtsenw(t + to)dt —

+oo
/ 4asech®t(1 + ycd(2wp(arctan(sinh t), m)dt. (2.68)

—00
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El célculo de estas integrales se detalla en el apéndice A, y el resultado es

M=E(ty) = :tZWZsech%senwto —8a(l + M’;E’_T_))’ (2.69)
donde
B 27 N 1yn €08 (2(2n + )n?/T)
b(m.T) = vmK(m) mXZIO( b 1—(27/T)? (4n + 2)2
cosech ((n + 1/2(7:5)(1 — m)> . (2.70)

Esta funcién I3(m,T) da cuenta de la contribucién a la funcién de Melnikov del
término no lineal que aparece en el término de friccién. Un estudio sobre sus propie-

dades, que se detalla en el apéndice A, indica que
%iiré I3(m,T) =0, (2.71)

independiente del valor del valor del pardmetro m, es decir, de la forma de la funcién.
Este resultado, como podia esperarse, indica que la contribucion al rozamiento de
una funcién rapidamente oscilante tiende a 0 sin que tenga influencia su forma.

Para valores del parametro T' > 27, la funcién I3(m,T') resulta ser una funcién
positiva creciente con el periodo, es decir, la contribucién a la funcién de Melnikov del
término de friccidon no lineal aumenta. Fisicamente puede interpretarse este resultado
como si la influencia de la friccién fuese maés relevante al variar éste mas lentamente.
En el limite

Jim Iy(m, T) = 2, (2.72)

que es justamente el valor correspondiente a un coeficiente de friccién constante.
Para valores del periodo T' < 27, y mediante simulaciones numéricas, se han encon-
trado intervalos en los que esta funcién resulta decreciente e incluso negativa. No
obstante, cuando esto ocurre, los valores de esta funcién son préximos a cero. p.e.,
I5(0.5,7/2) = —0.0283. Las figuras 2.10, 2.11 muestran el comportamiento tipico de
esta funcion. Como facilmente puede apreciarse, para valores de T < 27, la funcion
alcanza rapidamente valores préximos a cero.

Para valores del periodo T' > 27, la funcién I3(m,T) es una funcién positiva y

creciente del pardmetro m, lo que indica que la contribucién de este término resulta
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Iy(mT)

50 60

Figura 2.10: Representacion grafica de la funcién I3(m,T') frente al periodo T corres-
pondiente a diversos valores del pardmetro m.

ImT)

6 8 10

Figura 2.11: Detalle de la figura 2.10

49
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T T T 71 T
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Figura 2.12: Representacion grafica de la funcién I3(m,T') frente m correspondiente
a diversos valores del pardémetro 7.

maés significativa cuanto mds parecido sea el término de friccién a una onda cuadrada.

En el limite
2cos (27%[T)
1 —16w2/T?’

que para T = 27 se reduce a la encontrada en la seccién 2.1. En el caso de onda

7111_1}%) 13(ma T) =

(2.73)

cuadrada
T? i (=1)  cos(2(2n + 1)x?/T)
T =2 +1T? — 272 — 8nn? — 8nn?

1L1—H>11 IS(mv T) =

(2.74)

Para valores del periodo T' < 27, mediante simulaciones numéricas, se han en-
contrado intervalos en los que I3(m,T) llega a ser decreciente con el parametro m,
aunque en estos casos tiende rapidamente a cero. Las figuras 2.12, 2.13 muestran la
dependencia de esta funcién con el pardmetro m para diversos valores del periodo T'.

A la vista de las figuras 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, puede apreciarse facilmente que
el valor de I3(m,T) sélo resulta ser significativamente distinto de cero cuando el
periodo T es del orden o mayor que 27. A su vez, al crecer el periodo, esta funciéon

crece rapidamente y practicamente alcanza su valor limite para periodos del orden
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I(m2m)

o)

Figura 2.13: Representacién grafica de la funcién I3(m, 2).

de T' = 10w. La dependencia con el valor del pardmetro m, es decir, con la forma
de la funcién no lineal cd(wot, m), s6lo resulta apreciable para periodos del orden de
T = 2m. Incluso en estos casos esta dependencia es muy suave, como muestra la tabla
2.3.

La condicién necesaria para que existan bifurcaciones homoclinas en el sistema
2.65 consiste en que la funcién de Melnikov posea algin cero, por lo que tendra que

cumplirse

> Rw,7,m,T), (2.75)

Q1] e

donde

R(w,v,m, T) = %(1 + M)cosh(%). (2.76)

La traza del jacobiano del término de perturbacién, fl, tomada a lo largo de una

orbita homoclina del sistema sin perturbar, y calculada sobre un periodo es negativa
T
L= / —&(1 + yed(wo Xy, m))dt < 0, (2.77)
0

ya que el integrando siempre lo es. Dado que la funcién de Melnikov del sistema 2.65
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m 13

0 2/3
0.2 0.6750
0.5 0.6918
0.9 0.7384
1—-107" 0.8264
1 0.8284

Tabla 2.3: Valores de la funcién I3(m,2n) correspondientes a algunos valores del
parametro eliptico m.

cumple condiciones similares a 2.22, 2.23, 2.24, 2.25, 2.26 en el punto (Fwty,1p) =
(£7/2,aR(w,y,m,T)), como puede comprobarse ficilmente, el mapa de Poincaré
del sistema completo posee un punto de silla disipativo y sus variedades estables e
inestables intersectan. Si i < 15 se separan y si 7 > 7, se cortan. La ecuacién ¢ = 1o

define la curva de bifurcacién homoclina en el espacio de pardmetros.

Debido al comportamiento de la funcién I3(m,T'), para valores del periodo pe-
quenos (T < 2r) las curvas de bifurcacién seran similares a las de un oscilador cuyo
coeficiente de friccién sea constante de valor &. Para valores grandes del periodo
(T' > 2r), de nuevo seran similares a las de un oscilador con coeficiente de friccién
constante de valor &(1 + +). El rango de valores mas interesante corresponde a pe-
riodos del orden de T' = 27, pudiéndose apreciar la dependencia de los valores de los
parametros de control que dan lugar a la bifurcacién homoclina con la forma de la
funcién que controla el coeficiente de rozamiento. En la figura 2.14 se representa, para
varios valores de los pardmetros v y m, el valor del cociente 2o/& frente a w. Para un
valor dado del pardmetro v estas curvas son muy parecidas entre si. Cuando aumenta,
el pardmetro m el valor necesario del cociente 7¢/&, correspondiente a un valor dado
de w aumenta. Cuando el término de friccién tiende a parecerse a una onda cuadrada,

aumenta el valor necesario de la excitacién para conseguir la bifurcacién, aunque de

manera suave.

Los resultados anteriores indican que la dependencia con la forma de la funcién que

controla el término de fricciéon a(1 + yed(wot, m)) no resulta ser muy relevante. Para
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i/e

0.0 2 4 6 .8 1.0

Figura 2.14: Curva de bifurcacién 7/& frente a w para diversos valores de m y v y
T = 2.

periodos grandes o pequenos rapidamente alcanza los valores limites independientes
del valor de m. Incluso en los casos més favorables, cuando el periodo es del orden de
27, la dependencia es muy pequena. Todo esto lleva a considerar que los resultados
obtenidos en la seccién 2.1 son pricticamente extrapolables al caso de un sistema
con un término de friccién generalizado del tipo estudiado, al menos en lo referente
a la aparicién de bifurcaciones homoclinas cuando las perturbaciones del sistema

hamiltoniano base son pequenas.

2.2.2 Simulacién numérica

Los resultados obtenidos en la seccién anterior muestran que la aparicion de bifurca-
ciones homoclinas depende del término de friccién no lineal. Para analizar esta depen-
dencia en relacién con otros tipos de comportamientos, en especial, con la aparicién
de estados cadticos estables, se han realizado una serie de simulaciones numéricas cal-

culando diversos diagramas de bifurcacién. En cada diagrama se representa la seccién
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Figura 2.15: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros = 04,7y =0.9,w =08, T =7/2 y m = 0.1

de Poincaré del sistema correspondiente a la variable X, frente al pardmetro ez. En
todas las simulaciones se ha elegido valores fijos de los pardmetros w = 0.8 y e& = 0.4,
que resultan tipicos en el contexto de las uniones Josephson [Pal91, Pal93, Pal95], y

varios valores de los parametros v (|y| < 1)y m (0 <m < 1).

Para estudiar la influencia del periodo T' = 4K(m)/wo del coeficiente de friccién
no lineal sobre el comportamiento del sistema, se han elegido valores caracteristicos

de este parametro correspondientes a valores de baja, alta y media frecuencia.

En las figuras 2.15, 2.16 se muestran dos diagramas de bifurcacién correspondien-
tes a un valor del periodo de la perturbacién T' = 7/2 y dos valores del parametro m
proximos a sus valores extremos. Puede apreciarse facilmente la similitud entre ellos
y la practica equivalencia con el diagrama de bifurcacién que muestra la figura 2.17,
correspondiente a un coeficiente de friccién constante. Los resultados para otros va-
lores de los pardmetros m y v confirman este hecho, comprobado también para otros

valores del periodo T' < 7 /2. El sistema es practicamente equivalente a un sistema
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Figura 2.16: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los parametros o = 0.4,y =0.9,w = 0.8, T = 7/2 y m = 0.99.
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Figura 2.17: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los parametros a = 0.4,y =0y w = 0.8.
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£l

Figura 2.18: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros o = 0.4,y = 0.9,w = 08,7 = 10r y m =0.1.
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Figura 2.19: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros o = 0.4,y = 0.9,w = 0.8, 7 = 107 y m = 0.99.
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Figura 2.20: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros a = 0.76,y = 0.0 y w = 0.8.
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Figura 2.21: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los parametros a = 0.4,7y = 0.9,w = 0.8, T = 27,m = 0.1.

con friccidn constante de valor a.

Las figuras 2.18, 2.19 muestran dos diagramas de bifurcacién correspondientes al
valor de T' = 107 y los mismos valores del pardmetro m que en el caso anterior.
Resulta evidente su similitud con el que se muestra en la figura 2.20, que corresponde
a un coeficiente de friccién constante. Las simulaciones realizadas para otros valores
de los parametros m y v siguen mostrando esta analogia, comprobada para otros
valores del periodo T' > 107. El efecto del coeficiente de rozamiento generalizado es

equivalente a un coeficiente constante de valor a(1 + «).

Las figuras 2.21, 2.22 corresponden al valor de T' = 27 y los mismos valores
anteriores del parametro m. Facilmente puede apreciarse que las diferencias son
minimas. Las simulaciones realizadas para otros valores de los pardmetros v y m

muestran el mismo tipo de comportamiento.

En definitiva, en el rango de valores estudiados los resultados obtenidos numéri-

camente coinciden globalmente con los obtenidos mediante el método de Melnikov.
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Figura 2.22: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros o = 0.4,y = 0.9,w = 0.8, T = 27, m = 0.99.
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La influencia del parametro m, es decir, con la forma exacta del término de friccién
no lineal, no resulta muy relevante en la dindmica del sistema. Lo anteriormente
expuesto lleva a considerar que los resultados obtenidos en el estudio del sistema 1.20
son extrapolables para el caso de coeficientes de friccién del tipo estudiado cuando el
periodo de la funcién que controla este término es del orden de T = 27.

A la vista de los diagramas de bifurcacién obtenidos, resulta inmediato compro-
bar que los casos correpondientes a los valores v = 0y v = 0.9 con T = 27, aunque
diferentes, muestran el mismo tipo de comportamiento cualitativo en el sistema. Este
hecho permite de nuevo intentar reproducir, mediante un modelo con friccién lineal,
los comportamientos que aparecen en el modelo con friccién generalizada. Este pro-

blema se estudiard con detalle en el capitulo siguiente.

2.3 Sistema con forzamiento generalizado

Al estudiar el sistema descrito por las ecuaciones 1.20 se ha considerado que la exci-
tacién externa venia dada por la funcién arménica senwt. Para considerar mecanismos
de excitacién no lineales se ha realizado un estudio del sistema descrito por las ecua-
ciones 1.23, donde ya la excitacién resulta ser una funcién de forma y periodo variable
que viene dada por la funcién eliptica de Jacobi sn(wt,m), donde el pardmetro w estd
relacionado con el periodo de esta excitacién de la forma w = 4K(m)/T, siendo K(m)
la integral eliptica completa de primera especie de parametro m y T el periodo de
la excitacién. El pardmetro m controla la forma de esta funcién, que oscila entre la
funcién arménica (m = 0) y una onda cuadrada (m = 1). Este estudio se ha realizado
utilizando el método de Melnikov y simulaciones numeéricas.

De la misma forma que en las secciones anteriores, resulta conveniente reescribir

el sistema 1.23 de la forma

dX,

w -

dX, - _

- = —senX; + €(isn(wt,m) — a(1l + ycos X1)X2), (2.78)

donde &2 = ¢ y e@ = a, siendo ¢ un pardmetro que permite controlar explicitamente

la. magnitud del término de perturbacién que actia sobre el sistema hamiltoniano
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base (e = 0), que resulta ser el mismo que en los casos estudiados en las secciones
anteriores y por lo tanto cumple las condiciones para que pueda aplicarse el método
de Melnikov.

2.3.1 Funcién de Melnikov

Utilizando la misma notacién que en las secciones anteriores, la funcién de Melnikov

viene dada por

M*(ty) = /_J:o Fo(T9L()) A fi(DS(2), t + to)dt, (2.79)

donde los signos positivos o negativos corresponden a cada una de las 6rbitas ho-
moclinas del sistema hamiltoniano base y vienen dadas por las ecuaciones 2.4. Las

funciones ﬁ, y f; resultan ser
fo = (Xg, —senXl)
fi = (0,isn(wt,m) — a1 + ycosX;)Xz). (2.80)
Explicitamente, esta funcion resulta ser
+ too -
Mi(t) = + / Sisechtsn(w(t + o), m)dt —

+o0
/ 4asech®t(1 + ycos(2 arctan(sinh t))dt. (2.81)

-~—00

El calculo de estas integrales se detalla en el apéndice A y el resultado es

Y
M*(to) = L2 F(to,m) — 8a<1+—§>, (2.82)

donde

F(to, m) =

Tk o e (g ) e ()

sen (W) . (2.83)
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F(T/4,m)
N
T

Figura 2.23: Representacion de la funcién F'(T/4,m) frente al periodo T para diversos
valores del m.

El valor méximo de esta funcién se encuentra en to = T'/4 y en este caso

F(T/4,m) =
w2 & . 7K(l —m)(2n + 1)
N ng;;(—l) cosech ( 3K (m) )
sech ((ﬁz_iT_l)_ﬂj) > 0. (2.84)

Mediante simulaciones numéricas se ha comprobado que F(7'/4,m) es creciente en
las variables T'y m. Las figuras 2.23, 2.24, 2.25 muestran los comportamientos tipicos
de esta funcion

Esta funcién, como funcién del parametro eliptico m, responde a las caracteristicas
tipicas de este tipo de funciones que aparecen en el estudio de osciladores no lineales
sometidos a excitaciones de forma variable [Cha93, Cha95]. Asimismo, esta depen-
dencia resulta mas acusada para periodos del orden de 27, como puede apreciarse

facilmente en la figura 2.25, que muestra en detalle esta dependencia para el caso
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Figura 2.24: Representacién de la funcién F(T/4,m) frente al pardmetro eliptico m

para diversos valores del periodo T'.

F(T/4,m)

0.0 2 4 6 .8 1.0

Figura 2.25: Representacién de la funcién F(T/4,m) frente al pardmetro eliptico m
yT =5m.
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T = 5n. Los valores limites son independientes del valor de m y resultan
' = 2.
%1_r}r(1) F(T/4,m) =0, (2.85)

Como era de esperar, la contribucién de una excitacién rapidamente oscilante a la

funcion de Melnikov tiende a cero.

lim F(T/4,m) = ncd(0,m) ==, (2.86)

T—o00

que corresponde al caso de una excitacién constante. Para una excitacién armonica,

m—0

lim F(T/4,m) = msech (1;) , (2.87)

que para 1" = 27 se reduce al resultado correspondiente al sistema 1.20. En el limite

en el que la excitacion es una onda cuadrada (m = 1)
F(T/4,1) = 4 (arctaneT/4 - %) +

43 (=1t (arctam6(2”+3)T/4 - arctane(2”+1)T/4) ,  (2.88)
n=0

que resulta una serie alternada cuyos términos tienden a cero y por lo tanto es con-

vergente. Para los valores limites del periodo T

lim F(T/4,1) =0, (2.89)
y
lim F(T/4,1) = / sechtdt = . (2.90)
T-»00 —00

La condicién necesaria para que se produzca una bifurcacién homoclina en el
sistema 2.78 consiste en que la funcién de Melnikov debe de poseer algiin cero, para

ello tendra que cumplirse

> R(vy,m,T), (2.91)

Qi

donde ,
41+ +/3)

R(w,v,m,T) = F(T/a,m)’

(2.92)
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Figura 2.26: Curvas de bifurcacién homoclina correspondientes a diversos valores de
los pardmetros v y m.

Es inmediato comprobar que la traza del jacobiano del término de perturbacién, f;,
tomada a lo largo de una érbita homoclina del sistema sin perturbar y calculada sobre
un periodo, es negativa. Al cumplir la funcién de Melnikov condiciones similares a
2.22,2.23, 2.24, 2.25, 2.26, como puede comprobarse facilmente, el mapa de Poincaré
del sistema completo posee un punto de silla disipativo y sus variedades estables e
inestables se intersectan. Si i < ig = @R(y,m,T) se separan y si ¢ > 1o se cortan. La
ecuacién i = 1o define la curva de bifurcacién homoclina (siempre que el pardmetro ¢
sea suficientemente pequeno). La figura 2.26 muestra esta curva para diversos valores
de los parametros v y m como funcién del periodo T

Al aumentar el parametro eliptico m la excitacién tienda a parecerse a una onda
cuadrada. Los valores de i disminuyen, es decir, la amplitud de la excitacidn necesaria
para que se produzca la bifurcacién es menor.

Estos resultados son relevantes de para abordar el problema de la supresién o re-
duccién de caos en sistemas similares al estudiado. Entre los métodos propuestos para

controlar la aparicién de estados cadticos [Rol93, Ott90], para sistemas de osciladores
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descritos por ecuaciones del tipo
X + f(X,X) = Asenwt, (2.93)

uno de los mas usados consiste en anadir una pequefia perturbacion al sistema de la
forma Bsenft. En este caso, suponiendo que para B = 0 el sistema se encuentre en
un estado cadtico, se pueden buscar condiciones que permiten obtener los valores de
By [ que hacen desaparecer esos estados. Parece ser que para que esto ocurra la
perturbacién debe de estar en resonancia con el sistema. Este hecho sugiere que el
término completo de excitacién Asenwt 4+ Bsenft podrian ser términos del desarrollo
en serie de Fourier de una funcién periddica que deberia guardar una estrecha relacion
con las soluciones del sistema hamiltoniano base [Bra9l, Raj92]. Recientemente,
se han propuesto mecanismos de control de caos basados en variar la forma de la
excitacion [Cha93, Cha95].

En el sistema estudiado, y a la vista de las curvas de bifurcacion, puede apreciarse
facilmente que el parametro eliptico m, que controla la forma de la excitacién, puede
utilizarse para conseguir que en sistema se produzca o no la bifurcacién homoclina,
hecho que posibilita introducir un mecanismo de control de caos mediante la variacién
de la forma de la excitacién. Al variar el valor del pardmetro m el sistema puede

presentar una transicién al caos, transicién que ha sido recientemente descrita [Cha95).

2.3.2 Simulacion numeérica

Los resultados obtenidos mediante el método de Melnikov sélo resultan validos para
valores suficientemente pequenos del parametro € y tinicamente proporcionen infor-
macion sobre la aparicién de bifurcaciones homoclinas. Para averiguar la influencia
que la forma de la excitacidn tiene sobre la dindmica del sistema, sobre todo en lo
referente a la aparicién de estados cadticos estables, se han realizado una serie de
simulaciones numéricas. Estas simulaciones se han basado en el cilculo de diagramas
de bifurcacién correspondientes a la variable X, frente a ¢z para diversos valores de los
parametros m, e& y 7. Todos estos valores se han elegido de manera que se encuen-
tren dentro de los valores tipicos de estos pardmetros en el contexto de las uniones

Josephson, como se describe en el capitulo 1. Asimismo, se ha tomado el valor del
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Figura 2.27: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X; y v = 0.8,
m=0.1,ea=04yT =bm.

periodo T' = 57, valor que se encuentra dentro del intervalo de valores para los que
la dependencia de la funcién de Melnikov con la forma de la excitacién resulta mas

acusada.

Las figuras 2.27, 2.28 muestran los diagramas de bifurcacién correspondientes a
m = 0.1 y m = 0.99 respectivamente para los valores de v = 0.8 y ea@ = 0.4.
Puede apreciarse que existen valores del pardmetro ez para los que el sistema presenta
comportamiento caético, de manera que en cada uno de ellos existe un valor minimo
del pardmetro €z = €105 para el que el sistema posee estados cadticos.

En general, se ha comprobado que al aproximarse la forma de la excitacion a
una onda cuadrada, el valor €z, decrece. En la figura 2.29 se representa este valor
critico frente al pardmetro m para diversos valores de los parametros ea y 7 junto
con los valores que predice el método de Melnikov correspondientes a la bifurcacién

homoclina.

A la vista de los resultados obtenidos, que se muestran en la figura 2.29, el valor
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Figura 2.28: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, y v = 0.8,
m=0.99 ed =04y T = bm
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Figura 2.29: Valor critico €i.,,, frente al pardmetro m correspondiente al valor T' = 5.
Los simbolos rellenos corresponden al valor eay = —0.32 y los huecos a eay = 0.32.
Los circulos corresponden a €& = 0.4 y los tridngulos a e& = 0.64. Las lineas indican
los valores correspondientes a la bifurcacién homoclina calculados mediante el método

de Mqlnikov.
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€lca0s CTECE coOn el parametro m, si el resto de los parametros de control permanecen
constantes. A su vez, para un valor fijo de ea, al aumentar la contribuciéon del término
no lineal de friccién, a través del valor eavy, el valor critico €z.,, aumenta. Lo mismo
ocurre si, manteniendo constante la contribucién no lineal a la friccién, aumentase el
coeficiente lineal de friccion.

En definitiva, y en el rango de valores estudiado, la forma de la excitacion resulta
crucial para la aparicién de comportamientos cadticos en el sistema. Este hecho
puede utilizarse para controlar el caos. Asimismo, los valores de los parametros que
controlan los coeficientes de fricciéon lineal y no lineal resultan determinantes en la
apariciéon de este tipo de fendmenos.

Por dltimo, y ya para terminar este capitulo, los resultados obtenidos al analizar
los sistemas 1.20, 1.21, 1.23 indican que el comportamiento del sistema depende del
valor del coeficiente v y de su signo. Este hecho sugiere la posibilidad de explorar
sistemas mas generales, en los que se incluiria un nuevo pardmetro de control, ¢, fase
inicial de la funcién que controla el coeficiente de friccién, que podria jugar un papel

crucial en el comportamiento de esta clase de osciladores.



Capitulo 3

Estudio de una unién Josephson
con efectos de interferencias bajo

una excitacion armonica

Anteriormente se ha analizado, empleando fundamentalmente el método de Melnikov
y técnicas basadas en simulaciones numéricas, algunos aspectos de la dindmica de una
serie de osciladores con términos no lineales de friccién bajo excitaciones periddicas.
En todo este estudio el interés se ha centrado en encontrar valores de los parametros de
control que hacen que el sistema experimente una bifurcacién homoclina, fenémeno
que puede resultar precursor de la aparicién de caos, y caos. No obstante, y a la
vista de cualquiera de los diagramas de bifurcacion global calculados previamente,
puede observarse que todos estos sistemas presentan una gran variedad y riqueza de
comportamientos, no sélo en el rango de valores de los pardmetros de control para los
que se presenta caos, sino también en las zonas en las que se presenta comportamiento
periddico.

Para estudiar més detalladamente todo este tipo de fenémenos se ha elegido el
sistema descrito por las ecuaciones 1.20, ya que resulta bastante representativo de
toda una familia de osciladores sometidos a potenciales de la forma V(z) = —cosz,
con friccién no lineal controlada por una funcién periddica de la variable z, y ex-

citados arménicamente. Asimismo, este modelo describe bastante bien una unién

73
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Josephson excitada mediante una fuente de intensidad en la que se consideran efectos
de interferencias entre corrientes. Encontrar efectos en este tipo de sistemas que pu-
dieran atribuirse directamente al término de interferencias podrian permitir a ayudar
a resolver la aparente contradiccién entre los valores experimentales y tedricos del

coeficiente v que controla estos efectos no lineales.

Como en la préactica resulta imposible analizar toda la variedad de comporta-
mientos que el sistera 1.20 presenta en funcién de todos los parametros de control,
basicamente se ha estudiado los cambios en la dindmica en funcién del pardmetro w
[Pal91, Pal93]. Los valores de los restantes parametros de control se han considerado
fijos, eligiéndolos de manera que resulten representativos de los que se utilizan cuando

se estudian este tipo de sistemas en el contexto de las uniones Josephson.

Para el valor del pardmetro «, los valores tipicos se encuentran en el intervalo
0.03 < a < 0.7, indicando que el sistema lineal correspondiente se encuentra en
régimen subamortiguado [Mac83, McC68], se ha elegido @ = 0.4. Con respecto al
coeficiente «, como ya se ha mencionado en el primer capitulo, su valor resulta ser
proximo a —0.9. Como algunas experiencias en uniones Pb-Pb han mostrado que
¥ = —0.9+0.2 [Ped72], se ha elegido el valor v = —0.8, que se encuentra dentro del
rango de valores obtenido experimentalmente. Los pardmetros ¢ y w dan cuenta de
una accién externa sobre el sistema, de manera que se ha elegido i = 0.8 y w en el
intervalo 0 < w < 1.2 [Pal91, Pal93, Yao86].

Con respecto a las técnicas y procedimientos numéricos utilizados, aunque en este
capitulo se mencionan brevemente algunos de ellos, en el apéndice B se exponen en

detalle todos los métodos empleados.

La estructura de este capitulo estd dividida en secciones. En la primera seccién
se presentan, a grandes rasgos, las caracteristicas y fenémenos mas importantes que
presenta el sistema estudiado en el rango de valores de los pardmetros de control
elegido. Posteriormente, y en las siguientes secciones, se estudian en detalle los mas
relevantes. Seguidamente se exponen los resultados de un estudio sobre cierto tipo
de fendmeno que se presenta cuando se analiza la dindmica del sistema en funcién de
los valores de dos pardmetros de control, w y v y que se encuentra relacionado con

algunos cambios en la estructura de los atractores cadticos. La tltima seccién estd
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dedicada a estudiar la posibilidad de simular mediante un modelo con un coeficiente
de friccién lineal todos los comportamientos encontrados en el sistema y a encontrar

algunos efectos que pudieran atribuirse directamente al término no lineal de friccién.

3.1 Introduccion

Como primer paso para estudiar el comportamiento del sistema 1.20 se ha obtenido
el diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X3, que se presenta en la
figura 3.1. Aunque sélo se muestra el intervalo de valores del pardmetro de control
0.45 < w < 0.73, para valores menores el comportamiento resulta ser cualitativamente
similar al caso de w = 0.45 y para valores en el intervalo 0.73 < w < 1.2, analogo al
caso de w = 0.73.

Con el fin de estudiar la influencia que el coeficiente v tiene en el sistema, se han
obtenido los diagramas de bifurcacién correspondientes a los valores v = 0y v = 0.8,
que se muestran en la figuras 3.2 y 3.3, respectivamente. Como puede apreciarse
facilmente las diferencias entre los diagramas son significativas, lo que indica que el
valor de este coeficiente puede resultar determinante para los tipos de comportamien-
tos que pueda presenta el sistema. Incluso en el diagrama correspondiente al valor
v = 0.8, se puede observar que en el rango de valores estudiado el sistema no presenta
caos.

A la vista del diagrama que se presenta en la figura 3.1, resulta inmediato compro-
bar que el sistema alterna estados caéticos con otros de comportamiento periédico.
Incluso pueden coexistir distintos tipos de comportamiento para un mismo valor del
parametro de control. En estos casos el estado final del sistema depende de las con-
diciones iniciales.

En el intervalo de valores 0.718 < w < 1.2, el sistema presenta un tnico atractor
que consiste en una drbita periddica de periodo T = 27 /w. Al disminuir el valor del
parametro de control aparecen toda una serie de bifurcaciones que culminan en la
aparicion de un atractor cadtico. A su vez, y para un valor w ~ 0.67, aparece una
orbita periddica de periodo T' = 67 /w que coexiste con el atractor cadtico anterior.

Para valores menores del pardmetro de control w el atractor cadtico desaparece, el
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los parametros o = 0.4, v = —0.8, 1 = 0.8 y w en el intervalo 0.45 < w < 0.73.

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X para los valores
de los pardametros « = 0.4, v =0, 1 = 0.8 y w en el intervalo 0.45 < w < 0.73.
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros a = 0.4, v = 0.8, 7 = 0.8 y w en el intervalo 0.45 < w < 0.73.

inico atractor posible es entonces la érbita periédica que, al disminuir w, experimenta
una secuencia de bifurcaciones y se transforma en un atractor cadtico.

Para valores atin menores del pardmetro de control el sistema alterna estados de
comportamiento periédico y cadtico. Una especial relevancia posee el entorno de
valores del pardmetro w alrededor del valor w = 0.57 en el que coexisten dos érbitas
periédicas que, al disminuir w, se transforman en atractores cadticos. A su vez,
alrededor de w = 0.5 existe una ventana de comportamiento periédico, apareciendo
una 6rbita periédica de periodo T = 67 /w que de nuevo, y mediante una cascada de
bifurcaciones que se producen al disminuir w, se transforma en un atractor caético.

En el intervalo de valores w < 0.48 bésicamente se puede apreciar un dnico tipo de
comportamiento que consiste en una érbita periédica de periodo T = 27 /w, aunque
existe un pequeno intervalo de valores de w para los que aparece un atractor que
coexiste con el anterior, atractor que inicialmente es una érbita periddica de periodo
T = 2n/w pero que rapidamente, al disminuir w, experimenta una secuencia de

bifurcaciones y desaparece.
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1+ .

Figura 3.4: Trayectoria en el espacio de las fases (X;,X3) correspondiente a la 6érbita
periédica y simétrica para los valores de los parametros de control o = 0.4,y = —0.8,

1 =08y w=0.72.

Debido a la gran complejidad de comportamientos que presenta el sistema, resulta
conveniente realizar una exposicion més detallada de éstos dividiendo el intervalo de
valores del pardmetro de control en varios subintervalos. Esta divisién se ha llevado
a cabo de modo que resulte més ficil la comprensién de todo este tipo de fenémenos.

A ello estan dedicadas las secciones siguientes.

3.2 Bifurcaciones en el intervalo 1.2 > w > 0.67

En el intervalo de valores 1.2 > w > 0.718 el sistema descrito por las ecuaciones 1.20
sélo presenta un unico atractor, una drbita periddica de periodo T' = 27 /w oscilante
y simétrica. La figura 3.4 muestra esta érbita para el valor w = 0.72.

Para el valor w = w, = 0.718 esta érbita experimenta una bifurcacién de simetria,
se vuelve inestable y se originan dos drbitas oscilantes, peridédicas de periodo T' = 27 Jw

y-antisimétricas. La figura 3.5 muestra estas dos 6rbitas para el valor de w = 0.71.
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Figura 3.5: Trayectorias en el espacio de las fases (X;,X;) correspondientes a las
dos érbitas periédicas antisimétricas para los valores de los pardmetros de control
a=04y=-08,:=08y w=0.71.
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Figura 3.6: Dominios de atraccién en el plano (X;, X,) correspondientes a las dos
orbitas periédicas antisimétricas que coexisten para los valores de los pardmetros de
control a = 0.4,y = —0.8, 2 = 0.8 y w = 0.71. También se representan las secciones
de Poincaré de estas dos 6rbitas (centro de los circulos en blanco).

Cuando en el sistema coexisten dos atractores, el comportamiento final est4 deter-
minado por las condiciones iniciales, estando formado el dominio de atraccién de cada
atractor por el conjunto de condiciones iniciales que hacen que el sistema alcance, en el
estado estacionario, este atractor. Usando el método ICM (interpolated cell-mapping)
[Ton87], se han determinado los dominios de atraccién de cada uno de estos atracto-
res. La figura 3.6 muestra estos dominios para el valor w = 0.71. Facilmente puede
apreclarse que la estructura de estos dominios tiene apariencia fractal, lo que puede
implicar un alto grado de impredicibilidad en el comportamiento final del sistema,
ya que resulta ser extremadamente sensible a las condiciones iniciales. Condiciones

iniciales muy parecidas pueden dar lugar a estados finales distintos.

Al disminuir el valor del pardmetro w cada una de estas érbitas antisimétricas
experimentan una cascada de bifurcaciones de tipo “flip”, también llamadas de do-

blamiento de periodo (period doubling) o bifurcaciones subarménicas [Guc83], en la
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que las érbitas se vuelven inestables y aparecen érbitas periddicas de periodo el doble
que la anterior. Esta cascada, llamada de Feigenbaum [Guc83], y que comienza en
w = 0.685, culmina en la transformacién de las dos drbitas antisimétricas en atrac-
tores cadticos antisimétricos, como muestra la figura 3.7. En este caso el sistema
presenta una doble sensibilidad a las condiciones iniciales, ya que los dominios de

atraccién tienen una estructura fractal, y a su vez, el estado final resulta ser caético.

Para valores menores del parametro w los dos atractores cadticos antisimétricos

se funden en un tnico atractor cadtico y simétrico, como muestra la figura 3.8.

Junto a los dos atractores cadticos antisimétricos existe un atractor periédico, que
consiste en una érbita periédica de periodo T' = 67 /w simétrica y oscilante, originado

a través de una bifurcacién de silla nodo que ocurre para el valor w ~ 0.6722.

Para analizar este fenémeno de fusién en detalle se han calculado los dominios de
atraccién de cada uno de los dos atractores caéticos antisimétricos anteriores antes

de que se produzca la fusién, como se muestra en la figura 3.9.

Puede apreciarse que la antigua 6rbita simétrica, que ahora es inestable, se en-
cuentra justamente en la frontera de los dominios de atraccién de los dos atractores
cadticos antisimétricos, siendo simultdneamente la érbita de silla accesible de los dos

dominios de atraccién [{Gre87).

Al disminuir el valor del parametro w, y siempre en el contexto de la reduccion del
sistema de ecuaciones diferenciales a un mapa mediante la técnica de las secciones de
Poincaré, los dos atractores caéticos, que se encuentran muy préximos a la variedad
instable de esta érbita de silla, se aproximan a ésta hasta que se produce una colision
simultanea de los dos atractores y de su drbita de silla accesible. Para el valor w ~
0.6706 las variedades estables e inestables de ésta experimentan una tangencia y para
valores inferiores se cortan. Cada uno de los atractores cadticos pueden acceder al
dominio de atraccién del otro, ya que condiciones iniciales que pertenecian a uno de
los dos dominios anteriores, en su evolucién, pasan cerca del punto de silla, viéndose
impulsadas a atravesar la antigua frontera entre los dominios a través de la variedad

inestable de este punto, alcanzando de esta manera el dominio de atraccién del otro
atractor [Soe88].
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Figura 3.7: Atractores cadticos antisimétricos correspondientes a los valores de los
parametros de control o = 0.4,y = —0.8, 7 = 0.8 y w = 0.675.
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Figura 3.8: Atractor cadtico simétrico correspondiente a los valores de los pardmetros
de control o = 0.4,y = —0.8, : = 0.8 y w = 0.666.

Este fenémeno, que posee todas las caracteristicas de una crisis de contorno (boun-
dary crisis) [Gre83, Gre83b, Gre87] sin embargo posee unos rasgos propios, ya que en
situaciones parecidas uno de los dos atractores desaparece o bien, en el caso de crisis
interiores [Gre83, Gre83b, Gre87], experimenta un aumento o disminucién brusca en
su tamafio (en el sentido del espacio que ocupa en el espacio de las fases). En este
caso, al producirse una colisién simultanea entre los dos atractores y la érbita de silla,
los dos dominios de atraccién se fusionan y el atractor resultante consiste inicamente
en la unién de los dos anteriores, como muestra la figura 3.10. Este tipo de fenémeno,
consecuencia de la simetria del sistema, ha sido descrito en otros tipos de sistemas,

como, p.e., osciladores lineales a trozos forzados arménicamente [K1e90].

3.3 Bifurcaciones en el intervalo 0.67 > w > 0.582

Después de haberse producido la fusién de los dos atractores caéticos, en el sistema

coexisten dos atractores, uno que es cadtico y simétrico y otro que es periddico,
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X;

Figura 3.9: Dominios de atraccién en el plano (X;, X;) de cada uno de los dos atrac-
tores cadticos antisimétricos (en gris) correspondientes a los valores de los parametros
de control a = 0.4,y = —0.8,7 = 0.8 y w = 0.672. También se representan las seccio-
nes de Poincaré de cada uno de estos dos atractores (en negro), de su érbita de silla
accesible (circulo en blanco), y de la érbita periédica que coexiste con ellos (circulos
en negro).
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Figura 3.10: Dominios de atraccién en el plano (X;, X3) correspondientes al atractor
simétrico (en blanco) y el atractor periédico que coexiste con él (en gris) para los
valores de los pardmetros de control o = 0.4,y = —0.8, 7 = 0.8 y w = 0.67. También
se representan las secciones de Poincaré del atractor cadtico (en negro), de la antigua
érbita de silla accesible (circulo en blanco), y de la érbita periddica que coexiste con
ellos (circulos en negro).
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Figura 3.11: Diagrama de bifurcacion correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros o = 0.4, v = —0.8, 7 = 0.8 y w en el intervalo 0.65 < w < 0.7.

correspondiente a una 6rbita oscilante simétrica de periodo 67/w, que llamaremos
triperiddico. El sistema opta por uno u otro dependiendo de las condiciones iniciales,
como se muestra en la figura 3.10. Al disminuir el pardmetro de control, w, el atractor
cadtico desaparece, como muestra la figura 3.11.

Para estudiar este fenémeno en detalle se han calculado los dominios de atraccién
de los dos atractores anteriores. También se han calculado las drbitas de silla accesi-
bles desde cada uno de los dominios de atraccién, apareciendo una desde el dominio
del atractor cadtico y otra desde el dominio del atractor periédico [Gre87]. Esta dltima
resulta ser justamente la drbita inestable originada en la bifurcacién de silla nodo que
dio lugar a este tltimo atractor. La figura 3.12 muestra los dominios de atraccién y
todas estas drbitas para el valor de w = 0.666. Estos dominios de atraccién tienen
apariencia fractal, lo que implica una fuerte dependencia de las condiciones iniciales,
incluso cuando el comportamiento final del sistema es periédico.

Al disminuir el valor del parametro w, el atractor caético, que se encuentra préximo

a la variedad inestable de su 6rbita de silla accesible, se aproxima a ésta y colisiona con
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Figura 3.12: Dominios de atraccién en el plano (X, X2) correspondientes al atractor
cadtico simétrico (en blanco) y la érbita periédica (en negro) para los valores de los
parametros de control a = 0.4, v = —0.8, ¢ = 0.8 y w = 0.666. También se muestran
las secciones de Poincaré correspondientes al atractor cadtico (en negro), su drbita
de silla accesible (centro de los grandes puntos negros), la érbita triperiédica estable
(puntos en negro) y su 6rbita de silla accesible (circulos en blanco).
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ella para un valor critico w, = 0.66559954-0.0000005. En ese momento se produce una
tangencia entre la variedad estable e inestable de esta érbita de silla. Al disminuir w
estas variedades se cortan y por lo tanto el dominio de atraccién de la 6rbita peridédica
se vuelve accesible a las condiciones iniciales que pertenecian al antiguo dominio de
atraccién del atractor caético, ya que éstas, en su evolucién, pasaran cerca de la érbita
de silla, viéndose impulsadas a través de su variedad inestable, al nuevo dominio de
atraccion. El sistema experimenta una crisis de contorno (boundary crisis) [Gre87] y el
atractor cadtico desaparece. Fendmenos similares se han descrito en una gran cantidad
de sistemas y en particular en osciladores forzados [Tho86]. Mas informacién sobre

este tipo de fenémenos, puede encontrarse en [Gre83, Gre83b, Gre83c, Gre87, McD85].

Este fenémeno de crisis estd estrechamente relacionado con los fenémenos de
histérisis observados por Huberman y Crutchfield [Hub79]. Cuando el parametro
de control disminuye, la destruccién del atractor cadtico resulta posible porque pre-
viamente han aparecido dos érbitas, una estable y otra inestable, mediante una bi-
furcacion de silla nodo. Este hecho permite que existan simultdaneamente dos atrac-
tores. Para valores del pardmetro w muy cercanos al valor correspondiente a la crisis
(w = 0.6653), la 6rbita triperiédica simétrica experimenta una bifurcacién de simetria

que da lugar a dos érbitas antisimétricas periddicas.

Una vez que ha desaparecido el atractor caético el sistema evoluciona hasta llegar
al estado estacionario. El tiempo que emplea cada trayectoria en alcanzarlo depende
de las condiciones iniciales, y si éstas pertenecian al antiguo dominio de atraccién
del atractor cadtico, empleardn cierto tiempo en pasar cerca de la antigua 6rbita de
silla accesible y de esta forma relajar al estado estacionario, pareciendo, durante cierto
periodo de tiempo, que todavia existe el atractor caético. Este fenémeno, denominado
caos transitorio (transient chaos), ha sido observado en una gran cantidad de sistemas,

como por ejemplo en péndulo excitados paramétricamente en el término de rozamiento

[Bla92].

Este tipo de comportamientos han sido ampliamente estudiados sobre todo en el
contexto de mapas bidimensionales [Gre86] llegando a la conclusién de que el tiempo
promedio 7' de una transicién de este tipo responde a una ley de escalas de la forma

| p— p. | 7%, donde p es el parametro de control, p. el valor critico de este pardmetro
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correspondiente a la crisis y § es el denominado exponente critico de la transicién
caética. Este exponente esté relacionado con la estabilidad de la érbita inestable con
la, que colisiona el atractor cadtico o bien con otra érbita inestable que se encuentra en
el mismo atractor. Generalmente, resulta ser mayor que 1/2 para mapas bidimensio-
nales, aunque para sistemas de mayor dimensién alcanza valores bastante superiores
[Gre86, Gre87b, Som92].

Para poder determinar la ley de escalas correspondiente a la crisis de contorno
que se produce alrededor del valor w = 0.666, se ha calculado el tiempo medio de
transicién para algunos valores del parametro de control préximos (y menores) que
el valor critico. Aunque los detalles del procedimiento empleado se encuentran en el
apéndice B, para cada valor de w se ha calculado el conjunto de condiciones iniciales
que alcanzan rapidamente el estado estacionario, conjunto conocido como el nicleo del
dominio (basin core). La figura 3.13 muestra este niicleo para w = 0.665, pudiéndose
apreciar facilmente que resulta muy parecido al antiguo dominio de atraccién del
atractor periédico antes de la crisis. Realmente, y debido a la bifurcacién de simetria,
antes mencionada, el niicleo que se representa corresponde a la unién de los dos
nicleos correspondientes a los dominios de atraccién de cada uno de los dos atractores
periddicos que coexisten. |

Eliminando las condiciones iniciales que pertenecen a este nicleo, se ha deter-
minado el tiempo que tarda en relajar cada una de ellas, elaborando una serie de
histogramas similares al que aparece en la figura 3.14. En estos histogramas se ha
representado el ndmero de condiciones iniciales N frente al nidmero de ciclos (cada
ciclo corresponde a un tiempo t = 27 /w) que tarda en alcanzar el estado estacionario
N;.

A la vista de estos histogramas se puede suponer que la distribucién de probabi-

lidad para una transicién cadtica responde a una ley de la forma

P(r) = %e’T/T, (3.1)

donde C es una constante y T' da cuenta del tiempo medio de transicién. Represen-
tando In/V frente a N, la grifica resultante resulta ser aproximadamente una recta

de pendiente —T~!, como muestra la figura 3.15.
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Figura 3.13: Unién de los dos niicleos de los dominios de atraccién correspondientes
a los dos atractores antisimétricos (en negro) para los valores de los pardmetros de
control a =04,y = -08 7= 0.8 y w = 0.665.
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Figura 3.14: Histograma correspondiente a los valores de los parametros de control
oa=04,v=-0.8,1=0.8 y w=0.665.

Repitiendo este calculo para varios valores del pardmetro w se han obtenido los
valores que figuran en las tablas 3.1, 3.2. Representando InT frente a In(w. — w)
se ha obtenido la recta de la figura 3.16, cuyo coeficiente de regresién resulta ser
r = 0.9956. A partir de ella se ha determinado el valor del exponente critico que
resulta ser § = 1.040. Este valor se encuentra dentro del rango de valores tipicos para
este exponente en el contexto de mapas bidimensionales, como es el caso del mapa de
Ikeda [Gre86], o el encontrado en algunos sistemas oscilantes [Som92].

El antiguo atractor periédico originado mediante una bifurcacién de silla nodo que
ocurria para w = 0.672, es una 6rbita de periodo 67 /w simétrica y oscilante, como
muestra la figura 3.17.

Practicamente a la vez que se produce la crisis de contorno, este atractor periédico
experimenta una bifurcacién de simetria, se vuelve inestable y da lugar a dos 6rbitas
oscilantes antisimétricas, como muestra la figura 3.18.

Calculando los dominios de atraccién de cada una de estas 6rbitas puede apreciarse

facilmente que de nuevo presentan una estructura fractal, como muestra la figura 3.19,
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Figura 3.15: Grafica InN frente a IV, correspondiente a los valores de los parametros
de control a = 0.4, v = —0.8, 7 = 0.8 y w = 0.665.

w T InT r
0.66520 100.73 4.61 0.863
0.66515 91.276 4.51 0.991
0.66510 79.41 4.37 0.957
0.66500 64.10 4.16 0.980
0.66490 57.49  4.05 0.988

Tabla 3.1: Tiempos medios de transicién T para diversos valores del pardmetro w y
a=04,v=-0.8,7=0.8. También se incluyen los logaritmos de T"y los coeficientes
de regresion r de las rectas que han sido necesarias calcular para determinar estos
valores.
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We — W In(w, —w) InT
3.99510~ —7.826 4.61
4.49510~* -7.7073 4.51
4.99510~* -~7.602 4.37
5.995101 —7.420 4.16

4.05

6.99510~* —7.265

93

‘Tabla 3.2: Logaritmos de los tiempos medios de transicién T frente a la diferencia de
valores w, — w y sus logaritmos.
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Figura 3.16: Gréfica de InT frente a In(w, — w) correspondiente a los valores de los
parametros de control o = 0.4, v = —0.8, 7 = 0.8. La pendiente de esta recta resulta

ser m = —1.0236 y el coeficiente de regresion r = 0.9
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Figura 3.17: Trayectoria en el espacio de las fases (X;, X3) correspondiente a la érbita
triperiédica simétrica para los valores de los pardmetros de control o = 0.4, v = —0.8,

i =087y w=0.67.
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Figura 3.18: Trayectorias en el espacio de las fases (X1, X3) correspondientes a las
érbitas periédicas antisimétricas para los valores de los pardmetros de control o = 0.4,

v=-0.8,7=0.8 y w = 0.664.
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Figura 3.19: Dominios de atraccién en el plano (X;, X3z) correspondiente a las dos
6rbitas periddicas antisimétricas que coexisten para los valores de los parametros de
control @« = 0.4, vy = —0.8, ¢ = 0.8 y w = 0.664. También se representan las secciones
de Poincaré correspondientes a estas érbitas (circulos en negro y en blanco)

lo que indica que el sistema resulta ser extremadamente sensible a las condiciones

iniciales, a pesar de que el comportamiento final sea periédico.

Al decrecer el valor del pardmetro w, cada uno de estos atractores experimenta una
cascada de bifurcaciones de doblamiento de periodo (period doubling) dando lugar a
la existencia simulténea de dos atractores cadticos antisimétricos. De forma pareciada
al fenémeno descrito en la seccién anterior, estos dos atractores se funden en uno solo,

dando como resultado un tnico atractor caético simétrico, como el representado en
la figura 3.20.

Al ser éste el unico atractor que existe en el sistema. la antigua 6rbita inestable
que constituia la orbita de silla accesible de este atractor antes de la crisis de contorno

se ha incorporado al dominio de atraccidn de éste, como se muestra en la figura 3.21.

Al disminuir el valor de w, el atractor caético colisiona con esta orbita inestable,

se produce una crisis interior [Gre83, Gre83b], y el atractor aumenta bruscamente de



3.4. ESTUDIO DEL INTERVALO 0.54 > w > 0.582 97

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Figura 3.20: Atractor cadtico simétrico correspondiente a los valores de los parametros
de control @ = 0.4, vy = —0.8, 1 = 0.8 y w = 0.659.

tamano, convirtiéndose en un atracto caético rotante, como se muestra en la figura
3.22.

Para valores inferiores del parametro de control, y en el intervalo de valores es-
tudiado en esta seccién, el comportamiento del sistema es cualitativamente similar,
es decir, existe un nico atractor cadtico parecido al mostrado en la figura 3.22. No
obstante, se han detectado pequefias ventanas (pequefios intervalos de valores del
parametro w) de comportamiento periddico, fenémeno bastante comin en este tipo

de sistemas [Jac91].

3.4 Estudio del intervalo 0.54 > w > 0.582

Para el valor del pardmetro de control w & 0.582 el sistema, que para valores supe-
riores presentaba comportamiento cadtico, experimenta una bifurcacion, desaparece
el atractor caético y se originan dos atractores que consisten en dos 6rbitas rotantes

antisimétricas de periodo 7' = 27 /w, a la vez que dos 6rbitas inestables, cada una
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Figura 3.21: Secciones de Poincaré correspondientes al atractor cadtico simétrico (en
negro) para los valores de los parametros de control @ = 0.4, vy = —0.8,7 = 0.8 y
w = 0.659. También se representan las secciones de Poincaré correspondienteas a la
érbita inestable que estd a punto de colisionar con el atractor.
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Figura 3.22: Secciones de Poincaré correspondientes al atractor cadtico (en negro)
para los valores de los parametros de control o = 0.4, v = —0.8,: = 0.8 y w = 0.64.

de ellas asociada a una de las estables. Este fenémeno, conocido como subduccién
(subduction) [Gre83], es bastante frecuente y basicamente consiste en la aparicién de
una atractor no caético dentro de un atractor caético, reemplazando el primero al
segundo. La figura 3.23 muestra estas érbitas para w = 0.58. Al disminuir el valor
del pardmetro w cada una de estas drbitas experimentan una cascada de bifurcaciones
de doblamiento de periodo (period doubling) dando lugar a dos atractores caéticos

antisimétricos.

El hecho de que simultdneamente aparezcan dos 6rbitas periédicas imprime unas
caracteristicas particulares a este fenémeno. Normalmente, al ocurrir una subduccion,
el atractor periédico que se origina no destruye el dominio de atraccién del antiguo
atractor cadtico, simplemente lo reemplaza. En nuestro caso las simetrias que posee
el sistema obligan a que las 6rbitas antisimétricas aparezcan en parejas, lo que hace
que el antiguo dominio de atraccién “se rompa” en dos. La figura 3.24 muestra estos
dominios para un valor del pardmetro de control w = 0.551, que de nuevo muestran

apariencia fractal, hecho que hace que el sistema sea fuertemente dependiente de las
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Figura 3.23: Trayectorias en el espacio de las fases (X;, X2) correspondientes a las
orbitas periédicas antisimétricas para los valores de los pardmetros de control o = 0.4,
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Figura 3.24: Dominios de atraccién en el plano (X;, X,) correspondiente a las dos
atractores cadticos antisimétricos que coexisten para los valores de los parametros
de control o = 0.4, v = —0.8, 7 = 0.8 y w = 0.551. También se representan las
secciones de Poincaré correspondientes a estas atractores (en negro) y a las dos érbitas
inestables.

condiciones iniciales, a pesar de que el estado final sea periddico.

Biasicamente, al decrecer el valor del pardmetro de control w, el sistema presenta
un tnico tipo de comportamiento posible, un atractor cadtico, rotante y simétrico,
similar al mostrado en las figuras 3.20 y 3.21. No obstante, aparecen algunas ventanas
de comportamiento periédico, como la que se origina para el valor w &~ 0.5. En este
caso, y mediante una subduccién, el atractor cadtico se transforma en un atractor
periédico, rotante y simétrico de periodo T = 67 /w. Al disminuir w se produce una
secuencia de bifurcaciones similar a la descrita en las secciones anteriores, bifurcacién
de simetria, cascada de doblamiento de periodo, caos y fusién de los atractores cadticos

antisimétricos en uno solo, simétrico y mayor que la suma de los dos anteriores.
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Figura 3.25: Trayectoria en el espacio de las fases (X, X») correspondiente a la érbita
periodica simétrica para los valores de los pardmetros de control o = 0.4, v = —0.8,

1 =08y w=0.45.

3.5 Estudio del intervalo 0.49 > w > 0

Para el valor del parametro de control w ~ 0.48 el sistema, que presentaba un
unico atractor, cadtico, simétrico y rotante, experimenta una subduccién. El atrac-
tor cadtico desaparece y en su lugar se origina un atractor periédico, de periodo

T = 27 /w, simétrico y oscilante, como se muestra en la figura 3.25.

Como puede observarse en el diagrama de bifurcacién global que se muestra en la
figura 3.26, existen algunos intervalos de valores del parametro de control para los que
existen otros atractores simultaneos. Estos atractores poseen un dominio de atraccién
pequeno, lo que hace dificil su observacién. Bésicamente son orbitas periddicas que
rapidamente experimentan una secuencia de bifurcaciones similar a la descrita en

secciones anteriores y desaparecen posteriormente mediante una crisis de contorno.

Al disminuir el valor de w, la amplitud de la érbita periddica oscilante disminuye,

y como era de esperar, en el limite w = 0, es decir, cuando la excitacién a la que se
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Figura 3.26: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, para los valores
de los pardmetros o = 0.4, y = —0.8, 7 = 0.8 y w en el intervalo 0.34 < w < 0.49.

ve sometido el sistema es constante, tiende a cero y el sistema alcanza un punto de

equilibrio.

3.6 Curvas de crisis

En la seccidon 3.3 se ha estudiado un proceso de crisis de contorno por el que un atractor
cadtico simétrico colisiona con su érbita de silla accesible y después desaparece. A
su vez, el atractor periédico que coexiste con él también tiene una Orbita de silla
accesible que, al producirse la crisis, se incorpora a su dominio de atraccién. Al
disminuir el valor del pardmetro de control, este atractor, que se ha convertido en
cadtico mediante una secuencia de bifurcaciones, colisiona con ella, se produce una
crisis interior y experimenta una salto en su longitud.

Esta secuencia de crisis de contorno seguida de crisis interior que se produce al
disminuir el valor del pardmetro de contorl w puede producirse para diferentes valores

del pardmetro «, pudiéndose calcular, de esta manera, las curvas en el espacio (7y,w)
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Figura 3.27: Curvas de crisis (crisis loci) en el plano (y,w) correspondiente a los
valores de los parametros de control o = 0.4, 7 = 0.8. Los centros de los tridngulos
representan las crisis del atractor cadtico de tres trozos y los centros de los cuadrados
las crisis del otro atractor caético. Los simbolos rellenos representan crisis interior y
los huecos crisis de contorno.

correspondientes a las dos crisis anteriormente descritas (crisis loci).

Para llevar a cabo este estudio se ha elegido el intervalo —1 < v < —0.8, dado que
para estos valores aparecen los fendmenos més interesantes y también porque para
valores algo mayores al limite superior de este intervalo la crisis de contorno ya no se
produce. La figura 3.27 muestra estas curvas en el espacio de parametros (v,w).

Observando estas dos curvas se aprecian que intersectan en un punto (vy,w) =
(—0.88,0.669), indicando que para estos valores las dos crisis se producen simulta-
neamente. La figura 3.28 ilustra este fendmeno, mostrando los dominios de atraccién
de los dos atractores, sus secciones de Poincaré y sus érbitas de silla accesibles.

Las variedades estables de las érbitas de silla se encuentran situadas en la fron-
tera de los dominios de atraccién, a la vez que los dos atractores cadticos descansan
sobre las variedades inestables de estas érbitas [Gre86, Gre87]. Cuando se producen

simultaneamente las dos crisis, los dos atractores caéticos colisionan con sus érbitas
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Figura 3.28: Dominios de atraccién en el plano (X, X;) correspondientes al atractor
de tres trozos (en negro) y al atractor cadtico de un solo trozo que coexiste con
el anterior (en blanco), correspondientes a los valores de los parametros de control
oa=04,v=-0.88,:=0.8y w=0.6695. También se representan las secciones de
Poincaré de los dos atractores cadticos y sus orbitas de silla accesibles (centros de los
circulos en negro y de los circulos huecos).

de silla accesibles, sus variedades estables e inestables experimentan una tangencia y
luego se cortan transversalmente. Una vez que ha tenido lugar esta doble colisin, las
condiciones iniciales pertenecientes a cada uno de los antiguos dominios de atraccién
pueden atravesar la antigua frontera de manera que sdlo existe un unico atractor
cadtico, siendo de mayor longitud que cualquiera de los dos atractores que coexisten
antes de las crisis. La figura 3.29 muestra el diagrama de bifurcacién para un valor
del pardmetro v muy préximo al correspondiente a la interseccién de las dos cur-
vas de crisis, pudiéndose apreciar ficilmente la doble colisién y el salto en longitud
del atractor cadtico resultante, atractor que resulta similar al que se muestra en las
figuras 3.20 y 3.21.

Para valores inferiores del parametro v, los dos tipos de crisis que cada atractor

experimenta se intercambian. El atractor de tres trozos experimenta una crisis de



106 CAPITULO 3. ESTUDIO DE UNA UNION JOSEPHSON ...

Figura 3.29: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, y los valores
de los parametros de control o = 0.4, v = —0.88, : = 0.8 y w en el intervalo 0.65 <
w < 0.70. Para este valor de v y el valor w = 0.669, las dos crisis son practicamente

simultaneas.
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Figura 3.30: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, y los valores
de los pardmetros de control o = 0.4, v = —0.95, : = 0.8 y w en el intervalo 0.65 <
w < 0.70.

contorno y el atractor de un solo trozo experimenta una crisis interior que lo convierte
de nuevo en un atractor similar al de las figuras 3.20 y 3.21. Este nuevo tipo de

comportamiento puede visualizarse en el diagrama de bifurcacién de la figura 3.30.

Observando las correspondientes curvas de crisis de cada atractor por separado, el
punto de interseccién delimita dos ramas, una correspondiente a crisis interiores y la
otra a crisis de contorno. Este punto no es un vértice [Gal93], es decir, no es un punto
que pertenece a una curva de crisis de contorno en el que un atractor experimenta

una crisis interior y simultdneamente su dominio de atraccién sufre una metamorfosis

[Gre87].

Considerando los valores de los pardmetros de control correspondientes a la in-
terseccién de las dos curvas de crisis, puede decirse que en este punto el sistema
experimenta un cambio global que se caracteriza porque los dos atractores involucra-
dos intercambian entre si el tipo de crisis que experimentan. Un fenémeno parecido,

en el que se ven envueltos cambios en las érbitas de silla accesibles de atractores
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caéticos, se ha encontrado en un oscilador de Duffing con un potencial de dos pozos

[Ued90].

3.7 Modelo con coeficiente de friccion lineal efec-
tivo

Una cuestion importante consiste en saber si un modelo similar con friccién lineal
puede reproducir toda la serie de fenémenos descritos en las secciones anteriores. Los
resultados obtenidos en el capitulo 2 mediante el método de Melnikov indican que,
en lo que respecta a la aparicién de bifurcaciones homoclinas y subarménicas, y en
el rango de valores del pardmetro w considerado, el sistema debe de comportarse
aproximadamente cono un oscilador con friccién lineal con un coeficiente de friccién

constante dado por

Geje % (1 + %) | (3.2)

No obstante, cabe preguntarse si esta afirmacién sigue siendo vélida para todo el
conjunto de fenémenos encontrados.

Para responder a esta cuestién se ha realizado una exhaustiva simulacién de un
modelo de oscilador con friccién lineal (y = 0), estudiando la aparicién de fenémenos
similares a los descritos en las secciones anteriores, en funcién de los valores de «
y w. Realizando diferentes diagramas de bifurcacién, como los que se muestran en
las figuras 3.31, 3.32, se ha encontrado que los comportamientos més parecidos se
obtienen para valores del parametro o en el intervalo 0.25 < a < 0.30. El método
de Melnikov, para los valores de los pardmetros de control empleados, predice un
coeficiente de friccién efectivo a,z. = 0.29.

Observando las figuras 3.31, 3.32, puede apreciarse facilmente que es posible reob-
tener la gran mayoria de los fenémenos descritos en las secciones anteriores en el
modelo con friccién lineal, aunque utilizando un coeficiente de friccién menor. No
obstante, y con el fin de estudiar con mas detalle las posibles analogfas o diferencias
entre los dos modelos, se han obtenido las curvas de bifurcacién correspondientes

al sistema con coeficiente de friccién lineal en funcién de los parametros de control
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.3 L A 1 ) 1

Figura 3.31: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X3 y los valores de
los pardmetros de control @ = 0.3,y =0, 7 = 0.8 y w en el intervalo 0.45 < w < 0.73.

Figura 3.32: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la variable X, y los valores de
los parametros de control & = 0.26, v = 0,7 = 0.8 y w en el intervalo 0.45 < w < 0.73.
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(w, ). Las curvas correpondientes a las principales bifurcaciones se representan en
la figura 3.33.
En esta figura, las curvas representadas dan cuenta del siguiente tipo de bifurca-

clones

e La curva 1 da cuenta de la bifurcacién de simetria del uinico atractor periddico,

oscilante y simétrico, que aparecia para valores altos del pardmetro w.

¢ La curva 2 (punteada en la figura) da cuenta de una bifurcacién de silla nodo
que da lugar a un atractor periddico, de periodo T' = 67 /w, oscilante y simétrico

(6rbita triperiddica).

e La curva 3 indica que el atractor que experimenta la bifurcacién de simetria dada
por la curva 1 se ha convertido en cadtico mediante una cascada de bifurcaciones

de doblamiento de periodo.

o La curva 4 representa la aparicién de un fenémeno de crisis que experimenta
el atractor cadtico indicado por la curva 3. Esta crisis puede ser de contorno,
mediante la que desaparece el atractor, o interior, mediante la cual éste experi-
menta un salto en su longitud. El punto de interseccién entre las curvas 4 y 5
delimita los dos tipos de crisis. Por encima de este punto la crisis es de contorno

y por debajo la crisis es interior.

e La curva 5 indica la desaparicién del atractor caético mediante una subduccién.
El atractor resultante resulta ser similar al originado mediante la bifurcacién de

silla nodo dada por la curva 2.

e La curva 6 representa la aparicién de caos a partir del atractor triperiédico.
Esta transformacién de un atractor periédico en cadtico se realiza mendiante
una cascada de bifurcaciones de doblamiento de periodo. Posteriormente, al
disminuir w, el atractor caético sufre una crisis interior y experimenta un salto

en su longitud.

¢ La curva 7 indica la aparicién de dos érbitas rotantes antisimétricas mediante

una subduccién. Estas 6rbitas sufren un proceso similar al descrito en la seccién
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Figura 3.33: Curvas de bifurcacién en funcién de los parametros de control o y w
para los valores ¢+ = 0.8 y ¥ = 0. También se muestra, mediante circulos en negro,
los valores del pardmetro w correspondientes al mismo tipo de bifurcaciones para. los
valores « = 0.4 y v = —0.8.
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3.4 y se transforman en un tnico atractor cadtico y simétrico, fenémeno que
se indica mediante la curva 8. Esta dltima curva intersecta a la curva 11.
Este punto de interseccién delimita dos ramas en la curva 8, la superior, en
que el sistema experimenta el fenémeno descrito anteriormente, y la inferior,
correspondiente a valores de los pardmetros de control para los que las dos

orbitas rotantes experimentan una crisis de contorno y después desaparecen.

La curvas 9 y 10 dan cuenta de la aparicién y la transicién al caos de una érbita
de periodo T' = 67 /w similar a la estudiada en la seccién 3.4. Al intersectar
ambas curvas a la curva 11, el punto de interseccién delimita dos ramas, la
superior, donde ocurre el fendmeno anteriormente expuesto, y la inferior, en
la que la curva 10 indica la desparicién del atractor mediante una crisis de

contorno.

La curva 11 refleja la apariciéon, mediante un fenémeno de subduccién, de una
orbita periddica similar a la que se describe en la seccién 3.5. Las intersecciones
de esta curva indican que la aparicién de esta 6rbita, en los intervalos que
coexiste con atractores periddicos, se realiza mediante una bifurcaciéon de silla

nodo.

La curva 12 indica la aparicién de una érbita periddica mediante una bifurcacién

de silla nodo similar a las descritas en la seccién 3.5.

Soélamente se han representado las curvas de bifurcacién mas importantes. Asimismo,

y para valores del pardmetro o en el limite superior aparecen otros atractores para

valores altos del parametro w que no se han detectado en el modelo de friccién no

lineal.

Representando mediante circulos en negro los valores del pardmetro w correspon-

dientes a cada una de las bifurcaciones que experimenta el modelo con friccién no

lineal, estudiadas en las anteriores secciones, puede apreciarse que el modelo lineal

con un coeficiente de friccién efectivo a.s. = 0.3 reproduce bastante bien las bifurca-

ciones indicadas por las curvas 1,3,5,6,7,8, v 9, aunque existen algunas diferencias
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Se produce un ligero desplazamiento hacia valores mayores del coeficiente o

para la bifurcacién dada por la curva, 3.

Aunque para un valor similar del parametro w al caso de friccién no lineal
puede reproducirse la bifurcacién dada por la curva 5 en el modelo lineal, en
este ultimo, la 6rbita triperiédica aparece mediante un fenémeno de subduccién,
después de que un atractor caético experimente una crisis interior y siendo su
aparicién responsable de la desaparicién de este dltimo atractor. En el caso
no lineal aparece mediante una bifurcacién de silla nodo coexistiendo con el

atractor cadtico.

El fenémeno de crisis de contorno descrita en la seccién 3.3, para valores simila-
res del parametro w al caso de friccién no lineal, resulta imposible de reproducir
mediante el modelo lineal. En el intervalo de valores correspondiente, €] atractor
cadtico dado por la curva 3, al disminuir el parametro w, experimente una cri-
sis interior, desapareciendo mediante la subduccién comentada anteriormente.
Explorando el comportamiento del sistema para diversos valores de « se ha con-
seguido, para una valor del coeficiente de friccién lineal, aes. ~ 0.19 reproducir
el fenémeno descrito en la seccién 3.3, aunque los valores de w correspondientes

resultan ser mucho mayores que los del modelo de friccién no lineal.

Frente a la transicién al caos del atractor periédico originado por la bifurcacién
indicada por la curva 10 que aparece en el modelo de friccién no lineal, en el
modelo lineal, y para un rango de valores de los parametros de control similar,

el atractor experimenta una crisis y después desaparece

Para encontrar valores parecidos del parametro w al caso de friccién no lineal
correspondientes a la bifurcacion dada por la curva 11, resulta necesario utilizar

un coeficiente efectivo a.s. = 0.19.

Todos los puntos anteriormente expuestos llevan a considerar que, si bien un modelo

con friccion lineal puede reproducir la mayoria de los fenémenos estudiados, cuando

se encuentran involucrados fendmenos de crisis, el efecto del término no lineal es

determinante en el comportamiento del sistema.



Apéndice A

Calculos relativos al analisis de

Melnikov

En este apéndice se detallan los calculos que han sido necesarios efectuar para realizar
el estudio, mediante el método de Melnikov, de los sistemas que se presentan en el

capitulo 2

A.1 Oscilador forzado armdénicamente 2.2

En primer lugar, para calcular las derivadas del periodo de las 6rbitas 2.5, 2.6 se han
utilizado las expresiones para las derivadas de las integrales elipticas que figuran en
[Gra80]. Los resultados 2.7, 2.8 son inmediatos. "

Para calcular las derivadas de las frecuencias angulares 2.11, 2.12 hay que calcular
primeramente la derivada de la accién del sistema 2.2 sin perturbar (e = 0) con
respecto al parametro m. Para ello resulta necesario escribir el hamiltoniano 2.3

sobre las 6rbitas periédicas, de manera que

H = 2m, (A1)
H = 2, (A.2)
, m

para drbitas oscilantes y rotantes, respectivamente. Para ello se ha hecho uso de la re-

lacién cosX; = 1—2msn?%(t, m), para 6rbitas oscilantes y cosX; = 1 —2sn?(t//m, m),

115
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para rotantes.
Utilizando estas expresiones, la regla de la cadena y el hecho de que dH/dI = Q(1),

resulta inmediato obtener las derivadas

dl _ 4K(m), (A.3)
dm T

drm 2K(m)

- - e\ A4
dm wm3/2’ (A4)

para Orbitas oscilantes y rotantes respectivamente, donde I™ resulta ser la accién
tomada sobre las 6rbitas periédicas. Utilizando estas ecuaciones es muy facil obtener
las expresiones 2.11 y 2.12. Cuando m — 1, mediante el uso de las propiedades
asintoticas de las funciones elipticas [Abra72, Gra80], también resulta ficil comprobar

que 2.11 y 2.12 (en valor absoluto) tienden a infinito.

A.1.1 Funcidon de Melnikov

Para calcular la funcién de Melnikov del sistema 1.20, la ecuacién 2.17 puede escribirse

cOomo
M*(to) = +21; — 4al, — dayls, (A.5)

donde el signo positivo o negativo corresponde a cada una de las érbitas homoclinas

2.4, e Ii, I, I3 resultan ser las integrales

+o00

L = / sechtsenw (t + to) dt (A.6)
+o0

L, = / sech’tdt (A.7)
4o

Iy = / sech’t cos (2arctan (senht)) dt. (A.8)

Para calcular A.6, es necesario, utilizando las propiedades de las funciones trigo-

nomeétricas, transformarla en dos integrales de la forma

1, = cos wto/

-0

+00 too

sechtsenwtdt + senwt / sechtcoswtdt, (A.9)

y, de acuerdo con [Gra80], la primera integral es nula y la segunda resulta ser

wsech(mw/2). En definitiva, el valor de A.6 es

I} = msech (%) senwty. (A.10)
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El calculo de la segunda integral, I3, da como resultado

Por ultimo, la integral, I3, utilizando las propiedades de las funciones del integrando
y realizando el cambio de variable u = 2arctan (senht), se transforma en una integral

inmediata de la forma

I3 = /W cos—cosudu = g (A.12)
0 2 3
En definitiva, utilizando todos estos resultados, la funcién de Melnikov resulta
M*(ty) = iZWIsech%(ﬁsenwto — 8« (1 + %) . (A.13)

A.1.2 Funcién subarmdnica de Melnikov. Soluciones oscilan-

tes

La funcién de Melnikov para soluciones oscilantes viene dada por la ecuacién 2.28,

que puede escribirse de la forma,

MRF2 (o) = 2i/mly — 4am(l + 7)1, + 8mPayls, (A.14)
siendo
kT
I, = / senw (t + to) en(t, m)dt, (A.15)
0
kT
I, = / cn?(t, m)dt, (A.16)
0
ckr T
I = / sn?({,m)en(t, m)dt, (A.17)
0

y la condicién de resonancia exige que w = kym/2k;K(m).
Para el calculo de I; resulta necesario emplear el desarrollo en serie de Fourier de
la funcién cn(¢,m) {Abra72],

(t,m) = ——m i i (2n 4 1) (A.18)
T UK () G T 2K ()’ |

donde
g = e-Ka=m)/Km), (A.19)
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Utilizando las propiedades de las funciones trigonométricas, realizando el cambio de

variable u = 7t /2K(m) y este desarrollo, I, resulta ser

deoswty & g2 4sen(wto) & ¢ntY/2
Ve 4 gzt i1 13 o 2n+1112, (A.20)
n=0 q m n=0 q
donde
21!'.162
I = / sen(klu/k2) cos (2n + 1) udu (A.21)
0
27k
L = / 2cos(klu/k2) cos (2n + 1) udu. (A.22)
0

Segin [Gra80], I;; = 0, e I;3 sdlo es distinto de 0 si k; = 1 y k; impar, siendo el valor
de Iy (ky impar):

2 ki K(1 —m
I = —ﬁsenwtosech (—IQT((m)————)—> , (A.23)
y la condicién de resonancia
e T (A.24)
2K(m)
El calculo de I, e I3, resulta ser, para ky = 1
4
I = —[E(m)—(1-m)K(m), (A.25)
4
I; = 33 [(2 — m)E(m) — 2(1 — m)K(m)]. (A.26)

En definitiva, la funcién subarménica de Melnikov correspondiente a las érbitas osci-

lantes es
MPF (1)) = 4nlsenwtgosech (W) — 16a(1 + ) [E(m) — (1 — m)K(m)]
+%—2—a’y [(2—m)E(m) - 2(1 — m)K(m)] (A.27)

siendo k; impar y w = kyw/2K(m). Utilizando las definiciones de Ji(m), Jo(m),
J3(k1, kaym) 2.32, 2.33, 2.34, se obtiene el resultado que se presenta en el capitulo 2.
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A.1.3 Funcién subarménica de Melnikov. Soluciones rotan-

tes

Para soluciones rotantes, la funcién subarmdnica de Melnikov viene dada por la
ecuacion 2.29 que puede reescribirse como
21 4a 8ary
MER® (to) = £ =1 — —(1 + y) [, + —L1. A.28
rot (0) \/%1 m( +7)2+ m 35 ( )

/ () ( ) ( [~ > ( . )

kT 2 t

I = /:’deﬁ (ﬁ,m)snz (——tﬁm) dt. (A.31)

Los signos positivos y negativos corresponden a cada una de las dos familias de
soluciones rotantes que hay para cada valor de la energia, y la condicién de resonancia
es
kl’ﬂ'
W= —=— A.32
VmK(m)k, ( )

Para calcular I;, resulta conveniente utilizar el desarrollo de Fourier de la funcién
dn(t,m) que, segun [Abra72] es

™ 2 & q° 2nmt

dult,m) = oy ¥ Ko ,; 1+ ¢ CK(m)’

(A.33)

donde q estd definido de la misma manera que en la ecuacién A.19. Utilizando las

propiedades de las funciones trigonométricas y el cambio de variable v = wt/K(m)\/m
I} = coswtgli; + senwtglys, (A.34)

siendo

2mko
I, = 7r\/‘/ sen (k1u>d +

2

2 /m Z / ™ sen (%) cos(nu)du, (A.35)

1+q2'n
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2rk k
I, = WZm/o 2cos<?l}>du+

0 n 27ky
2v/m Y q /0 cos (%) cos(nu)du. (A.36)
n=1

_1+q2n o

Segin [Gra80], I1; resulta ser nula y I, sélo es diferente de cero si ky = 1. El célculo

es iInmediato y el resultado es:

_ kimrK(1 — m)
I, = wy/msech (—K(T;)———) senwtg. (A.37)

Utilizando de nuevo el mismo cambio de variable que para el calculo de [,

I, = 2¢/mE(m), (A.38)
Is = ——%2(1 —m)[K(m) — E(m)] +
2 [(2 = m)E(m) — 2(1 — m)K(m)]. (A.39)

3v/m

En definitiva, la funcién subarménica de Melnivov para soluciones rotantes resulta

MER (1)) = +2misenwigsech (klwi((in—)— m)) — \2?7_1(1 +7)E(m) + (A.40)
"9 (a1 — ) (& () — Bm)] + 2 (2. m)Blm) — 21— m)K(m)] ),

siendo w = kym/y/mK(m). Utilizando las definiciones de J;(m), Jo(m), Ja(k1, ks, m)
2.35, 2.36, 2.37 el resultado resulta ser el mismo que el que se presenta en el capitulo
2

A.2 Oscilador forzado armonicamente 1.21

La funcién de Melnikov correspondiente al sistema descrito por las ecuaciones 1.21
resulta muy parecida a la correspondiente a 2.2. La tunica diferencia reside en I5, que

ahora es

+-00
Is(m,T) = / sech®tcd(2wparctan(sinht))dt, (A.41)

— 00
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donde wg = 4K(m)/T. Para calcular el valor de esta integral resulta conveniente

utilizar el desarrollo en serie de la funcién eliptica cd(wot,m) [Abra72]

d 3 ¢ 2t A.42
cd(wot, m) = \/_K HZ% ——Wcos(Zn+l)T, (A.42)

donde ¢q = e K(-m)/K(m)

Utilizando este desarrollo, y realizando el cambio de variable u = 2arctan(sinht),
el cdlculo se reduce a una serie de integrales inmediatas y el resultado puede escribirse,

utilizando las propiedades de las funciones hiperbdlicas, como

2m S, e cos((2n + 1)2n?/T)
VmK(m) ;::0( ) 1 —(27/T) (4n + 2)2
(n+1/2)rK(1 — m)
K(m)

I3(m,T) =

(A.43)

cosech

Aplicando el criterio de la raiz [Rud76] es ficil ver que la serie es absolutamente

convergente. Cuando el periodo T es muy pequefio, el valor limite de I3(m,T) es
,}i_% I3(m,T) =0, (A.44)

y para periodos muy grandes, utilizando el valor limite de la funcién

T1‘1_I)r010 cd(wot,m) = 1, (A.45)
el valor de I3(m,T) es
lim I3(m,T) = /Oo sech’tdt = 2. (A.46)
T—o0 00

Cuando el parametro m es muy pequefio

. 27 X
7&1_% cd(wot, m) = cos ( T 1) , (A.47)
y la funcién I3(m,T) es
oo tan(sinht
}3—% I3(m,T) = /_oo sech’tcos (47rarc a&rjl(sm )> dt
2
2cos (2m2/T) (A.48)

1— 1672/T?’
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que para T' = 27 se reduce a la expresion de I3 correspondiente al sistema 2.2.
Para valores del pardmetro m préximo a la unidad, el clculo del valor limite de

I3(m,T) es mas complicado. En este caso, resulta conveniente utilizar la expresion

. 2mt
7}11_%11 cd(wot, m) = sgn (cos—f—> , (A.49)
y el desarrollo de Fourier de la onda cuadrada [Cha95]
2wt > 2 1)2nt
sgn (cos%) = %;(—l)nQn:- T cos (( n +T J2m > . (A.50)

Al utilizar el desarrolla de Fourier para representar una onda cuadrada existen puntos
donde la funcién y su desarrollo difieren (fenémeno de Gibbs). No obstante, estos
puntos constituyen un conjunto de medida nula (en el sentido de Lebesgue) y no
influyen en el resultado de la integral [Rud76].

Utilizando las expresiones anteriores y el cambio de variable v = 2arctan(sinht)

, T* & (=1)®  cos(2(2n + 1)7?/T)
fim f(m, T) = — Z 2n + 172 — 272 — 8nn? — 8n2m2’

m—31 m

(A.51)

n=0
La funcién I3(m,T'), como funcién del periodo, es una funcién positiva y creciente

para valores del periodo T' > 2w, ya que, realizando el cambio de variable u =
2arctan(sinh(?)),

Ii(m,T) = /07r cos%cd(wgu, m)dt. (A.52)

Para T' = 2w, la funcién cd(wou,m) es positiva en el intervalo 0 < u < 7/2 y
negativa en 7/2 < u < m, alcanzando los mismos valores en ambos intervalos con
signos diferentes. Al ser la funcién cosu/2 positiva y decreciente en el intervalo de
integracién, la contribucién del intervalo 0 < u < /2 serd mayor (en valor absoluto)
que en el otro intervalo y la integral A.52 serd positiva. Esto ocurrird siempre que
T > 2m. El estudio del crecimiento o decrecimiento de esta funcién con respecto al

parametro T' se realiza calulando la derivada [Abra72]

du, (A.53)

0l3(m,T) 4(1 = m)K(m) [~ u sn(wou, m)
oT T /0 3

2 dn*(wou, m)
que es positiva siempre que T' > 27, ya que en el intervalo de integracién todas las

funciones lo son. Para valores menores del periodo, diversas simulaciones numéricas
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han permitido encontrar intervalos en los cuales I3(m,T) resulta ser una funcién
decreciente del periodo, alcanzando incluso valores negativos. Cuando esto ocurre,

los valores obtenidos son muy préximos a cero.

El estudio del crecimiento o decrecimiento de la funcién I3(m,T') con respecto al

parametro m, se lleva a cabo claculando la derivada

0l3(m,T) m  yJcd(wou, m)
o/ — =7 du. A.54
om /0 % om v ( )

Los célculos explicitos resultan largos y tediosos. Sin embargo, argumentos cualita-
tivos permiten averiguar algunas de sus caracteristicas. Al aumentar el parametro
m, la funcién cd(wou, m) tiende a convertirse en una onda cuadrada. Para un valor
dado de la variable u, si la funcién es positiva es creciente con m (derivada positiva) y
si la funcién es negativa es decreciente con m (derivada negativa), teniendo simetria
respecto al punto en que la funcién se anula. Esto es cierto para todos los valores
de u excepto para los puntos correspondientes a maximos, minimos y ceros, que no
varfan, aunque este hecho no influye en el resultado de la integral. Como la funcién
cos(u/2) es decreciente y positiva, para T > 27 el intervalo de integracién en que el
integrando es positivo contribuye a la integral més que el intervalo de integracién en
el que el integrando es negativo. Por todo ello la integral resulta positiva y la funcién

I3(m,T) es creciente con el periodo T

Para valores menores del periodo se han encontrado, mediante diversas simula-
ciones numéricas, intervalos en los que esta funcién es decreciente con m, aunque en

estos casos el valor de I3(m,T) es siempre préximo a cero.

Las resultados numéricos obtenidos para valores pequefios del periodo T' deben de
interpretarse con algunas precauciones, ya que la serie A.43, al tender rapidamente
a cero al disminuir el pardmetro T, converge mas lentamente y resulta necesario
considerar cada vez mas términos del desarrollo para obtener valores préximos a los

reales, hecho que puede ser la causa de las pequefias oscilaciones que aparecen en las
figuras 2.10 y 2.11.
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A.3 Oscilador con forzamiento generalizado

El calculo de la funcién de Melnikov correspondiente al sistema descrito por las ecua-
ciones 1.23 resulta muy parecido a los casos anteriores. La unica integral nueva es

F(to,m) = /oo sechtsn(w(t + 1), m)dt, (A.55)

donde w = 4K(m)/T.

Esta funcién respecto a la variable t, es periédica de periodo T' y, debido a las
propiedades de las funciones del integrando, posee ceros en los puntos to = +7/2.
Asimismo, calculando su derivada con respecto a la variable ¢; [Abra72]

8F(t07 m)

gt w /oo sechtsn(w(t + to), m))dn(w(t + to), m)dt, (A.56)

ésta es nula en los puntos ¢ty = +7'/4, indicando que la funcién posee extremos en
€s0s puntos.
Para calcular el valor de F(to,m), resulta conveniente emplear el desarrollo en

serie de la funcién eliptica sn(w(t + to), m) [Abra72]

sn(w(t +to),m) = \/_K Z%cosech (wK(l ;gzzr(jnﬂ))

sen (2“(2” +71,)(t + tO)) , (A.57)

por lo que

_ K1 —m)(@2n +1)
F(to,m) = \/_K(m Z cosech ( IK(m) )

/oo sechtsin (27‘-(2” +711)(t + t0)> dt, (A.58)

El célculo es inmediato y resulta

F(to,m) (wK(l —m)(2n + 1))

\/_K(m Z cosech K (m)

i (U () g
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Mediante el criterio de la raiz resulta facil comprobar que la serie es absolutamente

convergente (m < 1) y para ¢, = T'/4 su valor es

F(T/4,m) = 777;((—m) é(—l)ncosech (WK(I ;IZZr(jn + 1))

sech ((_2":%9”_2> , (A.60)

que es positivo, ya que se trata de una serie en la que alternan términos positivos y
negativos y el valor absoluto de cada término decrece con n. En el punto to = —1'/4

se cumple

F(=T/4,m) = —F(T/4,m). (A.61)

A la vista de todos los resultados anteriores puede afirmarse que la funcién F(to,m),
como funcién de la variable ¢y, posee un méaximo en tp = 7/4 y un minimo en
to = —T/4. Las simulaciones numéricas realizadas para diversos valores de T' y m
(0 <m<1y0<T < 100m) muestran que la funcién F(T/4,m) es una funcién
creciente con el periodo T' y respecto al pardmetro eliptico m. Utilizando el desarrollo

A.60 resulta facil comprobar que
%1_% F(T/4,m) =0, (A.62)
y, utilizando el desarrollo en serie de las funciones elipticas,
71im F(T/4,m) = mcd(0,m) = . (A.63)
—}00
En el limite en que la excitacién resulta ser una funcién arménica (m = 0),

a

2
il_l’_l)’}) F(T/4,m) = wsech ( T) , (A.64)

que para el valor 7' = 27 se reduce al resultado obtenido en el caso correspondiente
al sistema 1.20. En el limite en el que la excitacién es una onda cuadrada (m = 1)

resulta conveniente utilizar la igualdad

sn(w(t +T/4),1) = sgn (cos (?)) , (A.65)



126 APENDICE A. CALCULOS RELATIVOS AL ANALISIS DE MELNIKOV

y por tanto
sechtsgn (cos (%)) dt. (A.66)

Utilizando el hecho de que el integrando es una funcién par,

F(T/4,1) = /OO

— 00

/4
F(T/4,1) = 2 / sechtdt +
0
o0 (n+1)T/24+T/4
22(—1)"“/ sechtdt, (A.67)
n=0 n

T/2+T/4

y calculando las integrales

F(T/4,1) = 4 (arctaneT/4 — %) +
4> (=™t (arctane(2"+3)T/4 - arctane(2"+l)T/4) ,  (A.68)
n=0
que resulta una serie alternada cuyos términos tienden a cero. Para los valores limites

del periodo T

lim F(T/4,1) =0, (A.69)
Yy
Jlim F(T/4,1) = /_ " sochtdt = . (A.70)



Apéndice B
Métodos numeéricos

A lo largo de todo este trabajo se han analizado algunos aspectos de la dinamica de
una conjunto de osciladores descritos por un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Gran parte de los resultados se han obtenido mediante técnicas de simulacién
numérica, siendo necesario, para una mejor comprensién e interpretacién de estos
resultados, conocer en detalle los métodos utilizados. El objetivo de este apéndice
consiste en exponer, brevemente, el conjunto de técnicas y procedimientos empleados.

En general, un sistema dinamico no auténomo de orden n viene descrito por un

sistema de ecuaciones de la forma

z = f(z,t), (B.1)

donde z(t) € R*y f : R® — R" se denomina campo vectorial, funcién del tiempo. Si
esta funcién es periédica de periodo T, se dice que el campo es periédico en el tiempo,
como es el caso de los sistemas estudiados 1.20, 1.21, 1.23. La solucién de la ecuacién
anterior que en el tiempo t = #, pasa por el punto zo se denotard por ¢¢(zo, to).

En el trabajo realizado ha sido necesario frecuentemente calcular una trayectoria
en funcién de una condicién inicial dada (normalmente se ha elegido ¢y = 0). Para ello
se han tenido que resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales que describen la
dindmica del sistema en cuestién. Aunque existen muchos algoritmos de integracién,
se ha elegido un método de Runge-Kutta de cuarto orden con control adaptativo del

paso de integracién, que aunque no es el més rapido, si que resulta bastante fiable

127
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[Teu92]. No obstante, y para comprobar algunos resultados, se han utilizado también
algunas rutinas de integracién de diferentes librerfas matematicas que se encuentran
instaladas en los ordenadores del C.I.C.A. (Centro de Informética Cientifica de anda-
lucia). En todas las ocasiones, los resultados obtenidos mediante el empleo de estas

rutinas coincidian con los obtenidos mediante el método de Runge-Kutta.

B.1 Mapa de Poincaré

Cualquier sistema dindmico no auténomo, de orden n, y periédico en el tiempo, puede
transformarse en un sistema auténomo de orden n + 1 definido en el cilindro R* x S?

mediante la transformacién

z = f(z,0T/27)  z(to) = 7o
0 =2n/T  0(to) = 2nty/T, (B.2)

donde T' es el periodo de la funcién f y la nueva variable, = 2nt/T, es periédica de

periodo 2. Considerando el hiperplano definido por
Y= {(z,0) € R* x §': 0 = 6}, (B.3)

cada tiempo ¢t = T, la trayectoria (z(t), 6()) intersecta ese hiperplano. Construyendo

la aplicacién Py : ¥ — X(R™ — R"™) definida por

PN(x) = ¢to+T(3:7 tO)a | (B4)

se obtiene un mapa discreto, llamado mapa o aplicacién de Poincaré [Guc83, Wig90].
Una trayectoria ¢;(zq,1%) se reduce a un conjunto discreto de puntos, denominados
secciones de Poincaré.

Cuando se estudian sistemas dindmicos no auténomos esta técnica resulta ser
muy util, ya que permite reducir el estudio de sistemas continuos al estudio de mapas
discretos, con todas las ventajas que ello conlleva. Sefialar simplemente que para

sistemas auténomos este tipo de reduccién puede también llevarse a cabo facilmente

[Guc83, Wig90].
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Si el sistema dindmico posee alguna solucién periddica de periodo T, en el mapa de
Poincaré correspondiente se convierte en un punto fijo z* de manera que z* = Py(z*).
Si la érbita es un subarménico de periodo kT, siendo k un nimero entero, en el mapa
de Poincaré se transforma en una 6rbita de la forma {z},z3,...,z5}. En el caso de
soluciones con dos frecuencias, una de ellas analoga a la de la funcién f, en el mapa
de Poincaré aparece una curva difeomérfica con un circulo. Si esta 6rbita es un
subarmoénico de orden k de la frecuencia de la funcién f, aparecen k curvas de este
tipo. Cuando el sistema se encuentra en un estado de caos, en el mapa de Poincaré
aparece una figura que generalmente exhibe una estructura complicada [Par89].

A la hora de analizar los sistemas descritos por las ecuaciones 1.20, 1.21, y 1.23,
la técnica de la reduccién de un sistema continuo a un mapa discreto mediante la
aplicacién de Poincaré ha sido ampliamente utilizada. Para ello, y partiendo de una
condicién inicial, elegida para un tiempo t, = 0, se han resuelto las ecuaciones di-
ferenciales correspondientes, obteniendo los valores {z(0),z(T),z(2T), ..., z(kT), ...},
que permiten estudiar numéricamente el mapa de Poincaré correspondiente.

Frecuentemente ha sido necesario, a partir de una condicién inicial, obtener el
estado estacionario del sistema (¢ — oco0). Para ello se ha resuelto en primer lugar las
ecuaciones obteniendo el valor de la solucién en el tiempo ti.., = 2007 para luego,
suponiendo que ya se encontraba en el estado estacionario, realizar la aplicacion
de Poincaré. Para comprobar que el sistema se encuentra realmente en el estado
estacionario, en una gran cantidad de ocasiones, se ha vuelto a calcular la aplicacién
de Poincaré suponiendo que 4,4, = 4007 obteniendo, en todos los casos, un resultado

similar al anterior.

B.2 Atractores

El analisis del estado estacionario de un sistema dinamico (¢ — o) resulta ser de
capital importancia, ya que este tipo de comportamientos estan directamente relacio-
nados con los estados observables del sistema.

Muy relacionado con estos estados se encuentran los denominados atractores del

sistema. Aunque matematicamente pueden definirse de forma precisa [Guc83, Wig90],
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basicamente, y como su nombre indica, pueden entenderse como un conjunto de pun-
tos del espacio de las fases, préximos entre si, hacia el que tienden un conjunto de
trayectorias del sistema. A veces puede ocurrir que coexistan varios atractores si-
multdneamente, optando el sistema por uno u otro en funcién de las condiciones
iniciales. Al conjunto de condiciones iniciales que se ven atraidas hacia un determi-

nado atractor se le denomina dominio de atraccién de ese atractor.

En este trabajo se ha planteado frecuentemente el problema de encontrar todos
los posibles atractores que posee el sistema para unos determinados valores de los
parametros de control. Para determinar estos atractores se ha seleccionado la zona
del espacio de las fases —7 < X; < 7, —2.5 < X, < 1.5, eligiendo un ndmero
de condiciones iniciales aleatoriamente distribuidas en ese intervalo que ha oscilado
entre 200 y 1000 y calculando, para cada condicién inicial, el estado estacionario que
permite obtener las coordenadas de los puntos que forman el atractor correspondiente
a esa condicién inicial. Una vez calculado los posibles atractores, y para comprobar
que son todos, se ha doblado el nimero de condiciones iniciales y repetido el proceso.
En todos los casos se han obtenido los mismos resultados. Asimismo, también se
han explorado un rango mayor de valores de la variable X, (—100 < X3 < 100), no

encontrando ninguna diferencia con los resultados anteriores.

Basicamente, los atractores que se han encontrado han sido dérbitas periédicas y
atractores cadticos. En el caso de érbitas periddicas, la identificacion del tipo de

atractor ha resultado inmediata, no siendo asi en el caso de atractores cadticos.

Aunque el concepto de atractor cadtico o extrano se puede definir de forma precisa
[Wig90], en la prictica resulta extremadamente dificil probar rigurosamente que un
sistema posee un atractor caético, existiendo, hoy en dia, sélo algunos resultados
parciales en casos muy determinados [Guc83, Wig90]. Una de las caracteristicas que
posee un atractos caético consiste en que una trayectoria que tienda hacia él, en
el estado estacionario, muestra una fuerte dependencia con las condiciones iniciales.
Asimismo, y realizando la aplicacién de Poincaré correspondiente, aparece una figura,
generalmente complicada, que no se corresponde con la de una érbita periédica o cuasi
periddica.

En el trabajo realizado, y siempre en el contexto de la aplicacién de Poincaré,
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se ha considerado, empleando el criterio mas utilizado [Jac91], que un atractor es
cabtico cuando en el mapa correspondiente ha aparecido una figura extraha de ma-
nera que una trayectoria que tendiera hacia el atractor, en su estado estacionario,
experimentara una fuerte dependencia con las condiciones iniciales. Para analizar
la dependencia con las condiciones iniciales se han calculado los exponentes de Lya-
punov [Guc83, Wigd0], que dan cuenta de la expansién o compresién de un volumen
del espacio fasico préximo a un atractor. Siempre que uno de estos exponentes sea
positivo puede afirmarse que el sistema es fuertemente dependiente de las condiciones
iniciales [Par89].

En nuestro caso, y cuando en la aplicacién de Poincaré ha aparecido un atractor
con una apariencia extrana, se ha calculado el mayor de los exponentes de Lyapunov
utilizando un método que se basa en estudiar la evolucién de un volumen en el espacio
de las fases observando su razén de compresién y expansién. Este método resulta ser
bastante fiable, al menos para el cilculo del mayor de los exponentes [Par89]. En
todos los casos se ha comprobado que el mayor de los exponentes de Lyapunov era

positivo.

B.3 Dominios de atraccion

A lo largo de este trabajo uno de los problemas més importantes que se ha presentado
ha sido el de calcular los dominios de atraccién de un conjunto de atractores que
coexisten simultdneamente para unos valores dados de los parametros de control.
Incluso, en alguna ocasién, se ha estudiado la variacién de estos dominios en funcién
de los valores de estos parametros.

Este calculo, para el que resulta necesario determinar el estado estacionario de
un gran conjunto de condiciones iniciales, implica, sobre todo cuando este nimero
es alto, un gran esfuerzo de computacién. Para evitar en parte este problema se
ha utilizado un método aproximado, denominado ICM (Interpolated Cell Mapping)
que permite acelerar bastante este proceso, obteniendo a la vez excelentes resultados
[Ton87]. Bésicamente, este método consiste en cuadricular la zona del espacio de las

fases que se quiere estudiar, siempre que contenga al menos un atractor del sistema,
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utilizar las coordenadas del centro de cada celda como condicién inicial y calcular su
trayectoria en un tiempo t = T'. Para calcular la trayectoria a partir de una condicién
inicial dada se calculan los coordenadas de los centros de las celdas mas préximas
que forman un rectangulo alrededor de ésta. Seguidamente, y para calcular el valor
de las coordenadas en un tiempo ¢t = T, se interpola entre los puntos resultantes
de la evolucién de los centros de las antiguas celdas. Repitiendo este proceso se
puede calcular rapidamente, y con un coste de computacién minimo, cualquier estado
estaclonario. Si alguna condicién inicial, a lo largo de su evolucién, cae fuera de la

zona estudiada, se considera que su atractor esta fuera de la zona.

En nuestro estudio, y como todos los atractores se encuentran en el intervalo
-1 < X; <7, —2.5 < X, < 1.5, se ha explorado esta zona del espacio de las fases,
cuadriculandola en 300 x 200 celdas (realmente, y para evitar que exista un nimero
significativo de trayectorias que se escapen de esta zona, al cuadricular se ha elegido
el intervalo —2.7 < X, < 1.7).

En primer lugar se han calculado el conjunto de atractores que coexisten para unos
valores dados de los parametros de control, determinando sus secciones de Poincaré.
En el caso de atractores cadticos, al menos se han obtenido 2000 secciones de Poincaré,
de manera que al representarlo grificamente la figura obtenida sea representativa
del atractor completo. Posteriormente, y mediante el método ICM, se han vuelto
a calcular todos los atractores y sus dominios de atraccién. En todos los casos el
conjunto de atractores obtenidos ha resultado idéntico al ya calculado anteriormente,
lo que indica la exactitud del método empleado.

Para considerar que una condicién inicial dada pertenecia al dominio de un de-
terminado atractor se ha exigido que durante 10 iteracciones se encontrara a una
distancia d < 0.01 de éste. Si esto no ocurre para ningin atractor, se ha supuesto
que el sistema no habia alcanzado el estado estacionario y se ha seguido iterando el
sistema. Como condiciones iniciales se han tomado los centros de las celdas en el
intervalo —7 < X; < m, —2.5 < X, < 1.5. Este conjunto de condiciones iniciales
(del orden de 60000) proporciona un nimero suficiente de puntos para que puedan

representarse graficamente los dominios de atraccién de cualquier atractor.

Para comprobar de nuevo la validez del método, se ha elegido un conjunto de 100 x
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100 condiciones iniciales en el intervalo estudiado y se han calculado los dominios de
atraccién mediante el método de integracién directa. En todos los casos los resultados
coincidian plenamente con los obtenidos mediante el método ICM.

En la mayoria de las ocasiones, al calcular los dominios de atraccién, su apariencia
ha resultado ser fractal. Ampliando zonas de estos dominios, y eligiendo un conjunto
grande de condiciones iniciales en ellas, se ha comprobado que presentan estructuras

complicada caracteristicas de los objetos fractales.

B.4 Fronteras de dominios de atraccion

Como ya se ha comentado anteriormente, cuando se han calculado los dominios de
atraccion de los sistemas estudiados para unos valores de los pardmetros de control,
a menudo se ha he encontrado que poseen apariencia fractal, lo que hace que el
sistema presenta una fuerte dependencia de las condiciones iniciales aunque el com-
portamiento final no sea cadtico. Asimismo, algunos de los fenémenos analizados
estan muy relacionados con la existencia de érbitas de silla en las fronteras de estos
dominios accesibles desde el dominio de atraccién de un determinado atractor, estas
orbitas se denominan érbitas de silla accesibles [Gre87].

Aunque la frontera entre los dominios de atraccién de varios atractores puede
definirse de manera precisa [Par89], siempre consiste en la unién de una o mas tra-
yectorias, que en un espacio de las fases bidimensional se convierte en una curva.
Cuando existen varios atractores, la frontera entre dos dominios estd formada por la
interseccion de las trayectorias que forman la frontera de cada uno junto con algunos
puntos de equilibrio que se encuentran justamente en ella. El caso mas comin con-
siste en una frontera formada por una 6érbita de silla junto con su variedad estable
(conjunto de puntos que se aproximan a la érbita cuando ¢ — oo) [Par89].

En los casos que ha sido necesario determinar las 6rbitas de silla accesible desde
el dominio de un atractor se ha utilizado un algoritmo [Gre87] que esquematicamente

consta de los sigulentes pasos:

o Una vez calculados los atractores y sus dominios de atraccién para unos valores

dados de los pardametros de control, se eligen dos puntos préximos a la frontera
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entre los dos dominios, p.e., P4 que tiende al atractor A, y Pg, que tiende al

atractor B.

e Se toman 64 puntos igualmente espaciados a lo largo del segmento P4 Pg, nu-

merandolos secuencialmente.

e Se averiguan los estados estacionarios correspondientes a cada punto, determi-

nando el mayor indice del punto que tiende al atractor A y llamandolo Py.

e Se mueve el punto Pg una fraccién (1/5) de la distancia P4 Pg, comprobando
que el nuevo punto Pp tiende hacia el atractor B. En caso de que no sea asf,

se retrocede en pequefos pasos hasta encontrar el nuevo Pg.

e Se repite todo el proceso hasta conseguir que la distancia P4 Pp sea inferior a
107°, calculando las 50 primeras secciones de Poincaré de cada punto, averi-

guando de esta forma el periodo de la érbita de silla accesible.

De esta manera se ha calculado la érbita de silla accesible del atractor B. Cambiando
los puntos puede calcularse también la del atractor A.

Para comprobar que realmente la variedad estable de estas érbitas se encontraban
a lo largo de la frontera entre los dominios, y siempre en el contexto de la aplicacién de
Poincaré, se ha utilizado el programa DSTOOL [Guc92] para calcularlas. También,
utilizando el mismo programa, se han calculado las variedades inestables de estas
drbitas (conjunto de puntos que se acercan a ella cuando ¢ —+ —o0). En todos los
casos se ha comprobado que la variedad estable esta en la frontera de los dominios v,
en los fenémenos de crisis, el atractor caético se encontraba en la direccién indicada

por la variedad inestable de la érbita de silla en cuestién.

B.5 Bifurcaciones

En general, cuando en un sistema dindmico varfan sus parametros de control pueden
ocurrir cambios cualitativos en la estructura de las soluciones denominados bifurca-

ciones. Cuando afectan dnicamente a érbitas periédicas o puntos de equilibrio, y
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pueden estudiarse estudiando el sistema dinadmico en las proximidades del punto u
érbita en cuestién, se denominan bifurcaciones locales. Si estos cambios afectan a la
estructura global de las soluciones, como es el caso de las bifurcaciones homoclinas,

se le denominan bifurcaciones globales [Guc83, Wig90].

Para analizar las bifurcaciones que pueden tener lugar en un sistema dindmico
resulta muy util calcular el diagrama de bifurcaciéon. En este diagrama se representa
el estado estacionario del sistema frente a los parametros de control [Par89, Wig90].
De esta manera resulta facil visualizar la secuencia de bifurcaciones que el sistema

experimenta.

En nuestro estudio, y a la hora de analizar las bifurcaciones que los sistemas 1.20,
1.21, 1.23 experimentan cuando se varia un pardmetro de control, se han utilizado
estos diagramas frecuentemente. Para calcularlos se han obtenido, para cada valor
del pardmetro de control, todos los posibles atractores del sistema. Seguidamente se
han representado un nimero suficiente de secciones de Poincaré (al menos 100 por

atractor) correspondientes a la variable X; frente al pardmetro de control.

Cuando se han analizado algunas bifurcaciones locales ha sido necesario averiguar
qué tipo de bifurcacién era. Aunque a la vista del diagrama de bifurcacién en la
mayoria de las ocasiones resultaba evidente, se ha utilizado el programa LOCBIF
[Khi92] para confirmarlo. Asimismo, también se ha utilizado este programa para
calcular los valores de los parametros de control que daban lugar a la bifurcacién

(local) en los casos en que ha sido necesario.

El cdlculo numérico de los valores de los pardmetros de control que dan lugar a
las bifurcaciones homoclinas que figura en el capitulo 2 se ha llevado a cabo mediante
el programa DSTOOL [Guc92]. Para ello se han determinado los puntos fijos en el
mapa de Poincaré correspondiente y sus variedades estables e inestables. Variando
lentamente el pardmetro de control se ha conseguido averiguar el valor critico que

hace que estas variedades sean tangentes.
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B.6 Crisis

Uno de los aspectos mas importantes sobre los que se ha centrado este trabajo ha sido
el estudio de una serie de fenémenos denominados crisis. En general, en una crisis, el
atractor del sistema cambia bruscamente de forma cuando un parametro de control
cruza clerto valor critico. Un atractor cadtico puede desaparecer para dar lugar a

otro, periédico o caotico.

En el contexto de mapas bidimensionales, cerca de los atractores cadticos siempre
existen Orbitas periédicas de silla, de manera que sus variedades estables e inestables
influyen sobre las trayectorias que pasan por su vecindad, acercdndolas a la érbita a
lo largo de la variedad estable y alejandolas en la direccién de la variedad inestable.
En el espacio fasico de un sistema dinamico no lineal existen gran cantidad de este
tipo de drbitas, algunas incluso en el interior de los atractores cadticos, por lo que
estos atractores se encontraran en la direccién de sus variedades inestables. Si un
atractor colisiona con una 6rbita inestable, también se producen tangencias entre las
variedades estables e inestables de érbitas de este tipo (homoclinas o heteroclinas, en

funcién de si ocurren entre las variedades del mismo punto o de distintos).

Cuando se produce una tangencia de este tipo, el atractor caético se ve impulsado a
través de la variedad inestable. Sila érbita en cuestién se encontraba en el interior del
dominio de atraccién del atractor cadtico, éste experimenta un salto discontinuo en su
longitud (crisis interior). Si por el contrario se encontraba en la frontera del dominio,
el atractor caético accede al dominio de atraccién de otro atractor y desaparece (crisis
de contorno), aunque se observa caos transitorio. Unicamente, como ha ocurrido
varias veces en este estudio, cuando existe simetria en el sistema, los dos atractores
antisimétricos se fusionan en uno solo cuando se produce la crisis. Para una exposicién

detallada de este tipo de fenémenos, consultar, p.e. [Gre83, Som92].

Al calcular los diagramas de bifurcacién de los sistema estudiados, y siempre
utilizando el mapa de Poincaré correspondiente, existen valores de los pardmetros
de control para los que parece que el sistema experimenta una crisis. Cuando en el
texto se menciona que el sistema experimenta una crisis interior, en todos los casos

se ha comprobado que, previo a la crisis, el atractor se encontraba préximo a una
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érbita inestable que normalmente se originaba en una bifurcacién (generalmente de
silla nodo). Esta érbita se ha calculado mediante el programa LOCBIF [Khi92].
Asimismo, y después de la crisis, se ha comprobado que el atractor experimentaba un

salto brusco en su longitud.

Cuando se han estudiado crisis de contorno, en todos los casos se han calculado las
orbitas de silla accesibles para una valor del parametro de control cercano y previo a la
crisis, comprobando que siempre existe una muy préxima al atractor que experimenta
la crisis. Después de la crisis se ha comprobado que, aunque puede observarse caos
transitorio, el atractor correspondiente ha desaparecido. En todos los casos en los
que se realizan afirmaciones sobre las variedades estables e inestables de estas 6rbitas
de silla, mediante el programa DSTOOL [Guc92|, que permita calcularlas, se han

comprobado que son ciertas.

Para estudiar el fenémeno de caos transitorio que se detalla en el capitulo 3 resulta
necesario determinar con gran exactitud el valor critico del pardmetro de control
correspondiente a la crisis. Eligiendo un conjunto de valores de los pardmetros de
control correspondientes a un estado del sistema previo y cercano a la crisis, se han
calculado 100 coordenadas pertenecientes al atractor cadtico que va a experimentar
este fenémeno. Variando ligeramente un parametro de control (w), y utilizando como
condiciones iniciales las previamente calculadas, se ha calculado de nuevo el atractor
cadtico correspondiente. Utilizando valores grandes del tiempo (del orden de ¢t =
20007, y repitiendo el proceso para diferentes valores del pardmetro de control, se

ha podido calcular el valor critico correspondiente con gran precision.

Con respecto a las curvas de crisis que figuran al final del capitulo 3, se ha calculado
de la misma forma que en los casos descritos anteriormente. Para un valor dado
de unos de los parametro, se han buscado los valores criticos del otro parametro.
Variando ligeramente el valor del pr‘imer parametro, se ha repetido todo el proceso,

calculando los puntos que forman las curvas de crisis.
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B.7 Observaciones

Précticamente todos los cédlculos se han realizado en ordenador personal, aunque
frecuentemente se han utilizado también los servicios informéticos del C.I.C.A. (Cen-
tro Informatico Cientifico de Andalucia). Los programas se han escrito en Fortran
utilizando el paquete informdtico FORTRAN POWERSTATION [Mic92]. Algunas
rutinas, como las utilizadas para calcular los valores de funciones elipticas o generar
numeros aleatorios, se han copiado de la referencia [Teu92].

Aunque el programa LOCBIF [Khi92] est4 disefiado para funcionar en un orde-
nador personal, y no ha aparecido ningin problema en trabajar con él, el programa
DSTOOL [Guc92] estd disefiado para trabajar en una estacién de trabajo SUN. Gra-
cias a la colaboracién prestada por el Departamento de Matemética Aplicada II de
la Universidad de Sevilla, facilitando el acceso a sus equipos informaticos, ha sido

posible trabajar con él.



Conclusiones

En la presente memoria se ha llevado a cabo, mediante métodos perturbativos y
simulaciones numéricas, un estudio sobre una clase de osciladores con friccién no lineal
sometidos a excitaciones periédicas. A continuacién se exponen detalladamente las

principales conclusiones que se derivan de este trabajo.

1. Para un oscilador forzado arménicamente con friccién controlada por una fun-
cién coseno se ha encontrado, mediante un método perturbativo, los valores de
los pardmetros de control que dan lugar a que el sistema experimente bifurcacio-
nes subarménicas y homoclinas. También se han comprobado numéricamente

estos resultados.

2. Para el oscilador anterior se ha demostrado que, cuando la frecuencia de la
excitacién es baja, la cascada de bifurcaciones subarménicas que culmina en
una bifurcacién homoclina puede reobtenerse mediante un modelo de friccién
lineal con un coeficiente de amortiguamiento efectivo que se ha calculado. A
frecuencias altas no es posible reproducir exactamente estos comportamientos

mediante un modelo con friccidn lineal.

3. Para un oscilador forzado arménicamente con friccién controlada por una fun-
cién genérica de forma y periodo variable se ha demostrado que, para periodos
grandes o pequeiios de la funcién que controla el término de amortiguamiento,
y siempre que la perturbacién del sistema Hamiltoniano asociado sea suficien-
temente pequefa, la aparicién de bifurcaciones homoclinas para unos valores

dados de los pardmetros de control puede reproducirse mediante un modelo con
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friccidn lineal y un coeficiente de friccién efectivo que se ha calculado. Me-
diante simulaciones numéricas se ha comprobado que, en el rango de valores de
parédmetros de control estudiado, esta analogia sigue siendo valida para cual-

quier tipo de comportamientos.

En el oscilador anterior, y siempre que la perturbacién del sistema Hamiltoniano
asociado sea suficientemente pequefia, se ha demostrado que la forma exacta de
la funcién que controla el término de friccién no resulta ser muy relevante de cara
a la aparicién de bifurcaciones homoclinas. Mediante simulaciones numéricas se
ha comprobado, en el rango de valores de los pardmetros de control estudiados,
que esta dependencia con la forma exacta del término de friccidon se mantiene

para cualquier tipo de comportamientos.

En un oscilador cuya friccién viene dada por una funcién del tipo coseno, se
han considerado mecanismos de excitacién mas generales que vienen dados por
funciones de periodo y forma variables. Mediante métodos perturbativos se
han calculado las curvas de bifurcacién homoclina en el espacio de parametros.
La dependencia de estas curvas con la forma del término de excitacion resulta
andloga a la encontrada en el analisis de otros fenémenos de este tipo y pueden
estar relacionadas con algin tipo de propiedad inherente a una amplia clase de
osciladores. Numéricamente se ha comprobado que estas curvas predicen cua-
litativamente la forma de las curvas de bifurcacién en el espacio de parametros

que dan cuenta de la transicién al caos.

Mediante una exhaustiva simulacién numérica se han estudiado, en un rango
de valores de los pardmetros de control fisicamente relevantes en el contexto de
las uniones Josephson, y en el modelo de oscilador forzado arménicamente con
friccién controlada por una funcién coseno, una amplia gama de fenémenos y

comportamientos que el sistema puede presentar.

En el oscilador anterior, y aunque los resultados obtenidos mediante métodos
perturbativos indican que en el rango de valores estudiado el sistema podria

modelarse mediante un oscilador con friccién lineal, se han realizado una serie de
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simulaciones numéricas comprobando que, aunque muchos de estos fenémenos
pueden reobtenerse en un modelo con friccién constante, algunos de ellos, sobre
todo los relacionados con las crisis, indican que los efectos del término no lineal

en la friccién resultan importantes.

8. En el anterior modelo, y también mediante simulaciones numéricas, se han
estudiado una serie de fenémenos que involucran simultaneamente a dos para-
metros de control. Se ha encontrado un punto en el espacio de pardmetros en
el que el sistema experimenta un fenémeno de doble crisis, produciéndose una

doble transferencia de crisis entre dos atractores distintos.
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