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PROLOGO. RESUMEN DEL TRABAJO

La descripcién matem&tica del estado de un fluido en
movimiento, en una regién Q de RrRY (n=2 8§ 3) durante un
intervalo de tiempo [0,T] , T>0, se realiza por medio de
una funcién que determina la distribuciédn del campo de
velocidades del mismo, u{x,t), y de dos cualesquiera\de las
variables termodinSmicas asociadas, por ejemplo la presidn
p{x,t) y la densidad p(x,t). Las dem8&s variables termodin&-
micas quedan determinadas a partir de &stas mediante la
ecuacién de estado de la materia. Dicho de otra forma,
conocidas las n componentes de la velocidad u, la presidn p
Yy la densidad p tenemos determinado completamente el compor-

tamiento de un fluido en movimiento.

Las ecuaciones fundamgntales de la Mec8nica de Fluidos

se deducen de las distintas leyes de conservacién para la
masa, la cantidad de movimiento y la energfa. La primera de

ellas, tambié&n llamada ecuacidn de continuidad, se escribe

P
(1) ‘ ey div(pu) = 0
Si suponemos que el fluido es ideal, es decir, si las
particulas del fluido est&n libres de rozamiento interno, y
en presencia de un campo externo de fuerzas f(x,t) actuando
sobre el mismo, llegamos a la ecuacidén de movimiento (5 de

equilibrio de momentos), deducida por L. Euler en 1755

(2) M, (u.y)u = - & 4 ¢
ot P

Como es bien sabido, para determinar la & las solucio-
nes de (1)-{2) que nos interesan, es preciso asociar a estas
ecuaciones alguna & algunas condiciones de contorno sobre la
frontera 30 de Q2 . En el caso de un fluido ideal, é&stas
condiciones deben traducir el hecho de que el fluido no

puede atravesar ninguna pared s§lida. Cuando el problema

corresponde al movimiento de un fluido interior a una regidn

en reposo, obtenemos



(3) u.nl = 0 ,

donde n = ﬁ(x) es el vector normal unitario a @ en los
puntos x € 32, En el caso general de una pared en movimiento
u.n debe naturalmente coincidir con la componente corres-

pondiente de la velocidad de la pared.

Para llegar a una descripcidn completa del movimiento
del fluido, necesitamos una ecuacibdn m&s, complementaria de
(1)-(2). Dicha ecuacidn se obtiene a partir del Principio de

Conservacidn de la Energfa que, escrito de forma adecuada,

establece una nueva relacibn entre las variables p, u y p.
En este trabajo, nos centraremos en un tipo particular de
fluidos, llamados incompresibles, que son los gque verifican

la relacidn:

(4) div u =10 .
Asf, las ecuaciones que'describen el movimiento de un
fluido incompresible son:
]
( P

3t + div{pu) = 0

(35) J %% + (u.V)u = - %? en 2 x (0,T)

. div u = 0

Naturalmente, hemos de completar el sistema (5) con .
condiciones iniciales para u y p (salvo si las soluciones

son estacionarias), y con la condicidn de contorno (3).

Durante mucho tiempo, la Mec&nica de Fluidos se redujo
al an8lisis de fluidos ideales, cuya caracteristica esencial
consiste en la hipbtesis que en ellos se hace de ausencia de
rozamiento interno entre las partfculas § viscosidad. Se
encontrd una gran variedad de ellos, resultando aceptable
como té&cnica de estudio la teorfa de funciones de variable
compleja, introducida en Meclnica de Fluidos por Helmholtz y
Kirchhoff. Sin embargo, la famosa paradoja de Euler-D’Alem-

bert, de acuerdo con la cual la resultante de las fuerzas
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gque actuan sobre un obstlculo colocado en un fluido ideal en
la direccidn principal de la corriente es igual a cero,
indica que la teorfa de fluidos ideales adolece de ciertos
defectos y no es conveniente en la descripcidn de determina-

das situaciones. El eliminar &sta y otra serie de paradojas

trajo consigo la introduccidn de un modelo matem&tico de un
fluido viscoso (con rozamiento interno entre las partfcu-
las), para cuya modelizacidn (2) estf sustituida por 1la

ecuacidn de Navier-Stokes:

(6) (-2:—; + (u.9)u) = -9p + (A+p)V(div u) +pAu + pf .
Agqui, , es un parfmetro positivo (la viscosidad dinfmica del
fluido) y A = 2u/3. Generalmente, 86lo depende de la tempe-

ratura.

Felizmente, este modelo constituye una salida a todos

los absurdos acumulados en la teorfa de fluidos ideales.
RS

En el caso de un fluido viscoso, se produce un cambio
fundamental en el comportamiento de las particulas prdximas
a una pared sdlida. Efectivamente, la disipacidn de energila
debida al rozamiento de las partfculasg, hace que &stas se
adhieran a la pared, verific&ndose en consecuencia la asft

llamada condicibdn de no deslizamiento
(7) u =0 sobre 3 .

Obsérvese que (7) exige la anulacidn de las componentes
normal y tangenciales de la velocidad, mientras gque para un
fluido ideal, s81o se anulaba la componente normal (en el
caso general de una superficie mévil, la velocidad ha de

coincidir naturalmente con la de dicha superficie).

En este trabajo, estudiaremos desde un punto de vista
numérico las ecuaciones que describen el movimiento de un

fluido viscoso, incompresible (i.e. div u = 0}, isotermo

(i.e. y=cte.) y homogéneo (i.e. con densidad constantepamo)
y supondremos que Q es un abierto acotado de R"® con n=2 & 3,

de frontera (suficientemente) regular.
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En el Pardgrafo 0.2, recordaremos algunos resultados
conocidos de existencia, unicidad y regularidad de solucidn,
tanto para el problema estacionario como para el problema no
estacionario. Se trata de resultados relativos a soluciones

de los problemas generalizados correspondientes que, bajo

ciertas hipdtesis de regularidad de los datos, se convierten

en soluciones clésicas.

El problema estacionario fue investigado primero por
Lichtenstein y Odquist y, posteriormente por Leray y Schau-
der. El resultado que presentamos es una consecuencia tipica
del método de compacidad y nos dice que, para f suficiente-~
mente regular, el problema posee al menos una solucién,

siendo &sta finica si v= p/po es suficientemente grande.

La no unicidad de solucién del problema estacionario ha
sido investigada en los Gltimos afios, debiéndose algunos
resultados a P.H. Rabinowigz l18] y w. velte {20}, [21]
entre otros. _

Con respecto al problema dependiente del tiempo, se
sabe, gracias a los trabajos de J. Leray |13-15| y E. Hopf
[12], que si los datos son suficientemente regulares, existe

al menos una solucidn, siendo ésta finica si n = 2.

Las ecuaciones de Navier-Stokes juegan un papel muy
importante en numerosos campos de la Ciencia y la Ingenie-
ria. Por ello, generalmente, se necesita una descripcidn no
s81lo cualitativa de sus soluciones sino tambié&n cuantitativa.
Debido a la presencia de t&rminos no lineales (u.V)u, su
resolucidn presenta grandes dificultades y la solucidn exac-
ta s51o se ha obtenido en un reducido nfimero de casos. Por

ejemplo, en los casos estacionarios siguientes:

(1) Movimiento de un fluido viscoso engendrado por la rota-
cidén de un disco plano inmerso en el mismo, que gira

alrededor de su eje. (T. K&rmén, 1921).

(2) Movimiento de un fluido entre dos paredes planas gque

forman un &ngulo entre ellas. (G. Hamel, 1916).
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(3) Movimiento de un "jet" 8 chorro que sale de un tubo de
pequefio radio situado en un medio ilimitado ocupado en

su totalidad por el mismo fluido. (L. Landau, 1943).

Asf pues, como la integracidén exacta de las ecuaciones
de Navier-Stokes no es viable en general, los datos
necesarios en las Ciencias de la Ingenierfa s8lo pueden
obtenerse mediante cllculo numérico. La resolucidn de dichas
ecuaciones ha sido el objetivo perseguido por muchos autores
en los Gltimos tiempos (para una lista de referencias, cf.

por ejemplo |10, p. 244]).

Se necesitan desarrollar algoritmos de discretizacidn
apropiados, gue conjuguen rapidez de cidlculo y ahorro de
memoria, pero hay que tener en cuenta otra dificultad y es
que las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes, en
muchas condiciones realistas, son altamente oscilatorias
("comportamiento cadtico") pdr lo que se corre el riesgo de
obtener una informacidn infitil si se desea resolverlas con
excesiva precisidn. Este comportamiento cadtico (& turbulen-
to), s8lo puede ser descrito parcialmente y ha motivado
recientemente un andlisis exhaustivo, basado en técnicas
estadisticas, en técnicas de perturbaciones singulares & en

otras (cf. por ejemplo |16]).

La aproximacidn numérica del problema de evolucidn de
Navier-Stokes se realiza en dos etapas; primero se discreti-
za en la variable t y, posteriormente, se realiza una

aproximacidn en las variables espaciales.

Para llevar a cabo la aproximacidén en tiempo existen
muchos esgquemas clisicos y naturales, algunos de los cuales

estin expuestos en el Par8grafo 0.3.

Los esquemas descritos en el Capitulo I, se basan en un
método de tipo direcciones alternadas mﬁy parecido a los
métodos de paso fraccionario (referencias bfsicas son Yanen-
ko |21| y Marchonk |16]). Actualmente, se han usado mé&todos
de esta clase para resolver multitud de problemas evoluti-

vos; en particular, en relaciédn con las ecuaciones de N-S,
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han sido desarrollados por Chorin |1-4] , Fortin |9}|, Té&mam
119] y Glowinski |10|. En concreto, los esquemas ALG 1 y ALG
2 descritos en el Pari&grafo 1.1, son una adaptacidn de otros
dados por Glowinski en |11], cuyas propiedades de convergen-
cia no habian sido estudiadas hasta el momento pero gue han

sido implementados para aplicaciones industriales, habié&ndo-

se obtenido muy buenos resultados numéricos (Par&grafo 0.6).

El método de direcciones alternadas utilizado, permite
separar las dos dificultades fundamentales que aparecen

ligadas al tratamiento numé&rico del problema:

i) La presencia del t&rmino no lineal (u.V)u. gque
impide la resolucidn directa del problema discreti-

zado en tiempo,

ii) La condicién de incompresibilidad div u = 0, que
"liga” las distintas componentes de la velocidagd;
de tal forma, al final quedari por resolver un nimero finito
de

a) Problemas elfipticos lineales, donde permanece la

condicidn div u = 0,

b) Problemas elipticos quasi-lineales, donde la incdg-
nita queda libre de la condicibén de incompresibili-
dad.

En el Parigrafo 1.2 se describen las aproximaciones en
espacio de dichos esquemas, considerando una aproximacién
externa de Hilbert del espacio H;(ﬂ)n. Postefiormente se dan
varios ejemplos de aproximaciones en el sentido de las

diferencias y elementos finitos.

El objetivo fundamental de este trabajo ha sido 1la
obtencidn de propiedades de estabilidad y convergencia para
los dos esquemas descritos, ALG 1 y ALG 2 (Capfitulos II y
III). Con objeto de lograr estas propiedades, ha sido

necesario modificar ligeramente los esquemas originales,
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debidos a Glowinski, sobre todo en lo gque respecta al trata-
miento del t&rmino no lineal. De esta manera, usando un
m&todo de demostracidn del tipo empleado por Témam en |19]
para esquemas nis simples, hemos conseguido demostrar gque,

bajo ciertas hip6tesis de consistencia verificadas por la

aproximacidn en espacio, ambos esquemas son (al menos) con-

dicionalmente estables. Esto es, si los pasos de discretiza-

cidén en espacio y tiempo poseen una cierta relacidn entre
s{, entonces los algoritmos producen soluciones aproximadas
gque convergen (en un cierto sentido) a la solucién del
problema de Navier~-Stokes. La etapa m&s compleja de 1la
demostracidn prueba que, junto con otras hipdtesis adiciona-
les, en el caso de n=2, se obtienen ciertas propiedades de

convergencia de carficter "fuerte".

De los dos esquemas, ALG 1, con dos pasos intermedios,
es mis simple que ALG 2 ( de tres pasos intermedios), pero
posee un error de truncamieqto de menor orden. Si bien, en
la prictica, ambos resultan &proximadamenge igual de costo-
sos, pues la mayor parte del tiempo de cllculo se emplea en
la resolucibdn del problema gquasi-lineal, y &ste aparece una

sdla vez en cada etapa.

Los resultados principales de este trabajo, contenidos
en los Capftulos II y III, se basan en los que aparecen en
las referencias |5-7]|. Algunas experiencias numéricas que
ilustran las mencionadas propiedades de convergencia, pueden

encontrarse en |8].

El Capitulo IV comienza con la descripcibdn del mé&todo
utilizado para la resolucién efectiva de los problemas
lineales y quasi~-lineales obtenidos después de discretizar.
Para los problemas quasi-lineales, se utiliza un mé&todo de
tipo gradiente conjugado tras reformular el problema en el
sentido de los minimos cuadrados. Los problemas lineales se
resuelven utilizando un m&todo iterado del tipo de Uzawa.
Por Gltimo, recordamos que los problemas de tipo Dirichlet
obtenidos en ambos casos, dan lugar, tras la discretizacidn
en espacio, a sistemas lineales que pueden resolverse me-
diante métodos directos como por ejemplo el m&todo de

Cholesky.
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En un sequndo apartado, se comenta el problema relativo
a condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogé&neas y
de tipo Fourier, gque corresponden al movimiento de un fluido

alrededor de un obsti8culo y/d en un canal.

El Capitulo IV finaliza con una aplicacibén tecnolbgica ~

importante, ligada a la determinacibén de perfiles aerodiné-
micos (airfoils) de carfcter Sptimo: problema de control
geométrico con la ecuacidn de Navier-Stokes como ecuacidn de

estado.
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0.1. DESCRIPCION FISICA DEL PROBLEMA.

Supongamos que un fluido se mueve en una regién Q de R
durante un cierto intervalo de tiempo [0,T], T >0. Aquf, n=2
65 3.

Las ecuaciones de la Mecfnica de Fluidos describen el
comportamiento del mismo y se basan en las llamadas Hipdte-

sis del Continuo, que dicen:

1.- Para todo t € [0,T], existe una funcién vectorial

u(.,t): 9 + R" llamada campo de velocidades en el tiempo

t con la propiedad de que toda partfcula inicialmente
situada en un punto x € 2 describe la curva y =¥ (x,t)
donde V es solucidn del problema de Cauchy

a -
a%) = u(¥,t) , t ¢ [OIT]
(0.1)

Vv (x,0) = x

Supondremos u, al menos, lo suficientemente regular
para que este probléma tenga solucidn finica. La funcidn
by Q@ — 9 , definida por Ve lx) = y(x,t) Xe Q.

llamada campo de flujo en el instante t, es un difeomor-

fismo.

2.- Para todo t ¢ [O,T], existe una funcibdn escalar p(.,t):Q

- R llamada densidad del fluido verificando:

p{x,t)>0 xe Q

Si W es un conjunto medible contenido en 2, tenemos:

(0.2) m(w,t) = /; p(x,t) ax

donde m{(W,t) es la masa que ocupa el fluido en el tiempo
t.
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A continuacidn, deduciremos un sistema de ecuaciones en

derivadas parciales gue deben satisfacer u y p -«

La primera relacidn es consecuencia del Principio local

de conservacidn de la masa que dice:

"Sea W una bola incluida en & ; llamaremos Wt al

conjunto

wt = vt(W)zv(w,t)

o sea: W, es la regidén de 2 que ocupan las particulas

que inicialmente estaban en W en el tiempo t.

Consideremos la funcidn

(0.3) t ¢ [0,T]— m(W,_,t) =j ply,t) dy :
W
t

el Principio afirma que esta funcidn es constante.”

En otras palabras, la masa asociada a las particulas

permanece invariante a lo largo del tiempo.

Supondremos p suficientemente regular. Asf, si se cum-

ple el Principio de conservacidn de la masa, tendremos:
4a
(0.4) —f p(y,t) dy = 0

dt
Wy

A partir de aqui obtenemos la Ecuacidn de continuidad. Para

ello, tomando

avi
J(x,t) = det { — (x,t)}
exX.
J
y aplicando (0.1), resulta J(x,0) = det(Id.) = 1 ; suponga-
mos T lo suficientemente pequefio para que J(x,t)> 0 ¥ t
e [o,T7].

Veamos que ¥ t € [0,T] se verifica:
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——

ot

En efecto,

ot

Teniendo en cuenta

INTRO-3-

n

J(x,t)= E

i=1

Gui

™ (V(x,t),t)
i

J(x,t)

= div u(¥(x,t),t).J(x,t).

J(x,t) =

= det

+ det

+ det

que

por ejemplo para n=3,

du, v, A
ax1 ax2 ax3
st avz 8*2 BWZ
ot € ax1 3x2 ax3
8v3 8¢3 3¢3
_3x1 3x2 ax3
[ v, 2 % g ¢
at 3x1 it axz 9t 9
8% avz awz
X 4 Xq X4
3w3 3W3 8W3
3x1 ax2 3x3
-
axv1 3‘#1 801
3x1 3x2 8x3
3- awz 5 3W2 2- ]
ot ax1 ot ax2 9t 9
8% 3v3 8v3
ax1 X, 8x3
[ 2 ¥, 2 ¥, v,
ax1 axz 3x3
awz BWZ 3¢2
3x1 8x2 3x3
EL a¢3 3 81% 3
It Ix, 3t 3x2 3¢

N

a

w

1
w
i
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IR P 2 3y, duy 3 duy W,
= = = (W(x,t),t) = ] z==.o==,
3t 3xy 9x; dt Ixy k=1 ¥k %4
obtenemos, como querfamos, que‘
3 du, du, du,
5T Jx.t) = ¢ T, T E, ) . J(x,t)

= div u . J(x,t) = (V.u) J(x,t)

Hagamos ahora en (0.4) y = v(x,t). Entonces

4a
a-z [j p{v(x,t),t) . J(x,t) dx]
W

o
[

3p q 3p (e
= {[at(‘v(xlt)lt) + 2 ‘—(w(xlt)lt)'.a_g]a’(xlt)
W i=1 %4

+ div u(yp({x,t),t).J(x,t). p (V(x,t),t)} dx

at R X

n .
=f [E—p(y) + ] -ig-(y).ui(y) + p(y).div u(y)] J(x,t) ax
W i=1 i

=f [%E + div(pu) ] dy
We

en esta {(ltima igualdad, se ha deshecho el cambio de varia-

ble y hemos tenido en cuenta que

Vopsu + pdiv u = div(pu)
Hemos obtenido pues que

j” %{ + div(pu) ] dy = 0 v W
We

de donde se deduce la ecuacidn de continuidad:

[-%4

(0.5) -‘:-:+div (p.u) =0 en Qx[o0,T]

ar

La ecuacidn (0.5) puede tambien escribirse en la forma
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(0.57) j %%dx=-f div(pu) dx s-[ pu.n 4T
w w w

¥ WCcQ , bola abierta y ¥t ¢ [0,T] ,

donde K(x) es el vector normal unitario exterior a W en los
puntos x € 3W y dI' es 1la medida superficial de W, definida
del modo habitual. Asf escrita, (0.57) significa que la
variacidn de la cantidad de masa habida en W en el instante
t coihcide ( cambiada se signo ) con la cantidad de masa que
sale de W ( a través de 3W ) en dicho instante.

-

Por otra parte, la 22 Ley de Newton & Ley de equilibrio

de los momentos nos dice que "La variacién sufrida por la

cantidad de movimiento en una parte del fluido, en un ins-
tante t, es igual a la resultante de las fuerzas gue se le

aplican”, esto es:

4 .

0. — P. =

(0.6) dt./. u dx ﬁw _¥ W
Wy t

donde p.u es el vector densidad EE momento ( & simplemente

momento ) y % la resultante de las fuerzas aplicadas
t

sobre la regidn Wy

-
A partir de ahora, supondremos que el vector Fw se
t
descompone en la suma de dos vectores, gue agrupan respecti-

vamente a las

a) Fuerzas de interaccidn ( 8 fuerzas de tensidn ), determi-
nadas por una densidad superficial, cuya resultante seré§
designada por T .

Wy
b) Fuerzas externas (debidas a la accidn de la gravedad, de

>
un campo magnético...), de resultante BW .
t

Se dice que un fluido es ideal si todas las fuerzas
superficiales son normales, esto es: existe una funcidn

escalar p: 2 x[0,T]— R (llamada presidn del fluido y sufi-
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cientemente regular), tal que:

-+ >
(007) Tw = - p-n dr thu
t W,

En otras palabras, dos capas adyacentes del fluido sdlo
interaccionan en la direccidn normal y las particulas estén

libres de rozamiento interno. Se suele decir tambié&n que el

fluido es8 no viscoso ( c¢cf. m&s adelante ).

Supondremos tambi&n que existe f: & —» [O,T] — R?, un
campo de fuerzas integrable, tal que las fuerzas externas

aplicadas a Wt vienen dadas por:

(0.8) B =f of dx
We
We

As{ pues, en un fluido ideal se verificara:

d -+
0. — = - . + .
(0.9) It pu dx f p.n 4r f p.£f dx Wy £
W, AW, We

Con objeto de reducir (0.9) a una ecuacién puntual,

m
o+
«
=

utilizaremos el conocido

Teorema del Transporte :

"Si g: Q@ x [0,T]—¢ R™ es suficientemente regular y W es

una bola contenida en 2, entonces la funcidn

t — y(t) = jr ply,t) g(y,t) dy
Wy

es continuamente diferenciable y ademés

Y'(t) =./~ ply,t) [ %%(y,t) + (uly,t).V)gly,t)] ay "
W
t

En efecto, haciendo y = yp(x,t) obtenemos

Y(t) =~/~ pP(V(x,t),t) g(¥(x,t),t) . J(x,t) dx
W
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y de aqui

Y'(t) =[[ -:?"-+ u. Vp + pdiv u ] g J(x,t) dx
W

+-/. o[ %2 + (u.v)g] J(x,t) dx.
W t

Teniendo en cuenta {(0.5), llegamos a

Y'(t) =[ p(
We

+ (u.V)g) dy

4

En consecuencia,

r 4 Ju
= ( pu dx ) =.j~ p( == + (u.V)u ) dax

(0.10) 1Y

f p( 3—‘3+ {u.V)u ) dx=-f vp dx + jpf dx
It
Wt ‘ W w

t t

\

Como (0.10) debe ser cierto para toda bola contenida en

2, obtenemos la llamada Ecuacién de Euler:

(0.11) - + {(u.V)u = -~ + £ enqQx [0,T]

La ecuacidén (0.11), 3junto con (0.5), constituye un
sistema de 4 ecuaciones con 5 incbégnitas (las tres componen-
tes de u, pypr) si n=3, 68§ 3 ecuaciones con 4 inc8gnitas si
n=2. Luego necesitamos m&s ecuaciones para llegar a una

descripcidn completa del movimiento del fluido.

Para ello, utilizaremos el Principio de conservacidn de

la energfa, que afirma que la energfa total del sistema se
mantiene constante a lo largo del intervalo[0,T]. Sea Evot

la energia total; entonces:

Etot ® Bcin * Ejnt * Eext -

donde



INTRO-8-

P _ 1 2
Egin = Energfa cinética = 5.[ plul® ax ,
Q
Eint = Energfa interna del fluido,
Eoxt = Energfa externa del fluido, debida a 1la

accidn del campo de fuerzas f.

Por simplicidad en lo que sigue, supondremos que

d

(0.12) EEEext

Esto se verifica al menos para f =cte.

De acuerdo con el mencionado Principio,

d

(0.13) 35 [EBcin * Bypel = 0O

Estudiaremos dos casos particularmente interesantes:

1) Supongamos E ;, = cte. ; por (0.13),

d 1 2 -
(0.14) 3t ( 3 ‘Azplul dx ) = 0

y de aqui tenemos, utilizando de nuevo el Teorema del trans-

porte, gque

3
(0.15) /-u p( = + (u.V)u ) ax = 0;
Q t
usando la ecuacidn de Euler (0.11) con £ = 0, tenemos que
(0.16a) f u.Vp dx = 0 ,
Q

de donde, gracias al Teorema de la divergencia, llegamos a:

>

(0.16) - ]. (div u ) p dx + ~[ p.-u.n dT =0
Q IN

Una suposicibdn completamente natural es (para una fron-

tera en reposo)



(0.17) u.nj = 0 ;

dicho de otra forma, el fluido no puede atravesar la fronte-

ra sélida 39(1). De (0.16) v (0.17), obtenemos:
(0.18) fp.divudx=0
Q

Para gque se verifigque (0.18) basta con gue se tenga
div u = 0 en S!x[O,T].

Es decir, la Ley de conservacidn de la Energfa, se

verifica automaticamente si imponemos
(0.19) div u = 0 ,

lo cual se traduce en el hecho de que el volumen ocupado por
el fluido no varia en el tiempo, o sea, el £luido es i&ggg:
presible (en efecto, %% = (div u) J ). Adem&s, para un
fluido ideal incompresible, la energia cigética se mantiene

constante.

En este caso, las ecuaciones que describen el movi-

miento del fluido quedan como sigue:

— d . =
T iv (p .u) 0
(0.20) < 3% + (ueV)u = - %2 enQx (0,T)
_ div u = 0

2) Supongamos ahora que la energfa interna del fluido viene

dada por una expresidn de la forma

Eint =j; puw dax ,

- . . A e VS e e w  We TS R L e e . "  —

(1) La condicidén (0.17) recibe el nombre de condicién de

deslizamiento (slip condition).
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donde w= w(x,t) es una determinada funcidén ( densidad de

-

energia & entalpia por unidad de masa ).

Usando (0.13) y (0.16a), obtenemos :

(0.21) f u(pVu - Vp) dx +f 0% ax = 0
Q Q t

Hagamos sobre el fluido la llamada Hipdtesis ES isen-

tropicidad:

"Supongamos gue existe OCR, Q= (py+/Pq) Y que existe

un difeomorfismo R :  — R, estrictamente creciente tales

que:

i) =« L;.oc ([Po'p1])

ii) p(x,t) €0 v (x,t) ¢ 2x [0,7]
p(x,t) e ¥ (x,t) € 2x (0,T)

iii) p(x,t) = R(p(x,t)) ¥ (x,t) ¢ nx[o;T]

En estas hipdtesis, si tomamos

P(xlt)
_ ds
(0.22) w(x,t) —jﬁ sy ¢
Po

se anula el primer sumando de (0.21); teniendo en cuenta que
si p es solucibén de (0.11) entonces (p + cte) tambié&n lo es,

basta elegir Po de forma adecuada para que se tenga
(0.23) ]p(x,t) ax = 0 ,
1]
y entonces tambié&n se anulari el segundo sumando de (0.21).

Asf pues, en el caso de un fluido isentrépico, se

conserva la energfa total y las ecuaciones del movimiento se

convierten en:

10
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ap

3; + div (pu) = 0
(0.24) { %% + (a.V)u = - en 9x (0,T)
P
| P = R(p) w=f i—‘-(l-’-:;—)
Po

Un caso particular de fluidos isentr8picos lo constitu-
yen aquéllos que verifican la ley de los gases perfectos :

p = ApY .

Tanto (0.20) (fluido ideal incompresible), como (0.24)
{(fluido ideal isentrdpico), deber8n ser complementados con
condiciones iniciales para u y p (salvo si las soluciones
buscadas son estacionarias), y con la condicidn de contorno

(0.17) (cond. de deslizamiento).

Hasta ahora, hemos trabéjado con la hipdtesis (0.9) de
fluido ideal. Esta hipdtesis parece admisiile para el estu-
dio de determinados movimientos de un fluido tales como
problemas de cafda libre ("jets"™), pero no es apropiada en
otros casos. Por ejemplo, cuando se considera el movimiento
de un fluido en torno a un obstfculo, no es 1lfcito suponer
(al menos cerca de &ste) gque no existen fuerzas de roza-

miento interno entre las particulas.

Supondremos ahora pues que el fluido es no ideal , esto
es, que pueden existir fuerzas tangenciales entre dos capas

adyacentes del mismo.

Por la ecuacidn (0.9), tenfamos:

(0.25) F = j Pou dx = T +T3w
We W Wy t

t

e

y estamos suponiendo ahora que:

> -> >
(0.26) T = i/. p-n ds-i[ o(x,t) n ds ,
w "
t oW, W,

11
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donde g‘es una matriz no singular que introduce fuerzas
superficiales no necesariamente normales. Estas fuerzas,
debidas al rozamiento entre las particulas, reciben el nom-

bre de Fuerzas de viscosidad, y se dice entonces que el

fluido es viscoso.

Algunas consideraciones de simetrfa (6 isotropfia del
fluido, véase por ejemplo /15/) llevan a la conclusgién
siguiente:

4"

donde

Id.

tensor (matriz) identidad ,

D = tensor linealizado de deformaciones,
suy au
1 i J
D = - ——— e ct—— -
ij 2 (BXj axi)'

A, u: 9x [0, T] - R
>0 viscosidad dinfmica del fluido (1)

Llevando (0.27) a (0.25) obtenemos la ecuaciébn de Na-

vier-Stokes :

a»
[

(0.28) (

+ (u.V)u ) = =Vp + (A+p) V(div u) +udu + 90 £

@
ot

que, junto con la ecuacidn de continuidad (0.5) y alguna ley

de conservacidn de la energfa, determinan el movimiento de

un fluido viscoso y compresible.

e - D wm D S e S M Em e b e -

(1) Generalmente, ;, s6lo depende de la temperatura, i.e.
u(x,t) = M(e(x,t)) para O6(x,t) la temperatura del flui-

do en el punto x y en el instante t.

12
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Si suponemos ahora que el fluido es viscoso, incompre-

sible (i.e. div u = 0), isotermo (luego u = cte.) ¥y ho-

mogéneo {i.e. con densidad constante op ); llegamos a la

p
o
ecuacidn incompresible de Navier-Stokes:

u
(0.29) po( 32 + (u.9)u ) - pydu + Vp = £
en Q X (OIT)
(n.30) div u = 0

Dividiendo (0.29) por Por introduciendo la cte. v=u /Py (la

viscosidad cinemdtica del fluido) y realizando un cambio

evidente de notacibdn para p y para £, llegamos a la forma

mds usual:

(0.31a) =< vau + (u.V)u + Vp = £ ,
(0.31b) div u = 0.

Otro punto de vista consiste en suponer que (0.31) es
la versién adimensional 8§ normalizada de la ecuacidn de
Navier-Stokes (0.29), a la cual se llega como sigue. Ponga-

mos

Pep’ sy P = PaepP’ +, 0 = uzu’ , X = Lex’ ,

ko)
[}

(0.32)

t = T,t’ ,f=(g§r21’-)f’
*

donde Pes Ly y T4 son respectivamnete una densidad caracte-
ristica, longitud caracter{stica y tiempo caracteristico

para el fluido y uy = Le/Ty , Px = u% Py

Sustituyendo en (0.29), llegamos a (0.31) con las can-

tidades adimensionales u’(x’,t’), p’(x’,t’), £/(x’',t’), pero

en este caso V esti sustituido por Re_1, donde

Py

(0-33) Re = —‘,l- L*U.*

es el nimero de Reynolds del fluido. Una consecuencia impor-

tante del hecho de que esta normalizacidn es posible para

13
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cualquier fluido viscoso incompresible isotermo y homogé&neo
es la ley de similitud de Reynolds: " El movimiento del
fluido s81lo depende de la geometrfa de @, del instante t y

del par&metro Re".

El pardmetro Re posee muchas y muy diversas
interpretaciones (recué&rdese que, en el problema normalizado
(0.31), v= Re"1). Probablemente, la mis importante es la que

dice que Re es el cociente de los &rdenes de magnitud entre

las fuerzas convectivas &6 de transporte (i.e. fuerzas
inerciales) y las fuerzas de rozamiento interno &

viscosidad. En efecto, dicho cociente vale

om(oo(u.V)u) p*uf/L* P,u, L,
= = = Re

om( uadu) uu*/Lz H

Supongamos gque Re posee un valor muy grande; en este
caso las ecuaciones de N-8 incompresibles se aproximan for-
malmente por las ecuaciones de Euler. Sin embargo, en las
hipbtesis de existencia de paredes s6lidas en reposo, se
observa la aparicidn de grandes variaciones de la velocidad
tangencial que <convierten el problema de paso al limite
Re - + = en un problema de perturbaéiones singulares de
tratamiento muy complicado. Esto ocurre, por ejemplo, en el
caso del movimiento de un fluido en torno a un obstéculo

(cf., por ejemplo, [5,20]).

Si, por el contrario, Re posee un valor prbéximo a 0,
entonces una buena aproximacién del problema de Navier-

Stokes es el llamado problema de Stokes, que posee carfcter

lineal:
Ju 1 _
3t Re Au + vVvp = £
(0.34)
div u = 0

El tipo de movimiento seguido por el fluido se denomi-

na, en este caso, deslizante ("creeping motion").

En este trabajo, supondremos siempre gue el movimiento

14



INTRO-15-

del fluido viene regido por (0.31), junto con otras condi-
ciones (iniciales y de contorno) complementarias. Haremos la

hipdtesis siguiente de regularidad de Q:

Qes un abierto acotado de R® con n=2 8 3, de

(0.35) ¢ frontera ' = 32 suficientemente regular (por

ejemplo, continuamente diferenciable a trozos, con

i  localmente situado a un lado de T ).

La primera cuestidn concerniente a (0.31) es 1la
determinacidn de un problema de contorno bien planteado que
le esté asociado. Esto es afin un problema abierto, pero
parece (y ha sido probado en el caso de n=2) que (0.31) debe
ir completado con las siguientes condiciones iniciales y de

contorno:

- Condicidén inicial:

(0.36) u(x,0) = u (x) 'x € Q (u, dada)
- Condicidén de contorno:
(0.37) u(x,t) = g(x,t) X €T t € (0,T) (g dado)

Aqui, debido a la incompresibilidad del fluido, el dato g ha

de satisfacer:

fg.ﬁar =9 (M
r

La condicién (0.37) determina el valor del campo de
velocidades sobre Q& . Asf, g(x,t) es la velocidad del punto
X, situado sobre la "pared" 32 en el instante t. Si por
simplicidad, suponemos que la pared estd en reposo, (0.37)

se convierte en

- e T wE - . - - -y = S . wp af v S w wm =y wm

En efecto, si u es solucién de (0.31), (0.36), (0.37),

tenemos:

> >
/ g.n ar [ w.n dr = f div u dx = 0
r Q

15
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(0.377) u(x,t) =0 xeQ , £t € (0,T)

y nos dice que el fluido 8e adhiere a la pared {condicidn de
no deslizamiento, "no-slip condition"). Desde el punto de
vista matemdtico, (0.37) es una condicidn adecuada, ya que
la e.d.p. que verifica u es (ahora y no antes, en el caso de
un fluido ideal) de tipo parabdlico (i.e. posee derivadas

segundas espaciales y sbdlo derivadas de primer orden en t).

Finalmente, digamos que, cuando se pretende determinar
soluciones estacionarias (i.e. independientes de t) de
(0.31), la condicidn inicial deja de tener sentido y sélo
(0.37) debe ser utilizada para completar el sistema de

ecuaciones (de carlcter eliptico):

= vidu + (u.V)u + Vp = f
(0.38)
div u = 0

16
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0.2.- RESULTADOS TEORICOS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.-

A continuacidn, especificaremos la notacidn utilizada
en este trabajo, fijaremos nuestro marco funcional y enun-
ciaremos algunos resultados conocidos de existencia, unici~-
dad y regularidad de solucién para el problema de Navier-

Stokes, tanto en el caso evolutivo como en el estacionario.

Como en la Seccidn precedente, sean 2 C R® un abierto
acotado(n=2 6 3) verificando (0.35), T>0 y 9 = ax (0,T).

Usaremos las siquientes notaciones:

a) Para un conjunto OCRYI, DY) = {¥/ v ¢ C(Y), soporte

de VCO! (espacio de las funciones test sobre Q).

b) c® Q) = £/ ¢ cO(R), cC cte. tal que [£(x)-£(x7)]<

a -
Clx-x7| ¥ x,x’ € 1} , con ae(0,1] , (espacio de fun-
ciones continuas y @ -Holderianas en 5).’Es un espacio de

Banach con la norma

[ £(x)-£(x*)|

(0.39) IElN = max |f(x)}| + max 5
coro X €Q x,x'¢eQ  |x-x]|
G] 02 - o,
c) c ¢ (Q) ={f/ £f e C°(Q) ¥ 3c,,C, ctes. tal que
’

o
If(x,t)-f(x’,t)l‘s_c1 |x-x"| 1 ;
%2
TE(x,e)-£(x,t’)| £c, [t-t']
¥ (x,t), (x',t), (x,t’) ¢ Q }

con a1, o, € (0,1] . Es un espacio de Banach con la norma

'f(xlt)-f(X'lt)'

£ ae o= max Jf(x,t)] + max
xjt 2 Q Q |x'x'|a1
(0.40) ’
+ max lf(x,t)-f(z.t ) |
0 le-tr] 2
a) '(9) = {v/veL?(a), vver(a)™} , espacio de Hilbert

para la norma:

17
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(1)

(0.41) vl ] = (f IvI2 dx + f Ivvl2 dx ) 1/2
H Q Q
e) H;(Q) = adherencia de D(g) en H1(n); en H;(n), la semi-~-

norma

(0.42) vl = (f lvvl? ax )1/2
Q

1
Hy

es de hecho una norma, equivalente a la norma de H1(n)
(gracias a la desigualdad de Poincaré, que dice que
J1v12 ax <c(2) [1vv]2 dax ¥ ¥ eD(92), donde C(R) es una

constante sd8lo dependiente de Q).

espacio de Banach para la norma

(0.43) vl

j]Djv|de)1/P

( I IpdvP )1V/P=¢ !
<m'n

wheP 131 <m LP 131
g) U=1{v/v ¢ D(2)®, div v =0 en 0}

h) V = adherencia de U en H;(Q)n; V estard dotado del pro-
ducto escalar y la norma inducidas por H;(ﬂ)n, que llamare-

mos respectivamente (.,.) y .l .

i) H = adherencia de U en Lz(ﬂ)n; estf dotado del producto
escalar y la norma inducidos de LZ(Q)n + que llamaremos

respectivamente (.,.) ¥y |.] .

El espacio V es un subespacio de H denso en &l. Ademés,

(2),

la inyeccidn VGH es compacta Denotemos por H’ y V'’ los

espacios duales de H y V, y sea i 1la inyeccidn de V en H.

(1) Agui las derivadas se entienden en el sentido de las

. . . v v
distribuciones sobre Q@ ( Vv = (D1v,...,Dnv) (;;r,...,s;;)).

(2) Aqui se utiliza de forma esencial que () es acotado.

18
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*
El operador adjunto i es lineal y compacto de H’ en V'.
Como es habitual, utilizaremos el Teorema de Riesz para
identificar H y H’, llegando asf a las siguientes inyec-

ciones (todas compactas):
VGH sH' G V'’

Aqui, cada espacio es denso en el siguiente.

Como consecuencia de las identificaciones anteriores,
el producto de dualidad <f,u> entre f ¢ V/ y u € V es una
extensidn del producto escalar en H y, cuando f € H, tene-

mos

<f,v> = (f,v) ¥Vveyw

j) b(u,v,w) =j;ui Divj w g dx ¥ u,v,w € H;(ﬂ)n-

b es una forma trilineal continua sobre H;(ﬂ)n que verifica:

(0.44) b(u,v,v) = 0 ¥ u eV v € H;(Q)n:

(0.45) b(u,v,w) = -b(u,w,v) YV u ¢V v,w € H;(Q)n-
~ 1

k) b(u,v,w) = = (b(u,v,w) - b(u,w,v)) ¥ u,v,w ¢ H;(ﬂ)n

A

b es también una forma trilineal continua sobre H;(ﬂ)n que

verifica (0.45) para u eH;(ﬂ)n,

(0.46) b(u,v,w) b(u,v,w) s8i u &V v,w € H;(ﬂ)n:

(0.47) ﬁ(u,v,v)

[
o

¥ u,v € H;(Q)n.

Nuestro objetivo es resolver el problema incompresible
de Navier-Stokes con condicidn de Dirichlet homogénea, cuya

formulacidn clisica es la siguiente:

Hallar una funcidn u: & x [0,7] — R® y una funcién

p: @x[0,T]— R tales que:

]
(0.48) 3% - vAu + (u.V)u + grad p = £ en Q ,
(0.49) div u = 0 en Q,
(0.50) u = 0 sobre T'x (0,T),
(0.51) u({x,0) = u,(x) en &2,
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donde f y u_ son funciones dadas, definidas en g x[(0,T] ya@

o
respectivamente.

Supongamos que u y p son soluciones (clésicas)
de (0.48) - (0.51), u € C2(Qr p ¢ C'(Q). Obviamente
u e L2(0,T;V) Y, 8i v es un elemento de U es f&cil ver
(122]) que

(0.52) %E (u,v) + v({u,v) + b(u,u,v) = (£,v) .

Por densidad, es inmediato que (0.52) se verifica cual-
quiera que sea v en V. Esto sugiere la siguiente formulacibn
débil del problema (0.48)-(0.51)

Dados f ¢ LZ(O,T;V')y u, € H, hallar u tal que:
(0.53) u e L2(0,T;V) AL (0,T;H), ,
(0.54) S5 (u(t),v) + v(u(e),v) + blult),u(t),v) = (£(£),v)

at
¥vev, tc.p.d. en [0,7],

(0.55) u(0) = u,

Antes de referirnos a la existencia de solucidn de
(0.53)-(0.55), serdi necesario justificar que la condicién
inicial (0.55) posee sentido. Es relativamente sencillo
probar que si u € L2(0,T;V)NL (0,T:H), entonces u :[o,7]—
V coincide c.p.d. en [0,T] con una funcidn continua de [o,T]
en V7’ (recuérdese que Vg H oV’ con inyecciones compactas y
densas). Por tanto, la igualdad (0.55) posee sentido enten~-

dida como una igualdad en V' J”

La existencia de solucidn de este problema estd asegu~

rada por el siguiente resultado debido a Hopf (cf. |14]).

{1) De hecho, cuando n=2, puede probarse que u coincide
c.p.d. en [0,T] con una funcidn absolutamente continua
de [0,T] en H y puede darse un sentido a (0.55) como

igualdad en H.
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Teorema 1.2 Dados f y u_. en las condiciones precedentes,

o
existe al menos una funcidn u gque satisface (0.53)-(0.55).

Ademids, si n=2, u es la inica solucidn.

Puede probarse sin excesiva dificultad que si u es_
solucidn de (0.53)-(0.55), entonces define una distribucidn

con valores en R"
(x,t) ¢ @ — u(t)(x) ¢ R"

tal que existe una nueva distribucidn p e D’(Q) junto con 1la
cual u es solucidn (generalizada, es decir en el sentido de
las distribuciones sobre Q) de (0.48)-(0.49). Ademds, como
u{(t) ¢ V c.p.d. en [0,T] , también se tiene (0.50) en un
sentido generalizado ; finalmente, (0.55) es una formulacidn
débil de (0.51). La relacidn existente entre las soluciones
clisicas y generalizadas de (0.48)-(0.51) gqueda determinada
por las hipbdtesis de regularidad que se hacen sobre algunos
de los datos (f, u, y @) del problema. En este sentido,

tenemos el siguiente resultado de regularidad (cf. |13}]).

Teorema 1.b Supongamos f ¢ ci?th(Q) para algiin h >0,
T 2

(0.56) jﬁ (1£] + |ft|) dt <= , uy € VN w2’ (2)
0

y 30 de clase c2. Entonces, toda solucidn generalizada u del
problema (0.53)-(0.55), es una solucidn cl&sica; mis preci-
samente, es una funcidn continua en Q, las derivadas Diu p
Dj4u + 1£1i,3 <n, son HElder~continuas y la derivada D,u es
continua en Q. Adem&s la presién p tendri derivadas Dyp

continuas en Q, 1 <i <n.

En el caso de un fluido en régimen estacionario, i.e.

independiente del instante de observacidn, el problema con-

siderado es

(0.57) -vaAu + (u.v)u + grad p = £ en Q
(0.58) div u =0 en Q
(0.59) u = 0 sobre T

bR
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Al igual que hicimos antes, si £, u y p son suficiente-
mente regulares y satisfacen (0.57)-(0.59) entonces u ¢ V y,

para cada v U,
(0.60) v{u,v) + b(u,u,v) = (£,v) ;

por densidad, (0.60) debe verificarse cualguiera que sea Vv
en V. Reci{procamente, si u € V y verifica (0.60) ¥ ve<U ,
entonces u define una distribucidn sobre 2 con valores en R
y ademds existe una distribucibdn p e 9’(92) tal gque el par
(u,p) verifica (0.57)-(0.59) en el s8sentido generalizado
habitual.

Asf, la formulacidn variacional 6§ generalizada del
problema estacionario queda: dada £ € Vv’, hallar u € V tal

que:
(0.61) vi{a,v) + b(u,u,v) = (£f,v) ¥ v e V.

Tenemos los siguientes resultados (para la demostra-

cidén, véanse |22| y 113]| resp.):

Teorema 2.2 Dada f ¢ V’, existe al menos una funcién u ¢ V

que verifica (0.61). Adem&s, existe una constante C = C(n)

(i.e. s6lo dependiente de n) tal que, si

(0.62) vZ>cin) gl ,
V’

la solucidn de (0.61) es finica.

Teorema 2.)b

a) si £ ¢ LY ()™, r>6/5 , y 30 es de clase Cz, entonces

toda solucidn generalizada (u,p) del problema (0.61) verifi-

ca: u ¢ Wz'r(mn, grad p € LY(2)® yv ademds

(0.63) llall + llgrad pll L C
w2,r Lr

donde C = C(IIfl 1T, ).
LY
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b) si, ademds r >3/2 y f ¢ CO’QHH, entonces la solucidn es
clisica ; m&s precisamente, u ¢ co,(2-(3/r))(9) y p® u,
grad p ¢ c®/%q) para |g| = 2.

En el caso del apartado a) tenemos que para f ¢ LY ()™®
con r >6/5, las funciones uy ¢ Wz'ra'Ls (1), Y Diuj € W1'rv
& L? de donde “iDi“j € L3/2(Q) (2), Luego la igualdad
(0.61) es una igualdad casi por doquier en Q ; en este
sentido, se dice que u y p son soluciones fuertes de nuestro

problema.

(1) Los teoremas de inyeccidn de Sobolev nos dicen que

1 1 m
WRP(g) e L9(q) 81 = >= - =
( ga=p n

(2) Utilizamos aqui que

/6 ) s/2
6 )
(uyDjus)® dx < [[(uy)°] [[(Piv3’
fn ) fn fn

para 1 = +

[ 1 R/]

; , i.e. para 8 = 3/2.
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0.3. DISCRETIZACION EN LA VARIABLE TIEMPO.

La aproximacidn numérica del problema de evolucidn de
Navier-Stokes se lleva a cabo en dos niveles; en una primera
etapa, se discretiza en la variable t y, posteriormente, se

introduce una aproximacidn en las variables espaciales.

Existen muchos esquemas clisicos y naturales para lle-
var a cabo la discretizacibdn en tfempo. Expondremos a conti-
nuacibén a modo de ejemplo cuatro esquemas bien conocidos
(véase por ejemplo |22]|). Consideraremos el intervalo[0,T]

dividido en N subintervalos de amplitud k,
(0.64) xk = /N, (1)
Asociamos a k y a la funciédn f las f1,“o,fN, donde

(0.65) £ =

b B

mk
J( £(t) 4t m=1...N £f® ¢ 2(q)"
{m=-1)k

En cada esquema definimos recursivamente, para cada k,
una familia de funciones ugn.quﬁ de V (uﬁ es una aproxi-

macibn de u({mk)), comenzando en todos ellos con

(0.66) uf zproyecciédn ortogonal de u, sobre V, para el

producto escalar de L2(g)P".

1.- Esquema semi-implfcito.-

Para mlzo, obtenemos u%+1 de u? resolviendo el problema

lineal:

(1) Por simplicidad, todos los subintervalos de aproximacidn
en la variable t se tomardn de la misma longitud. Un
anflisis similar corresponderia a una eleccidn de "paso

variable".
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1
o (u$+1-uﬁ,V) + V«uﬁ+1,v» + b(uﬁ,u£+1,V) =
(0.67) -

Vv eV ,u?+1sv

(fm+1,v)

El esquema anterior posee un error de truncamiento

local de orden k.
En efecto, (0.67) conduce formalmente a la expresidn

% [u((m+1)k) = u(mk)]-va(u(({m+1)k)
(0.68)
+(u(mk).v)u((m+1)k) + grad p({(m+1)k) = £((m+1)k)

Si suponemos u,p vy £ lo suficientemente regulares (por
ej., C3), obtenemos, desarrollando por Taylor en torno al
valor t = mk, que el error local cometido es

( u, (mk) + k u, (E4) =-vbdu(mk) - kvd u, (£,)

mk T P
(0.69) < + (u(mk).v)u(mk) + k(u(mk).V)u£(53) + grad p(mk)
{ + k grad p,(§,) - f(mk) - kf, (£5) ,

donde mk < €i<(m+1)k para 1<iXf 5.

Teniendo en cuenta gque u y p verifican (0.48) en mk y
que las derivadas de u,p y f permanecen acotadas, obtenemos
finalmente:
(0.70) le

*
£ C; + kC, + kCy + kC, + kCg = kC .

1

[N

mkl

2.-Esquema de Crank-Nicholson.-

Para m 20, obtenemos u§+1 de u resolviendo el problema

k
lineal:
1 g Teal g
; (u$+1-uﬂ,V) + v«-——;———,v» + b(ul, 3 ')
(0.71)

(fm+1,v) ¥V veVv, ug+1 e V.
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La ecuacidén variacional (0.71) es una adaptacién del
esquema cl&sico de Crank-Nicholson, que de nuevo conduce a
un error local de orden k (puede comprobarse razonando como

en el caso precedente).

3.-Esquema semi-explicito.-

m+ 1

Para m > 0, obtenemos uy de uf resolviendo el

siguiente problema, de tipo quasi-Stokes:

m+1 m+1

(uy -uﬁ,v) + v«uk V) O+ b(u%,uﬁ,V) = (fm+1,

v)
(0.72)
Vv eV, u§+1 € V

Se trata de un esquema implfcito s68lo en la parte

lineal del operador de Navier-Stokes, i.e. en los términos

ligados a la presencia de fuerzas de viscosidad. De nuevo
puede probarse que el error local de discretizacidn es de

orden k.

4.-Esquema totalmente explicito.-

Para m >0, obtenemos u§+1 de ug explicitamente, sin mé&s
que utilizar la siguiente identidad en V:
1 +
st T-ul,v) 4 veuPovd + buf,uf,v) = (£, v
(0.73)

Vvev, u§+1 e VvV

El esquema (0.73) recibe el nombre de totalmente expli-
cito porque en &1 uf+1 se calcula de ug sin necesidad de
invertir ninguna matriz que contenga productos escalares en
V. Sin embargo, la presencia de la condicidn de incompresi-

bilidad div u = 0 (la necesidad de buscar ug+1

en V), harfa
necesario el conocimiento explfcito de una base de V, 1lo
cual, evidentemente, no es posible. Formalmente, (0.73)

puede escribirse en la forma
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uftl = Wl -k (-voaul + (uR.V)uf
(0.73)"

+ grad pp - gmtly

donde pg ng(g) debe elegirse convenientemente, para que se

tenga uﬁ eV.

Notemos que, en todos los esgquemas, el problema gue

define a ug+1

es un problema lineal. Asf, en cualguiera de
los cuatro casos, la discretizacidn en la variable t reduce
el problema a una sucesidn finita de ecuaciones variaciona-

les lineales

(0.74) a(u,v) = <L,v> ¥V VvelV ueV,

donde af(.,.) es una forma bilineal definida sobre V continua
y coerciva (ademis independiente de m para los esquemas
(0.72) y (0.73)):

1
(0.75) atv,v) 2 = lvi?

y L es una forma lineal continua sobre V (que, en general,

varia con m).

En estas hipbtesis, la existencia y unicidad de solu-

cidn de (0.74) esti garantizada por el Lema de Lax-Milgram.

Sin embargo, con objeto de ilustrar el mé&todo de compacidad

(cf. |16],121]) junto con el procedimiento de Galerkin, para

la resolucidn de (0.75), daremos a continuaciédn una demosg-
tracidn constructiva de la existencia y unicidad de solucidn
de (0.74):

Existencia Puesto que V es separable, por ser un subespacio

cerrado de Hg(g)n que es separable, posee una "base" numera-
} .

ble {v1,n.,vm,u.

Sea V, el subespacio generado por Vqreees V. Para cada

entero fijo m definimos una solucidn aproximada de (0.74) en

V.- Esta solucidn aproximada ser& aquel u, € Voo
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m
(0.76) u, = _Z &5m V3 &5m € Rs
J=1 -
determinado por:
(0.77) a(uy,v) = <L,v> ¥VveVy

La ecuacidén (0.77) es equivalente a un sistema lineal

de m ecuaciones para las m componentes &,

jm de up

m
(0.78) z a(vj,vi) = <L,v;> i=1...m

Ejm

La existencia y unicidad Ade u quedari probada si vemos
que el sistema (0.78) es regular, o lo que es igual si el

sistema homog&neo asociado:

(0.79)

I e~8

1€j a(vj,vi) = 0 i=t...m

J

posee como Q(Gnica solucidn la trivial 51 =.u=€m = 0. Pero si

51,“.,Em satisfacen (O.79f, entonces multiplicando cada

ecuacidén (0.79) por el correspondiente Ei y sumando dichas
ecuaciones, obtenemos:

m

2 £EsEs a(v,,v:) =0
t9=1 0 T

Y, por la bilinealidad de a,

m m
a( Z Ei Vir Z Ej Vj) =0 .
i=1 I=1

Usando (0.75) encontramos que

Yy, puesto que Viresss Vg son linealmente independientes,

concluimos que Eq =ee.= & = 0.
Tomando ahora v=u_  en (0.77), obtenemos
a(um,um) = <L,up >
y de agui, por (0.75), se sigue que:
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1 2 = ><
X "um" _s_ a(um'um) = <Llum _C "um“

<
Humﬂ__k C

gque nos dice que la sucesidn u, estd acotada uniformemente
(i.e. independientemente de m) en V. Puesto que las bolas
cerradas de un espacio de Hilbert son débilmente compactas

}'ml-»m

existird un elemento u de V y una subsucesidn {um,

de u, tal que:

um,—a u en V-3dé&bil, cuando m’* =

Sea v un elemento fijo de V, para algfin j. Para m’ 23,

J
v € Vm, y, de acuerdo con (0.77), tenemos:

uum“v)=<1”v>

Tomando limite en esta ecuacidn cuando m’ - = y teniendo

en cuenta que a(.,v) es débilmente continua, obtenemos:

(0.80) a(u,v) = <L,v>

o
La igualdad (0.80) es v&lida para cada v € |J Vj y este
i=1
espacio es denso en V. Luego, por la continuidad de a(u,.),
(0.80) se verificard para todo v de V. Lo cual prueba que u

es solucidén de (0.74).

Unicidad Sean u, y u, dos soluciones de (0.74) y sea

u=u1-u2; tenemos:

a(u1,v) = a(u2,v) = <L,v> ¥ v €V
a(u,-uz,v) = 0 ¥ v €V
Tomando v = u y teniendo en cuenta (0.75), se tiene Qque
% HuH2 L a(u,u) =0 ,
de donde se sigue que u = 0 y por tanto u, = u,.
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Una vez descritos los esquemas semi-~discretizados en
tiempo, se procede al estudio de la estabilidad de 1los

mismos.

"A grosso modo", la estabilidad de un esquema (en el

sentido usual del An&lisis Numérico), consiste en la posibi- -
lidad de dar estimaciones "a priori" de las soluciones
aproximadas. Dicho de otra forma, en el caso de las discre-
tizaciones precedentes, el esquema seri estable si, para

alguna constante C independiente de k, se tiene

M lll <c

donde u, es (por éjemplo) la funcidén definida por

uk:[o,T]+v , vV om,

= .M
U | [mx, (m+1)k) © Uk
y ll.Ill es alguna norma en (por ejemplo) L2(0,T;V). Volvere-
mos mis adelante sobre este importante concepto.Un esguema
gque sea estable bajo ciertaskhip6tesis sobre los parfmetros

de discretizacidn se dice condicionalmente estable; en caso

de que permanezca estable sin necesidad de imponer condi-

ciones adicionales, se dir8 incondicionalmente estable.

Existe un equilibrio entre el trabajo computacional
ligado a un esquema y su estabilidad. Asf, de los cuatro
esquemas que hemos dado los dos primeros son m8s dificiles
de resolver, puesto que la incdgnita permanece en el té&rmino
no lineal (1), pero son ambos incondicionalmente estables;
sin embargo, aunque los dos iltimos se resuelven m&s facil-
mente (el Gltimo de ellos es explfcito), hemos de imponer

ciertas condiciones sobre k para conseguir su estabilidad.

Como acabamos de indicar, para el estudio de la estabi-
lidad de los esquemas precedentes, para cada k asociamos a

los elementos u;,.“,ug la funcidn aproximada

{1) Afln cuando el problema a resolver es lineal.
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(0.81) u :[0,T]= Vv & L%(a)",
constante en cada intervalo [(m=-1)k,mk) y definida por:
(0.82) u (t) = uf ¥ t e [(m=1)k,mk) ,

y tratamos de obtener estimaciones uniformes de U, en algfin

subespacio de L2(0,T;L2(a)?) = LZ(Q)n . Si1 estas estimaciones
son "buenas", la compacidad de la inyeccidn de este subespa-
cio en LZ(Q)n implicarid la existencia de subsucesiones con-
vergentes que permitan pasar al lfimite en la ecuacidn. En

este sentido, la estabilidad implica la convergencia.

En la obtencidn de dichas estimaciones, utilizaremos un
procedimiento clésico, relacionado con el método de Galer-
kin, que tiene en cuenta la separabilidad de V y la validez

de los teoremas de inyeccibn de Sobolev.

Cuando la dimensidn del espacio es 2, los resultados
de convergencia pueden mejorarse (en general) sensiblemente.
El razonamiento es como sigue. Tomando v=u(t) en {(0.54) y

teniendo en cuenta (0.47), obtenemos

(0.83) (S w(®),u(t) ) + v ult),ult) ) = <E(t),u(t)> .

Dado que, para n=2, se verifica

a - 14 2 (1)
(0.84) ( It u(t),u(t) ) 5 3t lu(t) | c.p.d. en [o,T] ,
también
(0.85) 14 1ae)12 + v Jueedl2 = <£(t),ult)> ;

2 dt o ! )

integrando entre 0 y t y usando (0.55) se llega a:

e - b i s s W e an e R Em R G 48 wm am A

{1) Recufrdese que u coincide c.p.d. con una funcién

absolutamente continua de [0,T] en H.
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t t
(0.86) Iu(t)l2 + 2v IIu(t)ll2 ds = Iu°|2 + 2f<f(s),u(s)>ds,
0 0

que es la llamada Igualdad de la Energia, v8lida para todo t

de [0,T ] cuando n=2,

En este caso, esta igualdad, junto con la convergencia
débil, nos da propiedades de convergencia de carfcter mis
fuerte para las subsucesiones. Por otra parte, la unicidad

de solucidn implicar8 la convergencia de toda la sucesidn.

Los detalles de este procedimiento estin descritos mé&s
adelante para una clase particular de esquemas de discreti-
zacidn. Por una parte, los esquemas son m&s complejos y, por
otra, nos harid falta aproximar previamente en espacio para

obtener las deseadas estimaciones uniformes.

La discretizacidn en espacio y tiempo de las ecuaciones
de evolucidn puede dar lugar a esquemas inestables & condi-
cionalmente estables donde, como ya dijimos antes, las solu-
ciones no estln acotadas a menos que los parfmetros de
discretizacidn satisfagan alguna restriccidn. E1 estudio de
la inestabilidad no lineal es un probléma complicado. Nues-
tro estudio, basado en el mé&todo de la energfa, proporciona
s6lo propiedades de estabilidad condicional, aungque los
resultados numéricos obtenidos muestran la validez de la

aproximacidn en situaciones no tan restrictivas.
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0.4.- EL METODO DE LAS DIRECCIONES ALTERNADAS.-

El método de las direcciones alternadas constituye una
técnica especial de discretizacidn en la variable temporal t
gque se usa con frecuencia para la resolucidn de problemas de
evolucidn y, en especial, para aquellas ecuaciones que con-
tengan términos de difusibn, i.e. ligados a un operador de

segundo orden.

Con objeto de ilustrar dicho mé&todo, tomemos como mode-

lo el siguiente problema lineal para la ecuacidn del calor:

4
u _
3 au = f en G x (0,T)
(0.87) ﬁ u =g sobre y x (0,T)
L u(x,0) = uo(x) en G

Aqui, G = (81,b1) x (ay,b,) es un rectfingulo de Rr2 cuya

frontera denotamos por v ; £, g ¥y u, son funciones dadas,
cuyas propiedades de regularidad son suficientes para que
tengan validez los resultados de existencia y unicidad
"standard", as{ como las expresiones que siguen (cf. por

ejemplo | 10]).

0.4.1.- Método de direcciones alternadas del tipo Peaceman-

Rachford.-

Para cada k dado anteriormente por (0.64), definiremos

una familia de funciones ug, uﬂ/z, uﬂ,.u,u£'1/2, u§ que

pretenden ser aproximaciones de u en sucesivos instantes de
tiempo. M&s précisamente,
ul*1/2 L (., (m+i/2)k) en G

para 0<m<N-1, i=1,2.

Comenzaremos con :

(0.88) © =y
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Después, para m>0-ey e (ay,by) fijo, obtenemos uf+1/2 a
partir de ug resolviendo el siguiente problema en la varia-
ble x:
, u$+1/2-u§ a2u§+1/2 azuﬁ
k/2 3 x2 3y2
= f(x,y,(m+1/2)k) para x € (ay,by),
(0.89) <
w1/ 2(a,) = glay,y.(me1/2)%),
uf* 1 2(by) = g(by,y, (m+1/2)Kk);
-
a continuacidn para x ¢ (a1,b1) fijo, calculamos u§+1 resol-

viendo el siguiente problema en la variable y:

m+1 m+1/2 2. m+1/2 2. . m+1

k/2 2 2

Ix dy

= f(x,y,(m+1)k) para y € (az,bz),
(0.90) <

up*l(a,) = g(x,a,, (m+1)k),

ul* 1(b,) = glx,b,, (m+1)k).

El error local de discretizacidn en cada uno de los dos
pasos ligados al intervalo [ mk,(m+1)k) es de orden k. En
efecto, comprob&moslo para (0.89) (anflogamente se harfa

para (0.90) ). La ecuacién (0.89) es de la forma

2 32 32u
= [u((m+1/2)k) - u(mk) } - =— ((m+1/2)k) - — (mk)
k 3 x2 3Y2

= f((m+1/2)k)

Asi, el error cometido en este paso serd

= ) + X (EL) -—-32[ (k)+'—‘u(£)]
®m+1/2 = Uelmk) + 7w (Ey) - e 2ve (52
X
22u k [ £(mk) + 5 £,.(£.) ]
- ';;5 {mk) - {mk) 5 t( 3) ’

donde mk < g <(m+1/2)k 1<1i<3
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Por tanto,

gque es lo que queriamos probar.

Tanto en (0.89) como en (0.90), hemos de resolver pro-
blemas lineales en una dimensién que, en el caso de (0.89),

son siempre del tipo siguiente:

2
d
4 -—‘v+p$= d)(X) x E(a1lb1)
dx2
(0.89") \ vlag) = cy
‘p(b1) = c2
\

En el caso de (0.90),habrid que resolver problemas tales como

2
d K
( - —E + pg = Y(Y) Yy € (azrbz)
dy? -
Y
(0.907) ﬁ C(az) = d1
L E(bz) = d2

Ambos problemas, (0.89’) y (0.90’), poseen solucién

inica, por ser de la forma

(0.91) atu,v) = (L,v)

du dv

donde af(u,v) = ( i’ ax ) + u(u,v) es una forma bilineal

continua y coerciva sobre H1(ai,bi) y (L,v) =< ¢,v> es una
forma lineal y continua sobre H1(ai'bi)’ El Lema de Lax-
Milgram nos garantiza en estas condiciones la existencia y

unicidad de solucidn.

0.4.2.- Método de direcciones alternadas del tipo de

Strang.-

Este método, a diferencia del anterior, posee tres

pasos intermedios. Asf, definiremos ahora para cada k una
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familia de funciones u, u’ %, up’ ", uﬂ,.n,ug-1/4, uE ’

comenzando con

(0.92) U = u,.

Posteriormente, para m2>0 e y e(az,bz) fijo obtenemos

uf'ﬂ/d’ a partir de u]T resolviendo el problema en x :

4 u?+1/4-U§ a2u1;+1/4 azuﬁ
k/4 axz ay2

= f(x,y,(m+1/4)k) para x e (a,,b,),
(0.93) 4

u§+1/4(a1) = g(a1’y’(m+1/4)k)l

u$+1/4(b1) = g(by,y,(m+1/4)k),

m+3/4

Fijando ahora x ¢ (a1,b1) calculamos uy resolviendo el

siguiente problema en y

. u§+3/4-u§+1/4 32u§+1/4 32u§+3/4

2

k/2 2

dx 9y

= f(x,y,(m+3/4)k) para y € (ap,b,).,
(0.94) $

u;‘+3/4(32) g(xlazl(m+3’/4)k)l

ul*3/4(b,) = g(x,b,, (m+3/4)K),

.

m+1

Finalmente, fijando y € (az,bz) calculamos uy resolviendo

el problema en x:

m+1_ m+3/4 2. m+1 2. m+3/4
, Uy uy ] uy 3 uy

k/4

2 2

9x dy
= f(x,y,(m+1)k) para y e (a,,b,),
(0.95) <
u§+1(a1) = g(x:a1,(m+1)k):

ul* (b)) = glx,by, (m+r1)k).

Al igual gue en el método anterior obtenemos que los
problemas (0.93) y (0.95) son del mismo tipo que (0.89') y
el problema (0.94) es del tipo de (0.90’). En consecuencia,

todos ellos poseen solucidn finica.

36



INTRO-37~

Desde el punto de vista ffsico-geomé&trico, cada etapa
de alguno de estos métodos obedece a una etapa de difusidn
en una direccidn (coincidente con alguno de los ejes). Dicho
de otra forma, por ejemplo para dar validez a la aproxima-
cién (0.88)-(0.90), admitimos que durante el semi-intervalo
(mk,(m+1/2)k) el proceso de difusibén se realiza s6§lo en

direcciones paralelas al eje OX, mientras que para

t e ((m+1/2)k,(m+1)k) tal proceso tiene lugar s8lo en direc-

ciones ortogonales a las precedentes.

Hemos visto c8mo, mediante mé&todos de tipo direcciones
alternadas reducimos, en el caso n=2, la resoluciédn de una
ecuacidn en derivadas parciales a la de familias de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (para la ecuacidn del calor
n-dimensional, un proceso similar permite la reduccidn a la
resolucién de familias uniparamétricas de ecuaciones en
derivadas parciales con n-1 variables espaciales). Evidente-
mente, este tipo de discretizacidn reduce considerablemente
la dificultad numérica. La idea bisica de estos métodos es
pues, separar las distintas dificultades que presenta el

problema.

En el caso de las ecuaciones de ﬁ-s existen dos difi-

cultades fundamentales relacionadas con el tratamiento

numérico:

i) La presencia del término no lineal de transporte
b(u,u,v), que impide la resolucidén directa del problema

discretizado en tiempo,

ii) La condicidn de incompresibilidad div u = 0 , esto es,
el hecho de que u(t) deba pertenecer a V, que "liga"™ las
distintas componentes de u y dificulta la construccidn
de un subespacio de dimensidén finita de V que posea una

base "manejable".

Usando un método conveniente de tipo direcciones alter-
nadas, conseguiremos separar ambas dificultades, de tal
manera que el problema no estacionario quede aproximado por

una sucesidn finita de problemas elipticos (estacionarios)
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de dos tipos distintos,cada uno de los cuales ligado finica y
exclusivamente a una de las dos dificultades mencionadas.
Como se verf, al final quedar8 por resolver un nfimero finito
de

a) Problemas elipticos lineales de tipo quasi-Stokes,

b) Problemas elfpticos gquasi-lineales, donde la inc8gnita
gqueda libre de la condicidn de incompresibilidad.

38



005.‘

INTRO-39-

DISCRETIZACION EN ESPACIO.-

Una vez que se ha discretizado en la variable tiempo el

siguiente paso serf introducir una discretizacidédn en las

variables espaciales. Para ello, recordaremos el concepto de

aproximacidn externa de un espacio de Hilbert arbitrario W,

que consiste en los siguientes elementos (cf. [22]):

a) Un espacio de Hilbert F y una aplicacidn lineal, continua

e

inyectiva © de W en F.

b) Una familia de tripletas {wh'Ph'rh}l1€3[ (dondezﬁfes

una sucesidn generalizada de RY N {0} que converge a

cero), en la cual, para cada h ¢ I,

i)

W, es un espacio de Hilbert finito dimensional con

producto escalar (.,.)}, y norma [l.].

ii) py es una aplicaciSn lineal continua de W, en F

(operador de prolongacidn).

iii) r, es una aplicaciédn de W en L posiblemente dis-

(A1)

(a2)

continua (operador de restriccidn).

Supondremos gue la aproximacidn es

Estable, esto es thﬂc(w . F) z sup llppu,llp estéd
h upEwW,
luhlh=1

acotado independientemente de h.

Convergente, es decir:

(A2), ppryw » aw fuertemente en F cuando hedl, h+o0,
¥Vw e W,

(R2), siH'CH,H'=+0, W€ W, , ¥ N ey
P, ,¥,,* vdébilmente en F cuando h’ eJl’, h'+ 0,
entonces v € w(W).

Hagamos notar aquf, que este concepto de estabilidad
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(en espacio) no coincide con el concepto de estabilidad (en
espacio y tiempo) que de alguna forma hemos introducido en
la Seccidn 0.3 aunque existe (como veremos) relacién entre

ellos.

Supongamos dada una aproximacidn externa estable ég un

espacio de Hilbert W "convergente"” en el sentido restrictivo

siguiente: los operadores Ty est&n definidos s6lo en un
subespacio denso W de W y la condicién (AZ)1 se verifica
s8lo para los w e¢Wl), permaneciendo igual la condicidn (A2)2.
Entonces es posible extender la definicién de los operadores
de restriccién ry a todo el espacio W de tal manera que la
condicién (a2), continua siendo vilida para todo w ¢ W (para
la demostracidn de este resultado c.f. |22]). Por tanto en
las condiciones precedentes, podemos afirmar sin que ello
suponga restriccidn, que la aproximacibdn es estable y con-

vergente.

Veamos a continuacién,ra partir de‘nna aproximacidn
externa, cdémo puede construirse la aproximacidn de un pro-
blema variacional del tipo de (0.74). Asf, si W es un espa-
cio de Hilbert, a(.,.) es una forma bilineal, contfnua y

coerciva sobre W,
(0.96) a(u,u) > aHuﬂ% ¥ u W (a>0),

Yy L es una forma lineal continua sobre W; denotemos por u

la Gnica solucidn de
(0.97) a(u,v) = <L,v> ¥ ve W, ueW.

Con objeto de aproximar u, supongamos dada una aproxi-
macidn externa de Hilbert, estable y convergente del espacio

w’{(wh’rh’Ph)heg['m’F} Yy supongamos que para cada hel

tenemos:

(i) Una forma bilineal continua ah(.”) sobre W, que es
\
coerciva, de tal manera que ]%)>0, independiente de

h, tal gue

(0.98) ap(up,uy) 2 ag luylld ¥ uyp e Wy
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(ii) Una forma lineal continua sobre Wy, L, € Wi, tal que
(0.99) "Lh"wﬁi B 4

con B independiente de h.

Asociamos a la ecuacidn (0.97) la siguiente familia de

problemas aproximados:

Para h e J} dado, buscar u, tal que:

En las condiciones precedentes para a, v Lh’ esti claro

que el problema (0.100) posee una finica solucibn.

Para que las soluciones aproximadas uy converjan hacia

la solucidn exacta u, harid falta relacionar las formas a, v
Lh con a y L resp. mediante las asf llamadas hipbtesis de

consistencia, que son: -

(i) 8i v, +v d&bilmente y WLt W fuertemente cuando

h-+0 (1), entonces

lim ay (vy,wy) a(v,w) vy
h-0

(0.101)

lim ap (wy,vy) a(w,v)

h -0
(ii) si vy >V débilmente cuando h+ 0, entonces

(0.102) l1im <Lh,vh>= <L,v>
h+0

En las condiciones (0.96), (0.98), (0.99), (0.101) y
(0.102) la solucidn uy de (0.83) converge fuertemente hacia
la solucidédn u de (0.97) cuando h* 0 (para la demostracién,

cf. |22],]123]).

- - - P W W wn . o S W WD S e W WD WS WD TR WR W WS W

(1) Decimos que Vy, * v fuertemente (resp. débilmente) si

Ph¥n +wv fuertemente en F (resp. débilmente).

a1
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Consideremos ahora un problema elfptico no lineal:
(0.103) a(u,v) + b(u,u,v) = (L,v) ¥VvVv eW, ue W

donde a y L tienen las propiedades anteriores y b es una
forma trilineal continua sobre W qﬁe verifica b(u,v,v) = 0
¥V u,veW. Utilizando el método de compacidad (combinado con
el procedimiento de Galerkin) de forma anfloga a la descrita
en la Seccidn 0.3, no es diffcil probar que (0.103) posee al

menos una solucidn.

Intentamos de nuevo aproximar la solucidn u. Para ello,
consideremos al igual que para el problema lineal, una
aproximacidn de Hilbert externa, estable y convergente de W
Yy supongamos gque estamos en las hipStesis (0.98) y (0.99).
Para la aproximacidédn de la forma b, supongamos dada para
cada h € J una forma trilineal continua by sobre Wi tal

gue :

(0.104) by (uy vy ,wp ) < eln, ) luplly fivpiy wy iy
¥V uy, Vyr Wy e W, ’

donde la constante ¢ = ¢(n,Q) depende de n y & pero no de h,

y tal que
(0.105) bh(uh,vh,vh) = 0 ¥V ou,, v, € Wy

Las hipdtesis de consistencia son ahora (0.101), (0.102)

iii) si Vi * Vv débilmente cuando h + 0 , vy si w € W entonces

(0.1086) lim bh(vh,vh,rhw) = b(v,v,w)
h-+0

El problema aproximado, para un he J £fijo, consiste en

buscar uy, € wh tal que

(0.107) a
nlup,vy) + Pplup,uy,vy) = (Ly,vy) ¥ vy € W

=2
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este problema posee solucifén, que ademds es Gnica si ag
> c(n, Q) (cf.l22],1231]).
En las hipdtesis (0.96),(0.98)-(0.106) la familia PyYp

contiene subsucesiones gque convergen fuertemente en F. Y si
alguna subsucesidn converge hacia wu entonces u es solucidn
de (0.103). Si la solucién de (0.103) es fnica, entonces
toda la familia Pnpuy converge hacia wu , cuando h+0.

Mis adelante, haremos elecciones particulares de W y de
la aproximacidén del mismo. En efecto, como ya hemos indica-
do, habremos de discretizar problemas del tipo de quasi-
Stokes, donde W = V y problemas elfpticos quasi-lineales
(andlogos al problema estacionario de N-S pero sin la condi-

cidn div u = 0), donde tomaremos W = H;(n)n.

En la determinacién de las aproximaciones correspondientes,
utilizaremos té&cnicas asociadas a diversos métodos de
discretizacién, tales como métodos de-tipo diferencias

2

finitas 0 de tipo elementos finitos.

a) Para una aproximacidn de W en el sentido de las diferen-

n

cias finitas, tomaremos H o= r] (O,hgl Yy, para
j=1

h=(h1“.”hn) e H ., definiremos:

(i) h; = el vector hi;i' donde la j-~ésima coordenada de Ei
. + -+ >
es Sij’ i.e. {e1,e2,u.,en} es la base canbénica de
Rr".

(i) R, ={x e R® / x=j h,+...+j h , §; € 2 124<n}.

n
(iii) oh(x)= IT (xi-hi/2,xi+hi/2] para cada x e:Kh. El
i=1
conjunto oh(x) se denomina bloque centrado en Xx.

(iv) ch(x,r) 1<i<n oh(x+(a/2)hi) para cada r>0.
-X S_ai +r
Si r=0, pondremos oh(x,0)= oh(x).
(v) Wpe = la funcidn caracteristica del bloque oh(X)-
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(vi) 8ih (6 bien 5i)= el operador en diferencias finitas

definido a su vez por

(8;9)(x) = ( v(x+hy/2)-v(x-h;/2) )/h, .

. a a a
Si o ¢eN", entonces pondremos 6§ = 61A 62% eee Gng.

(vii) A cada conjunto abierto G de R",y para cada entero

k 20, le asociamos las aproximaciones siguientes

(1]

(0.108) ={x/ xe:&h,oh(x,k)cc}

x
h
(0.109) 35

={x/ xe Ry, o, (x,k)NG # @}
(viii) A menudo se precisan otros operadores en diferencias

finitas, tales como Vin Y Vih , definidos resp.

por

(0.110) Vip 0(x) = ¢ d(x+h)-0(x) )/hy

(0.111) Tip 0(x) = ( d(x)-b(x-h;) I/ny.

b) Para una aproximacibn en el sentido del método de elemen-

tos finitos, tomaremos J = (O,ho] Yy, para un abierto acota-

do G de R™, se dirf que una familia de n-sfmplices (1)

VTh } es una triangularizaciédn admisible de G si se

hed

satisfacen las siguientes condiciones:

i) Todo T ¢ 7} posee difimetro &§(T)= hp<h,
ii) g(hn) = U TCG
Te:’]"l1

(1) Un n-simplex T es la envolvente convexa de {(n+1) puntos
no contenidos en un mismo hiperplano ay = (aij)f=y

llamados los vértices del n-simplex.
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o o] - R
iii) Si Ti' Tj eﬁfh, entonces Ti N Tj =@ y, © bien Tin Tj

= ¢g &6 bien T; N T; es una cara m-dimensional
perteneciente a ambos (para algin m, 0 <m<n-1).

Denotaremos por FTh } una familia de triangulaciones

he

admisibles deG ; a cada una de ellas le asociamos los

siguientes valores:

(0.112) p(h) = sup P
Teqrh
(0.113) p’(h) = 4inf Dé ’
‘—-’
Telh
(0.114) olh) = sup ( pp/ pq)
're‘T'h

donde p= Pp eS el didmetro de la menor bola que contiene a T
Y o'= oq es el didmetro de la mayor bola contenida en T (la

magnitud de T).

En el método de los elementos fini%os, el objetivo
final consiste en hacer tender p(h) a 0. M&s tarde haremos
algunas restricciones sobre los o¢(h) a fin de obtener

aproximaciones convergentes.

; -
Una subfamilia de la familia {lh} n e se llamar& una

familia regular de triangulaciones de G si 9(h) permanece

acotado cuando p(h) * 0, i.e.
(0.115) o(h) £ a €<+ para p(h) = 0

Y G(h) converge hacia G en el siguiente sentido:

”

Para cada conjunto compacto KC G, existe §= §(K) >0

tal que si p(h) £ 6(K) entonces G(h) DK.

Continuaremos denotando por VTh} he g Una familia regular de

triangulaciones admisibles de G.
Dado heXFH , a cada T 67'h le asociamos:

i) Un espacio P de dimensidn finita Ny (generalmente PT es

T
un espacio de funciones polinbmicas)
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ii) Un conjunto ZT de g grados de libertad, i.e. nn formas

lineales ®i, 1 ii,ﬁnT, definidas sobre Pope

Entonces, la tripleta (T,P,, es un elemento finito

z
T)
si el conjunto ZT es Pp~unisolvente, i.e. s8ii existen ng

funciones pi,i=1,.n,nT, del espacio Pops linealmente inde- ~

pendientes, tales que:

(0.116) ¢j(pi) = Gij 1ii,j5_nT0

Las funciones p; (121i<n,) se llaman funciones de
base del elemento finito (8 funciones de forma, en la termi-
nologia de las Ciencias de la Ingenierfa), pues de la rela-

cidén (0.116), se obtiene:
n
(0.117) p= I ¢6,(p) py ¥p €P,

Cuando el conjunto de grados de 1libertad XT estéd
constituido por los valores de la funcidn en ciertos puntos
(convenientemente elegidos) del conjunto T, llamados nodos,
el elemento finito se dice de tipo Lagrange, mientras que si
en los grados de libertad aparece el valor de alguna deriva-

da parcial se dice que es de tipo Hermite.

Habitualmente, fijar un método de elementos finitos
consiste en fijar una familia regular de triangulaciones

admisibles y un tipo de elemento finito, i.e. un espacio P
c.-d
/

T

h
(h e#) de tal manera que todos ellos puedan obtenerse

Yy un conjunto de grados de libertad ET para cada TE¢

fdcilmente a partir de un elemento finito de referencia

(Xx,p,L).
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0.6. RESULTADOS NUMERICOS.

Los esquemas de discretizacidn que posteriormente des-
cribiremos y cuya convergencia probaremos, se han obtenido
modificando dos algoritmos debidos a R. Glowinski et al.

(1980), gque han producido muy buenos resultados numéricos.

Veremos a continuacidn algunos de estos resultados. El
objetivo final de los c8lculos realizados es determinar el
campo de velocidades del aire en torno a un avidn (que es el
obsticulo al fluido; ver Fig 0.1). Como etapa previa, 1la
geometrfia del problema queda limitada a una parte del mismo,

en concreto una seccidn plana de una tobera ("nozzle").

b 2o
”/

Ll
7z
7

7
i
s,

"'A’.’;{/’ ¥

7
sz, £3
14774577,
,,14,,/ 2z

-Fig- 0.1-

Mallado tridimensional por elementos fi-
nitos usado para el cflculo (Avibn Marcel

Dassault-Breguet Aviations, Falcon 50)
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-Fig 0-2-

La Fig.0.2 muestra un ejemplo test del m&todo de Glo-
winski sobre un escalén; se trata del dibujo de las 1lfneas

de corriente con &ngulo de incidencia nulo y nl de Reynolds
Re = 191.0.

L eSS

’ . - e S L
:,i:prﬁ\:;\\\\x\w*mf ——el sl
/

il

—— —T T ey .
e AN T
R e
-A)':y- — \‘—-.h-"—’—‘-’ -
— 3 ¥ . o

\\ AR
\\:::T»\,::::_~f,,//;/;5
\\\\ ey
NN~

~ \.‘\N.ﬁ\.\\\s. . //////////
. ('
\\ \\\\\ \*\\\\\\\u,,{////
AN N, S - «’/// /////

N~ - 7
NN SN

-Figo 0.3~

La Fig.0.3 corresponde a una tobera idealizada. E1

dibujo muestra la distribucibdn de velocidades alrededor y
detrads de la tobera; aqui, Re=100, el tiempo considerado ha
sido de 100 sg. y el paso de discretizacidn en tiempo utili-
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La Fig.0.4 muestra las lineas de corriente

=0.1.

zado es k

del fluido del problema anterior.

0.4-

-Fig.

-Fig 0 -5—
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La Fig.0.5 muestra otra visidn del campo de velocidades
sobre el mismo problema, con un n2 de Reynolds mayor,
Re=750, cuando se realizan 40, 60, 120 y 140 ciclos de
iteracidn. Evidentemente, la Figura posee apariencia realis-

ta, con formacidn de v8rtices alrededor y dentro de la

tobera.

El hecho de que los resultados num&ricos sean admisi-
bles gquedari justificado rigurosamente por los teoremas de

convergencia enunciados m&s adelante.
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CAPITULO I.-

1.1. DESCRIPCION DE LA DISCRETIZACION EN TIEMPO.

Elegiremos un pequefio paso de discretizacibén en tiempo

k >0, con N=T/k, y un parfmetro oc¢ (0,1/2].

ALG 1 Describiremos primero un método de direcciones

alternadas del tipo de Peaceman~Rachford. Defi-

nimos las funciones u°, u1/2, u1,”,, uN'1/2,

uN (1), como sigue:

(1.1) u® = u
después, dado m 20 y u® ¢ H;(Q)n, calculamos la solucién

um+1/2 de

1
5 (/200 vyeveu™ 1/ 2 (1-0)u,v) = (£™41/2,q)
(1.2)
- b(um,um,v) ¥ v eV, um+1/2 e VvV,

y calculamos una solucién u®*! ge

( 1 (uF 1 m+1/2

m+1 m+1/2
—"—"'k/z +0u ’

;W) + Vv {((1-8)u w)

(1.3) J + b(um+1,(1—e)um+1+eum+1/2,w) = (£0+1 oy

m+1

¥ w € H;(Q)n, u € H;(Q)n

En (1.2) y (1.3), me‘/2 est8 dada por

s . . S " AR - . D S W AR D D R . G W W S R R SR D e b

(1) um+i/2 i=1,2 depende de k, para simplificar, pondremos

um+i/2 §+i/2.

en lugar de u

[ -4 |
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(m+§)k
fm+i/2(x) = E f(x,t)dt para i=1,2.
i-1
+ e
(m 3 Yk
ALG 2 Consideraremos a continuaciédn otro método de

direcciones alternadas del tipo de Strang. Defi-

niremos ahora las funciones u°, u1/4, u3/4,

N—1/4, N

u1,.“, u u” como sigue:

(1.4) u° = u_;

después, dados m >0 y u™ ¢ H;(Q)n, calculamos la solucién
um+1/4 de

L a®*1/4.0m o) 4 v eu™ /44 (1-e)ul, v = (£0+1/4 4

k/4
(1.5)

- b(u™,u™,v) YV v eV, um'”/4 €-v,
calculamos una solucidn u“”‘:i/4 de

e Eli(“m+3/4'“m+1/4'W) + v«(1-e)um*3/4+eum+‘/4,w»

(1.6) j + b(ul*3/4, (1-0)ut3/deumt1/4 y) = (£M+3/4 )

L voweHI(DP, o34 e gleay

y finalmente calculamos la solucidn uPt! de

_1_(um+1_um+3/4'v) + v«eum-l-1+(1_e)um+3/4'v»

k/4
(1.7)

= (£°%1 vy - b(um,um+3/4,v) vvev, u™l ey,

En (1.5)-(1.7) hemos usado la siguiente notacidn

(m+§)k

em+3/4 4y = £(x,t)dt ,

k 1
(m+z)k
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i
(m+z)k

gm+i/4 vy < £(x,t)dt para i=1 e i=4 .

w1

(m+1'-2—1)k

Obviamente, cada um'*i/j es, al menos formalmente, una

aproximacidn de u(.,(m+i/jrk).

Observamos, como ya anuncifbamos, que la discretizacidn
en tiempo ha reducido el problema, en ambos casos, a resol-
ver una serie de problemas elfpticos de dos tipos, en cada
uno de los cuales ha desaparecidb una de las dificultades
inherentes al problema. Los problemas (1.2),(1.5) y (1.7)
son problemas lineales del tipo quasi-Stokes (c.f. (0.34)).

Pueden escribirse todos ellos en la forma:

-pbdua + Au + Vp=g , divu=0 ena ,

(1.8)
u = 0 sobre N .

Los problemas (1.3) y (1.6) son problemas quasi-lineales
(donde ha desaparecido la incompresibilidad), cuya formula-

cidn general es :

- pAu + Au +{(u.v)u + %(div u)u = g en R

(1.9)
u = 0 sobre 30 ;

en (1.8) y (1.9) uy X son parfmetros positivos y gEIﬁ(ﬂ)n;
estos datos estdn determinados por v, k, m y el algoritmo

seleccionado.

La existencia y unicidad de solucidn para el problema
(1.8) queda asegurada sin mis que tener en cuenta su formu-

lacidn variacional:

"Buscar u e V tal que a(u,v) = L{(v) ¥y v € V"
donde a(u,v) =4y ((u,v) + A(u,v) es una forma bilineal,
continua y coerciva sobre V y L(v) = {(g,v) es una forma
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lineal continua sobre V. En estas condiciones, como vimos en

la Seccidn 0.3, existe una finica solucidn del problema.

Veamos, a continuacidn, que el problema quasi-lineal
(1.9) posee solucidn. Para ello consideremos la siguiente
formulacidn equivalente del mismo: "Buscar u € H;(Q)n tal

que
(1.10)  yulu,v) + x{u,v) + g(u.u,V) = (g,v) ¥ Vv e H;(Q)“-"

Sea {Wqseee,w } una base topolbgica de H;(Q)n

m’l.‘
densa en &1 (su existencia est8 asegurada por ser H;(Q)n

separable).

Para cada mlz1, definimos una solucidén aproximada de

(1.10) mediante las relaciones

m
(1.11) u, = 121 Eim¥i. ¢ Eim S R o+

(1.12) u«um,wk» + Alup,wy) + b(um,um,wk) = (g,wk) k=1..m.

Las ecuaciones (1.12) constituyen un sistema no lineal

para 1las Eymroerr & y la existencid de una solucidén de

mm
tal sistema no es obvia, pero es consecuencia del Lema

siguiente (para su demostracidn cf.| 13 |):

Lema: Sea X un espacio de Hilbert de dimensién finita con
producto escalar [.,.] y norma [.] y sea P una aplica-

cidén continua de X en sf mismo tal que:
(1.13) [p(E),£]>0 para [£] = k>0

entonces existe { € X, [E]<k tal que
(1.14) P(g) = 0.

Usando este resultado, queda asegurada la existencia de

U.: tomemos como X el espacio engendrado por WiseeesWp, sea

el producto escalar en X el inducido por H;(Q)n, Yy P = P,

definido por

EA
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(Pp(w),v] = (P (u),v) = ulu,v) + i (u,v) + b(u,u,v) - (g,v)
¥ u,v € X .
La continuidad de la aplicacidn P, es inmediata y, ademis se _

verifica (1.13) para k suficientemente grande porque, gra-

cias a (0.47),

[P (u),u) plal?2 + alul? + b(u,u,u) - (g,u)

plal2 + A lal? - (g,u) 2 ulhul? - lghy lul

de donde

(Pp(uw),ul 2 ful ¢ wilal - lgly)

AsiI pues, existe al menos una solucién de (1.11)-
(1.12). A

Multiplicando ahora (1.12) por §& xm Y sumando las

correspondientes igualdades para k=1...m, obtenemos:
(1.15)  ullugh? + alu 12 + blug,ug,uy) = (g,uy)

Yy, por (0.47),

|2

w12 + alug 12 = (gouy) 2 lglhys Nugll

de donde

1
(1.16) lu il < 5 all yr -

Puesto que la sucesidn {um} permanece acotada en H;(n)“,
existe una funcidn u en H;(n)“ y una subsucesidén m’ + * tal

que

(1.17) u, +u débilmente en H'(Q)",
m (o]

Como la inyeccidn de H;(n)n en L2(g)" es compacta, tenemos

también que
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(1.18) w, »u fuertemente en Lz(n)n

Veamos que en los supuestos (1.17) y (1.18) se verifica que

(1.19) b(um,,um,,v) + b{u,u,v) vve D)t
En efecto,
- 1
blu ,,u_,,v) =3 (bla ,,u ,,v) - b(um,,v,um,)] ;

por una parte,

n
blu ,,v,u_,) = . §,1 _[Qum’i Uy Dyvy dx ,
14

pero u converge hacia u en la topologfa fuerte de

ri

i

L2(q)". Puesto que Divj e L°(Q), es f8cil ver que

By

fnum,i um'j Divj dx + fﬂuiuj Divj dx ;

luego b(um,,v,um,) + b(u,v,u).

Por otro lado,

b(u ,,v,u ,) g.fnum'iDium’jvj dx

= -j;Dium'ium'jvj dx -j;um'i Divj um'j dx

y como u_, » u fuertemente en L2(g)® y div u_,+div u

débilmente en L2(2)", tenemos finalmente que

b(u

m,lum,rv) + b(u,u,v) ,

con lo que se verifica (1.19).

Para probar la unicidad de solucidn, habr&8 que trasla-
darse al problema aproximado tambi&n en espacio, pues sdlo
tomando los pasos de discretizacién en espacio y tiempo

sometidos a determinadas restricciénes y suficientemente
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pequefios obtendremos las desigualdades gque permitan asegurar

tal propiedad del problema guasi-lineal.

Veamos, a continuaciédn, que el esquema ALG 1 posee un

error de truncamiento local de orden k.

En efecto, (1.2) conduce formalmente a la expresidn

E%E [u((m+1/2)k)-u(mk) ]~ @vAau((m+1/2)k) - (1-8)vidu(mk)

+ yp((m+1/2)k) = £({(m+1/2)k) - (u(mk).V)u(mk)

- % (div u(mk))u(mk)

P Y f lo suficientemente regulares

Si suponemos u,
desarrollando por Taylor

{e.g. de clase c3), obtenemos,

alrededor de mk, que el error local cometido es

u, (mk) + x U (E4) = ev{Au(mk) + g Aut(ﬁz)]

e1(mk) 2

(1-8) v su(mk) + [vp(mk) + & vp,(£;)]

(u(mk).v)u(mk) + % (div u(mk))u(mk)

+

[ £(mk) + g £.08y) ]

L i

in
>

donde mk < Ei < {(m+1/2)k 1

teniendo en cuenta que u y p verifican (0.48) en mk y que

las derivadas de u, py f estfn acotadas, obtenemos final-

mente:
k kve k k I
leg(mk)| £ 7 Cq + 5= Cp + 5 C3 + 5 C, % ke,

Por otra parte la expresidn formal de (1.3) es
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;%EDH(m+1)k%ﬂu(m+1/2)k)]- evau((m+1/2)k)

- (1-8) v Au((m+1)k) + [u((m+1)k). V] [(1-8)u((m+1)k)

+ eul(m+1/2)k) ]+ % div u((m+1)k) .[(1-8)u((m+1)k) -

+ u((m+1/2)k)] = £((m+1)k)

En las mismas hipbStesis de regularidad anteriores,
desarrollando por Taylor alrededor de (m+1/2)k obtenemos que

el error local cometido es

er)((m+1/2)k) = u ((m+1/2)k) + gutt(g1) -~ &6vaAu((m+1/2)k)

(1-8) v [au((m+1/2)k) + = u (£, ]

+

Clul(me1/2)k)+ 3ug(€3) ] .7 H(1-8) (u((m+1/2)k)

+ ;ut(g3))+eu((m+1/i)k)} + % {aiv [ u((m+1/2)k)

+ 3u (£ ] H(1-8) [u((m+1/2)K) +5u, (£3)] +6ul(m+1/2)%)
S[ECme1/2)K) + S£_(g,0]
2t >4

donde (m+1/2)k < g; <(m+1)k 1 <i <4 , y nuevamente teniendo

en cuenta que u verifica(0.48) en (m+1/2)k, obtenemos:
lef(m+1/2)k)] < k €

Andlogamente, puede probarse que el error del esquema

ALG 2 es de orden k2.

A pesar de que ALG 2 es mis complejo que ALG 1, en la
prdctica resulta casi tan econémico como éste, debido al
hecho de que el problema 1lineal ( (1.2),(1.5) &6 (1.7) )
puede resolverse rdpidamente. La mayor parte del tiempo de
cdlculo asociado a la resolucidn de una etapa completa del
método de direcciones alternadas ((1.2)-(1.3) 8 (1.5)=(1.7))
se utiliza de hecho para resolver el subproblema no lineal
((1.3) 6 (1.6)). Como veremos m&s adelante, una té&cnica bien

adaptada consiste en reformular €ste en el sentido de los
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minimos cuadrados y aplicar algoritmos de tipo gra@iente

conjugado en el cllculo del minimo correspondiente.

Observemos que el parimetro & acompafia, en todos los

casos, a la funcidn con divergencia nula, i.e. a la aproxi-

macidn de u que continfia verificando hipStesis de incompre-

sibilidad. Asf, segfin varfe © entre 1/2 y 0, "otorgamos
mayor 0 menor importancia"” al hecho de gque el fluido sea
incompresible. Desde un punto de vista fisico, puede pensar-
se que (por ejemplo) ALG 1 corresponde, en cada intervalo

(mk,(m+1)k), a dos etapas de movimiento del fluido:

a) Una primera etapa (de duracidn k/2 unidades de tiem-
po) en la que el fluido obedece a un movimiento
pseudo~-deslizante, libre prdcticamente de fuerzas

inerciales.

b) Una segunda etapa en la cual, por el contrario, las
fuerzas convectivas coébran importancia pero, por el

contrario, el fluido deja de ser incompresible.

Desde el punto de vista computacional, la eleccidn
Sptima de © es 8=1/2 (resp. ©=2/3) si se usa ALG 1 (resp.
ALG 2), debido a que, para dicho valor ae 8, muchos de los
subprogramas pueden usarse tanto para los subproblemas
lineales como para los no lineales, con la correspondiente

reduccidn de programacidn.
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1.2. DESCRIPCION DE LA APROXIMACION EN ESPACIO.

Para aproximar en las variables espaciales los proble-

mas (1.8) y (1.9), consideraremos una aproximacién externa

de Hilbert del espacio H;(n)n {.(wh,rh,ph)he ar o JF ) .

Para cada he ¥ supondremos dados un subespacio Vy, de Wy

Yy una aplicacidn 8,:V =+ V, de tal forma que se tenga:

s,w *w fuertemente en L2(2)" cuando heJ, h+0,
(A3)

para cada w ¢ U .

WVyrpnly, +Sndne 3¢ +®1 | +F}, observada como una apro-
(A4) h
ximacidén externa de V, es estable y convergente.

En estas hipdtesis,el problema aproximado de (1.8) seréd

el siguiente: -

(1.20)  pluy,vyhy + Aluy,vy) = (g,vp) ¥V vpeVp, upe vyt

Claramente, al igual que (1.8), el problema finito-~

dimensional (1.20) posee solucidn finica.
Para discretizar el problema (1.9), supongamos dada,
para cada h ¢, una forma trilineal continua b, definida

sobre Wy En este caso, el problema aproximado de (1.9)

queda como sigue:

(1.21) Wlup,vphy + 2 (upevy) + bplup,uy,vy) = (g,vp)

v vh € Wy, up € Wy

El problema es allin no lineal. Es fdcil ver que posee

solucidn, (se razona como hicimos para (1.9)). Se puede

W e e e - - n A S P ME AR D WD WD NP WD W NS MO e WD A = s we

(1) Como antes, (.,.), designa el producto escalar en Wy.
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probar también que, bajo ciertas restricciones para k y h
{que en la prictica se verifican siempre que se esté en la
situacidn de los resultados de convergencia gque siguen; cf.

el CaplVv ), la solucidn es {inica.

A continuacidn, y puesto que seri de utilidad en el

siguiente Capftulo, escribiremos los algoritmos ALG 1 y

ALG 2 en su versidn totalmente discretizada.

ALG 1 Definimos las funciones ug, uﬂ/z, u;“.”ug'1/2,

uﬁ como sigue:

o

u, = la proyeccidn ortogonal de u®

en Vh para

(1.22)
el producto escalar (.,.);

después, dados m>0 y uﬁ € Wy, calculamos la solucidn u§+1/2

de

{ -

1 m+1/2 . m m+1/2 V m
m(uh -uh,vh) + \’«Quh +(1—e)uhlvh»h
(1.23)W
= (fm+1/2,vh) - bh(ugtugrvh) ¥ vy € vh' ug+1/2 € Vh
\
y posteriormente una solucidn u§+1 de
1

(1:24) 3+ bptaf*!, (1-e)ultlheul*1/2,u ) = (£™, )

m+1
L v LAY Wh, Uy € Wh.
ALG 2 Definimos las funciones ug, ug/4, ug/4, ug,“.,
ug—1/4, ug como sigue:
ug = la proyeccidn ortogonal de u®® en vV, para el

(1.25)
producto escalar (.,.);

61



CAPI-62-

después, dados m>0 y ug € Wy, calculamos la solucidn ug+1/4
de
m+1/4_ m m+1/4 - m

(1.26)

= (fm+1/4

'vh) - bh(ugluﬁlvh) L 4 Vh € Vh' uﬁ+1/4 € Vh
posteriormente una solucidn u%+1/4 de
S(ul+3/74.,041/4 gy 4 v(1-0)ult3/ dheult /4wy,

(1.27)4 + bh(um+1/4,(1 e)um+3/4+eu§+1/4,wh) - (fm+3/4'“h’

\ ¥ Wy € Wy uﬁ+3/4 € Wy
y finalmente la solucidbn uﬂ+1 de

1 m+1__m+1/4 A m+1 - m+1/4
k/4(u uh Vh) + v((euh +(1 e)uh 'vh»h
(1.28)
= (fm+1,vh) - bh(uﬁ,u§+1/4,vh) Vv, € Vh,u';:+1 € Vy -

En consecuencia, despu&s de haber introducido discreti-
zaciones en las variables de espacio y tiempo, se ha de
resolver un nlimero finito de problemas finito-dimensionales.
En el caso de los problemas del tipo de quasi-Stokes nos
encontramos, desafortunadamente, con que no es f&cil, en
general, hallar una base de Vh; esto sugliere resolver tales
problemas mediante un método iterado, del tipo de Uzawa §
Arrow~Hurwicz que describiremos m&s adelante. Una ventaja de
la utilizacidén de un mé&todo de este tipo es la obtencidn de
una aproximacidn p§+1/2 en ALG 1, (resp. pg+1/4, pg+1 en
ALG 2) para la presién p en el tiempo (m+1/2)k (resp.
(m+1/4)k y (m+1)k ).

Por otra parte, como ya hemos anunciado, resulta conve-
niente resolver los problemas no lineales mediante una for-
mulacidn conveniente en el sentido de los minimos cuadrados,

combinada con algoritmos de tipo gradiente conjugado.
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A continuacidn, presentamos algunos ejemplos particu-

lares de aproximacidn en espacio.

APROX 1 Consideraremos en primer lugar una aproximacidn en

el sentido de las diferencias finitas. En este caso,
n

g = 1 (0,1’191’], con hg>0 para 1< i< n.
i=1

Consideraremos el espacio de Hilbert F = L2(g)n(n+1),
dotado del producto escalar habitual, vy sea o : Hg(n)n + F

la aplicacidn definida por
(1.29) @(u) = (u,Dyu,...,D u) vue#rln

Es claro que

Izl . = [l
F ! ! 1 n
. HO(Q)

por lo que @ es una aplicacién lineal continua e inyectiva

de HI(2)™ en F.
Para cada h ¢, tenemos:

(1.30) Wh = {wh/ wp(x) = Z wh(M)th(x), wp (M) € R} )
€

M ﬁg

Las funciones WhMr COn M e Qg, constituyen una base de
W,- La dimensidén de W, es n.N(h) donde N(h) es el cardinal
o
de Q;; asi pues, Wy, tiene dimensidn finita.

Dotaremos wh del producto escalar «"'»h , definido por

n

(1.31) «Vh'wh»h = f vh(x) wh(x) dx + Z sivh(x)aiwh(x) dx
Q i=1 ¢

v vh, wh € Wh-

- - — - - . S A =D wm WP ¢ wm

{1) Recuérdese la notacidn introducida en la Seccidn 0.5.

63



CAPI-64-

Para cada h e, el operador de prolongacién py es el
anilogo discreto de w ,i.e.

Se verifica entonces gque

"Phuh" F ~ "uh"hl

por lo cual

"Ph" 1.

LW, ,F)

Como ya hemos visto, bastari por otra parte definir 1la
aplicacién r, en un subconjunto denso ( e.g. D)) de

H;(Q)n. Pongamos entonces
(1.33) (rpu) (M) = u(M) vueal wueD?

las relaciones (1.33) determinan una aplicacidn Tyt Do)y -
Wy Y no es dificil probar que la correspondiente aproxima-

cidn externa de H;(Q)n, es estable y convergente.

Consideremos ahora el nuevo producto escalar «'"»W '

: ho
definido por

Yho i=1 ¢

entonces es fdcil ver que «”'»h y (o) w, introducen
ho

normas equivalentes, con constantes de equivalencia indepen-
dientes de h. En consecuencia, con este nuevo producto

escalar sobre cada Wy los operadores de prolongacién Ph
continfian verificando la condicibén de estabilidad (A1) de la
Seccidn 0.5.

Pongamos ahora

n
21
(1.35) V) ={vp/ vy e W, divy v, Eiz1vihvih(M)=O ¥ Me Q)

Desgraciadamente, no es flcil construfr explicitamente
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una base del subespacio V, de Wye Finalmente, introducimos

la aplicacidn sh:‘U'+ Vy, + definida como sigue:

( s, v = [ 01 (8, V) (M) wy con
Me Qh »
(1.36) W (shv)i(M) = valor medio de vy en la cara
1
L x;3 = (my~- E)hi de 0, (M)

(compruébese que con la definicidn (1.36) tenemos s,(v)e Vy
¥ v £€U). Entonces no es diffcil probar que, con esta elec~-

cién de sy se verifican (A3) y (A4).

En el caso del problema lineal (1.8), con esta aproxi-
macién queda introducido el correspondiente problema aproxi-
mado (1.20). La forma Vh* Hlay,vidy, + A (up,vy) = (g,vy)
aparece como una forma lineal definida sobre Wy, que se
anula en Vie Asi pues, introduciendo los multiplicadores de
Lagrange correspondientes a las restricciones que definen Vu

(cf. (1.35)), encontramos que existen A, ¢ R, M ¢ ﬁg tales

M
gue la ecuacibn

- n
(1.37) “«uh’vh»h + x(“h'vh) - (g’vh)= Eo AM Z (vihvih(M))
Menﬁ i=1

se verifica para todo Vhp € Wy

Introduzcamos ahora el operador D, € £(Wh,L2(9)L
definido por

su adjunto Dpe L(L2(Q),W,) estd dado por
* 2 n
Sea 1N la funcién escalonada que se anula fuerxa de

a(h) = ] . op(M) y que satisface:
M sﬂg
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1

2]
- ¥V X e op(M, Me g
R
i=1

(1.40) Hh(X) = Hh(M) = AM

entonces, (1.37) puede escribirse como sigue
pltag , vyl + Alup,vy) - (g,vy) = (0 ,Dypvy)
& bien, equivalentemente,
(1.41) yuluy,vydy + x(up,vy) = Dplly,vy) = (g,vy) ¥ vy e Wy

. - 21 5.
Tomando sucesivamente vy = thej para Me Q4 j=1...n podemos
interpretar (1.41) como el esquema (que toma la forma clé-

sica de un esquema en diferencias):
n o1
(1.42) =y [ 62 up(M) + dup(M) + (Vo0 ) (M) = g, (M), Me @),
i=1

1=

donde V, (T, (M)) es el vector (V I (M), ..., %, 0,(M)) ¥y

(1.43) gp (M) = = ! j” g({x) dx .
T hyZop(M)
i=1

La ecuacidn (1.42), junto con

21

(1.44) ( Vipuip)(M) =0 , M e q ,

e~ S

i=1

constituyen una versidn discreta de (1.8); -D;nh es la
"aproximacién" de grad p , -D; es un operador gradiente

discreto.
Como ya dijimos, la resolucidn directa de (1.20) no es
ficil pues no conocemos una base explicita de Ve Una alter-

nativa consiste en resolver el sistema lineal (1.41),

(1.44), donde las incdégnitas son

[
(1.45) W (M), el up (M), np(M) , Moe ) -

Este sistema posee una solucidn finica, definida salvo
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una constante aditiva para Iy la "no unicidad" dificulta
su tratamiento numé&rico; por otra parte, la matriz de coefi-
cientes asociada estf mal condicionada. Por todo ello con-
viene emplear métodos iterados, para resolver (1.20), que no
precisan el conocimiento explfcito de una base de Vh Y que

ademis proporcionan aproximaciones de pm+1/2

(y por tanto de
P = p(x,t)). NStese que, en gran nimero de casos, interesa
conocer el comportamiento de la presibdn del fluido, m&s gque
el de la velocidad de éste. La descripcién de algunos de

estos mé&todos seri presentada mis adelante, en el Cap. 1V.

Puede probarse que para soluciones u y p de (1.8)
suficientemente regulares, la aproximacidn precedente condu-

ce a una estimacién Hu-uhﬂ= o(h) (cf.}| 221).

En el caso del problema guasi-lineal (1.9), esta a-

proximacidén se utiliza junto con la siguiente definicién

para bh:
~ 1 n
j=

- j;uihvjh(aihwjh) dx] v uh,vh,whfwh.

El correspondiente problema discreto (1.21) es afin no
lineal. Veremos en el Capfitulo IV que puede resolverse
utilizando técnicas de mIinimos cuadrados combinadas con

algoritmos de tipo gradiente conjugado.

El error cometido, como en el caso lineal, obedece a

una estimacidn del tipo Hu—uhﬂ = 0O(h).

APROX 2 (n = 2) Tomemos I = (0,1] v sea{qdh}heg[ una

familia regular de triangulaciones admisibles de & .

Para cada h ¢ KX , sea:
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(1.47) Wy = {wy/ wy e COUiR%), wy|, e Py(K)2 ¥ Re T

w,=0 sobre 39} (N

Asi definido, W, es un subespacio finito-dimensional de
H;(Q)Z y cada funcidn W € Wy estd8 univocamente determinada

por sus valores ( en RZ ) en los vértices y puntos medios de
T

los ejes de los trifngulos XK ¢ h pertenecientes a Q.

(ver Fig 1.1). Tomemos:
(1.48) «vh'wh»h = «vh,wh» v Vhe Wy € Wh .

ryw € Wy, r,w=w en los vértices y puntos medios de

(1.49) {(los tri@ngulos K eq’h pertenecientes a Q ,

para cada we D(o?2,

F=18l(a)2, 5:8](2)2 + B]l(2)2 el operador identidad
(1.50)

Ph=Wh-'H;(9)2 el operador de inyeccidn candnica.

Es un resultado cldsico que la anterior aproximacidn

(interna, pues P=H!(2)2) de H)()? satisface (A1) y (A2).

Por otra parte, pongamos
(1.51) Vh = {vh/ Vh € Wh, deiv Yh dx=0 ¥ XK fr h}47

la condicidn * j;div vp=0 ¥ K quh " es una versidn discre-
ta de la condicién de incompresibilidad div v=0 . Notemos
gue las funciones Vh € V, pertenecen a H;(Q)2 pero no a Vv,
esto es V, § V. Aunque es f&cil determinar una base de W,,

no ocurre igual con Vh'

s = * a U , dond * W
ea shv = rhv + Vh para cada ve ’ ondade Vh € h

estd definida por:

(1) P ,(K) es el espacio de las funciones polinomiales

definidas de K en R de grado menor o igual gue m.
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(1.52a) v; = 0 en cada vértice de un triingulo Ke 7Jh p

NIW

1
v;(A12).;12 ={ ./. v( oA +(1-0)A,) do

0

(VIR ) +4v(A ,)+v(Ay)) } .1y,

f -

(1.52b) ¢

->
para cada punto medio A12 de un eje A;A, con n,,

un vector unitario ortogonal al segmento AqR,-

obtenemos asi una aproximacidn (externa)
(1.53) {(v ;) 8|, H) ()2}
- h'Pn v, +Snlneco, 1] [y +Ho

del espacio V, para la cual (A3) y (A4) pueden ser demostra-

das falmente.
Introduciendo la forma bilineal a{(.,.), definida por
(1.54) a{u,v) = ufu,vh) + A(u,v;,
el problema aproximado de (1.8) resulta ser:
(1.55) a(uh,vh) = (g,vh) ¥V vy € Vypy Uy € Vy

Claramente, (1.55) posee solucidn Gnica.

Puesto que V), Vviene dado por (1.51), deben existir

algunos g, K e 7Ty tales que

Ke"/"h

Es evidente entonces que existe una funcidn escalonada

(1.57) M, = m, (X). '
h zr, h Xx

tal que se verifica
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(1.58) a(uh,wh) - (Hh, div wh) = (g,wh) b4 LA Wh ’

gque no es sino versidn discretizada de (1.8), una vez que

(1.8) se escribe en la forma equivalente
(1.59) a(u,v) - (p,div v) = (g,v) ¥ ve Hl(2)2

Asf, Hh puede ser observada como una aproximacidén de p
que queda completamente determinada por sus valores Hh(K)
con K e‘Tﬁ (tienen validez los comentarios hechos en rela-

cidén con I, para APROX 1).

Puede probarse que, para u y p suficientemente regula-

res, se tiene que Hu-uhﬂ = O0(h) (cf. |22]) .

Para la aproximacibén del problema quasi-lineal (1.9),

batara volver a (1.21), con %h definida por

(1.60) bh(uh,vh,wh) = b(uh,vh,wh) ¥ up,Vy,wy € Wy o

De nuevo el error verifica Hu-uhH = 0(h).

-Fig 1.1~ -Fig 1.2~
Aproximacidn en espacio Grifica de la
usando el elemento finito Ade funcidn burbuja.

Fortin |8].

APROX 3 (n = 2) Sea ahora W; el espacio de agquellas

funciones de H;«nz que pueden escribirse como suma de una
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funcidn w, del espacio W definido en APROX 2 y una funcidn

2

op = zr‘ op{K).Bg, donde o,(K) € R® para cada K¢ 'rh y By

KEIh

es la funciédn burbuja ("bubble”) asociada a K¢ qdh (ver

Fig. 1.2) . Dicho de otra forma, para cada trifngulo K de

A K x§ (1),

coordenadas baricéntricas AKX 27 se tiene

1'
Ay A5y ix) sioxe ok,

(1.61) Belx) =
0 en otro caso

De nuevo w; es un subespacio finito dimensional de
H;(Q)z. Los grados de libertad asociados a las componentes
de una funcién Wy, € W) son sus valores en los puntos indica-
dos en la Eig.h3 (cf. |131).

Tomemos de nuevo
(1.62) «vh,wh»h = «vh,wh» v Vhe Wh € Wh

Y The Pps F ¥ w definidos como en APROX 2 (lo cual es lfcito
pues whc w;). Se prueba flcilmente que esta aproximacidn de

Hé(ﬂ)z continfia satisfaciendo (A1) y (A2).

Pongamos también

* *
{1.63) Vy = {vy/ vy € Wh,.[Kq.div vV, dx = 0 ¥ qe P,(K),

{1) Las coordenadas baricéntricas Xj=lj(x) 1£3%3 de un

punto x ¢ R2 con respecto a los tres vértices

Aj=(aij)j_2=1 de un tridngulo X ¢ 7Jh' son las (Gnicas)

soluciones del sistema lineal:

3 3
1 ajyhy = x5, 12152, _Z A o=
i=1 j=1
'3
Claramente, si x eRz, tenemos x = ) Xj(x)Aj-
=1
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El espacio V, definido en APROX 2 no estd inclufdo en
V;; las funciones de v; son de estructura mis general que
las de Vyr pero satisfacen condiciones m8s restrictivas en

cuanto a su incompresibilidad aproximada.

Sea ahora syv = r,v + v; para cada v eV, donde v;

est& dada por:

*
Yn T X‘d oh(x) BKI
Ke Ih
(1.64)
o 80 nyar ax}, i=1,2
hi(K) area K{ aKxi(Vh-n) - X Vhi X ’ = ’ -

Es de nuevo relativamente sencillo probar que se veri-

fican las condiciones (A3) y (A4).

El problema aproximado de (1.8) es de nuevo (1.20) con
la misma definicidén de (.,.), que en APROX 2. En este caso,
la aproximacidn n; de la presidn es una funcidn lineal a
trozos (no necesariamente continua), determinada separada-

mente en cada K e‘Vh por sus valores en los vértices.

En efecto, puesto que V; viene dado por (1.63), existi-

rdn unos multiplicadores de Lagrange Aé, i=0,1,2, K eqdh:

tales que:

wlup,vy) + Alup,vy) = (g,vy) = § AR f aiv v, dx
(1.65) ¢ "
+ 7 ) A% f x; div v, dx.
i=1 K€‘7-‘h K

Denotemos por n; la funcidn definida c.p.d. en Q gque se

anula fuera de Q(h) y es igual c.p.d. a Ag + x4 Aé + X, Aé

en cada XK ¢ 7Jh. Entonces el segundo miembro de (1.65) vale

(1.66) j~ H; div vy dx = (n;,div vh)
Q N

¥y, de nuevo, obtenemos un anflogo discreto de (1.59):
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Wy, V) + A (uy,vp) - (Dp,div vp)
(1.67)

= (glvh) ¥ Vh € Wh.

En este caso, se deduce que, bajo determinadas hipdte-

sis de regularidad para uy p, llu-uyjl = o(h?) (vEase |22]).

La aproximacidn del problema no lineal se puede llevar

a cabo de forma anfiloga a como se hizo en APROX 2.

X

®

e A X

X
-Fig 1.3- -Fig 1.4-
Aproximacidén en espacio Aproximacibén en espacio
usando el elemento finito usando el elemento finito
de Témam |22]. de Fortin |8}.

APROX 4 (n = 3) Dado un tetraedro Ke;7’h, denotemos por Af
(1 <i<4) sus vértices y por B§ (1<1i<4) los baricentros de
sus caras. Es f8cil ver que una funcidn polinomial de grado
3 de K en R3 esti unf{vocamente determinada por sus valores
en todos los puntos A§, B§ con 1 <i<4, y los valores de sus
primeras derivadas en los puntos A?, 1<1i £ 4 (ver Fig.1.4).

Tomemos ahora

T

(1.68) W, = {wy/ wy e c%(a;r%), wnlg € P3(K)3 vkeT,,

wy, =0 sobre 3Q}

De nuevo es un subespacio finito-dimensional de H;(9)3, que
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sera dotado del producto escalar inducido por H;(9)3- Defi-

nimos
4 rhw € Wh’ r,Ww=w en A?, B?
(1.69) « y Drpyw = Dw en Alf_, 1<i<4,
L Ke Ty, para cada we D(a)3,
- 1 3 . 1 3 1 3
F = Hy(Q)”, w:H (Q)” » H_ (@) el operador identidagd,

(1.70)

Py Wy > H;(Q)3 el operador de inyeccidn candnica.

Una vez m&s no es diffcil probar que la aproximacién
Precedente (interna, pues F=H;(n)3) de H;(n)3 verifica (A1)
y (A2). '

Introduzcamos por otra parte el espacio

P
sea s = + vo da" U, donde v € W ts
Yy hY = ryv vy Para cada v eV, onde v, h €s
definido por:
f v; = 0 y Dv; = 0 en cada AK, 11 <4, Ke‘7lh R

* oK
la componente de vh(Bi) que es tangente a la
(1.72)

cara de X de la cual Bf es baricentro, es cero,

para 1 <i<4 K eTh-

Con esta eleccidn para 8,+ Se verifican las condiciones

(A3) y (Aa4).

Usando (1.71), se deduce el problema discretizado
(1.55); de nuevo puede asegurarse la existencia de una
funcidn T, que verifica (1.58). I, es una funcidn escalonada
( del tipo de (1.57) ), y por tanto est8 determinada por sus

valores en cada tetraedro K e7Jh.
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La regularidad de u permite una estimacidn de la forma

la=uyll = o(h) (ecf. [22]).

El problema no lineal puede ser aproximado como en

APROX 2.,

APROX 5 Debido a la condicidn div u = 0, no es posible
aproximar V por un espacio de funciones lineales continuas a
trozos ( Fortin [|8]|). Nuestro prop8sito es describir una
aproximacién de V por un método de elementos finitos

lineales no conformes, o sea, funciones lineales a trozos
—

pero discontinuas.

Vol
Sea 7% una triangulacidén admisible de Q. Si Ke [/,
denotemos de nuevo por A;, 1<i <n+1, los vértices de K e

introduzcamos adem&s:

Ki z (n-1)-cara gque no contiene a Ayu
By = baricentro de la cara Ki'
G = baricentro de K.

Entonces, puesto que las coordenadas baricéntricas de By

respecto de las Aj' j # i, valen (1/n), tenemos:

n+1
GBy = [ (GAy/m) = [  (GAy/n) - (GA;/n),
j#i j=1
de donde
GBi = -(GAi/n),
n+1
puesto que ) GRy; = 0 (las coordenadas baricéntricas de G
5=1
con respecto a A, ...,A, .4y son iguales a (1/(n+1)) ).
Deducimos de esto que

y de aquf gque los vectores B1Bj, J=2,¢0e,n+1, son

linealmente independientes, del mismo modo que lo son los
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vectores A1Aj, j=2,...,n+1. As{ pues, podemos definir las
coordenadas baricéntricas de un punto P respecto de los

B1,.H,Bn+1, y las denotaremos por WgreeerHneq®

También, para cada conjunto de (n+1) nfimeros Bieveos
Bn+1 d2ado, existe una y s8lo una funcidn lineal que toma en

los puntos 81"“'Bn+1 los valores B1,.n,en+1 resp., y esta

funcidn estd dada por

n+1
(1.73) u(x) = J 84 ui(X)-
i=1

Pongamos

Wh={wh/ Wy € P1(K) v Keq’, w, se anula fuera de Q(h),
wh(Bﬁ) = 0 si la cara i de K esti sobre I,

wh(B§) = wh(3§ ) 8i la cara i de K y la cara i’ de

). 94 son adyacentes } .

De acuerdo con lo que precede, una funcidn Wy € Wy estd
completamente determinada por sus valores en los puntos B§ '
Kec—/dh.

[}
Sea U, = {Bf c Q(h), Keg 7Jh } vy, para cada B € Uy,, sea

Wpp 1la funcidn lineal en cada Ke:qdh que verifica

th(B) = 1,
th(M) = 0 ¥ M ¢ Uh, M # B.

Claramente, el soporte de Whp ©S la unidn de los dos simpli-

ces que contienen el punto B.

->
Los vectores Whp€is Con B & U,, 1£ i<n, constituyen

una base de Wy, y se tiene que Wy g n;(n)n. Dotamos W, del
producto escalar

n
Dunsvnlly = Cupovy) +1z1 (Dyh@h+DPinVn!
(1.74)

n
z (up,vy) + ] ) .[ Djuy.D;vydx,
ke T, 1i=1 7K
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que juega un papel anilogo discreto del producto escalar de

H;(ﬂ)n- Agui, D;hVn ©s la funcidn de Lz(ﬂ)n definida por

Dihvh = Divh c.p.d. en K, para cada Keqif

Sean
(' F = L2(g)n(n+1), G:H;(n)“-vF con v=(v,D,v...,D V)

(1.75) ﬁ Ph:WL* F , phvh=(vh,61hvh,...,Gnhvh) y

_ TpW=w¥ en todo B € Uy, para cada w ¢ D(a)?
Entonces, {(Wy,py.Tplpe 97+ @ ,F } es una aproximacién

externa estable y convergente del espacio H;(Q)n-
Consideremos ahora el producto escalar

n
(1.76) (uy vy I (DjpupDypvy)

"ho i=1 ;
que es equivalente al anterior.

n
Sea ahora Vy ={ v, /v, €W, z 1Dihgih =0}

la condicidn Dinuip = 0 equivale a div uy = 0 en K, ¥ K

f &~ 3

i=1

e‘T%. Pongamos

spw(B) = (1/med(K’)) [ w dr ¥ B e U,, para cada weDa)?,
KI

donde B es el baricentro de la (n-1) cara K’. Con esta
eleccidn, Spu € Vh Yy {(Vh’ph'sh)hegf' G,V,F} es una aproxi-

macidn externa de V estable y convergente.

El problema aproximado de (1.8) viene dado por

u Vuh.Vvh dx + A(uh,vh)=(g,vh) v Vp € Vh' u, € Vh

KETh [K

Yy posee exactamente una solucidén u Existe también una

h.
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funcidn escalonada I, que verifica

) f I, div wy dx

) f Vup 9wy dx + A (uy,w) -
K ke, 'k

Ke‘rh

= (g,wh) ¥ wh € Wh.

Los grados de libertad asociados a una funcidn Wy € wh
y a una "presidn discreta" Iy estln descritos en la Fig.1.5
Puede probarse que, bajo cliertas hipStesis de regularidad

para u y p, se tiene la estimacidn (véase |22}|).

I, [ Vote-up1? ax )2 = on)
€Ty 7 x

"Fig 105-

Aproximacidn en espacio
usando el elemento finito

de Thomasset |24].

El problema no lineal puede ser tratado de forma anilo-

ga a como se hizo en aproximaciones anteriores.

En el caso n = 2, es factible construir explicitamente

una base de V, ( ver Crouzeix {4]).
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CAPITULO IIX.

2.1 RESULTADOS DE ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA PARA ALG 1.-

En este Capftulo y en el siguiente, supondremos dadas
aproximaciones externas de H;(Q)n Yy V que satisfacen las

siguientes hipétesis de consistencia (con J'c 3 ¥ '~0;:

mientras gque no se indique lo contrario, las convergencias

que siguen se producen con h’e’, h’ + 0):

H1: siuw, e 120,75V, ,) ¥ hn' 3,

u,,+ u débilmente en L¥(0,T;LZ(m)™) = L2()",
(2.1)
PpeVBps™ v débilﬁente en L2(0,T;F)

entonces V= gu para algfin u ¢ L2(0,T;V).

H2: si v, , w, e t20o,®5w ,) ¥wh eI,

h’ h’ h
p,,v,,* ®v débilmente en L?(0,T;F) y
(2.2)
ph’wh’* ww fuertemente en LZ(O,T;F) ’

para algunos v,w € LZ(O,T;H;(Q)n), entonces

T T
Jo«vh’(t)'wh’(t)»h’dt +.fo«V(t)IW(t)» dt

Supondremos dada una familia by de formas trilineales
(cada b, definida naturalmente de WpXW,xW, en R), de tal

manera que se tenga:
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H3: Si u 'V, , € LZ(O,T;W ,) ¥ hr e,
—_— h’ h h

+ au débilmente en Lz(O,T;F),

4 phluhl

(2.3) J uh, + u fuertemente en L2(Q)n .

Pp Vp,* GV débilmente en L2(0,T;F),

.

para algunos u,v € Lz(O,T;HL(Q)n), y por otra parte

+ ¥ fuertemente en L‘WO,T) cuando k>0, entonces se

b4 X ¢
tiene:
¢ T.
jﬁobh,(uh,(t),vh,(t),Tk,(t)rh,w) dt
TA
(2.4) 1 »f b(u(t),v(t),¥(t)w) dt
0
cuando h’eJ’, h*+0, k+ 0 para cada we<.
.

También supondremos que las formas trilineales b, sa-

tisfacen

(2.5) bh(vh,wh,wh) =0 ¥ vhf W, € W

Y, Vv = 0 c.p.d. en R~ [o,7],

4: Si v e L2(R;V e

hl

( T
j lvh,(t)li, dt < cte. ,
0

T -~
u/.lrlzelvh,(r)lz < cte. para algln g> 0,
\ 0

para todo h’ € J/’, entonces {vh,}es precompacto enI}(Q)n.
En (2.6), ¢ ,r denota la transformada de Fourier de 1la

s -
funcidn vh, .

En el espacio finito-dimensional W, , las normas H.Hh y

.| (inducida por L2(q)®) son equivalentes. M&s precisamen~-

te, tenemos:
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(2.7) é; lwyl < wplly < s(h) fwy ¥ ow, e Wy

Enlo sucesivo, d, ¥ S{h) denotarin las mejores constantes
que satisfacen (2.7).0bviamente, S(h) no puede estar acotada
para h+-0; de hecho, el orden de crecimiento de S(h) est&
determinado por la aproximacidn particular elegida.Por otra
parte, supondremos que existe una constante positiva d1,

independiente de h, tal que:

'bh(“h’vh'wh)l _<_d1 "uh"h"vh“h"wh"h
(2.8)
v Uy VW, € Wy ¥ he.

Gracias a (2.7), (2.8), tenemos
'bh(Vhthlwh)lf_s1(h) 'Vhl Ilvh“h lwhl

(2.9) *
V Vypr Wy € Wh he

para alguna constante s1(h). En lo sucesivo, denotaremos por
S1(h) la mejor constante para la que se satisface (2.9)

(evidentemente, S1(h).§d1s(h)2)-

Con objeto de enunciar un resultado de convergencia
para ALG 1, definiremos para cada kX >0 y cada h ¢ K 1las
funciones Uynhs Vep! ﬁkh y ﬁkh como sigue:

Upps Vip ¢ L0,T] =+ Wy

(2.10) { son constantes en cada intervalo [mk,(m+1)k),

Uy (t) = ug Y Vi, (t) = uﬂ+1/2 ¥ temk, (m+1)k),

G, (t), ¥.,(t) : [0,T] =~ Wy

(2.11) J son continﬁas y lineales sobre cada [ mk,(m+1)k),

Gep(mk) =l y o (mk) = uP*Y/2 ¥ omeo,1...8 .
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Teorema 2.1 En las condiciones precedentes para la aproxi-

macidn externa de H;(Q)n y las formas trilineales by, exis-

ten constantes e, v ey dependientes s8lo de

|U°'r HEN 2 ¢ V. dO' d1 y ©
L“(0,T;H)
tales que, si h y k satisfacen
(2.12) ks(h)2<e, , ks ,(h)2<e,,

se tienen las siguientes propiedades:

a) Existen ' ,H’+0 'y {k’} , kr+ 0 tales que las
correspondientes subsucesiones Uyp,u,s Vispeo ﬁk’h' Yy
vk’h' convergen fuertemente en L2(Q)n y débilmente-* en

L°(0,7;L2(@)") hacia la misma funcién u ¢ L2(0,T;V)

NL™(0,T;H). Las correspondientes P, Uy, s seeey ph’;k’h'

convergen débilmente en'Lz(O,T;F) hacia w u.

’
b) Si H y {k’} satisfacen a), entonces el 1lfmite comdn u

es una solucidén de (0.53)-(0.55).

¢) En consecuencia, si n = 2, las sucesiones completas

Uppreees %kh convergen hacia la (Gnica) solucidn de

(0.53)-(0.55).
d) Finalmente, si n = 2, @ ¢ (0,1/2) vy h y k satisfacen
(2.127) ks2(n)+0 , xs2(n)~o,

entonces las sucesiones PpUpprecers ph%kh convergen

fuertemente en L2(0,T;F).

Antes de pasar a la demostracidn de este teorema,
hagamos algunos comentarios sobre el mismo. En primer lugar,
digamos que la condicidn (2.12) puede ser observada como una

condicidn de estabilidad, que nos dice que para Ih] pequefio,

esto es, para una buena aproximacidn en las variables espa-
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ciales, k no puede ser demasiado grande (en |22] se prueba
que, para las aproximaciones particulares estudiadas en el
Capftulo anterior, S(h) se comporta como |h]~P cuando h+ 0
para algfin p>0). En la demostracidn del Teorema veremos que
una eleccién admisible para e, Y e, corresponde a la que.
satisfaga:

(2.13) (1-0)2e_v2 + a2e, Ale_,e,,0)< v/32 , donde

Ala,B,0) = |u°|2 + (1-9)2a2v2|u°|2 + d?aB luol4
(2.14)

1 2 2
+ (1 + =)(d</2vw) |I£ll
® ° LZ(O,T;H)

El Teorema 2.1, nos dice que ALG1 es (al menos) condicio-

nalmente estable y que, cuando se verifica la condicidén de

estabilidad (2.12), produce soluciones aproximadas del pro-

blema de Navier-Stokes (0.53)-(0.55).
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2.2.-DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1.-

El esquema de la demostracidn es el siguiente:

1er, paso: Algunas estimaciones "a priori" sobre las fun-
ciones Uphe Viyeprees (obtenidas a partir de 1las ug,
u?l‘+1/2’coo)o

2°.paso' Una estimacién uniforme para la transformada de
Fourier vkh de la funcidn vkh (gque, junto con la compacidad
de algunas inyecciones de tipo Sobolev, permitir§f m8&s ade-~

lante el paso al 1fmite en el t&rmino no lineal).

3er paso: Eleccidn de algunas subsucesiones convergentes.

° Paso: Demostracidén de que el l1fmite comfin es una solu-

cidn.

5° paso: Resultados de convergencia fuerte ( a partir de 1la

identidad de la energfa).

Para no complicar excesivamente la notacidn, suprimire-

mos el subindice h en los dos primeros pasos.

1er m+1/2

paso: Tomando v=u en (1.23), obtenemos:

lum+1/2|2 m|2+lu m+1/2"2

"'Iu m+1/2_um|2

+kvo|lu

(2.15) <+ kv(1-8) Ju™ 2+kv(1-0) (u®,u®F 1/ 2 4™y

A

m+1/2 m+1

Porotra parte,utilizando (1.24) con w=0u +(1=-8)u

se tiene
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|um+1l2_|um+1/2|2+(1_29)Ium+1_um+1/2|2

(2.186)
+ kv"eum+1/2+(1_e)um+1“2 = k(fm+1’eum+1/2+(1__e)um+1)

y de (2.16), usando la primera desigualdad de (2.7),

’um+1l2_|um+1/2|2+(1_2e)lum+1_um+1/2|2

(2.17)
kv
+ E_HGum+1/2+(1_e)um+1"2 <

(xaZ/2v) £+ 2

El desarrollo de (2.15) conduce a la siguiente desi-
gualdad ( donde se ha utilizado (2.5) y (2.7) ):

m+1/2_

|Um+1/212 u

-1u®1 2410 12 kvellu® V2] 24Ky (1-0) [u™) 2

- kb(um,um,um+1/2-uy),

que se convierte, utilizando la segunda desigualdad de (2.7)

y (2.8), en

7 |um+1/2|2_lum'2+ m+1/2_um|?+k;9“um+1/2"2

1
3lu

(2.18) { +xv(1-8)u®™2 <

(ka2/2ve) | £™*1/2)

+ k2v2(1-0)2s5(h) 2 Ju™) 2+xa?s, (n) 2 u®) 2| ™| 2.

\

Si sumamos (2.17) y (2.18) y dejamos en el miembro de la

derecha s8lo los términos relativos a f obtenemos lo si-

guiente:

g
lum+1|2_|um|2+%|um+1/2_um|2+(1_29)lum+1_um+1/2|2

X X
+ kv (1-0) Ju™ 252 ™ 1/ 2 24 20 ou™* 1/ 24 (1-0) u™t ) 2

o

v

Ky m+1/2
4

+(1-0)ul* 12

m+1/2u2}

(2.19) { + { leu +6[lu

- k2 (V2(1-e) 25 (h) 2 Ju™ 2425 (h) 2 uT) 2| u™| 2 )

+1,2
! < (kd2/2ve) €™ 1/212 4+ (xaZ/2v) 1£7F T2,
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Obsérvese que

( (9a+(1-8)b)2 + a2 > eo(1+6-Y23(1-08))a?

(2.20) { + (1-8)(1-8- 2-z-)bz ¥ a,b € R,
Y

\ para y tal que ©/(1-9) <Y2 <(140)/(1-8) .

En particular, tomando Yy = —1132- , se tiene
2(1-9)
2 2 e 2 (1-8). 2
+ - > = - oot
(8a+(1-8)b)“ + 0a“ > 32 + (1-9) 1736 b
(2.21)
® 2 (1-0),2 ) 1,2
> - b ———— D> - - .
2 2a 7 be 2> 2a + 8b

De donde (2.19) implica:
-
Ium+1lz_lum|2+%|umﬁ1/2_um|2+(1_29)Ium+1_um+1/2|2

kv kv ,
+ xv(1-0) a2+ 22 ™ /2 2422 jeu™ 1/ 24 (1-0) o™ 1) 2

(2.22) < +

®IZ

{ghum+1/2H2+%Hum+1H2 } - x2 {v2(1-8)25(n)2u™?

+ aZs (n) 2™ %1u™2 )

Ia

(ka2/2ve) | £+ 1/ 2|24 (xa2/2v) | g™+ 1|2

~

Y., agrupando convenientemente los términos,

flum+1lz-,um|2+%|um+1/2_umlz+(1_29)Ium+1_um+1/2|2

kve kv
+ kv(1_e)"um"2+2§__“um+1/2"2+Z_“eum+1/2+(1_e)um+1"2

(2.23) ¢ + k [ 0™ N2 - x(v2(1-0)25(h) 2 fu™) 2

+ als ()2 u™ 2™ ?) )

m+1|2.

Ia

(xa2/2ve) €™+ 1/212+(ka2/2v) I £
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Sea r un entexro entre 0 y N. Sumando estas expresiones

para m=0,1...r, obtenemos:

r r
lur+1lz+% ) Ium+1/2_um|2+(1_29) ) lum+1_um+1/2'2
ms=

m=0

r X
v
F xv(1-0) ] Ju™2 + 3EZ& 7 m+1/2;2

k
+ _4_2 “eum+1/2+(1_e)um+1“2+ k{§—2' "um+‘|"2

0 m

I~
[ ls ]

m 0

r
-k § G21-e)Zs(my 2 ju™ 2+aZs, (m) 2 ™ 2 1u™ 20,
m=1

donde ), es la expresidn siguiente:

ae <1u°1%+x%v2(1-0) 25 (n) 2 u® ?+x2a%s, () 2 Ju® 2 |u°] 2

r _ r
+ (xa2/2ve) ] 1£®*1/212 4 (ka2/2v) D ™12
m=0 - m=0

Nuestro prbximo objetivo es acotar el valor Qde kr:

re < 1u®12+x202(1-0)25(h) 2w 2+k2d2s, (h) 2 u®1 2| u®] 2
N-1 N-1
+ (kaZ/2vey ] 1£™F1V/2)2 4 (xa2/2v) ] 1£™FT2 =
m=0 m=0

N

lug12+x2v2(1-0)2s(n) 4| u 1 2+k2a2s,(n) 2s(n) 2 u I 4

IA

+ (a272v) (22 : 8, 151112 )
L“(0,T;H)

2 2 2 2 2 4
luol teg “(1-9) lu ] +dje, 1|u°|

IA

+ (a272 ) (1+ly e 2 :

® " L2(0,m;m)

Recurriendo a (2.12), llegamos a la siguiente desigualdad:

2
<lu,l

A +egvi1-er?lugl? + afe o jy 4

+(a272v) (1+2) 1E02

® L2(0,T;H)
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el segundo miembro de la misma es igual a A(eo,e1,e) ( con

A definido por (2.14) ).

Probemos ahora por induccidn que

X
laf 11242 7 Ja™ 1/ 20901 24 (12 20)
m=0 m

|+ 1. m+1/2)2

u

e

< 3kve r
+ kv (1-0) ] Qum2e32 0 pumr1/2)2
m=0

m=0
(2.24)

r
k

In
>
A

r 2 AN < A(eo,e1,e) para r=1,...,N.

(a) Para r = 0, basta utilizar (2.23) conm = 0.

(b) Supongamos que las igualdades precedentes son ciertas
para r sustitufdo por m = 0,1...r-1. En particular
lu™]2 <

(2.13),

Am £ A(eo,e1,e) para m<r y, siempre que se tenga

r r

?% ) pa®™ 2 Loy ) (v2(1-8)2s(h) 2 u™) 2

m=90 m=1
+ afs ()2 u™ 2 a™) 2)

. r
21335 = [v¥(1-e)%ks(n) 2+ a?ks,(n)? r(e_ ,e,,0)]) [ [u™]?

m=1

v 2 2 T 2
21433 - [ve(1~-8) e°+d%e1A (eore1:9)]} m21 lu™]
> 0.

Obviamente, (2.24) proporciona una estimacidn "a prio-

ri" para las funciones u™ Yy um+1/2:
4 N N
max lum|2+ Z |um+1/2_um|2+ z lum+1_um+1/2|2
0<m <N m=0 m=0
2.25 J
( ) N N
+ k0] ™2+ x ] ™ V22 < cte.
\ m=0 m=0
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Aquf y en lo que sigue, las constantes sélo

dependen de la magnitud de los datos (i.e. Iuol,
€] Yyv), del parfmetro de implicidad @ y de las
2 .
L<{(0,T;H)
cotas e, Y e, de kS(h)2 y ks1(h)2 resp. La egstimacibén (2.25)

tiene como consecuencias las siguientes propiedades de esta-
bilidad para las funciones Uy, Vi 4, v Vk:

”

flu, dl +liu, |l
reto,min2em™ 0 f n2(0, W)

(2.26a) < + Hpukﬂ < cte.,
L2(0,T;F)

lo mismo para v, ,1 ..
L p k% ¥ Vx

Huk-vkﬂ ) icte.\/; ‘
Le(Q)”®

lo mismo para uk‘ﬁk’ uk-Vk, etc...

(2.26b)

2° paso: Si sumamos (1.23) con m reemplazada por m+1 y

. {(1.24) con w=v € V, obtenemos:

(um+3/2_um+1/2'v)=(fm+3/2+fm+1 'v)_b(um+1 lum+1 , V)

(2
k

(2.27) < - B(u™ T, (1-0)ul Tieul+1/2 )

L - V«Gum+3/2+2(1-9)um+1+eum+1/2,v» ¥V voe V.

las igualdades (2.27) también pueden escribirse en la si-

guiente forma:

4 ~
2 EE(Vk(t)’V) = (gp(t),v)
(2.28)
VVveV, tc.p.d. en [0,T] ,

donde la funcidn 9 :[0,T] + V estd definida por

[eN o)
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m+3/2 m+1+eum+1/2'

( «gk(t),vb = - y(eu +2(1-8)u v)

(2.29) J “b(uBF 1 g Gy ih(u®t T, (1-0)uPt Teeu®t 1/ 2 4y

(fm+3/2+fm+1,v) ¥veV, t € [mk,(m+1)k)4

Asi, de (2.7) y (2.8) resulta que

(g ()] < vieuw™ 3/242(1-0)ul Troumt 1/ 2 4q, Jum* 1) 2

(2.30) ¢ + d1uum+‘un(1—e)um*1+eum+‘/2u+a°|fm+3/2+fm+1l

L para t € [mk,(m+1)k)

y, por tanto,

T N-1
'J o, (o)l at < kI (v leu™3/242(1-0)u™ T4ou™* /2|
0 m=0
(2.31) 4 + a, ™ N 2ea ™ N (1-e)u™ Teu™t 1/2)

+ dolfm+3/2+fm+1').

El segundo miembro de ({2.31) estf evidentemente acotado

gracias a (2.25).

Asf pues Hgkﬂ esti uniformemente acotado.
Ll(o,T;v)

Prolonguemos la funcidn gy por 0 fuera de [o,T], obteniendo
asf una funcién gy, que verifica la siguiente igualdad para

todo t:

(2.32) %E(Vk(t),v)=(§k(t),v)+(u°,v)50-(uN,v)5T ¥ v €V

Aqui, 8o Y $np designan las distribuciones masa de Dirac en

0 y T resp.

Por otra parte, aplicando la transformada de Fourier en

ambos miembros de (2.32), obtenemos
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-2nir($k(r),v)=(§k(r),v)+(u°,v)—(uN,V)exP(-ZnitT)
(2.33)

vav'

donde Gk y §k denotan las transformadas de Fourier de ¥, vy
§k resp.

Utilizando (2.33) con v = Gk(t), y tomando m&dulos,
resulta que

(2.34) 20l Tl 19, (012 < 1§ (D119, (D] + c lo ()],
puesto que u® y uN permanecen acotados.

Debido a que lgkl < cte., tenemos también

Ll(o,T;v)

T

y por tanto
(2.35) 119, ()12 < eal9 (0]
Para un g fijo, B ¢ (0,1/4), se verifica que

(2.36)  1112% < c ) (1+l<y/(1+1<1 728y v cem

’

segfin esto,

'@Ix’ik(t)|2 oo Il " ,

= C (B)Jﬁ —_———— d1+ C (a)./~ —_— v, (1) ]° dr

4 - 4 k
-m1+|T|1 28

o | g (1) ]
o 2 k
o f 19, (1)1 dT+C] dr
4 k -
- 5,°1+'T|1 2

C4jﬁ 'Gk(T)IZ dr

-0

" dq 1/2./”“ 2 1/2
+ C a/. ) ( 19, ()% ar )
5 _m(1+|TI1-28)2 . k

- 1+
jﬂ lt12 19, (012 at ¢ c4(s)-/.-—7-%{13— 19, (1112 ax
- ® 14 T -

in

In
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)
La integral I i[ dr 3 es finita si pg<1/4,
ce (1+] 2] 172 )2

ya que

1 (o] = C
(1+1c11728y2 g4 1201=28)  441,(°

con o> 1 -

+ d
Yy jﬂ =1 converge s8i a > 1.
- 1+|‘[‘|
Ademis,

J- 19, ()12 ax 5,&3[ 19,(1)12 ar = dgj.wlﬁk(t)lﬁ at £ cte.

Lo

Como consecuyencia, obtenemos la siguiente estimacidn para la

transformada de Fourier ek de ¥

k
(2.37) S ItI28 lw‘ik(T)l2 dt <{cte. para algln B€e(0,1/4)
38T paso Utilizando (2.8a) para las funciones Yyp Y la

primera hipdtesis de consistencia H1, se deduce la existen-
/

cia de 3[&3{,3[*0 y {k"}*0 tales que, para algfin u «¢

L2(0,T;V) n LQ(O,T;H), se tiene:

( 94,/ + u débilmente-* en L (0,T;L2(2)") vy

(2.38) J ph’vk'h’ + wu débilmente en L2(0,T;F)

J
cuando h’ sﬂf, hr+0, k’?+0.

Por otra parte, gracias a (2.26a) para ﬁkh’ (2.37) ¥y
H4, estd claro gque se pueden elegir las subsucesionesiﬂ’y

{k’} de tal forma que junto con (2.38), se tenga:

<t

kh * u fuertemente en LZ(Q)n
(2.39)

cuando hrs € S[J, he+ 0, ks~ ¢
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Teniendo en cuenta (2.26b), obtenemos las mismas pro-

piedades de convergencia (2.38) y (2.39) para las sucesiones

uk/ h/ ’ Vkl h/ y uk: hl *

4° Paso: Elegimos ¢ ceUYy tomamos v = S,¥ en (2.27). Sea
{una funcién de c¢'([0,T]) con {(T)=0. Multiplicando (2.27)
(donde v=s, ¥ ) por ((t) e integrando por partes en [0,T] ,
se llega a la siguiente igualdad

T
-2.[0(th(t),§'(t)shv)dt

T
+\i[o«evkh(t)+evkh(t+k)+2(1-e)ukh(t+k)’g(t)shw»hdt

T
(2.40) + J b(ukh(t+k),ukh(t+k),g(t)shW) dt
0

+

T, ~
j buy, (t+k), (1-6)uy, (t+k)+ov,, (L), {(t)s,¥) dt
0 ,

T
2(T, n(0) , s, ¥)((0) + 2.[0(fk(t),§(t)sh¢) dt.

Agqui, la funcién f;, :[0,T] + H es constante en cada interva-

lo [mk,(m+1)k) y est§ definida por

(2.41) £,0t) = 3 [£®¥14em¥3/2] y ¢ ¢ [mk, (m+1)k).

Nl -

La expresidn (2.40), en forma reducida, se escribe como

sigue:

Notemos en primer lugar que Py, ., + (ug,¥) ((0) cuando
h e H'°) h’»0, k’+0. En efecto, debido a (AS5) sabemos que

U Vy, es denso en Lz(n)n Yy esto nos dice que ug ~u, fuerte-
h

mente en Lz(n)n.

Por otra parte, de (2.27) se tiene

093
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(up/2-u2, s, ) = 3(£1/2,5 1)-32¢oul/ 2+ (1-0)ug, 8 ¥0 ),

‘- x/2

k
So«evkh(t)+(1-8)ukh(t),shwnh dt

t
N'c

kA
g Kobh(ukh(t),ukh(t),shW) dat ;

teniendo en cuenta H2, H3 y el hecho de que Sy Y + 9 fuerte-

mente en L2(Q)?, se obtiene ficilmente gque

T R R R R LR TR

Por otra parte, fk'*f fuertemente en LZ(Q)n cuando
k »0. En efecto,

1 > 1 ~ ~
(2.43) £ (t) = 3 [P e™3/2] o 2 (2 (e)+E ()]s

veamos que fk+ f fuerte en L2(Q)n { an8logamente se proba-

ria la convergencia de fk(t) ). Tenemos que

5 (m+1)k
g+l = f(x,t) dt
(m+1/2)k

la aplicacién Ty f - fk es lineal de L2(0,T;H) en

LZ(O,T;H) y ademis es continua, puesto que

T N-1 ((m+1)k R
I, £ 2 = J lm£(e) 12 ae = ] J 1£, ()12 ae
L“{(0,T;H) 0 m=0 7 (m+1/2)k
N-1 ((m+1)k N-1
- J ™12 ae = 5 7 1£™) < g2 ;
m=0 J (m+1/2)k 2 m=o L2(0,T;H)

por ello, basta probar que Tkv + y para funciones Yy que
estén en un subespacio denso de L2(0,T;H), por ejemplo

Ccfo,r):H).

Asi,
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T
[ =j T, p(t)-p(t) ]2 at
T 20, mimy Jo K

N-1 (m+1)k 2 (m+1)k

= ] I ,-(J v(is)ds - v (t)]? at
m=0 (m+1/2)k (m+1/2)k
N-1 {(m+1)k

= 1 J lve) - vie)l? at
mn=0 J (m+1/2)k .

N-1 (m+1)k
) e dt -+ o0
m=0 (m+1/2)k

Ia

cuando k + 0. En la tercera igualdad hemos aplicado el Teore-
ma del Valor Medio del Cflculo Integral a la funcién ¢,

tenié&ndose pues (m+1/2)k< £_ < (m+1)k ara cada m.
n p

En consecuencia, tenemos:

T
Qip. * _[ (£(t), ((t)¥) at

(2.44) 0 -

cuando h'e ', n'+0, k™~ 0.

Por otra parte, usando de nuevo H2, H3 y las propieda-
des de convergencia (2.38) y (2.39) para Upops ¥ Vyops o+ S€
obtiene facilmente que

T
( VIgipe * Ly ot My, ZvXO(u(t), (t)y) 4t
TA
(2.45)1 + 2 b(u(t),u(t), (t)y) 4t
0
\ cuando h’eF’ , h'+0, k’+0.

Finalmente, de (2.39) obtenemos:

T
Iy ° J- (u(t),{(t)y) dt

(2.46) 0

cuando h’e H',h'*0 x'">0 .

La consecuencia de (2.44)-(2.46) y de la convergencia

de Py p-+r ©s gue la funcidn 1limite u satisface:
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T T
- j (u(t), () ¥v) at + {[ (u(t),((t) V) at
0 0

T
+J b(u(t),u(t),((t) v) dt = (uorv) g(O)
0

T
+.[ (£(t),0(t) v) at ,
0

Yy esto para toda funcidn Vv ¢V y para toda funcién ( €
C’([O,T];R) que satisfaga ((T) = 0. Por continuidad la misma
igualdad seguird verific8ndose para toda V¥ € V. En particu-
lar, eligiendo ( arbitrariamente en D(0,T), y teniendo en
cuenta (0.46), se observa u verifica (0.54). Por fltimo,

tomando ( ¢ D([0,T]) con ((0)=1 se deduce que

T T
(uolﬂ)) = ‘Jo(u(t)l gl(t) v ) 4t +vJo(u(t)p§(t)¢) dat
TA RN T
+.[ b{u(t),u(t),{(t) y) dat -.[ (£(t), ((t) vy ) dt
0 0"

= (u(0),v) Vv eV,

con lo cual (0.55) también es cierto. En otras palabras, u

es una solucidn del problema de Navier~Stokes (0.53)=(0.55).

5° paso: Supongamos ahora que n = 2, e < 1/2 kS(h)z* 0,
ks1(h)2-»o Yy probemos gque pkukhﬁ-iu en la topologfa fuerte
de L2(0,T;F) cuando h ¢ Jf, h+0, k+0. Introducimos las

funciones Zynt Yyh :{o,r] =+ Wy, constantes en cada interva-
lo [mk,(m+1)k) y definidas por

m+ 1

zkh(mk) = uy ’ wkh(mk) = 8 m+1

m+1/2
Yy h

+(1=-8)u

(2.47)
para m=0,1,¢¢6.,N=1,

Veamos que,en las hipbdtesis del Teorema para cada he I

podemos elegir una funcidn uﬁ € Lz(OrT?Wh) de manera que se

tenga
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(2.48) phu;-*ﬁu fuertemente en L2(0,T;F) cuando hed , h~+o.

El resultado es obvio si u es una funciédn escalonada

(en t)
s
b i=21 uix[ai'bi] ug ¢ v [ay,pd € lo,1],
s
porque bastaria tomar u; = 121 Shuixhi'bil € LZ(O,T;Vh).

Puesto que la aproximacidn es convergente, es flcil ver que,

para las funciones u; as! definidas, se cumple (2.48).

Supongamos ahora que u es una funcién arbitraria de
LZ(O,T;V). Dado n 21, existir8 una funcidn escalonada u, tal
gue

lla, -ull 5 » £1/n '
L<(0,T;V)
(2.49)
I Gu - wull ) 2 ey /n
L°(0,T;F)

Por otra parte, para un n fijo phu;h + Gun fuertemente en

Lz(O,T;F), luego existe >0 tal que, si |h|< n,. entonces

"n

(2.50) lppugpy= @u < 1/n
2 ;
L(0,T;F)

podemos tomar adem8s n < (n _,,1/n), obteni&ndose de esta

forma una sucesidn {nn} con las propiedades
' n_+o0 .
Para cada h sﬂf, pongamos

u; = “;h si nn_1< Ih]< no.

Es ahora inmediato que, con esta eleccidn, se cumple (2.48).

Con objeto de probar el aptdo. d) del Teorema, comenza-

remos considerando la siguiente expresidn (donde Gpp * 1
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cuando heH ', h+ 0y ¢ Bypr Y>0):

N-1
( N 21 +1__m+1/2;2
Xep = lup-u(r)|2+3 zo {2(1-0) |uP+1.uyR*+1/2)
m=

T
(2.51)1 + jultl/20,m2y Zakhv‘[ohwkh(t)-u;(t)uﬁ dat

T T
- Bkhvgohvkh(t)'zkh(t)uﬁ dt-y\i[oﬂvkh(t)-ukh(t)ﬂﬁ dt

Para el resultado de convergencia fuerte, utilizaremos

el siguiente argumento:

Sean QT"CJQ;Sf; 0 vy k’+ 0 tales que ug, converge

débilmente en Lz(g)n hacia una funcidn X .

(1) Veremos que

(2.52) (X=- u(T),v) =0 ¥ veH

(ii) Adem&s, para |h| y k suficientemente pequefios
( 1 N +1 + +1/2 2
5 1 (201-0) [ulF1-ul¥1/2) 4 o B+ 1/2 40 2

m=0

(2.53) ¢

v

T
2

T
+ yﬁ[ “th(t)-ukh(t)ﬂg at,
L 0

>
de donde Xrh 20.

(iii) Usando (2.52) y (2.53), probaremos qgque, para

elecciones convenientes de Oyhr Bkh YyY , la correspondiente

sucesidn xk'h' verifica:

-

Xy p > 0 cuando h'ce FL', ht+0 y k'+ 0
por tanto, se tendri que

T
.[ Hwk,h,-ugﬂﬁ dt + 0
0

Yy, necesariamente, Py, Up. s * wu fuertemente en LZ(O,T;FL
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Puesto que este argumento se ha aplicado a unas subsu-
cesiones arbitrarias para las que uﬁ converge, y estamos en
situacidn de unicidad de solucidn, el resultado de conver-

gencia fuerte es v8lido para la sucesidn completa {phukh}.

Supongamos por el momento gque (2.52) y (2.53) son
ciertos. De nuevo, por simplicidad en la notacidn suprimire-
mos el subindice h; n8tese que Xy puede escribirse en la

forma X1 + Xi + Xi, donde

X
1 T
(2.54) Xg = lu()i2 + Zakv-[ lu*il 2 ae ,
0
5 T
(2.55) xf = -2(u¥,u(m)) - 4ak\i[ tw, ,u) at,
0

2
Xp = Xy = Xy - Xy

Observamos que

T
(2.56) Xpo> lu(T)|? + 2"J laf 2 at ,
0 -
T
(2.57)  xZ,  -2lu(m) |2 - av| Juf? at
0

cuando h’ ¢ 3[2 h?~+0 y k? +0.

Por otra parte, si tomamos en (1.24) w=um+1-um+1/2 y

operamos en el término trilineal, obtendremos

kv
Ium+1_um+1/2|2+5_«(1_e)um+1+eum+1/2'um+1_um+1/2»

-~

k
" Eb(um+1,um+1/2, m+1_um+1/2)

u u

k
m+1) - 5(fﬂl+1'
Sumando para m=0,...,N-1 y desarrollando la expresién co-
rrespondiente, resulta:
N-1 N-1
Z lum+1_um+1/2|2+ kv E [5"“m+1"2_
m=0 m=0

m+1' m+1/2»

1
5«u u

(Z.SB)J B g"um+1'um+1/2"2'%3b(um+1,um+1,um+1/2)]

9

N—
E (fm+1’um+1_um+1/2)

I
IR

m=0
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Tomando ahora v=u en (1.23) y w=6u
en (1.24) y sumando ambas expresiones para m=0,...,N-1,

llegamos a la igualdad

’ N-1
luNIZ-Iu°I2+ ) {lum+1/2-um|2+(1-29)Ium+1-um+1/212 b
m=0
N-1
+ kv ] (e(1+e) a1/ 252 4 (o) 2yt 2
m=0

(2.59)¢  + 20(1-8) (™ 1/2,y™*1y 4 (1-0) (uB,uP1/2)
. N-1
+ ;b(um,um’um+1/2) } =k ] {(fm+1/2,um+1/2)

m=0

+ (£7* eu™t 1/ 24 (1-e)umt ) ),

De (2.58) y (2.59), resulta que

N-1
laN[ 2+ 7 (o™ 1204012520 1-0) uPF1ouBF /212
m=0 *
N=T -1 1-20
m=0

1-6 1 e 1
+ ‘3‘"“m"2+‘z+9+5>Hu“*‘/2u2+(z+(1<e))num+‘u2

1—b(um*1,um+1,um+1/2)+%b(um,um,um+1/2) }= |u®|2

2V
X N-1 N~=-1
+ 3 ) (fm+1’um+1_um+1/2) + k ) {(fm+1/2'um+1/2)
m=0 m=0
+ (fm+1'9um+1/2+(1_e)um+1) }
luego x3 puede escribirse en la forma

k

N-1
X3 = A.+B +lu°|2-l It Ium+1/2_um|2+2(1_9)'um+1_um+1/2|2
k k k 2
m=0
N~1
- kv Z Pm(ak,BkIYle) H
m=0

agqui, se ha utilizado la notacidn siguiente:

(2.60) A, = g Jo(EmHY G mE_ymt1/2y 4
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FACULTAD DE MATEMATICAS

N-1
OTECA
B, =k ] ((£7F7,0u™ 1/ 24 (1-0)u™*) wieLd
=0
(2.61) 7
+ (fm+1/2'um+1/2)} - ZJ‘ (f,u) at ,
0

1-8
Pm(aklskr Y,0) = (Y- T)I|um+1/2‘um“2
- -9
+ (8k+(2uk_1)9(1-g)+133§)"um+1_um+1/2“2+13d"um“2
1. e m+1/2,2, 1. - - m+ 1, 2
+ (7=(2q-110+35) lln €+ (g~(2ay=1) (1=6)) lu™" il
+ %b(um,um,um+1/2)-%;b(um+1,um+1,um+1/2)

Tambi&n puede escribirse

xk = Ak+Bk+Ck+luQ|2__ z { lum+1/2-uml2
m=0
2. .
(2.62) N1
+ 2(1-0) [uP* 1™ 1/212 3 © xy §- q®(ay, B, s7.0)
m=0
donde
k
(2.63) ¢y = 3-(1-e-a,)(1u¥[2-1u%|2) ,
1 1
(2.64) q™ = pM-z(1-0~ay) ™l 245 (1-0=a) ™12,
(2.65) ay = app = k S1(h) -+ 0 .

Puesto gue ks(h)z* 0, tambié&n se verifica que Cy ™ 0.

Si probamos que Xi < Ak+Bk+ck+|u°|2 para |h| y k sufi-
Cientemente pequefios y para una eleccidn apropiada de LW Bk
Y Y, entonces estard probado el aptdo. (iii) sobre la con-
vergencia de Xk . En efecto, esta desigualdad para Xi lleva
a ,

2 o)2

0 < Xy < Xpo *+ X + Ay, + By, +#Cps + [u°|

’

Yy el sequndo miembro converge hacia

T T
lu(o)}2 -lu(THz-ZvJ.Hﬂz at + ZJ.(fnﬂ at = 0
0 0
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(resulta evidente que la hipStesis n = 2 es esencial: debe
tener vigor la igualdad de la energfa). Luego, para gque se
verifique (iii), es suficiente determinar OprByrsr ¥ Y tales

que se tenga

m+1_um+1/2|2

(2.66) ~k vg® < %|um+1/2-um|2+(1-9)|u ¥ om
cuando |h| y k son suficientemente pequefios.
Tomemos ay, = 1-(a,/2) ( entonces ap +1 ). Una expre-~

sidn para qT es 1la siguiente:

q® = (y - lég)ﬂum+1/2-umﬂ2+(8k+ B*)"um+1_um+1/2“2
+ (ak/Z)IIumll2+(1;26 + eak)ﬂum+1/2“2
- (1%32)(1-2ak)Hum+1ﬂ2+%£(um,um,um+1/2-um)
- %;g(um+1,um+1’uﬁ+1_um+1/2) _
donde B = f(e,k,h) >0 (pues ® <1/2). Tomemos

BkZBi *owy Y 'y=y'+l%2, con Bi,y’>"0 y wy,suficientemente

grande.

Entonces

me1_ m+1/2,2, 1-20

—z——+eak)ﬂum+1/2"2

*
( Bt 8 )lu

- (1‘4’29)(1_2ak)“um+1"23 Bi"um+1_um+1/2"2+(ak/4)"um+1“2.

Aquf, hemos utilizado el hecho de que para W g
suficientemente grande (basta wk:>§—4ligg)2 392(1-ak) + 9)
k

se verifica

1-20 1-20 "um+1/2"2

+eak]

2
] "um+1_um+1/2" +[

[ w+(1-ay)e(1-0)+

4 4

- ©)ay ]} lu
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También sabemos que:

( -~
bu™, ™™ Y 200™) | < ds(n) [ ™ o™ 1™

- v

(2.67) { < Ss,(n)ha™1e™ /20T < (a,/2) ™) 2

donde 4 es una constante. Anfilogamente, se tiene:

Eglb(um+1,um+1,um+1-um+1/2)| < (ak/4)“um+1”2

(2.68) 5

Gracias a estas elecciones de Y y Bk, (2.67) y (2.68),

llegamos a la siguiente desigualdad

Asi pues,

~x v q™ (o 8y, v,0) < (d%/2va,)ks,(h)2 { [P 1/ 2472

+ a1 m /22y

Luego, para que se verifique (2.66), basta con que se

tenga
(d2/2\)ak)ks1(h) { lum+1/2_um|2+|um+1_um+1/2'2}

1

< 5 Ium+1/2_ mlz m+1_um+1/2|2

u + (1=-9)|u

d sea:

(2.69) (a2/2va,)ks,(n) < min(3,(1-8)).

Evidentemente, para ks1(h)2* 0, se cumple la condicién
(2.69) para |h| y k suficientemente pequefios.

Queda por probar (2.52) y (2.53). Usando de nuevo
(1.23) y (1.24), encontramos:
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(pt ool v+ S2e1-e)upt e2eult 2k (1-0)ul vy,
k2 k2 * +
+ Sb(ul, ol vy + 3b(upt!, (1-e)upt el V2, v )

= ;(fm+1/2,vh)+§(fm+1,vh) L 4 Vn € Vh' -

Sumando para m=0,...,N~1, obtenemos:

N-1
ZO (1-0)ul* Te20ul* /24 (1-0)ul, vy 0,
m=

kv

N o

k & s
5 z { b(u;‘luﬂlvh)+b(u:+1l(1’9)U§+1+9u:+1/21‘7h) }

1
k
= .2. Z { (fm+1/2,vh) + (fm+1,vh)} v vh e Vh .

Utilizando las propiedades de convergencia'deducidas
anteriormente para las sucesiones Uh Y Vepe Y proce-
diendo como en la 42 etapa con vy =8,v, veU, se puede pasar
al 1fmite f4cilmente (cuando h’ ¢ H’, h'+0 y k’+ 0), obte-

niéndose:

T T

fu(t),v) A4t +.[ b(u(t),u(t),v) dt

( X'uo,V) + \)J

0 0

T
= J (£(t),v) A4t ¥veqU ,
0

Pero, ademis, de la propia ecuacidn (0.54), se sigue que

T T
(u(T)-uo,V) + {[ u(t),v) 4t +J~ b(u(t),u(t),v) 4t
0 0

T
=~f (f(t),v) at ¥ ve V.
0

Luego

(X =u(T),v) =0 VvelD

y, como U es denso en H, conclufmos que se verifica (2.52).

Finalmente, notemos que (2.53) es consecuencia de (2.7)

y del hecho de gue kS(h)2+ 0.
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CAPITULO IXI.

3.1 RESULTADOS DE ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA PARA ALG 2.-

Supondremos, en este Capftulo, que se verifican las
mismas hipbtesis de consistencia H1-H4 introducidas en el
Capitulo precedente. Para demostrar un resultado de conver-
gencia para ALG 2, consideraremos para cada k>0 y para cada

h e las funciones u;h, v;h y w;h, definidas como sigue:
* * * d
Uyps Vehr Wkp G [o,T] > Wy, constantes en cada

intervalo [mk,(m+1)k), definidas resp. por

(3.1) <

* * *
ukh(t)=u¥1‘l th(t)=u¥;+1/4 'y wkh(t)=u§+3/4

¥ t ¢ [mk,(m+1)k),

y Sean
Upp(t), Fpp(t), Wy :[O,T]-*Wh, continuas vy

lineales en cada {mk,(m+1)k) definidas por

(3.2) 4
Gkh(mk)=u§, Gkh(mk)=u§+1/4 y ﬁkh(t)=um+3/4

para m=0,1,...,N
\

Se tiene el resultado siguiente:

Teorema 3.1 En las condiciones precedentes, existen cons-

tantes Y y Y, dependientes sbdlo de

£ , v, d

lu
L2(0,T;H)

oll o d1y9

tales gue si k y h verifican (2.12), para Yo Y Yqr entonces

las conclusiones a), b) y ¢) del Teorema 2.1 son ciertas
* * * - - -

para las sucesiones Up,, Vi, Wyps Uppe Vep ¥ Wippe M&s afin,

si n=2 y se cunple (2.12’), se tiene convergencia fuerte de
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las sucesiones pku;h,.u, pkakh en L2(0,T;F).

En este caso, veremos que una eleccidén admisible para

Yo ¥ Yq¢ corresponde a la que satisfaga:

2

(3.3) (1-6)2y v2 + a3y, A(v,, v ,0) S0V

con A dado por (2.14).

El Teorema 1.3, nos dice que ALG 2 es (al menos) condi-

cionalmente estable.

LN s W3
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3.2.-DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1.-

La demostraciédn de este resultado sigue los mismos
pasos que la del Teorema 2.1. Al igual gue antes, suprimiref

mos por comodidad el indice h en las dos primeras etapas.

1®T paso: Estimaciones a priori.

Tomando v=ult*1/4 ., (1.26) y v=ul*1 on (1.28)

obtenemos sucesivamente

rZ!um+1/4lZ_Z'um|2+2'um+1/4_um|2+k V"um+1/4“2

(3.4) T + kv(1-8) [u™ 2+x v( 1-0) (u™,um+t1/4_ymy

[+ kb(u®,u®,ut1/4 By o y(gm¥1/4 m+1/4,

, 2|um+1|2_2lum+3/4|2+2Ium+1_um+3/4|2+kve"um+1"2

(3.5) ﬁ + kv(1_e)"um+3/4“2+k\,(1_e)«um+3/4'um+1_um+3/4»

k+ kb(um,um+3/4,um+1—um+3/4) = k(fm+1,um+1)-

Tomando v=9um+1/4+(1-9)um+3/4 en (1.27), resulta

’Ium+3/4l2_|um+1/4|2+(1_29)lum+3/4_ m+1/412

a

(3.6) (¢

v

De (3.4), wutilizando la primera desigualdad de (2.7) vy

(2.9), tenemos:
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21 1/4 1202 0P| 242 0™ /40T 20 k00 0™ 1/ 4) kv (1-0) 0™ 2

In

(ka2/2ve) | £2+1/4] 24k v(1-0) S (h) [u™]| [uB+ 1/ 4-ym|

kve -
+ kd 8 (h) [u™] Jul) [0/ 4eu® ) 220 mt /4

(kaZ/2ve) [ £™*1/4124 (k242 (1-0) 25(n) 2/2) [[u™) 2

IA

kve 1
+ (k%afsy(n)2/2) a1 2 e 242 a1/ 4 25 umt 1/ 4T 2

+ %Ium+1/4-uml2

luego

1 zlum+1/4l2_2|uml2+|um+1/4_um'2+k“9"um+1/4"2
2

(3.7) { + xv(1-0) [u®]2-k2 { -;-vzn—e)zs(h)zllumll2

1
+ zafs 22 u®|2 ) < (xa2/2ve) |+ 1/4)2
De forma andloga, (3.5) lleva a la desigualdad

\Y
2lum+1'2_2|um+3/4|2 m+1_um+3/4|2+k29"um+1"2

+|u
(3.8) < + kv(1-8) lul*3/42_x2 %v2(1-9)zs(h)2Hum+3/4H2

1
+ 3a2s,(n) 2 ™34 2192 < (kaZ/2ve) |£™FT)2

Sumando (3.7), (3.8) y dos veces (3.6), obtenemos

zlum+1I2_2|um|2+|um+1_um+3/4l2+|um+1/4_um12

+ 2(1-29)|um+3/4_um+1/4'2+E%§“um+1"2
+ k"(1"9)“um."?’/‘ill2"'E';"'9||t:lm+1/4"2+k\?(1-9)Ilumllz
(3.9) +kV"eum+1/4+(1_e)um+3/4"2_k2{(v2(1_e)2s(h)2/2)"um+3/4”2

ceiS
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+ (a%s,(n)2/2) [u®12 1®*374) 24 (v2(1-0) 25 (h) 2/2) fu™) 2

+ (aZs (m2/2) ™2 ™12 ) < (xaZ/2ve) { 1£7F1)2

+ Ifm+1/4l2+29'fm+3/4|2}

y sumando (3.9) para m=0...r, obtenemos

{ Ium+1_
0

m+1/4_,m 2 |

+|u

um+3/4|2

i~ H

m

fa®™* 1y 2
0

+ 2(1-289)

| &~

m+3/4_ m+1/4,2, kve
lu ~-u | <+ —
2

0 m

e~

m

r
a™*+374) 2, kve 7 "um+1/4"2

0 2 m=0

+ kv(1-8)

i~

m

r r
+kv(1-8)  §  fu™2+kv [ Jeumt1/44(1-9)uP+3/4)2
m=0 m=0

r
- x2 {7 (vZ(1-0)25(h)2/2) ju*3/4)2

+

(a2s,(n)2/2) |u™| 2 u™*3/4) 2

X
+ 1 (v3(1-e)2s(h)2/2) Ju™ 2+ (a2s,(n) 2/2) ™I 2 [u™] 2}
m=0 )

r
m=0

in

Al agrupar convenientemente los distintos t&rminos, llegamos

a

lur+112+1
2
m

{ !um+1;um+3/4|2+|um+1/4_um|2

0

I~

r
kv 1-©
#2(1-20) [amF3/AmI/425 2] 223/ 2

m=0 2

]
Sym+1/4
+ gl / 12+ houm* /4, (1-0)u™*3/42, (1) u®2 }

eoo/ oo
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+v(1-8)

+
¥
—~—

<

[¢]
o~ &

e~

r
+ a%s (2 1a®1 2 ™3/ 42 J ok 3 [v2(1-0) 2s(n) 2 ) 2
m=1

+ afs 2 ™2 e®1% )y < oy

donde . viene dado por la expresibn siguiente:
be =lu®l 24 (k%02 (1-0)25(h)2/4) [u® 2+(x2da2s,(n)2/4) 1u® 2| u®|?

+ (kdcz)/4\’9) { lfm+1|2+|fm+1/4l2+26lfm+3/4'2 }

e~

m=0

Admitiendo que se verifica (2.12), _es flcil probar que

My Sy £ A(YO,Y1,9), con A dado por (2.14).

Probemos ahora que se verifica la misma desigualdad
suprimiendo el tercer término entre llaves del miembro dere-
cho. Al igual que en la demostracidn del teorema 2.1, utili-

zaremos un razonamiento de induccidn:

(a) Para r = 0, basta usar (3.9) conm = 0.

lull2s % flut-u37%1241u1/44° 1 242 (1-20) |u3/4-u 1742
+ (xve/a) lu'l 2+ (kv (1-0)/4) Iu3/4 24 (xve/4a) u?/4)2
+ (kvg1-e)/z>nu°u2+(kv/2)neu’/4+(1-e)u3/4u2

1u®)2+(x2v2(1-0)25(n)2/4) |u®) 2

A

+ (x2a%s (m)2/4)1u°1 2 u®) 2+ (xa2/ave) {12112+ 1£7/4)2

+ 201£37412 1 o (xv(1-0)/4) { u3/42-xv(1-0)s(h)2|u3/%)2

- (xa?s, (m2/v(1-0)) 1w 2ud/42) 2w
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En esta fltima desigualdad se ha tenido encuenta que,

gracias a (3.3), la expresidn entre llaves es positiva.

(b) Supongamos cierta la afirmacién para m=0,1,...,r-1. En
particular Iumlz,ﬁ H < A(YO,Y1,9) rara m X r;entonces,

m - —

utilizando (3.3)

r r
ve I ™ MZ+ve1-e) I u™*3/4)2
m=0 m=0
r
-k [ (v1-e)Zs(m) 2 u™3/4 20425, (n) 2P| 2 u* 374 2)
m=0
r
-k ] (vZ(1-e)2s(n) 2 ju® 2+a2s, (n) 2 u™ 21w 2)
m=1

r
[ e-k(v2(1-0)2s(n)%+as (m24 ) ] | fu™ 2
m=0

jv

+

. r
[(1-8)-k(vZ(1-0)2s(h)2+aZs, (n)2a ) ] | JuB+3/4)2;5 o,
m=0

Luego, para r=0,1,...,N-1 hemos probado que

»
um|2

r r
1 1
Iur+1]2+ 5 ) |um+1_um+3/4'2+§ ) Ium+1/4_
=0

m m=0

+ (1-20)

e~
o

by
|um+3/4-um+1/4|2+(kV(1—9)/2) X "umuz
m=0

r
(3.10){ + (kve/4) ™ 1741 24 (xv(1-0)/4) [ [u™t3/4)2

0 m=0

e~

fl i

i H < UN i A n)lY1le)

\ r -

De (3.10) se obtienen inmediatamente estiamciones "a

priori" para las u™, um+1/4, um+3/4:
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N
¢ max  Ju®2+ [ ([uRFI_ m*3/4)2

0<m<N m=0

+lum+3/4_um+1/4'2

N N
m=0 m=0

+k
Y m

fa®) 2 < cte.,

[

donde la constante depende sdlo de

“uo"r 'fl 5 PV, 8, YO y Y1
L“(0,T;H)

Las estimaciones (3.11) permiten establecer las si-
guientes propiedades de estabilidad para las funciones u;,

* * - - -
Vk, Wk, uk,vk Y wk:

* . *
Iy I . ) o +lluyll 5
L=(0,7;L2(2)") L2(0,T; W)

(3.12a) {  + lpuyll < cte.,

L°(0,T;F)

* -
lo mismo para VireeorWy,

*

lu v*Il L cte. \/;,
k 'k L2(g)n
(3.12b) 2 ...
lo mismo para up-wy, up-u, etc...

2° paso: Razonando como en el Teorema 2.1, llegamos a gue
jﬂ 128 lﬁk('c)l2 dtr < cte. para algfin B €(0,1/4)

donde ﬁk denota la transformada de Fourier de ﬁk.



CAP III-113-

3er paso Usando (3.12a) para las funciones th y laprimera
hip6tesis de consistencia H1, deducimos la existencia de
HC 3[,5H¢0 y k’+ 0 tales que, para alguna ue L2(O,T;V)
NL%o0,T;H), se tiene:

( ﬁk’h’* u débilmente-* en Lm(O,T;Lz(a)n),

(3.13)J ph,ﬁklh: + bu débilmente en L2(0,T;F),

{ ak’h"' u fuertemente en LZ(Q)n,

cuando h’e¢l{ , h’ + 0, k'’ + 0; teniendo en cuenta (3.12b),
obtenemos las mismas propiedades de convergencia para las

* -
funciones uk,hl,.n, wk'hIO

4° paso: Partiendo de la relacién

[N

da -
43z (G (8), v+ v teult 43 (1-)ul* 3/ 4hz0ult /4 (1-0)ul, vy 0y
+ by (ul,ul, v, ) +2by (uP¥3/4 eul+1/4, (1.0)ul*3/4 ¢ )

(fm+1/4+2fm+3/4+fm+1’vh)
y trabajando como se hizo en el 4° paso del Teorema 2.1, se

concluye que la funcibdn 1lIimite u satisface (0.53)-(0.55).

5° paso: Supongamos ahora que n=2, & <1/2, ks(h)2 +0,
ks1(h)2-+0 y probemos que pkukh-*au en la topologfa fuerte
de L2(0,T;F) cuando he X , n +0, k*0. Introducimos las
funciones zyy, Typpe VYyp : [o,7] -+ Wy, constantes en cada

intervalo [mk,{m+1)k) satisfaciendo:
[ zpp(mk) = ultl, o (mk) = eul*1/44(1-0)ul*3/4,

(3.14) J wkh(mk)=eu§+‘+(1-e)ug+3/4

\ para m=0,1,oo.,N-1 .
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Al igual que hicimos en el Capftulo anterior, elegimos

una funcidn u; EIg(O,T;Wh) que verifique (2.48).

Consideremos ahora la siguiente expresidn (donde akh* 1

cuando he H{ , h~+0 yBkh,Y,th>0):

N-1
(Yyp = 2luf-u(m) 12+ [ [uf*1-of*3/4)2
m=0
+ 2(1-9)|uﬁ+3/4-u§+1/4|2+|u§+1/4'u§|2}
T + 2 (* + 2
»-T . »-T . «
- BV “zkh(t)'wkh(t)"tzl dt-yv ""kh(t)"ukh(t)"rzl dt
o o
(T * * 2
[ = Ay . lwyep (£ =V (E)I1S ae .
J -

Para probar el resultado de convergencia fuerte segui-
remos un desarrollo anflogo al hecho, en esta misma etapa,
en el Capftulo anterior. De nuevo, por simplicidad en la
notacidn suprimiremos el subfndice h; escribamos Yy, en la

forma Y; + Yi + Yi . donde

T
(3.16) vl = 2lucmyi? 4 4°k%f la*il 2 at ,
0
T T
(3.17) vZ = -4(u¥,u(m)) - 4akv{J (g, uh) dt+J by ,uty at}
0 0
Observamos que
T
(3.18) YL > 2]u(T)}2 + 4v lui 2 at,
0
T
2
(3.19) ¥2, » -alu(m|? - BV-[ lhull = dt,
0

cuando h’/e g ’, h'"+ 0 y k’~ 0.

149 1A
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Por otra parte, si tomamos v=um+1/4 en (1.26), y=uBt+1

en (1.28) vy w=(1-e)um"'3/4+eum+1/4 en (1.27) y sumamos

convenientemente las expresiones resultantes para m = 0,
, N-1 2
ZIUNIZ - 2lu°|2 + Z { 2|um+1/4_um|
m=0

+ (1_29)|um+3/4_um+1/4|2 + 2|um+1_um+3/4|2}

N-1
m=0

(3.20){+ (1-0) (ul,u®* 1/ 4y (1.9) (ui+3/4, 0+1)

1 a -
+ 3 b(um,um,um+1/4-um) + 3 b(um,um+3/4,um+1—um+3/4)}

N-1
=k ) {(fm+1/4,um+1/4)+(fm+3/4J1_e)um+3/4+9“m+1/4)

m=0

k+ (fm+1,um+1)}.

Tomando ahora w=um+3/4-um+1/4, operando en el té&rmino

trilineal y sumando para m=0,...,N-1, resulta

N=-1 N-1
2 z Ium+3/4_um+1/4|2+kv E { “um+3/4"2

m=0 m=0

«um+3/4' m+1/4» _e"um+3/4_ m+1/4”2

u u

(3.21)%

[ =Y

b(um+3/4,um+3/4,um+1/4—um+3/4)}

<

(fm+3/4,um+3/4_ m+1/4)

u

De (3.20) y (3.21), resulta que
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N-1
2[uM 242 [ Ju™ /4™ 202(1-0) uMF3/4 gt /42

m=0

- 58
+ Ium+1_um+3/4|2} +Xv Z 13§“um"2+5_"um+1/4"2

- + -
+ +§il_§l)"um+3/4”2+231"um+1"2+§31“um+1/4_um“2

]
27 2

1-48(1-8)
2

+( m+3/4_ m+1/4"2+9;1"um+1_um+3/4"2

-8) Jlu u

- -~

(3.22) + b(um:um:um+1/4-um)+ é b(um,um+3/4,um+1-um+3/4)

< =

|

b(um+3/4,um+3/4,um+1/4- m+3/4)}

u

<

N-1
=0 <

m

N-1 -
+k T (fm+1/4,um+1/4)+(fm+3/4’(1_e)um+3/4+eum+1/4)

m=0

+ (fm+1’um+1)}.

Luego Yi puede escribirse en la forma:

N-1
m=0

3

Yy

+ 2(1_e)|um+3/4_um+1/4|2 + lum+1/4_uml2}
- kv Z P?(akIBkIYIXkle) H

donde hemos utilizado la siguiente notacidn:

N-1

(3.23) Ap=kx ] (£R¥3/4  m¥3/4_m+1/4) 4 g
m=0



(3.24)

m 1-8
P*(Gk'BkrYlele) = (y- —5-)Hu
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. N-1
Br=k ]

. (fm+1/4,um+1/4) + (fm+1'um+1)
m=0

T
(£,u)

+ 2(fm+3/4’eum+1/4+(1_e)um+3/4) . 4.I
0

m+1/4_uqu

m+1/4"2

+ (A +(2a,-1)08(1-8) +

1-
+ (B +(40,0-1)(1-08)/2) ™ 1-u®*3/42, -59Hu

56

+(2

1 1 m+ 1,2 1 2 m m m+1/4_.m
+ (5 -(20k-5)9)Hu he + 5 b(u™,u%,u -u™)

mp2

dat

14

- 2a,0) [u™ /4 241 4(5-8a,)(1-0) /2) w374 2

+ % b(um'um+3/4’ug+1_um+3/4)
_ % b(um+3/4,um+3/4,um+1/4-um+3/4)
Tambié&n puede escribirse
3 * _* 2 N +1_.m+3/4
( Yy = A +B, +C, +2]u®| 2~ § o JuBtlogm | 2
m=0
N-1
C = kv ] aw(og By A ,8)
m=0
donde
1 1
(3.26) af = pT- 3(1-8-a,) |u® 2+ s(1-6-ay) |u™* 12

con Ck Yy a, Vvienen
Para seguir
Capftulo anterior

que se tenga

dados por (2.63) y (2.65) resp.

un desarrollo andlogo al hecho en el

hemos de determinar a,, Bk,Y y kk tales
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-k v q*m < Ium+1_um+3/4|2+2(1_e)lum+3/4_um+1/4!2

(3.27)

cuando |h|l y kX son suficientemente pequefios.

Tomemos Oy = 1-(ak/2L Una expresidn para qf es la

siguiente:

af = (- 2™ /a2y o+ ) 3/ g 1/4y 2

+ (Bk+ 8]:) llum+1_um+3/4|| 2+(ak/2) "um" 2+(%+ak)e"um+1/4“2

+(3 =(3-4ay) (1-0)/2) la™* 3/ 4 24 (1-0(2-a;) ~a,/2) Iu™* ) 2
+ 3 S(um,um,um+1/4-u?) + s g(um’um+3/4'um+1_um+3/4)
- % g(um+3/4’um+3/4lum+1/4_um+3/4;.
Tomemos
Y=y’ + 1%9 , Bkzsl’c+ wk+(1-e) Y A 2 AL+ Tk+9(1-9)

con Yy’, Bf, \f >0 yw, y T, suficientemente grandes.
Entonces

+ (3+a e u™ /41240l —(3-4a,)(1-0)/2) [uPH3/ 4 2

+(1-8(2-a; )~ ay /2) lu™* ) 2

m+3/4_ m+1/4"2 m+1_

> Xé"u u um+3/4“2+ak"um+3/4“2

+ Byl

hemos usado el hecho de que para wy Y Tx suficientemente

grandes se verifica:
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(te+(1-ay)0(1-0) +1522) oM+ 3/4_ym+1/4) 2,6 (8 +2) a1/ 4 2

1
- ola -3) Iu™374)12 > o

b4
- 1-8, . m+1_ m+3/4,2
+(e(2-ak)+ak-1)Hum+3/4ﬂ2-(9(2-ak)+(ak/2)-1)Hum+1H23 0.
Tambi&n sabemos que:
1,4~
;Ib(um,um,um""/‘l-um)l L (ak/z)llumll2
(3.28)
, .
1 -~
;Ib(um+3/4,um+3/4,um+3/4-um+1/40I i(ak/Z)Hum+3/4H2
(3.29) ¢
+ (d281(h)2/2V2ak)|um+3/4-um+1/4|2 ,
\
=4
1 A
glb(um,um+3/4,um+1-um+3/4)l < (ak/Z)"um+3/4ﬂ2
(3.30) ¢

donde 4 es una constante.

Con estas elecciones para Y, Bk y Xk, (3.28),{(3.29) ¥y
(3.30) llegamos a la siguiente desigualdad:

m+3/4|2

u u

gt >y amt1/4s my2 x;<|um+3/4_ m+1/4,2, B'klum“-

+ |um+1_um+3/412 }

Asi pues
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kv qBlay By v Ay 8) < (a2/2va ks (h)2{ a1/ 4oy 2

‘um+3/4_ m+1/4|2 Ium+1-um+3/4l2}

+ u +

Luego para que se verifique (3.27) basta que:

+ |um+1_um+3/4|} < 'um+1/4_um'2

+ 2(1-9)Ium+3/4-um+1/4|2+lum+1- m+3/4|2

u

8 sea:
(3.31) (a%/2va, )ks,(h)2 < min(1,2(1-0))

Y, para kS1(h)2* 0, se cumple la condicibdn (3.31) para |h| ¥y

k suficientemente pequefios.

El resto de la demostracibn se hace de forma anfiloga a

como se hizo en el Teorema 2.1.



CAP IV-121-

CAPITULO IV.-

4.1, RESOLUCION EFECTIVA DE LOS PROBLEMAS.

Comentaremos en esta Seccidn los métodos numéricos de
resolucidn de los problemas lineales y quasi-lineales obte-~
nidos en cada paso de ALG 1 y ALG 2. Por simplicidad, nos
limitaremos a trabajar sobre los problemas (1.8) y (19) El
desarrollo que sigue puede’ adaptarse sin dificultad a los

problemas discretizados correspondientes.

4.1.1.~ Resolucién de lps problemas quasi-lineales.-

En cada paso de ALG 1 (resp. ALG 2) hay gue resolver
problemas elfipticos no lineales (1.3) (resp. (1.6)) que

toman la forma -

-pdu + Au + (u.V)u + % (div u)u = g en @,

(401)
u = 0 sobre 3 .

Hemos visto ya que (4.1) posee solucidn. Este problema
no proviene de ningin problema del C&dlculo de Variaciones

puesto que no existe ningdn funcional sobre H (9) cuya

diferencial coincida con (v.V)v + % (div v)v. Sin emdbargo,

usando una formulacidén conveniente en el sentido de los
minimos cuadrados, vamos a ser capaces de resolver (4.1)

mediante m&todos propios de la Programacidn no lineal.

Asf, dada v eH;(Q)n, definimos y ( =y(v) ) eH;(n)n coémo

la Qinica solucidn de

-pldy + Ay = ~uAv + Av + (v.V)v + l(div vv - g en §
2
(4.2)
y =0 sobre an

Observamos que y se obtiene de v resolviendo n problemas de

Dirichlet lineales independientes (uno para cada_ componente

121
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de y). E1 problema (4.2) equivale al problema variacional

lineal:

"Buscar y eH;(Q)n tal que

pj.Vy.Vz dx +A/-y z dx ;u.[Vv.Vz dax +Xjﬁv z dx
Q2 Q ’ Q Q
(4.3) +]'((v.v)v)z ax + 1_[.(div vv z dx -j‘g z dx
Q 2Jq - Ja
L vV z ¢ H;(Q)n .,

que posee solucidn Gnica (cf. (0.91)).

Obsérvese que Ssi v es solucidn del problema no lineal
(4.1), entonces el correspondiente y, obtenido a través de
(4.2), es y = 0. Por ello, pérece natural introducir 1la
siguiente formulacidn de tipo minimos cuadrados del problema
(4.1) ’

"Buscar u EH;(Q)n tal que:
(4.4)
J(u) < J(v) ¥V v eH;(Q)n",,

donde J: H)(2)® + R est§ definida por
(4.5) J(v) = %j.{ wivyl2 + 2 jy12Yax
Q

con y definida a través de v resolviendo el problema lineal
(4.2). Los problemas (4.1) y (4.4) son equivalentes'en el
sentido siguiente: Si u es solucidn de (4.1), tambien lo es
de (4.4), con J(u) = 0; y, recfprocamente, si u es solucién

de (4.4) y J(u) = 0, entonces-es también solucidn de (4.1).
Para resolver el problema de minimizacidén (4.4) usamos
un algoritmo de tipo gradiente conjugado, definido como

sigue

Paso 0 Inicializacidn :

(4.6) | wenl(m)® dado;
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a partir de u°, calculamos goe H;(Q)n resolviendo

(4.7) xf g° z dx +»JPVq°.vz ax = <3'(u®),z> v zeng (", (D)
]

Q

y hacemos

(4.8) w? = ¢°
Después, dados m >0, u®, g™ y w™, calculamos um+1, gm+1
y wit] en la forma siguiente:
Paso l Descenso :
+
(4.9) I IR L

donde X es solucidn del problema de minimizacidn unidimen-

sional

(4.10) A eR J(u™-x w™ < J(u™-aw™) ¥ A e Rr,.

Paso 2 Construccidn de una nueva direccidén de descenso:
m+ 1

Calculamos g € H;(Q)n, resolviendo

xf- gm+1 z dx +|Jngm+1.Vz dx = <J’(um+1),z>
93

(4.11) a

¥ ze¢ H;(n)“ ,

posteriormente tomamos

+ +
}J;gm+1(gm+1_gm) ax + pj;ng 1.V(gm 1_gm) ax

(4.12) v
m
A/ 1g®12 ax +u[ lvg™l? ax
Q Q

y, finalmente,

(4-13) w = g -

{1) J’(.) denota el diferencial de J(.) .

123
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Cambiamos m por m+1 y volvemos a (4.9).

Los dos pasos no triviales del algoritmo (4.6)-(4.13)
son:

{i) La resolucibdn del problema de minimizacidn en una varia-
ble (4.10); el correspondiente A puede calcularse de
forma aproximada, por un mé&todo de dicotomfia & mediante
el método de Fibonacci (cf. e.qg. ]18]) 6 bien de manera
exacta, sin m&s que calcular las raices de una ecuacidn
algebraica de tercer grado (en efecto, 1la funcidn
J(u™-w™) es polindmica de cuarto grado). Por otra par-
te, como ya dijimos, en cada paso hemos de resolver n
problemas de Dirichlet lineales asociados al operador
elfptico ( AId. - pA) para, dado v, obtener la corres-

pondiente funcidn y (prob. (4.2)).

(ii) E1 cflculo de g™ a partir de u®™, que reqguiere la reso-
lucidn de 2n problemas lineales de Dirichlet del tipo
anterior. De ellos, n servir8n para calcular <J’(u™y,z>
(el c8lculo de esta expresidn se presenta a continua-
cién) y los restantes n para obtener propiamente gm

mediante (4.11).

Sean v ¢ H;(Q)n Yy v una perturbacién, Sv eH;(ﬂ)n-

Tenemos gque

J(v+e sv)-T(v)

(4.14) <J’'(v),8v> = 1lim e

e-+0

teniendo en cuenta (4.5),

[

é(J(v+eév)-—J(v)) = f{uIVy’Izﬂly’lz}- f{ ul vyl 2+a)y121]
Q

Q

D1
NIl
Nl

donde y es la solucibdn de (4.2) e y'=y’(®) es la solucidn de
-pbdy’ + Ay’ = —pb(v+eSv)+ (v+eSv)+((v+edv).V)(v+e dv)

+ % (div(v+esv))(v+eév) - g

49 %A
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= -pAv + Av + (v.V)v + %(div v)v
+ @ {—pA6v+k6v+(6v.V)v+(v.v)6v+%(div sv)v

+ %(div v)6v}g+92 {(6v.v)6v+%(div §v)svy . —

Para y’ = y+8y, obtenemos que

(5 (Tvreen)-T(v)) = 2 (uf vyvsy + L[ 1vieny?
Q Q
(4.25)J +-{[ y8y + é.[ |6y|2) = j}( VyVzg +1X yzg)
Q 2J)q Q
+ o [(5 pvag 124 2 lzg!2))
Aqui, zg =~%~ y verifica 29> 2 fuertemente en H;(Q)n cuando

& +0, para z la solucidn de

(= ubdz + Xz = -ubd(8v) + A (8V) + (8v.V)V + (v.V)sv
(4.16) { + % (div s§v)v + % {(div v)év en g,
 z = 0 sobre a3n.
Asi,

tomando limites en (4.15) cuando © + 0, obtenemos:

(4.17) <J’'(v),sv> =./ (p Vy.vz+ A yz) .

Q

El problema intermedio (4.16)

equivale al problema
variacional lineal:

"Buscar z eH;(ﬂ)n tal gque

(
K[Vz.Vw dx +§[ zw dx = {[VGV.VW dx + j.svw dx
Q Q 1] Q

+j.((6v.V)v)w dx +.[ ((v.V)sv)w dx
(4.18) { a

Le)

+ 1f ((div 6§ v)v)w dx + 1[ ((div v)sv)w dx
2 J, 2 Jg

1 n
¥V we HO(Q) "

125
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Particularizando w=y en (4;18), obtenemos de (4.17) que
J’(v) puede ser identificado con la forma lineal sobre

H;(Q)n definida por:
( <J'(Vv),z> =pf.vxvz dx +¥[ yz dx +'[ y((z.v)v) dx -
Q Q Q

(4.19) + y((v.v)z) dx +

Nt

[ y({(div z)v) dx
Q

+

N = :3\:

.[ y((div v)z) dx vV z eH;(Q)n.
Q

Obtenemos en consecuencia una representacibdn integral

de <J'(um),z > ,-sin mlis que tomar v=u™ en (4.19).

En resumen, el algoritmo completo gqueda como sigue:

(i) Partimos de u®

€ H;(Q)n dado.
(ii) calculamos y° de (4.2):con v=u® (prqblema de Dirichlet)
(iii) calculamos <J’(u®),z> de (4.19) con v=u® e y=y°.
(iv) Calculamos g° de (4.7) (problema.de Dirichlet).
(v) Tomamos w®=g°.

Para nyzo, conocidos um, gm, wh:
(vi) Calculamos i, e€R con J(um-xmwm) <I(uP-aw™®) ¥ e R.

- m+ 1
(vii) Tomamos u =um—xmwm.

(viii) Calculamos ym+1 de (4.2) con v=um+1 {problema de
Dirichlet).
(ix) Calculamos <J'(um+1),z> de (4.19) con v=um+1 y y=ym+1.

(x) Calculamos gm+1 de (4.11) (problema de Dirichlet).

(xi) Calculamos Ym de (4.12) a partir de gm+1 Yy gm.
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(xii) Tomamos wm+1=gm+1_mem.

(xiii) Cambiamos m por m+1 y volvemos a (vi).

Hemos visto ya que cada paso del algoritmo (4.6)-(4.13)
requiere la resolucidn de 4n problemas de Dirichlet para el
operador (AId - pA). Es conveniente por ello disponer de un

método eficaz de resolucidn numérica de tales problemas.

Obsérvese que, para una divisidn uniforme del intervalo
[0,7], los par&metros A y uson independientes de m. En conse-
cuencia, la eleccidn de una aproximacidn particular en las
variables espaciales reduce los mencionados problemas de
Dirichlet para (AId - uA) a sistemas lineales de ecuaciones

donde la matriz de los coeficientes es siempre la misma.

Parece, pues, adecuada una factorizacidn de Cholesky para
dicha matriz (al principio del programa) y limitar 1los
cdlculos en (ii)=-(iv) y (viiti)-(x) a la resolucidn de siste-
mas triangulares (véase m&s adelante). Por el contrario, si
el método de discretizacidn en la variable t es de paso
variable, la resolucidn de los sistemas lineales que provie-
nen de los problemas de Dirichlet para (AId - Hd) resulta
costosa por métodos directos (ahora Ui depende de m !). Una
alternativa interesante consiste en utilizar algoritmos de

tipo relajacidn.

El hecho de que J’(v) se conozca a partir de la repre-
sentacidn (4.20) no es ningfin inconveniente grave cuando el
problema (4.1) queda aproximado en el sentido de los elemen-
tos finitos, pues s8lo necesitamos conocer los valores de
<J’(v),w> para w perteneciente a una base del subespacio

finito-dimensional de H;(Q)n correspondiente.

En el caso del problema discretizado (1.21), la adapta-
cidn del algoritmo (i)-(xiii) es la siguiente:

(1)’ Partimos de ugswh dado por (1.22).

{ii)’ Calculamos yg de

49 9%
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Uy rzpdpt Mypezy) = wlvp,zplp+ A (vy,zy)
(4.20)

+ gh(vh,vh,zh)—(g,zh) ¥ zy eWh
con v = up. .
(iii)’ calculamos <J’(up),zy> de (4.19) con v=up e y=yp.
(iv)’ Calculamos gg € Wy resolviendo
(4.21) WEgl, z Dyt A (gpizy) = <37 (ud),z,> ¥ zpe Hl(2)™.
(v)’ Tomamos wg = gg.
Para m2 0, conocidos uﬁ, gﬁ, wﬁ H

(vi)’ Calcuylamos kﬂi R con J(a.xl;,‘:--)‘;‘ll uﬁ) f_J(uﬁ-kw’;) ¥V A € R.

(vii)’ Tomamos u§+1 = ug- xﬁ wg.

m+1

m+1 de (4.20) con Vh=uy .

(viii)’ Calculamos Yn

+1 m+ 1

m+1)rzh> de (4.19) con V=u§ e Y=¥nh

(ix)’ Calculamos <J’(uh

m+ 1

(x)’ Calculamos 94 resolviendo

p«g§+1,zh»h + A(g§+1,zh) = <J’(u§+1),zh> ¥ zy ewh.

(xi)’ Calculamos Yﬂ de

+ + +1 +1_m
wtgp 1, gl gy, +x (apT T, gpt =gl

[]

m
ulgypll® + 21 gyl
m+1_m

. m+1 _ - m
(xii)’ Tomamos wy = gy Yh ¥h °

({xiii)’ Cambiamos m por m+1 y volvemos a (vi)’.

19
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4.1.2.- Resolucidn de los problemas tipo quasi-Stokes.-

El problema (1.3) (resp. (1.6)) que aparece en cada
paso de ALG 1 (resp. ALG 2) es de la forma
* *
Au -y Au + Vp =g, divu=0 en Q
(4.23)

u =0 sobre o

Para su resolucidn, es cllsico utilizar algoritmos con
origen en la Teorfa de Optimizacién. Aquf nos referiremos

exclusivamente al algoritmo de Uzawa.
Comenzamos con una funcidn dada

(4.24) p® e L2(a)n.

Después, conocido pm, definimos u®™ Yy pm+1 (m 2 0)

mediante:

*
)‘*um-pAum.—_-g-me en 9,
(4.25)
m
u =0 sobre 3Q,
(4.26) pm+1 = pm - pvu™ .

Se supone que p >0 es un escalar dado. Acerca de la
convergencia del algoritmo (4.24)-(4.26), tenemos el resul-

tado siguiente:

Teorema 4.1 Supongamos que

(4.27) 0 < p<2

Entonces, cualquiera que sea p°€ L2(9)n se verifica:

m o,

u u fuertemente en H;(Q)n,

(4.28)

pm + p fuertemente en Lz(ﬂ)n,
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donde {u,p} es la finica solucidén de (4.23) que verifica

(4.29) j- p dx =.[ po ax.
Q Q

(Para la demostracidn, véase |[11]|, p. 303 ).

En cada paso del algoritmo (4.24)-(4.26) deben
resocolverse, de nuevo, n problemas de Dirichlet
independientes para (A*Id - u*A)- Como ya anunciibamos en el

Capftulo I, si se toma ® = 1/2 (resp. © = 2/3) en ALG 1

* *
(resp. ALG 2), se sigue que ()Id =~ ya) = (A Id = y, a) =
2 v R * 4 2v
(kId 3 A) (resp. (2iId pa)=2(x Id - yu A) ﬁ;Id = 378) ).

con lo cual muchos de los subprogramas pueden utilizarse
tanto para los subproblemas lineales como para los no li-

neales, reduciendo asi memoria y tiempo de programacidn.

El algoritmo precedente posee una cierta analogfa con
el método de "compresibilidad artificial” de Chorin-Yanenko
(cf. [11]).

En la prfctica, suele utilizarse en lugar de (4.24)-
(4.26) el siguiente método de tipo lagrangiano aumentado,
cuya convergencia es mds r&pida (¢cf. |11]). Notemos que el

problema (4.23) es equivalente a

u - uAu - r Y(V.u) + Vp = g en @
(4.30)

V. u = 0 en Q . u = 0 sobre 23Q

con r parametro positivo.

La generalizacidn natural de (4.24)-(4.26) es tomar una

funcidn inicial dada

(4.31) p®er?(a)™ .
Después, para m>0y pm dados, calculamos um, pm+1 mediante:
*
A a® - u*Aum - rV (v.u®) = g - me en Q,
(4.32)
m
u = 0 sobre 9Q,
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(4.33) pm+1 = pm -pv.u™ , p>o0 en Q .

Con respecto a la convergencia de (4.31)-(4.33),

tenemos el

Teorema 4.2 Si en (4.31)-(4.33), p satisface:

*
(4.34) 0 <p<2(r +

m
n ) *

Entonces, cualquiera que sea p°%¢ LZ(SZ)n se tiene
u™ * u  fuertemente en H;(Q)n,
(4.35)

pm * p fuertemente en Lz(Q)n,

donde {u,p ! es la finica solucidén de (4.23) que verifica

(4.36) ]‘p dx = _/‘po dx .
Q Q

Se suele tomar p=1r ya que puede probarse que en este
caso la velocidad de convergencia del algoritmo se hace
dptima. Sin embargo, en la pr8ctica existe una cota superior
para los valores de r : para valores de r excesivamente

grandes, el problema (4.32) se convierte en mal condicionado

y la solucibdn es excesivamente sensible a los errores de

redondeo.

Desde el punto de vista prictico, (4.32) es mis compli-
cado de resolver que (4.25), pues las componentes de ul
estin ligadas en (4.32) por el t8rmino lineal v (v.u™) (el
operador diferencial asociado a (4.32) guarda estrecha rela-

cidn con el operador lineal de elasticidad; véase |9]).

4.1.3.- Resolucidn de sistemas lineales.-

Hemos visto como, a la hora de resolver tanto los

problemas gquasi-lineales de 4.1.1 como los problemas
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lineales de 4.1.2, todo queda reducido a problemas de Di-

richlet cuya formulacidn variacional es:

Af z.w dx + H/

VvV z.9w dx =_/ h.w dx
Q Q Q

(4.37) ; .
vweHn ()", zeH ()"

En su versidn discreta, (4.37) se convierte en

xf Zy - Wy dx + p/. V 2y . VW dx =./ h.wh dx
Q Q Q
(4.38)

v whewh, Zhewh,

donde W, es un subespacio finito-dimensional de H;(Q)n.

Denotando por ¥;, 1<1i<I, las funciones de base de W,
I

la determinacibn de zZy = Z zjwj, solucién del problema
i=1

(4.38), se consigue resolviendo el sistema lineal

H o~

1[ xj; iji dx + u[ ijvwi dx ] zy =.[ h y; dx ,

i f Q

(4.39)
1<i<I.

Una eleccidén adecuada de las vy hace que la matriz
de coeficientes del sistema sea una matriz banda. Por otra
parte, una numeracidn conveniente de los distintos grados de
libertad asociados al espacio Wh' reduce considerablemente
la anchura de la banda (para detalles, cf. por ejemplo

Pl .

Supongamos, por ejemplo, que @ es un dominio poligonal
Y que 'T% es una triangulacidn de fi. Introducimos el espacio
de dimensidn finita

Wy ={wec® (MM wlp= 0; wlgeP (K) ¥ Ke T, } .
donde k es un entero > 1. Elijamos una numeracién de 1 a I
de los nodos a; de los elementos finitos que pertenecen al

abierto Q@ y elijamos las funciones de base Vi 1<i<1I, de
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wh, definidas por vi(aj) = Gij + 1 <1 <I. En estas
condiciones, (4.39) se convierte en
;I n 3y, 9V
i
Z { ) ( "j‘,’i dx+ Z f —;1 - dx] } zj
J=1 K eT; K m=1 X m m

(4.40) <

“~

Asf, la matriz A de (4.40) es hueca (porque si los
nodos a; vy aj no pertenecen al mismo trif&ngulo K, el
correspondiente coeficiente aij de A es nulo), simétrica,
definida positiva y (como hemos indicado), gracias a una
buena numeracifn de los nodos, una matriz banda de anchura
de banda pequefla en relacibn con su dimensidn. La resolucidn
numérica del sistema, podrf realizarse con ayuda de un
método directo, tal como el mé&todo de Cholesky, que conserva

la estructura (y la anchura) de banda.

Recordemos brevemente dicho método (cf. por ejemplo
1191), escribiendo (4.40) en la forma

(4.41) Az = b ,

con A simétrica y definida positiva. En estas condiciones

existe una descomposicidén de A de la forma
(4.42) A= r.Lt ,

siendo L una matriz triangular inferior con elementos
diagonales positivos. F8cilmente puede comprobarse que los

coeficientes 1ij de L vienen dados por las f&rmulas

1ii = Vaqgy

(4.43) para la columna 1;

siguientes:

una vez determinadas las (i-1) primeras columnas,
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“ 1= »
iz =V 333 - kz (1)

(4.44) >»para la columna i

ji

La resolucidn de Az = b equivale entonces a resolver

sucesivamente los sistemas triangulares Ly = b vy Ltz = Y.

Asf, 1las componentes yyr i=1,2,..0,n, del vector y
estdn dadas en forma recursiva por

i-1

(4.45) Yy = (by- likyk)/lii (bajada de Cholesky);

!
k=1

posteriormente, para i=n,n-1,...,1, las z; obedecen a la
férmula recursiva

n

(4.46) z; = (yi - ) lkixk)/lii (subida de Cholesky).
k=1i+1

Hagamos por filtimo, un breve comentario sobre la forma

de calcular los valores de las integrales que aparecen en

(4.40); dichas integrales son se alguno de los tipos si-

guientes:

a) Y, ¥
[
3y, 3

b) jﬁ — d

X axm axm
3

c) J( by =2 v,

X *i

a) ~/. g ¥y
K

Las integrales a)-c) pueden ser calculadas exactamente
con ayuda de alguna f8rmula de cuadratura, pues si WiIK,
vle, vl'K ePk, los integrandos serfin polinomios de grado
2k, 2(k-1) y (3k-1) resp.
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En el caso d), sin embargo, la utilizacidn de una
férmula de cuadratura se hace, en general, necesaria. Parece
adecuado (y consistente con el cllculo de las integrales a)-
¢)) elegir la misma f6rmula de cuadratura (exacta para poli-
nomios de grado 3k-1) que en el caso precedente. Por ejem-
plo, para n=2, k=2, es adecuado utilizar

k
_/;swi =lgl ((gv) (b )+ (gwy) (by)+(gvy)(by)) ,

donde bi' 1<1i <3, son los puntos medios de los lados del

tri&ngulo K.

En la pr&ctica, como hemos indicado, las matrices A que
formalmente aproximan al operador (AId - pd), siempre que la
discretizacidn en la variable t se haya realizado con un
paso fijo, pueden ser factorizadas al principio, pues son

comunes a todos los problemas de Dirichlet que aparecen.
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4.2. OTRAS CONDICIONES DE CONTORNO.

En esta Seccidn nos referiremos al problema de Navier-
Stokes asociado a condiciones de contorno diferentes de

(0.377).

Si buscamos aproximar numéricamente un fluido gque se
mueve alrededor de un obstlculo & en un canal, es apropiado
elegir un dominio R grande (una aproximacidn de una regidn
de flujo no acotada) y resolver (0.31) junto con alguna de

las siguientes condiciones de contorno:

(4.47a) u =g sobre 3q ,

Y]
=

->
(4.47b) u = g, sobre To ¢ - ph =g, sobre Tqe

Y]
=]

Aquf, g, do Y 94 son funciones dadas sobre o 4 I‘o Y r1
resp. {podemos suponer, por ejemplo, gque son contfinuas),

j; g.; dIr =0 vy Fo Yy P1 son dos subconjuntos medibles de

tales que
(4.48) r ur =asz,f dT = 0 .
o 1
r nr

Estas son las condiciones m&s naturales para los movi-
mientos descritos en las Fig. 4.1-4.3. Notemos gque la segun-
da condicién de (4.47b) significa que las fuerzas superfi-

ciales sobre T, estin dadas y, cuando /} dT> 0, la presibén
1
estd definida sin ambigiiedad.

Los algoritmos presentados en el Cap. I pueden adaptar-
se sin gran dificultad al caso en el cual (4.47a) 86 (4.47)b)
reemplaza a (0.37’). Por ejemplo, si se desea aplicar un
anilogo de ALG 1 con la nueva condicidn de contorno (4.47a),
considerando una aproximacidn por elementos finitos, (1.23)

queda sustituido por:

1 m+1/2_.m m+1/2 - m
£73(uh uh,vh)+v((euh +(1 e)uh,vhm
(4.49)
s +
(fm+1/2,vh)—bh(u§,u§,vh) Vv, €V, ug 172 g +Vy, -
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Andlogamente, el paso (1.24) se convierte en:

m+1/2

( swp)+vte1-e)ult lreup*t /2 vy

1 m+1 m+1/2
k/z(uh uy

m+1/2

(4.50)4 + by (ul* 1, (1-0)ul* T4eul owy) = (£0F1

,wh) -

m+ 1

L Vowy eWy , up e Ip+Wh s

donde g, ©S una aproximacidn (convenientemente elegida) de
g, asociada a la triangulacidn q“h y perteneciente a H;(Q)n.
Una posible construccidn de 9y esti descrita a continuacidn

(para mds detalles, cf. |11]).
Sea vy el espacio dado por
(4.51) YV, = {uhl By = vhlr ¢ VpE VY Y o;

es decir, YVh es el espacio de las trazas sobre T de las

funciones Vh th.
Si vy estd definido por
(4.52) Vp = (vyl vy e cO() 2, vh|Ke p§ ¥ K¢ 7’h} ,

YVy es el espacio de aquellas funciones definidas sobre! ,
que toman valores en Rz, continuas sobre T' y cuadrfiticas a
trozos sobre los lados de los trifngulos de‘rh contenidos en

Q.

Nuestro problema consiste en construir una aproximacidn

gy de g tal que

->
(4.53) gy, €YV, /’gh.n ar = o.
r

Obsérvese gque, para th el finico elemento de Yvh
obtenido a partir de los valores tomados por g en los nodos
de‘T; pertenecientes a T , tenemos, en general, que
J.th.; dr # 0. Para salvar la anterior dificultad procede-

mos como sigue:
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3 3 : 2 I -+ *
(i) DPefinimos una aproximacidn n, de n como la solucidn del

siguiente problema variacional lineal (de dimensidn

finita) en YVh:

-> - -+
(4.54) nh EYVh ’ fnh.ph ar =f nouh dr v Hh € Yvh -
r r
el problema (4.54) equivale a un sistema lineal cuya

matriz es banda, simétrica, definida positiva y bastante
f8cil de resolver.

(ii) Entonces definimos gy, por:

[ -
I.th.n ar

)
. 4 h
/r n.n, dr

o34

y es facil ver que (4.54) y (4.55) implican (4.53).
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-Fig. 401-

Fluido alrededor de un obst8culo (I). La frontera
se compone de dos partes una "aproximacidén del
infinito", donde g zu_, , y la pared sdlida del

cuerpo, donde g =0,

-Figo 4.2~

Fluido alrededor de un obsticulo (II). La frontera

309 estd compuesta por tres partes: una

"aproximacidén de entrada ("inlet") del infinito",

donde um.; <0 yuzu_ , la pared s8lida del cuerpo,

donde u =0 y una "aproximacidén de salida ("outlet")
du

-
del infinito", donde u“.r-;_>_0 Y 33 0- pnz0 .
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L u=g,=0
|
u=g, l
I Jau_ =
| Yan~ PR
r |
o] 4}n
I';) u=9°EO
-Fig 403"

Fluido en un canal. La frontera 3Qest& compuesta de
cuatro partes: una "aproximacidn "inlet" del infi-
nito"”, donde el perfil de velocidades estd prescri-
to (fluido de Poiseuille, cf. e.g. |15]), las dos
paredes sdlidas, donde se verifica la condicidn de
no deslizamiento u =0 y una aproximaciédn "outlet"

del infinito", donde 2 - ph = 0.
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4.3.- EL PROBLEMA DE DISENO OPTIMO.

Consideraremos un fluido que llena un abierto % C R"
{(grande; eventualmente & = R") salvo un (pequefio) obstéculo
sca { de acuerdo con la terminologfa usual, S es una

carena).

Un problema de disefio Sptimo asociado al problema de

Navier-Stokes serd:

(4.56) Min { E(S,u,p)/ u=u(S), p=p(S), solucidn de (4.57)},

Sed
donde
o’
%% - via + (u.V)u + Vp = £ en (R >8)x(0,T),
(4.57) 4 div u = 0 en (Q\~8)x{(o0o,T) ,
u o= u_ sobre 9% u = 0 sobre 3 ,
u(x,0) = uo(x) en {(QN8) .

Aquf, 8 es una conveniente clase de perfiles admisi-
bles, E: 8§ x H' ()™ x L2(2) » R, , uw_ e R®, £ er?(@x(o,TH",

2 n =
u e Le(Q)", div u, = 0 en @ .

El problema (4.56)-(4.57) posee un especial interés

(desde ¢l punto de vista de las Ciencias de la Ingenierfa)
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cuando la familia estd8 formada por:

(i) Carenas de volumen dado V, > 0,

1

(ii) Carenas de medida superficial dada V2> 0,
(iii) Carenas alrededor de un objeto dado.

Otros casos interesantes pueden encontrarse en |16/,
1171,

Por otra parte, E(S,u,p) es un criterio (diferenciable

5 no) de optimalidad. Ejemplos tipicos de criterios son:
- La resistencia al arrastre de S,

- La cantidad de energfa disipada en el fluido en 1la
unidad de tiempo (debido a la presencia de fuerzas de

viscosidad),

- La distancia (por ejemplo en algfin LP) de 1a tempera-
tura asociada al fluido, ©(S), a una distribucidn

deseada de temperatura,
- Alguna combinacidn de los criterios precedentes.

Bajo ciertas hipStesis adicionales sobre 8 , podrfan
utilizarse los argumentos de D. Chenais }2| (aunque esto no
est§ hecho de forma detallada en la literatura existente)

para probar que (4.56)-(4.57) posee al menos una solucibn.

En cuanto a su resolucién numérica, la dificultad
fundamental estriba en el hecho de que 8 no posee ni siquie-
ra estructura de espacio vectorial. Por ello, supondremos
S una sucesidn generalizada de R+ convergente hacia 0 .
a cada heHle asociamos una familia Sh de M,-tuplas {aﬁ}mh

k=1
de puntos de &+ Un subespacio W, finito~-dimensional de
H1(ﬂfly un subespacio Hy finito-dimensional de L2(2). Para

cada h e, el problema aproximado de disefio §ptimo se

4 AN
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escribe:

M

k., h
kMin {Eh({ah} /9y ,py)/ vy € Wy, py € Hy son so-
{ay}le 8 k=1
h h
{4.58) lucién del correspondiente problema a-

proximado de (4.57) 1} .

Dado que (4.58) es, para cada heS{ , un problema de
minimizacidn finito-dimensional con dependencia continua del

estado aproximado u, respecto de la variable

Yy que Q& es acotado, se tendri la existencia de soluciones de

(4.58) siempre que Sh sea un cerrado (y por tanto compacto)
M
h

de (RT) .

La cuestidn que queda abierta es la siguiente: ;Conver-
gen las soluciones de (4.58) (en algin sentido) hacia 1la
soluciébn de (4.56) en el caso de gue para aproximar el
problema (4.57) utilizamos algunos de los algoritmos (ALG 1

8 ALG 2) expuestos en este trabajo?.

Problemas andlogos, en el caso estacionario, han sido
estudiados desde el punto de vista numé&rico por Glowinski-
Pironneau ]12|] y E. Ferndndez-Cara |7]. Un resultado de

convergencia en este caso puede encontrarse en |6].
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