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Introduccion

En Matematicas, el principio de induccién proporciona un método formal de prueba
y constituye un aspecto esencial para el anélisis de uno de sus objetos fundamentales: los
numeros naturales. La obtencién de un sistema deductivo formal para los nimeros natu-
rales fue el objetivo principal de los trabajos sobre niimeros de Guiseppe Peano (Arith-
metices principia nova exposita, 1889). El sistema de axiomas que propone Peano incluye
una versién formalizada del principio de induccién:

VX [0eXAVn(ne X —-n+1eX) — Vn(neX).

Este sistema es de segundo orden: se cuantifica tanto sobre nimeros como sobre conjuntos
de nimeros. Sin embargo, lo que hoy en dfa llamamos la Aritmética de Peano, PA, es una
teoria de primer orden que consta de dos clases bien diferenciadas de axiomas no légicos:

(-) axiomas que corresponden a propiedades elementales de nimeros, y

(=) un esquema de axiomas de induccién: para cada férmula de primer orden, ¢, el
principio de induccién para ¢, I,.

El objetivo general del estudio de la Aritmética de Peano es obtener una mayor com-
prensién de la potencia y las limitaciones de ciertos métodos de prueba sobre nimeros
naturales: induccién, minimizacién, principios combinatorios, etc. Demostrar un teorema
en la Aritmética de Peano nos informa sobre los recursos légico-matematicos que son nece-
sarios para la prueba de dicha propiedad. Por otra parte, PA puede indentificarse con
la teorfa de conjuntos finitos; por lo tanto, una prueba en PA supone un anélisis de los
principios combinatorios empleados. De esta manera, el hecho de que una propiedad sobre
nimeros (vélida en la estructura estdndar) no sea demostrable en PA pone de manifiesto
que la Combinatoria finita no es suficiente para establecer la validez de dicha propiedad.

Un procedimiento para refinar el anilisis anterior es estratificar la teoria PA en una
jeraquia de teorfas (fragmentos). En lugar de considerar el principio de induccién para

toda férmula de primer orden, sélo permitimos el uso de dicho principio para férmulas de

vi
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cierta complejidad sintdctica. Este es el contexto general en el que se enmarca el trabajo
desarrollado en la presente memoria.

Llamaremos fragmentos cldsicos a los que se obtienen al restringir el principio de induccién,
o bien otros esquemas relacionados (minimizacién, coleccidn, ...), a la clase de férmulas
X, o II,. El estudio de estos fragmentos se remonta a los trabajos de C. Parsons en
los anios 70. Posteriormente, en [21], J. Paris y L. Kirby establecieron las relaciones
bésicas entre ellos. Desde entonces, en los trabajos sobre Modelos de la Aritmética, se
han introducido otros esquemas de axiomas al estilo de los fragmentos clésicos. Dichos
esquemas expresan propiedades motivadas, bien por la Combinatoria finita (por ejemplo,
el principio del palomar o el principio de Paris-Harrington), bien por la Teorfa de la
Demostracién (principios de reflexién), o bien por la Teorfa de la Recursién.

Una caracteristica fundamental del estudio de Fragmentos de la Aritmética es su estrecha
relacién con la Teorfa de la Recursién. Destacamos tres aspectos bésicos de esta relacién.

(=) Definibilidad en el modelo esténdar:

El lenguaje de la Aritmética estd disefiado para el estudio de propiedades de los niimeros
naturales. Asimismo, resulta una herramienta util para la clasificacién de conjuntos de
numeros. Para conjuntos definibles en el modelo estdndar, la complejidad sintictica de
la férmula que lo define se corresponde con la complejidad computacional del mismo. En
particular, la clase de los conjuntos recursivamente enumerables coincide con la clase de los
conjuntos definibles por una férmula de complejidad X1, y la clase de los conjuntos recur-
sivos coincide con la clase de los conjuntos definibles mediante una férmula de complejidad
A (es decir, una férmula X; equivalente a una férmula II;).

() El cardcter efectivo del concepto de prueba. Aritmetizacién:

Aritmetizar consiste en asociar, de manera recursiva, a cada objeto de una clase un nimero
natural que lo codifica. Ademads, se exige que las relaciones y funciones bésicas entre los
objetos de la clase puedan ser descritas mediante procedimientos recursivos.

Una férmula es una sucesién finita de simbolos, por tanto, es posible asociar a cada
férmula, o bien a cada sucesién finita de férmulas, un ntimero natural que la codifica
(que llamaremos nimero de Gédel). La propiedad central de dicha codificacién es que la
relacién “r es una prueba de y” es recursiva. Es decir, dados una teorfa, T, y dos nimeros
naturales, a, b, existe un procedimiento recursivo para decidir, a partir de los axiomas de
T, si la sucesién de férmulas codificada por a es, o no, una prueba en T de la férmula
codificada por b. Ademds, puesto que es posible enumerar de forma efectiva las férmulas
para las cuales existe una prueba, el conjunto de los nimeros que codifican teoremas de
T es un conjunto recursivamente enumerable, en los axiomas de T.
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(-) Clasificacién de funciones recursivas mediante especificaciones aritméticas:

Uno de los problemas generales de la Teorfa de la Recursién es clasificar funciones recur-
sivas. Se trata de estratificar esta clase de funciones en una jerarqufa. Una aproximacién
natural es clasificar las funciones recursivas de acuerdo con una medida que describa su

complejidad. Una de estas medidas consiste en el concepto de funcion recursiva en una
teorta.

Dadas una teoria en el lenguaje de la Aritmética, T, y una funcion total f : w — w,
se dice que f es recursiva en T si existe una férmula, p(z,y) € X1, tal que:

(a) Para todon,m € w, f(n)=m < N E ¢(n,m).
(b) T+ Vz3yep(z,y).

Se puede interpretar la férmula ¢(z,y) como en un programa aritmético que calcula la
funcién f. En este contexto, la férmula Vz 3y o(z,y) expresa que f es una funcién total.
Puede entonces considerarse que la funcién f es méds compleja, cuanto mayor sea la po-
tencia de los principios necesarios para probar que una especificacién de f, ¢(z,y) € ¥,
define una funcién total.

Los fragmentos cldsicos son teorias adecuadas para describir y estudiar jerarquias de fun-
ciones recursivas. En este sentido, un resultado bésico, debido, independientemente, a G.
Takeuti, G. Mints y C. Parsons, es que la clase de las funciones recursivas en I¥; es la clase
de las funciones primitivas recursivas. Asimismo, también se conocen caracterizaciones de
la clase de las funciones recursivas en 1%, (n > 1), o en la Aritmética de Peano (véase
[12]), ya sea en términos de la jerarquia de Schwichtenberg-Wainer, o bien mediante la
consideracion de principios combinatorios tipo Ramsey (principio de Paris-Harrington).

Caracterizar la clase de las funciones recursivas en una teoria, T, proporciona una forma
de medir su potencia. Més ain, puesto que la fé6rmula que expresa que una funcién es
total es de complejidad Iy, este enfoque conduce al estudio de las IIo—consecuencias de T.

Nétese que si T F Vz Iy ¢(z,y), entonces T + Vz (y o(z,y) « 0 = 0). Luego, si p(z,y)
es una especificacién de una funcién total, en el sentido de la definicién anterior, entonces
Jy o(z,y) es una férmula A;(T), es decir, una férmula ¥; equivalente a una férmula I,
y la teorfa T prueba dicha equivalencia.

Como se ha puesto de manifiesto en las consideraciones anteriores, las férmulas Ap 4y
(es decir, las férmulas 3,1 equivalentes a una férmula II, ;1) aparecen, de manera natural,
en el estudio de Fragmentos de la Aritmética. No obstante, a diferencia de los fragmentos
cldsicos, las relaciones entre las teorfas obtenidas al restringir los principios de induccién y
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minimizacién a la clase de férmulas A, no son del todo conocidas. En este contexto, el
problema principal es establecer la relacién entre los esquemas de induccién y minimizacién
para férmulas A, ;. Hacia el afio 1985, circulé un manuscrito de H. Friedman en el que
se afirmaba que ambos esquemas son equivalentes (véase [11], pdgina 398). Sin embargo,
en [6], dicha equivalencia aparece como un problema abierto (problema 34), y se atribuye
a J. Paris. Por esta razdn, en el presente trabajo, nos referiremos a la equivalencia

LAn+1 — IAn+1 s

como la Conjetura de Paris—-Friedman.

Siguiendo la prueba habitual de LI, .y = I¥, 41, se obtiene que el fragmento LA, 1 es
una extensién de IA, ;1. En cambio, no es posible adaptar la prueba de I¥,, 1 = LII, 14,
al menos de forma sencilla, para obtener que IA, ;; es una extensién de LA, .. En dicha
prueba, para establecer que el principo de minimizacién para una férmula ¢(z) € 41
es valido, es necesario emplear el principio de induccién para la férmula Vz < y-p(z).
Ahora bien, para ello, se debe justificar que dicha férmula es equivalente a una férmula
Yn+1. En el caso de los fragmentos clésicos, esta dificultad se supera usando el esquema de
coleccién. El fragmento de coleccién para férmulas X, 1, BX,, 11, garantiza el cierre bajo
cuantificacién acotada de las clases de férmulas ¥, 1 y II+1. Dicho de forma esquematica,
para fragmentos cldsicos se verifica la siguiente ecuacién:

Minimizacién = Induccién + Coleccién.

Entonces, puesto que I¥,;; es una extensién de BX, 1, se obtiene la equivalencia entre
minimizacién e induccién.

Para adaptar la prueba anterior al caso de los fragmentos para férmulas A, 11, es necesario
justificar que, en modelos de IA, 1, la clase de férmulas A, es cerrada bajo cuantifi-
cacién acotada. Una manera de hacerlo es demostrar que IA,,; = B, 1 y obtener asf
la equivalencia deseada sin mds que repetir la prueba de I¥,, ;1 = LII,;;. Ahora bien,
nos encontramos con el siguiente obstaculo:

(R. Gandy) LA,+1 <= BXI..;.

Por tanto, probar que IA,; => BX,; es equivalente a establecer que la Conjetura es
cierta. En este contexto, la cuestién central es determinar si, en modelos de 1A, 41, la
clase de férmulas A, 4; es cerrada bajo cuantificacién acotada.

Desde otro punto de vista, podriamos adaptar las pruebas habituales de separacién entre
fragmentos clésicos para demostrar que la Conjetura es falsa. Ahora bien, aparecen los
siguientes impedimentos.
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En primer lugar, la herramienta empleada en [21], y otros muchos trabajos sobre Modelos
de la Aritmética, para separar fragmentos es el uso de estructuras construidas a partir de
elementos definibles. Bajo ciertas condiciones (véase I-6), estas estructuras proporcionan
modelos del esquema I¥,, que no son modelos de BX,, 41 (y, por tanto, tampoco de LA,+1).
Sin embargo, no es conocido, en general, si dichas estructuras de elementos definibles son o
no modelos de IA, 1, lo que impide el uso de dicha técnica para concluir que la Conjetura
de Paris-Friedman es falsa.

Por otra parte, con el propésito de refutar la Conjetura, podriamos usar otras técnicas
para construir modelos. En el estudio de Modelos de la Aritmética, se han empleado
técnicas muy potentes; por ejemplo, el Teorema de Completitud Aritmetizado o la teorfa
de Envolturas e Indicadores. Sin embargo, una caracteristica comin es que las estruc-
turas obtenidas mediante estos procedimientos son segmentos iniciales de otra estructura.
Ahora bien, bajo hipétesis bastante generales (véase 1.5.1), las subestructuras iniciales
son modelos de esquemas de coleccién. Luego, como consecuencia del resultado de R.
Gandy, también lo son del fragmento de minimizacién (y, por tanto, de induccién) para
férmulas Ap 4.

En los trabajos [10] y [16], se introducen los fragmentos para férmulas An41(T) (que,
a lo largo de la presente memoria, llamaremos fragmentos relativizados), como herramien-
ta para obtener una mejor comprensién de la Conjetura de Paris-Friedman. La idea es
cambiar la parte semdntica de los esquemas para férmulas A4 (la equivalencia entre una
férmula ¥,41 y una férmula IT,,; es vilida en un modelo), por una condicién sintéctica
(la equivalencia entre la férmula ¥, y la férmula II,, ;| es demostrable en una teorfa T).

Con este propésito, en dichos trabajos se define, para cada teorfa T, la clase de férmulas

Ani1(T) = {p € T,41: existe v € Iy tal que T F p < ¢},

y se introducen los fragmentos de induccién y minimizacién para férmulas Ap1(T).
Asimismo, se considera una versién del principio de coleccién para férmulas An41(T),
B*A,+1(T) (véase I-4.B). La importancia de este tltimo fragmento reside en que per-
mite garantizar el cierre bajo cuantificacién acotada de la clase de férmulas Ap41(T).

Para estudiar las relaciones entre la teorfa T y sus fragmentos relativizados, se introducen
también los siguientes conceptos (A,1—propiedades):

(=) T tiene Ap4i-induccién si T es una extensién de IA,+1(T).

(=) T tiene A,4;-minimizacién si T es una extensién de LA, (T).

) T tiene A,1—coleccién si T es una extensién de B*A,1(T).
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Los resultados obtenidos en [8}, [10] y [16] ponen de manifiesto que los conceptos anteriores
son herramientas adecuadas para el estudio de los fragmentos relativizados. Los autores
establecen una condicién suficiente para que la versién relativizada de la Conjetura de
Paris-Friedman sea cierta: T tiene A,;1—coleccién (véase [10], 2.4), y prueban un teorema
de jerarquia para las teorias IA,1(T), cuando T es un fragmento clésico; es decir, T es
IZ,, (m > n), PA, o bien Th(N) (véase [10], 6.6 y 6.7). Asimismo, otra propiedad esencial
es la relacién entre los fragmentos relativizados (de una teoria T') y el conjunto de las I1 42~
consecuencias de T, Thy,, ,,(T): para toda teorfa con A,y i-induccién, Thy,,,,(T) es una
extensién de IA,4+1(T). Ademsés, se establecen condiciones para obtener la equivalencia
entre estas dos teorias. En este sentido, un resultado destacado es la equivalencia entre
IAL11(I¥n41) ¥y Thy,,,(IX¥,41) (véase [8], 2.4 y 5.5). Ahora bien, queda pendiente
caracterizar la clase de teorfas para las cuales se verifica la propiedad anterior.

(P1) Caracterizar las teorfas T para las cuales

IA,H_l(T) == Tth+2 (T)

Por otra parte, las propiedades de las teorfas B*A,1(T) no son de] todo conocidas, ni
ain cuando T es un fragmento clasico. Un problema central al respecto, que aparece
explicitamente como problema abierto en [10] y [16], es obtener un teorema de jerarquia
para dichas teorias.

(P2) (Es estricta la siguiente jerarquia?

B*Anp1(N) = B*Any1(PA) = ... = B*Any1(ISn41) = B*An iy (IZ,).

Aparte de los problemas pendientes, una ampliacién del estudio de fragmentos para
férmulas A,41(T), iniciado en [10] y [16], es determinar hasta qué punto los resulta-
dos allf obtenidos dependen de que la teoria T posea “buenas propiedades”. La técnica
empleada en dichos trabajos se basa en caracterizar las férmulas An41(T) como férmulas
acotadas de una extensién adecuada del lenguaje de la Aritmética. La idea central para
ello es expresar las I, 1 9—consecuencias de T como IX,, méas un conjunto de funciones no
decrecientes de grafo II,—definible. Este método exige ciertas propiedades de regularidad
para la teoria T. Es necesario que toda funcién de grafo II,, tal que T prueba que es una
funcién total, esté acotada por una funcién no decreciente. Esta condicién de regulari-
dad se verifica para teorfas con A,tj—coleccién (de hecho, es una propiedad equivalente).
Ahora bien, ;qué ocurre para teorfas que no tienen A,yj—coleccién?

Otro modo natural de continuar el estudio de fragmentos relativizados es considerar las
versiones sin pardmetros de los mismos. En diversos trabajos (véanse, como referencia
principal, [13] y [15]), se han estudiado las versiones sin pardmetros de los fragmentos
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clasicos: IX 1, I, ;, B, |, etc. Esto es, teorfas obtenidas cuando restringimos los es-
quemas cldsicos a férmulas en las que no ocurren pardmetros (variables libres adicionales).
Ademss, en [10], se prueba que toda extensién de BX_ ;| tiene Apyj—coleccién. Esto
pone de manifiesto la importancia de los fragmentos sin pardmetros para el estudio de
fragmentos relativizados.

Las propiedades de las versiones sin pardmetros de los fragmentos clésicos, en particular,
las relaciones entre ellos, son diferentes a las de las versiones con pardmetros. Pero, ;qué

sucede en el caso de los fragmentos relativizados?

El estudio de las cuestiones anteriores constituye un objetivo fundamental del trabajo
desarrollado en la presente memoria:

(01) Continuar el estudio de fragmentos para férmulas A, +1(T), prestando especial
atencién a sus versiones sin parametros, que hasta el momento no han sido
consideradas.

Ademsés, pretendemos obtener resultados sobre fragmentos relativizados de T bajo las
condiciones més generales posibles para la teoria T. Como se ha observado con anteriori-
dad, esto requiere usar un método distinto al empleado en los trabajos [10] y [16].

En la presente memoria se propone una nueva metodologia para €l estudio de fragmentos
relativizados: el andlisis de sus extensiones. La idea bdsica en la que se sustenta esta
metodologia es la siguiente:

Sea T el fragmento objeto de estudio. Supongamos que verifica la siguiente condicion:

(C1) "Existe T’ conjunto de férmulas de complejidad acotada (T' C ¥ o Ili) tal que:
T+ = S,

donde S es otro fragmento cuyas propiedades son bien conocidas (en general,
serd un fragmento clédsico, con o sin pardmetros).

Entonces, es posible obtener propiedades de la teorfa T mediante el estudio de las
extensiones del fragmento S.

Para ilustrar la idea anterior, veamos c6mo aplicar el método propuesto en el estudio de
propiedades béasicas de un fragmento, relativas a la complejidad de sus axiomas y a su
relacién con otras teorfas. Sea T una teorfa que cumple la condicién (C1) anterior.

Complejidad axiomadtica:

Sea I" una clase de férmulas. Si T es I'-axiomatizable, puesto que T +I' = S, entonces
S posee una extensién que es IV U '-axiomatizable.

Por tanto, para obtener que T no es una teoria ['—axiomatziable, es suficiente probar que:
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S no posee extensiones IV U '—axiomatizables.

Resultados de separacién:

Sea T una teorfa. Si T’ es una extensién de T, puesto que T + ' = S, entonces
T +T = S.

Por tanto, para obtener que T/ no es una extensién del fragmento T, basta probar que:

T +T == S.

Un resultado central de la presente memoria es que los fragmentos relativizados verifican
la condicién (C1) anterior. Por tanto, la metodologia descrita permite reducir el estu-
dio de éstos al andlisis de las extensiones de los fragmentos cldsicos (y sus versiones sin
pardmetros). Este hecho justifica el segundo objetivo fundamental del presente trabajo:

(02) Estudiar extensiones de complejidad acotada de Fragmentos de la Aritmética.
Es decir, obtener propiedades de las extensiones de un fragmento que puedan
ser descritas como una teorfa conocida més un conjunto de férmulas I" de com-
plejidad acotada (I' C £ o ITi).

La técnica empleada en diversos trabajos sobre Modelos de la Aritmética ([12], [14], [20])
para separar fragmentos es el uso de estructuras obtenidas mediante elementos definibles.
Esto es, dado un modelo, 2, se considera la clase de los elementos definibles en 2 por
férmulas ¥,41, que notaremos R, (2A).

Dicha técnica es adecuada para el estudio de extensiones de fragmentos. Las estructuras
An+1(2A) (0 bien, otras estructuras asociadas) satisfacen que:

(=) no son modelos de esquemas de induccién o coleccién,

(-) conservan propiedades con respecto al modelo ambiente . Es decir, si ¢ es una
férmula vélida en 2 que no supera cierta complejidad, entonces también es vilida en
la estructura asociada a R,41() (recordemos que estamos interesados en extensiones
de complejidad acotada).

Para obtener resultados 6ptimos sobre extensiones usando esta herramienta, es necesario,
como paso previo, establecer propiedades mds generales sobre las estructuras £, ().
Este propdsito motiva el tercer objetivo fundamental de nuestro trabajo:

(O3) Refinar propiedades sobre estructuras de elementos definibles, prestando espe-
cial atencién a aquellos resultados que establecen que en dichas estructuras no
son validos esquemas de induccién o coleccién.
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El material presentado en esta memoria est4 organizado en tres grandes bloques. Cada
uno de ellos se corresponde con uno de los objetivos fundamentales sefialados. En el
capitulo II, estudiamos propiedades de estructuras de elementos definibles. Haciendo uso
de los resultados alli obtenidos, investigamos extensiones de complejidad acotada en el
capitulo III. A su vez, aplicando los resultados sobre extensiones, segin la metodologia
anteriormente propuesta, desarrollamos un estudio sistematico de fragmentos relativizados
en el capitulo IV de la memoria. Adems4s, en el capitulo I, reunimos resultados prelimi-
nares necesarios para el desarrollo del trabajo y, en el capitulo V, recopilamos las cuestiones
que se han ido planteando a lo largo de este trabajo y que, finalmente, han quedado sin
resolver.

En lo que sigue, describiremos de manera més detallada los contenidos del trabajo.
Prestaremos especial atencién a la discusién de los resultados obtenidos.

(o) Capitulo II: Elementos definibles

Motivacién y objetivos:

La propiedad central de las estructuras de elementos X,y1—definibles de un modelo,
£nt1(2), o bien de elementos ¥, —definibles usando un pardmetro p € A, Rns1(4,p),
es que proporcionan modelos de esquemas de induccién que no lo son de esquemas de
coleccién. Asimismo, para obtener modelos de coleccién pero no de induccién, se in-
troduce el segmento inicial determinado por la estructura de elementos X1 1~definibles,

In+1(2) (o0 bien Tn41(A,p)).

(R1) (Paris, Kirby) Sean % |E=1X,.1 y p € A tales que Rn41(, p) es no estdndar.
Entonces:

(=) Rn+1(2A, p) es modelo de I%,,, pero no de B¥,41.
(=) Fn+1(2A,p) es modelo de B, 11, pero no de I¥, ;1.

En [15], R. Kaye, J. Paris y C. Dimitracopoulos refinan el resultado (R1) en el estudio
de las relaciones entre fragmentos sin pardmetros. La idea para ello se basa en obtener
condiciones, bajo las cuales, una estructura es modelo de un fragmento si, y sélo si, lo es
de la correspondiente versién sin parametros. Recordamos que, en general, los esquemas
sin paréametros son teorias més débiles que sus versiones con pardmetros. Al respecto, los
autores establecen los siguientes resultados:
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([15], 1.9) Si &n+1(B) = B, entonces:

BEBX,.1 <<= BEBX .
([15], 1.5) Si Jp41(B) = B, entonces:

BEIL., < BEIO .

Nétese que las condiciones anteriores estan relacionadas con la distribucién de los elemen-
tos definibles en el modelo:

fn+1(B) =B <= todos los elementos de B son ¥, 1-definibles,

Jns1(B) =B <= la clase de los elementos ¥, ;-definibles no estd acotada en B.
Cuando no se usa elementos del modelo como pardmetros, las estructuras de elementos
Yn41-definibles verifican las propiedades anteriores. Concretamente, todos los elementos

de R,41(2) son X, 1-definibles y la clase de los elementos ¥, ;~definibles es cofinal en
Jn+1(2A). En consecuencia, a partir de (R1), en [15] se prueba que:

(R2) Sea U =15, tal que R, 41(2A) es no estdndar. Entonces:

(-) Rn41(2) es modelo de IY,,, pero no de BL,, 1
(=) Jn+1(2) es modelo de BX,,1, pero no de III; ;.

Ademss, en general, el resultado (R2) no es vilido si permitimos el uso de pardmetros
para definir elementos.

El objetivo del capitulo II es generalizar los resultados (R1) y (R2), desde dos puntos
de vista:

(G1) Debilitar la hipétesis sobre el modelo ambiente 2.
En los dos resultados se exige que A = IX, ;. Ahora bien, jes posible establecer
(R1) y (R2) para modelos de teorfas més débiles?

(G2) Caracterizar clases especiales de elementos de 91, de modo que, cuando p € A es un
elemento de alguna de dichas clases, entonces:

ﬁn+1(91,p) = BE;H y 3n+1(91,p) I?é IH;H-
Con este propésito, estudiaremos dos clases de elementos de 2A:

811, (A) = la clase de los elementos II,~definibles en 2. Es decir, definibles mediante
una férmula IT,,.

My () = la clase de los elementos II,~minimales en 2. Es decir, aquellos que son
el menor elemento de 2 que satisface una férmula IT,,.
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Las clases de los elementos II,—definibles, y II,,~minimales, han sido consideradas con
anterioridad en varios trabajos, ya sea implicitamente ([13], [15]), o bien de forma explicita
([9], [16], [20}). Sin embargo, hasta el momento, sus propiedades no han sido estudiadas
de manera sistematica.

Resultados obtenidos:

En la primera parte del capitulo, estudiamos cémo se distribuyen los elementos II,—
definibles y II,~minimales en un modelo ™. La distribucién de estos elementos es una
herramienta fundamental para la obtencién de sus propiedades.

Estamos interesados en determinar cuindo una clase de elementos es un segmento inicial
de una estructura, y cudndo es cofinal en la estructura. Si A y B son dos clases de ele-
mentos de un modelo, escribiremos A C¢ B, para indicar que A es un segmento inicial
propio de B; y A C° B, para indicar que A es cofinal y propio en B. El siguiente teorema
agrupa los resultados obtenidos al respecto.

TEOREMA: (I1.2.6, 11.2.13, I1.2.15)
Sean A = 1Y, y p € A tales que R,41(, p) es no estdndar. Entonces:

-R’n-f-l(ﬂ, p) c® ‘Rnn+l (le p) c* Mn+1(2la p) ce 'ﬁ’n+2(mvp)'

Ademds, si no usamos parametros, basta con A =1Z, ;.

Nétese que algunos de los resultados recogidos en el teorema anterior se prueban en la
memoria bajo hipétesis més débiles. Por ejemplo, para demostrar que fq,,,(2,p) es
cofinal en M, 41(2, p), es suficiente suponer que 2 = BX,+;. Ademds, algunos resultados
se prueban para un conjunto arbitrario X de pardmetros del modelo.

Por otra parte, las clases de elementos IIg-definibles, IIp-minimales y ¥p—definibles coinci-
den y, en modelos de IA, son cofinales en la clase de los elementos X1—definibles (I1.2.6).

En la segunda parte del capitulo IT, abordamos los dos objetivos (G1) y (G2) expuestos
con anterioridad. Grosso modo, obtenemos que:

(-) En (R1) y (R2) es posible debilitar la hipStesis sobre el modelo ambiente, basta
con A = IX, + exp (donde exp es una férmula IIy que expresa que la funcién
exponencial es total).

(=) Los elementos I, -definibles, y II,,;-minimales, verifican la condicién requerida
en (G2).

Para ello, siguiendo algunas de las ideas que aparecen en [15], obtenemos primero condi-
ciones, bajo las cuales, una estructura es modelo de un fragmento sin pardmetros si, y
sélo si, lo es del correspondiente esquema con pardmetros. Comprobamos después que
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las estructuras R,1(2,p), cuando p es un elemento II,i—definible (o II,4;~minimal),
satisfacen dichas condiciones.

TeEOREMA: (I1.3.2, I1.3.4)
(a) Supongamos que B = R, 12(B). Entonces:

BEBL,,, <= BEFBI,
BEIE,,, <= BEIZ..
(b) Supongamos que 2 = I%,,. Entonces:
PE AN, (W) = Kni1(A,p) = Ant2(Rni1(2,p))-

p € Mp1(2)

Rar1(,p) EBSE } = Rnt1(A,p) = Rnt2(Rnt1 (A, p)).

Mo (A
pmef-_- B:Xllr(}z } = Rat1(Ap) = Rot2(Rni1 (A, p)).

Donde B®XY, , ; es una versién del esquema de coleccién sin pardmetros (introducida en

[13] y [15]) que permite probar que las clases de férmulas ¥, I ;| son cerradas bajo
cuantificacién acotada.

Por 1ltimo, a partir de las propiedades anteriores, obtenemos el resultado central del
capitulo: la generalizacién de (R1) y (R2) deseada. En el siguiente teorema, debe en-
tenderse que, bajo las hipétesis sefialadas para el modelo ambiente, 2, y supuesto que la
estructura de elementos %, .j—definibles es no estdndar; entonces la estructura considerada
no es modelo del fragmento indicado.

TeEOREMA: (IL.3.5, I1.3.7, 11.3.8, 11.3.13)
(a) Sin pardmetros:

2| Ren® [ Jwn(®) ]
Ix; no LA/, +exp [no Il
IX, + exp no LA, no I, ,

(b) p € A cualquiera:

2 Rnt1(2, p) Jnt1(2,p) |
13, noBX, i, +exp| noI¥,
1Y, + exp no BX, 1 no I¥, 44
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(C) pE ﬁnn«f—l(m)"

A ” Rfn—f-l(m7 p) |
1%, no BY ., +exp
1X, + exp no BX .,

(d) p € Mni1():

l 2 ” an-i-l (Qt’ P) J

¥, no B%Y ' | +exp
I3, +exp no B%Y
B | +exp no BX

Las técnicas para las pruebas de los resultados del capitulo son, en lineas generales, las
empleadas en [13] y [15]. M4s ain, como se haré notar en el texto, la demostracién de
algunos de los resultados obtenidos aparece, implicitamente, en los trabajos anteriores.
Sin embargo, en la presente memoria, se han refinado estos resultados y se prueban bajo
hipétesis més generales. Adems4s, estas generalizaciones son cruciales para el estudio de
extensiones de Fragmentos desarrollado en el capitulo ITI.

(o) Capitulo III: Extensiones de complejidad acotada

Motivacién y objetivos:

Como se hizo notar previamente, la metodologia propuesta para el estudio de fragmentos
relativizados conduce al estudio de extensiones de fragmentos clésicos (o de sus versiones
sin pardmetros), obtenidas a partir de una teoria, T, y un conjunto de férmulas de
complejidad acotada, T

(*) T,4+4T = T.
Para medir la complejidad de una extensién, emplearemos dos criterios:

(-) La complejidad sintéctica de sus axiomas:

Diremos que T’ es una I'-extensién de T si T’ es una teorfa I'-axiomatizable y
consistente que extiende a T (definicién IT1.1.1).

(=) La complejidad descriptiva, desde el punto de vista de la Teorfa de la Recursion,

del conjunto de sus axiomas (identificado con un conjunto de nimeros naturales,
mediante la codificacién de Godel):

Diremos que T’ es I'-definible si existe una férmula ¢(z) € I' que define, en el modelo
estandar, el conjunto de los axiomas de T’ (definicién II1.1.2).
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En las secciones 2 y 3 del capitulo, estudiamos las extensiones obtenidas si prescindimos
de la teoria T en (x). Los objetivos principales son:

(=) determinar el menor nivel de la jerarquia Aritmética, I, tal que el fragmento T posee
una ['-extensién,

(=) investigar la complejidad descriptiva de las ['-extensiones del fragmento.

Para la anterior clasificacion, consideraremos la siguiente jerarquia de férmulas del lenguaje
de la Aritmética.

En 2n-+—1
e C U, C© Vp & c...
Hn Hn—H

Donde Upy1 = Epp1 Ul y Vo = {pVl:pel, fcll,}.

En la seccién 4, consideramos extensiones de la forma descrita en (x). En este contexto,
el problema central es:

(-) dados T3 y T tales que T; =x=> T y un conjunto de férmulas, I, obtener condiciones,
sobre la complejidad de las férmulas en I, que permitan asegurar que T +1I" =5 Ts.

Resultados obtenidos:

El siguiente teorema resume los resultados obtenidos en la seccién 2 sobre la existencia
de I'-extensiones de los fragmentos clésicos, sus versiones sin pardmetros y sus versiones
para férmulas A, 4.

TEOREMA:
(a) n>0: (I1I1.2.2, IT1.2.4.1, I11.2.5.1, I11.2.8.1)

| ] Hn+3 l z:n-%-3 | Hn+2 l z)'n+2 | Hn+1 I Zn—}—l |
I¥0+1,BYa 41 si no
IA, 4 sf | mno, (1) no, (2) no
I ., B, s, 1o
BY, 1, UIA, 11 Thy,,,,(N)
I, LA, si, 1o
A7, Thi,,, V)
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(b) n=0: (I11.2.2, [11.2.4.1, T1L.2.5.2, I11.2.7, I11.2.8.2)

l (L] = [ T | % [ W [ % |
| DY si no
BX, si | no, (3)
1A s{ | no, (1) no, (2)
I, si, Thp,(N) | no

BsY,BX7 sf, Thy, (M) | no, (1) no
UIA; Sf, Thn2 (N) (‘J?
Iy si, Thi,(N) | no
LAT si, Thr, (V) | no, (3)
IAT sf, Thr, (V) | no, (1)
IAg sf no, (1)

Donde:

(1), para extensiones verdaderas.

(2), para extensiones consistentes con PA.
(3), para extensiones consistentes con exp.

Nétese que, en el caso n > 0, obtenemos resultados éptimos para todos los fragmentos
considerados, salvo IA,1. En el caso n = 0, los resultados para I¥,, I¥7, III] son
también Sptimos. Sin embargo, para el resto han quedado problemas sin resolver. En
relacién a los esquemas de coleccién, quedan pendientes las siguientes cuestiones:

(-) BX1no posee ¥3—extensiones.

(-) BX] (y B®Z]) no posee Yo-extensiones.

Ahora bien, responder afirmativamente a alguna de los problemas anteriores implica una
respuesta negativa al siguiente problema abierto:

(NE) IAp + mexp == B.

Este iltimo problema esté relacionado con el problema de la extensién final, que se con-
sidera en [4] como el problema abierto mds importante en el estudio de Fragmentos de la
Aritmética.

La relacién entre algunos problemas que en el presente trabajo han quedado sin resolver y
el problema, (NE) no es exclusiva del teorema anterior, sino que aparece en otras cuestiones
y asi se har4 notar en la memoria a lo largo de la exposicién.

La herramienta fundamental para la prueba de los resultados anteriores, as{ como en el
resto del capitulo III, es el uso de estructuras de elementos definibles. En lineas generales,
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la idea para demostrar que una teoria T no extiende a un fragmento consiste en obtener
una estructura de elementos definibles (a veces, usando pardmetros), que sea modelo de T,
pero no del fragmento. En este punto, las generalizaciones de (R1) y (R2), que obtuvimos
en el capitulo II, desempefan un papel esencial para que las propiedades obtenidas sean
dptimas.

Para el estudio de extensiones de IA, 1 y de X, o-extensiones de IX. . 1, hemos tenido
que usar técnicas distintas. En el primer caso, siguiendo algunas ideas de [9] y [16],
empleamos resultados obtenidos por K. McAloon en [19], (véase I11.2.4). En el segundo
caso, usamos un resultado que relaciona el crecimiento de las funciones recursivas en una
teorfa con su complejidad sintéctica (véase I11.2.6).

Como se observa en el cuadro previo, los fragmentos sin pardmetros, a diferencia de los
fragmentos clésicos, poseen extensiones de complejidad sintactica menor que la dada por
su axiomatizacién natural. Por ejemplo, III, ; es una teoria ¥, o-axiomatizada, no es
Il 4 p-axiomatizable y, sin embargo, posee Il —extensiones: Thyy,,,(N). Ahora bien,
dicha II, —extensién es muy compleja desde el punto de vista de la complejidad descrip-
tiva. Como veremos esta propiedad es comiun a los fragmentos sin pardmetros: poseen
extensiones de complejidad sintéctica menor que la dada por su axiomatizacién natural,
pero estas extensiones tienen gran complejidad descriptiva.

Para investigar la propiedad anterior, en la seccién 3, introducimos el concepto de teorfa de
tipo k — m (definicién IT1.3.1). Diremos que T es de tipo k — m si posee IIy-extensiones
¥, para cualquier Ilx-extensién de T, T, se tiene que Thyy,, (T') = Thy,, (V).

Del hecho de que un fragmento sea de tipo k — m (m > 1), se deducen propiedades de
axiomatizacién: T no posee IIx—extensiones que sean ¥,,-definibles y, por tanto, T no es
finitamente axiomatizable. Para obtener estas conclusiones, en el concepto tipo k — m,
no es esencial que Thy,, (T') = Thy,, (V). De hecho, es suficiente que Thy,, (V) sea
recursivo en Thr,, (T'). Esto motiva debilitar la definicién anterior (IT1.3.3). Diremos
que T es de tipo k —" m si posee [Iy—extensiones y, para cualquier IIy—extensién de T,
T', se tiene que Thyy,, (N) es recursivo en Thyy,, (T”).

El siguiente teorema recoge las principales propiedades obtenidas al respecto:
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TEOREMA: (II1.3.5, I11.3.7, I11.3.9, I11.3.11, I11.3.13)
(a) Teorias de tipo k — m:

[ |n+3—n+2 n+2-on+2(n+2-n+1 n+l-on+l]|
| DY no sf si no

BY .| +exp no 7 si no
It no no st si

LA ., +exp no no si si, n >1
IA no no ! si,n > 1

(b) Teorias de tipo k =¥ m:

LAT 1-"1
BY , +texp| n+2—-Yn+2

Como se observa en el cuadro anterior, quedan pendientes los problemas:

(-) (Es BX | +expdetipon+2—n+2?
(-) (EsIA,,, +expdetipon+2—n+1?

La primera cuestién estd conectada con la existencia de elementos no estdndar II, ;-
definibles en modelos de BX,,;; (véase II1.3.14). La segunda, esté relacionada con la
Conjetura de Paris-Friedman. En efecto, si IA] 41+ exp no es de tipon+2 - n+1,
entonces 1a Conjetura es falsa (véanse I11.3.12.1 y I11.3.12.2).

Por 1ltimo, en la seccién 4, abordamos el problema de extensiones de la forma descrita
en (x), en toda su generalidad: ;T1 + T = T?

El siguiente teorema agrupa los resultados que han sido probados en el trabajo. En cada
caso, debe entenderse que:

() el conjunto de férmulas I satisface las hipétesis senaladas,
() T1+7T es consistente, y
(=) T1+T no extiende a la teoria T.
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TEOREMA: (IT1.4.1, I11.4.5, I11.4.7, T11.4.9)

T ) [T
an—}—l r g Z:n+3 Izn—’y—l
1277.4.1 r c z:n-{—B IETL+1

- rc En+3
z - BX
B BXY_,, +exp + I consistente nt
BEn_H I'c 2n+2 Iz;l_ﬂ
Y, + 11, I'CYnyo X
F=P,+SO, F’QHn+2
Iz, + 100, @ € Tpyo, I recursivo BX, .,
I¥ ., + T consistente
| R | ) -
BYni1 I’ recursivo I

De nuevo, nétese que los resultados obtenidos son, en general, 6ptimos.

(e) Capitulo IV: Fragmentos Relativizados

Motivacién y objetivos:

En el capitulo IV de la memoria, continuamos el estudio de los fragmentos relativizados,
iniciado en [10] y [16]. El objetivo fundamental es establecer, para estos esquemas, las
propiedades habituales en el estudio de Fragmentos de la Aritmética:

(-) Relaciones entre Fragmentos Relativizados.

(-) Relaciones entre Fragmentos Clésicos y Relativizados.
(-) Resultados de Conservacién.
)

Resultados de Axiomatizacién (complejidad axiomaética, teorias finitamente axioma-
tizables).

Prestamos especial atencién a las versiones sin pardmetros de los fragmentos relativizados,
va que estas teorias no han sido consideradas con anterioridad. En primer lugar, introduci-
mos las versiones de los conceptos considerados en los trabajos [10] y [16] en el estudio de
fragmentos relativizados: férmulas A,41(T)™, esquemas de induccién, coleccién y mini-
mizacién para férmulas A, 1(T)™ y A7, -propiedades (véase la definicién IV.2.1).

En [10] y [16], se pone de manifiesto que los fragmentos para férmulas A, 1(T) estdn
relacionados con la clase Thy, ,(T). Motivados por esta relacién, la metodologia que
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usaremos en el capitulo se basa en dividir los modelos de un fragmento relativizado en dos
clases: los que son modelos de Thy,,,(T) y los que no lo son.

Es posible asociar a cada esquema relativizado un esquema clésico (con o sin pardmetros),
sin més que considerar la teoria obtenida al restringir el esquema en cuestién a férmulas
25;)1, en lugar de a férmulas A,1(T)(7). De esta manera, se obtiene la siguiente corres-
pondencia:

IAn41(T) — IXng
B*Ap41(T) —  BXai
LAn_H(T) — IEn.H (<=> L2n+1)
IAn 1 (T)” — Iy
B*Anp(T)”  +—  BX,,
LAz 1(T)™ — I, (&= LY 1)

El resultado central del capitulo, y la aportacién mas novedosa de la presente memoria,
es que la clase de los modelos de un fragmento relativizado estd contenida en la unién de
los modelos de Thyy, ,,(T) (o bien, de una subteorfa suya, en el caso de minimizacion sin
pardmetros) y la clase de los modelos del fragmento clésico asociado.

Por ejemplo, un modelo de IA,;1(T) es, o bien un modelo de Thy, ,(T), o bien un
modelo de I¥, ;. Por tanto, si ¢ € Thy,,(T), entonces:

IAf4i(T)+ - = 141
En consecuencia, segiin la metodologia anteriormente propuesta, es posible deducir propie-

dades del fragmento IA,,1(T) a partir del estudio de extensiones de complejidad acotada
de IX, ;1. Para el resto de esquemas relativizados, se verifican propiedades andlogas.

Para describir de manera sintdctica la unién de dos clases de modelos, se introduce el
concepto de disyuncién de dos teorias (definicién IV.3.1):

TiVTe={p1Vey2: o1 € T1y o2 € To}.
Dicho concepto es simple, pero ha resultado muy ttil para expresar, de manera compacta

y sugerente, propiedades de fragmentos relativizados.

Resultados obtenidos:

En la primera parte del capitulo (seccién 3), se establecen los resultados ceutiaies del
presente trabajo.



Introduccion XXV

TEOREMA: (IV.3.4,1IV.3.7.1,IV.3.8)
(a) Con pardmetros:

IA,41(T) = Thy, ,(T) VI, .
B*An1(T) = Thy,,,(T) VBEap.
LAn+1(T) - Th[‘[ (T) vV Izn+1.

n+2

(b) Sin pardmetros: Sea T = 1Eq (Eq = fdrmulas abiertas).

1A,41(T)~ = Thy,,,(T) VIS, .
B*A,41(T)~ = Thy,,,(T) V BS;,,.
LAny(T)- = Thy,,,(T) VI,

Para los esquemas de induccién y coleccién (con o sin pardmetros), si la teorfa T posee la
Af;)l—propiedad correspondiente, entonces, del teorema anterior, se obtiene una caracteri-
zacién de los modelos del fragmento relativizado de T. Por ejemplo, si T es una teorfa con
A, +1-induccién, entonces la clase de los modelos de IA,+1(T) es exactamente la unién
de los modelos de Thy, ,,(T) y los modelos de IX,; (véanse IV.3.6, IV.3.9).

Los resultados obtenidos para el esquema de minimizacién sin pardmetros difieren de los
anteriores. Hemos probado que los modelos de LA, +1(T)~ estan contenidos en la unién
de los modelos de Thy,,,(T) y los modelos de III, ;. Sin embargo, no sabemos si el
resultado es cierto si, en lugar de Thy, ., (T), consideramos Thy,,,(T), o bien la clase
de férmulas intermedia Thy,,, (T).

Por tanto,no hemos podido obtener una caracterizacién de LA, +1(T)™ a partir de la
disyuncién de III;,; y una clase adecuada de teoremas de T. Debido a este hecho, el
grado de generalidad de los resultados obtenidos para LA, +1(T)~ es menor que el de las

propiedades obtenidas para los restantes esquemas relativizados.

Como consecuencia del teorema anterior, empleando los resultados sobre extensiones de
complejidad acotada del capitulo ITI, obtenemos propiedades de las I1, o—extensiones de
fragmentos para férmulas A, (T)(7).

TrorEMA: (IV.3.18. TV.3.20, IV.3.22, IV.3.25)
Con pardmetros:

Sea T' una teoria ¥, 3—-axiomatizable.
(-) Si T = 1A,,1(T), entonces T' = Thy,, ,(T).
() Si T = B*Ap41(T) y T' + exp consistente, entonces T’ + exp = Thy, ,(T).
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Sin pardmetros:

Sea T' una teoria Il,,, s—axiomatizable.
(=) Si T == 1A,4+1(T)™, entonces se tiene una de las siguientes condiciones:

(a) T'= Thy, ,(T),
(b) existe ¢ € Thy,,,(N) tal que T+ —¢ y T' + ¢ <= Thy,,,(N).

(=) SiT = LA, 1(T)", entonces se tiene una de las siguientes condiciones:
(a) T"= Thy,,,(T),
(b) existe ¢ € Thy,,,(N) tal que T+ ~p y Thy,,,(T' + ¢) <= Thy,,,(N).

(=) Si T" = B*An1(T)” y T+ IX,; es consistente, entonces se tiene una de las
siguientes condiciones:

() T'+1I%,,;, = Thy,,,(T),
(b) existe ¢ € Thy,,,(N) tal que T+ —p y T' + IS, + ¢ <= Thp, ,(N).

Por lo tanto, una Il o—extensién de un fragmento sin pardmetros relativizado, o bien
extiende a una parte de los teoremas de T (condicién (a)), o bien es compleja, desde
el punto de vista de la complejidad descriptiva (condicién (b)). Por ello, en algunos
resultados de este capitulo, cuya prueba descansa en el teorema anterior, es necesario
anadir ciertas hipétesis bastante generales para asegurar que, cuando se usa el teorema,
no se tiene la condicién (b) (véanse IV.5.20, IV.5.22, IV.5.23).

En la segunda parte del capitulo IV (secciones 4 y 5), se estudian las propiedades de
axiomatizacién y las relaciones entre fragmentos relativizados de T. La técnica funda-
mental consiste en combinar los resultados anteriores con el estudio de las extensiones de
complejidad acotada del capitulo ITI.

A continuacién, enumeramos las propiedades més destacadas al respecto.

(A) Propiedades de Axiomatizacién:

El siguiente cuadro resume las propiedades de axiomatizacién obtenidas para fragmentos
relativizados (para fragmentos sin parametros, suponemos que T = IEg). Destacamos
que, bajo hipétesis muy generales sobre la teoria T, los resultados son éptimos.



Introduccién xxvii

TEOREMA: (IV.4.1,1IV.4.2/1V.4.6, IV.4.7, IV.4.8)

| | Tnts | Snts [Vara | Ungo [ Toga | Bage | Hapr Yint1
IA,+1(T) si | no, (1) sf,(2) | no,n >0
B*A,+1(T) si | no,(3) si,(4) | no,n >0
IAL 41 (T)” si | no,(5) | si,(2) | no,(6)
B*An11(T)~ sf | no,(5) | no,(7) | no,n>0
LA (T)~ no, (8) sf no,n >0 |no,n >0
Donde

( )) sI Izn-f-l == Tth+2 (T) ( )
(3),s1 I, + exp == Thy,,,, (T). (4),si 1L, = Thy,,, (T).
(5),81 I¥nq1 + Tth+1(N) == Tth+2 (T). (6)
(7) (8)

,s1 IX, + exp == Thy,,(T). 8),si Il | === Thy,,,(T).

Nétese que en el andlisis de la complejidad axiom4tica anterior no es necesario suponer
ninguna An+1—propiedad para la teoria T. Esto constituye un ejemplo de cémo la
metodologia empleada permite probar resultados sobre fragmentos para férmulas A, 1 (T),
sin necesidad de suponer propiedades de regularidad sobre T.

Del cuadro anterior, se deduce que si IZ, 1 = Thn,_,(T), entonces las teorfas IA41(T)
¥y IA,41(T)~ son Il,ip-axiomatizables. Si, ademés, suponemos que T tiene A,ii—
induccidn, entonces obtenemos que dichas teorfas son equivalentes a Thyy,,,(T). Este
resultado resuelve el problema abierto (P1), anteriormente enunciado.

TEOREMA: (IV.4.1)
Son equivalentes:
(a) IAn.H(T) — Tth+2 (T)
(b) I¥n41 = Thy, ,(T) y T tiene A, 1~induccién.

Destacamos que también se obtienen condiciones que permiten determinar si los fragmen-
tos relativizados son, o no, teorias finitamente axiomatizables (véanse IV.4.3, IV.4.4,
IV.4.10, IV.4.11, IV.4.12).

(B) Relaciones entre Fragmentos Relativizados.

El siguiente teorema retne las relaciones bésicas entre fragmentos relativizados. Si bien,
para escribir el resultado de forma compacta, exigimos que la teorfa T posea cierta A, 11—
propiedad, en el texto de la memoria puede comprobarse que, para la prueba de algunas
partes del teorema, dicha hipétesis no es necesaria.
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TeEoRrREMA: (IV.5.9,1V.5.10,1V.5.12, IV.5.14, IV.5.15, I1V.5.16)
(a) Sea T con A, 1-induccidn. Son equivalentes:
() I¥n41 2= Thy,,,(T).
() TAns1(T) b= 1Ans1(T)".
(b) Se tiene que:
(b.1) (n > 1) Son equivalentes:
() I, + exp == Thy,,,(T).
(=) B*An41(T) = B*Ana(T) ™
(b.2) Sea T con A, i—coleccién. Son equivalentes:
(=) Thp, »(T) = IZ..
() 1Ans1(T) b= B*Ansa(T).
(_) IAn+1(T)_ ’:;’ B*An+1(T)—'
(c) Sea T con (Ilpy9, A, )-minimizacién. Supongamos quen > 1y T == I¥,, o bien
que ITT, ) = Thy, ,(T). Entonces:

- IAn+1(T)_ ‘=> LAn+1(T)—.
(d) Supongamos que I¥,;; =% Thy, ,(T) y IZ, 2 Thy,,,(T). Entonces:
B*Apn1(T) < LA (T)™ < B*Anyy (T).

En la seccién 5, también estudiamos la relacién entre los fragmentos relativizados y los
fragmentos cldsicos. A este respecto, destacamos que los fragmentos relativizados sin
pardmetros de la teoria Th(N) coinciden con las versiones sin pardmetros de los fragmentos
clasicos. Concretamente:

TEOREMA: (IV.5.7)
Ay (N)™ = IZ .
B*Anti(NV)™ <= BI_,,.
LAt 1(N)” I, .

(C) Fragmentos Relativizados de dos teorfas.

Puesto que la férmula que expresa la equivalencia entre un férmula ¥, 41 y otra Il es de
complejidad I, 2, Thyy, ,,(T) determina los fragmentos relativizados de T. Un resultado
fundamental obtenido el presente trabajo es que, en condiciones muy generales, se verifica
un reciproco de la propiedad anterior.
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TeoREMA: (IV.5.18,1V.5.19, IV.5.20, IV.5.22 1V.5.23)
(a) Sean T, Ty con A,41—-induccién. Son equivalentes:
(—-) Thnn+2(T1) <> Thnth2 (Tg).
(=) T1A41(Th) == TAp11(T2).

(b) Sean T4, Ty con A, 1-coleccién tales que ambas prueban exp. Son equivalentes:
) Tth+2(T1) < Thy,,, (T2).
(") B*An+1(T1) — B*An+1(T2).
(c) Sean Ty, T9 verdaderas.
(c.1) Supongamos que ambas teorfas tienen A, ,—induccién. Son equivalentes:

(-) Thi,,,(T:) <= Thq,,,(T2).
() TAn41(T1)™ = 1An41(T2) ™.

(c.2) Supongamos que ambas teorias son extensiones de I¥, 1. Son equivalentes:

(=) Thp,,(T1) <= Thy, ,(T2).
=) B*Any1(T1)™ <= B*An41(T2) ™.

(c.3) Supongamos que ambas teorfas tienen (Il,12, A, ;)-minimizacion.

Si LAn41(T1)” <= LAp41(T2)™, entonces Thy,,,(T1) = Thy,,, (T1).

El teorema anterior es una herramienta muy util para estudiar jerarquias de fragmentos
relativizados. Reduce el problema de separar dos fragmentos relativizados a separar las
I1,, +o—consecuencias de dos teorfas. Mediante este método, en la presente memoria, se
obtiene una prueba maés simple del teorema de jerarquia para las teorfas 1A, 11 (I¥41) ¥
se resuelve uno de los principales problemas abiertos en los trabajos [10] y [16]: el teorema
de jerarquia para esquemas de coleccién.

TEOREMA: (IV.6.9)
La siguiente cadena de teorias es estricta:

B*Anii(N) = B*An1(PA) = ... = B*Any 1 (IS041) == B*An1(IS).

Por ultimo, en la seccién 6, estudiamos las propiedades de fragmentos relativizados de T,
cuando T es un fragmento clasico. Las hipétesis en los resultados obtenidos en el capitulo
IV son lo suficientemente generales como para estos resultados se puedan aplicar para

los fragmentos cldsicos. En consecuencia, establecemos, en la mayor parte de los casos,
propiedades 6ptimas.

Los siguientes diagramas resumen las relaciones bésicas entre esta clase de fragmentos.
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=
I3

LA (IT,)~
i)

LAn1(IZn41)”

)

LAn+1(IEn+2)”

il

T
LA, 1 (PA)™
&
LAnt1(N)™

i

I

Iv.6.10
Iv.5.7
Iv.2e6.1

DIAGRAMA 1:

Relaciones entre fragmentos relativizados de fragmentos cldsicos

=" 1=,
3
= 181 (IZh)" = IAn(IZ.) = B*A(IE.) & B*An(IEa)”
i t ) i
— IAn1(I8n41)” Aand 1A +1(1%041) = B*Anp1(IZn+1) = B*Api(IZnt1)”
g T by T T
= IAn41(IZa42)" < IAnp(IZn42) B B'Anti(ISas2) B B*Anii(IZn42)”
t t t t
t T 1 t
e IAn41(PA)™ =] IA,.+1(PA) = B*Ant1(PA) = B*Ant1(PA)”
t iy T iy
S IAn+1(N)~ <« IAn4+1(N) = B*Ani1(N) = B*Ant1(N)~
3 by T 3
— | DR = IXn4t = BInt1 = BX, 1
Iv.e.7 Iv.6.10 Iv.6.4 IvV.6.9 IV.6.6 Iv.6.9 Iv.8.5 I1V.6.10
IV.5.7 IV.64 I1V.6.5 IV.5.7

Donde: (<=* es: < , paran >0; y <, paran =0.)
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DIAGRAMA 2:

Relaciones entre fragmentos relativizados (sin pardmetros) de fragmentos clasicos

15,
T
LA +1(IZ7)
3
LAn1(IZ0)~
f
BZ,+1, BE o= - -
B Aun(n,)” e DAT)
T
B¥n+1, BE <>
B*An+1(12n+1) x> LA +1(X8n41)”
B*Anr1(IZn41)” 1 <X
)
BETL+11 BE;+1 <>
B*An 4 (I, 5) = LAn (1117 5)~
B*An 1 (I, 5)” 1
1
BZn41, BX
B*An+1(12n+2) = =4 LAn+1(IEn+2)~
B*Ant1(IZn42)”
t
T
B2n+l, BE7—L+1
B*A,+1(PA)}» < LA, +1(PA)~
B*Ant1(PA)™
T
B2n+1, B2;+1
B*An 1 (W) < LApy1(A)~
B*Ap+1(N)~
¢
m, .,
Iv.2e.1
1vV.5.16 Iv.6.10
IV.5.7
Donde:
=%es: &« sin>1ly<=sin=0;

1$=es: &=sin>21y;?sin=0;

< 1AL +1(IX5)
e
—* IAL 1 (I8,)~
f
=9 IAn+1(IH;+1)_
i
i IAn41(IEn41)~
(3
o 1A (ITL,,)"
1
ﬁ IAn+1(IEn+g)_
1
1
<= 1AL +1(PA)~
1
<= IAn 41 (V)™
¢
IEn+1
1v.2.6.2
I1V.5.15 IvV.6.10
IV.5.7
=% es:

§ 4

*

I

T T4

T4%

T44

Iv.5.16

IS,
B*A, 1 (IT5)

I,
B*Ani1(ISn)™

BXnt+1, BE |,
B*An 1 (I, )~

BEn4+1, B,

B*An1(IXn41)

BZ.+1, BE],
B* A1 (12, ,)

BZn41, BE,,
B*An+1(IZn+2)

B*Ant1(IZn42)~

BZni1, BS7,,
B*An41(PA)

B*Any1(PA)™

B2n+1

B*Any1 (N)

B*Ang1 (V)™
g

B,

x> sin>1y=sin=0.

s es: < sin=0y;?sin>0.
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Nétese que en el diagrama anterior queda pendiente completar las relaciones entre frag-
mentos relativizados de la teorfa III. ;. Concretamente:

(-) Determinar la relacién entre las teorias:

A (I, )7, LA (I )~ TA, o (IED).
(=) (LA (O] = B*A(IlI])~?
() (LA (I )= B An (I )77



Capitulo I

Preliminares

1 El lenguaje de la Aritmética

A lo largo de la presente memoria, trabajaremos en el lenguaje usual de la Aritmética
de primer orden, L. Este es el lenguaje de primer orden con igualdad que consta de
los siguientes sfmbolos no légicos (que corresponden a las operaciones habituales entre
ndmeros naturales): 0, simbolo de constante, S, simbolo de funcién 1-ario, +y -, simbolos
de funcidén binarios y <, simbolo de predicado binario.

Denotaremos por A el modelo estdndar, es decir, la L—estructura cuyo universo es el
conjunto de los niimeros naturales, w, con la interpretacién usual de los simbolos de L.

Para simplificar la escritura, usaremos las notaciones y abreviaturas habituales. Por ejem-
plo, escribiremos:

(-) <y enlugarde z<yvz=y,
(<) t+1 enlugarde S(t),
(-

) Cuantificacién acotada: Sean t un término de £, en el que no ocurre la variable z,

y ¢ una férmula de £. Escribiremos:
Jr <ty enlugarde 3z(z<tAyp),
Vr<ty enlugarde Vz(z<t-— ).

Notaremos por Form a la clase de todas las férmulas de £ y por Sent a la clase de las
férmulas cerradas (es decir, sin variables libres).

Las férmulas de £ pueden estratificarse en una jerarquia atendiendo a la alternancia entre
cuantificadores existenciales y universales no acotados.
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La Jerarquia Aritmética es la clasificacién de las férmulas de £ que se obtiene como sigue:

() Eg es el conjunto de las férmulas abiertas (sin cuantificadores) de L.

(<) Ag = ¥p = Ilp es la clase de las férmulas acotadas (esto es, la menor clase de
féormulas de £ que contiene a las férmulas abiertas, y es cerrada bajo conectivas
proposicionales (-, V) y cuantificacién acotada).

(-) Para cada n € w:

Sne1 ={3T¢(Z,9) :p €}y Tppr = {VZp(Z, ) : p € Tn}.

A partir de operaciones Prenex, se obtiene que:

(-) las clases I, II, son cerradas bajo disyunciones y conjunciones,

(-) la negacién de una férmula ¥, (respectivamente, IT,) es una férmula II,, (respecti-
vamente, ¥,).

Notaremos también:
(=) Uy =%, UIL,.
(=) Van={pVl : pek,, 0cll,}.

Se verifican las siguientes relaciones entre las clases de férmulas anteriores:

Ln Y1
. C C Un C Vp C c ...
Hn 1—In-{-l

Sea ¢(Z,y) una férmula de £. Escribiremos 3ly ¢(Z, y) para denotar la férmula:
3y o(Z,y) AVz,u (T, 2) A (T, u) - 2 =u).

Esto es, y es el tinico elemento que satisface ¢(&, y). Escribiremos y = (uz) (¢(&, 2)) para
denotar la férmula:

P(Z,y) ANVz < y (T, 2).

Esto es, y es el menor elemento que satisface ¢(Z, y).

Nota I.1.1. Sea ¢(&,y) una férmula II, tal que una teorfa, T, demuestra que dicha
férmula es funcional, es decir, T F VZ 3y o(Z, y).
Escribiremos f(Z) = y en lugar de ¢(&,y). Ademés:

Sif € Ypyq, entonces 6(f(Z)) denotard Iy (f(Z) =yAb(y)) € Tnyy,

Si 6 € Il,11, entonces  6(f(Z)) denotard Vy (f(Z) =y — 6(y)) € Upi1.
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Sean T y T’ teorias. Escribiremos:

T = T, si todo modelo de T es modelo de T/ (T es una extensién de T"),
T =x= T/, si T no es una extensién de T,

Tes T,siT=a T yT = T,

T <= T', si T y T’ son equivalentes,

T = T’, si T es una extensién de T' y T’ = T (es decir, T es una extension

propia de T).
Sea I'' una clase de férmulas de £. Definimos las teorias:

Thr(T)={pelNSent : T+ ¢}, Th(T)= Throm(T)

Thr(2) ={pelNSent : A= ¢}, Th(A) = Throm(A).

Dr(2) = {p(@) : p(¥) €T, A = (d), e A}, DE(A) = Dporm(2A).
Y los conjuntos de féormulas:

I'(T) = {¢ € Form : existe § € I" tal que T I ¢ « 6}.

Diremos que T es una teoria verdadera si A/ es modelo de T.

2 Esquemas axiomaticos: induccién, minimizacion y
coleccién

Se denominan fragmentos de la Aritmética a las teorfas obtenidas a partir de una teoria
base y esquemas axiomaticos restringidos a férmulas de una cierta estructura sintactica
(Z,, I, ...). Estos esquemas expresan propiedades vélidas en el modelo estdndar. Los

esquemas clésicos son:

(-) Induccién: que expresa el principio de induccién matematica. Esto es, el axioma
de induccién para ¢(z, ¥), respecto a z, es la férmula:
L, () = ¢(0,7) AVz (p(z,¥) = ¢(z + 1,7)) = Vz p(z, V).
(-) Minimizacién: todo conjunto no vacio posee elemento minimo. Esto es, el axioma
de minimizacién para ¢(z,7), respecto a z, es la férmula:

LSO,Z(U) =z <P($, 6) — Jz ((P(.’E, U) A Vy <z ‘“SD(y, "7))

(-) Coleccién: el rango de una funcién de dominio acotado es un conjunto acotado.
Esto es, el axioma de coleccién para ¢(z,y, ¥), respecto a z,y, es la férmula:
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—

B‘P»l"y(z’ 17) =Vz S Zay‘ﬁ(ﬂ%y, 17) — JuVz S 23y S U‘P(ma y,'l))

(-) Coleccién fuerte: si una funcién parcial tiene dominio acotado, entonces el rango
esta acotado. Esto es, el axioma de coleccién fuerte para ¢(z,y, ), respecto a z,y,
es la féormula:

S‘P»I,y(a) = VZ B’U,V.’IJ S z (3y Lp(IE, Y, 6) - Eiy S u ‘P(‘Ta Y, 17))

Como teoria base, emplearemos P~. Denotaremos por P~ la teorfa dada por un conjunto
finito de axiomas II; cuyos modelos son la parte no negativa de anillos conmutativos,
discretamente ordenados (véase [14], capitulo 2). Todo modelo de P~ comienza con una
copia de los nimeros naturales, que identificaremos con el modelo estdndar, N; y, a
continuacién, aparecen el resto de los elementos del modelo (elementos no estandar).

Si I' es una clase de férmulas de £, se obtienen los siguientes fragmentos:
I' =P +{l,, : €T}, LT = P~ + {L,, : ¢ €T}

Para los fr:;gmentos de coleccién y coleccidén fuerte, usaremos IAg como teoria base:
BT = IAg+ {Byzy : ¢ €T}, ST = IAo+ {Spzy : 9w €T}

Estos fragmentos son subteorias de la Aritmética de Peano, es decir, de la teoria:

PA = P~ +{I,, : ¢ férmula de L}.

Llamaremos fragmentos clédsicos a los esquemas anteriores cuando I es la clase de fé6rmulas
¥, o II,. -En [21], J. Paris y L. Kirby establecen las relaciones entre los esquemas de

induccién, minimizacién y coleccién para férmulas ¥, y II,. Posteriormente, en [5], P.
Clote completa el estudio de las relaciones entre estas teorias, considerando el esquema de
coleccidn fuerte.

TeEOREMA 1.2.1. (Diagrama de Paris-Kirby). Para todo n € w:

¥, << I, <« LY, < LI,
il

B,y <= BII,

gl

Izn—f-l — Szn-{-l <~ SII,

Si analizamos la forma sintdctica de los axiomas de los fragmentos anteriores (en algunos
casos es necesario considerar formulaciones equivalentes), se obtiene que:
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PROPOSICION 1.2.2.
(a) IAg es IIj—axiomatizable.

b) 1¥X,+1, BX, 41 son Il 4 3—axiomatizables.
+

Desde un punto de vista sintdctico, una propiedad bésica del esquema BY,, es que
garantiza el cierre bajo cuantificacién acotada de las clases Xp41 y Ing1.

PROPOSICION 1.2.3. (Parsons, [22]) Para todo n € w:
(a) e En+1 = V< ZpE 2n+1(an+1)-

(b) e Hn+1 = dz< Zpe Hn+1(B2n+1).

DEFINICION 1.2.4. Sea A =P,
(a) Diremos que I C 2 es un segmento inicial de 2 si

VaeIVbeA(b<a=bel).

(b) Diremos que I es un corte de 2 si, ademds, I es cerrado bajo la funcién sucesor.

(¢) Zo(¢p) es la menor clase de férmulas de £ que contiene a las férmulas abiertas y a la
férmula ¢, y es cerrada bajo conectivas proposicionales y cuantificacién acotada.

(d) Zo(l') = Uper Zolp)-

Una propiedad esencial de los modelos de I¥,, es que ningin corte propio es definible, por
una férmula ¥o(X;,).

ProposICiON 1.2.5. (Principio de Overspill). Sean A | 1T, ¢(z,7) € Lo(Zn),
a € A, I un corte propio de 2. Entonces:

Voel, Ak pb,d <« IJegl, AEVz<coz,a).

J. Paris y H. Friedman establecieron, independientemente, el siguiente resultado de con-
servacién entre los fragmentos de coleccién e induccién.

TEOREMA 1.2.6. (Paris—Friedman). Para todo n € w, BX, 1 es una extensién Il 12—
conservativa de IX,. Es decir, para cada ¢ € II, 9 cerrada:

IS, k¢ <= B,k

Como referencia general, para consultar una prueba de estos y otros resultados sobre
fragmentos clésicos, véase [12] o [14].
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3 Exponenciacion. Validez parcial

Exponenciacion:

En [11] se muestra una férmula Ay, exp(z,y, z), que define, en el modelo estdndar, el
grafo de la funcién exponencial y tal que IAg prueba las propiedades usuales de la ex-
ponenciacién (para mds detalles, véase [12], capitulo V). Por ejemplo, son teoremas en

IAg:
exp(z,0,z) « z = 1.
exp(z,y + 1,2) « Ju(exp(z,y,u) Az =u- ).
exp(z,y, z) Aexp(z,y,2') — z=2"

y <y Aexp(z,y,z) Nexp(z, vy, 2)) — 2 < 2.

Sin embargo, la teoria IAg no demuestra que la funcién exponencial es total, es decir,
IA¢ ¥ exp, donde exp es la [Ip férmula: Vz,y3zexp(z,y,2) (en lugar de exp(z,y, z),
escribiremos a veces z¥ = z).

La teoria IAg+exp es una herramienta muy importante en el estudio de Fragmentos de la
Aritmética. Una propiedad esencial de dicho fragmento es que permite definir predicados
de validez.

3.A Codificacién

Codificando tuplas y sucesiones:

En modelos de IEg, es posible codificar tuplas finitas utilizando la funcién J de Cantor.
Sea (z,y) = z la férmula:

2. z2=(z+y) - (zc+y+1)+2- -z

LEMA 1.3.1. Son teoremas en I1Eq:
(a) Vzy (2 -y=z-(z+1)).
(b) Vz,y 3z ((z,y) = 2).
(c) Vo,y,z((z,y) =z >z < 2 Ay < 2).
(d) VzTdlz,y ((z,y) = 2).
(e) Vz,y ((z,y) < (z +1)?).

Notaremos por u = (z)p ¥ u = (z)1 a las inversas izquierda y derecha, respectivamente,
de la funcién J de Cantor.
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Para codificar cualquier tupla de longitud finita, basta considerar una composicién ade-
cuada a partir de la funcién J. Por ejemplo, una manera de codificar triples es:
(z,y, Z> = <x7 (yv z))

En cualquier caso, dada una tupla, ¥, notaremos por (Z) a una generalizacién adecuada
de la funcién J.

La funcién 8 de Godel permite codificar sucesiones de longitud arbitraria en modelos de
IAg + exp (para detalles, véase [14], capitulo 4). Sea f(z, z) = w la férmula A

Rm((z)o, (z + 1) - (z)1 + 1) = w,

donde Rm(z,y) = w es una férmula acotada que define, en modelos de IEy, a la funcién
resto de la divisién euclidea. Consideraremos las funciones longitud y proyeccién asociadas:

lg(z) =y < B(z,0)=y.
(2)y=y <= B(z,v+1)=uy.

A veces, emplearemos también la notacién (f) para referirnos a la codificacién de Godel
de la sucesién 7.

Teoria de conjuntos finitos en 1A + exp:

La siguiente férmula Ay permite desarrollar la teorfa de conjuntos finitos, en modelos de
IAp + exp:

rey < Ju<yIw<2®(y=2""1u+2"+w).
(Esto es, = € y expresa que el digito z—ésimo del desarrollo en base 2 de y es 1)

Esta férmula permite interpretar cada elemento de un modelo de IAg 4+ exp como un
conjunto finito. Podemos asimismo definir, mediante férmulas acotadas, los conceptos ha-
bituales en la teoria de conjuntos finitos (operaciones entre conjuntos, aplicacién inyectiva,
cardinal de un conjunto, etc...). La teorfa IA(+ exp prueba las propiedades bésicas de es-
tos conceptos (para consultar los detalles, véase {12], capitulo I). En particular, demuestra
una versién del Principio del Palomar para conjuntos finitos.

Notaremos por (< z) al conjunto de los elementos menores que z, es decir:
(<x)y=2*-1

PROPOSICION 1.3.2. Son teoremas en IAg + exp:
(a) zey—oz<y.
(b) VzIyVz(z €y 2<z) [y= (<)}
(¢) Para cada z existe un tunico y = card(z), para el que existe una aplicacién biyectiva
de z en (< y).
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(d) (Principio del Palomar) Si card(z) < card(y), entonces no existe ninguna apli-
cacion inyectiva de y en x. En particular, si x < y, entonces no existe ninguna
aplicacion inyectiva de (< y) en (< z).

Ademas, se verifica la siguiente versién del axioma de separacién:

PRropPOsICION 1.3.3. (Separacién).
(a) Para cada ¢(z,v) € Ay, se tiene que:

IAg+ exp b Vz3yVz(z € y & 2z <z A p(z,v)).
(b) Sin >0, para cada ¢(z,v) € Xo(2%,), se tiene que:
I, FVz3yVz(z € y o z <z Ap(z,v)).

3.B Predicados de validez parcial

Mediante una de las aritmetizaciones usuales de la sintaxis de los lenguajes de primer
orden (véase, por ejemplo, [14], capitulo 9), es posible asociar a cada férmula de £, ¢(Z),
un nimero natural, "p(Z)", que denominaremos niimero de Gédel de la férmula.
Asimismo, las operaciones sinticticas entre variables, términos y férmulas de £ pueden ser
descritas mediante férmulas ¥;, de manera que I¥; prueba las propiedades elementales
de estas operaciones.

Dada una teorfa, T, recursivamente axiomatizada (esto es, tal que el conjunto de los
numeros de Godel de sus axiomas es recursivo), podemos obtener férmulas de £ que
expresan los conceptos sintdcticos habituales, para T. En particular, existe una férmula
I1; cerrada, Con(T), que describe la propiedad “la teoria T es consistente”.

En [12], aparecen los siguientes resultados al respecto (1-4.34, I11-2.22, V-5.29):

PRroPoOSICION 1.3.4.
(a) I, 41 F Con(Ix,).
(b) IS4 i Con(ISny ).
(c) PA I/ Con(PA).
(d) IA¢ + exp I Con(IAy).

Podemos también desarrollar una aritmetizacién de la semdntica, y obtener asf férmulas
que definen, en modelos de I3, los predicados de validez para férmulas ¥, y I1,,.
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TEOREMA 1.3.5. Para cada n > 0, existen Saty, (z,y) € ¥, y Satp, (z,y) € Il, tales
que: :
(a) Para cada ¢(T) € L, se tiene que:

I,  Sats, (T0(2), (7)) « ¢(@)-
(b) Para cada ¢(Z) € II,, se tiene que:

IZ; F Satp, ("e(2)7, (5)) < »(#)-

En [18], aparece por primera vez un predicado de validez para férmulas Ao. En [12],
encontramos el siguiente resultado (corolario 5.5, capitulo V) relativo a la existencia de
una férmula Ag de validez para férmulas acotadas.

TEOREMA 1.3.6. Existe una férmula Ay, Vo(z, z,u), tal que:
(a) Para cada ¢(Z) € Ay, existe k € w tal que:
IAg - u > 2mex@+D® - (o(F) o Vo(Tp(@)7, (), u))-

(b) SiAt=1Ag, yad,b,d € U tales que d es no estdndar y A = b > 2(ma.x(&')+2)d’ entonces,
para cada p(&) € Ay, se tiene que:

Ak (@) = Vo("p(2)7, (@), b)-

Como consecuencia de la existencia de predicados de validez, se obtiene que los fragmentos
clasicos son, en general, teorfas finitamente axiomatizables.

PROPOSICION 1.3.7.
(a) IX, es finitamente axiomatizable.
(b) Paran > 0, BL,4 es finitamente axiomatizable.
(c) IAp + exp, BX; + exp son finitamente axiomatizables.

Es un problema abierto saber si, en 1.3.7—(c), se puede eliminar la funcién exponencial.
Esto es, averiguar si IAg, o bien BY1, es una teoria finitamente axiomatizable.

La codificacién de Godel permite identificar cada conjunto de férmulas de £, I, con un
conjunto de nimeros naturales (el conjunto de los nimeros de Godel de las férmulas de
I'). A lo largo del presente trabajo, empleamos dicha identificacién. El couiexto aclarard
si consideramos I' como conjunto de férmulas, o bien como el conjunto de los nimeros de
Godel de sus elementos.
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4 Fragmentos de la Aritmética

4.A Fragmentos sin parametros y fragmentos para férmulas A, 4

Fragmentos sin pardametros:

En [13] y [15], se introducen varias teorfas obtenidas, a partir de los fragmentos clésicos,
restringiéndolos a férmulas en las que no ocurren pardmetros (variables libres adicionales).

Sea I una clase de férmulas del lenguaje £. Escribiremos ¢(z1,...,zx) € I'” para significar
que ¢ € I' y que z1, ..., Z son todas las variables que ocurren libres en ¢.

Induccién y minimizacién:

Los fragmentos de induccién y minimizacién para férmulas de [ sin parametros son, res-
pectivamente:

I =P +{I,z :p(zx) eT"}, LI =P +{L,s :p(x) e}
Coleccién: -

Consideramos ahora una nueva versién del principio de coleccién. Para cada férmula

¢(z,y,7) de L, notaremos por B

o,z,y & la siguiente férmula:

Ve Iy p(z,y,7) — VzIuVz < 23y <up(z,y, ).

Esto es, la restriccién de una funcién de dominio w a un dominio acotado posee rango aco-
tado. De esta manera, obtenemos dos versiones del fragmento de coleccién para férmulas
sin parametros:

BI'™ = IA¢+ {B;,z,y : (p(il), y) € F_}?

NotA 1.4.1. No se considera el fragmento de coleccién fuerte para férmulas de T sin
pardmetros, pues, para las clases de férmulas que habitualmente consideraremos (I' = %,
o II,,), dicho fragmento resulta equivalente a SI". Esto es:

SZZ;+1 <= SX¥, 41 < SII,, < SII,.
El esquema BY, ,; prueba la siguiente versién uniforme del principio de coleccidn:
VU, z 3G ¢(z,¥,0) — Vz,0FuVr < 237 < vz, ¥, 0),
para cada ¢(z,¥,7) € L, 41 (véase [13], lema 11.1).

La importancia del fragmento BSE~ 41 Teside en que esta teorfa, con respecto al cierre
bajo cuantificacién acotada de las clases de férmulas ¥ +1 ¥ 1, juega un papel similar
al de la teorfa BX,, 11, para las clases ¥, 1 y II,,41.



Capitulo I: Preliminares 11

Aserto 1.4.1.1. Para todon € w:
(i) p(z)e X, = Vr<zo(z)eX (B%Z, )
(ii) »(z) € H;+1 = drx<zp() € H;+1(BSZ;+1)-

Fragmentos para féormulas A, 1:

En diversos trabajos, se han considerado fragmentos de la Aritmética para férmulas A1,
esto es, para férmulas X, equivalentes a una férmula II,4+1. Segin el tratamiento que
demos a los parametros en las férmulas A, 1, obtenemos distintos esquemas axioméaticos.

Induccién y minimizacién:

Los fragmentos de induccién y minimizacién para férmulas A, son, respectivamente:
IAnr1 = P+ (Yo (ple,9) o (2, 9) = Lpo(®) : ¢ € Snpr, 0 € Mo},
LAy = P+ {Vz (p(z,?) « 0(z,7)) = Ly2(®) : ¢ € Bng1, 0 € Mny1}

No consideramos los esquemas de coleccién, o coleccién fuerte, para férmulas Ap41, pues,

de BY, 11 <= BII, y SE,4+1 <= SII,,, se sigue que dichos fragmentos son equivalentes,
respectivamente, a BY,, 11 v a S¥,41.

Induccién y minimizacién uniformes:

R. Kaye introduce, en [13], las versiones uniformes de los esquemas de induccién y mini-
mizacién para férmulas A,;: se permite que ocurran parametros en las férmulas An1,
pero éstos son tratados de manera uniforme, en el siguiente sentido.
Los fragmentos de induccién y minimizacién uniformes para férmulas A, son, respecti-
vamente:
UlA,11 = P~ + {ViVz (p(z,7) « 0(z, 7)) — Y51, 2(0) : ¢ € Tny1, 8 € Ty},
0

ULA,11 = P+ {ViVz (p(z,7) « 0(z, 7)) = ViLy2(V) : ¢ € Xnt1, 0 € Hny1}.
No consideramos los esquemas de coleccién uniforme, o coleccién fuerte uniforme, para
férmulas A, 1, pues dichos fragmentos son equivalentes, respectivamente, a BXn11 y a

Szn+1-

Induccién y minimizacién sin pardmetros:

Los fragmentos de induccién y minimizacién para férmulas A,y; sin pardmetros son,
respectivamente:

IAL, = P+ {Vz(p(z) = 0(z)) = I,z : @(x) € T4, 0(z) € o1}
LAZ, = P+ {2 (p(s) = 0(2) = Lpa : 9(2) € Sy, 0(z) € )
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No consideramos los esquemas de coleccidn, o coleccién fuerte, para férmulas A,.q sin

parametros, pues dichos fragmentos son equivalentes, respectivamente, a BX_ , y a

STni1(e=SX_ ).

El siguiente teorema resume las propiedades bdsicas de los fragmentos sin pardmetros y

los fragmentos para férmulas A, 4.

TEOREMA 1.4.2.
(a) Relaciones entre fragmentos.

(a.1) Para todo n € w, se tiene que:

T 4 b4 i l

IX,, = BZ,, = BI , < ULA,; = U\, = IN,

T T ‘ i T

IEn+1 i=> an.,_l < LAn+1 - IAn_H

Donde *= fsin >0,y f*={ sin =0.

(a.2) Paran >0, se tiene que III ;| == IX,,.

(b) Propiedades de conservacién.

(b.1) I¥,41 es una extensién ¥, 3—conservativa de IS, ;.
(b.2) BX;11 es una extension Xy 3—conservativa de BT, ;.
(b.3) (n>0) I, es una extension V,.1-conservativa de I
(b.4) Sip € ¥ es cerrada, entonces:

IAg+expky = I Fo.
(b.5) Si ¢ € Il es cerrada, entonces:

Iy F¢ = IAp+expt .

(c) Propiedades de axiomatizacién.

(c.1) 1A,4+1, LA, B*Y, | son I, 3-axiomatizables.

(c.2) IX ., BE, |, UIA, 1, ULA, ; son V,,s-axiomatizables.

(c.3) I, LA ., IA, | son ¥, p-axiomatizables.
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(d) Teorias finitamente axiomatizables.

(d.1) IA,;1 + exp, LA, + exp son finitamente axiomatizables.

(d.2) Las siguientes teorias no son finitamente axiomatizables:

IE;—Hv IH;+17 Bzr—H—l’ BSZ;_H, UIAH—H» IH;+1’ IAT_H—D LAT_L+1'

Enumeramos los trabajos donde pueden encontrarse pruebas de los resultados recopilados
en el teorema 1.4.2.

(—) Relaciones entre fragmentos:

Las relaciones entre fragmentos sin pardmetros se establecen en [15]. Una prueba de
BX,.;1 <= LA, puede encontrarse en [12]. La equivalencia entre B, y ULA,4
se establece en [13]. Los resultados IL; =x> IA |, IE, == UIA, 41, UIAny = 1404
y, para n > 0, IA} | =x> UIA, | pueden encontrarse en [7] y [9]. Para una prueba de
IA] = UIA, véase [3] (en dicho trabajo, el autor emplea la notacién sIA; para denotar
a la teorfa UIA;).

(=) Propiedades de conservacidn:

Los resultados (b.1), (b.2), (b.4) y (b.5) se establecen en [13] y en [15].

El resultado (b.3) se prueba en [1]. Este resultado no es cierto para n = 0. De hecho, de
1.4.2—(b.4) y de 1.4.3, se sigue que III] no es una extensién II;—conservativa de IAq.

(—) Propiedades de axiomatizacién:

Se obtienen, de manera sencilla, analizando la forma sint4ctica de los axiomas de cada una
de las teorfas anteriores (en algunos casos, es necesario considerar formulaciones equiva-
lentes de dichas teorfas).

(-) Teorias finitamente axiomatizables:
Los resultados positivos se obtienen como consecuencia de la existencia de predicados de
validez parcial. Para los resultados negativos, véanse (7], [9] y [15].

Como consecuencia del teorema 5.33 del capitulo V de [12] (extensién de los resultados
obtenidos por Wilkie y Paris en [24]), se obtiene que:

TeEOREMA [.4.3. Existe ¢ € II; cerrada tal que:
IAg+expro y IAgH o

Para completar el diagrama de teorias que aparece en el teorema 1.4.2, el principal pro-
blema pendiente es establecer la relacién entre los esquemas de induccién y minimizacion
para férmulas A, 11, en sus tres versiones.
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(=) Conjetura de Paris-Friedman:
LA,41 <= IA,4.
(=) Conjetura de Paris-Friedman uniforme:
ULA,11 <= UlA,4.
(-) Conjetura de Paris-Friedman sin pardmetros:

LAL,, <« IAL,,

El trabajo [9] est4 conectado con los problemas anteriores. Allf se prueba que:
(-) ULA,41 == 1A 4.
() (n>0) LA | == UlA,.
Sin embargo, quedan sin resolver las cuestiones:
JA,+1 = ULA, 117 (UILAp 1 = LA 7

4.B Fragmentos Relativizados

Motivados por el estudio de la relacién entre las teorias IA, 1 y LA 41, en [8], [10] y
[16], los autores consideran fragmentos de la Aritmética obtenidos al restringir los esque-
mas axiomaticos clésicos a la clase de férmulas A, 1(T).

Dada una teoria consistente, T, definimos:

Ans1(T) = {p(2,) € Sns1 : existe ¥(,7) € Hoyy tal que T+ (=, 7) — v(z, )}

Los fragmentos de induccidén y minimizacién para férmulas A, ,1(T) son, respectivamente:
I0u1(T) = P~ +{Le ¢ 0(z,0) € Apsy(T)},
LAwi(T) = P+ {Lps © 9(z,) € Apa(T)).
Para el esquema de coleccién, se considera el siguiente fragmento:
B*Ay1(T) = 180 + {Byay(2,0) : o(2,v) € o, Iy (Y, v) € Anpa (T)}.
Si ¢(z,7) € Lnp1 y ¥(z,¥) € I,yq, entonces la férmula V7, z (p(z,7) « (z, 7)) es

I1,42. Por tanto, los fragmentos introducidos, que llamaremos fragmentos relativizados,
sélo dependen de Thy, ,(T).

PRoPOSICION 1.4.4.
(a) IEn_H = LAn+1(T) — IAn.H(T) = I¥,.
(b) Si T = I%,, entonces LA, 11(T) = B*A,.1(T).
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Para el estudio los fragmentos relativizados, en [10] y [16], se consideran las siguientes
propiedades para una teoria, T.

(=) T tiene A, y1-induccién si T = I1A,4+1(T).

(=) T tiene A, 41-minimizacién si T => LA,4+1(T).

(=) T tiene A,q1—coleccién si T = B*A,1(T).

(=) T es Apy1—cerradasi la clase A, 1(T) es cerrada, en T, bajo cuantificacién acotada.

PROPOSICION 1.4.5.
(a) Se tiene que:
(a.1) Si T = UIA, 41, entonces T tiene A, 1-induccion.
(a.2) Si T= BX,,, entonces T tiene A, 1—coleccidn.
(a.3) IX, tiene A,41-coleccion.
(b) Se tiene que:
(b.1) T tiene Apyi-induccién <= Thy, ,,(T) tiene A, 1-induccion.
(b.2) T tiene A,y i—coleccién <= Thy,,(T) tiene Ap1—colecion.
(b.3) T tiene Apy1—minimizacién <= Thy, ,(T) tiene Ap+1-minimizacion.
(c) Son equivalentes:

(c.1) T tiene A, 4y—coleccidn.
(c.2) T tiene A, 4+1—minimizacién.
(c.3) T tiene A,y1-induccién y es A, 1—cerrada.

PROPOSICION 1.4.6. Si T es A,1—cerrada, entonces:

LAn+1(T) — IAn+1(T)

5 Extensiones finales y cofinales

Sean A, BEP talesque A CBynew.

(-) Diremos que 2 es una subestructura n-elemental de B, 2l <, B, si, para toda
férmula o(Z) € ¥, y @ € 2, se tiene que:

A p(@) <= B = 0(a).
(-) Diremos que 2 es una subestructura inicial de B (o B es una extensién final de ),
2A C® 9B, si:
VoeB[JacA(b<a) = be



Capitulo I: Preliminares 16

(-) Diremos que 2 es una subestructura cofinal de ‘B (o B es una extensién cofinal de
2A), A C° B, si:
VobeB dacd (b<La)

(=) El segmento inicial determinado por 2 en B, S(B, A), es la subestructura inicial de
B cuyo universo es el conjunto {b€ B : 3Ja € A(b < a)}.

TEOREMA 1.5.1. (Teorema de extensiones finales). Sean A = P~ y B | IX, tales
que A C¢ B propia. Entonces:

(a) A<,B = AE=BI,.

(b) A<,11 B = AEBI,.

TEOREMA 1.5.2. (Teorema de extensiones cofinales). Sean A, B = P~ tales que
20 C° B. Entonces:

(a) A<0B = A=<;B.

(b) il |= BX,. A<B — AU ~<n+1 B.

TEOREMA 1.5.3. (Splitting en Fragmentos). Sean A <,41 B tales que B = I%,,. En-
tonces:

(a) A <5, S(B, %) <& B.

(b) S(B,A) #B = S(B,%) E BT,y1.

El siguiente teorema, debido a K. McAloon, pone de manifiesto que todo modelo nume-
rable, y no estdndar, de 1Ay puede obtenerse como una extensién final de un modelo, no
estdndar, de PA (para una prueba del resultado, véase el teorema V-1.2 de {12]).

TEOREMA 1.5.4. Sea 2 |= IA¢ no estdndar y numerable. Existe B <§ 2 no estdndar tal
que B = PA.

NoTta 1.5.5. (Problema de la extensién final).

El teorema de extensiones finales destaca la utilidad del esquema BX,.;1, desde un punto
A~ -ista semantica  Adem<4s) para n > 0, un reciproco de 1.5.1 es cierto: todo modelo
numerable de BY,,; posee una extensién (n + 1)-elemental, final y propia. Sin embargo,
es un importante problema abierto saber si el resultado anterior es también cierto para
n = 0 (problema de la extensién final):

(EF) (Paris,Wilkie) Sea 2 &= BY; numerable. Existe B k= 1A tal que 2A <§ B
propia.



Capitulo I: Preliminares 17

La cuestién anterior estd relacionada con el siguiente problema abierto:

(NE) IAg + —exp = BXL;.

En [25], Wilkie y Paris prueban que, o bien (EF) es falso, o bien (NE) es falso.

6 Elementos definibles

En este trabajo, para estudiar propiedades de fragmentos de la Aritmética, empleare-
mos, como metodologia bésica, estructuras de elementos definibles.
Fijamos aqui las definiciones y enunciamos algunas propiedades de estas estructuras (como
referencia, véase [12], capitulo IV; o bien [14], capitulo 10).
Sean 2 una estructura, X CA,acAynecw.

(=) Diremos que a es ¥,—definible en A sobre X si existen ¢(z,7) € £, y p € X tales
que:

A = p(a,p) Az p(z, p).
(=) R, X)={a € : aes L,~definible en A sobre X}.
(=) Tn(2, X) = S(U, Rn (Y, X)).
Si X = 0, escribiremos £&,(2), J,(A). Si X = {p}, escribiremos R, (A, ), In(A, p).

PROPOSICION 1.6.1. Sean 2 = 1%, y X C 2. Entonces:
(2) Rns1(, X) <nyr 2.
(b) Rn+1(, X) <51 Inr1 (R X) < A
(€) Rni(Y X) E IZ,.
(d) jn-H(le X) # A2 = jn+1(Ql7‘X) ': an-l-l'

PROPOSICION 1.6.2. Sean A = BX,;1 y X C 2. Entonces:
(8) Jn+1(A, X) = By,
(b) jn+1(ma X) ': Tth+2 (Qla X)

PROPOSICION 1.6.3. Sean A = I¥,1; y p € A tales que R, 1(2,p) es no estdndar. En-
tonces:

(a) Rn+1(2,p) no es cofinal en .
(b) Rut1(,p) - BEnya.
() Tnt1(2,p) P IX,41.
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Como consecuencia del primer teorema de Incompletitud de Godel, se obtienen modelos
en los que existen elementos no estdndar definibles.

PROPOSICION 1.6.4. Sea T == IAq una teoria recursivamente axiomatizable. Entonces.
existe A = T tal que Ko(A) es no estdndar.

En [13], R. Kaye establece el siguiente refinamiento de 1.6.1.

PROPOSICION 1.6.5. Sea 2 = IZ,,. Entonces:
(a) Rns1(A) <ng1 A
(b) fn1(A) F IZn.

7 El sistema estandar. Saturacion

Teoria de la recursién:

Un aspecto esencial en el estudio de Modelos de la Aritmética es su interrelacién con la
Teoria de la Recursién. Suponemos que el lector estd familiarizado con los conceptos y
resultados bésicos de la Teorfa de la Recursién. En particular, emplearemos los conceptos
habituales en el estudio de recursividad relativa: A recursivo en B, A recursivamente
enumerable en B, A m~reducible a B, conjunto m—completo, ... (como referencia general,
véase [23]). Destacamos algunos resultados que usaremos en el capitulo III.

ProposICION 1.7.1. Son equivalentes:
(a) A es recursivamente enumerable.
(b) A es Xj—definible en el modelo estandar.

ProposICION 1.7.2.
(a) (Teorema de la negacidén). Son equivalentes:
(a.1) A es recursivo en B.
(a.2) A y w— A son recursivamente enumerables en B.
(b) Si A es m-reducible a B y B es recursivamente enumerable en C, entonces A es
recursivamente enumerable en C.

(c) Si A es recursivamente enumerable en B y B es recursivo en C, entonces A es
recursivamente enumerable en C.

PROPOSICION 1.7.3.
(a) Thy, ,(N) es IS, —completo y, por tanto, no es ¥,,4;—definible.
(b) Thy,, (N) es 2, ,~completo y, por tanto, no es I1,,,;~definible.
+1 +1 +
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El sistema estandar:

Sean (z), = z la férmula Ag, considerada en 3.A, que define a la funcién 3 de Godel
y 2 | P~. Describimos a continuacién una forma de codificar conjuntos de nimeros
naturales mediante elementos de 2 (como refencia general, véase [14], capitulo 11).

(=) Sea a € . El conjunto codificado por a en A, C,, es:
Co={new: AE (a), #0}.
(-) Sea A C w. Diremos que A ests codificado en 2 si existe a € 2 tal que A = Ch.
(-) El sistema estdndar de 2, SSy(2), es la coleccién de los conjuntos codificados en 2.

PROPOSICION 1.7.4. Sean A,B = IAqg no estdndar. Entonces:
(a) ACwrecursivo = A€ SSy(Y).
(b) A< B => SSy(A) C SSy(B).
(c) AceB = SSy(A) = SSy('B).

El concepto de conjunto de Scott caracteriza la estructura del sistema estdndar de un
modelo, no estandar, de IAg.

Sea A una coleccién no vacia de subconjuntos de w. Diremos que A es un conjunto de
Scott si se verifican las siguientes condiciones:

(-) si A,B € A, entonces AUB, ANB,w— A€ A,
(-) si A€ Ay B es recursivo en A, entonces B € A,

(-) si T € A es un éarbol binario infinito (codificado adecuadamente como un conjunto
de niimeros naturales), entonces existe una rama infinita, R, de T tal que R € A.

TEOREMA 1.7.5. Sea A = 1A no estdndar. Entonces SSy(?1) es un conjunto de Scott.

Modelos recursivamente saturados:

Sean A =P, ay,...,a; € A, T una clase de férmulas de £ y P(z,...,zr;a1,...,0;) un
conjunto de férmulas del lenguaje £ + {ay, ..., ar}.

-

() Diremos que P(Z;@) es un tipo sobre 2 si es finitamente satisfactible. Es decir, para

cualesquiera cpl(:i", a),...,pm(T,d) € P(F;a):
A I (p1(Z, @) A ... Non(T,d)).
(=) Diremos que 2 realiza a P(Z;a) si existen b € A tales que A= P(_‘; @), esto es, tales
que, para toda (T, d) € P(Z;d), se tiene que A = (b, @).
(-) Diremos que P(Z;d) es un T' tipo si:

P(Z,7) = {¢(3,7) : p(&,4) € P(%,8)} CT.
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Diremos que es un tipo corto si existe j, 1 < j < k, tal que la férmula z < q;
pertenece a P(Z;@).
Diremos que es un tipo recursivo si {"¢(Z,7)" : ¢(Z,d) € P(&;d)} es un conjunto
recursivo.

(=) A es recursivamente saturado si realiza a todo tipo recursivo sobre 2.

(=) & es (corto) I'-recursivamente saturado si realiza a todo I' tipo recursivo (corto)
sobre .

PROPOSICION 1.7.6. Sea 2 = P~. Existe B extensién elemental de A tal que B es
recursivamente saturado.

PROPOSICION 1.7.7. Sea 2 = 1A+ exp no estandar. Entonces, 2 es corto Ag-recursiva-
mente saturado.

Teorema de McAloon:

En [19], K.‘McAloon prueba el siguiente teorema, que emplearemos para el estudio de ex-
tensiones de IA, 1. La prueba de dicho teorema requiere herramientas muy potentes (Teo-
rema de Completitud Aritmetizado, Teorema de Incompletitud de Mostowski-Friedman).

TEOREMA 1.7.8. ([19], teorema 6.1) Sean T una extensién consistente de PA y % = T
tal que T € SSy(2A). Entonces, para cada n € w, existe B tal que:
(a) A <2 B.
(b) B F:‘Thnnw (T). .
(c) Existen ¢(z,v) € Apt1(B) y b € B tales que:
w={ceB: B pch)}.

8 Envolturas

En {10] y [16], se introduce el concepto de II,,~envoltura fuerte (una generalizacién de
las envolturas, tal y como fueron introducidas por K. McAloon en [20]), como herramienta
para el estudio de la separacién de fragmentos relativizados.

Se dice que p(u,z,y) € L, es una II,~envoltura de T en Ty si:
() Para todo k € w:
T+ Ve y ek, z,y),
TEzy <zp Aok, z1,y1) Ap(k,T2,92) — 41 = 2.
(-) Para todo k € w, To F p(k + 1,z,y) — 3z < yp(k, z, ).
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(-) Para cada ¢ (x,y) € IT;; tal que T + Vz Jy¢(z,y), existe k € w tal que:
To b ok, z,y) = 32 < yi(z, 2).

Consideramos las siguientes férmulas:

(=) Ko(z) =y es la férmula (z + 1)2 = y.

(-) Paracadan > 1, K,(z) = y es la férmula E(z, z,y), donde E,(u, z,y) es la férmula
IT,, considerada en el teorema 5.13 de [10] para obtener una II,—envoltura (fuerte)
de IY,, en IX,,.

Una férmula ¥,; similar a la férmula K,(z) = y anterior ha sido considerada por R.
Kaye en [13].

LeEMA 1.8.1. ([10], 5.13) Para todo n € w:
(a) IZ, FVz Iy (K, (z) = y).
(b) I, FKu(z) =y — 22 < v.
(c) I, F 1 < 2o AKyp(z1) = y1 AKu(z2) = y2 = 11 < v2.

La nocién de II,—envoltura fuerte es un reforzamiento del concepto de II,—envoltura. La
propiedad adicional que se le exige a una tal envoltura es, esencialmente, la recogida en la
siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.8.2. ([10], 5.13) Sean 2 |= IZ,, y B un segmento inicial de 2 cerrado bajo
K.(z) (es_decir, tal que para todo a,b € %, sia € B y A = K, (a) = b, entonces b € B).
Entonces, B <¢ 2.

En [8], siguiendo una construccién desarrollada en [13] por R. Kaye para el anélisis de
fragmentos sin pardmetros, se obtiene una II,,—envoltura fuerte, dada por iteracién y dia-
gonalizacién (al estilo de la construccién de la funcién de Ackermann).

Como en la definicién 3.6 de (8], consideramos las siguientes férmulas II,.

DEFINICION 1.8.3.
(a) Para cada n € w, escribiremos:

IT (z,z,y) <= “z-ésima iteracién de la funcién K,(z) = y”.
Dn(z,y) = IIg,(z+2,z+1,y).
(b) Para cada n,m € w, notaremos:

Kom(z)=y <= ITx,(m,z,y).
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LeEmA 1.8.4. ([8], esencialmente 3.7) Para todo n,m € w, se tiene que:
(a) IX, FVz 3y (K, m(z) = y).
(b) IE, F Knm+1(z) =y & 2 <y (Kum(z) = 2 AKR(2) = v).
(c) IE, F ITk, (21,2, y1) A Tk, (22, T,92) A 21 < 29 — y1 < Yo.
(d) IXs41 F Vo 3y Dy(z,y).

Empleando como herramienta la II,—envoltura fuerte dada en [8], se obtiene el siguiente
resultado.

TEOREMA 1.8.5. ([8], 5.4) Sea T una extension consistente de I¥,, 1. Entonces, Thyy, ,,(T)
no es finitamente axiomatizable.

En [13], con el propésito de analizar la clase de las funciones recursivas en IX 11, R. Kaye
establece el siguiente resultado.

TEOREMA 1.8.6. ([13], 9.14) Sean p;(x), ..., pr(z) € I, ;. Entonces:
X, + ILP1 + ...+ ka == Thn2 (IEn+1).

9 Reglas de induccién y coleccién

Un importante campo de estudio en Fragmentos de la Aritmética es el anilisis de los
principios de induccién o coleccién, considerados como reglas de inferencia.

Regla de ir-lduccién:

n. 200, Valp(n,n) = oz +1,0))
Yz o(x,v)

Regla de coleccién:

Yz 3y o(z, y,v)
CR:
Vz3uVzr < 23y <uy(z,y,v)

Algunos trabajos destacados en esta materia son (1], {2], o [3]. En éste dltimo, para el
estudio de la teorfa IA;, L. Beklemishev considera la siguiente versién de la regla de
induccién para férmulas A, ;.
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Regla de A,,;1-induccién:

vz (o(x,v) = Y(z,v))

bl
I,

Apy1-IR:

donde: ¢(z,v) € .41 y ¥(z,v) € pnq1.

Sea T una teoria y I' una clase de férmulas.

(=) Denotaremos por I'-IR a la regla de induccién restringida a férmulas ¢(z,v) de la
clase T.

(-) Denotaremos por T + I'-IR al cierre de T bajo la 16gica de primer orden y aplica-
ciones de ['-1R.

(=) Denotaremos por [T, -IR] al cierre de T bajo la légica de primer orden y aplica-
ciones no anidadas de I'-IR (es decir, s6lo podemos aplicar IR si las premisas son
teoremas de T).

Andlogamente, se definen las teorias:
T + I-CR, [T,I-CR], T + Ap,t1-IR, [T,An+1-1IR].
En los trabajos [8] y [10], se relacionan las reglas de induccién y coleccién con los frag-

mentos relativizados. En la seccién IV-5.G de la presente memoria, obtendremos varios
resultados al respecto.
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Elementos definibles

1 Introduccion

Las estructuras de elementos definibles fueron introducidas por J. Paris y L. Kirby
([21], 1978) en el estudio de relaciones entre fragmentos de la Aritmética. El resultado

central es que dichas estructuras permiten separar los esquemas de induccién y coleccién
(I.6.1, 1.6.3).

(R1) Sean A =1¥,+1 y p € Y tales que R,+1(2, p) es no estandar. Entonces:
(=) Rnt1(A,p) EIXs ¥ Rnv1(Y,p) - BEns1.
(=) Fn+1(2A,p) E BZnt1 ¥ Tn41(%A,p) B I8ns1.

El uso de estructuras de elementos definibles es también una herramienta fundamental
en el estudio de relaciones entre fragmentos sin pardmetros desarrollado en [13] y {15].
En estos trabajos, se obtienen condiciones bajo las cuales una estructura es modelo de
un fragmento si, y sélo si, lo es de la versién sin pardmetros del fragmento (por ejemplo,
véanse 1.5 y 1.9 en [15]). Dichas condiciones permiten adaptar el resultado (R1) para
esquemas sin pardmetros (si bien ahora no se permite emplear elementos del modelo como
pardmetros para obtener elementos definibles).

(R2) Sea A |=1IX,4; tal que R,4+1(2A) es no estdndar. Entonces:
() Rur1(A) EIZ, y Ru1(A) E BE, .
() Tn1(A) EBEnt1 y Jn1 () P I

Ademés, es facil comprobar que, en general, el resultado (R2) no es cierto si permitimos
el uso de parametros para definir elementos.

24
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En efecto, sean A = I¥, 1 + Thy,,, (V) y p € A no estandar cualesquiera. Entonces,
Rnt1(A,p) ¥ Fnt1(, p) son modelos de Thy,,,(N). Por tanto, Rny1(2A,p) E BE, ¥y
Jnt1(2,p) EIX,,; (ya que ambas teorfas son verdaderas y ¥,,3-axiomatizables).

El objetivo del presente capitulo es generalizar los resultados (R1) y (R2) desde dos
puntos de vista:

(G1) Debilitar la hipétesis sobre el modelo ambiente 2.

(G2) Caracterizar una clase especial de elementos de un modelo, 2, de manera que, cuando
p € A es un elemento de dicha clase, podemos asegurar que:

Rnt1(A,p) BE;.H vy Tnni(p) ¥ IZ;.H;
o bien, que dichas estructuras no son modelos de otros fragmentos relacionados.
Con este propdsito, estudiaremos dos clases de elementos de A:

£, (A) = la clase de los elementos I1,,—definibles en 2.

M, () = la clase de los elementos II,,-minimales en 2.

2 Elementos II,—definibles y II,—minimales

2.A Definiciones y propiedades basicas

DEFINICION I1.2.1. Sean 2 una L-estructura, X CA, a €Ay n € w.

(a) Diremos que a es II,,~definible en 2 sobre X, si existen ¢(z,?7) € I, y g € X tales
que la férmula ¢(z, ¥) define al elemento a a partir de la tupla p; esto es:

A k= p(a, ) Az p(z, B).

(b) Diremos que a es II,-minimal en 2 sobre X, si existen ¢(z,?) € II, y p € X tales
que a es el menor elemento que satisface p(z, p) en A; esto es:

A k= p(a, 7) AVz < a—p(e, ).

(Notaremos 2 = a = (uz) (¢(z, p))).
(c) Notaremos:

£, (A, X) = {a €U : aes I,~definible en 2 sobre X}.
Mp(, X) ={a e :aes I, minimal en A sobre X}.

Si X = 0, omitiremos la referencia al conjunto X y escribiremos £, (%) y My (%),
respectivamente. Si X = {pl}, escribiremos &q, (A, §) y M (2, D).
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Notas 11.2.2. Sean 2 una L-estructuray X C 2.

(a) Si 2% = BX, (para n = 0, no es necesario coleccién), entonces:
A, (A, X) y Ma(2, X) son subestructuras de 2.

Vedmoslo para la clase de los elementos IT,~definibles (para los elementos II,~minimales,
la prueba es similar). Sean ay,ag € &, (A, X). Veamos que 0, a1+ 1, a1 +az, a1 - a2 estan
en R, (%, X). Sean ¢1(z1,7), ¢2(72,2) € L y 5,7 € X tales que:

(<) ¢1(z1,7) define a a; en A a partir de p.
() p2(z2,2) define a az en A a partir de ¢.

Entonces, las siguientes férmulas II,(BX,) definen, respectivamente, a los elementos 0,
a1+ 1, a1 + ag, a; - az en A a partir de p, ¢ (para ay - ag, suponemos que a; - ag # 0):

xz=0.

Jw < z (¢1(w, §) Az = S(w)).

Fz, 20 < z (@11, 9) A pa(z2, £) Az = 21 + T2).
3z1, 72 < 2 (p1(x1,9) A p2(x2,2) Az = 21 - T2).

(b) (n > 0) Sean @ € R,(%, X). Entonces:
Rn(2, X U{a}) = R, X),
£, (A, X v{a}) = R, (A, X),
M, (A, X U{a}) = M,(A,X).
Podemos suponer que la tupla @ estd formada por un tnico elemento, a.

Veémoslo para la estructura R, (2, X). Sean b € £,(%, X U {a}), 5,7 € X, p(z,7) € n y
f(z,y, Z) € ¥, tales que:

() 2 p(a,P) A Tz p(z,B).
(-) AE6(ba,§) ANxb(z,aqa,q).
Sea 6(z, T, 2) la siguiente férmula:
3y (¢(y, D) A 6(2, 9, 2))-
Entonces, 6(z, 7, 2) € £, (pues n > 0) y define a b en A a partir de p,§ € X.

Vedmoslo ahora para i, (%, X) (para M, (2, X), la prueba es similar).
Sean b € Ay, (A, X U{a}), o(z,?) € Lp, 6(z,y,2) € I, y P, € X tales que:

(=) A= (e, p) A 3z o(z, ).
(-) AE06(b,a,q) A3z b(z,qa,q).

Sea §(z, T, 2) la siguiente férmula:
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Yy (p(y,7) — b(z,y, 7).

Entonces, §(z, 7, 2) € II,, (pues n > 0) y define a b en 2 a partir de p,7 € X.

Notas 11.2.3. Sean 2, B estructuras y X C 2.
(a) Si A <, B, entonces:
Rﬂn(%yX) NAC Rﬂn(m,X)v
M (B, X)NAC M, (A, X).
Vedmoslo para M, (2, X) (para Ry, (2, X), la prueba es similar).

Sea a € Mp(B,X) N2A. Puesto que a € M,(B, X), existen ¢(z,v) € II, y p € X tales
que B = a = (uz) (¢(z, p)). Entonces:

B = ¢(a,p) )
B =V (r < a — —p(z,p)) = A ¢(a,b) AV < a—yp(z,p).
A <, B

Por tanto, a € M, (%, X).

(b) Si A <,4+1 B, entonces:
Rn+1(m, X) = ﬁﬂ+1(%’ X),
Rnn (Q‘? X) = ﬁnn (%7 X)’
M (A, X) = M, (8B, X).
Vedmoslo para R,4+1(2, X) (para las dos estructuras restantes, la prueba es similar).

(C): Sea a € Rp41(H, X). Veamos que a € £,11(B, X). Existen p(z,?v) € Eny1 yPEX
tales que A = ¢(a,p) A 3z ¢(z,p). Entonces:

A = ¢(a, p)
A =V (o(z,p) = = =a) = Bk ¢(a,p) AVz (o(z,p) — = = a).
A <1 B

Luego, a € R 41(B, X).

(2): Sea b € Rny1(B, X). Veamos que b € R,41(A, X). Existen p(z,7) € Zpprype X
tales que B = ¢(b, p) A Iz ¢(z,p). Entonces:

B = 3z p(z,p)
A k= 3z o(z, p).
A <y B = Ak 3Ize(z,p)

Sea a € 2 tal que A = ¢(a,p). Entonces:

A= p(a,p)
A <y B } = B E ¢(a,p)-
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Puesto que B = J'z p(z, p), se tiene que a = b € A. Por tanto:

B ¢(b,p)
BEVz(p(z,p) mz=b) p = AE¢(bp)AVe(p(z,f) —z=b)
A <1 B, bed

Luego, b € R,,+1(2A, X).
() A<EB = M, (A X)=M,(B,X)NnA

(S): Sea a € M, (AU, X). Veamos que a € M, (B, X). Existen ¢(z,v) € II, y p € X tales
que A = a = (pz) (¢(z, p)). Entonces:

A E ¢(a,p)

A <, B } = BF¢(a,p)

Supongamos que existe b € B tal que b < a y B = p(b,p). De b < a, puesto que 2 es una
subestructura inicial de B, se sigue que b € 2. Por tanto:

B Eb<anpb,p)
b < aneb,Dp).
A < B, beN = Akb<ane®p)
Lo cual esté en contradiccién con A = a = (uz) (¢(z,p)). Por tanto, a € My(B, X).

(D): Se sigue de (a).

Nota I1.2.4. Sean 2 una L-estructura y X C 2. Entonces:
ﬁ’fl(m7 X) - Rnn(ﬁ,X) - Mn(m)X) g(l) R’n-i—l(gla X)

[(1) para n > 0, suponemos que A = BZ.].

(Bn (%, X) C Rn,, (%, X)):
Podemos suponer que n > 0. Sean a € &,(2, X), ¢(z,7) € £, y p € X tales que:
A |= o(a,p) Az p(z, P).
Entonces, & = Vz (p(z,p) — z = a). Por tanto, la II, fé6rmula
Vz (p(2,7) — z = z)
define al elemento a en 2 a partir de p.
(Rﬂn (Ql) X) - Mn(Q[, X))

Sean a € &, (A, X), ¢(z,7) € I, y p € X tales que A = ¢(a,p) A 3z ¢(z,p). Entonces,
A = ¢(a,p) ANVz < a=p(z,p). Por tanto, a € M, (%, X).

(M (%, X) C Rnp1 (2, X)):
Supongamos que A |= BY,,. Sean a € M, (%, X), ¢(z,?) € II, y p'€ X tales que:
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A= a = (uz) (¢(z,P))-

Sea 6(z,T) una férmula 3,1 equivalente en BY,, (si n = 0, no es necesario coleccién) a
la férmula p(z, ¥) A Vz < x —¢(z, ¥). Entonces, A = 0(a, p) A 'z 0(z. p).

Ademds, nétese que las estructuras anteriores coinciden para n = 0, esto es:

Ro(, X) = An, (A, X) = Mo(2, X).

(Es suficiente tener en cuenta que si ¢(z, ) es una férmula acotada, entonces la férmula
o(z, V) ANVy < x —p(y, ¥) también lo es).

2.B Existencia de elementos II,,—definibles y II,—minimales no estandar

A lo largo del presente trabajo, una técnica fundamental para el estudio de propiedades
de fragmentos es considerar estructuras de elementos X, 1—definibles a partir de un ele-
mento II,—definible, o II,—minimal, no estandar.

En primer lugar, establecemos condiciones sobre un modelo, 2, que nos permitan asegurar
la existencia, en A, de elementos no estdndar II,,—definibles, o II,,~minimales.

Norta 11.2.5. En [18], H. Lessan obtiene una condicién necesaria, y suficiente en modelos
de I¥;,, para que existan elementos no estdndar ¥,1—definibles.

Aserto I1.2.5.1. ([18], 2.2.15) Sea 2 = IX,. Entonces:
Fart@) =N > 2k Th,,(V).

Prueba del aserto:
(=): Puesto que A = IX;, de 1.6.5, se sigue que K,+1(™A) <n4+1 A. Supongamos que
Rn1(A) = N. Entonces, N' <41 A y, en consecuencia, A = Thyy, ., (N).

(<=): Supongamos que A = Thp,, (V). Entonces, N' <,41 A Sean a € £,41(2A)
y w(z) € X, una férmula que define al elemento a en A. Puesto que N' <41 Ay
A = 3re(z), entonces N | Jzp(z). Luego, existe k € N tal que N | ¢(k). En
consecuencia, A |= ¢(k). Por tanto, k =a € N. O

La clase de los elementos II,,—definibles esta contenida en la clase de los elementos ¥, 41—
definibles. En consecuencia, del resultado anterior, se sigue que la condicién 2 = Thyy,,, , (N)
es una condicién necesaria para que existan elementos no estdndar IT,—definibles. De he-
cho, se tiene lo siguiente.

Aserto I1.2.5.2. Supongamos que 2 |= Thy, (V). Entonces:
A, (A) = M (%) = N.
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Prueba del aserto:
Sea a € M, (). Entonces, existe p(z) € II,, tal que A = a = (uz) (p(x)). Puesto que
2 |= Thy,, , (N), se tiene que N <, A. Por tanto:

A Jep(z) } = N E Jzp(z)

N <n+l 2
= existek€ew, N (k)
= existekew, Al k)
— existekcw, a<k
= a€N
Luego, M, () = N. Por tanto, también £y, (A) = N (pues R, (A) C Mn(A)). H

En lo que sigue, se probar4 que, en modelos de IX;;, la condicién anterior es también una
condicién suficiente.
Obtendremos dicho resultado como consecuencia del estudio de la distribucién de los

elementos II,,~definibles, y II,~minimales, respecto de la clase de los elementos Y+l
definibles.

PROPOSICION 11.2.6. Sean 2 una estructuray X C 2.
(a) Sif% 1%, entonces:
M, (&, X) es cofinal en R,41(2, X).
Ademss, si X =, basta con % | IX.
(b) Si%= BX, (paran =0, no es necesario coleccién), entonces:
£, (A, X) es cofinal en M,(, X).
Ademss, si X = @, basta con 2 = BSL;.
(c) Si k= 1%, entonces:
£, (%, X) es cofinal en £,41(2, X).
Ademads, si X = 0, basta con A | IX.

DEMOSTRACION:
((a)): Puesto que A = (2)o < 2, el resultado se siguc .. siguiente aserto.

Aserto I1.2.6.1. Paracadaa € f,41(2, X), existeb € A tal que (a,b) € My (A, X).

Prueba del aserto:
Sean a € K11 (A, X), P € X v ¢(z,y,7) € I, tales que la férmula Iy p(z,y, v)
define al elemento a en A a partir de ] esto es:

(1) A = 3y p(a,y,p),
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(2) A= 3z Iy e(z, y, ).
Por (1), se tiene que 2 = Ju p((u)o, (u)1, p). Sea O(u, ) € II, la férmula:
o((w)o, (u)1, 7).
Puesto que & = LII, (< IX¥,), existe ¢ € A tal que A | ¢ = (pu) (6(u,p)).

Entonces, ¢ € M, (2, X). Puesto que A |= 8(c, p), entonces A = ¢((c)o, (¢)1,p). Por
tanto, A = Jy p((c)o, y,p). Luego, de (2), se sigue que a = (c)o. d

(X = 0): Nétese que, en este caso, desaparecen los pardmetros v de la férmula, 6(u,7),
considerada en la prueba de (a). Por tanto, para obtener (a), basta con A = IX .

((b)): Para n = 0, el resultado es trivial, pues Mo(%, X) = &, (A, X). Supongamos que
n > 0. Puesto que A k= (2)0 < z, el resultado se sigue del siguiente aserto.
Aserto 11.2.6.2. Para cadaa € M, (%, X), existe b € 2 tal que (a,b) € &, (A, X).
Prueba del aserto:
Sean a € M, (A, X), 7€ X,y p(z,y,V) € L,—1 tales que:
Ak a=(uz) (Vyo(z,y,P))-
Entonces:

A= Vyp(a,y,p) A Vz < ady-p(z,y,p).
Puesto que A = BII,_; (<= BX,), se tiene que:

AEVye(a,y,p) A JuVz < ady <u-y(z,y,p).

La férmula Vzr < 23y < u-y(z,y,¥) es equivalente en 2 a una férmula IT,_;
(si == 1, es inmediato; si n > 1, pues A = BX,_;). Luego, de 2 = LII,,_,
(B, = LII,,_1), se sigue que existe b € A tal que:

A E b= (uu) (Vz < ady < u-p(z,y,P)).

Informalmente, b es la menor cota de la funcién —¢(z, y, p) cuando = < a. Por tanto:

AEVyp(a,y,p) AVz <ady <b-p(z,y,p) A Iz <aVy <byp(z,y,p).

Sea 6(u, ¥) la férmula:

{ Vy 80((“)0,9,17) ANz < (u)O 3y < (u)l _'50("1:7:@/,{)’) A
(4~ vy VY < (u)l o(z,y,?)

La férmula anterior es equivalente en A a una férmula II,, (si n = 1, es inmediato;
sin > 1, pues A = BX,,_1). Sea c € A tal que c = (a,b). Entonces:

() 2 k= 6(c,p),
() 2 = 3 0(u, p),
() 8(u, ) € M (2).
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En consecuencia, ¢ € &y, (A, X). O
(X = 0): Nétese que, en este caso, desaparecen los pardmetros ¥ de la férmula, ¢(u,v),
considerada en la prueba de (b). En consecuencia, para obtener (b), es suficiente que
A = B%E, (recuérdese que B%Y, = 1¥,,_).

((c)): Se sigue de (a) y (b). u

NoTA I1.2.7. La idea para la prueba de la parte (b) de la proposicién anterior aparece,
de forma implicita, en el resultado 1.13 de [15].

TEOREMA I1.2.8. Sea A = IX . Son equivalentes:
(a) 2 Thy,,, (V).
(b) Rnt1(A) =N
(c) Am,(A) =N
(d) M) =N.

DEMOSTRACION:
Puesto que 2 = I¥,, por I1.2.6, se tiene que:

811, () es no estdndar <= M, () es no estdndar <= R,41(2A) es no esténdar.

En consecuencia, el teorema de sigue de I1.2.5.1. n

Nota 11.2.9. (Sobre la existencia de elementos II,;—definibles).
Por el teorema anterior, si 2 es modelo de I¥;, entonces una condicién suficiente para
que, en 2, existan elementos no estandar II,;;-definibles, o bien I1,+1-minimales, es

2 £ Thy,,,(NV). Ahora bien,

,es posible debilitar la hipétesis sobre el modelo ambiente A7

En este sentido, el siguiente problema es relevante para el trabajo que desarrollaremos en
el capitulo III y, a su vez, para el estudio de las propiedades de la versién sin pardmetros
del esquema B*A,1(T) (véase 111.3.14).

(II-DH) Sea A = BX,4; tal que 2 = Thy,,,(N). Entonces:

£n,,., () es no estandar.

n+1

Nétese que, en (II-DH), es equivalente considerar que Mp1(2) es no estdndar. Pues,
por IL.2.6—(b), en modelos de B, 11, £, () es cofinal en My 1(A).
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2.C Distribucién de elementos definibles

El estudio de la distribucién de los elementos definibles, o minimales, en un modelo es
una herramienta fundamental para obtener propiedades sobre dichas clases de elementos.
De los resultados obtenidos en la subseccién anterior, se sigue que:

RH.H(QLX) C ﬁnnH(Ql,X) ce Mn+1(91,X) - R,H_Q(Ql,X).
(1) (2)
(1) % = BEni1
(2)m}:IEn+1

En lo que sigue, obtendremos condiciones (sobre el modelo ambiente 2) que, para X un
conjunto finito de pardmetros en 2, permiten asegurar que:

(=) Rn+1(™, X) no es cofinal en Ry 42(A, X),
(=) Rn+1(™, X) es un segmento inicial de &, ,, (%, X),

(-) las extensiones del diagrama anterior son propias.

Nota 11.2.10. En lo que resta del capitulo, enunciaremos algunos resultados para estruc-
turas de elementos definibles, o minimales, a partir de un pardmetro, p. Sin embargo, la
siguiente observacién justifica que dichos resultados son vélidos para elementos definibles,
o minimales, sobre cualquier conjunto finito, X.

Aserto 11.2.10.1. Sea 2 =IEy y X C 2 finito. Existe p € Ro(2, X) tal que:
2L X) = R(A,p), Ao, (A, X) = &, (A, p), Mp,X)=M,(2,p).

Prueba del aserto:

Sean q1,...,q € A tales que X = {qi,...,qx}. Basta tomar p = (q1,...,qx).

Veamos, por ejemplo, que &,(A, X) = &,(, p). Puesto que A |= IEq, en 2 son vélidas
las propiedades usuales de la funcién J de Cantor (en particular, existe t(Z) término de
L que la acota).

(Rn(2, X) C Rr(A,p)): Sea a € R,(A, X). Entonces, existe p(x,7) € &, verificando que
A E pla,q) Az p(z,§). Sea 6(z,w) € ¥, la férmula:

I < w(w = (T) A ¢(z, V).
Entonces, §(z,w) define al elemento a en A a partir de p.

(Rr(A, p) C Ra(2, X)): Sea a € R,(U,p). Entonces, existe p(z,w) € L, verificando que
A = pla,p) Az p(z,p). Sea 6(z,?) € T, la férmula:

Fw < t(9) (w = () A oz, w)).
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Entonces, 6(z,7) define al elemento a en 2 a partir de ¢. O

Rn+1 (A, p) no es cofinal en K,42(2, p):

PROPOSICION 11.2.11. Sean A }= I¥,41 y p € 2 tales que Rni2(2,p) es no estdndar.
Entonces:

An+1(2,p) no es cofinal en R, 12(A, p).

Ademds, si no usamos parametros, basta con A = IX_ ;.

DEMOSTRACION:

Por 1.6.1, se tiene que Rn12(A, ) <nt2 A Y Bni2(2,p) E IZny1. Sea B = Rura(W, p).
Entonces, por 1.6.3:

B = IZ,41 no estindar =  £R,41(B, p) no es cofinal en ‘B.
Ahora bien, puesto que B <n42 Ay p € B, se tiene que Knt1(B,p) = Kn41(A,p). En
consecuencia, £,11(2,p) no es cofinal en &,12(2, p).

(Sin pardmetros): Puesto que 2 |= IX_,, por 1.6.5, se tiene que Rnp2(A) <pp2 Ay
Bnr2(A) E IZh41. Sea B = K,42(2A). Entonces, por el caso general:

B | IZ, 41 no estdndar = £R,11(B) no es cofinal en ‘B.

Ahora bien, puesto que B <, o 2, entonces fni1(B) = RKny1(A) (11.2.3—(b)). En
consecuencia, £,4+1(2) no es cofinal en K, 2(2A). u

NoTa 11.2.12. La condicién exigida en I1.2.11 al modelo ambiente, 2, no puede debili-
tarse a A = BY, ;1. En efecto, se verifica el siguiente resultado.

Aserto I1.2.12.1. Existe A = BE, 1 no estdndar tal que:
Rn+1(R) es cofinal en .

Prueba del aserto:
Sean B | BX,;1 tal que £,41(®B) es no estdndar (existe por 1.6.4) y & = Tnt1(B).
Entonces:

(-) A =B, 41 [1.6.2].

(-) 2 es no estandar.

(=) Rn+1(A) es cofinal en A.
De 1.6.1, se sigue que £,41(B) <n+1 Ins1(B) = A. Luego, por I1.2.3—(b), se tiene
que Rni1(FIns1(B)) = Rng1(Bni1(B)) = Kar1(B). Por tanto, Rny1(™A) = Knt1(B).

En consecuencia, £,+1(2) es cofinal en A = J,,1(B).
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De lo anterior, se sigue el aserto. O

Sin embargo, cuando no usamos pardmetros, es posible obtener una mejora del resultado
I1.2.11 (véase la proposicién I1.3.12).

Nétese también que la proposicién I1.2.11 no es cierta, en general, para la clase de los
elementos Yg—definibles, esto es:

Aserto 11.2.12.2. Existe % |= IAg no estdndar tal que:
Ro(A) es cofinal en .

Prueba del aserto:
Sean B = IAq tal que R;(*B) es no estdndar (existe por 1.6.4) y A = £;(B). Entonces:

(=) A E=1Ap [L.6.1].

(-) 2 es no estandar.

(=) Ro(A) es cofinal en A.
De I1.2.6, se sigue que Ro(2A) es cofinal en £;(2A) = R1(R1(B)). Ahora bien, puesto
que R;1(B) <1 B, entonces, por I1.2.3—(b), se tiene que K1 (R1(B)) = £ (B) = A.

De lo anterior, se sigue el aserto. a

£n+1(2, p) es un segmento inicial de R, ., (2, p):

PRroPOSICION 11.2.13. Sean % = BX, 1 y X C 2. Entonces:
(8) i (2, X) <5 R, (2, X).
() Rty (% X) N T (2, X) = Ry (2, X).
(c) Si X es cofinal en 2, entonces R,11(%, X) = fn,,, (A, X).

Ademds, si X =0, basta con A = BSZ ;.

DEMOSTRACION:

((a)): Sabemos que £,.1(2, X) es una subestructura de &, ,, (%, X). Veamos pues que
Rnt1(2, X) es un segmento inicial de &y, , (A, X).

Sean a € fn11(™, X) y b € Rp, ., (A, X) tales que b < a. Existe ¢(z, ) € II,,41 que define
aben A a partir de p € X. Sea 6(z, z,7) la férmula:

Yy < z(p(y,v) - y =z).
Entonces:

(-) AE=6(b,a,p) A3zb(z,a,p) [b < a],
(=) O(z,2,7) € Ent1(BLnt1).

Puesto que 2 = BE,11, entonces b € Rn41(%, X U {a}). Luego, por 11.2.2—(b), se tiene
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que b € Rp41 (A, X).
((b)): Es consecuencia de (a).

((c)): Puesto que X es cofinal en 2, entonces J,+1(2, X) = «A. Luego, de (b), se sigue
que Rny1 (A, X) = R, (A, X)NA = An,.,, (A, X).

(X = (): Nétese que, en este caso, desaparecen los pardmetros ¢ de la férmula, 6(z, z, 7),
considerada en la prueba de (a). En consecuencia, para obtener (a), es suficiente que

AE=BE, . u

Notas 11.2.14. El resultado anterior es éptimo respecto al diagrama de estructuras pre-
viamente considerado. Es decir, en general, £,,1(%, X) no es un segmento inicial de
M1 (2, X) y, por tanto, tampoco lo es de &n4+2(%, X).

Aserto I1.2.14.1. Sean 2 = IX,41 y p € 2 tales que Rn41(2,p) es no estdndar. En-
tonces:

Mui1(%,p) N Tns1 (Y, p) € Rt 1(%, p)-

Ademds, si no usamos pardmetros, basta con 2 = 1X ;.

Prueba del aserto:
Supongamos, por reduccién al absurdo, que:

(1) Mn+1(ﬁ7 p) N jn+1 (Ql’ p) C 'ﬁﬂ+1(mv p)'
Sean ¢(2,v) € Magt ¥ @,b € fng1(2,p) tales que fns1(2,p) = pla,b). Se verifica que:

Rnt1(%,p) F ¢(a,b)

Rnt1(A,p) <n41 2 } = A lab).

Puesto que 2 |= LI, 44, existe ¢ < a tal que & = ¢ = (uz) (p(z, b)). Entonces:

(—) ce jn-{-l(m)p)v
pues c<ayac€ Ri1(,p).
(ﬁ) S Mn-}-l(mv p)a
pues ¢ € Mp41(2,p,b) = Mpi1(2, p) [11.2.2—(b)].

Luego, de (1), se sigue que ¢ € f,41(2A,p). Puesto que Knt1(™A,p) <n+1 2, como en la
prueba de I1.2.3—(a), obtenemos que:

Fnt1(®,p) | p(c, b) AVz < c~p(z, b).
Luego, Rn+1(A,p) E 1,41 (< LIl 41). Contradiccién con 1.6.3.

(Sin pardmetros): Puesto que 2 = IX; ;, por 1.6.5, se tiene que Rnyo(A) <ni2 Ay
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Bnio(A) EIX, 1. Sea®B = R, 2(A). Por I1.2.3—(b), se tiene que My 11(B) = Mp11(A)
¥ Rnt1(B) = Rn+1(A). Luego:

Rni1(A) = Rnp1(B) € My 1(B) N Tnp1(B) C M1 (A) N Tnp1 ().

Por el caso general para B, se tiene que My4+1(B)NTn41(B) # RKn41(B). En consecuencia,
Mg 1(A) 0 Tnp1 (A) # Rngr (A). O

En modelos de IAg, en general, la clase de los elementos ¥p—definibles no es un segmento
inicial de la clase de los elementos ¥;-definibles. Por I1.2.6, £,(2) es cofinal en K;(2).
Luego, en este caso, se tiene que:

Ro(A) € &Z1(A) = Ro(A) = Ku(W).

Se verifica el siguiente aserto.

Aserto I1.2.14.2. Sea 2 = 1A, tal que R1(?1) es no estdndar. Entonces:
Ro() # K1(2).

Prueba del aserto:
Puesto que A |= IAy, se tiene que £; (™) <1 Ay R1(A) = IAq. Supongamos, por reduccion
al absurdo, que Ko(2A) = &1 (A) = B. Entonces, B | IA no estdndar y numerable. Por
I.5.4, existe € <§ B no estandar tal que € = PA. De II1.2.3, se sigue que:

¢ <§ B =  Ro(C)=Ro(B)NC.

B<1A = Ro(B)=RKo(A) =B.
En consecuencia, £(€) = B N € = €. Por tanto, € es un modelo no estdndar de PA tal
que £Ro(€) es cofinal en €. Lo cual contradice I1.2.11. O

Subestructuras propias:

PROPOSICION 11.2.15. Sean A = IX, 41 y p € U tales que R,4+1(2,p) es no estdndar.
Entonces:

(a) Rn-f—l(m: p) 74 ﬁnn-pl(ma p)
(b) ﬁnnﬂ (le p) # Mn+1(mv p)'
(C) Mn-’rl(Q[) p) 7é Rn+2(§21’p)'

Ademds, si no usamos pardmetros, basta con A = IX, ;.

DEMOSTRACION:
((a)): De I1.2.6—(c), se sigue que R, , (2, p) es cofinal en Rn42(2A, p). Por I1.2.11, se
tiene que Rn4+1(, p) no es cofinal en Ry12(A, p). Luego, Rni11(A, p) # A, (A, p).
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((b)): Por I1.2.13, se tiene que £, (A, p) N Int1(A, p) = Rny1(A,p). De 11.2.14.1, se
sigue que Mp 1 (2, p) N Jny1(A, p) # Rn1(Y, p). Luego, A, ,, (A,p) # Mnt1(%,p).

((c)): Supongamos que R, 2(A, p) = Mpy1(A,p). Sean p(z,v) € Lpt1y a,b € Rny1(A, p)
tales que Rn41(2, p) = ¢(a,b). Se verifica que:

Rﬂ+1 (le P) }= <p(a, b)

Rnt1(A,p) <n1 2 } = Ak pleb).

Puesto que A = LY, 4, existe ¢ < a tal que:

(1) & E= ¢ = (ux) (p(z,b)).

Entonces, se tiene que ¢ € £,12(,p,b) = Kni2(A, p) = Mp41(Z, p) (la primera igualdad,
por II.2.2—(b)). Por tanto, existe 6(z,w) € II,4 tal que:

(2) A k= ¢ = (uz) (6(z, p)).

Sea 6(z, v, w) la siguiente férmula:
: (z,0) A Vy < 2 -0y, w).
Entonces:

(=) 6(z,v,0) € Snt1(BEns1).
(=) A d(c,b,p) Az d(z,b,p) [por (1) y (2)].

En consecuencia, ¢ € f,41(2A,p,b) = Kup1(A, p) (la igualdad, por II.2.2-(b)). Puesto
que Rn+1(2A, p) <n+1 A, como en la prueba de I1.2.3—(a), obtenemos que:

- Rﬂ-+1(gla P) ': SO(C, b) AVz < C"‘P(wa b)
Por tanto, Rn4+1(2,p) = I¥n41 (<= LX,41). Contradiccién con 1.6.3.

(Sin pardmetros): ((a), (b)): Nétese que, en este caso, para aplicar los resultados I1.2.6—
(c), I1.2.11, 11.2.13 y I1.2.14.1, basta con A = IX ;.

((c)): Basta razonar como en la parte correspondiente de la prueba de 11.2.14.1. [ |

Nota 11.2.16. En la prueba de la proposicién anterior, para aplicar el resultado I1.2.11,
es suficiente que f,42(%, p) sea no estandar. Por tanto, para obtener I1.2.15—(a), basta
suponer que R,2(2,p) es no estdndar. Sin embargo, el siguiente resultado nos dice que
la hipétesis 2 |= I¥,, 11 no puede, en general, mejorarse sustancialmente.

Aserto I1.2.16.1. Existe A = B, 1 tal que R,41() es no estdndar y
Rnt1(A) = R, 1 (W)
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Prueba del aserto:

Por I1.2.12.1, existe 2 = BE,, ;1 no estandar tal que £,,1(2) es cofinal en 2. Tomamos
X = Rnq1(A). Por I1.2.13—(c), Rny1 (A, X) = Ap,,,, (A, X). Ahora bien, de 11.2.2—(b),
se sigue que:

n+1(

X =R (%) { At X) = Reni()

‘ﬁ'Hn+1 (QIW X) = ﬁnn+1 (Q()
Luego, R’n-f-l(Q[) = ﬁHn-,\-l(gt)' a

Las estructuras de elementos II,,; ;—definibles, o II,;;-minimales, se comportan de manera
muy distinta a las estructuras de elementos ¥,1—definibles. Tanto en relacién con los
esquemas axiomaticos que son vélidos en dichas estructuras, como en relacién con las
propiedades que se conservan entre la estructura y el modelo ambiente. En efecto, se tiene
el siguiente resultado.

Aserto I1.2.16.2. Sean A = IS, y p € A tales que R,41(2,p) es no estdndar. En-
tonces:

(i) R, (%,p) 1B y &, ., (%, p) Ao L.
(ii) Mpi1(A,p) ETEy y Mpy1(2A,p) 4o 2.

Prueba del aserto:

((i)): Veamos primero que &i,,, (2, p) & IEq. Por reduccién al absurdo, supongamos lo
contrario. Entonces, puesto que IEq demuestra las propiedades usuales de la funcién J de
Cantor (véase I-3.A), de I1.2.6.2, se sigue que fr,,,, (A, p) = Mp41(2,p). Lo cual estd
en contradiccién con I1.2.15—(b).

Ademaés, sé verifica que:

Rit,y1 (A, p) = TEg
A = IEo = R, (A,p) Ao A
I1Eg es I1;—axiomatizable

((ii)): Basta razonar como en la prueba de (i), empleando ahora los resultados I1.2.6.1
y I1.2.15—(c). O

2 Dstructur=c 7~ ~lementos definibles y fragmentos

sin parametros

En esta seccién, obtendremos generalizaciones del resultado (R1) enunciado en la
introduccién del presente capitulo. El uso de dichas generalizaciones constituye una he-
rramienta fundamental en el desarrollo del trabajo. Centramos nuestra atencién en los
dos siguientes refinamientos del resultado (R1)
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(-) debilitar la hipétesis sobre el modelo ambiente: A = IX, 41,
(-) obtener fragmentos T; y Ty més débiles que BE,, 1) e IL, 1, respectivamente, tales
que:
pe R, (A) (ope Mpn(d)) = Run(2p) ¥ Th.
PE A, (A) 0p€ Mupi()) = Inn(@p) T

El punto de partida se basa en que, bajo ciertas condiciones sobre la distribucién de los
elementos definibles de una estructura 2, dicha estructura es modelo de un fragmento sin
pardmetros si, y s6lo si, es modelo del correspondiente esquema con pardmetros (recorde-
mos que, en general, los fragmentos sin pardmetros son teorfas més débiles que los corres-
pondientes esquemas con parametros).

3.A eq(glaTl’T2)

DEFINICION 11.3.1. Sean 2 una L-estructuray T, Ty teorias. Escribiremos eq(2, T1, T2)
para indicar que:

Ql'=T1=>Q['=T2.

ProprosICION 11.3.2.
(8) Rnp1(W) =A =  eq(®, LA, BE.).
(b) fnp1(A) =% = eq(AIA ,TAr41).
(€) Rni2(A)=A = eq(¥, IE;+1v12n+l)~
(d) (155 15) Jup@) =2 =  eq(@, ;IS 0).
(e) ((15], 1.13) Rpp2(A) =2A == eq(A, B, ;,BIn41)-

DEMOSTRACION:
((a)): Sea 2 tal que R,41(™A) = A. Puesto que BE 11 = LA, vy las teorfas BXny1 y
LA, son equivalentes, basta ver que si % = LA, entonces 2 |= LAp 1.
Sean a € A, ¢(z,v) € pt1 y 0(z,v) € I,y tales que:

(1) 2k ¢(z,0) © 0z, a),

(2) A = Jro(z,a).
Puesto que fn41(A) = 2, existe una férmula 6(v) € X, que define al elemento a en 2.
Consideramos las férmulas:

p1(z) = v (6(v) Ap(z,v)).
61(z) = Yo (6(v) — 6(z,v)).

Entonces, se tiene que:

() pi(z) € Xy, Oi(z) € Ty,
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() A pi(z) < 61(2) [(1],

(=) &= 3z ea(z) [(2)]-
Luego, de & |= LA, ;, se sigue que existe b € 2 tal que 2 = b = (uz) (¢1(x)). Puesto
que 6(v) define al elemento a, entonces A = b = (ux) (p(z, a)).

((b)): La prueba es similar a la de (a).
((c)): El resultado se sigue de 1.6.5—(b).

((d)): Sea A tal que Jp41(A) = A. Puesto que IX,; = III,;, basta demostrar que si
2 =11, entonces 2 |= IX, ;.
Supongamos que & |= III ;. Por induccién sobre m € w, veremos que, para todo
m < n+ 1, se tiene que A | IX,,.

m = 0: Inmediato, pues Il ; = IA; = 1Ao.

m — m + 1. Podemos suponer que m < n y, por hipétesis de induccién, que 2 es modelo
de IIT, , + IX,,. Veamos que 2 = LIl,,1; (<= IX;m11)-

Sean ¢(z,v) € IIm41 ¥y a,b € A tales que A | ¢(a,b). Puesto que R,4+1(A) es cofinal en
2, existe ¢ € R,+1() tal que (a,b) < c. Sea 6(z) € ¥, una férmula que define en 2 al
elemento c.

Aserto I1.3.2.1. A |= 3z (z = 2°).

Prueba del aserto:
Sea 6(z) € %, ; la férmula:

- dy,z,w (@) ANz =w+z Ay =2Y),
(esto es, la férmula 6(x) expresa la propiedad : “eziste el elemento 2¢7*7).
Es evidente que 2 |= §(c). Por tanto, ya que 2 = LY, (<= III_ ), existe d € A
tal que A = d = (uz) (6(z)). Veamos que d = 0.
En caso contrario, existe e tal que d = e + 1. Puesto que 2 = §(d), existen di,ds
tales que A }= ¢ = dy + d A dy = 2%. Entonces, se tiene que 2 = 2 - d; = 2(%2+1)
¥y, en consecuencia, A = d(e). Lo anterior estd en contradiccién con que d es el

menor elemento que satisface §(z) en 2. Luego, se tiene que 2 = 6(0) y, por tanto,
A = Jz (z = 29). O

Sean v1(z,y,v) € L, tal que ¢(z,v) es la férmula Yy ¢ (z,y,v) y v(w) la férmula sigu-
iente:

Js,2[0(2) AVu < z(Fy < s—p1{(u)o,y,v) V u € w)).

Por el aserto I1.3.2.1, existe e € 2 tal que e = 2°t1 — 1. Entonces, ¥ = Vz < c(z € ¢)
¥, en consecuencia, ¥ |= y(e). Ademds, y(w) es equivalente en  a una férmula ¥,
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(si m = 0 es inmediato; si 0 < m < n, puesto que %  IX,, (= BX,,)). Puesto que
ALY, ym<n,existe eg € A tal que A |= eo = (pw) (v(w)). Entonces:

Aserto 11.3.2.2. % = Vu < c(p((u)o, (u)1) <« u € eg).

Prueba del aserto:
Sea ¢’ € 2 tal que ¢’ < c. Entonces:

(1) A= o((d)o, (1) — ¢ € en.
Supongamos que A = ¢((c')o, (¢)1). Entonces, 2 = Vy p1((c')o, ¥, (¢)1) ¥, por
tanto, A ': VsVy <s (Pl((c,)o, Y, (C/)l)‘ Luego:

A VsVy < sp1((c)o, v, (1)
A v(eo)
(2) A= €eo = @((c)o, (1)
Por reduccién al absurdo, supongamos que A = ¢/ € eg y A = ¢(()o, ().
Entonces, se tiene que 2 = Jy —p1((c')o, ¥, (¢')1). Luego, existe ez € A tal que
A = —p1(()o, €2, (c')1)- Sea e; = eg — {c'} (nétese que e; < eg). Puesto que
A = v(ep), existe € € A tal que:
A EVYu < c[3y <€ ~e1((w)o,y, (u)1) V u € eg)].

Sea ¢” = max(¢, e2). Entonces:

A= Vu < c[3y < e’ p1((uo,y, (wh) V u € e)].
Luego, 2 |= y(e1) A e1 < ep. Lo cual contradice que % = eo = (pw) (v(w)).

} B Q('ZC,EGZO-

De (1) y (2), se sigue el aserto. u

Puesto que 2 = Vy ¢1(a,y,b), por el aserto I1.3.2.2, se tiene que A = (a,b) € e y, en
consecuencia, 2 = 3z ((x,b) € ep). Puesto que 2 = LAy, entonces existe o’ < a tal que
2 k= o' = (uz) ((z,b) € e). Luego, de nuevo por 11.3.2.2, A | o' = (uz) (Vy p1(z,y,b)).

((e)): Sea 2 tal que Ryi2(™A) = A. Puesto que BE,; => BX,,,, basta demostrar que
si A = BX,,, entonces A = BX, ;1.

Supongamos que 2 = B, ;. Veamos que 2 |= BII, (< BX,41). Sean ¢(z,y,v) € II,
y a,b € AU tales que A |= Vz < a 3y p(z,y,b). Podemos suponer que:

(_) A !': Vz Ey (,O(IL‘, Y, b)7
(en caso contrario, se considera la férmula a < z V ¢(z,y,b) y se razona andlogamente).
Puesto que R,+2(2A) = 2, existe O(v,u, z) € L, tal que la X0 férmula JuVz 6(v,u, z)
define al elemento b en 2. Sea ¢ € A tal que la férmula Vz0(v,c,z) define a b en 2.
Entonces:

A E Vv, z 3y (FuVz6(v,u, z) — o(z,y,v)).

Por tanto:
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A | Vv, 2 3y Vu Iz (8(v, u, 2) — ¢(z,y,v)).
En consecuencia:
A=V, z,udy, 2 (0(v,u, 2) = p(z,y,v)).
Puesto que 2 = BY, |, de I.4.1 y lo anterior, se sigue que existe d € 2 tal que:
AEVe <ady<d3z(0(b,c,2z) — o(z,y,b)).
Luego:
AEVzr <ady <d(Vz0(b,c, 2) — p(z,y,b)).
Puesto que la férmula Vz 6(v, ¢, z) define a b en 2, entonces 2A |= Vz8(b, c, z). Por tanto:
AEVr <ady <dy(z,y,b).

Lo que prueba (e). |

Norta I1.3.3. La prueba de I1.3.2—(d) es, esencialmente, la de la proposicién 1.5 de [15].
La parte (e) aparece, de forma implicita, en la prueba del resultado 1.13 del mismo trabajo.

El siguiente resultado proporciona un método para obtener modelos (no estandar) en los
que todos sus elementos son X,—definibles, en el propio modelo.

PROPOSICION 11.3.4. Sean 2 una L-estructura y X C .
(a) Si®A = IX,, entonces:

Bn1(A) = Rnt1(Rny1 ().
(b) Si A= 1IX,, entonces:
XC A, (@A) = K@ X) = Rnjo(Ranr(2, X))

Xc Mn+1(Ql)
Rnt1(R, X) = B,
(c) SiA = B°E, |, entonces:

XCEMp () = R(A, X) = Rop2(Bnn1 (A, X))

} = R, X) = Rusa(fnrs (3, X)),

DEMOSTRACION:
((a)): Puesto que A |= IX, se tiene que K41 (A) <n41 A. Luego, de I1.2.3—(b), se sigue
que Rni1(Rny1(A)) = K1 (A).

((b)): Sean a € Rn41(A, X), p(z,7) € Tny1 y §€ X tales que ¢(z, ) define al elemento
a en 2 a partir de §’ (podemos suponer que la tupla p estd formada por un solo pardmetro,
p). Entonces, A = ¢(a,p) A Vz (p(z,p) — = = a). Puesto que 2 | IZ,, se tiene que
fn+1(A, X) <n41 A. Por tanto:
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(1) Bn1(&, X) k= p(a,p) AVz (p(z,p) — = = a).

Supongamos que X C £y, (). De p € fn,,, (), se sigue que existe 8(v) € I, tal

que:

n+1

A= 0(p) AV (6(v) = v =p).
Puesto que R,4+1(%, X) <n+1 A, entonces:
(2) Rne1(AX) | 0(p) AVV (0(v) — v =p).
Sea §(z) € £, la férmula Jv (8(v) A ¢(z,v)). Por (1) y (2), se tiene que () define al
elemento a en &,+1(A, X). Por tanto, a € Kuro(Rnt1(A)).

Supongamos que X C Mp41(2) y que K1 (™, X) E BSZ, . De p € My41(%), se sigue
que existe 8(v) € IT,,, tal que:

A = 0(p) AV < p—8(v).
Puesto que R,11(2, X) <,41 U, entonces:
(3) Rur (2, X) = 0(p) A V0 < p-B(v).
Sea 6(zx) la férmula:
v (8(v) AVw < v-8(w) A p(z,v)).

Por (1) y (3), 6(z) define al elemento a en R,41(2, X). Ahora bien, §(z) € X ,(B%X ).
Por tanto, a € fp12(Rnt1(2, X)).

((c)): Como en (b), sean a € £,+1(™, X), p(z,v) € Zpny1 ¥ p € Mpy1(™) tales que
A E ¢(a,p) AVz (p(z,p) — z = a). Puesto que BSE ; = I, se tiene que A |= IXy.
Luego, R +1(A, X) <nt1 Ay Rne1(A, X) E IE,. Por tanto:

(4) Rnt1(A X) k= o(a,p) AVz (0(z,p) = = = a).
De p € Mp41(2), se sigue que existe §(v) € I, ; tal que:
2A = 6(p) AVv < p-8(v).
Sea 01 (v,y) € L, tal que 6(v) es la férmula Vy 6;(v,y). Entonces:
A | 6(p) A Vv < pIy -1 (v,y).
Puesto que 2 = B°%, ,, entonces:
A= 6(p) A JuVo < pIy < u-bi(v,y).

La férmula anterior es, o bien la conjuncién de una férmula II; y otra Xq, si n = 0;
o bien la conjuncién de una férmula II,4; y otra Xn4+1(BX,), si n > 0. Puesto que
Bnt1(, X) <np1 Ay, para n > 0, Kp41(A, X) y A son modelos de BX,, se tiene que:

(5) Rns1(A, X) | 0(p) A FuVv < pIy < u—b;(v,y).
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Sea é(z) la férmula:
Fu (0(v) A FuVw < vIy < u—b1(w,y) A p(z,v)).
Entonces, se tiene que:
(=) (2) € 1o (Rnin (2, X)),
(=) d(x) define al elemento a en R,41(A, X) (se sigue de (4) y (5)).
Lo que prueba (c). |

3.B R,:1(%U,p) no es modelo de T

TEOREMA I1.3.5. Sean A |=1Z, y p € A tales que R,+1(A,p) es no estdndar. Entonces:
Rn+1(2,p) = BEn+1 + exp.

Ademés, si no usamos pardmetros, basta con 2 = I1X .

DEMOSTRACION:

Puesto que 2 |= IX,, entonces Rp11(A,p) <nt+1 A y Kni1(A, p) E IZ,,. Supongamos, por
reduccién al absurdo, que R,4+1(2, p) E BX,41 + exp.

Sea a € R, 11(U, p) un elemento no estdndar.

n>0:

Consideramos Satp, (z,y) € II;; un predicado de validez para férmulas II,, cuyas propiedades
se prueban en I¥; (vedse 1.3.5). Entonces:

= Vz < x=Satyy, (w, (z,p)) A
Aserto I1.3.5.1. &,1(%,p) EVu<adw < adx { i, (w, (2, )
u =

Satr, (w, (z,p)) Au = (z)o
Prueba del aserto:

Sea b € Ry11(2,p) tal que b < a. Existe ¢(z,y,v) € I, tal que la &, férmula
Jy p(z,y,v) define al elemento b en 2 a partir de p. Puesto que Rn+1(A,p) <ne1 A,

la férmula 3y p(z,y,v) también define al elemento b a partir de p en &,11(2, p).
Sea 0(z,v) € I, la férmula:

¢((2)o, (2)1,v))-
De la prueba de 11.2.6—(a), se sigue que:

Bns1(%,p) | 3z (V2 < 2 0(2,p) A 8(z,p) A b= (2)o).
Sea k = "0(z,v)". Entonces:

Rt 1 (%) | 3z (V2 < 2 ~Satm, (k, (2,p)) A Satn, (k, (2, p)) A b = (2)o).
Luego:
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Vz<z ﬂsatﬂn (wa <21p>) A

Sat, (w, (z,p)) Ab = (z)o
Lo que prueba el aserto. |

fp1(Up) B Iw < aBI{

Puesto que &,41(%, p) E BX,41, por el aserto anterior, existe ¢ € £,41(%, p) tal que:
Vz < z=Saty, (w, (z,p)) A

Rne1 (A, Vu<adw<adr<ec
P { Saty, (w, (z,p)) Au = (2)o

Por tanto, en £,,1(%, p) existe una aplicacién Xo(X,) inyectiva de (< a+1) en (< a). Lo
cual contradice el principio del palomar (véanse 1.3.2 y 1.3.3).

n = 0:

Sea d € &1(%, p) un elemento no estdndar. Consideramos Vo(vg, v1,v2) € Ao un predicado
de validez para férmulas acotadas (véase 1.3.6).
Puesto que Mo(2, p) es cofinal en £ (2, p) (I1.2.6—(a)), razonando como en el caso n > 0,

se obtiene que:
Vz < - Vo(w, {z, ’2(z+p+2)d A
"R, p) EVu<adw<adr o(w, ( P)d )
Vo(w, (z,p), 25477 Aw = (2)o

Por tanto, en R;(2, p), es vilida la siguiente férmula:
y= o(z+p+2)% A
Vu<adw <adr,yl Vz<zIy <yly =200 A -Vo(w, (z,p), 31)]
AVo(w, (z,p),y) Au = (z)o

Puesto que £; (2, p) = BX, existe ¢ € (%, p) tal que, en K; (2, p), se satiface la siguiente
férmula:

y = 2P+ 5
Vu<adw<adr,y<cq Vz<zIy <yly1 = 2z+p+) A “Vo(w, (2,p), y1)]
/\VO('UJ, (IE,P),y) Nu = (1’)0

Por tanto, en f;(%, p) existe una aplicacién Ap inyectiva de (< a + 1) en (< a). Esto
contradice el principio del palomar para aplicaciones Ag en IAq + exp (véase 1.3.2).

(Sin parametros): Nétese que, en la prueba anteric:, w...uus ia hipétesis, & - I, para
asegurar que £,11(A,p) <ns1 Ay Rnp1(™,p) E IX,; y para aplicar el resultado I1.2.6.
Por tanto, si no empleamos pardmetros de 2, basta con % = I¥, . n

NoTa I1.3.6. Paran >0, BL,; - exp y, por tanto, en el resultado anterior, obtenemos
que Rn+1(A, p) £ BEr+1. Sin embargo, no sabemos si en el caso n = 0 podemos eliminar
la exponencial. Esto es, queda pendiente el siguiente problema:
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(K1H) Sean 2 |=1A¢ y p € A tales que R1(2, p) es no estdndar. Entonces:
-ﬁl(g‘[)p) bé BEI

Ahora bien, el problema anterior estd relacionado con el problema (NE). En efecto:

Aserto 11.3.6.1. Supongamos que IA( + —exp = BX;. Entonces:
(i) Existen A =1A¢ y p € A no estdndar tales que &1(2, p) = BX;.
(ii) Existe B = IAq tal que &1 (B) es no estdndar y £1(B) = BX;.

Prueba del aserto:
((i)): Sean A = IA¢ + —exp y a € 2 no estdndar. Sea 6(z) € II] tal que —exp es la
férmula 3z 6(x). Existe b € 2 tal que A = 6(b). Sea p = (a,b). Entonces:

f2,p) <12 = Ri(A,p) EIAy+6(b)
= Ri1(A,p) EIAg+ 3z 6(x)
= £1(%,p) = BX;.

((ii)): Sea ¢ € II; cerrada tal que IAg+exp t ¢ y IAg i ¢ (existe por 1.4.3). Por 1.6.4,
existe B |= IAg + ¢ tal que R1(B) es no estdndar. Entonces:

A(B) <1 A = £ (B) EIAg +
= R1(B) = 1Ao + —exp
= R1(B) = BX.

Lo que prueba el resultado. O
TEOREMA I1.3.7.
(a) Sea A |=1%; tal que R,+1(2) es no estdndar. Entonces:
Rn+1(A) LA, + exp.
(b) Sean A =1X, y p € U tales que R, 1(2,p) es no estandar. Entonces:
PE R, (A) = RKun(Ap) B Bzr:-!-l + exp.
PEMui(A) =  Rop(Up) =BE, | + exp.
(c) Sean A |= B%Z, ., y p € A tales que Rn+1(2, p) es no estdndar.Entonces:
PEMnn() = R.a(AU,p) ¥EBX, | +exp.
DEMOSTRACION:

((a)): Puesto que 2 = IX;, de I1.3.5, se sigue que R,11(2A) f BX,y1 + exp vy, de
I1.3.4~(a), se sigue que Rny1(Rnt+1(A)) = Rny1(A). Luego, por 11.8.2—(a), se tiene que:

eq(ﬁ'n-!-l (Ql)v LA;—H’ BEn-}-l)‘
Por tanto, &,+1(2) & LA, + exp.
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((b)): Puesto que A = I%,,, de I1.3.5, se sigue que Kn41(A, p) F BEny1 + exp.

(p € fm1,.,,(%)): Por I1.3.4—(b), se tiene que fny2(Rns1(A,p)) = Kn+1(%,p). Luego, de
I1.3.2—(e), se sigue que:

eq(ﬁ'n-f-l(glv p)7 BZ;H, BETH—I)'
Por tanto, &n+1(2, p) £ BX, |, + exp.

(p € Mpy1()): Supongamos, por reduccién al absurdo, que Rn41(%,p) E B%Z .
Entonces, de I1.8.4—(b), se sigue que £,42(fn+1(2,p)) = Rnt1(A, p), Luego, de I1.3.2—
(e), se sigue que:

eq(ﬁn+1(m7 p)a BE;;—{—I’ BZ'IH-I)'
Por tanto, R,11(%, p) E BX,41 + exp. Contradiccién.
((c)): De IL.3.5, se sigue que R,41(,p) £ BEny1 + exp. Puesto que 2 | B*X ),
de I1.8.4—(c), se sigue que fni2(fn+1(™A,p)) = Knt1(A). Ahora bien, BX ; es una
extensién de BY,, ,; luego, por 11.3.2—(e), se tiene que:

eq(§n+1 (Q() P), BE;-.-D B2n+1)'
Por tanto, Rn+1(%,p) = BX, | + exp. L

Cororario II1.3.8.
(a) Sea A EIX; + exp tal que R,+1(?) es no estdndar. Entonces:

Rny1(A) LA,
(b) Sean A | IX, +exp y p € A tales que R,+1(A, p) es no estdndar. Entonces:
B pE A, (A) = Kun(@,p) EBI .
PEMn(%) = Rnn1(Ap) B,
(c) Sean A= B®Y, | +exp y p € A tales que Rn11(%,p) es no estdndar. Entonces:
pEMp(A) = Ron(™p) FEBE L.

DEMOSTRACION:
El corolario se sigue de I1.3.7. En efecto:

(n > 0): Puesto que B’YX_ , = BX_ ; = LA, = I¥], y I¥] - exp.
(n =0): De 2 k= 1Ay, se sigue que £ (2, p) <1 A. Luego, puesto que exp es una férmula
II; cerrada y A |= exp, entonces £ (%, p) |= exp. n

Norta I1.3.9. El resultado anterior es 6ptimo, en el siguiente sentido:

(-) no es posible, en general, afiadir pardmetros en I1.3.8—(a),

(-) no es posible, en general, considerar p & 8, , (%) en I1.3.8—(b).
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Aserto 11.3.9.1.
(i) Existen A = PA y p € fn,,, () no estdndar tales que:

Rni1(2,p) =LA, ;.
(ii) Existen B |= PA y p € An,, ., () no estdndar tales que:

-R'IH—I(QL p) ': BE;+1'

Prueba del aserto:
((i)): Sea 2 = PA + Thy,,, (V) tal que & [ Thy,,, (V) (para garantizar que un tal
modelo existe, véase 111.1.3.4). Por I1.2.8, existe p € A1, ,, () no estdndar. Entonces:

Rny1(A,p) <np1 2

2 k= Thy, (V) } = fnt1(A,p) E Thy,,, (V)

= Rp1(A,p) ELA .

((ii)): Sea B = PA + Thy, ,(N) tal que A }~ Thy,,,, (V) (para garantizar que un tal
modelo existe, véase I11.1.3.4). Por I1.2.8, existe p € f11,,,,() no estdndar. Entonces:

ﬁ"l-!‘l(Ql, p) <n+1 A
A= Thnn+2 (N) } = Fan @, P FE Thnn+2(N)

= Ru1(A,p) EBZ .

Lo que prueba el aserto. 0

3.C 7J,11(%,p) no es modelo de T

En prir;ler lugar, estableceremos versiones de los resultados I.6.1 y 1.6.2 para la estruc-
tura Jp41(2A, X) cuando X = @ (veremos que, en este caso, podemos debilitar las hipétesis
sobre el modelo ambiente ).

LeEma II1.3.10.
(a) Sea A =1X;. Entonces, Rn+1(™) <nt+1 Tns+1(A).
(b) Sea®A |=BY, .
(b.l) jn+1(Q[) # 20 = jn_*_l(Ql) F B2n+1.

(b.2) Jn1(2) | Thiy,,, (A).

DEMOSTRACION:
((a)): (n=0): Puesto que IAg <= IAj, el resultado se sigue de 1.6.1.

(n > 0): Es inmediato que R, 41(A) C° Tnp1(A) <§ A. Puesto que A = IX, de 1.6.5,

se sigue que Rn11(A) <pp1 Ay Knr1(A) E IZ, (y, por tanto, también R,11(2A) = BE,).
Entonces:
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Rnt1(2) <o 2

Tns1(A) <o A } = Ant1(2A) <0 Tns1(A).

Luego, del teorema de extensiones cofinales (I.5.2), se sigue (a).

((b)): ((b.1)): Puesto que BE, ;| = IX,, el resultado se sigue del teorema Splitting en
Fragmentos (1.5.3).

((b.2)): Sean ¢(z,y) € II tal que A |= Yz Iy o(z, ), @ € Tnt1(A) y b € Rny1(A) tal que

a < b. Puesto que 2 |= BE;H, se tiene que:

A E JuVe < b3y < up(z,y).

Sea 0(z) la férmula JuVz < 23y < uyp(z,y). Dicha férmula es £, en BE, (paran =0,
no es necesario coleccién).

Puesto que 2 = IX,, se tiene que R4 1(A) <ns1 A, Fnt1 () <nt1 Int1(A) ¥ Rnp1 (),
Jn+1(2) son modelos de I, (1.6.1). En consecuencia, paran > 0, se tiene que 2, Rn+1(2A)
¥ Jn+1(2A) son modelos de BY,,. Entonces:

A Ve <bIy <up(,y) = Knr1() E0(b) [Rr+1(A) <nt1 2]
= Jnn1(A) =6(b) [Bni1(A) <nt1 Tns1(A)]
= Jn1(A) E yela,y) [a<b]
Luego, Jn+1(2) = Vz Iy p(z,y). o

PROPOSICION 11.3.11. Sean 2 E IX,, y X C . Entonces:
(a) Rﬂ+1(jn+1(m’X)7X) = Rﬂ+1(m7 X)
(b) jn+1(jn+l(maX)7X) = jn+l(m’X)'

Ademds, si X =0, basta con A = I1Z;;.

DEMOSTRACION:
((a)): Puesto que 2 | IZ,, por I.6.1, se tiene que £nt1(A, X) <nt1 Tnt1(A, X) ¥y
fn1 (A, X) <py1 A Sean B = K, 1 (A, X) y € = Tp11(2, X). Entonces, por I1.2.3—(b),
se tiene que:
XCB,B<p11€ = Ru1(B,X)=Rn1(C,X).
XCB,B<nud = Rn1(B,X) = Kt (Y, X).

Luego, R,+1(€, X) = Rn+1(, X). Lo que prueba (a).
((b)): Se sigue de (a).

(X =0): Supongamos que 2 | IZ,. Por 1.6.5, se tiene que RKnt1(A) <np1 Ay, de
I1.3.10—(a), se sigue que R41 (™) <n+1 Ins1(A). Basta ahora razonar como en el caso
anterior. "
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PROPOSICION I1.3.12. Sea 2 |=III ; no estandar. Entonces:

Rn+1(2) no es cofinal en 2.

DEMOSTRACION:
Supongamos lo contrario. Entonces, J,4+1(™) = S(&n+1(A),A) = A Por tanto, de I1.3.2—
(d), se sigue que eq(,III7, |, IX,11). Luego, A = IX, ;1. Entonces:

() A k= 1Z,41 es no estdndar,
(=) Rns1(A) es cofinal en A.

Lo cual estd en contradiccion con 1.6.3. [ |

TEOREMA II1.3.13.
(a) Sean A = 1IX, y p € A tales que Rn41(AU, p) es no estandar. Entonces:

Intr1(A, p)  IEnt1.
(b) Sea A E=1X; tal que R,+1(2A) es no estandar. Entonces:

Tn1(A) b UL,

DEMOSTRACION:
((a)): Supongamos, por reduccién al absurdo, que J,41(2,p) | IX,41. De IL.3.11, se
sigue que Rn41(In+1(2,p),p) es cofinal en Jp 41 (A, p). Sea B =T, 11(A, p). Entonces:

(=) B | I¥,+1 no estdndar,
(=) Rn+1(B,p) cofinal en B.

Lo cual estéd en contradiccién con 1.6.3.

((b)): Puesto que A = IX, de I1.3.11, se sigue que Rn+1(Tn+1(A)) es cofinal en Ty, 1 (A).
Luego, por I1.3.12, J,.1(2) = 101, ;. |

Nota I1.3.14. El teorema anterior es 6ptimo: en general, no es posible afiadir parametros
en I1.3.13—(b), ni ain cuando sean elementos I, ;—definibles.

Aserto I1.3.14.1. Existen 2 = PA y p € 8, ,, () no estdndar tales que:
jn+1(m7p) i: IH;+1-

Prueba del aserto:

Sea A |= PA + Thy,, (V) tal que A & Th,,,(N) (para garantizar que un tal modelo
existe, véase I11.1.3.4). Por I1.2.8, existe p € R, () no estdndar. Entonces:
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jﬂ-f-l(Q[vp) <n 2
Q[ |: Tth+1(N) } = j’"—+1(9l7 p) I= Tth+l (N)

= Ton(W,p) FIL ;.

Lo que prueba el aserto. O

4 Aplicaciones

El estudio de los elementos I, ;—definibles, y II,;-minimales, desarrollado en el
presente capitulo, permite simplificar algunas pruebas de resultados sobre fragmentos sin
parametros. Por ejemplo, veamos una prueba de las proposiciones 3.2 y 3.3 de [15], sobre
la complejidad axiomdtica de las teorfas IX ; y BX ;.

LEMA I1.4.1. Sea T una teoria tal que:
(i) NET.
(ii) T es recursivamente axiomatizable.
(iii) T = BX,,,.

Entonces, T no es U, o—axiomatizable.

DEMOSTRACION:
Por reduccién al absurdo, supongamos lo contrario. Entonces, existen teorias T; y To
tales que:

(—) T—=T, +T2,

(=) Ty es ¥p4o—axiomatizable,
(=) Ty es II,9—axiomatizable.

Por (i), la teorfa T3 = T + I¥,41 + Thy,,, (V) es consistente. Ademds:

Aserto I1.4.1.1. T3 =< Thy,,,(N).

Prueba del aserto:

Supongamos lo contrario. Puesto que T es U, o-axiomatizable y A = T, se tiene
que Thy,,, (M) => T. En consecuencia, T3 <= Thy, ,(N) + IZn41. Y, por
tanto, Thyy,,,(T3) = Thy, ., (V).

Ahora bien, "Th,,,(N)7 es un conjunto I3 ,—completo. Sin embargo, de (ii), se
sigue "Thyy,,,(T3)" es Ly 4o-definible. Contradiccién. O

Por el aserto, existe A = T3 tal que A ¥ Thy, ,(N). De I1.2.8, se sigue que existe
p € fr1,,,(A) no estdndar. Sea B = &,,1(A, p). Entonces:

Aserto I1.4.1.2. B = T.
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Prueba del aserto:

Por 1.6.1, se tiene que B <, 1 A. Puesto que Ty es X, o—axiomatizable y N |= T},
entonces Thyy,,, (N) => T1. De B <,+1 Ay A = Thy,,, (N), se sigue que B es
modelo de Thy,,, (V). En consecuencia, B = T;.

Puesto que T3 es I, yo—axiomatizable y % = T, de B <n41 X, se sigue que B = Ts.
En consecuencia, B = T} + Ts. O

Por (iii), del aserto anterior, se sigue que B |= B ;. Puesto que p € &, (%), lo
anterior estd en contradiccién con I1.3.8—(b). [

Como consecuencia inmediata de I1.4.1, se obtiene que:

Proposicion 11.4.2.
(a) IX, | no es U, o—-axiomatizable.
(b) BX, || no es Uno-axiomatizable.

Por dltimo, veamos una prueba del teorema 3.6 de [15], empleando el resultado I1.3.5.

TEOREMA I1.4.3. Sea T una teoria consistente y Il,41-axiomatizable que extiende a
IIT,,,. Entonces, T <= Thy, (V).

DEMOSTRACION:
Por reduccién al absurdo, supongamos lo contrario. Entonces, existe % = T tal que

2 £ Thy,,, (V). Puesto que T = Il ; = IX_, se tiene que A = IX, . Por tanto,

Rnt1(A) <ny1 Ay, de I1.2.8, se sigue que R,41(A) es no estdndar. Entonces:
1) <o A = RKpu(A) T [A =T, T es II,+1-ax.]
= fpn(A) I, [T =111, 4]
== ﬁ/,H.l(Q[) # Izn+1 IIII.3.2~(C1)I|

= Rnt1(A) FBEny1 +exp

Lo anterior estd en contradiccién con I1.3.5—(a). |



Capitulo III

Extensiones de complejidad
acotada

1 Introduccion

El objetivo del presente capitulo es el estudio de extensiones de complejidad acotada
de Fragmentos de la Aritmética. Para medir la complejidad de una extensién, usaremos
dos criterios:

(-) la complejidad sint4ctica de sus axiomas (consideramos que los axiomas de una teoria
son férmulas cerradas),

(-) la complejidad, desde el punto de vista de la Teorfa de la Recursién, del conjunto

de sus axiomas (identificado con un conjunto de nimeros naturales, mediante la
codificacién de Godel).

Mads concretamente:

Complejidad sintdctica:

DEFINICION II1.1.1. Sean T una teoria consistente y I una clase de férmulas. Diremos
que T posee una [—extensién si existe T’, y diremos que T’ es una I'-extensién de T, tal
que:

-) T’ es consistente

) :

(-) T'=T,

(=) T’ estd I'-axiomatizada; es decir, Ax(T) C I' N Sent.

54
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Complejidad descriptiva:

DEFINICION II1.1.2. Sean T una teorfa y I' una clase de férmulas. Diremos que T es una
teorfa I'-definible si existe una férmula ¢(z) € I' que define, en el modelo estindar, el
conjunto de los axiomas de T. Es decir, tal que, para toda férmula cerrada, 6:

e Ax(T) < N Eo(T07).

Los objetivos principales de este capitulo son:

(a) Determinar el menor nivel de la Jerarquia Aritmética, I, tal que T posee una I'-
extension.

(b) Investigar, para fragmentos que posean una extensién de complejidad sintéctica
menor que la dada por su axiomatizacién natural, lo dificil (desde el punto de vista
de la complejidad descriptiva) que es el conjunto de los axiomas de dicha extensién.

NoTta II1.1.3. A continuacién, se enumeran una serie de resultados elementales sobre
extensiones verdaderas que emplearemos a lo largo del presente capitulo.

Aserto I11.1.3.1. Thy,(N) <= Thg,, (N).

Prueba del aserto:
(«<=): Inmediato.

(=): Sean A |= Thy,(N) ¥y ¢ € ¥,41 cerrada tal que N | . Sea 8(z) € II,, tal que
v es Jx0(z). Existe k € w tal que N |= 0(k). Puesto que % = Thyy, (N), se tiene que
A = 6(k). Por tanto, 2 k= . O

Aserto I1I1.1.3.2. Sea T una teoria verdadera.

(i) Si T es II,—axiomatizable, entonces Thy, (N) = T.

(ii) Si T es ¥,41—axiomatizable, entonces Thy, (N) = T.
(iii) Si T es Vn41-axiomatizable, entonces Thy,,,(N) = T.

Prueba del aserto:
((i)): Inmediato.

((ii)): Supongamos que T es ¥,4;—axiomatizable. Entonces, Thy,,,(N) = T. Luego,
por I11.1.3.1, Thy, (V) = T.

((iii)): Supongamos que T es V,41-axiomatizable. Puesto que V411 C ¥,40, entonces
Thg,,,(N) = T. Luego, por I111.1.3.1, Thy,,,(N) = T. O
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Aserto 111.1.3.3. Sea T una extensién consistente de P~. Entonces:
(i) Thy, (V) = Thy, (T).
(ii) Si T es I1j-axiomatizable, entonces T es verdadera.

Prueba del aserto:
((i)): Sea 2 = T. Puesto que T => P~, N <o A. Entonces, N |= Thp, (T). Por tanto,
Tl’ln1 (N) E Thn1 (T)

((ii)): Si T es II;-axiomatizable, entonces T <= Thy, (T). Luego, de (i), se sigue que
NET. O

Aserto II1.1.3.4.
(i) Sea T consistente tal que T = Thy,,,(N). Entonces:

Thp,,,(N) < Thy,, (T).

(ii) Sean T una teoria ¥,1—definible y T' C ¥,,1 NSent tales que T +T" es consistente.
Entonces:

T + T = Thy,,,(N).

Prueba del aserto:

((i)): Es evidente que Thp,,,(T) = Thq,,,(N). Veamos la implicacién contraria.
Sean ¢ € 41 cerrada tal que T+ ¢ y 2 = T. Entonces, % = Thy,,,(N) vy, por tanto,
N <n+1 2. Luego:

AEe
N'<n+lm} = le‘P

((ii)): Por reduccién al absurdo, supongamos que T +I' = Thy,,, (V). Sea A = T+T.
Entonces, A = Thy,,, (V). Luego, N <541 % Puesto que I' C Ty, se tiene que
N Ty, en consecuencia, I es un conjunto de férmulas verdaderas. Luego, por I11.1.3.1,
Thy,, (VM) = T. Por tanto, de (i), se sigue que:

Thn,HH (T + Thnn (N)) = Thnn+1 (N)

Contradiccién (puesto que T es ¥, 1-definible, el conjunto Thyy,, (T + Thy, (N)) es
¥,+1-definible; mientras que Thyy, ., (V) es I ;~completo). g
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2 Existencia de ['-extensiones: Resultados negativos

2.A Con parametros

La herramienta principal que emplearemos para obtener propiedades sobre la no exis-
tencia de extensiones de complejidad acotada es el teorema III.2.1, que generaliza un
resultado de D. Leivant.

En [17], Leivant demuestra que la teorfa I¥,,; no posee II, y-extensiones. En el pre-
sente trabajo, obtenemos que BX,4; + exp (y, en consecuencia, I¥,}1) no posee X, 3-
extensiones.

La prueba de IT1.2.1 consiste en construir, dada una teoria consistente, T, un modelo de
una parte finita de Thyg, ,(T), que no es modelo de BX, +;. Dicho modelo se obtiene a
partir de una estructura de elementos X,,1-definibles.

TEOREMA III.2.1. Sea T una teoria consistente y ¥, ,3—axiomatizable. Entonces:

- T == BY,;1 + exp.

DEMOSTRACION:
Por reduccién al absurdo, supongamos que T = BX,, ;1 + exp. Puesto que la teorfa
BX,41 + exp es finitamente axiomatizable, existe ¢ € ¥, 3 cerrada tal que:

(1) ¢ = BX,4+1 + exp.
(2) Tk .
Sea 2 = T no estdndar. Entonces, por (1) y (2), se tiene que A = BE,.1 + exp.

Sea 8(x) € I, , tal que ¢ es la férmula 3z 8(z). De (2), se sigue que A = Iz f(x). Por
tanto, existe a € A tal que A = 0(a). Sea b un elemento no estandar de 2.

Aserto I11.2.1.1. R,1(2,a,b) E ¢.

Prueba del aserto:
Puesto que & |= IX,, se tiene que R,1(2, a,b) <,4+1 A. Por tanto:

oA = 6(a)
Rpp1(A,a,b) <pp1 A
O(I) € Hn+2 = ﬁn-{-l(m, a, b) ’: 9((1)
a€ Rpi1(A, a,b)
Luego, fn+1(X, a,b) = 32 0(x). Por tanto, K, 41(A,a,b) E ¢. -

Ahora bien, de (1) y del aserto, se sigue que £,+1(%, a,b) = BE, . + exp. Entonces:

() A X,
(=) Rn+1(2, a,b) es no estandar, [b € Kny1(, a,b)]
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(_) R’H’l(m? a, b) "_‘ B2n+1 + exp.

Lo anterior estd en contradiccién con 11.3.5. n

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos que las teorfas IX, 41 y BX,41 (en
este ultimo caso, para n > 0) no poseen ¥, 3-extensiones.

TEOREMA II1.2.2. Sea T una teoria consistente y ¥,13-axiomatizable. Entonces:
(a) T == IEnH.
(b) (n>0) T == BX,41.
(c¢) (n=0) Si T+ exp es consistente, entonces T =< BX;.

DEMOSTRACION:
((a)): Puesto que IX, ;1 = BX,;1 + exp, el resultado se sigue de I11.2.1.

((b)): Puesto que, para n > 0, BX,41 F exp, el resultado se sigue de II1.2.1.

((c)): Supongamos lo contrario. Entonces:
T + exp = BX, + exp.

Luego, T + exp es una Y3—extensién consistente de BX; + exp. Lo cual estd en con-
tradiccién con I11.2.1. L

Nota I11.2.3. (Exponenciacién y extensién final).

Puesto que los fragmentos de induccién y coleccién para férmulas ¥,4+1 son teorias Il 13—
axiomatizables, trivialmente se tiene que dichos fragmentos poseen II,,3—extensiones. Por
tanto, el resultado anterior es éptimo, salvo para la teoria BX;. Sabemos que dicha teoria
no posee Y.3—extensiones consistentes con exp. Ahora bien, queda pendiente el siguiente
problema:

(¥3EH) BX; no posee Ys-extensiones.

Nétese que si (E83EH) es cierto, entonces el problema (NE) tiene respuesta negativa.
Miés aun, se tiene que:

Aserto I11.2.3.1. (NE) = BX; posee U;—-extensiones.

Prueba del aserto:
Supongamos que IAg + ~exp = BX;. Por el teorema 1.4.3, existe ¢ € II; cerrada tal
que IAg + exp - ¢ y IAg I/ ¢. Entonces:

IAg+-p = IAp+-exp = BX;.

Puesto que IA( es [I;-axiomatizable, de lo anterior, se sigue el aserto. |
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Nora II1.2.4. (Extensiones de IA,11).

Los resultados conocidos sobre extensiones de la teoria IA,;; distan de ser éptimos. En
este caso, no podemos emplear la técnica de la prueba del lema ITI.2.1, pues no sabemos,
en general, si una estructura de elementos ¥, ;-definibles es o no modelo de 1A, ;1.

Sin embargo, como fue puesto de manifiesto en los trabajos [9] y [16], los resultados
obtenidos por K. McAloon en [19], permiten el estudio de propiedades de axiomatizacién
de la teorfa IA,+;. En [19], el autor obtiene, dados una extensién, T, de PA y n € w,
2 = Thy,,,(T) tal que su parte estdndar es definible por una férmula A, 1 (véase 1.7.8).
Por tanto, A = IA. 4.

Como consecuencia, se obtienen las siguientes propiedades (el siguiente aserto correspon-
de, esencialmente, con la proposicién 4.4 de [9] y el corolario I11.31 de [16]; si bien la
prueba que aqui presentamos modifica ligeramente la que aparece en dichos trabajos y
permite debilitar las hipétesis).

Aserto II1.2.4.1.
(i) IAn 41 no posee I1, o—extensiones consistentes con PA.
(ii) IAn+1 no posee ¥, 3—extensiones verdaderas.

(iii) (n > 0) IA,4+1 no posee ¥, o—extensiones.

Prueba del aserto:
((1)): Sea T una teorfa II,;p—axiomatizable consistente con PA. Sean c, d un nuevos
simbolos de constante y T’ la siguiente teorfa:

T+PA+{m<c:mew}+{(d);#0:i€T}+{(d);=0:1i¢ T}

Puesto que T + PA es una teoria consistente, por un argumento de compacidad, es claro
que T’ es consistente. Sean 2’ un modelo de TV y A = Qlf .- Entonces, 2 es no estandar
y T € SSy(A). Por tanto, de 1.7.8, se sigue que existe B |= T tal que B |~ IA,;;. En
consecuencia, T =x=> 1A, 1.

((ii)): Sea T una teoria ¥,;3-axiomatizable y verdadera. Por reduccién al absurdo,
supongamos que T = IA, ;. Puesto que T es verdadera, de I11.1.8.2, se sigue que
Thp,,,(N) = T. Por tanto, se tiene que Thyy, ,(N) = IA,;;. Lo cual estd en
contradiccién con (i).

((iii)): Puesto que IA,;; es una extensién de I¥,, entonces el resultado se sigue del
teorema 111.2.2. 0
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2.B Sin parametros

Nora II1.2.5. (Extensiones de IZ, , BE, |, BSY_,;, UlA,41).

Las teorias consideradas poseen II,1o—extensiones. Basta tener en cuenta que:
Thy,,,(NV) = IX, , = B*%, , = BI,,; = UlA.4.
Luego, para comprobar si el resultado es 4ptimo, nos preguntamos si poseen Ynto-

extensiones. Para n > 0, puesto que

Iz, =BT ,, = BX | = UlA,; = I¥y,

de IT1.2.1, se sigue que:

Aserto I11.2.5.1. (n > 0) Ninguna de las siguientes teorias poseen Y, 2-extensiones:
IE;+1? BSE;-H’ BE;+17 UIAn+1'

En el caso n = 0, para las teorfas BE], B*X], UIA;, probar que no poseen Yy—extensiones
implica uma respuesta negativa al problema (NE). Sin embargo, para los dos primeras
teorias, es sencillo demostrar que no poseen Lp—extensiones verdaderas.

Aserto I11.2.5.2.
(i) BZT (y, por tanto, BX] ) no posee I1;-extensiones.
(ii) BET (¥, por tanto, BSY] ) no posee Yy—extensiones verdaderas.

Prueba del aserto:

((i)): Puesto que toda IT;—extensién de P~ es una teorfa verdadera (IIL.1.3.3), basta
probar que Thy, (V) == BX7.

Sea 2 = IT; + Thy, (V) tal que 2 ¥ Thy, (A) (un tal modelo existe por 111.1.3.4). De
I1.2.8, se sigue que existe p € Ky, (A) no estdndar. Entonces:

() R1(2,p) = Thr, (V) [Ru(@,p) < 21,
(-) f1(%,p) £ BET [IL3.8~(b)].

((ii)): Se sigue de (i) y I11.1.3.2. g

No sabemos, en general, si una estructura de elementos ¥j—definibles es 0 no modelo de
UIA;. Por tanto, no podemos emplear la técnica de la prueba del aserto anterior para
demostrar que UIA, no posee Lo—extensiones verdaderas, o bien que Thyy, (V) == UIA;.
Queda pendiente pues el siguiente problema:

(UIH) Thy, (N) =< UIA;.
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Del aserto I1I.2.5.2, se sigue que I¥] no posee Yy—extensiones verdaderas. Sin embargo,
para esta teorfa, obtendremos un resultado éptimo: IX; no posee Yy—extensiones.

Para la prueba de este hecho, necesitamos emplear una técnica distinta de las utilizadas
hasta el momento: el anélisis de las funciones recursivas en un fragmento (esto es, las fun-
ciones recursivas para las cuales dicho fragmento prueba que son funciones totales). Mds
concretamente, la idea para demostrar que una teoria, T, no posee I'—extensiones es com-
probar que existen funciones recursivas en T que crecen maés rdpidamente que cualquier
funcién recursiva en una teorfa ['-axiomatizable.

La siguiente proposicién relaciona la complejidad axiomédtica de un fragmento con el
crecimiento de sus funciones recursivas (véase la seccién I-8 para notaciones). Dicha
proposicién extiende el resultado 2.5.1 de [8] que, a su vez, generaliza una propiedad simi-
lar de la teoria IIIT, obtenida por T. Bigorajska en [4], mediante una construccién con
ultraproductos. La demostracién que presentaremos en este trabajo sigue, esencialmente,
la prueba habitual del teorema de Parikh.

Como consecuencia inmediata, si T es una teoria Y.o—axiomatizable, entonces toda funcion
recursiva en T estd acotada (asintéticamente) por un polinomio. Por tanto, si T ademds
es verdadera, entonces tiene la misma clase de funciones recursivas que IAy.

PRoPOSICION II1.2.6. Sean T una teoria consistente con IX,, y o(z,y) € 41 tales que:
T+ BXny1 F Ve Iy e(z,y).

(a) Si T es II,41—axiomatizable, entonces existe m € w tal que:
T+ 1S, b Vo Iy < Ko () 9(z, ).
(b) Si T es ¥,+2—axiomatizable, entonces existe m € w tal que:

T+IS, F 3V (z <z = Jy < Knm(z) 0(z,9)).

DEMOSTRACION:
((a)): Por reduccién al absurdo, supongamos lo contrario, esto es:

(1) paratodo m € w, T +1IX, I/ Vz3Iy <K, nm(z)e(z,y).

Sea ¢ un nuevo simbolo de constante y T’ la siguiente teorfa:

T+IE, +c+ {Vy <Ky m(c)p(c,y) : m € w}.

Aserto II1.2.6.1. T’ es una teoria consistente.

Prueba del aserto:
Sean T una parte finita de T y mg el mayor nimero natural m tal que K, ,, ocurre
en T” en un axioma del tipo:

\/y < ]Kn,m(c) —’QP(C: y)

Por (1), se tiene que:
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T +IZ, ¥ Vz 3y < Ky,mo(2) @(2,9)-

Por tanto, existen A = T + I, v a € A tales que A = Vy < Knmo(a) ~¢(a, y).
Ahora bien, por las propiedades de las funciones K, (ver 1.8.4—(b)), se tiene que:

IEn F Kn,m+l($) =y 3z < Yy (Kn‘m(ilf) = Z).

Luego, para todo m < my, se tiene que A = Vy < K, m(a)—p(n,y). Sea A la
expansién de 2 al lenguaje de T/ dada por 2/(c) = a. Entonces, A’ = T". O

Por el aserto anterior, existe 2’ un modelo de T’. Sean a = A'(c) y % = Aj,. Sean d ,
por cada e € 2, ¢, nuevos simbolos de constante. Sea T la siguiente teorfa:

DE®) +d+ {c.<d :ec}.
Por un argumento de compacidad, T es consistente. Por tanto, existe B’ | T1. Sea
B = ‘BIE. Entonces, a € A < B propia. Sea: »
C={be&B: existe m € w tal que B = b <K, m(a)}.

Por definicién, € es un segmento inicial de B cerrado bajo la funcién Ky (z) = y. Luego,
de 1.8.2, se sigue que € <¢ B. Entonces:

Aserto I11.2.6.2. ¢ =T + BX,;.

Prueba del aserto:
Puesto que T es II,,;1—axiomatizable, entonces:

BET
= CET
<, B } =
Del teorema de extensiones finales (I.5.1), se sigue que:
B E=IX,

= CEBYn.
¢ <¢ B propia } = BEns
Luego, € =T + BX, 4. O

Del aserto anterior y T + BY,41 F Vz 3y ¢(z, y), se sigue que € = Vz Iy (=, y).

En particular, existe ¢ € € tal que € = ¢(a, ¢). Puesto que € <,, B, entonces B = ¢(a, ¢).
Ademsés, puesto que ¢ € €, existe m; € w tal que B | ¢ < Ky m,(a). Luego (recordemos
que 2 < B), se tiene que:

2 }: Jy < IKn,ml (a) <p(a, y)’
Por tanto:
A E=Jy< Kn,rm(c) e(c,y).

Lo cual estd en contradiccién con A’ = T,

((b)): Supongamos, por reduccién al absurdo, que:
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(2) paratodom €w, TH+IE,IeVr(z <z — Jy < Kypm(z) (z,¥)).
Puesto que T es ¥, o-axiomatizable, existe 6(u) € IT. | tal que T F Fuf(u) y:
(3) BXot+1 + Jub(u) F Vz Iy p(z,y).
Sean ¢ y d nuevos simbolos de constante y T la siguiente teoria:

T+1IE, +0(d) +d < c+ {Vy <K, m(c) ~p(c,y) : m € w}.

Aserto I11.2.6.3. La teoria T’ es consistente.

Prueba del aserto:

Sean T” una parte finita de T” y mg el mayor niimero natural m tal que Ky, », ocurre
en T” en un axioma del tipo:

Vy < Kn,m(c) ~p(c, y)-
Por (2), se tiene que:
T+1IX, I/ 32Vr (2 <z — Jy <Ky mo(2) (2, 9)).
En consecuencia, existe 2 = T + IX,, tal que:
A= Vz3z(z < z AVY < Kimo(z) ~0(z, ).
De A =T y T+ Jub(u), se sigue que existe d € A tal que A |= §(d). Entonces:
& b= 30 (d < 2 A VY < K g (2) ~0(2,9)).

Sea a € 2 tal que A = d < a AVy < Ky mo(a) 7p(a,y). Por las propiedades de las
funciones K, ,, (ver 1.8.4), se tiene que:

- I, F Kpmti(z) =y — 32 < y (Kpm(z) = 2).
Luego, para todo m < mg, A = Vy < Ky m(a) ~¢(a,y). Sea A’ la expansién de 2 al
lenguaje de T" dada por %'(d) = d y %/(c) = a. Entonces, A’ = T". O

Por el aserto anterior, existe A’ = T'. Sean a,d las interpretaciones de los simbolos de
constante c,d, respectivamente, y 2 = %i ¢~ Como en la parte (a), existe ‘B tal que
a,d € A < B propia. Sea:

€ ={be B : existe m € w tal que B E b <K, (a)}.

Por definicién, € es un segmento inicial de B cerrado bajo la funcién K, (z) = y. Luego,
de 1.8.2, se sigue que € < B. Ademds, se tiene yue.

Aserto 1I1.2.6.4. € =BX, 1 + Juf(u).

Prueba del aserto:

Puesto que € <¢ B propia, del teorema de extensiones finales (I.5.1), se sigue que
C = BE,ti. Puestoque B Ed < aylIX, bz < Kynz) (vedse 1.8.1—(b)),
entonces d € €. Luego:
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¢€<,B
Por tanto, € | BE,, 41 + Jub(u). g

%Fg(d)} = € =0(d).

De (3) y el aserto anterior, se sigue que € = Vr 3y ¢(z,y)-
Razonando como en la prueba de (a), se obtiene la contradiccién deseada. [

PropPosICION II1.2.7.
(a) IAg + exp no posee Y.o—extensiones.
(b) IX] no posee Ly—extensiones.

DEMOSTRACION:

((a)): Sea T una teoria Yp-axiomatizable. Por reduccién al absurdo, supongamos que
T — IA( + exp. Entonces, T  Vz uexp(z, z,u). Luego, de II1.2.6, se sigue que existe
t(z) término del lenguaje £ tal que:

(1) TF32Vz (2 <z — 3u < t(z)exp(z, z,u)).
Sea A = T no estandar. Por (1), existen a € 2 no estdndar y m € w tales que:
Ak Vz(a<z — Ju<z™exp(z, z,u)).
Por tanto, en 2, se tiene que a® < a™. Contradiccién, pues IAg prueba que:

y <y Aexp(z,y,u) Aexp(z,y,u) — u <.

((b)): Puesto que IZ] = IAq + exp, el resultado se sigue de (a). [

Norta III.2.8. (Extensiones de III_,, LA, IA ;).
Las teorias consideradas poseen II,1—extensiones. Basta tener en cuenta que:

Thr,, V) =11, = LA, = IA_,;.

Luego, para comprobar si el resultado es 6ptimo, nos preguntamos si poseen Xin41-
extensiones. Puesto que

IH;Jrl - LAZH == IA,‘L+1 = I¥",

por II1.2.5.1, para n > 1, o bien por IIL.2.7, para n = 1; se tiene:

Aserto II1.2.8.1. (n > 0) Ninguna de las siguientes teorias posee Lin1—€xtensiones:
Oy LAy, IAn,.

Para el caso n = 0, es inmediato que ninguna de las teorias anteriores posee ¥1-extensiones
verdaderas (recordemos que P~ = Thy, (N)). Ademds, se tiene que:
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Aserto II11.2.8.2.
(i) LA no posee ¥;—extensiones consistentes con exp.
(ii) IIIT no posee ¥i—extensiones.

Prueba del aserto:

((i)): Sea T una teoria ¥X;-axiomatizable tal que T + exp es consistente. Por reduccién
al absurdo, supongamos que T => LA7. Por II1.1.3.4, existe A modelo de T + exp tal
que 2 = Thy, (V). Entonces:

(=) R1(A) es no estdndar [I1.2.8],
(-) £1(A) = LA] (puesto que T es Yi-axiomatizable, de () <1 2, se sigue que
A1) = T).

Lo cual esté en contradiccién con I1.3.8—-(a).

((ii)): Sea T una teorfa ¥;—axiomatizable. Supongamos, por reduccién al absurdo, que
T = III]. Por III.1.3.4, existe 2 |= T tal que A = Thyy, (V). Entonces:

(=) A1(A) es no estandar [I1.2.8],
(=) 71(2) = I (puesto que T es Li-axiomatizable, de &1 () <; Ay &1 (A) <1 T (),
se sigue que J1(2A) = T).

Lo cual estd en contradiccién con I1.3.13—(b). O

Norta II1.2.9. (¥;-extensiones).

No sabemos si en II1.2.8.2—(i) es posible eliminar la funcién exponencial. Ahora bien,
observemos que, si (NE) es cierto, entonces, de la prueba de IT1.2.3.1, se sigue que existe
€ X1 cerrada tal que IAg + 8 = LA7.

En consecuencia, si IAg posee £;—extensiones (consistentes con la férmula 8 anterior), y
(NE) es cierto, entonces IAT y LA] también poseen ¥1-extensiones. Destacamos pues
el siguiente problema:

(£1EH) IA¢ no posee ¥1-extensiones.

3 Complejidad descriptiva: teorias de tipo k£ — m
DEFINICION II1.3.1. Sean T una teoria consistente y k, m € w. Diremos que T es de tipo
k — m si:

(a) T posee IIy—extensiones, y
(b) para toda IIy—extensién de T, T', se tiene que Thyy,, (T) = Thyy,, (N).
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Nota II1.3.2. Sean T, T’ teorfas consistentes y k,k’,m,m' € w.
(=) Si m’ < m, entonces:

T esdetipok—m = T esdetipok—m

(-) Si k" < ky T posee una I/ ~extensién, entonces:

Tesdetipok—m = T esdetipok — m.
(-) Si TV = T, entonces:

T es de tipo k — m

= T es de tipo k — m.
T’ posee una II;-extensién } P

Para m = 0, la condicién (b) de la definicién II1.8.1 no afiade ninguna informacién y el
concepto resulta equivalente a poseer una IIy—extensién. En efecto, puesto que Thyy, WN) =
Thy, (P ™), entonces:

Aserto 111.3.2.1. Sea T — P~. Son equivalentes:
(i) T es de tipo k — 0.
(ii) T posee una Ily—extensidn.

Sin embargo, para m > 1, del hecho de que una teoria sea de tipo k — m, se deducen
propiedades de axiomatizacién de la teorfa.

Aserto I11.3.2.2. Sean T una teoria consistente y k,m > 1.
(i) Si T es de tipo m — m, entonces Thyy,, (N) es (salvo equivalencia) la tnica teoria
I1,,—axiomatizable que extiende a T.
(ii) Si T es de tipo k — m, entonces:
(ii.1) T no posee Iy —extensiones que sean L,—definibles.
(ii.2) T no es finitamente axiomatizable.

Prueba del aserto:

((i)): Sea T’ una teorfa II,,—axiomatizable que extiende a T. Puesto que T es de tipo
m — m, se tiene que Thyy, (T') = Thy,, (NV). Ahora bien, T’ es II,-axiomatizable, luego
T/ <= Thy, (N).

((ii)): ((ii.1)): Sea T’ una teorfa I -axiomatizable que extiende a T. Puesto que T
es de tipo k — m, se tiene que Thy,, (V) = Thy,, (T’). Supongamos que T’ es ¥~
definible. Entonces, Thyy  (T') es ¥,,~definible. En consecuencia, Thy,, (NV) también lo
es. Contradiccién.

((ii.2)): Por reduccién al absurdo, supongamos que T es finitamente axiomatizable. Sea
T’ una [;—extensién de T. Entonces, existe T” una parte finita de T tal que T = T.
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Ahora bien, puesto que T” es un conjunto finito de axiomas, T” es recursivo. Luego, T”
es una I —extensién de T que es Xj—definible. Lo que contradice (ii.1). (]

Ndétese que, para la prueba del apartado (ii) de la proposicién anterior, no es esencial
que Thy,, (T) coincida con Thy,, (A). En efecto, para obtener las propiedades (ii.1) v
(ii.2) es suficiente que el conjunto Thyy, (T) sea dificil de describir. Mds concretamente.
que Thyy, (V) sea recursivo en Thyy, (T). Este hecho sugiere la siguiente definicién, que
debilita la condicién de ser de tipo k — m, pero permite demostrar las propiedades de la
parte (ii) de I11.3.2.2.

DEFINICION II1.3.3. Sean T una teorfa consistente y k,m > 1. Diremos que T es de tipo
k —" m si

(a) T posee una IIy—extensién, y
(b) para toda II;—extensién de T, T, se tiene que Thyy,, (\) es recursivo en Thy, (T').

Nota II1.3.4. La definicién anterior resulta equivalente si, en lugar de (b), consideramos
la siguiente condicién:

(b)* para toda ITy—extensién de T, T, se tiene que Thyy, (V) es recursivamente enume-
rable en Thyy, (T').

En efecto, la equivalencia entre las dos definiciones propuestas se sigue de la siguiente
propiedad.

Aserto II_I.3.4.1. Sean A Cw yn > 1. Entonces:

Thy, (V) recursivamente enumerable en A = Thy, (V) recursivo en A.

Prueba del aserto:

Dados B,C C w, escribiremos (como es usual) B € £9(C), B € A% A), B < C para
indicar, respectivamente, que B es recursivamente enumerable en C, B es recursivo en A,
y B es m-reducible a C. Sea Thyy, (V)€ el complementario, en w, de Thyy, (V). Entonces,
para toda ¢ € II, cerrada, se tiene que:

ro7e Thy, (V)" < "¢l ¢ Thy, (V)
= Nk
= NE-¢
< '_“14,0_' € Thgn(/\/)

En consecuencia,

(=) Thp, (V)¢ y Thy, (V) son conjuntos Turing—equivalentes.
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Probaremos el aserto por induccién sobre n > 1 (véase I-7 para resultados preliminares).

n = 1: Supongamos que Thyy, (V) € £9(A). Por el teorema de la negacién, basta probar
que Thy, (V) € £(A). Ahora bien, Thy, (V) es recursivamente enumerable (de hecho,
es un conjunto Turing-equivalente al problema de parada). En particular, se tiene que
Thg, (V) € Z9(A).

n — n+ 1: Supongamos que Thy,,, (V) € Z9(A). Por el teorema de la negacién, basta
probar que Thy, (V) € £9(A4). Ahora bien, puesto que Thy,,,, (V) es Xy 41~definible y
Thy, (NV) es II3-completo, se tiene que Thy, ,(N) € £}(Thy, (N)). Ademis:

Thy, (N) <m Tth+1(N)

0
Thy,,, (V) € 23(4) } —> Thn, (V) € Z1(4).

Luego, por hipétesis de induccién, Thy, (V) € A(A). Por tanto:

Thy,,,(N) € ZY(Thp, (V))

0
Th, (W) € AY(A) } = Thsg,,,(N) € ¥{(4).

Lo que prueba el aserto. u

3.A Complejidad descriptiva de II, ,—extensiones de LA, ;, III;

En [9], los autores estudian propiedades de axiomatizacién de los fragmentos de in-

duccién y minimizacién para férmulas A y obtienen los siguientes resultados.

n+1?

TeoRrEMA II1.3.5.
(a) Il ;) esde tipon+2 —n+ 1.
(b) LA, +expesdetipon+2—n+1.

DEMOSTRACION:
Como veremos, el teorema se sigue del siguiente aserto.

Aserto I11.3.5.1. Sea T una teoria consistente tal que:
(i) Thp,,,(T) = LA ;.

(ii) Si®A = T, entonces Rn+1(2A) = exp.

Entonces, Thyy,,,(T) = Thy,,, (V).

Prueba del aserto:

Supongamos, por reduccién al absurdo, que Thy

por I11.1.3.4—(i), Thy,,,(T) =< Thy, (V).

Sea A = T tal que A J= Thyy, (V). Puesto que T = LA, = IX, se tiene

que A = IZ;. Por tanto, fn41(A) <ne1 A y, de 11.2.8, se sigue que R,11(2) es no

estdndar. Ademds, por (ii), se tiene que R,+1(2) = exp. Entonces:

(T) # Thy,,,(N). Entonces,

n+1
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Bnp1(A) <nt1 A = Rp1(A) E Th,,,(T) + exp
= Rnp1(}) F LA, +exp (D]
Lo anterior estd en contradiccién con I1.3.7—(a). O

il Entonces:

((a)): Sea T una II,o—extensién de III

(-) T=1I,,, = LA,
(-) Si A = T, entonces R,+1(2A) = exp.

En efecto, sea 2 |= T, se tiene que:

Rnp1(A) <np1 A = R ET
= A1) E | 13 g}
= R (A) E
= Rn41(A) F exp

Luego, por el aserto, Thy,,,,(T) = Thy,,,, (V).
((b)): Sea T una II,19-extensién de LA, ; + exp. Es evidente que:
() T=LA_,.
(-) Si 2 = T, entonces Rn+1(2A) = exp.
Luego, por el aserto, Thy,,,(T) = Thy,,,, (V). [ |

Nota III.3.6. El resultado anterior es éptimo para la teorfa III, , ;, en efecto:

(-) III,,{ noes de tipon+2 — n+2,
(pues Thy,,,(N) = IIT ;).

=) IH;;1 noesdetipon+3—-n+1,
(pues III,, ; posee Il 3-extensiones finitamente axiomatizables: I¥,1).

nt1; cuando n > 0
(nétese que, en este caso, LA, , I exp). Ahora bien, queda pendiente averiguar si, en el
caso n = (, se puede eliminar la exponencial. Es decir:

Por el mismo argumento, el resultado anterior es éptimo para LA

(Es LAY de tipo 2 — 17

Una respuesta afirmativa a la pregunta anterior implica que (NE) es falso. En efecto, en
I11.2.3.1, hemos probado que si IAg+—exp = B¥, entonces BX; (y, por tanto, LAT)
posee U;—extensiones que son Xj—definibles.

Sin embargo, abordamos una versién més débil del problema:

(Es LAT de tipo1 — 17

A continuacién, a partir de IT1.3.5—(b), obtendremos una respuesta parcial a la pregunta:
LAT esde tipo 1 —" 1. Primero, destacamos la siguiente propiedad del sistema estdndar.
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Aserto II1.3.6.1. Sea 2 = Thy, (N) + exp no estandar. Entonces:
Thy, (V) € SSy(3A).

Prueba del aserto:
Sea a € A un elemento no estandar de .

(x) Sea p(y) € Ay . Entonces:

NEYYe(y) <= AEVy<ap(y)
Prueba de (x):
(=>): Supongamos que N = Vyo(y). Puesto que 2 = Thy, (NV), se tiene que
A = Yy p(y). En particular, A | Vy < ap(y).

(<=): Supongamos que 2 |= Yy < ap(y). Puesto que a es no estandar, para todo
n € w, Ak ¢n). De N <o 9, se sigue que, para todo n € w, N = ¢(n). Luego,
N EVyo(y).

Lo que completa la prueba de (x).

Consideramos el siguiente conjunto de férmulas:
P(z;a) = {z <a} U {(2)a £ 0 = Vy <ap(y) : ¢(y) € Do, n="Vyp(y)}.

Es inmediato comprobar que P(z;a) es un Ag-tipo recursivo corto sobre . Puesto que
2 = IA¢ + exp no estandar, 2 es corto Ag-recursivamente saturado (I.7.7). Por tanto,
existe b € 2 tal que A = P(b;a). Entonces, de (x), se sigue que el conjunto codificado por
ben 2Aes Thy, (N). O

Empleande el teorema 1.5.4 se obtiene que, en el aserto anterior, podemos eliminar la
hipétesis 2 = exp. Es decir:

Aserto I11.3.6.2. Sea ¥ |= Thy, (V) no estdndar. Entonces:
Thy, (V) € SSy(2).

Prueba del aserto:
Sea a € 2 no estdndar. Sea B = £;(A,a) <; A. Entonces:

(-) B = IAg no estdndar y numerable,
(=) B = Thy, (V).

Por 1.5.4, existe € <§ B no estindar tal que € = PA. Entonces, € = Thy, (V) + exp
no estandar. Luego, de I11.8.6.1, se sigue que Thyy, (V) € SSy(€). Ahora bien:

C<oB <A = SSy(€) C SSy(B) C SSy(A).
En consecuencia, Thyy, (N) € SSy(). O



Capitulo III: Extensiones de complejidad acotada 71

TEOREMA II1.3.7.
(a) Sea T una Il;—extension de LA . Entonces:
(a.1) T es verdadera.
(a.2) Thy, (N) es recursivo en Thy, (T).
(a.3) Para todo 2 = T no estdndar, se tiene que:
(a.3.i) Thy,(N) € SSy(2).
(a.8.ii) Si 2 & Thy, (N), entonces Thy, (V) € SSy(&1(2A)).
(b) LA esdetipol —" 1.
DEMOSTRACION:
((a)): ((a.1)): Puesto que T = P~, (a.1) se sigue de II1.1.3.3.

((a.2)): Por (a.1), T + exp es consistente. Luego, T + exp es una II;-extensién de
LAT + exp. Por II1.3.5—(b), LA] + exp es de tipo 2 — 1. Por tanto:

Thr[1 (T + exp) = Thn1 (Thr[l (T) + exp) = Thr[1 (N)

En consecﬁencia, Thy, (V) es recursivamente enumerable en Thy, (T) + exp. Ahora
bien, los conjuntos Thyy, (T) + exp y Thyy, (T) son Turing—equivalentes, luego Thyy, (V)
es recursivamente enumerable en Thyy, (T). Por tanto, de II1.3.4.1, se sigue (a.2).

((a.3)): Sea A = T no estandar.
((a.3.i)): Sea a € A no estandar. Sea B = R1(A,a) <1 A. Entonces:

(=) B = IAp no estdndar y numerable,
-) BET.

Por 1.5.4, existe € <§ B no estdndar tal que € |= PA. Luego:
(<) €E T + exp.

Puesto que LA] +exp es de tipo 2 — 1, entonces T+exp = Thy, (V). En consecuencia,
€ | Thy, (V) + exp no estdndar. Luego, de I11.3.6.1, se sigue que Thyy, (V) € SSy(€).
Ahora bien:

C<oB <o = SSy(€) C SSy(B) C SSy(A).
Por tanto, Th, (M) € SSy(2A).

((a.8.ii)): Supongamos que 2 = Thy, (NV). Entonces, £;(2) es no estanuas. ademds,
puesto que R1(”) <1 A, se tiene que K;(™A) = T. Luego, de (a.3.i), se sigue que
Thy, (V) € SSy(R1 ().

((b)): Se sigue de (a.2). [ |
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Nota II1.3.8. De II1.3.7-(a.3), se sigue que una condicién suficiente para probar que
la teoria LAT es de tipo 1 — 1 es:

(OTH) Sea T una II,-extension de LA] tal que T =< Thp, (V). Entonces, existe
A = T tal que R1() es no estdndar y Thy, (N) € SSy(R;(A)).

3.B Complejidad descriptiva de II, ,—extensiones de BX_ , IX

Norta II1.3.9. Puesto que los fragmentos IX,,, BY,

(-) poseen Il o—extensiones (Thy,,,(N) es una extensién de ambos),

(-) son extensiones de LA,

entonces, de II1.3.5 (LA, + exp de tipo n + 2 — n + 1), se sigue que:

(-) I¥,  esdetipon+2—n+1.

(-) n>0)BX, esdetipon+2—-n+1

(-) BET + exp es de tipo 2 — 1.
Ahora bien, Thyy,, (AV) no es una extensién de BE, ; (y, por tanto, tampoco de IX. ;).
Luego, nos preguntamos si podemos mejorar los resultados anteriores, es decir:

(Es I | una teorfa de tipon +2 — n + 27

(Es BY, | una teorfa de tipon+2 —n+ 27

En lo que sigue, responderemos afirmativamente a la primera cuestién y obtendremos
una solucién parcial para la segunda: BX,,, (+ exp, si n = 0) es una teoria de tipo
n+2-Yn+2.

La herramienta bésica es el uso de estructuras de elementos X, .1—definibles a partir de
elementos II, ;—definibles, o II,,+1—minimales.

PROPOSICION 111.3.10. Sean T una teoria I, o—axiomatizable y ¢ € Tnyo cerrada tales
que T +1X, | + ¢ es consistente.
(a) Supongamos que T + ¢ = BX_,,. Entonces:

T +1Z, ., + ¢ < Thy, (V).
(b) Supongamos que T == BX_ .. Entonces:
T+IZ, , < Thy,,,(N).
(c) Son equivalentes:
(c1) T+p=1% ;.
(c.2) T+ ¢ <= Thy, ,(N).
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DEMOSTRACION:
((a)): (T+IX,,;+¢ => Thy,,,(N)): Por reduccién al absurdo, supongamos que existe
A= THIE, |+ talque A = Thy, (V). PorIL.2.8,de A = IX ; y A & Thy,,,(V),
se sigue que existe a € £y, () no estdndar.
Sea 8(z) € I, tal que ¢ es la férmula 3z 6(z). Puesto que A = 3z (z) y A = LI,
existe b € M, 41(2) tal que A = b = (ux) (6(z)). Entonces:
RrH—l(Ql, a, b) <n+1 A = R/n%-l (Q[a a7b) *: T+ H(b)
= Rfpr1(W,a,b) =T+ 326(2)
= Rn1(2,0,b) EBX .

Puesto que a € &y, ., (A) y b € Myp41(2), lo anterior esta en contradiccién con I1.3.8—(c).

(Thp,,,(N) = T +1Z,, | + ¢): Puesto que T + ¢ es V, 9-axiomatizable, basta ver
que T + ¢ es una teorfa verdadera. Sea 2 = T + IX ,; + ¢. Por lo anterior, se tiene que
T+1X, 4+ ¢ = Thp, ,(N). Luego, A = Thy, ,(N). Por tanto, N <12 Ay, en
consecuencia, N' = T + ¢.

((b)): Se sigue de (a), tomando como ¢ una férmula vélida, por ejemplo, 0 = 0.

((c)): ((c.1)==>(c.2)) Por (c.1), se tiene que T +IX ., + ¢ < T + ¢. Luego, el
resultado se sigue de (a).

((c.2)=>(c.1)): Inmediato. |

TEOREMA IIL.3.11.
(a) IZ; | esde tipon+2 — n+2.
(b) (n>0)IA,,, esdetipon+1—n+1.

DEMOSTRACION:
((a)): El resultado se sigue de II11.8.10—(c), sin m4s que considerar como ¢ cualquier
férmula vilida, por ejemplo, 0 = 0.

((b)): Sean T una II,;;—extensién de IA, . ; ¥y m =n— 1. Entonces:
T=IA, =18, =1IX ;.
Por tanto, T es una IL,;,1o-extensién de IX_ . Luego, de (a), se sigue que:
T <= Thy,, ,(N) <= Thy,,, (V).
Lo que prueba (b). [ |

1> €0 efecto:

Nota III.3.12. El resultado anterior es éptimo para IX

-) I¥ ., noesdetipon+3—n+2,
n+1
(pues IX | posee II, 3-extensiones finitamente axiomatizables: I¥,1).



Capitulo III: Extensiones de complejidad acotada 74

Sin embargo, para el fragmento IA7 ; queda pendiente el siguiente problema:
(Bs 1A, detipon+2 —n+17?

El problema anterior estd relacionado con las tres versiones de la conjetura de Paris—
Friedman. En efecto, se tiene que:

Aserto I11.3.12.1. (n > 0) Si IA_,, no es de tipo n+2 — n+ 1, entonces las tres
versiones de la conjetura de Paris—Friedman son falsas, para n > 0.

Prueba del aserto:

Para el caso de la versién sin parametros, es trivial (pues sabemos que, para n > 1, la
teorfa LA, | es de tipo n +2 — n + 1). Veamos los dos casos restantes.

Supongamos que existe una II, o-extensién consistente de la teorfa IA; ;, T, tal que
Thy,,,(T) # Th,,, (V). Entonces, por I11.1.3.4—(i), se tiene que T = Thp, ., (V).
Luego, existe A = T tal que A & Thyy,,, (N). Por I1.2.8, Rn41(2) es no estdndar. Por
tanto, de I1.3.8—(a), se sigue que Rn41(2A) & LA, ;. Puesto que T es una teoria Il 12—
axiomatizable y £,41(2) <41 A, entonces K,41(A) = T. Por tanto, R (A) F 1A, ;.
Ahora bien, por I1.3.4, f,11(8n+1(2A)) = Knt1(A). Luego, de I1.3.2—(b), se sigue que
Rn1(A) F TAn41.

Hemos obtenido que £,4+1(2) | IAnt1, pero £,41(2A) & LA, ;. En consecuencia, se
tiene que IA,11 2> LAn;1 y UIAny1 =< ULAgy. a

En el caso n = 0, sabemos que LA] + exp es de tipo 2 — 1. Luego, razonando como
antes, se obtiene que:

Aserto II1.3.12.2. Sila teoria IAT +exp no es de tipo 2 — 1, entonces las tres versiones
de la conjetura de Paris—Friedman son falsas, para n = 0.

TeEOREMA I11.3.13.
(a) Sea T una In4p—extension de BL;, | (consistente con exp, sin = 0). Entonces:

(a.1) T es verdadera.
(a.2) Thy, ,(N) es recursivo en Thy, ,(T).
(a.8) Para todo A |= T recursivamente saturado, se tiene que:

Thy,,,(N) € SSy(2).
(b) Se tiene que:

(b.1) (n>0)BX,,, esdetipon+2—"n+2.
(b.2) BX] + exp es de tipo 2 =% 2.
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DEMOSTRACION:
((a)): ((a.1)): Puesto que BX ; == LA, entonces T + exp es una II,2-extensién
de LA, ,; +exp. Por I11.3.5, LA, ; + exp es de tipo n + 2 — n + 1. Por tanto:

'I‘l'?lHM,1 (T + exp) = Thnn_H (N)
Sea B |= T 4 exp. Entonces, B = Thy,,, (V). Por tanto, N' <41 B y, en consecuencia,
NET.
((a.2)): Por (a.1), T+1IX,, es consistente. Luego, de II1.3.10—(b), se sigue que:
Th, (T +IX.,,) = Thy,,,(Thp,,,(T) +IX7,,) = Thy, (V).

En consecuencia, Thyy, , ,(N) es recursivamente enumerable en Thyy, ., (T)+IX;, ;. Ahora
bien, puesto que I¥_ , es recursivamente axiomatizable, los conjuntos Thyy, ., (T)+IX
y Thy,,,(T) son Turing-equivalentes. Luego, Thy,,,,(N) es recursivamente enumerable
en Thy, ,(T). Por tanto, de I11.3.4.1, se sigue (a.2).

((a.3)): Sea A = T recursivamente saturado. Consideremos el conjunto de férmulas:
P(z) = {(2)rp7#0 o ¢ : p € HppaNSent }.

Entonces, P(z) es un tipo recursivo sobre 2. Puesto que 2 es recursivamente saturado,
existe a € A tal que A |= P(a). Por tanto, para toda ¢ € II, 2 cerrada, se tiene que:

A (a)rn £ 00 .

En consecuencia, Thyy,, ,() € SSy(2A). Ahora bien, por (a.2), para la teorfa Thyy, , (),
se tiene que Thyy, ,(N) es recursivo en Th,,,(2). Puesto que SSy(2) es un conjunto
de Scott (véase 1.7.5), entonces:

Th, (%) € SSy(2)

= Th N) € SSy(A).
Thy,,, (V) recursivo en Thyy,,,(2) } tsz (V) v

Lo que prueba (a.3).

((b)): Se sigue de (a.2). |

Nota II1.3.14. (Sobre la existencia de elementos II,;;—definibles).
Queda pendiente pues el siguiente problema:

(BTH) BX, , esde tipon+2 —n+2.

Dicho problema est4 relacionado con el problema (II-DH) sobre la existencia la elementos
no estandar II,,1-definibles, en modelos de BX, ;1 (véase I1.2.9). Se tiene el siguiente
aserto.
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Aserto 111.3.14.1. Si (II-DH) es cierto, entonces:
BY, ,, +texpesdetipon+2—n+2.

Prueba del aserto:
Sea T una II,;o-extensién consistente de BX,  ; + exp. Puesto que BXY,4+1 es una

extensién Y, 3-conservativa de BE_ ;, basta probar que T + BY,; = Thp,,, (WN).
En efecto, para toda ¢ € II,,42 cerrada:

T+BI,y1Fe = existe § € Ax(T) tal que BE,11 +0F ¢
—> existe § € Ax(T) tal que B, ;1 F0 — ¢
= existe § € Ax(T) talque BY, ,F0— ¢
= Tt

Supongamos que existe 2 = T + BX,4; tal que A = Thy,,,(NV). Entonces, razonando
como en la prueba de I11.3.10—(a), se llega a contradiccién. Nétese que para desarrollar
dicha prueba, solamente necesitamos la hipétesis % |= I¥, | para asegurar la existencia
de algtin elemento no estdndar II,,; ;—definible en . Sin embargo, puesto que A = BX,, 41,
ahora obtenemos esa conclusién por (II-DH). a

El problema (II-DH) es también relevante para el estudio de las teorfas B*A,1(T)™, es
decir, la versién sin pardmetros del fragmento B*A,, 1 (T) (véase IV.3.26). Consideremos
la siguiente variante de (II-DH).

(TI-MH) Sean % = BE.y y ¢(z) € 1T, tales que A = Jxp(z) y N ¥ Jzo().
Entonces, existe a € Mp41(2) no estdndar tal que A |= ¢(a).

Entonces, como en la prueba de I11.3.10—(a), teniendo en cuenta las observaciones en la
prueba del aserto anterior, se obtiene que:

Aserto II1.3.14.2. Supongamos que (II-MH) es cierto. Sean T una teoria Il +9—axio-
matizable y ¢ € Y19 cerrada tales que T+ es consistente y T+¢ = BX, ;. Entonces:

T + ¢ <= Thy,,,(N).

Por el aserto anterior, las propiedades (II-DH) y (II-MH) permitirfan refinar varios re-
sultados sobre la teorfa B*A,,1(T)~, que obtendremos en el capitulo I'V (véanse IV.3.25
y IV.4.11).
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4 Extensiones mediante formulas de complejidad acotada

En el capitulo IV estudiaremos relaciones entre fragmentos para férmulas A,41(T)
(fragmentos relativizados). La propiedad esencial para separar dichos fragmentos es la
siguiente. Bajo ciertas condiciones sobre la teorfa T, existe ¢ férmula cerrada, cuya
complejidad no depende de T, tal que el correspondiente fragmento relativizado, junto
con la férmula ¢, es una extensién de algiin fragmento clésico (véanse IV.3.5, IV.3.11).

Por ejemplo, existe ¢ € ¥, tal que IA,+1(PA) + ¢ = IX, 1. Por tanto, si probamos
que BX, 11 + ¢ == I¥, 1, entonces, obtenemos que B*A,,11(PA) no es una extensién
de IA,+1(PA).

Esta técnica para separar fragmentos relativizados motiva el estudio de la siguiente cuestion:

(-) Sean T, T3 tales que Ty =x=> Ty y I' C Sent.
Obtener condiciones sobre la complejidad de las férmulas de I' que permitan asegurar
que T + T = Ts.

En lo que sigue, estudiamos dicho problema para fragmentos cldsicos y fragmentos sin
pardmetros.

Propiedades de I1¥,,+1, BXp11:

ProPOSICION I11.4.1. SeaI' C ¥,,3 un conjunto de férmulas cerradas.
(a) SiBZ,+1+ T es consistente, entonces:

BE, 1+ T =2 I8,
(b) SiIX, ;4T es consistente, entonces:

I, +T =218,
(c) SiBX, | +exp+T es consistente, entonces:

BT, + T =2 BS,y1.

DEMOSTRACION:
((a)): Puesto que ' C X,43, existe {8;(x) : 4 € w} sucesién de férmulas II, tales que
I'={3z6;(z) : i € w}. Sean ¢, d nuevos simbolos de constante y T la siguiente teorfa:

BX,mi+T'+{m<c:mew}t+{6:((d);) : i € w}.

Puesto que BYX, ;1 + I es consistente, por un argumento de compacidad, se obtiene que

T es consistente. Sean 2’ un modelo de T y A = Qlf ¢+ Sean a,b € U las interpretaciones

de las constantes ¢ y d, respectivamente (nétese que a es un elemento no estdndar).
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Aserto I11.4.1.1. J,11(2A,a,b) =T

Prueba del aserto:
Sea Jz 6;(z) € I'. Entonces, 2 = 6;((b);). Por tanto:

A = 0:((b)i)
Rnt1(, a,b) <n41 2
f(z) € 1§ P

(b)z € ﬁ'n—i-l(gl7 a, b)

Luego, de fn41(2, a,b) <nt1 Ins1(A, a,b), se sigue que Tn41(A, a,b) = 6:((b):). En
consecuencia, J,+1(2, a,b) E Iz 6;(z). g

= Ant1(%, 0,b) = 0:((0):)

Entonces:

(_) jn-{—l(mv a, b) '= an-l-l + F,
() Tnt1(A, a,b) P IS, [11.3.13—(a)].

Lo que prueba (a).

((b), (c)): Los resultados se siguen de II1.2.2, pues IX_,, + 'y BX,, + T son teorias
¥ ,+3—axiomatizables. n

Nota II1.4.2. El resultado anterior es éptimo para induccién. En efecto, puesto que
IZ, 41 es una teorfa Il,;3-axiomatizable y finitamente axiomatizable, existe ¢ € Il,43
cerrada tal que:

an.{.l +¢9 = Izn+17

Para coleccién, el resultado es también éptimo para n > 0 (pues, en este caso, sabemos
que BX,,;; es finitamente axiomatizable y, por tanto, es axiomatizable por una férmula
1,,:3). Sin embargo, queda pendiente saber si en II1.4.1—(c), para n = 0, es posible
eliminar la funcién exponencial. Nétese que si fuese posible, entonces el problema (NE)
tendria respuesta negativa.

Propiedades de B, ;:

Para obtener modelos de teorfas ¥, s-axiomatizables que no sean modelos de BX .,
usaremos el lema I11.4.3. La idea para la prueba de II1.4.3 aparece, esencialmente, en la
demostracién de la proposicién 1.13 de [15].
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LEMA I11.4.3. Sean T = {3x6;(x) : Oi(x) €I, |, i €w} C Loy AT +IX | tales

que:
(i) 2 l# Thnn+2 (N),
(ii) T' € SSy(Rns2(2)),
(iii) {a; € A :a; = (uz) (8;(z)), © € w} no es cofinal en Ry 42(A).
(A) tal que, para todo B:

B<,ApeB = DBETI.

Entonces, existe p € fn,,,,

DEMOSTRACION:

Puesto que 2 = IX |, entonces R, 12(A) <nt2 A, Rn2(A) E IS 41y, de I1.2.8 y (i), se
sigue que R, 12(2A) es no estdndar. Por (iii), existe a € R,42(A) tal que, para todo i € w,
A |= 3z < ab;(x). Por tanto, para todo i € w:

Bnt2(A) | Jz < abi(z).
Por (ii), I' € SSy(Rn+2(2A)), entonces:
(1) existe b € Rn42(A) que codifica el conjunto {70;(z)™ 1z € w} Cw.
Luego, para todo k € w:
Rnt2(A) EVv < k3z < a((b), # 0 — Satp,,,, (v, 7).

Sea @ € Rny2(A) de longitud no estdndar tal que R,42(A) E Yv < Iga) ((@), = a).
Entonces, para todo k € w:

An2(®) = Fu < V0 < k((8)y 70 — Satm,, (v, (w),)):

Puesto que R,4+2(2) = IX,,41 es no estandar, por el principio de overspill para férmulas
20(Zn+1) (1.2.5), existe ¢ € Rp12(A) no esténdar tal que:

Fns2() b= Fu < aV0 < ¢ ((B)o # 0 — Satn,,, (v, (u)y)).

Sea d € Rn12(2) tal que Rup2(A) = Vv < c((b)y # 0 — Satq,,, (v, (d)y)). Por la prueba
de II.2.6, existe p € Ay, , (™) tal que d = (p)oo.

Aserto I11.4.3.1. Para todo B <, 2, se cumple que:
peEB = BET

Prueba del aserto:
Sea B <, A tal que p € B. Para todo k € w, se tiene que (d)y € B. Seani € w y
k ="6;(z)". Entonces:
Rnr2(2) | (b)k # 0 — Satq,,, (k, (d)k)
Rn+2(A) E @k #0 [(1)]

Por tanto:

} == ﬁ71—{—2(9[) P= SatHn+1 (ka (d)k)
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Bns2(A) | Satm,,, (k, (D)) = Rnr2(A) FO:((dk) [k ="0:(2)7]
=> A= 0:((d)k) [Br+2() <ns2 U]
= B Ei((d) [B < 2]
= B Jzb;(x).
En consecuencia, B T O
Del aserto, se sigue el lema. u

COROLARIO II1.4.4. Sea ¥ |=IX;, tal que A = Thn,,,(N). Existe p € &n,,, () no
estandar tal que, para todo X C :

Rn1 (2, X U {p}) EIIL 4.

DEMOSTRACION:
Sea {¢i(z) : i € w} una enumeracién recursiva de las férmulas X del lenguaje £. Para
cada i € w, sea 0;(x) € I, la férmula:

Vu ~i(u) V (pi(z) A VY < z-9i(y)),

esto es, 0;(z) = Jup;(u) — z = (uy) (vi(y)).
Puesto que las teorfas ITI, , ; y LY, ; son equivalentes, entonces:

I, , < P~ + {3z6i(z) :

il i € w}.

Aserto I11.4.4.1. Para cada i € w, existe a; € R,+1() tal que:
A | Iz < a; 0i(z).
Prueba del aserto:
Sea i € w. Puesto que & |= Il |, se tiene que 2 |= 3z 0;(x).
Caso A: A = VYu—yp;(u). Entonces, basta observar que 2 = 6;(0).
Caso B: A }£ Yu—p;(u). Entonces, existe b; € 2 tal que A |= b; = (ux) (pi(z)). En
consecuencia, A = 3z ¢;(z). Ahora bien, p;i(z) € X, | ¥ Rnt1(A) <n41 U; luego,

Rn+1(A) = 3z @i(z). Sea a; € Kny1(A) tal que Rny1(A) = wi(a;). Entonces, b; < a;.
Por tanto, A = 3z < q, 6;(x). a

PorI11.2.8,de A =IX | y % b~ Thy,,,(N), se sigue que R,42(2) es no estdndar. Luego,
por I1.2.11, existe a € Rp42(A) — Jo+1(~A). Entonces, del aserto anterior, se sigue que,
para todo ¢ £ «+ ™ = 3z < af;(z). Puesto que Rn12(A) <nt+2 A, entonces, para todo
1 € w, Ru2(A) = 3z < ab;(z). Por tanto:

(—) Ql bé Thnn+2 (N)
() {ci €U :ci = (uzx) (0i(z)), © € w} no es cofinal en Kni2(A).
(=) T ={3z6i(z) : i € w} € SSyY(Rn+2(A)) [T es recursivo].

Luego, el resultado se sigue de I11.4.3. u
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PROPOSICION II1.4.5. Sean I’ C II,,2 NSent y ¢ € T,,9 cerrada tales que la teoria
IX. . + T + ¢ es consistente.
(a) Supongamos que IX, +1II,; + T + ¢ = BX, . Entonces:

IX .1+ T+ ¢ <= Thy,,,(N).
(b) Supongamos que I' es recursivo. Entonces:

I¥, + UL, + T+ ¢ x> BZ |

DEMOSTRACION:
((a)): I¥;;;+T'+¢ = Thy,,,(N)): Por reduccién al absurdo, supongamos que existe
AE=IE, , + T+ ¢ tal que A ¥ Thy, ,,(N).
Sea 6(z) € 11, tal que ¢ es la férmula 3z6(x). De A = 3z 6(x) y A k= LII, ,, se sigue
que existe a € My41(2) tal que A |= a = (uz) (6(z)). Por IT1.4.4, puesto que A = IT
y % ¥ Thy,,,(N), existe p € A, (A) no estdndar tal que £,41(A,a,p) = | 18
Entonces:
ﬁn+1(9l a,p) <nt1 A = Rpp1(A,a,p) IO, +T +6(a)
= Ru11(A,a,p) EIL, +IH;+1+F+3339( z)
= fnt1(,a,p) =B,

Lo anterior est4 en contradiccién con I1.3.8—(c).
(Thn, ,,(N) == IZ, | + '+ ¢): Como en la prueba de I11.3.10—(a).

((b)): Por reduccién al absurdo, supongamos que I¥, + I at+tl+e = BY .
Entonces, de (a), se sigue que IX_ , + I'+ ¢ <= Thy,,,(N). Contradiccién, pues
IX. .1 + '+ ¢ es recursivamente axiomatizable. n

Nota II1.4.6. La hipétesis T recursivo, en el resultado III.4.5—(b), es necesaria. En
efecto, I' = Th,,, (V) es un conjunto de férmulas IT, 2 cerradas tales que IX 41 tDes
consistente y I¥, + I, + T = BX_ ;.

Ademés, por I11.4.5—(a), Thy,,(N) es recursivo en Thy, ,, (T'), para cualquier conjunto
I' C 1,42 que verifique la propiedad anterior.

Propiedades de IZ,

El anilisis del crecimiento de las funciones recursivas en una teorfa, sectin la complejidad
sintdctica de sus axiomas (véase II1.2.6), nos permite establecer el siguiente resultado.

PROPOSICION 111.4.7. SeaT' C ¥,,, N Sent
(a) SiBX,11 + I es consistente, entonces:

BYnt1+T == 1IX
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(b) SiI¥, + I, , 4+ T es consistente, entonces:

I, + 10, + T == 1X_ ;.

DEMOSTRACION:

((a)): Supongamos que BY, .1 + I es consistente. Sea D, (z,y) € II, la férmula definida,
en I-8, a partir de iteracién y diagonalizacién. Entonces, IX, ; F Vz 3y Dy(z,y). Por
tanto, del siguiente aserto, se sigue (a).

Aserto 111.4.7.1. BX, 11 + '/ V2 3y Dy(z, y).

Prueba del aserto:
Supongamos, por reduccién al absurdo, que B, 11+ F Vz 3y Dy (z, y). De I11.2.6,
se sigue que existe m € w tal que:

(1) IL, + T+ 32Vz (z > 2 = Jy < Kypm(z) Da(z,9)).
Sea 2 E BX, 41 + I no estdndar. Por (1), existe a € 2 no estdndar tal que:
(2) A EVe 2 ady < Kom(z) Dp(z,y).
Puesto que 2 = Vz 3y Dy(z, y), existe b € A tal que A |= Dy(a,b). Entonces, por
(2), se tiene que A |= Dy(a,b) A b < Ky m(a) < Knmt1(a). Contradiccion, pues es
un teorema en I¥, que (véase 1.8.4):
ITKn(zlv$7 yl) A ITIKn(Z%fB,W) ANz <z3—=y1 <Y

Lo que prueba el aserto. a

((b)): Supongamos que IX, + III, | + I' es consistente. Puesto que BX,;1 es una
extension I, o—conservativa de I¥,, ITIL, ; es ¥,.1o-axiomatizable y I' C ¥, 0, entonces
BX,4 1 + I, + T es consistente. Luego, de (a), se sigue que:

B,y +1  +T == 1IX ;.
Por tanto, IZ, +IIT_, + T == IX ;. n
Nota II1.4.8. La complejidad sintéctica de las férmulas del conjunto I, en I11.4.7, es
6ptima. En efecto, I' = Thyy,,,,(N) es un conjunto de férmulas II,2 cerradas tales que:

(1) BX,,; + T es una extensién consistente de IX,,;,
(2) IE, + III,,; + T es una extensién consistente de IX_ ;.

Ademss, el siguiente aserto prueba que Thy,,,(N) es recursivo en Thy, ,(I'), para
cualquier I C I1,,4+2 que verifique la propiedad (2) anterior.
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Aserto I11.4.8.1. Sea I' C II,42 N Sent tal que ITT; + I es consistente. Son equiva-
lentes:

(i) I, + T = I, .
(ii) Thnn+2 (IH;+1 + F) = Thnn+2 (N)

Prueba del aserto:

((i)==(ii)): Por II1.1.8.4, es suficiente probar que III,, + ' = Thp,,,(NV). Por
reduccién al absurdo, supongamos lo contrario. Entonces, existe 2 = III | + I' (luego,
por (i), & = 1E, ) tal que & }~ Thy,,, (V). DeIIL.4.4, se sigue que existe p € Ry, , (™)
no estandar tal que R,4+1(2,p) I, ,. Por tanto:

(=) Bn1(™,p) E IO, +T.

Luego, por (i), se tiene que Rny1(2,p) = IX,, ;. Lo cual estd en contradiccién con
I1.3.7—(b).

n+1

((ii)=> (i)): Inmediato. O

Propiedades de ITI_ ;:

PROPOSICION II1.4.9. Sea T C Il, 4o N Sent tal que BE, .1 + I es consistente.
(a) Son equivalentes:
(al) B, +I'=1II_,.
(a.2) Thp,,,(BX,,, +T) = Thq,, (N).
(b) Supongamos que I' C X,,,1. Entonces:
BY, 1+ =11, ,,;.

(c) Supongamos que T es recursivo. Entonces:

BZny + T 2o I, .

DEMOSTRACION:

((a)): ((a.1)=>(a.2)): Por IT1.1.3.4, basta probar que BE;, ; +T == Thy,,, (V). Por
reduccién al absurdo, supongamos lo contrario. Existe 2 = BX,; + T tal que 2 no es
modelo de Thyy,,,, (V). Por I1.2.8, &,,1() es no estdndar. Ademds, podemos suponer
que £,41(2) no es cofinal en A (si lo fuese, considerariamos una extensién elemental de A
en la que exista un elemento mayor que todos los de ). Entonces:

(=) Jnt1(2) | BEuy [1.6.1],
(=) Fn+1() = T [I1.3.10-(b.2)].

Luego, por (a.1), se tiene que J,1() = III_ ;. Lo cual est4 en contradiccién con el
teorema I1.3.13—(b).
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((a.2)==(a.1)): Inmediato.

((b)): Supongamos que BX,; + ' = III;,, ;. Entonces, por (a), se tiene que:
BE,, + T = Thn,,, (V).

Lo anterior estd en contradiccién con ITI.1.3.4—(ii).

((c)): Supongamos que BX, 11 + ' = III,_ ;. Entonces, de (a), se sigue que:
BY,,; +I'= Thp,,,(N).

Puesto que BX | 4+ T' es recursivamente axiomatizable, lo anterior esté en contradiccién
con ITI.1.3.4—(ii). n

Nota III.4.10. La complejidad sint4ctica de las férmulas del conjunto I', en I11.4.9—(b),
es 6ptima. En efecto, I' = Thy,,, (V) es un conjunto de férmulas Il cerradas tales
que BE;, | + T es consistente y BE,,, + ' = III; (el argumento anterior también
muestra que la hipétesis T' recursivo es necesaria en 1I1.4.9—(c)).

Ademdés, por I11.4.9—(a), Thy,,, (V) es recursivo en Thyy, ., (T'), para cualquier conjunto
[ C II,,4+1 que verifique la propiedad anterior.



Capitulo IV

Fragmentos Relativizados

1 Introduccién

En el presente capitulo, estudiamos Fragmentos Relativizados de la Aritmética. Es de-
cir, las teorfas obtenidas al restringir los esquemas de induccién, coleccién y minimizacion
a férmulas A,4+1(T), donde T es una teoria consistente.

El estudio de estos fragmentos fue iniciado en [10] y [16]. La técnica empleada en dichos
trabajos se basa en caracterizar las férmulas A,41(T) como férmulas acotadas de una
extensién adecuada del lenguaje £. La idea central para ello es obtener una caracterizacion
funcional de A,41-propiedades. Sin embargo, en este trabajo, emplearemos una nueva
metodologia para el anélisis de estas teorias: el estudio de ertensiones de fragmentos.

El objetivo fundamental del capitulo es establecer, para los esquemas relativizados, las
propidades habituales en el estudio de Fragmentos de la Aritmética:

(a) Relaciones entre Fragmentos Relativizados.

(b) Relaciones entre Fragmentos Clésicos y Relativizados.

(c) Resultados de Conservacion.

(d) Resultados de Axiomatizacién.

Estudiamos también las propiedades anteriores para las versiones sin pardmetros de los
fragmentos relativizados, que hasta el momento, no han sido consideradas.

El resultado principal para desarrollar el trabajo anterior es que, bajo ciertas hipdtesis
sobre T, es posible relacionar la clase los modelos de un fragmento relativizado de T con
la unién de la clase de los modelos de Thy, ,(T) y la clase de los modelos de un fragmento
clasico adecuado (véanse IV.3.4, IV.3.8).

85
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2  A,1(T) —propiedades

En esta seccién introducimos las versiones sin pardmetros de los fragmentos relativiza-
dos y establecemos las relaciones bésicas entre ellos. Con este propdsito, consideramos
también las versiones para fragmentos sin pardmetros de las A, j—propiedades definidas
en [10] y [16] (véase I-4.B).

DEFINICION IV.2.1. Sea T una teorfa
Ant1(T)” ={p(z) € ., : existe ¥(x) € II,; tal que T F p(z) = (x)}.
A (T)” ={y(z) €I, : existe p(x) € £, tal que T F9(z) & p(z)}.
IN, 1 1(T)” =P +{I,z: o(z) € A (T)"}
LA, 1(T)” = P+ {Lyz: ¢(z) € Ant1(T) 7}
IA7 L (T)” = P™ 4+ {Iye: ¢(x) € A7,(T)7}
 LAL(T) = P4 {Lye: (a) € AL (T) ).
B*Ap4+1(T) ™ es IAg junto con
Ve Iy p(z,y) — V2 IuVz < 23y <up(z,y),

donde ¢(z,y) € Il y Iy p(z,y) € Any1(T)".

Diremos que:

(=) T tiene A, ,-induccién si T = IA,41(T)".

(-) T tiene A7 —induccién si T = IAY (T)".

(-) T tiene A} -minimizacién si T = LA, 1(T)".

(=) T tiene (II,42, A, )-minimizacién si Thy, ,,(T) = LA,1(T)".

(-) T tiene A7/ ;~minimizacién si T = LAY ,(T)".

(=) T tiene A, ;—coleccién si T == B*An41(T)".

(-) Tes Ay, —cerrada si Apy1(T)™ es cerrada, en T, bajo cuantificacién acotada.
(=) T es AL, ,-PF si IA,(T)~ <= LAY, (T)".

(-) T es A% ,~PF si IA%, | (T)~ <= LAn41(T) .

NoTA IV.2.2. Se verifican las siguientes relacioncs ..we las A —propici. ~ introduci-
das.

(T=1A;,,) = T tiene A, ;~induccién = (T=1X;)
(T=1LA,,;) =  Ttiene A, ;—minimizaciln = (T =1I%,)

(T=BX,, = T tiene A, ;—coleccién = (T=1I%,)
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(-) Si T tiene una A, -propiedad, entonces tiene la correspondiente A, —propiedad.

() Para n > 1, no es cierto el reciproco para induccién y minimizacion:

IA, ., tiene A, -induccién, pero, puesto que no extiende a 1Y, no tiene
A, +1-induccién.

LA, ., tiene A/ ;-minimizacién, pero, puesto que no extiende a IY,, no tiene
A, +1-minimizacién.

(-) Como veremos en IV.2.4, para coleccién ambas propiedades son equivalentes.

Aserto IV.2.2.1. Sea T una teoria consistente.
(i) Thr,,,(T) + IA,41(T) es I, +p-axiomatizable.
(ii) Thy,,,(T) 4+ IAn4+1(T) ™ es I, yo-axiomatizable.
(iii) Thy,,,(T) + B*Ap11(T) es [I,4o-axiomatizable.
(iv) Thp,,,(T) + B*Ap41(T) ™ es Il 4 2-axiomatizable.

Prueba del aserto:
((i), (ii)):-Para cada ¢(z) € Znt1 y ¥(z) € Haq1, sea I, 4 la férmula:

$(0) AVz [p(z) = Pz + 1)] - Ve i(2).
Sea LAns1(T) = P~ + {Tpy : 9(2) € Snis, $(2) € Tnsr, T 9(z) o ¥(2)}.
Puesto que Thp,,(T) F I, < I, entonces:
Tth+2 (T) + IAn+1(T) — Thnn_',2 (T) + I.An+1(T).

Puesto que I,y € IInyg, la teorfa Thyy,,,,(T) + LIeApt1(T) estd II,o-axiomatizada. Lo
que prueba el resultado.

((iii), (iv)): Probaremos (iv). La prueba de (iii) es similar. Consideramos los siguientes
casos:

Caso A: n=0. Sea B;’ " la siguiente formula:
VzVy(z,y) — VzIuVz < 23y < up(z,y).
Consideramos la teoria:
5A1(T)" =1A0+{B , : ¢(z,y) € Il5, ¥(z,y) € T, T+ Iy p(z,y) < Vy¥(z,y)}-
Puesto que Thy,(T) F B, « B, 4 se tiene que:
Thy, (T) + B*A;(T)~ < Thy,(T) + B{AL(T) ™.

Puesto que B, € Ily, la teorfa Thyy,(T) + B§A1(T)™ estd [I,-axiomatizada. Lo que
prueba el resultado.

Caso B: n > 0. Para cada ¢(z,y) € II7, sea ¢/(z,u) € II,; tal que:
BE, FVz <23y <up(z,y) < ¢'(z,u).
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Sea B;,w la siguiente férmula:
Ve Vyy(z,y) — Yz Iuy'(z,y).

Consideramos la teoria:
BiAn 1 (T)” =180 +{B_, : ¢(z,y) €I, ¥(z,y) € 7, T+ Iye(z,y) & Yyy(z,y)}
Por IV.5.5.5, B*A;1(T)~ = IX,,. Puesto que n > 0, entonces B*A,;1(T)” = BXL,.
Ademss, B, + Thy,,,(T) F B, < B_ - Por tanto:

Th, ,,(T) + B*Ans1(T)” <= BX, + Thy, ,(T) + B;An 1 (T) .

La teoria que aparece en la parte derecha de la equivalencia estd II,,,s—axiomatizada. Lo
que prueba el resultado. a

En [10] y [16], los autores prueban que una teoria, T, tiene una A, _;—propiedad si, y sélo
si, Thy,,,(T) la tiene (véase I.4.5—(b)). A continuacién, veremos que este resultado es
también cierto para las propiedades de A, ;~induccién y A, —coleccién. Sin embargo,
no sabemos si el resultado se verifica para A, ;~minimizacién (por este motivo, se ha
considerado en la definicién IV.2.1 la propiedad de (II,12, A, ;)-minimizacién).

Aserto I1V.2.2.2.
(i) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i.1) T tiene A__ ,-induccién.
(1.2) Thy,,,(T) = 1An(T)".
(ii) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(ii.1) T tiene A, j—coleccién.
(ii.2) Thnn+2(T) - B*A,H_l(T)—.

Prueba del aserto:
((1)): ((i.1)==(i.2)): Basta observar que:

(T=1A,11(T)") = (T = Thy, ,(T)+IAn+1(T)7)
= (Thyp,,,(T) = Thp,,,(T) +I1A,4+1(T)") [IV.2.2.1]
= (Th,,,(T) = IAn41(T)7).

((i.2)==(i.1)): Inmediato.
((ii)): Similar a la prueba de (i). O

A continuacién, establecemos algunas relaciones bésicas entre los fragmentos relativizados
sin parametros.
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Aserto 1V.2.2.3. Se verifican las siguientes relaciones.
(i) Induccién y minimizacion:

LAy 1(T)
)
I, = IA;(T)” <=' LAn(T)” = IX;
t
I, = LA (T)” le= IA,u(T)” = IE;
ft
IAn—H(T)

Donde: =! y <= siT es A, —cerrada.
(ii) Coleccién:
BX ., = B*A,.(T)” =2 BL;
i ft
Bt = B*A,1(T)
Donae: =2sin>0.

Prueba del aserto:

Puesto que £, C A,+1(T)™, entonces IA,1(T)~ => IX;. Para cualquier férmula
e(z,y) € II,_{, ye(z,y) € Ant1(T)~. Luego, B*A,1(T)” = BII,_; < BX].
Para probar que LA, .1(T)” = IX;, basta observar que II,; C Ap1(T)™ y que las
teorfas IX; y LII son equivalentes.

Como en las pruebas habituales de LIl ; => IX, 41 y LE,+; = IIl,41, se obtiene que
LA} (T)” = IAp411(T)” y LA (T)” = 1A (T) .

Si T es A, —cerrada, como en la prueba habitual de IX,+3 = Llln41, se obtiene que
1A} ((T)” = LA, (T)".

Para la prueba de IA,1(T)” =! LA} +1(T)™, usaremos resultados que probaremos més
adelante en este capitulo. Sean T una teorfa A, —cerrada y & |= IAn1(T)”. Veamos
que 2 = LA}, (T)~. Consideramos los siguientes casos.

Caso 1: & = Thy,, ,,(T).

Entonces, por IV.2.3—(a), A = IA% (T)~. Puesto que T es A, ,—cerrada, entonces
A = LA,4+1(T)~. Luego, de IV.2.3—(c), se sigue que A = LA? (T)".

Caso 2: A = Thy,, ,,(T).

Entonces, por IV.3.8, % = IZ,,, (<= LII, ). En consecuencia, 2 |= LAy (T)". O
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LeMma 1V.2.3.
(2) Thy,,,(T
(b) Thy, (T

+ 1A, 11(T)” = 145 (T)".

+IA7 (T)” = IA,+1(T)".

(¢) Thy,,,(T) + LAn1(T)” = LA; 4(T)”

(d) Thy,,,(T)+ LA} (T)” = LAn+1(T)".

(e) Sea T = IE;. Entonces:

Thy, ,(T) + B*An 1 (T)” = B*Ant1(T).

— e N S

DEMOSTRACION:
((a)): Sean A |= Thr,,,(T) + IAL1(T)” y ¢¥(z) € Ay (T)~ tales que:
) AEY(0), y A E¥(@) - ¢z +1).
Sea p(r) € £, tal que T F ¢(z) < 1(x). Puesto que A = Thy,,,,(T), entonces:

(=) AE9(0), y 2 o(z) = o(z+1).

Por tanto, de A = IA,1(T)” vy ¢(z) € Apny1(T)™, se sigue que A = Ve p(z). En
consecuencia, 2 |= Vz ¢(x).

((b), (c) y (d)): La prueba es similar.
((e)): Sean A |= Thy,,,,(T) + B*Ant1(T) ™, ¢(z,y,v) € I, y a,b € A tales que:

(_) ay (p(IL', Y, U) € An-i—l(T),
(_) A ’= Vz < aHycp(x,y,b).

Sea O(x,y,v) € L, tal que T + 3y p(z,y,v) & Yy d(z,y,v). Consideramos:
o(w,y) = o((w)o, y, (w)1) V ~0((w)o, y, (w)1).

Se tiene que:

Aserto IV.2.3.1.
(i) T+ Vw3yd(w,y).
(i) 3yd(w,y) € Any1(T)™.
Prueba del aserto:
((i)): Sean B |= T y c € B. Entonces:

B ‘: ay W((C)Ov Y, (C)l) o \'/yO((c)o, Y, (C)l)‘
Consideramos los siguientes casos.
Caso A: B = Jy ¢((c)o, ¥, ()1)-
Sea d € B tal que B = ¢((c)o, d, (¢)1). Entonces, B = d(c,d).
Caso B: B § 3y ¢((c)o, y, (c)1)-
Entonces, B }~ Yy 8((c)o, y, (c)1). Por tanto, existe d € B tal que B = —8((c)o, d, (c)1)-
Luego, B = 6(c, d)
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Lo que completa la prueba de (i).
((ii)): Puesto que §(w,y) € II,, el resultado se sigue de (i). O

Por la parte (i) del aserto y % = Thy,,,(T), se tiene que 2 | Vw3y §(w,y). Sea
(a,b) = ¢ € A. Entonces, % = Vw < cJyd(w,y). De la parte (ii) del aserto y de
A = B*A,+1(T)™, se sigue que existe d € A tal que:

A Vw < ey < dié(w, y).

Puesto que z < a — (z,b) < {(a,b) = c, se tiene que:

A Vz < ady < d(p(z,y,b) vV -b(z,y,b)).
Puesto que 2 k= Vz < aVy8(z,y,b), entonces A k= Vr < a3y < do(z,y,b). |

ProprosICION 1V .2.4.

(a) Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a.1) T tiene A, ,-induccidn.
(a.2) -T tiene A’ ~induccién.

(b) Las siguientes condiciones son equivalentes.
(b.1) T tiene A, ;—minimizacién.
(b.2) T tiene Ay, —minimizacién.

(c) Sea T == IEy. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(c.1) T tiene A, —coleccién.
(c.2) T tiene Ap4q—coleccion.

DEMOSTRACION:
El resultado se sigue de IV.2.3. u

Por dltimo, establecemos relaciones entre las A, ;—propiedades introducidas.

PRroposICION IV .2.5.
(a) Si T tiene A, | -minimizacidn, entonces T tiene A, |~induccion.
(b) Si T tiene A, —induccién y es A, —cerrada, T tiene A, ,-minimizacion.
(c) Si T tiene A, —coleccidn, entonces:
(c.1) T tiene (Il 42, A, ,)-minimizacién (y; por tanto, A, 1-induccién).
(c.2) T es A, -cerrada.

DEMOSTRACION:
((a)): Supongamos que T == LA,;+1(T)~. Entonces:
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T — LAL(T)" [IV.2.4-(b)]
= A, (T)" [IV.2.2.3].

Luego, T tiene A ;-induccién.

((b)): Supongamos que T => 1A, +1(T)~. Entonces:
T = IA; (T)” [IV.2.4-(a)]
= LA, (T)" [IV.2.2.3].

Luego, T tiene A, ;—minimizacién.

((c)): De IV.2.4, se sigue que T tiene A, ;—coleccién. Luego, por 1.4.5, la teorfa T
tiene A,4+1—minimizacién y es A, 1—cerrada. Por tanto, también se verifican las corres-
pondientes A, —propiedades para T. |

Nota IV.2.6. En esta nota, estudiamos las relaciones entre I y los fragmentos rela-
tivizados sin pardametros.

Aserto IV.2.6.1. IX] <= LA,11(IX,)” < LA, 1(IX;)".

Prueba del aserto:

Por IV.2.2.3, se tiene que LA, 1(IX,)” = LA, 1 (IZ;)” = IZ;.

Veamos que I¥, = LA,1(IX,)”. Por 1.4.5, I, tiene A,,;-minimizacién. Por tanto
I¥, = LA, 4+1(IX,). Luego:

(*‘) Ik, = LAn+1(Izn) - LA,H_]_(IE")—,
(=) IZ, es una extensién ¥, 9—conservativa de IX;,
(-) LALG1(IZ,)” es I, ,o-axiomatizable.

b

En consecuencia, I¥; = LA, 1(IX,)". O

Aserto IV.2.6.2.
(i) IX, tiene A | ~minimizacién.
(if) IX; tiene A -induccidn.
(iii) TApyy (IS)~ < IX:.

Prueba del aserto:

La parte (i) se sigue de IV.2.6.1. La parte (ii) se sigue de (i) y IV.2.5. La parte (iii)
se sigue de (ii). O
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3 Extensiones de Fragmentos Relativizados

En esta seccién, establecemos el resultado principal para el anélisis de los Fragmentos
Relativizados. Bajo ciertas hipétesis, caracterizamos los modelos de un fragmento rela-
tivizado como la unién de dos clases de modelos: los modelos de Thyy,,,(T) y los modelos
de un fragmento cldsico adecuado.

En primer lugar, introducimos un concepto sintactico que expresa la unién de dos clases
de modelos.

3.A Unidn de teorias

DEFINICION IV.3.1. Sean T; y T5 teorfas. Definimos
TV Ty={p1Ves: o1 € T1y p2 € To}.

LEMA IV.3.2. Son equivalentes:
(a) B |= T1 A% Tg.
(b) B '=T1,0%|=T2.
Es decir, Mod(T; V T3) = Mod(T;)|J Mod(T3).

DEMOSTRACION:

((a) = (b)): Supongamos que B [~ T;. Entonces, existe ¢1 € T tal que B = ¢1. Sea
@9 € Ty. Puesto que o1 Vs € T V Ty B k= Ty V Ty, entonces B = o1 V @2 Por
tanto, de B [~ 1, se sigue que B £ ¢o. Luego, B = Ts.

((b) => (a)): Supongamos que B | T,. Sean ¢; € Ty y @2 € T2. Entonces, B = ¢o.
Luego, B = ¢1 V 2. Por tanto, B = T V T,. n

LEMA IV.3.3.
(a) T = T; V Ts.
(b) Son equivalentes.

(b.1) T, =T,y Ty = T.
(b.2) T; V Ty = T.

(c) TV Tyt ¢ <= T+ ¢y ToF ¢. Es decir, Th(T; V T2) = Th(T;) [ Th(T2).

(d) R(T1 V Tg) = R(T1) NR(T2) [donde R(T) denota la clase de las funciones recur-
sivas en T].

(e) Si T, y T, son finitamente axiomatizables, entonces Ty V T2 es finitamente axioma-
tizable.
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DEMOSTRACION:

Las partes (a)—(d) se siguen de IV.3.2. Veamos la parte (e). Supongamos que T; y
T2 son finitamente axiomatizables. Entonces, existen 1 y ¢, férmulas cerradas tales que
Ty <= ¢1y Ty <= 9. Por tanto, T; V Ty <= ¢1 V p2. Luego, se tiene (e). [ |

3.B Modelos de -Thy, ,(T)

Por 1.4.5, si T tiene A,;1—coleccién, entonces:

Thit,o(T) = 1An(T),

Thnn+2(T) = B*An+1(T).
Por lo tanto, la clase de los modelos de un fragmento para férmulas A,,;1(T) se puede
dividir, con respecto a Thyy, ,(T), en dos clases naturales: aquellos que son modelos de
Thy,_,(T), y aquellos que no lo son.
En lo que sigue, empleamos esta divisién para obtener relaciones entre I¥, 1, 0 BX, 41,
y fragmentos para férmulas A, (T).

TEOREMA IV.3.4.
(a) IAn+1(T) = IZn+1 \% Thn,ﬂ_2 (T)
(b) B*A,11(T) = BX,.1V Thy, ,(T).

DEMOSTRACION:
((a)): Supongamos que A |= IA,41(T) y A = Thyy, ,(T). Veamos que A |=IZ,, ;1. Sean
o(z,v) € Lnt1 y a € A tales que:

(1) A= ¢(0,a), y A k= ¢(z,a) - ¢(z + 1,a).
Veamos que A |= Vz (z, a). Puesto que 2 £ Thyy,,,,(T), existe §(w) € £, tal que:

(=) T+ Vwb(w),

(-) 2 Jw-0(w). Por tanto, existe b € A tal que A = -6(b).
Sea 0(z,v,w) € Lpyq la siguiente férmula:

o(z,v) V 8(w).

Por (1), se tiene que:

() 2 8(0,a,b), y A k= 5(z,0,b) — 6(z + 1,4, b)
Puesto que T + 6(z, v, w), entonces 6(x,v,w) € Apt1(T). Luego, de A = IA,41(T), se
sigue que & = Vz §(x, a,b). Puesto que 2 |= —8(b), se tiene que A = Vz p(z, a).

((b)): Supongamos que 2 = B*A,;1(T) y A ¥ Thn,,,(T). Veamos que % = BII,.
Sean ¢(z,y,v) € Il, vy a,c € A tales que:
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(1) A=V < cIyo(z,y,a).
Puesto que 2 = Thy, ,,(T), existe (w,y’) € I1, tal que:

(=) TFVYw3dy 6(w,y),
(-) A B Y Iy 6(w,y'). Luego, existe b € A tal que A = -3y 8(b, v').
Sea §(z,y, v, w) € II, la siguiente férmula:
50('7:’ (y)Ov 'U) v O(w, (y)l)'
Por (1), se tiene que 2 |= Vz < ¢3z6(x, 2,a,b). Puesto que T + 3y d(z, y, v, w), entonces
Jy é(z,y,v,w) € Apy1(T). Por tanto, de % = B*An1(T), se sigue que:
Ak JuVr < c3z <ud(z, z,a,b).

Sea d € 2 tal que A = Vz < ¢3z < dd(x, 2,a,b). Puesto que % = -3y (b, ') y (¥)o < v,
entonces A |= Vz < ¢Jy < dp(z,y,a). u

COROLARIO IV.3.5. Sea ¢ € Il,2 tal que T - ¢. Entonces:
(a) IAn_I_l(T) + o == | DISIER
(b) B*An+1(T) + " => B2n+1.

DEMOSTRACION:
El resultado se sigue de IV.3.4. u

Para teorias con A, 1-induccién (respectivamente, con A,1—coleccién), el teorema IV.3.4
permite caracterizar la clase de los modelos de IA,,1(T) (respectivamente, de B*A,11(T))
como la unién de los modelos de Thy,,,(T) y los modelos de IX, (respectivamente, de
B2n+1)~

COROLARIO IV.3.6.
(a) Son equivalentes:

(a.1) T tiene A, 4i-induccién.

(a.2) IAL11(T) <= 12,41 V Thy, ,(T).
(b) Son equivalentes:

(b.1) T tiene A.yj—coleccion.

(b.2) B*An_H(T) — an+l V Thnn+2(T).

DEMOSTRACION:
De cada A, ;-propiedad, se sigue que Thyy,,,(T) = IAp;1(T), B*An41(T). Luego,
(a) y (b) se siguen de IV.3.4. [ ]
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Nota IV.3.7. (La teoria LA, {(T)).
Para minimizacidn, se obtienen resultados similares a los dados para el esquema de in-
duccién.

Aserto IV.3.7.1. LA, 41(T) = LE,; V Thy,,,(T).

Prueba del aserto:
Supongamos que ™ = LA, 1(T) y % & Thy,,,(T). Veamos que A |= LEnyq. Sean
¢(z,v) € Enq1 y a € U tales que A = Iz p(z, a). Veamos que:

Ak 3y (y = (uz)(p(z,0)))-

Sea 8(w) € X, tal que T F Vwo(w) y A  Jw-0(w). Entonces, existe b € A tal que
A = —0(b). Sea 6(z,v,w) € Ty la siguiente férmula:

o(z,v) Vv O(w).
Puesto que T F d(z,v,w), entonces §(zx,v,w) € Ap41(T). Por tanto, de A | LA, 4+1(T)
y % | Jzd(z,a,b), se sigue que A = 3y (y = (uz)(6(z,a,b))). Puesto que A = -4(b),
entonces 2 = Jy (y = (uz)(p(z, a))). U

Como consecuencia inmediata del aserto anterior, obtenemos, para teorfas con A, i-
minimizacidn, la equivalencia entre los fragmentos de induccién y minimizacién relativi-
zados.

Aserto IV.3.7.2.
(i) Sea ¢ € I,.+2 tal que T + ¢. Entonces:
() LAn41(T) + —p = IZn41.
(*) LAn+1(T) + " <= IAn+1(T) + .
(ii) Son equivalentes:
(=) T tiene A,t1—minimizacién.
(—) LAn+1(T) = L2n+1 V Thnn+2(T).

(iii) Si T tiene A,+1—minimizacién, entonces IA4+1(T) < LA+ (T).

Estudiamos ahora las versiones sin pardmetros de los fragmentos relativizados. Para los
esquemas de induccién y coleccién sin pardmetros, obtenemos resultados anslogos a los
establecidos en el teorema IV.3.4 para las teorfas 1A, 1(T) y B*A,11(T). Sin embargo,
para LA, 1(T)~ sélo hemos podido establecer un resultado més débil.
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TEOREMA IV.3.8. Sea T = IEq.
(a) 18,01 (T)” =15, V Thy, ,(T).
(b) B*Any1(T)” = BE;,; V Thy, ,(T).
(c) LAy (T)” = III,, V Thy,,(T).

DEMOSTRACION:
((a)): Supongamos que 2 = IA,41(T)” y A & Thy,,,(T). Veamos que & |= IX, ;.
Sea p(x) € X, tal que:

(1) A ¢(0),
(2) A p(z) — p(z +1).

Veamos que 2 = Vz (). Puesto que A & Thy,,,,(T), existe §(y) € X, tal que:
(=) THVvyo(y),
() A = ~Vyd(y). Luego, existe a € A tal que A = —6(a).

Sea 6(u) € X, ; la férmula:

: p((u)o) v 8(((w)o + (w)1)o)-

Aserto IV.3.8.1. Se verifica que:

(i) TF Yud(u).

(ii) 0(u) € Apa(T)".
Prueba del aserto:
((i)): Sean B |= T y b € B. Puesto que T = IEq, entonces, en ‘B, son validas las
propiedades usuales de la funcién J de Cantor. En particular, existen c,d € B tales
que b = (c,d). Puesto que T I Vy8(y), B |= 8((c + d)o). Por tanto, B = é(b).

((ii)): Se sigue de (i). O

Aserto I'V.3.8.2.
(i) A =4(0).
(i) A Ed(u) - 6(u+1).
(iii) A &= Vud(u).
(iv) A EVz ().
Prueba del aserto:
Es trivial que IA,41(T)~ == IAo. Luego, en modelos de IA,1(T)™, son validas
las propiedades usuales de la funcién J de Cantor.

((i)): Puesto que 0 = (0,0), entonces (0)o = 0. Luego, (i) se sigue de (1).
((ii)): Sea b € 2 tal que 2 }= §(b). Sean c,d € A tales que b = (c,d). Entonces,

2A = ¢(c) V 0((c + d)o). Para probar que 2 |= 6(b + 1), consideramos los siguientes
casos:
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Caso A: 0 < d. Entonces, b+ 1 = (c+ 1,d — 1). Luego, por (2), se tiene que
AE=o(b+1).

Caso B: d = 0. Entonces, b+ 1 = (0,c + 1). Puesto que (b+ 1)o = 0, por (1), se
tiene que A = 6(b+ 1).

((iii)): Puesto que A |= IA,+1(T) ™, el resultado se sigue de (i), (ii) y IV.3.8.1-(ii).

((iv)): Seac € A. Sead € A tal que (c+d)o = ay b = (c,d). Por (iii),
A = ¢(c) vV 0(a). Puesto que A }~= 0(a), entonces A = ¢(c). O

La parte (a) se sigue de (iv) en el aserto anterior.

((b)): Supongamos que A = B*A,1(T)™ y A = Thy, ,(T). Veamos que 2 = BX_ ;.
Sea ¢(z,y) € II; tal que:

(1) & Vzdyp(z,y).
Veamos que 2 = Vz3uVzr < 23y < uy(z,y). Puesto que ™A = Thy
6(x1,y) € II; tal que:

(2) TH 9:81 y b(x1,y),
(3) AW Vxy Jyb(z1,y). Luego, existe a € A tal que A = -Jyb(a,y).

242(T), existe

Sea 0(w,y) € I, la siguiente férmula:
§(w,y) = p((w)o, y) V 8((w)1, y)-

Aserto IV.3.8.3. Se verifica que:
(i) A | Yw Iy é(w,y).
(ii) I+ Vw 3y 6(w, y).
(iii) Jyd(w,y) € Apy1(T)".
Prueba del aserto:
Las partes (i) y (ii) se siguen, respectivamente, de (1) y (2). De (ii), se obtiene la
parte (iii). a

Puesto que A k= B*A,41(T) ™, del aserto, se sigue que:
(4) A EVz3uVw < 23y < ud(w,y).

Sea b € 2. Veamos que A k= JuVzr < bJy < uyp(z,y). Sea c = (b,a). Entonces, por (4),
existe d € 2 tal que:

A FuVw < ey <d(0((w)1,y) Ve(w)o,y))-
Sea e < b. Entonces, (e,a) < (b,a) = c. Por tanto:
=3y <d(8(a,y) v ple,y))-

Luego, por (2), se tiene que:
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A=y <deple,y).
Lo que prueba (b).

((c)): Supongamos que A = LA, 1(T)” y % & Thy,,,(T). Veamos que & = III ;.
Probaremos que % = LY, | (<= 1III_ ). Sea ¢(z) € X, tal que:

n+1
(1) 2 = 3z p(x).

Veamos que A = Jyly = (uz)(p(z))]. Puesto que A & Thy, ., (T), existe § € Unyy
cerrada tal que:

(-) TFO,
() 2.

Consideraremos los siguientes casos:

Caso A: 6 € II,,11. Sea §(z) € &, +1 la siguiente férmulas:
p(z) A =0.

Puesto que T F -6(z), 6(z) € Ap+1(T)”. Entonces:
(1) = AE3Jzi(z) _ m
A LA (T)" } = AE Jyly = (uz)(5(2))]
= AEJyy = (u2)(p(2))]-
Caso B: 6 € Xny1. Sea 6(z) € X, la siguiente férmula:
o(z) V6.
Puesto que T - d(z), 6(z) € An41(T)”. Entonces:
(1) = Ak Izi(x) _ i
At D) } — %k 3yl = ()0
= Ay ly = (u2)(p(2))]

Lo que completa la prueba de (c). u

Para teorfas con A, ;—induccién (respectivamente, con A, ;—coleccién), el teorema IV.3.8
anterior permite caracterizar la clase de los modelos de 1A, (T)~ (respectivamente, de

B*A,41(T)”) como la unién de los modelos de Thy,,,(T) y los modelos de IX,; (res-

pectivamente, de BX, ).

CoROLARIO IV.3.9.
(a) Son equivalentes:
(a.1) T tiene A, , ,~—induccion.
(a.2) 1A, (T)~ <+ 1IN,V Thy,,(T).
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(b) Son equivalentes:

(b.1) T tiene A ;—coleccién.
(b.2) B*A,1(T)” <= BX_  ;V Thyp,,(T)

Nota IV.3.10. Existen teorfas con A, ;-minimizacion tales que:
Thy,,,,(T) = LA, (T)™.

Sea T = Thy,,, (V). Entonces:
Thy,,,(T) <= Thy, (V) = Il | => LA (T)” = IZ,.

M3ds atin, para n > 1, puesto que, por II1.3.11, I¥ es de tipo n + 1 — n + 1, entonces
Thy,, ., (V) es la tnica teorfa I, -axiomatizable que cumple esta propiedad.

CoRroLARIO IV.3.11.

(a) Sea T = IEq. Sea ¢ € Il,9 tal que T} . Entonces:
(a.1) 1A ((T)” + o = IX .
(a.2) B*Ap11(T)™ + ~p = BX_ .

(b) Sea ¢ € Upy1 tal que T . Entonces:

LA+1(T)™ + ~p = I, ;.

DEMOSTRACION:
La parte (a) se sigue de IV.3.8—(a,b). La parte (b) se sigue de I'V.3.8—(c). |

CoRrOLARIO IV.3.12.
(a) Sea T = IEq. Sea ¢ € Il 2 tal que T I~ ¢. Entonces:
(a1) IShi1 kg = IAn1(T)" F o
(a.2) BEyikFe = B*A,1(T)"Fo.
(b) Sea ¢ € Upy tal que T | . Entonces:
M, e = LA (T)" Fo

DEMOSTRACION:

((a)): ((a.1)): Supongamos que IA,;+1(T)™ ¥ ¢. Entonces, IA,1(T)” + ~¢ es una
teorfa consistente y, por IV.3.11—(a.1), extiende a IZ ;. Luego, IA,1(T)™ + —p .
Contradiccidn.

((a.2)): Supongamos B*A,1(T)™ ¥ ¢. Entonces, B*A,+1(T)~ + —¢ es consistente y,
por IV.8.11—(a.2), extiende a BX, ;. Luego, B*A,1(T)™ + —¢ I . Contradiccién.

((b)): La prueba es similar, usando IV.3.11—(b). [ ]
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3.C Fragmentos £,,(T)

En la prueba de los teoremas IV.3.4 y IV.3.8, usamos que 2 es modelo de un frag-
mento para férmulas A,1(T)(~) para obtener que, en 2, es vilido el axioma asociado a
cierta férmula 6(z) € Ap41(T)7). Pero, en dichas pruebas, excepto para LA.+1(T)7,
demostramos que §(z) € Any1(T)) a partir de T + Vz §(z). Esta es una forma muy
particular de obtener una férmula A,41(T)(~). Para clarificar estos hechos, introducimos

los siguientes fragmentos para férmulas ¥,4;(T).

DEFINICION 1V.3.13. Sea T una teoria consistente.

(@) I20s1(T) = P~ + {Lya(v) : 9(2,v) € Bnyr, T FVzo(z,v)}.

(b) LEns1(T) =P~ + {Lyz(v) : @(z,v) € g, THVZ p(z,v)}-

(¢) B*Tpy1(T) =140 + {B},,,(v) : ¢(z,y,v) € I, TFVrIyop(z,y,v)}-

(d) IZ ()" =P~ + {I,: ¢(z) € X, ,;, TFVzo(z)}.

(e) LEni1(T)” =P~ + {Lyz: o(z) € X, THVzo(z)}

(f) B*Zn1(T)” =TAo+ {Bj,;, : »(z,y) €17, THVzIyp(e,y)}-
LEMA IV.3.14. Sea T = IEy. Entonces:

(a) Thy,,(T) + B*En11(T)™ = B*An11(T).

(b) 12n+1(T) == IEn+1 \Y% Thnn+2 (T)

(C) L2n+1(T) — IEn+1 \% Thnn_'_2 (T)

(d) B*Xn41(T) = BEn1 V Tth+2 (T)

(e) IXny1(T)” = 1X,,, V Thr, ,(T).

(f) LE41(T)” = I, V Thg,, (T).

(g) B*3n1(T)” = BX,,; V Thp, ,(T).

DEMOSTRACION:
En cada caso, la prueba es similar a la dada para los resultados IV.2.3—(e), IV.3.4,
IV.3.7, IV.3.8. n

PRrRoOPOSICION IV .3.15. Sea T = IEq. Entonces:

(@) I,41(T) <= IZ,41 V Thy, (T) < LI.(T).
(b) IY,41(T)” <= 1IX_ .,V Thy,,(T).

(c) I, V Thp, ,(T) == LX.(T)".

DEMOSTRACION:
Puesto que Thy,,,(T) es una extensién de IZ,+1(T)) y L, 11(T)), el resultado se
sigue de IV.3.14. u
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PROPOSICION IV.3.16. Sea T = IE,.
(a) Son equivalentes:

(a.1) T tiene A,+1—-induccién.
(a.2) IE,11(T) <= 1A, 1 (T).

(b) Son equivalentes:

(b.1) T tiene A,4+q~minimizacién.
(b.2) LE,4+1(T) <= LA, 1(T).

(c) Son equivalentes:

(c.1) T tiene A7 ,~induccién.
(c.2) I, +1(T)” <= IA,+1(T)".

DEMOSTRACION:
Por IV.3.15, el resultado se sigue, en cada caso, empleando el resultado IV.3.6, IV.3.7.2
0IV.3.9. [ |

Consideramos ahora los fragmentos introducidos, para el esquema de coleccién.

PROPOSICION IV.3.17. Sea T = IE(. Entonces:
(a) B*Zn+1(T) < B*An+1(T).
(b) B*E,11(T)” <= B*A, 1 (T)".

DEMOSTRACION:
((a)): Es inmediato que B*A,,41(T) = B*X,,41(T). Veamos el reciproco.
Sea 2 = B*X,4+1(T). Consideramos los siguientes casos.

Caso A: A = Thy,,,,(T). Entonces, se tiene que A = B*X,,1(T) + Thy,,,,(T). Luego
por IV.3.14—(a), A = B*A,+1(T).

Caso B: A |~ Thy,, ,,(T). Entonces, por IV.3.14—(d), se tiene que A = BX,,41. Luego,
A= B*A, 1 (T).

((b)): La prueba es similar, usando IV.3.14—(g). u

3.D Extensiones II, ,—axiomatizables

A continuacién, estudiamos extensiones de fragmentos relativizados. Para los esquemas
de induccién y coleccidn, en condiciones suficientemente generales, obtendremos que, si T
tiene la Ag +)1 propiedad correspondiente, entonces Thy,,,(T) es la menor teorfa II,2-
axiomatizable que extiende al fragmento relativizado de T.
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PROPOSICION 1V.3.18. Sea T’ una teoria ¥, 3—axiomatizable.
(a) Si T = IA,41(T), entonces T' = Thy,,,(T).
(b) (Para n = 0, suponemos que T’ es consistente con exp). Si T' = B*An41(T),
entonces T' 4+ exp = Thy,,(T).

DEMOSTRACION:
((a)): Por reduccién al absurdo, supongamos que T” == Thy,,,(T). Entonces, existe
p € Il,49 tal que:
(1) Tk,
(2) TV F .
De (1) y IV.3.5—(a), se sigue que:
IA1(T) + ~p = IEn41.

Luego, por hipétesis:
T + W = IEn+l-

Puesto que la teoria T/ + —¢ es ¥, 3-axiomatizable y, por (2), consistente; lo anterior
estd en contradiccién con I11.2.2.

((b)): Por reduccién al absurdo, supongamos que T’ + exp == Thy, ,(T). Entonces,
existe ¢ € I, 19 tal que:
3) Tt o,
(4) T/ + exp ¥ o.
De (3) y IV.3.5—(b), se sigue que:
B*An+1(T) + ~p => BYp41.

Luego, por hipétesis:

T + exp+ ~p = BX,41.

Puesto que la teorfa TV + exp + —¢ es ¥, 3-axiomatizable y, por (4), consistente; lo
anterior esta en contradiccién con 111.2.2. n

CoRoOLARIO 1V.3.19.
(a) Sea T una teorfa con Apy1-induccién. Entonces, Thy, ,,(T) es la menor teoria
II,4o—axiomatizable que extiende a 1A, 1(T).
(b) Sea T una teorfa con A,i1—coleccién (para n = 0, suponemos que T + exp). En-
tonces Thuy, , ,(T) es la menor teorfa I, y-axiomatizable que extiende a B*Ap11(T),
¥, para n = 0, prueba exp.
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A continuacidén, estudiamos extensiones de fragmentos relativizados sin pardmetros. En

primer lugar, consideramos I, ;—extensiones de IA,+1(T) ™.

TEOREMA IV.3.20. Sean T = IEq y T’ una teoria I, o—-axiomatizable tal que:
T = IA,+1(T)".
Entonces, se verifica alguna de las siguientes condiciones:
(a) T'= Thp,,,(T).
(b) Existe ¢ € Thy, ,,(N) tal que T+ —p y T' + ¢ <= Thp, ,(N).
DEMOSTRACION:
Supongamos que T' =x= Thy,,,(T). Entonces, existe ¢ € X, 2 cerrada tal que:
(1) T+ e,
(2) T ¥ —o.
Por (1) y IV.3.11-(a.1), se tiene que:
) IAn 1 (T)” + o = 1N,
Luego, por hipétesis:
T +o=1%_ ;.
Por (2), T/ + ¢ es consistente. Luego, de I11.3.10—(c), se sigue que:
T + ¢ < Thq, ., (N).

Puesto que ¢ € ¥, 49, entonces N = ¢. En consecuencia, se tiene (b). ]

Nota 1V.3.21. En contraste con el resultado I'V.3.18, en I'V.3.20, ambas posibilidades
pueden suceder. Sean T = PA + -Con(PA) y T/ = Thy,,(N). Entonces:

() T es II,42 axiomatizable,
() T = IZ;,, = WAn(T)",
(=) T/ = Th, ,(T) [T’ ¥ ~Con(PA)].

Por tanto, en IV.3.20, puede darse (b) y no (a).

Consideramos ahora I1,o—extensiones de la teorfa LA,+1(T)™.

TEOREMA IV.3.22. Sea T’ una teoria I1,,9-axiomatizable tal que:
T = LAn+1(T)_.

Entonces, se verifica alguna de las siguientes condiciones:
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(a) T'= Thy,,,(T).
(b) Existe ¢ € Thy,,,(N) tal que T+ —¢ y Thy, (T +¢) < Thy,,, (V).

DEMOSTRACION:
Supongamos que T' = Thy,,,(T). Entonces, existe ¢ € Un41 cerrada tal que:
(1) TF -,
(2) T/ ¥ —op.
Puesto que “Upy1 = Ung1, =@ € Upy1. Luego, de (1) y IV.3.11-(b), se tiene que:
LAwi(T)” + o =1L,
Entonces, por hipétesis:
T +o=1I_,,.

Puesto que, por IT1.3.5, I, ; es de tipon+2 — n+1y, por (2), T' + ¢ es consistente,
entonces:

Thy, ., (T’ + ¢) <= Thp,,,(VN),

y N E ¢. Lo que prueba (b). [ ]

Nota IV.3.23. Como veremos en el siguiente ejemplo, ambas condiciones (a) y (b) son
necesarias en IV.3.22. Sean T = PA + ~Con(PA) y T' = Thyy,,, (V). Entonces:

(-) T’ es 1,4 o—axiomatizable,
(-) T =1, ; = LA, 1(T)7,
(-) T == Thy,,,(T) [T’ ¥ ~Con(PA)].

Consideramos ahora extensiones de B*Ap1(T)™.

TEOREMA IV.3.24. Sean T = IEqg y T' una teoria II,;9—axiomatizable tales que T +
exp es consistente y TV => B*A,+1(T)~. Entonces, se verifica alguna de las siguientes
condiciones:
(a) T'+ exp = Thy, ., (T).
(b) Existe ¢ € Thyy,,,(N) tal que T+ —p y,
Thy,,,, (T + exp + ¢) <= Thy,, (WNV).

DEMOSTRACION:

Supongamos que T’ + exp =x> Thy,,,(T). Entonces, existe § € Va1 tal que:
(1) THo,
(2) T' + exp ¥ 6. Luego, T’ + exp + —f es consistente.
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Por (1) y IV.3.11-(a.2), se tiene que:
B*An1(T)” + -0 = BX_ ;.

Luego, por hipétesis:
T' + exp + -0 = BX_ | + exp.

Puesto que, por II1.3.9, BY, | + exp es de tipo n + 2 — n + 1, entonces:
Thy,,, (T + exp + -0) <= Thy, ., (N),

y N [= —6. Sean ¢ € 1) cerrada y ¢a(z) € II;; tales que —8 = 1 A 3z @o(z). Puesto
que N [= -, existe k € w tal que N |= po(k). Sea ¢ € I,y la férmula: @1 A wa(k).
Entonces, Thyy,,,(T" + exp + ¢) <= Thy,,,(N), y N |= ¢. Lo que prueba (b). [ ]

TEOREMA 1V.3.25. Sean T = IEy y T’ una teoria Il s—axiomatizable tales que T’ +
I¥X, ., es consistente y T = B*A,41(T)~. Entonces, se verifica alguna de las siguientes
condiciones:

(a) T'+1%,,, = Thy,,,(T).
(b) Existe ¢ € Thy,,,(N) tal que T+ —gp y,
T+ 187, + ¢ <= Thn, ,(V).

DEMOSTRACION:
Supongamos que T' + 1Y, ; =¢> Thy, ,,(T). Entonces, existe ¢ € ,2 férmula cerrada
tal que:

(1) TF oy,

(2) T'+ 1%, ¥ ~p. Luego, T + IX;_; + ¢ es consistente.

Por (1) y IV.3.11—(a.2), se tiene que:
B*An41(T)” + ¢ = BE_ ;.

Luego, por hipétesis:
T+ 9= BX_ ;.

Entonces, de II1.3.10—(a), se sigue que T' + IX_ , 4+ ¢ <= Thy, (V). Por tanto, se
tiene la condicién (b). [

Nota 1V.3.26. (Sobre la existencia de elementos II,;—definibles).

En el estudio de II,2-extensiones de la teorfa B*A,,1(T)~, hemos obtenidos dos resul-
tados: 1V.3.24 y IV.3.25. Las conclusiones sobre la extensién T/ en I'V.3.25 son més
fuertes que las obtenidas en IV.3.24. Sin embargo, en IV.3.25, es necesario anadir a T’ el
esquema I, . Este hecho, hace que no podamos obtener, para B*A,11(T) ™, resultados
tan generales como para IA,1(T)~. Por ejemplo, compérese IV.4.10 con IV.4.11.
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Nos planteamos entonces si IV.3.25 es cierto cuando, en las condiciones (a) y (b), con-
sideramos T’ en lugar de T + IX, ;.

Como se hizo notar en II1.3.14, este problema est4 relacionado con la existencia de ele-
mentos no estdndar II,,;—definibles, o II,,+;-minimales, en modelos de BX 1.

Si observamos la prueba de IV.3.25, una manera natural de eliminar el uso del esquema
I¥, ., es omitirlo en IT1.3.10—(a). En IIL.3.14.2, vimos que una condicién suficiente
para ello es que se verifique la hipétesis (II-MH).

LEMA IV.3.27. Sea T una teoria.
(a) Sea ¢ € Thy,,,(N). Entonces:

(a.1) IA,+1(T)” + ¢ == Thp, ,(N). Luego, para T' = IA,11(T)~, no se tiene
IV.3.20—(b).

(a.2) B*An41(T)” +1I;,, + ¢ == Thy,,,(N). Luego, para T' = B*An41(T)7,
no se tiene IV.3.25—(b).

(b) Sea ¢ € Thy,,,(N). Entonces:

(b.1) LA,+1(T)” + ¢ === Thp,,,(N). Luego, para T' = LAn4+1(T)™, no se tiene
IV.3.22—(b).

(b.2) B*An41(T)” +exp+¢ =< Thy,,, (V). Luego, para T' = B*Ap41(T) ™, no
se tiene IV.3.24—(b).

DEMOSTRACION:
En cada caso, supongamos que la conclusién es falsa. Entonces:

IZoii+e = IA(T)"+¢ == Thp,,,WN).
IS, +¢ = B*A(T)"+IZ,,,+¢ = Thy,,W\).
O, ,+¢ = LA(T)"+¢ = Thp,, ,WN).
IY, +texp+¢ = B*A,(T)"+exp+¢ = Thy,,  (N).

En cada caso, la primera, teorfa es verdadera y recursivamente axiomatizable y extiende a
Thy,,, (V). Lo cual estd en contradiccién con IT1.1.3.4. u

3.E Fragmentos Relativizados de tipo k — m

A continuacién, establecemos propiedades sobre la complejidad descriptiva de exten-
siones de fragmentos relativizados.
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ProposICION 1V.3.28.
(a) LA,+1(T)~ posee I, 1—extensiones.
(b) (n>1)LA,+1(T) esdetipon+1—n+1.

DEMOSTRACION:
((a)): Sesigue de Thy,,,,(N) = III, | = [A,1(T)".

((b)): Sea T una extensién de LA, 1(T)™ consistente y II, | ;~axiomatizable. Entonces,
T = I¥. Puesto que n > 1, de III.3.11, se sigue que IX, es de tipon+1— n + 1.
Por tanto, Thy,,,(T) = Thy,,,, (V). n

n41

Proposicion 1V.3.29.
(a) IAq41(N) esde tipon+2 — n+ 2.
(b) B*A,+1(N) + exp es de tipon +2 — n + 2.
(c) 1A 11 (N) esdetipon+2 — n+2.
(d) B*A,+1(N)™ + exp es de tipon +2 — n + 1.

DEMOSTRACION:
((a)): Se sigue de IV.3.18.

((b)): Sea T’ una teorfa consistente y II,,9-axiomatizable tal que TV => B*A,,1(M) ¥y
T’ + exp. Entonces, por IV.3.18, T’ => Thy,,,(NV). Lo que prueba el resultado.

((c)): Por IV.5.7, TAp41(NV)™ <= IZ, ;. Luego, el resultado se sigue de IT1.3.11.

d)): Por IV.5.7, B*A,1(N)~ <= BX__ ,. Luego, el resultado se sigue de I11.3.9. B
n+t1

4 Propiedades de Axiomatizacién

4.A Con parametros
En primer lugar, consideramos propiedades de axiomatizacién para el fragmento IA,, 1 (T).

TEOREMA IV.4.1. Sea T una teoria.

(a) IAn+1(T) es I, 43—axiomatizable.

(b) (n>1): IA,41(T) no es T, 9-axiomatizable.

(c) Son equivalentes (para obtener (c.4), bajo la hipétesis de que T tiene A, 1-induccidn):
(c.1) IX,41 = Thy, ,(T).
(c.2) IA,4+1(T) es 1,49 axiomatizable.
(c.3) IA,+1(T) es E,,43 axiomatizable.
(c.4) Thy, ,(T) <= 1A, (T).
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DEMOSTRACION:
((a)): Trivial.
((b)): Puesto que IA,,1(T) = I%,, el resultado se sigue de II1.2.2—(a).
((¢)): ((c.4) = (c.2) = (c.3)): Trivial.
((c.3) = (c.1)): Supongamos que T' = IA,;;(T) es ¥,3-axiomatizable. Entonces,
por IV.3.18, T = Thy, ,(T). Por tanto , I¥,4; = Thy,,(T).
((c.1) = (c.2)): Primero observemos que:

1A, (T) = IS4 V Thy,,,(T) [IV.3.4]

<= Thy, ,(T) [(c.1) y IV.3.3].

Luego, IA,11(T) <= Thy,,,(T) + IA,41(T). En consecuencia, el resultado se sigue de
1vV.2.2.1.

((c.1) = (c.4)): Se sigue de:

IAn.H(T) = 12n+1 \Y Thnn+2(T) I[IV.3.6]]
: &= Thy,,,(T) [(c.1) y IV.3.3].

n+2

Lo que completa la prueba del resultado. n

Estudiamos ahora propiedades de axiomatizacién para B*A,41(T).

TEOREMA IV.4.2. Sea T una teorfa.
(a) B*Ap4+1(T) es I, +3—axiomatizable.
(b) (n>1): B*A,+1(T) no es L,o-axiomatizable.
(c) Si B*A,;1(T) es ¥, 3-axiomatizable, entonces IL, + exp = Thy,,,(T).
(d) Son equivalentes (para obtener (d.1), n > 1):
(d.1) BE,4; = Thy,,(T).
(d.2) B*A,+1(T) es I, o—axiomatizable.
(d.3) B*A, 1(T) <= IZ,.
Luego, si T => I%, y B*Ap41(T) es [1,9-axiomatizable, entonces T tiene Ani1—
coleccién y B*A,41(T) <= Thy,,,,(T) < I%,.

DEMOSTRACION:
((a)): Inmediato.

((b)): Puesto que B*A,1(T) == IX,, el resultado se sigue de II1.2.2—(a).

((c)): Supongamos que TV = B*A,,4+1(T) es £, y3-axiomatizable. Entonces, por IV.3.18,
se tiene que BX, 1 + exp = T' + exp = Thp,,(T). Puesto que B¥,;; + exp es
una extensién II,,9—conservativa de IZ, + exp, entonces IX, + exp = Thy, ,(T).
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((d)): ((d.3) = (d.2)): Trivial, IX, es II,+9—axiomatizable.

((d-2) = (d.3)): Puesto que BX ;1 = B*Ap41(T) = IZ, y la teoria B*A,1(T)
es II,o—axiomatizable, del teorema de conservacién de Paris-Friedman (I1.2.6), se sigue
que B*A,11(T) < 1%,.

((d.1) = (d.8)): Por 1.4.5, I¥, tiene A, —coleccién y, en consecuencia, se tiene que
B*A,11(IX,;) < IX,. Por tanto, el resultado se sigue de lo siguiente (la segunda
implicacién por (d.1)):

IY, <= B*A,11(IX,) = B*A,+1(T) = I%,.

((d.2) == (d.1)): Por (d.2) y (c), IX, + exp = Thy,,,(T). Puesto que n > 1,
entonces I3, - exp. Lo que prueba el resultado. |

TEOREMA IV .4.3. Sea T una teoria con A, ;—induccién. Son equivalentes:
(a) IA,+1(T) es finitamente axiomatizable.
(b) Thy,,,(T) es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION:
((a) = (b)): Puesto que Thy,,(T) = 1A,41(T), por (a), existe ¢ € I, cerrada
talque TF o y:

Y= IAn+1(T)

Entonces, de IV.3.18, se sigue que ¢ = Thy,_,(T). Luego, ¢ <= Thy,,,(T). Por
tanto, Thy, ,(T) es finitamente axiomatizable.

((b) == (a)): Puesto que IX,; es finitamente axiomatizable, el resultado se sigue de
1A 1(T) %= IS, V Thy,,(T) v de IV.3.3—(e). m

TEOREMA 1V .4.4. Sea T una teoria con A,yj—coleccién. Son equivalentes (bajo las
hipdtesis consideradas en la prueba):

(a) B*A,+1(T) es finitamente axiomatizable.

(b) Thy,,,(T) es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION:

((a) = (b)): [Hipdtesis: para n = 0, suponemos que T I exp].

Puesto que Thy, ,(T) == B*A,41(T), por (a), existe ¢ € II,, ;2 férmula cerrada tal que
TFyAexp, y:

¢ ANexp => B*Ap+1(T).

Entonces, por IV.3.18, ¢ A exp = Thy,,(T). Luego, ¢ A exp <= Thy,,,(T). Por
tanto, Thy, ,(T) es finitamente axiomatizable.
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((b) = (a)): [Hipdtesis: n > 0].
Puesto que, para n > 0, BZ,,; es finitamente aximatizable, el resultado se sigue de
B*Ap1(T) <> BZ,41 V Thy, ,(T) y de IV.3.3—(e). n

Por ultimo, obtenemos el siguiente resultado sobre la complejidad descriptiva de fragmen-
tos relativizados.

PROPOSICION IV.4.5. (0 < k < n+2) Sea T = Thy, (N).
(a) SiIX, i1 = 1A,+1(T), entonces IA,1(T) no es Xy—definible.
(b) SiBZ,+1 = B*A,1(T), entonces B*A,+1(T) no es Li—definible.

DEMOSTRACION:
((a)): Puesto que IX,4; |= IA,4+1(T), existe ¢ € Il 43 cerrada tal que I¥py1 @y
IAL+1(T) I/ ¢. Luego, por IV.3.4—(a), se tiene que:

IAn.H(T) + - = Thnn+2 (T)
= Tth (N)
Entonces, de I11.1.3.4, se sigue que 1A, +1(T) + — no es Ly—definible. En consecuencia,
IA,+1(T) tampoco lo es.
((b)): Puesto que BX, 41 |=> B*An41(T), existe ¢ € Iny3 férmula cerrada tal que
BY,11F oy B*Ap11(T) I ¢. Luego, por IV.3.4—(b), se tiene que:
B*A,41(T)+ 9 = Thp,,,(T)
= Thy, (N)

Entonces, de IT1.1.3.4, se sigue que B*A,,1(T)+-y no es ¥y—definible. En consecuencia,
B*A,+1(T) tampoco lo es. u

4.B Sin parametros

En primer lugar, estudiamos propiedades de axiomatizacién para el fragmento IA,1(T)™.

TEOREMA IV.4.6. Sea T = IE.
(a) IA,4+1(T)” es Vpyo-axiomatizable.
(b) (n>1, T=1%,) IA,41(T)™ no es ¥, o-axiomatizable.
(c) Son eanivalentes (para obtener (c.3), bajo Ia hipétesis de que T tiene A, ;~induccién):

(c.1) I¥n41 = Thy,,,(T).
(c.2) IA,4+1(T)~ es II,o—axiomatizable.
(c.3) Thp,,,(T) <= IA, (T)".
(d) SiIAp+1(T)~ es Upto—axiomatizable, entonces:
I¥.41 4+ Thy,,,(N) = Thy, ,(T).
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DEMOSTRACION:
((a)): Trivial.

((b)): Puesto que T == I¥,,, por IV.5.5.1, IA,1(T)” = IZ,. Luego, el resultado se
sigue de II1.2.2 (para n > 1, I¥,, no posee X, o-extensiones).
((¢)): ((c.3) = (c.2)): Trivial.

((c.2) = (c.1)): Supongamos que T = IA,1(T)” es II,9-axiomatizable. Por
IV.3.27, no se verifica la condicién IV.3.20~(b). Luego, IA,(T)™ = Thy,,,(T).
Por tanto, I¥,1; => Thp, ,(T).

((c.1) => (c.2)): Primero observemos que:
IAn1(T)” = 1IZ,,, V Thy,,(T) [IV.3.8]
<= Thp, ,(T) [(c.1) y IV.3.3].

Luego, IA,1(T)” <= Thy, ,(T) + IA,+1(T)~. Por tanto, el resultado se sigue de
Iv.2.2.1.

((c.1) =>-(c.3)): Observemos que:
IAn41(T)” <= IX .,V Thy,,,(T) [IV.3.9]
<= Thy, ,(T) [(c.1) y IV.3.3].

Lo que prueba el resultado.

((d)): Supongamos que IA,1(T)™ es U, o-axiomatizable. Existen T; y T3 tales que:

(1) T, es II,4o-axiomatizable,
(2) Tg es X, 1o—axiomatizable,
(3) 1A, 4+1(T)” <= T1+ Ts.

Puesto que N |= Ty y T3 es X, 9-axiomatizable, entonces Thyy,,, (V) => Ts. Puesto
que I¥n41 = IAn41(T)” y T es I, 9-axiomatizable, Thy,,,(I¥n+1) = Ty. Por
tanto:

F[‘hr[n+2 (Izn+1) + Tth-H (N) e IAn+1(T)—.

Puesto que Thy, ,,(IX,+1) + Thyy,,, (V) es Xy o—definible y Thyy, ,,(N) es un conjunto
I ,—completo, para cada ¢ € Thy, +2(N), se tiene que:

Thnn+2 (IEn+1) + Thﬂn+1 (N) + p == Tth+2 (N)

Luego, en IV.3.20 no se tiene la condicién (b). Por tanto:
IXai + Tth+1(N) = Thy,,,(T).

Lo que prueba (d). n

A continuacién, estudiamos propiedades sobre la complejidad axiomdtica de LA, .1(T)~.
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TEOREMA IV 4.7.
(a) LAR+1(T)™ es pio-axiomatizable.
(b) (n > 1) Se verifica que:

(b.1) LA,+1(T)™ no es Il,4;—axiomatizable.
(b.2) LA,+1(T)™ no es X 41—axiomatizable.

(c) SiLA,41(T)" es l,4o-axiomatizable, entonces I, ; = Thy,,, (T).
[Nétese que, puesto que III; ; = LA, (T)~, por IV.3.8—(c), la conclusion,

I, , => Thy,,,(T), es equivalente a LA, 41 (T)” = Thy,,, (T)].

DEMOSTRACION:
((a)): Trivial.

((b)): ((b.1)): Por reduccién al absurdo, supongamos que la teorfa LA, +1(T)™ es Iln41-
axiomatizable. Puesto que LA,41(T)™ = IX, y, por II1.3.11, IX_ es una teoria de
tipo n 4+ 1 — n + 1, entonces I, ; => LA,41(T)~ <= Thy,,, (V). Contradiccién.

((b.2)): Puesto que LA,4+1(T)~ = IZ,, el resultado se sigue, de II1.2.5.1, para n > 2;
o bien, de II1.2.7 , para n = 1 (IZ,, no posee L,41—extensiones).

((c)): Supongamos que T' = LA, 1(T)” es Il o—axiomatizable. Por IV.3.27, en
IV.3.22 no se verifica la condicién (b). Luego, LA,4+1(T)~ = Thy,,,(T). Por tanto,
11, , = Thy,,,(T). ]

Consideramos ahora el fragmento B*A,,;1(T)~.

TEOREMA_IV.4.8. Sea T =— IEy.
(a) B*Apt1(T)™ es Vpqo—axiomatizable.
(b) (n>1): B*A,4+1(T)™ no es ¥pno—-axiomatizable.
(c) SiB*Ans1(T)™ es I, o-axiomatizable, entonces IT, + exp = Thy, ., (T).
(d) Si B*An41(T)™ es II,, o-axiomatizable, entonces 1¥,+; = Thy,,,(T).
(e) SiB*A,+1(T)” es U,yg-axiomatizable, entonces:
IEn+1 + Tl’lnn+1 (N) — Th[[n_'_2 (T)

DEMOSTRACION:

((a)): Trivial.

((b)): Por IV.5.5.5, se tiene que B*A,41(T)~ == I¥,. Luego, el resultado se sigue de
IT1.2.2 (para n > 1, I¥, no posee X, 12-extensiones).

((c)): Supongamos que T/ = B*A,.+1(T)~ es Il,;o-axiomatizable. Por IV.3.27, en
IV.3.24 no se verifica la condicién (b). Luego, B*Ap+1(T)™ + exp = Thy,,,(T). Por
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tanto, IX, + exp = Thy,_,(T).

((d)): Supongamos que T = B*A,11(T)~ es I, ;o-axiomatizable. Por IV.3.27, en
IV.3.25 no se verifica la condicién (b). Luego, B*A,1(T)” +1X,,, = Thy,,,(T).
Por tanto, I¥, 11 = Thy, ,(T).

((e)): Supongamos que B*A,1(T)™ es U, +2—axiomatizable. Existen T y T tales que:

(1) T, is 1,42 axiomatizable,
(2) Ty is ¥p42 axiomatizable,
(3) B*Ap+1(T)” <= Ty + Ts.
Puesto que N |= Ty y Ty es ¥, o-axiomatizable, entonces Thyy,,,(N) => Ts. Puesto

que I¥, 11 = B*An1(T)” y Ty es [I,49-axiomatizable, Thyy,,,(IX,41) = T;. Por
tanto:

Thn,,,(IZs+1) + Thy,,, (V) = B*A,1(T)".
Puesto que Thy, ,,(IX,+1) + Thy,,, (N) es £, o-definible y Thy, ., (A) es un conjunto
I +o—completo, para cada ¢ € Thg,,(N), se tiene que:
Tth+2 (IEnH) + Thnn+1 (N) + ¢ == Tth+2 (N)

Luego, por IV.3.25 (recuérdese que I¥,,4; = IX ), se tiene que:
Yo + Thy,,, N) = Thy, ., (T).

Lo que prueba (e). [ ]

Nota IV.4.9. Como en la prueba de I'V.4.2—(d), a partir del teorema de conservacién
de Paris-Friedman (I.2.6), se obtiene que:

Aserto IV.4.9.1. Son equivalentes:
(i) B*A,+1(T)™ es lI,+2-axiomatizable.
(ii) B*Ap41(T)” <= 1I%,,.

Sin embargo, ahora no hemos podido obtener la equivalencia de las propiedades anteriores
con la condicién I¥, 4+ exp == Thy,,(T) (nétese que, por IV.4.8, dicha condicién es
necesaria para que B*A,,11(T)~ sea I, ,-axiomatizable.)

A continuacién, estudiamos cudndo los fragmentos relativizados sin pardmetros son, o no,
teorias finitamente axiomatizables.

TEOREMA 1V.4.10. Sea T un teorfa con A ~induccién. SiIAn,1(T)™ es finitamente
axiomatizable, entonces Thyy,,(T) es finitamente axiomatizable.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que la teoria IA,4)(T)™ es finitamente axiomatizable. Entonces, puesto
que Thy, ,(T) = IA,11(T)™, existe § € Iyyo tal que TH Oy 6 = IA,+1(T)".
Luego, de IV.3.20 (nétese que T/ = {8} no verifica la condicién IV.3.20—(b)), se sigue
que § => Thy, ,(T). Por tanto, § <= Thn,,,(T) y, en consecuencia, Thy, ,(T) es
finitamente axiomatizable. n

TEOREMA IV.4.11. Sea T una teoria con A —coleccién y tal que T + 1%, es consis-
tente. Si B*A,+1(T)™ es finitamente axiomatizable, entonces Thyy,,,(T) es finitamen-
te axiomatizable médulo la teoria 1¥.,,; es decir, existe § € My tal que TEH 0 y
6 +1¥,,, <= Thp, ,(T) +1IX ;.

DEMOSTRACION:

Supongamos que la teorfa B*A,1(T)~ es finitamente axiomatizable. Entonces, puesto
que Thy, ,(T) = B*A,4+1(T) ™, existe § € Ilpyo talque THOy § = B*A,+1(T)".
Por IV.3.27 (nétese que T' = {6} no verifica la condicién IV.3.25—(b)), se tiene que
0 +1%,,,=> Thy,,,(T). Luego,  + IS, <= Thq,,(T) +1Z; ;. Lo que prueba el
resultado. u

TEOREMA 1V.4.12. (n > 1) LA,+1(T)™ no es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION:
Puesto quen > 1, por IV.3.28—(b), LA, 1(T)~ esde tipo n+1 — n+1. En consecuencia,
no es finitamente axiomatizable. n

Para concluir la seccién, establecemos un resultado sobre la complejidad descriptiva de
fragmentos relativizados sin parametros.

PROPOSICION 1V .4.13. Sea T => Thy, (N).
(a) (0<k<n+1)
(a.1) SiIZ;,, = 1A,41(T)", entonces IA,11(T)™ no es Ly—definible.
(a.2) SiBZ;,, = B*A,41(T)™, entonces B*An1(T)™ no es Lx—definible.
(b) (0<k<n)
(b.1) SiIIl,,, = LA,41(T)™, entonces LAn 1 (T)™ no es Xy—definible.

DEMOSTRACION:
((a)): ((a.1)): Puesto que IX_,, |=> IA,41(T)", existe ¢ € Vpip cerrada tal que
I¥, 1 F o yIAn1(T)” i/ . Luego, por IV.3.8, se tienc que:

18n41(T)" + ¢ = Thy,,(T)
== Thnk(N).
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En consecuencia, de ITI.1.3.4, se sigue que IA,1(T)” + —¢ no es Y;—definible. Por
tanto, IA,4+1(T)~ tampoco lo es.

((a.2)): Similar a la prueba de (a.1).

((b)): Puesto que ITI; ., = LAn4+1(T)™, existe ¢ € Xpnyp cerrada tal que Il F o y
LA,4+1(T)™ I/ ¢. Luego, por IV.3.8, se tiene que:

LAnwi(T)™ + ¢ = Thy,,,(T)
— Thnk(./\/).

En consecuencia, de II1.1.3.4, se sigue que LA,1+1(T)~ + —¢ no es Xy~definible. Por
tanto, LA,4+1(T)™ tampoco lo es. [ ]

5 Relaciones entre Fragmentos Relativizados

En la presente seccién, aplicando los resultados centrales obtenidos en la seccién 3 y el
andlisis de extensiones de complejidad acotada, desarrollado en el capitulo III, estudiamos
las relaciones entre los fagmentos relativizados. Estamos interesados en:

() Establecer relaciones entre fragmentos clésicos y fragmentos relativizados.

(—) Estudiar las relaciones entre los esquemas de induccién, coleccién y minimizacién
para férmulas A, 41(T) (con o sin pardmetros).

(=) Obtener jerarquias de fragmentos relativizados.

(-) Analizar las relaciones entre fragmentos relativizados y reglas de induccién y coleccién.

En primertugar, establecemos propiedades de conservacién.

5.A Propiedades de Conservacién

PROPOSICION IV.5.1.
(a) IX,41 es una extensién Thy, ,(T)—conservativa de IA,41(T).
(b) Sea T = IEy. Entonces:

(b.1) I¥,41 es una extension Thy, ,(T)—conservativa de 1A, 1(T)".
(b.2) III;,; es una extensién Thy, ,, (T)-conservativa de LA, +1(T)".

DEMOSTRACION:
((a)): Sea ¢ € Ip4o tal que T+ ¢ y IX,41 F . Entonces, IL,;1 V Thy
Luego, de I'V.3.4—(a), se sigue que 1A, 1(T) F ¢.

T) F .

n+‘2(
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((b)): ((b.1)): Sea v € M,9 tal que T+ ¢ y I¥p41 F ¢. Puesto que I3, es una
extensién X, 3—conservativa de I¥,,,, entonces IX ., F ¢. Por tanto, se tiene que
IZ. ., V Thp,,,(T) F ¢. Luego, de IV.3.8—(a), se sigue que 1A,11(T)™ F ¢.

((b.2)): La prueba es similar, usando IV.3.8—(c). L

PROPOSICION IV.5.2.
(a) Sea T una teoria con A, ~induccién. Entonces IA,1(T) es una extension X3~
conservativa de 1A, 1, (T)".

(b) Sea T una teoria con Ay 1—coleccién. Entonces B*A,11(T) es una extension Xin43—
conservativa de B*A,;1(T)™.

DEMOSTRACION:
Por las A, 1—-propiedades en las hipdtesis, se tiene que:

IAn41(T) <= IS4 V Thy, ,(T).
1A, 11 (T)™ <= IZ;,, V Thy,,,(T).
B*Ap41(T) <= BS,y; V Thy,,,(T).

B*An1(T)” < BZ;,, V Thy,,,(T).

Puesto que I¥,, 1) es una extensién ¥, 3~conservativade I¥, y BX, 41 es una extension
Yn+3—conservativa de BY |, se tiene el resultado. n

5.B Fragmentos Clésicos y Fragmentos Relativizados

Cada fragmento relativizado ests asociado a un fragmento clésico que lo extiende. En
primer lugar, establecemos condiciones para asegurar que dicha extensién es propia.

PROPOSICION IV.5.3. Sea T = IE,.
(a) Si Thn,,,(T) + UIA,4 es consistente, entonces IXn11 = 1A,41(T).
(b) Si Thy,,,(T) + BE,,; + exp es consistente, entonces BXn 41 = B*An41(T).

DEMOSTRACION:
((a)): Por reduccién al absurdo, supongamos que 1A, 4(T) = I¥,41. Entonces:

Thnn+2 (T) + UIAn_H — IAn+1(T)
= Izn+1.

Puesto que UIA,; es V,,o-axiomatizable, lo anterior est4 en contradiccién con el teo-
rema I111.2.2.

((b)): Por reduccién al absurdo, supongamos que B*A,;1(T) = BX,41. Entonces:
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Thnn+2 (T) + BE;-H +exp => B*A,41(T)+exp
= BX,+1 + exp.

Puesto que BX +1 €8 Vnio—axiomatizable, lo anterior estd en contradiccién con el teorema
111.2.2. [ ]

A continuacién, abordamos las relaciones entre fragmentos cldsicos y los esquemas de
induccién y coleccién para férmulas A, 41 (T).

PROPOSICION 1V.5.4. Consideramos las siguientes propiedades:
(IZ 2 H)n Izn+1 == Thnn+2 (T)
(NS)n IEH_H + Thnn+2 (T) =5 Tth+2 (N)
(IX 2 ), IY, == Thp, ,(T)
(EIY 2 1I),  IX, +exp == Thy,,,(T)

Se verifica que:

_ ==1 =9 BY
i Lx=g 1An1(T) o= B2n+i
3 n+
_ =1 ==>9 _
| D2 ey B*An41(T) ey B

Donde:
21 si (IX 2 H)p; =29 5i (NS)p; =23 851 (IX 2 1)n; y =4 si (EIX 2 ID),.

DEMOSTRACION:

(IAn+1(T) 2=9 BY, .y, I¥,,,): Sea «A = I¥ny; + Thy, ,(T) (y, en consecuencia,
2 = Thr,,,(T) + IA,41(T)) tal que A = Thy,,, (V). De IL.2.8, se sigue que existe
p € An,,; (™) no estdndar. Por IV.2.2.1, la teoria Thy, ,(T) + IA,41(T) es Hpqo—

axiomatizable. Entonces, &,11(,p) I Thy,,,(T) + IA,41(T). Ahora bien, por I1.3.8,
Rn+1(A,p) - BE, (v, por tanto, R, 1(2,p) ¥ IX ).
(I, =1 IAn41(T)): Supongamos lo contrario. Puesto que IX; ., es una teorfa

Yy +3—axiomatizable, por IV.3.18, se tiene que IX | = Thy,_,(T). Lo cual contradice
(IX # II),.

(BX,41 x=3 IA,1(T)): Por hipétesis, exitc . C Ilp4e cerrade &'~ T F o y
I¥, ¥ ¢. En consecuencia, BY, 11 I/ ¢. Por reduccién al absurdo, supongamos que
BY, 1 = IA,4+1(T). Entonces:

BXnii+ ¢ == IAm4(T)+ -y
— IS, [IV.3.5-(a)].

Lo que contradice I11.4.1.
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(B*An41(T) == BE, |, IZ ;) Sea A |= I¥,4; + Thy,,,(T) (v, en consecuencia,
2 | Thy,,,(T) + B*A41(T)) tal que A & Thy,,,(N). De IL.2.8, se sigue que existe
p € Rn,,,(2A) no estdndar. Por IV.2.2.1, la teorfa Thy, ,(T) + B*A,11(T) es Ilhio-
axiomatizable. Entonces, £,4+1(2, p) = Thn,,,(T)+B*A,;1(T). Ahora bien, por I1.3.8,

Rnt1(2A,p) E BE, (v, por tanto, Rnr1(™,p) FIX, y.)

(IZ, ;1 =1 B*An1(T)): Supongamos lo contrario. Puesto que I¥, ., es una teoria
Tn+3-axiomatizable y prueba exp, por IV.3.18, se tiene que IX; ; => Thp, ,(T). Lo
cual contradice (IX 2 II),,.

(BX.,, =>4 B*Ap;1(T)): Supongamos lo contrario. Puesto que BE_; es una teorfa
¥, +3-axiomatizable, por IV.3.18, se tiene que BZ, ; + exp = Thy,,,(T). Por tanto,
I¥, + exp = Thy, ,(T). Lo cual contradice (EIY’ 2 II),. u

NoTA IV.5.5. En esta nota, estudiamos las relaciones entre IX, y fragmentos relativi-
zados sin pardmetros. Puesto que IZ, es II, ;o—axiomatizable, de IV.3.12, se sigue que:

Aserto IV.5.5.1. Sea T — IX,,. Entonces:
(i) 1A, 11(T)” = I%,,.
(ii) B*A,1(T)” = I%,.

Aserto IV.5.5.2. Sea T = IE( + exp. Entonces:
IAl(T)— = [Ap + exp.

Prueba d‘el aserto:
Es inmediato que IA{(T)” = IA; <= IAq. Puesto que T F exp, I¥; F exp y
exp € II, entonces, por IV.3.12—(a.1), IA(T)™ I exp. O

A continuacién, estudiamos si es posible debilitar la hipétesis, T = IE,, en IV.5.5.1.
Primero, consideramos el esquema de induccién. En este caso, no se puede debilitar la
hipétesis esencialmente.
Aserto IV.5.5.3. (n > 1) Il ; = 1A, 1 (1L ;)” = 1¥,.
Prueba del aserto:

La primera implicacién se verifica porque Il ; tiene A 41-induccidn. La segunda, se
sigue de la primera, puesto que, para n > 1, IIl == I3,. O

n+1

Para teorfas con A, ;-induccién, se tiene que:
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Aserto IV.5.5.4. Sea T una teorfa con A, -induccién. Son equivalentes:
(i) T=IZ,.
(ii) 1A, 1 (T)” = 1%,

Prueba del aserto:
((i) = (ii)): Se sigue de IV.5.5.1.

((if) = (i)): Puesto que T tiene A -induccién, T = IA,.1(T)”. Entonces, por
(ii), se tiene que T = I%,,. O

Ahora veremos que, para el esquema de coleccién, es posible eliminar la hipétesis de
IV.5.5.1.

Aserto IV.5.5.5. B*A,1(T)” = I%,.

Prueba del aserto:
Para n = 0, el resultado es trivial. Luego, podemos suponer que n > 1. Probaremos que
B*An1(T)” == SII,_;. Recordemos que SII._, <= SII,_; <= I%,, y, por tanto,

de lo anterior, se sigue el resultado. Sean 2 = B*A,1(T)™, ¢(z,y) € II._; ya € A
Veamos que:

A= JwVzr <a(Fye(z,y) « Jy < we(z,y))-
Sea 0(z,y) € II;; la férmula p(z,y) V (y = 0 AVz —p(z, 2)). Se verifica que:

(=) AEVzIyb(z,y).
() Fyb(z,y) € Apt1(T)~. Basta observar que T F Vz Iy (z, y).

Puesto que A &= B*A,+1(T)", A E JwVz < aJy < wh(z,y). Sea b € A tal que
AE=Ve <ady <bb(z,y). Entonces, A = Ve < w(Tye(z,y) « Jy <byp(z,y)). d

Estudiamos ahora las relaciones entre fragmentos relativizados sin pardmetros y fragmen-
tos clasicos.

PROPOSICION IV.5.6. Consideramos las siguientes propiedades:
(I¥ 2 U), IX, == Thy,,,(T)
(IX %2 1), I¥, == Thy, ,(T)
(NS)n IEn_H + Thr[nJr2 (T) x> Thnn+2 (./V)
(IE Z H)n IZ,H_l == Tth+2 (T)

Se verifica que:
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B2n+1 ===>1 LAn+1(T)— == B2;+1
BX,+1 =59 1AL41(T)™ =3 BX
IN, + 100, =<4 B*An+1(T)” == I,

Donde:
=1 si (I8 2 V), =g si (I 2 1), =03 si (NS),; =4 si (IX 2 )a.

DEMOSTRACION:

(BX,4+1 21 LA,1(T)7): Por hipétesis, (IX/ ¥ U),, existe ¢ € Uy cerrada tal que
T ¢y IE, I/ ¢; por tanto, BE, 11 1/ ¢.

Por reduccién al absurdo, supongamos que BX,+; = LA, 1(T)~. Entonces:

Bt +-¢ = LA (T)" + -
— I, [Iv.3.11].

Lo cual estd en contradiccién con I11.4.9—(c).

(LAn41(T)” == BX, ) Puesto que Il ; = LA.41(T)", el resultado se sigue de

I, =B, .

(BE, 41 39 IA,1(T)7): Por hipétesis, (IX' # II),, existe ¢ € I 4o cerrada tal que
TF o yIX, /e, por tanto, BY, 11 I/ ¢.
Por reduccién al absurdo, supongamos que BX, 11 => IA,41(T)™. Entonces:

BY, i1+ v = IA11(T)” + -9
= I¥, [IV.3.11].

Lo cual estd en contradiccién con II1.4.7—(a).

(IAn4+1(T)” =3 BX): PorIV.5.4, se tiene que IA,1(T) =3 BX, . Para obtener
el resultado, basta observar que IA,4;(T) = 1A,4+1(T)".

(IZ, + I, ; =>4 B*Ap41(T)7): Por hipétesis, (IX 2 IT),, existe ¢ € II,42 cerrada tal
que THopylI¥ e
Por reduccién al absurdo, supongamos que 1, + III;, | = B*A,,1(T)~. Entonces:
I, +10,, +~¢ = B*A,(T)” +-¢
= BX ., [IV.3.11].

Lo cual estd en contradiccién con I11.4.5—(b).

(B*Ant1(T)™ == Il ): Puesto que BE, ; = B*A,41(T), el resultado se sigue de

n+1
BY |, ==1III ;. u

A continuacién, obtenemos que los fragmentos clésicos sin pardmetros (IX_ ., III .,
BX, ) son fragmentos relativizados (sin pardémetros) de la teoria Th(N).
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TEOREMA IV.5.7.

(a) 1A, (V)™ = IZ ;.

(b) LA (V)™ = I, <= LA (Thg,, (V)"
(c) B*An (V)™ <= BI_,;.

DEMOSTRACION:
Observemos que:
IX, ., = IA, L (N)~

= I¥_,, V Thp,,,WN) [IV.3.8-(a)]

= X, [Thp, ., (V) = IZ; ]

—  LAu1(Thy,,, (V)"

= I, V Thy,, (V) [IV.3.8-(c)]

= I, [Thy, ., (V) = T, ].

BX ., = B*A(N)”
- = BY_ .,V Thp,,,WN) [IV.3.8-(b)]

= BYI [Thn,,,(V) = BZ, 4]

Lo que prueba el resultado. ]

Proposicion 1V.5.8.
(a) IA,+1(N) no es recursivamente axiomatizable.
(b) B*A,+1(N) no es recursivamente axiomatizable.

DEMOSTRACION:
PorIV.5.3, I3, = 1A 11(N) y BEn 41 = B*A,1(N). Luego, el resultado se sigue
de IV.4.5. [ |

5.C IA,1(T) y 1A,41(T)". B*Anii(T) y B*Anps(T)"

Estudiamos ahora cudndo los fragmentos de induccién y coleccién para férmulas A, 1(T)
sin pardmetros son teorias mds débiles que los correspondientes esquemas con pardmetros.

PRroPOSICION IV.5.9. Sea T una teoria con A, +1-induccién. Son equivalentes:
(a) IZn41 == Thy, ,(T).
(b) IAn+1(T) = I1A1(T) ™.

DEMOSTRACION:
((a) = (b)): [En esta parte, no es necesario que T tenga A,;-induccién]. Por (a)
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y IV.4.1-(c), IA,+1(T) no es ¥, 3-axiomatizable. Puesto que IAn4+1(T)™ es Vpio—
axiomatizable y V12 C 3,43, entonces IA, 11 (T) = 1A, 41(T)~.

((b) => (a)): Por reduccién al absurdo, supongamos que I¥,; = Thy, ,(T). En-
tonces:
IAn+1(T) — Thnn+2(T) |IIV.4.1]]
<~ IA,41(T)” [IV.4.6].

Lo que contradice (b). n

ProPOSICION IV.5.10. (n > 1) Son equivalentes:
(a) IX, + exp == Thy, ,,(T).
(b) B*Ap+1(T) = B*Ap11(T)".

DEMOSTRACION:

((a) => (b)): [En esta parte, no es necesario que n > 1]. Por (a) y IV.4.2—(c),
B*A,+1(T) no es ¥, 3-axiomatizable. Puesto que B*A,;1(T)™ es una teoria Vpio-
axiomatizable y V419 C 43, entonces B*A,,1(T) = B*Ap4+1(T)".

((b) => (a)): Por reduccién al absurdo, supongamos que IX, + exp = Thr, ,(T).
Puesto que n > 1, entonces IX, + exp. Por tanto, I¥, => Thy, ,(T). Luego, puesto
que IX, tiene A, ;—coleccién (1.4.5), se tiene que:

IS, = B*Au(IS,) = B*Apy(T),B*Au(T)” = IZ.

Por tanto, B*A,+1(T) <= B*A,+1(T)". Lo cual est4 en contradiccién con (b). |

5D IA,,(T)) y B*A, . (T)O

A continuacién, establecemos relaciones entre los esquemas de induccién y coleccién para
férmulas Ap41(T) (con o sin pardmetros).

LEMA IV.5.11. Sea T una teoria con A,1-coleccién. Entonces:
(a) IAL+1(T) = B*An41(T).
(b) IA,+1(T)” = B*A, 1 (T)".

DEMOSTRACION:
((a)): Observemos que:

1A 1(T) <= I8, V Thy, (T) [IV.3.4—(a)]
= BX,.1V Thnn+2(T)
— B*A,41(T) [IV.3.4-(b)].
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((b)): Observemos que:

IAn1(T)” <= I,V Thp,,,(T) [IV.3.9-(a)]
= BX,,, V Thyp,,(T)
< B*A,1(T)” [IV.3.9—(b)].

Lo que prueba el resultado. |

PROPOSICION IV.5.12. Sea T una teorfa con A, 1—coleccién. Son equivalentes:
(a) Thr,,,(T) k= IS,

(b) IAn+1(T) = B*Anyi(T).

(¢) 1An41(T)” = B*Apy1(T)".

(d) IAn1(T) = B*An41(T) ™.

DEMOSTRACION:

((a) == (b), (c), (d)): Puesto que T tiene A, 1—coleccién, de IV.5.11, se sigue que
IA7+1(T) = B*An11(T) = B*Any1(T)” y 1An41(T)™ = B*Any1(T)™. Por (a),
del resultado IV.5.6, se sigue que B, 41 =¢> IA;;1(T)~. En consecuencia, se tiene que
B*An+1(T) = IAn+1(T), B*An+1(T)_ == IAn+1(T)_ y B*An+1(T)_ == IAn+1(T).
((b), (c), (d) = (a)): Observemos que [en cada caso, la primera implicacién por que
T tiene Anyq1-coleccién, la segunda, por hipétesis; y, la tercera, por IV.5.5.1]:

Thy,,,(T) = IA11(T) = B*An1(T) = IS,

Thr,,,(T) = 1A, (T)" = B*A,p(T)” = IS,

Thy,,,(T) = [An41(T) = B*Ap 1 (T)” = 1%,
Lo que prueba (a). [ |
PROPOSICION IV.5.13. Sea T una teorfa con A, 1—coleccién.

(a) Son equivalentes:

(a.1) IZ,4; = Thy, ,(T).

(a.2) IA,11(T)” = B*A,1(T).
(b) Son equivalentes:

(b.1) I¥,41 = Thy,,,(T) = I%,.

(b.2) IAn+1(T)— }:’ B*An+1(T)'
(c) Son equivalentes:

(c.1) IS, = Thy,,,(T).
(c.2) B*Api1(T) = IAn41(T) .



Capitulo IV: Fragmentos Relativizados 125

DEMOSTRACION:
((a)): ((a.1) => (a.2)): Se tiene que:
1A 1(T)” <= IAn(T) [IV.5.9]
= B*A,;1(T) [T tiene Apqi—coleccién].

Lo que prueba el resultado.

((a.2) = (a.1)): Supongamos que IA,;;(T)” = B*A,+1(T). Entonces, se tiene que
1Y, 1 = B*A,41(T). Luego, por IV.5.4, I¥,, 11 = Thy, ,(T).

((b)): ((b.1) => (b.2)): Basta observar que:
IAp(T)” <= IA,(T) [IV.5.9yIX,.; = Thy,,,(T)]
= B*A,41(T) [IV.5.12y Thy,,,(T) = 1Z,],

((b.2) = (b.1)): (I¥,41 = Thy,,(T)): Se sigue de (a).

(Thy,,,(T) = IZ,): Por hipétesis, IA,11(T) = I1A,+1(T)~ = B*A,4+1(T). Luego,
el resultado se sigue de IV.5.12.

((c)): ((e1) = (c.2)): Se verifica que:
B*A,11(T) = IX,
g IAn+1(IZn)
= A (IZ,)" [IV.5.9]
= IA.(T)"  [(c.1)].

((c.2) = (c.1)): Supongamos que B*A,;1(T) = IA,+1(T)". Entonces, se tiene que
B 11 = 1A,41(T)~. Luego, por IV.5.6, IX, = Thy, ,(T). n

5E LA (T)"

Abordamos ahora el estudio de la teorfa LA,+1(T)~. Notese que los resultados para
minimizacién sin pardmetros no son tan generales como los obtenidos para el resto de
fragmentos relativizados. Uno de los motivos para ello es que en el teorema IV.3.8 sélo
se ha probado que:

LAni(T)™ = I, V Thy,,,(T).

No sabemos si el resultado anterior es cierto si, en lugar de Thy, ., (T), se considera una
clase de férmulas mas amplia (Thy, ,,(T) o Thy,,,(T)). En consecuencia, no hemos
podido caracterizar la clase de los modelos de LA,4+1(T)~ como la unién de los modelos
de III; ; y los modelos de una parte adecuada de T.

PROPOSICION 1V.5.14. Si T tiene (19, A, ,)-minimizacién, entonces:
1Ans1(T)™ = LAn.1(T)".
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DEMOSTRACION:
Observemos que, por IV.2.5—-(a), T tiene A

n+1
1A 1(T)” <= IX.,,V Thy, (T) [IV.3.9]
= LA,1(T)” [T tiene (IIn42, A, ;)-min.].

—-induccién. Por tanto:

Lo que prueba el resultado. |

PROPOSICION IV.5.15. Sea T una teoria con (Il,42, A, +1)—minimizacién. Entonces:
(a) (n>1) 8i T=>1I5%,, entonces 1A, +1(T)” = LA,+1(T)".
(b) Silll,,; == Thn,,,(T), entonces IA,1(T)” = LA,1(T)".

DEMOSTRACION:
Por IV.5.14, se tiene que IA,4;(T)” = LA, 1(T)".

((a)): Puesto que LA,4+1(T)” == IX, y, por IV.5.5.1, IA,,1(T)” = IX,, entonces
la extension es estricta.

((b)): Por hipétesis, existe ¢ € IInq cerrada tal que T F ¢ y II | ¥ ¢. Supongamos,
por reduccién al absurdo, que LA, 1(T)~™ == IA,41(T)~. Entonces:
I, +—¢ = LA (T)" +-¢
- IAn+1(T)_ +
e Al VY [IV.3.8].

Puesto que ITI ; es ¥, 9-axiomatizable, lo anterior estd en contradiccién con II1.2.5.2,
para n > 0, o bien con IIL.2.7, para n = 0. |

PROPOSICION IV.5.16. Consideramos las siguientes propiedades.

(IX # U), IX, == Thy,,,(T)
(IZ 2 ), I¥.;1 == Thy, ,(T)
(EII” 21), I, , +exp = Thy,,,(T)

Se verifica que:

==9 B*An+1(T)—

B*A +1(T === LAn+ T
" 1( ) ! 1( ) ==3 B*An+1(T)
Donde:

[ .
N i (I3 U n; . ouweipre paran ~» v ;
1 si (IX 2 U) #QSIi(IEZH)O para = 0

s s siempre paran >0
5 (EII- # )y paran=0
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DEMOSTRACION:
(B*Apy1(T) 2¢1 LA, 1(T)7): Puesto que BE, 11 = B*An41(T), el resultado se sigue
de IV.5.6.

(LA+1(T)™ =9 B*A,4+1(T)7): Consideramos los siguientes casos:
Caso A: n > 1. El resultado se sigue de B*A,,41(T)™ = IZ, <= LA, 1(T)™.
Caso B: n = 0. Por hipétesis, existe ¢ € I3 cerrada tal que T F ¢ y I¥; I/ . Entonces,
por IV.3.11, B*A((T)™ + ~¢ = BX7.
Por reduccién al absurdo, supongamos que LA;(T)~™ = B*A;(T)~. Entonces:
IIT + 9 = LA(T) +¢
= B*A|(T)” +
= BX7.

Lo anterior estéd en contradiccién con I111.4.5.

(LA +1(T)™ =3 B*A,41(T)): Consideramos los siguientes casos:
Caso A: n'> 1. El resultado se sigue de B*A,1(T) = IX, <= LA, 1(T)".

Caso B: n = 0. Por hipétesis, (EII™ # II)g, existe ¢ € IIy cerrada tal que T + ¢ y
ITI] + exp i/ . Entonces, B*A{(T) + ~¢ == BY;. Supongamos, por reduccién al
absurdo, que LA (T)~™ = B*A;(T). Entonces:

I +-~¢ = LA(T) +¢
= B*A1(T)+
= BX;.

Puesto que la teoria ITI] + - es Y3-axiomatizable y consistente con exp, lo anterior
contradice IT1.2.2. .

Nota IV.5.17. (Los fragmentos 13, + LA,41(T)7).

Puesto que III;,, === I¥,, entonces para cualquier extensién de IX,, T', se tiene que
LA,+1(T)” == T'. En IV.5.15 y IV.5.16, hemos empleado esta propiedad para de-
mostrar, en el caso n > 0, que:

LAn+1 (T)— == IAn+1(T)_ l[T —— IEn]],
LAn_H(T) == B*An (T)—,
LAn+1 (T) == B*An+1(T).

Ahora bien, json ciertas las tres propiedades anteriores si consideramos la teoria LA +1(T)~
junto con 13,7

La misma prueba de los resultados anteriores en el caso n = 0, permite demostrar el
siguiente aserto.
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Aserto I1V.5.17.1. Sea T — IEy.

() SiIZ, + I, = Thy

il T), entonces:

'n.+2(

IZ, + LAyt (T)~ =2 1A,.1(T)".
(ii) SiI¥,4+1 == Thp,,,(T), entonces:
IX, + LA, 11 (T)” == B*A,41(T)".
(iii) SiIX, + 111, + exp =< Thy,,(T), entonces:
IY, + LA, 11 (T)” === B*An 1 (T).

5.F Fragmentos Relativizados de dos Teorias

A continuacién, establecemos resultados que nos permitirdn obtener teoremas de jerarquia
para fragmentos relativizados.

ProPoOSICION IV.5.18. Sean T, y Ty teorias con A, 1-induccién. Son equivalentes:
(a) Thnn+2(T1) <~ Thnn+2 (T2).
(b) IAn.H(Tl) < IAn_H(Tg).

DEMOSTRACION:
((a) = (b)): Trivial.
((b) = (a)): (Th,,,(T1) = Thu,,,(

Thy,,,(T1) = IAn41(T1) [T tiene Anyi1—induccién]
= IA,11(T?) [(b)].

Luego, por IV.3.18-(a), Thy, ,(T1) = Thy,, ,(T2).

T2)): Se verifica que:

(Thp,,,(Ti1) = Thy,,,(T2)): La prueba es similar. [ ]

PROPOSICION IV.5.19. Sean T; y Ty teorfas con A, i—coleccién tales que ambas prue-
ban exp. Son equivalentes:

(a) Tth+2 (Tl) ——1 Thnn+2 (T2).
(b) B*An—f—l (Tl) > B*An+1(T2).

DEMOSTRACION:
((a) = (b)): Trivial.

((b) = (a)): (Thp,,,(T1) = Thn,,,(T2)): Se verifica que:

Thyp,,,(T1) = B*An1(Ti) [T tiene Apyj—coleccién]
= B*Ap;+1(T?) ﬂ(b)ﬂ
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Luego, por IV.3.18—(b), Thy,,,(T;) = Thn,,,(T2).

(Thr,,,(T)) = Thy,,,(T9)): La prueba es similar. u

n+2

PROPOSICION IV.5.20. Supongamos que T y Ty tienen A ,—induccion y se verifica
alguna de las siguientes condiciones:

(i) T1 y T2 son verdaderas.

(ii) T; es verdadera y Ty es ¥, o—definible.
(iii) T es verdadera y T es ¥,,o~definible.

Son equivalentes:

(a) IAn+1(T1)— = IAn+1(T2)“.
(b) Thnn+2 (Tl) — Thnn+2 (T9).

DEMOSTRACION:

Puesto que Thy,,,(T1) = IA,41(T1)” y Tha,,,(T2) == 1A,41(T2)™, es suficiente
aplicar, dos veces, el resultado IV.3.20 (nétese que cada una de las condiciones (i)-(iii)
implica que no se verifica la condicién IV.3.20—(b)). u

PROPOSICION 1V.5.21. Supongamos que Ty y T tienen A, ,—coleccion, ambas prueban
exp; y se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(i) Ty y Tq son verdaderas.

(i) Thp,,,(N) == Thy,,,(T1) y Thn,,,(N) == Thy,,,,(T2).
(iii) Ty y T2 son X, 1—definibles.

Si B*Ap41(T1)” <= B*A,41(T2)", entonces Thy,,,,(T1) <= Thy,,,(T2).

DEMOSTRACION:

Puesto que Thy,,,(T;) = B*A,41(T1)", por IV.3.24 (nétese que no se verifica la
condicién IV.3.24-(b)), se tiene que Thy,,,(T:) = Thy,,,(T2). En consecuencia,
Thy,,,(T1) = Thy,,(T2). La prueba del reciproco es similar. [ ]

PROPOSICION IV.5.22. Sean T y T extensiones consistentes de I¥ ;. Supongamos
que se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(i) Ty y Ty son verdaderas.

(ii) T y T2 son ¥, o—definibles.
Son equivalentes:

(a) B*An+1(T1)_ — B*An+1(T2)_.
(b) Thnn+2 (Tl) — Thnn+2 (T2)
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DEMOSTRACION:
Puesto que Thy, ,(T1) = B*An41(T1)” y Thr,,,(T2) = B*Ani1(T2)™, es sufi-
ciente aplicar, dos veces, el resultado IV.3.25. |

PROPOSICION 1V.5.23. Supongamos que Ty y T tienen (Ilpyo, A} ;)-minimizacién y
se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(i) Ty y Ty son verdaderas.

(ii) T, es verdadera y Ty es ¥, 1—definible.
(iii) Tq es verdadera y T es ¥, ~definable.

Si LAn41(T1)” <= LA,41(T2)™, entonces Thy, ,(T1) <= Thy,,,(T2).

DEMOSTRACION:
Puesto que Thr,,,,(T1) = LAp+1(T1)” y Thy,,,(T2) = LA, +1(T2)™, es suficiente
aplicar, dos veces, el resultado IV.3.22. n

Nota IV.5.24. En general, no es cierto que las siguientes condiciones sean equivalentes:

(a) LAny1(T1)™ <= LA1(T2) .
(b) Thp,,,(T1) <= Thy,,,(Ts).

Como contraejemplo, témese T = Thyy,,, (N), T2 = Thy,,, (V). Entonces, se tiene (a)
y no se tiene (b) (por supuesto, siempre (b) = (a)).

PROPOSICION IV.5.25. Sean Ty, Ty = IEq tales que T tiene A,1-induccidn.
(a) Si Thp,,,(T1) + exp =% Thy,,(T2), entonces:
) 1A511(T1) 3 B*Any1(T2).
(b) Si Thy, ,(T1) + I ., == Thy,,,(T2) y T; es ¥, 2-definible, entonces:
IAn11(T1) == B*Any1(T2) ™.
(c) Si Thy,,,(T:) == Thy,,,(T2), y T1 es L,11-definible, entonces:
IAp+1(T1) =< LA, 41(T9)".

DEMOSTRACION:

((a)): Supongamos que IA,11(T;) = B*A,,1(T2). Puesto que T tiene A, 1-induccién,
entonces Thyy, ,(T1) = B*A,41(T2). Luego, del resultado IV.3.18, se sigue que
Thy,,, (T1) + exp = Thp,,, (T2).

((b)): Supongamos que IA,;1(T;) = B*A,+1(T2)”. Puesto que la teorfa T tiene
Ay +1-induccién, entonces Thyy,,,(T1) = B*Ap41(T2)”. En consecuencia, de IV.3.25
(puesto que T; es X, 9~definible, no se verifica la condicién IV.3.25—(b)), se sigue que
Tth+2 (T1) + IEr—z+1 - Thnn‘{b1 (T2).
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((c)): Supongamos que 1A, 41(T;) = LA,;+1(T2)”. Puesto que la teoria T; tiene
Ay +1-induccién, entonces Thyy, ,,(T1) = LAp+1(T2)”. En consecuencia, de IV.3.22
(puesto que T} es X,;;—definible, no se tiene la condicién IV.3.22—(b)), se sigue que
Tth+2 (Tl) = Thun+1(T2). u

5.G Reglas de Induccién y Coleccion

En [8] y [10], se pone de manifiesto la relacién existente entre los fragmentos rela-
tivizados y las teorias obtenidas a partir de reglas de inferencia (véase I-9). Siguiendo las
ideas recogidas en esos trabajos, en esta subseccién, analizamos dicha relacién mediante
la metodologia usada en la presente memoria.

En primer lugar, caracterizamos A, ;—propiedades en términos de reglas de induccién y
coleccién.

LEMA IV.5.26. Sea T — IA,. Entonces:
(a) [T, Yant1CR] <= T+B*A.1(T).
(b) [T, An+1—IR] — T+ IAn_H(T).

DEMOSTRACION:
((a)): Basta observar que:
[T,X,+1-CR] < T+ B*%Z,11(T)
< T+B*A.1(T) [IV.3.17].

((b)): Inmediato. u

PROPOSICION IV.5.27. Sea T = IA,.
(a) Son equivalentes:

(a.1) T tiene Ap41-coleccion.
(a.2) T+%Z,4,1CR<T.

(b) Son equivalentes:

(b.1) T tiene Ap41—induccion.
(b.2) T+ Apy1-IR <= T.

DEMOSTRACION:
((a)): Basta observar que:
(T + 2p4+1CR <= T) sii (T — [T, 2n+1—CR])
sii (T= B*Ap11(T)) [IV.5.26—(a)].
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((b)): Basta observar que:
(T+Ap1-IR<=T) sii (T = [T,A,+1-IR))
sii (T == IAp4+1(T)) [IV.5.26—(b)].

Lo que prueba el resultado. ]

A continuacién, estableceremos condiciones que permiten probar que los fragmentos rela-
tivizados son cerrados bajo la regla de induccién, o de coleccién.

LEMA 1V.5.28. Sea T = IEy.
(a) Sea p(z,v) € Apt1(T).
IAL+1(T)™ F ¢(0,v)
A1 (T)™ F p(z,v) = oz + 1,0)
(b) Sea (zx,v) € Ay (T).

IAL 1(T)™ F9(0,v) . B
IA; 1(T)™ F (2, ) = p(z + 1,0) } IAG 11(T)™ F Ve g(z, v).

} = IAn1(T)” FVzo(z,v).

DEMOSTRACION:
((a)): Sea A =1A,4+1(T)~. Por hipétesis:

(1) &= 9(0,v),
(2) 2= p(z,v) = ¢z +1,0).

Sea 6(y) € £, la siguiente férmula:
0y) = oo, (o + W1)1)-

Aserto IV.5.28.1. 6(y) € Ap+1(T)~.

Prueba del aserto:
Puesto que T == IEy, entonces T prueba las propidades usuales de la funcién J de
Cantor. Sea ¢(z,v) € II,4; tal que:
T F o(z,v) < ¢(z,v).
Sea 8'(y) € II.; la siguiente férmula:

P((¥)o, (¥)o + (¥)1)1)-
Es fécil comprobar que T + 6(y) « 6'(y). Por tanto , 8(y) € A1 (T)". O

Aserto IV.5.28.2.
(i) 2 k= 6(0).
(i) A=0(y) — 0(y +1).
(iii) 2 = Vyo(y).
(iv) A E=Vz oz, v).
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Prueba del aserto:
((i)): Puesto que 0 = (0,0), entonces (0)o = 0. Luego, (i) se sigue de (1).

((ii)): Sea a € A tal que A = 6(a). Sean b, c € A tales que a = (b,c). Entonces:
(3) A k= (b, (b+ ch).

Para comprobar que 2 k= 6(a + 1), consideramos los siguientes casos:

Caso A: 0 < c. Entonces, a+1 = (b+ 1,c — 1). Por (2) y (3), se tiene que
A= @b+ 1,(b+c)1). Por tanto, A = 6(a + 1).

Caso B: ¢ = 0. Entonces, a+ 1 = (0,b+ 1). Por (1), 2 = ¢(0,(b+ 1)1). Por tanto,
A= b6(a+1).

((iii)): Puesto que &% = IA,4+1(T)~, entonces, de IV.5.28.1, (i) y (ii), se sigue que
A = Vy 6(y).

((iv)): Sean b,c € 2. Sean a,d € 2 tales que (b+d); = cy a = (b,d). Por (iii),
2 = 8(a). Luego, % = ¢((a)o, ((a)o + (a)1)1); ¥, en consecuencia, % = p(b,c). [

De la parte (iv) del dltimo aserto, se sigue (a).

((b)): La prueba es similar. L

TEOREMA IV.5.29. Supongamos que T => Thy,,,(IXn+1). Entonces:
(a) IA+1(T)” <= 1A 41(T)” + Zp+1-1IR.
(b) TAL,,(T)~ <= 1A%, (T)" + Hpyr-IR.
(c) SiT es A, -cerrada, entonces LAp41(T)™ <= LA, +1(T)” + 41 -1R.

DEMOSTRACION:
((a) («<=): Inmediato.

(=): Es suficiente probar que:
IAL+1(T)” = [[Ap+1(T) ", Zp+1-1R).
Sea ¢p(z,v) € Lnp41 tal que:
(=) 18n+1(T)™ F (0, v),
() TAn1(T)™ F o(z,v) = p(z + L,v).

Entonces, IX,;1 prueba estas férmulas. Por tanto, I¥,.; F Vz¢(z,v). Luego, por
hipétesis, T + Vz ¢(z,v). En consecuencia, ¢(z,v) € Any1(T). Entonces, de IV.5.28, se
sigue que IA,+1(T)™ F Vz p(z, v).

((b)): (<): Inmediato.
(=): Es suficiente probar que:
IA} (T)” = (1A (T) 7, Maya-IR].
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Sea 9(z,v) € 4 tal que:
(=) TAZ(T)™ F (0, v),
(=) 1A% (T)” F9(z,v) — ¥(z + 1,v).

Entonces, I¥,41 prueba estas férmulas. Por tanto, I¥, 1 F Vz¢(z,v). Luego, por
hipétesis, T - Vz ¢(z,v). En consecuencia, ¥ (z,v) € Ay (T). Entonces, de IV.5.28, se
sigue que IA} (T)™ FVzi(z,v).

((c)): Puesto T es A —cerrada, por IV.2.2.3, LA, 1(T)™ <= 1A} (T)". Luego, el
resultado se sigue de (b). n

LEMA 1V.5.30. Supongamos que T = IEy. Sea ¢(z,y,v) € ¥pn41 una formula tal que
dy p(z,y,v) € Apy1(T). Entonces:

B*An-l-l(T)_— FVz ay (P(-T, y,v) = B*An-}—l(T)— bVzJuvr < 231/ < U(P(‘Ta Y, ’U).

DEMOSTRACION:
Sea 2 |= B*A,+1(T)~. Entonces, por hipétesis:

(1) A = VzIyp(z,y,v).

Sea 0(z,y,y1,v) € I, tal que ¢(z,y,v) = Jy; 0(z,y, y1,v). Sea é(w,ys2) € II; la siguiente
féormula:

8((w)o, (y2)o, (¥2)1, (w)1).

Por (1), se tiene que:
(2) A E=Yw 3y 6(w, y2).

Se verifica que:

Aserto I1V.5.30.1. Jy26(w,y2) € Aps1(T)".

Prueba del aserto:
Sea (z,v) € o4y tal que T + yp(z,y,v) « ¥(z,v). Entonces, las siguientes
equivalencias son demostrables en T:
y20(w,y2) < 3y Iy 0((w)o, ¥, y1, (w)1)
o ay‘P((w)Ovy’ (w)l)
= Y((w)o, (wh)

Puesto que ¢((w)o, (w)1) = ¢'(w) € 1T ;, esto prueba el aserto. O

Aserto 1V.5.30.2. A |=VzJuVzr < 23y < up(z,y,v).

Prueba del aserto:
Sean a,b € A. Veamos que A = JuVzr < aJy < up(z,y,b).
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Sea ¢ = {(a,b). Puesto que A = B*A,,1(T) ™, del aserto y (2), se sigue que:
A = VzIuVw < z3ye < ud(w, y2).
En consecuencia:
A JuVw < cJyg < ud(w, y2).

Luego, se tiene que:

A = JuVw < c3y2 0((w)o, (y2)o, (¥2)1, (w)1)-
Entonces:

A E JuVw < ¢y, y1 < ub((w)o,y, y1, (w)1).
Luego:

A = JuVw < cFy < up((w)o, vy, (w)1).

Sea d < a. Entonces, (d,b) < (a,b) = c. Por tanto:

A= JuVr < ady <up(z,y,b),
Lo que prueba el aserto. U

Del ultimo aserto, se sigue el lema. u

TEOREMA IV.5.31. Sea T == I¥,,. Entonces:
B*An+1(T)_ — B*An+1(T)— + En.{..l—CR.

DEMOSTRACION:
(<=): Inmediato.

(=): Es suficiente probar que:
B*Ant1(T)” = [B*Ans1(T)", Bnyi-CRI.

Sea ¢(z,y,v) € Tpt1 tal que B*An1(T) F Vo Iy p(z, y,v). Entonces, BE,,, prueba
dicha férmula I1,9; y, por tanto, I¥, también la prueba. En consecuencia, puesto que
T => I¥,, T + Yz 3y p(z,y). Entonces, Iy o(z,y,v) € Apt1(T). Luego, por IV.5.30,
se tiene que B*A,+1(T)™ F Vz 3uVr < 2y < up(z,y,v). u

CoROLARIO 1V.5.32. (Beklemishev). IAg + ¥,41-CR < I%,.

DEMOSTRACION:
(=): Observemos que:
1A + En+1—CR - [IA(), En+1—CR]
<= Ao+ B*A,+1(IAg) [IV.5.26]
= IX, [B*Ant1(IAg) < IZ,].
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(<=): Basta observar que:
IY, < B*A,.1(I%,)
= B*A,41(IX,)”
< B*An1(IX,)” +2,41-CR [IV.5.31]
= IAo+X,41-CR [B*An+1(IX,)” = IAy].

Lo que completa la prueba del resultado. |

6 Fragmentos Relativizados de Fragmentos Clasicos

En lo que sigue, emplearemos los resultados sobre axiomatizacién y relaciones en-
tre fragmentos relativizados, obtenidos en las secciones 4 y 5, para estudiar propiedades
de fragmentos relativizados de fragmentos clasicos. Es decir, fragmentos para férmulas
Any1(T), cuando T es una de las teorfas: 1L, PA o Th(N).

Nétese que IX, (k > n), PA y Th(/N) son teorfas con A, 1—coleccién y, en consecuencia,
también tienen el resto de las A, 1—propiedades consideradas; asi como sus versiones sin
parametros.

A continuacién, destacamos propiedades de los fragmentos cldsicos que nos permitiran

aplicar los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores (véanse los resultados 1.3.4,
1.8.6 y 1.8.5):

ProposicION IV.6.1.
(a) Jerarquia:
(a.1) IAg + exp =< Thyy, (IX;).
(a.2) ‘Para todo m > 0, I¥,, =< Thy, (IX41).
(a.3) PA == Thy, (V).
(b) Envolturas:
Sean ¢1(z), ... ,pi(z) € X, ;. Entonces:
En+ 1, + ... +1, == Th,(IZ,4+1).

(c) Finitamente axiomatizable:

(c.1) Param > n, Thy, ,(IX,,+1) no es finitamente axiomatizable.
(c.2) Thy,,,(PA) no es finitamente axiomatizable.
(c.3) Thy,,,(N) no es finitamente axiomatizable.

6.A Relaciones entre Fragmentos Relativizados (de fragmentos clésicos)

A partir de los resultados IV.5.4 y IV.5.6, se obtienen las siguientes propiedades sobre
las relaciones con los fragmentos clésicos.
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Prorosicidon 1V.6.2.

(@) { (k>2) IS;,, o 1A, (IZ,) << BT,

(k=1) IZ.,, = 1A (IZa4) €= BS;,

(b) IX,,, & 1A, 1(PA) & BX .

©) (k>2) IX, ., o B*An1(IZn4k) &= BE
(k=1) IX;,, = B*A1(IX,41) & BT,
(d) IZ, ., & B*A,11(PA) <= BZ, ;.

DEMOSTRACION:
((b), (d), y (a), (c) para k > 2): Por IV.6.1—(a), se tiene que:

IEn+1 == Thnn_‘_2 (12m+1), y PA == ThnnJrz (N)

De IT1.1.3.4, se sigue que:

IEn.H + Tth+2 (IEm+1) === Thnn+2 (N),
X1+ Thy, ., (PA) == Thy,,,, WN).

Por tanto,;los resultados se siguen de IV.5.4.

((a), para k = 1): (I, ; = IAn4+1(IXn41)): Basta observar que (la equivalencia, se
tiene por IV.4.1—(c)):

IZ;+1 }: Tth+2 (Izn+1) s IAn+1(IZn+1).
(IAn+1(IZn41) < BE, ,): El resultado se sigue de IV.5.4.

((c), para k = 1): (IX, ., = B*A,;1(IXs11)): Basta observar que:

B IE;—H }:> IAn+1(IEn+1) - B*An+1(12n+1).

(B*An41(IX,41) €= BX, ) Puesto que IL, + exp == Thy, ,(IZ,+1), entonces el
resultado se sigue de IV.5.4. |

PROPOSICION IV.6.3.
(a) Para cadam > n, BEpy1 < I8, (IX041)” €2 BX, ).
(b) BE,11 ¢ 1A, (PA)~ @ BE, .
(c) Paracadam >n, BEny1 €9 LA 1(IEn41)” € BX, ).
(d) BXny1 <o LAy 1 (PA)” @ B, ;.
(e) Paracadam >n, IZ, + I | < B*An1(IXm41)” o I .

(f) IZ, + I, <& B*Anpi(PA)~ < I, .

DEMOSTRACION:
La proposicién se sigue de los resultados IV.6.1-(a) y IV.5.6. u



Capitulo IV: Fragmentos Relativizados 138

IAn41(T) y I8, 1(T)". B*Ap1(T) y B*A 1 (T)™

PROPOSICION 1V.6.4.
(a) Para cadam > n, 1A, 1(I¥h41) = IA L 1 (I80me1) .
(b) TAn41(PA) k= 1A, (PA)".
(¢) TAni(N) = TAR (V) 7.
(d) IAn_H(IEn.H) — IAn+1(IZ}n+1)‘ — Tth+2 (12n+1).
(e) 1A 1 (I5,) <= IA 11 (IX,)” < I%,.

DEMOSTRACION:
((a), (b), (c)): Se sigue de IV.5.9 y IV.6.1-(a).

((d)): Se sigue de IV.5.9 y IV.4.6—(c).

((e)): Por 1.4.5, IX, tiene A,41—coleccién y, por tanto, tiene A, yi-induccién. En con-
secuencia, I¥, <= 1A, (IX,).
De IV.5.9, se sigue que 1A, 1(IX,) <= 1A, 11 (IX,)". n

PROPOSICION IV.6.5.
(a) Paracadam > n, B*A,11(IXm41) = B*Ap 1 (IZm41) ™.
(b) B*Ant1(PA) = B*Apy1(PA)".
(c) B Anpi(N) = B*An (V)™
(d) B*App1(IZ,) <= B* A1 (I5,)" <= IT,.

DEMOSTRACION:
((a), (b), £c)): Se sigue de IV.5.10 y IV.6.1-(a).

((d)): Por 1.4.5, I3, tiene A, j—coleccién. Entonces IX, < B*A,1(IZ,).
Por IV.5.10, se tiene que B*A,1(IX,) < B*A,1(IZ,)". [ ]

IAn+1(T)(_) y B*An 11 (T)(—)

PROPOSICION IV.6.6.
(a) Paracadam > n, IA,1(I¥m41) = B*Ant1(I8m41)-
(b) Para cadam >n, IA,+1(IZ41)” = B*An 1 (IZn41) .
(C) IAYH—I(PA) '=> B*An-H (PA) y IAn—H(PA)* ':> B*An+1(PA)_'
(d) IAn1 (V) = B*Apt1(N) ¥ 1A (V)™ = B*A (V).

DEMOSTRACION:
El resultado se sigue de IV.5.12 y IV.6.1—(a). n
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LAns1(T)"

PRroPoOSICION IV .6.7.

(a) Paracadam > n, 1A, 1(I¥41)” = LA 1(I8m41) -
(b) IA,+1(PA)™ = LA, 1(PA)".

(c) IA, 11 (N)™ = LA (V).

DEMOSTRACION:
El resultado se sigue de IV.5.14, IV.5.15 y IV.6.1-(a). n

ProposIcION IV.6.8.
(a) Paracadam > n, LAy 11(IZm41)” < B*An 1 (IZm41)-
(b) (n>1) Paracadam > n, LA, 1(IX41)” < B*Ap 1 (18m41) 7.
(¢) Para todom > 1, LAJ(IE,h41)” <= B*A1(IX41)".
(d) B*AI(IZl)‘ > LAl(Izl)_
(e) B*Ap+1(PA) & LA,+1(PA)” < B*A, 11 (PA)™.
(f) B*Ap1(NV) 5 LA, 1 1(N)” < B*A, . (V).

DEMOSTRACION:
La proposicién se sigue de los resultados IV.5.16 y IV.6.1—(a). |

Fragmentos Relativizados de dos teorias

TEOREMA 1V.6.9.
(a) Para cadam > n:

(a.1) 1A (I8 ms1) B> TA 1 (IS 0).
(a.2) B*An+1(12m+1) |=} B*An+1(12m).

(b) IAn+1(N) = IAn41(PA).
(c) B*"An1(N) = B*An 1 (PA).

DEMOSTRACION:
El teorema se sigue de IV.5.18, IV.5.19 y IV.6.1-(a). n

TEOREMA IV.6.10. Para cada m > n:
(a) IAn.H(IEm.H)“ l=> IAn_{.l(IZm)_.
(b) B*Ant1(I8ms1)” = B*Ansy(ISm)~.
() LAnt1(I8m41)” = LAn 1 (IXR)".
(d) TA 1 1(N)” = 1A 1 (PA)7, B*An (V)™ = B An1(PA)7, y
LAns1(M)™ = LAny (PA)~.
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DEMOSTRACION:
El teorema se sigue de IV.6.1-(a), IV.5.20, IV.5.21 y I'V.5.23. [ |

PropPosICION IV.6.11.
(a) Para cadam > n, IA,11(IX,;,) == B*A, 1 (I¥n41)-
(b) Para cadam > n, IA,11(IXn) =< B*A 11 (IX 1)~
(c) IAn41(PA) == B*Apy (V).
(d) Para cadam > n, IA,11(IX,,) == LA +1(IX0m41)".
(e) IAL11(PA) === LA, (1 (N)™.

DEMOSTRACION:
La proposicién se sigue de IV.6.1—-(a) y IV.5.25. |

6.B Axiomatizacién

En lo que sigue, a partir de los resultados obtenidos en la seccién 4, estudiamos propiedades
de axiomatizacién para fragmentos relativizados de fragmentos clésicos.

Induccién: IA,1(T), IA,+1(T)™

PROPOSICION IV.6.12.
(a) Se verifica que:

(a.1) IA+1(IX,41) es II,40—axiomatizable.

(a.2) Para cada m > n, IA,11(IX,,41) es una teoria I1,;3-axiomatizable y no es
Y n+3—axiomatizable.

(a.3) IA,+1(PA) es I, 3-axiomatizable y no es ¥, 3—axiomatizable.

(a.4) IA,4+1(N) es Il y3—axiomatizable y no es ¥, 3~axiomatizable.

(b) Se verifica que:

(b.1) IA,+1(IX,+41) es I, o—axiomatizable.

(b.2) Para cada m > n, 1A, 11 (IX,,+1)” es una teoria V, o-axiomatizable y no es
Un+o—axiomatizable.

(b.3) IA,+1(PA)™ es V,yo—axiomatizable y no es U, 9-axiomatizable.

(b.4) IA,11(N)™ es V,o-axiomatizable y no es U, o—axiomatizable.

DEMOSTRACION:
La parte (a) se sigue de IV.4.1. La parte (b) se sigue de de IV.4.6. |
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ProPosICION IV.6.13.

(a) Para cada m > n, 1A, 1(IXm41) ¥ IAp+1(IZn41)” no son finitamente axioma-
tizables.

(b) IA,+1(PA), IA,+1(PA)™ no son finitamente axiomatizables.
(¢) 1A+ 1(N), IA,+1(N)™ no son finitamente axiomatizables.

DEMOSTRACION:
Se sigue de los resultados IV.4.3, IV.4.10 y IV.6.1-(c). n

Coleccién: B*A,11(T), B*A,41(T)™

PROPOSICION IV.6.14.
(a) Se verifica que:

(a.1) Para cadam > n, B*A,11(IZ41) es una teoria 1, 3—axiomatizable y no es
Y n+3—axiomatizable.

(a.2) B*A,+1(PA) es II,,.3-axiomatizable y no es X, 3-axiomatizable.

(a.3) B*A,4+1(N) es 1,4 3-axiomatizable y no es £, 3—axiomatizable.

(b) Se verifica que:

(b.1) Para cadam > n, B*Ap1(IXm+1)” es una teoria Vpo-axiomatizable y no es
Un+o—axiomatizable.

(b.2) B*A,+1(PA)~ es V, o-axiomatizable y no es U, o-axiomatizable.
(b.3) B*A,11(N)™ es V, o-axiomatizable y no es U, 9—axiomatizable.

DEMOSTRACION:
La parte (a) se sigue de IV.4.2. La parte (b) se sigue de IV.4.8. n

PROPOSICION IV.6.15.
(a) Para cadam > n, B*Ap11(I¥;m41) no es finitamente axiomatizable.
(b) Para cada m > n, B*A,11(I¥;n+1)” no es finitamente axiomatizable.
(c) B*A,+1(PA), B*A,4+1(N) no son finitamente axiomatizables.
(d) B*A,41(PA)~, B*A,11(N)™ no son finitamente axiomatizables.

DEMOSTRACION:
((a), (c)): Se siguen de IV.4.4 y IV.6.1—(c).

((b)): Supongamos que B*A, 11 (IX;,+1)” es finitamente axiomatizable. Entonces, por
IV.4.11, existe 8§ € II,, ;9 cerrada tal que:

(1) ISmi1 6,
(2) 6+1Z;,, <= Thr,,,((Snp) + 155,
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Puesto que IX,,;; es una extensién X,,,3-conservativa de IX +1» entonces, por (1),
I, 41 B 6. Sean ¢i(z), ..., p(x) € X, tales que IX,, + L,, + ... + I, F 6. De
(2), recordemos que n < m, se sigue que:

ISn + Ly + ... + 1, = Thy,,,(ISm41) = Thy, (IZm4).

Lo anterior estd en contradiccién con IV.6.1—(b).

((d)): Supongamos que B*A,;;(PA)~ es finitamente axiomatizable. Entonces, por
IV.4.11, existe 6 € I1,, 19 cerrada tal que:
(1) PAL 9,

(2) 6+1I%,,, < Thn,,,(PA) +IZ], .

Por (1), existe m > n tal que IZ,, 1 F 6. Entonces, de (2), se sigue que:
Izm+1 - Thnn+2 (PA) - Th[h (IEm+2).

Lo anterior estd en contradiccién con IV.6.1—(a.2).
Para la teorfa B*A,41(N)~, obsérvese que, por IV.3.29, B*A, 1 (N)~ + exp es de tipo
n+2 — n+ 1. Por tanto, B*A,;1(N)~ no es finitamente axiomatizable. n

Minimizacién: LA,41(T)™

PROPOSICION IV.6.16.

(a) Paracadam >n, LA,41(IX,,41)” es una teoria ¥, 1o—axiomatizable y no es I, 42—
axiomatizable.

b) LA, 1(PA)~ es £, o-axiomatizable y no es Il,,; s—axiomatizable.
+ +
(¢) LAnt1(NV)™ es Xy o-axiomatizable y no es Il y-axiomatizable.

DEMOSTRACION:
La proposicién se sigue de IV.4.7. n

PROPOSICION IV.6.17.
(a) (n>1) Para cadam > n, LAp41(IZ,,41)” no es finitamente axiomatizable.
(b) LA,+1(PA)™ no es finitamente axiomatizable.
(¢) LAn+1(N)™ no es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION:
((a)): Es consecuencia inmediata de IV.4.12.
((b)): Puesto que PA tiene (Il 42, A}, ;)-minimizacién, entonces:

Thy,,,(PA) = LA, (PA)~.

Por reduccién al absurdo, supongamos que LA, ,;(PA)~ es finitamente axiomatizable.
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Entonces, existe 8 € I1,,;.9 cerrada tal que:

(1) PAF 6. Luego, existe m > n tal que I%,, - 6.
(2) 6 = LA, +1(PA)".
Por (2), de IV.3.22, se sigue § = Thy,,,(PA). Luego:
IY,, = Thy, ., (PA) = Thy, (IXm41).

Lo anterior estd en contradiccién con IV.6.1-(a.2).

((c)): Por IV.5.7, LAp41(N)~ <= III;,_;. Luego, por II1.3.5, LAn 1 (V)™ es de tipo

n+ 2 — n+ 1; y, en consecuencia, no es finitamente axiomatizable. |

NoTta IV.6.18. (Fragmentos relativizados de III; ).
Estudiamos aquf algunas propiedades de esquemas relativizados de la teorfa III ;.

Aserto IV.6.18.1.
(i) Sea T una teoria ¥, o-axiomatizable tal que IX,+; = T. Entonces:
1A 1 (IZ, + T) < 1A,+1(IZ, + T)” <= Thy,,,(I%, + T).
(ii) IA(III]) <= IA,(II])” <= Thy,(Il]) = I%.
(iii) 1A, (IZ, + 10, ) <= 1A, (I, + 11D, ;) <= Thy,,, (1%, + I, . ,).
(iv) (n>1) IAn+1(IH;+1) = IAn+1(IH;+1)_ <= Thp,,, (IHT_I,+1)'

Prueba del aserto:

((i)): Primero, observemos que IX, + T es consistente. Puesto que, por 1.4.5, IX, tiene
Ap41-coléccién, IX, + T tiene A, 1—coleccién; y, en consecuencia, tiene A,y 1-induccién.
Puesto que I¥,; => Thy, ,(IX, + T), el resultado se sigue de IV.4.1.

((ii), (iii)): Ambos son consecuencias de (i).

((iv)): Puesto que III_,, tiene A_ ;~induccién y IX,4y = III 4, de IV.4.6—(c), se
sigue que 1A, (11T, )~ <= Thp, ,(III, ;).

Puesto que n > 0, Il ; no extiende a IX,; por tanto:

IA?H-I(IH;-H) ’:’ IAﬂ+1(IH7—L+1)—'
Lo que prueba (iv). a
Es también interesante estudiar propiedades de la teorfa B*Aq(III; ).

Aserto IV.6.18.2. Se tiene que:
Thy, (I1I]) <= IA(III7) ™ = B*A((ITI7 )~ = 1A,.
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Prueba del aserto:

Puesto que III] tiene Aj—coleccién, IA((ITl])” <= Thy,(III;) = B*A(IlI])~. La
extensién es estricta, pues BY; es una extensién Ilp—conservativa de 1A y, por 1.4.3 y
1.4.2—(b.5), se tiene que Thy, (ITI]) == IA,. O

En el aserto anterior, queda pendiente la cuestién: ;B*A(III])~ = IAg?
Ahora bien, como veremos en V.2.5, responder afirmativamente a la pregunta anterior
implica que el problema (INE) es falso. Es decir, IAg + —exp = BX;.

NoTta 1V.6.19. (Fragmentos relativizados de IA( + (-)exp).
A continuacién, aplicando los resultados probados en el presente capitulo, obtenemos
relaciones entre fragmentos relativizados de la teoria 1A + exp.

Aserto IV.6.19.1.
IAg + exp

)
IA1(IAg +exp) <= IA;(IAg+exp)” = B*Aj(IAq+ exp)

) 4 Y
LAl(IAo + exp) }=} LAl(IAO + exp)_ &= B*Al(IAO + exp)— = 1Ay
I
1A

Prueba del aserto:

Puesto que BX; 4 exp es una extensién Ily—conservativa de IAq + exp, esta tltima teorfa
tiene Al—caleccién; ¥, por tanto, también tiene el resto de A(l_)—propiedades. Para obtener
las relaciones del diagrama, basta aplicar los resultados IV.4.1-(c), IV.5.9, IV.5.12—(c),
IV.5.15-(b) y IV.5.16. g

En el diagrama anterior, quedan pendientes tres relaciones:

(=) (B*A1(IAg + exp)” = B*A;(IA¢ + exp)?
(=) (IAo = B*A{(IA¢ + exp)~?
(=) (LA1(IAp + exp)” => B*A; (1A + exp)?

Como veremos en V.2.5, responder negativamente a cualquiera de las tres preguntas
anteriores, implica que (NE) es falso.

En el caso de la teorfa IA¢ + —exp, la situacién es bien distinta. Los fragmentos para
férmulas Ay (IAO—}——‘exp)(_) resultan equivalentes a IAy. Basta tener en cuenta el siguiente
resultado de conservacién.
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Aserto 1V.6.19.2. IAg + —exp es una extensién [Ip—conservativa de 1Ao.

Prueba del aserto:

Sea ¢ € Il cerrada tal que IAg + —exp F . Por reduccién al absurdo, supongamos
que IAg I/ ¢. Sean A |= IA¢ + -y no estdndar y 8(z) € II7 tal que la férmula —¢ es
3z 6(z). Entonces, existe a € 2 tal que A |= 6(a). Sean b € 2 no estandar y ¢ = (a,b).
Consideramos la siguiente subestructura inicial de :

B={de: existe k € w tal que d < c*}.
Entonces:

(-) B EIAg + —exp.
Puesto que B <§ 2 y 1A es [1;-axiomatizable, se tiene que B = IAg. Supongamos
que B | exp. Entonces, ¢ € B. Por tanto, existe k € w tal que ¢ < ck.
Contradiccién, pues IAg F y < ¢’ A exp(z,y,u) Aexp(z,y/,u') — u <
() B .
Puesto que c € B y a < ¢, entonces a € B. Por tanto:
AL0@) — BF )
= B Iz p(z)
= B .

Lo anterior estd en contradiccién con IAg + —exp F . )

En consecuencia, se tiene que:

Aserto IV.6.19.3.

IA;(IAg + —exp)™) <= B*A;(I1Ag + —exp)(~)
<= LA (IA¢+ ﬂexp)(*)
<= IAg.



Capitulo V

Comentarios y Problemas abiertos

1 Introduccién

En el presente capitulo, recopilamos las cuestiones que se han ido planteando a lo largo
de este trabajo y que, finalmente, han quedado sin resolver.

Una caracteristica comin de una parte de estas cuestiones es que estdn conectadas con
el problema de la extensién final, mediante el problema (NE) (véase 1.5.5). Por ello,
en la seccién 2, establecemos primero algunas relaciones entre este ultimo problema y
fragmentos relativizados.

Otro bloque importante de problemas pendientes aparece en el anélisis del fragmento
de minimizacién para férmulas A,,1(T)~. Muchos de los resultados obtenidos para los
esquemas de induccién y coleccién no se han podido establecer para minimizacién sin
pardmetros, al menos con el mismo grado de generalidad. En la seccién 3, agrupamos
algunos comentarios al respecto.

Por tltimo, explicitamos una lista de problemas pendientes que han ido apareciendo en el
desarrollo de la presente memoria.

2 Sobre el problema de la extension final

Una parte de los problemas pendientes del presente trabajo estdn conectados con el
problema de la extensién final, mediante el problema (NE). En algunos casos, la relaciéon
con este dltimo problema es inmediata. En otros, se obtiene a partir de condiciones
equivalentes. A continuacién, establecemos cuéles son esas condiciones.

146
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En primer lugar, nétese que, de IV.3.5 y IV.3.11, se sigue que:

PROPOSICION V.2.1.
(a) B*A;(IAg + exp) + ~exp == BZI;.
(b) B*A1(IA¢ +exp)” + —exp = BI].

TEOREMA V.2.2. Son equivalentes:
(a) (NE) es cierto, es decir, IAg + ~exp == BY;.
(b) IA¢ + —exp = B*A1(IAp + exp).
(c) IAp < BX; V (IAg + exp).
(d) B*A1(IA¢ + exp) <> 1A,.
(e) B*A;(IAp + exp) es IIj-axiomatizable.
(f) B*A;(IAg + exp) es [Iy—axiomatizable.

DEMOSTRACION:
((a)==(b)): Inmediato.

((b)==(c)): Es claro que BX; V (IAg + exp) = IAg. Veamos la extensién contraria.
Supongamos que A = IAg y A = exp. Por (b), 2 = B*A;(IAg + exp) + —exp. Luego,
de V.2.1, se sigue que A = BY;.

((c)=>(d)): La teoria IAq + exp tiene Aj—coleccién. Por tanto:
B*Al(IAO + exp) — BY; V (IAO + exp) [[IV.3.6]]
= IAp [(©)]-

((d)==(e)==(f)): Inmediato, recordemos que IAq es II;-axiomatizable.
((f)=>(d)): Se sigue de IV.4.2—(d).
((d)==(a)): Supongamos que se tiene (d). Entonces:

IAg+ ~exp = B*A;(IA¢ + exp) + —exp

Lo que completa la prueba del resultado. |

NoTA V.2.3. Para el andlisis del fragmento B*A;(IAp + exp)~, consideramos la versién
sin pardmetros del problema (NE). Es decir:

(NE)~ IAp+ —exp = BX].

Como en la prueba de V.2.2, se obtiene la siguiente cadena de equivalencias.



Capitulo V: Comentarios y Problemas abiertos 148

TEOREMA V.2.4. Son equivalentes:
(a) (NE)~ es cierto, es decir, IAg + ~exp => BX.
(b) IAg + —exp = B*A;(IAg + exp)~.
(c) 1Ay < BX] V (IAp + exp).
(d) B*A;(IAp + exp)” < IA,.
(e) B*A(IAg + exp)~ es II; -axiomatizable.
(f) B*A;(IAp + exp)~ es [Iy—axiomatizable.

COROLARIO V.2.5. Cada una de las siguientes condiciones implica ~(NE).
(a) B*A1(IA¢ + exp) = IAo.
(b) B*A1(IAp + exp) = B*A;(IAp + exp)~.
(c) LA1(IAg + exp)™ == B*A;(IAqg + exp) [véase V.4.36].
(d) B*A((I1I7) = 1A,.

DEMOSTRACION:
((a), (b), (¢)): En cada caso, si la condicién es vélida, entonces IAg == B*A1(IAo+exp).
Luego, por V.2.2, IA( + —exp == BY};.

((d)): Por I.4.2—(b.5), IA¢ + exp => Thry, (IlI]). En consecuencia, B*A;(IAq + exp)
es una extensién de B*A;(III]). Supongamos que se tiene (d). Entonces:
B*A;(IAg + exp) = B*A(II1]) = 1A,.
Luego, el resultado se sigue de la parte (a). n
COROLARIO V.2.6. Supongamos que (NE) es cierto. Son equivalentes:
(a) IAy es finitamente axiomatizable.

(b) IA; es finitamente axiomatizable.
(c) BX; es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION:
((a)=>(b)): Supongamos que IA es finitamente axiomatizable. Entonces, también lo es
IA¢+—exp. Puesto que suponemos (NE) cierto, entonces (recuérdese que BX; == IA;):

1A, < (1IA;+exp) V (IAg+ —exp).
Ahora bien, IA{ + exp es finitamente axiomatizable. Luego, de IV.3.3—(e), se sigue (b).

((b)==(c)): Supongamos que IA; es finitamente axiomatizable. Entonces, también lo es
IA; + —exp. Puesto que suponemos (NE) cierto, se tiene que:

BYL;, <= (BXL; +exp)V (IA; + —exp).

Ahora bien, BY; +exp es finitamente axiomatizable. Luego, de IV.3.3—(e), se sigue (c).
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((c)=>(a)): Supongamos que BY; es finitamente axiomatizable. Por V.2.2, se tiene
que:

1A, <= BX; V (IAg + exp).
Puesto que IA( + exp es una teorfa finitamente axiomatizable, entonces, de IV.3.3—(e),

se sigue (a). [ ]

Para terminar, estudiamos qué sucede si, en lugar de exp, se considera una férmula ¢
sintdcticamente mds simple y tal que IAg + —p = IA¢ + —exp.

LEMA V.2.7. Sea ¢ € V; cerrada. Entonces:
(a) B*A1(IAg + ¢) + B*A1(IAg + —p) <<= BX;.
(b) B*Al(IAO + go)‘ + B*AI(IAO +p)T = BE;.

DEMOSTRACION:
((a)): Es inmediato que BX; = B*A;(IAg + ¢) + B*A1(IAg + —p).
Sea 2 = B*A1(IAg + @) + B*A1(IAg + —p). Veamos que 2 = BX;.

Caso 1: A }z ®.
Entonces, A = B*A1(IAg + —¢) + =—¢. Luego, de IV.3.5, se sigue que 2 = BX;.

Caso 2: A}~ .
Entonces, A = B*A1(IAg + ¢) + ~¢. Luego, de IV.3.5, se sigue que A = BX;.
((b)): Similar a la prueba de (a). [ |

PROPOSICION V.2.8. Sea ¢ € V) cerrada. Son equivalentes:
(a) IA¢ F+ ~¢ = BIL.
(b) B*A;(IA + ¢) <= IA,.
(C) B*Al(IAo + ""4,0) <~ BY;.

Ademds, si IAg + exp b ¢, entonces (NE) implica las condiciones anteriores.

DEMOSTRACION:
((a)=>(b)): Puesto que IAp + ¢ tiene Aj—coleccién, entonces:

(1) TAg + ¢ = B*A1 (1A + ¢).
Por (a), se tiene que:

(2) 1A + ~p = B*A1(IA¢ + ).
De (1) y (2), se sigue (b).
((b)=(c)): Se sigue de V.2.7.

((c)=(a)): Puesto que IAg + —p tiene Aj-coleccién, entonces:
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Ao+ ~p = B*Ai(IAg+ )
—— le H(C)]]

((NE)=>(a)): Inmediato, pues IAg + ~p => IA( + —exp. u
Como en la prueba de V.2.8, se obtiene que:

PROPOSICION V.2.9. Sea ¢ € V, cerrada. Son equivalentes:
(a) 1A + ~p = BE].
(b) B*Al(IAo + <p)_ — IAg.
(c) B*A;(IA¢ + ~¢)” <> BX7].

Ademds, si IAg + exp + ¢, entonces (NE) ™ implica las condiciones anteriores.

3 Comentarios sobre LA, ;;(T)~

Los resultados para minimizacién sin pardmetros no son tan generales como los que se
han obtenido para el resto de fragmentos relativizados. Uno de los motivos para ello es
que en el teorema I'V.3.8 sélo se ha probado que:

LA, 1(T)~ = I, V Thy,,,(T).

No sabemos si el resultado anterior es cierto si, en lugar de Thy,,,(T), se considera una
clase de férmulas mds amplia. En consecuencia, no se han podido caracterizar los modelos
de LA, +1(T)™ como la unién de dos clases de modelos.

Por lo tanto, el principal problema sin resolver para el fragmento de minimizacion es:

(MP) Determinar una clase de férmulas, T', tal que:

LA, (T)~ <= I, V Thr(T).

En lo que sigue, estudiamos esta cuestién para teorias con A, +1—minimizaci6n. Sea T

n+1
(x) I, V Thy, (T) = LA (T)” = I, V Thy,,,(T).

una teorfa consistente con A~ ,~minimizacién. Entonces:

La primera implicacién se tiene, pues LA, 41(T)™ es £, 9-axiomatizable y T tiene A, -
minimizaciéxn. L. .....edad () sugiere tomar como I' en (MP) alguna de las clases:

Zn-H z:n—§—2
Un+1 Vatl
Hn+1 Hn+2

Para analizar de forma sistemdtica este problema, introducimos los siguientes conceptos.
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DEFINICION V.3.1. Sean I' C Sent y T una teorfa consistente. Diremos que:

(=) T tiene (I, A, ;)-minimizacién si Thr(T) = LA,;+1(T)".

(=) T es (I';n + 1)-equivalente (cuando n + 1 esté claro por el contexto, escribiremos
s6lo I'-equivalente) si LA,11(T)™ <= III_; V Thr(T).
Fijado n € w, notaremos:

¢ = {T: Tes ([,n+ 1l)-equivalente }

s = {T: T es verdadera y (I, n + 1)-equivalente}
rmin = {T: T tiene (T, A} 1)-minimizacién }
rmins = (T : T es verdadera y tiene (T, A, | ;)-minimizacién }

NoTa V.3.2. SiT es (', n+1)-equivalente, entonces tiene (I', A_, | )--minimizacién. Adems3s:

Aserto V.3.2.1.
(i) Son equivalentes:
(=) T tiene A ,~minimizacidn.
(=) T tiene (Y42, A, )-minimizacion.
(ii) SiT tiene Ani1-coleccién, entonces tiene (Iln42, A, |)-minimizacién.
(iii) Sea T’ C U,y1. Son equivalentes:
(=) T tiene (', A, )~minimizacicn.
() T es (T, n + 1)-equivalente.

Prueba del aserto:
((i)): Basta observar que LA, +1(T)™ es ¥, o-axiomatizable.

((ii)): Se sigue de IV.2.5—(c).
((iii)): Se sigue de IV.3.8. ad

El siguiente resultado redne algunas propiedades sobre los conceptos introducidos.

TEOREMA V.3.3.
(a) (Xn+1—equivalentes):
(a1) (n>1) S0 =559, =0,
(a.2) (n=0) Erlnms =5 =0

(b) (II,4+1—equivalentes):

(b.1) I, = T
(b.2) (n>1) I}, = {Thp,,,(N)} (salvo Il,+1-equivalencia Idgica).
(b.3) Sea T una teoria I1) -axiomatizable con Aj—coleccidn. Entonces, T € II57.

En particular, 1Ag, Thy, (V) € II7%
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(c) (¥n4+2-equivalentes):

(1) (n2>1)I%,, IS, e Vol I, B4,
(c.2) Sea T una teoria verdadera tal que T => LA, y T + exp = Thy,,, (V).
Entonces T ¢ X2 ,.

(c.3) I, ;, IZnqkt, PAE 20,
(d) (Ungi1—equivalentes):

(d.1) (n>1) Si T es verdadera y U, 41-equivalente, entonces no es ¥, —definible.
(d.2) (TL 2 1) Izn+k+1, PA ¢ U?::_l.

DEMOSTRACION: '
((a)): Por V.3.2.1-(iii), es suficiente probar que ¥™% =@ (n > 1) y E"* = 0.
((a.1)): Por reduccién al absurdo, supongamos que existe T con (£n41, A, ;)-minimizacion.

Entonces:

Thy (T) - LAn+1(T)_ = IE;.

n+1

Ahora bien, por II1.2.5.1 y I11.2.7, IZ; (n > 1) no posee ¥, i—extensiones. Con-
tradiccién.

((a.2)): Sea T verdadera. Entonces, P~ = Thg, (T). Luego, puesto que P~ 2> IA,,
T no tiene (31, A] )-minimizacién.

((b)): ((b.1)): Se sigue de V.3.2.1—(iii).
((b.2)): Sea T una teorfa II,;—equivalente. Entonces:
Thy, ., (T) = LA1(T)” = I¥].

Por II1.3.11, se tiene que I¥;; (n > 1) es una teorfa de tipo n+1 — n+1. En consecuencia,
Tth+l (T) = Thnn+l (N)'

((b.3)): Por (b.1), basta probar que T tiene (II;, A] )-minimizacién. Se tiene que:

Thy, (T) <= Th,(T) [T esIlj-ax.]
— LA(T)" [V.3.2.1-(ii)].

((c)): ((c.1)): Por IV.2.6.1, se tiene que LA,+1(15,)” < LA 1(IX;)” <= IX7.
Puesto que I¥; es V,;;—axiomatizable, entonces:
LA, 1 (IX;)~ I,
I, vIZ, [, , = I1Z;]
II—Ir:+1 \ ThVn+1(IEr_L)
I, V Thi,,,(IX7)
I, V Ths,,,(I%;).

riget

Lo que prueba que IX; € V73 | IITY ), X045
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Puesto que IX¥, es una extensién X,,o—conservativa de I¥, de lo anterior, también se
. € €
sigue que IX,, € Vn(ip Hn(fﬂ, 2212.

((c.2)): El resultado se sigue de los siguientes asertos.

Aserto V.3.3.1. Sea T una teoria verdadera con (Ilny2, A, |)-minimizacién tal
que Thy,,,(T) 3= Ths, _,(T). Entonces T no es ¥, o-equivalente.

Prueba del aserto:
Veamos que LA 1(T)™ =< I, V Thg,,,(T). Por Thy, ,(T) == Thyg,,(T),
existe 2 |= Thy,,,(T) tal que A }£ Thy, ,(T). Existe ¢ € II4o cerrada tal que
TF ¢y % E ¢. Entonces:
(1) A =1X;. Se sigue de A = Thy,,,,(T) y
Thnn+2 (T) == IAn.H(T)_ = I¥;.
(2) RVH-I(QL) !': Thnn+2 (T) Se Sigue de Rn—+—1(2l) ~<n+l1 2.
(3) Rnt1(A) E LAR+1(T)™. Sesigue de (2) y Thyy,,,(T) = LAn1(T)™.
(4) Rn41(2) & Thy,,,(T). Puesto que —p € Ep,9, se sigue de Rnp1(A) FE @y
T F .
(5) Rnt+1(2A) es no estdndar. Puesto que T es verdadera, N |= T; luego el resultado
se sigue de (4).
(6) Rnt1(A) I ;. Se sigue de (1), (5), I1.3.2—(d) y I1.8.7—(a).
(7) Rnp1(A) FEIO, ., V Thg, ,(T). Se sigue de (4) y (6).

Luego, el aserto se sigue de (3) y (7). a

Aserto V.3.3.2. Sea T consistente tal que:
(i) T= LA, ;.
(ii) T + exp == Thy, (V).
Entonces Thyy,,,(T) == Thy, ,(T).
Prueba del aserto:
Puesto que LA, es ¥, p-axiomatizable, por (i), Thg, ,(T) = LA, ;. Por
reduccién al absurdo, supongamos que Thy, ,(T) = Thy, ,,(T). Entonces:
Thy,,.(T) +exp = Thy,,,(T) +exp
Puesto que LA, ;| + exp es una ieorfa de tipo n 4+ 2 — n + 1 (II1.3.5), entonces
T + exp = Thn, ., (N). Lo que contradice (ii). O

((c.3)): Se sigue de (c.2)

((d)): ((d.1)): Sea T una teorfa verdadera U, —equivalente. Sean T, T tales que:
() Thy,,,(T) <= T1 + To.
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(=) T es II,,1~axiomatizable.
(=) T3 es ¥, +1—axiomatizable.

Entonces:
Ty + Thy, (V) = Thy,,,(T) = LA, (T)” = I¥.

Puesto que, por II1.3.11, IX> (n > 1) es una teorfa de tipo n + 1 — n + 1, entonces
T1+Thy, (V) < Thy,,,, (V). Luego, de IT1.1.3.4, se sigue que Ty no es X1 ~definible
y, por tanto, T tampoco lo es.

((d.2)): Se sigue de (d.1). u

Como se observa en el teorema anterior, sélo se ha podido resolver el problema (MP) en
casos triviales: IE(n_), Thn,,, (NM). Ni tan siquiera se ha encontrado una solucién para los
fragmentos cldsicos. En este sentido, un caso de estudio interesante es el esquema IIL ;.

Nota V.3.4. (La teoria LA, (11T ;)7).
n=40
La teoria ITI] tiene Aj—coleccién y, por tanto, (IT2, A7 )-minimizacién. Luego:

Thy, (I1]) = LA (IlI])~ = Thy, (I1]) = IA,.

La segunda implicacién se tiene por IV.3.8 (nétese que Thy, (III]7) <= Thy, (I117)).

n>0:

En este caso, Il tiene A} ;~minimizacién pero no tiene Ap1—coleccién (recuérdese
que ITI | == IX,). Luego, no sabemos si III,_, tiene (IIn42, A, ;)-minimizacién. Para
esta teoria sélo conocemos extensiones triviales.

El resultado IV.3.8 no aporta ninguna informacién adicional. Recuérdese que se verifica
la siguiente propiedad de conservacién (I.4.2—(b.3)):

(CP) (n > 0) III;,, es una extensién V,4j—conservativa de I1¥; .

Aserto V.3.4.1. Son equivalentes:
(i) III,,, es Vny1-equivalente.
(ii) LA, (1T, )" <= IX;.

(iii) I¥, = LA, (I, ;).

Prueba del aserto:
((i)==(ii)): Supongamos que se tiene (i). Entonces:



Capitulo V: Comentarios y Problemas abiertos 155

LAnsi(IMl;,)" <= I, V Thy,,, (I}, )
— Thy,,,(I0,,)
= Iy; [(CP)].

((ii)==(iii)): Inmediato.

((iii)==(i)): Supongamos que se tiene (iii). Puesto que I¥, es una extensién X, o—
conservativa de IX¥_, entonces I¥;, = LA, 1(III_, ;)~. Luego:

n+1
LA, (T )" < IZ]
< M, V Thy,,WL,) [(CP)].

Lo que completa la prueba del aserto. (I
4 Problemas abiertos
A continuacién, se enumeran las principales cuestiones que han ido surgiendo durante

el desarrollo de este trabajo y han quedado sin resolver. Ademés, se incluyen algunos
problemas motivados por los contenidos de la presente memoria.

4.A Problemas sobre elementos definibles

(») Existencia de elementos no estdndar II,,1—definibles

En el teorema I1.2.8, se prueba que, si 2 |= IX_ ;, entonces la condicién % = Thy,,, (V)
es una condicién suficiente para que existan elementos no estdndar II,, ;-definibles en 2.
Ahora bien, jes posible debilitar la hipétesis sobre el modelo ambiente?

PROBLEMA V.4.1. (II-DH) Sea 2 }= BX,,;; tal que % } Thy,,,(N). Entonces:

A1,.,.(A) es no estdndar.

Nétese que en el problema anterior es equivalente considerar la estructura M, 1(2). Pues,
por I1.2.6, en modelos de B, 11, R, ., () es cofinal en M, 41 ().

n+1

Otra cuestién relevante para el trabajo desarrollado es el siguiente problema.

PROBLEMA V.4.2. (II-MH) Sean 2 | BX,41 y ¢(z) € I, tales que A |= 3z p(z) y
N | 3z p(z). Entonces, existe a € My11() no estdndar tal que A |= ¢(a).

Una respuesta afirmativa para el problema anterior permitiria obtener resultados m4s
generales en el estudio de las teorfas B*A,1(T)™ (véase I11.3.14).
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(o) Rn+1(A, p) no es modelo de T

En I1.3.5 y I1.3.7, se obtiene que:
(-) SiA = IZ, +exp, p € Ay Ry 1(A, p) es no estandar, entonces Rn1(2A, p) = BEny1.
(-) SiAEIZ, +exp y fni1(A) es no estdndar, entonces Rn41(A,p) = LA, ;.

Paran > 0, I F exp, luego la hipétesis 2 = exp es redundante. Ahora bien, ;podemos
eliminar la exponencial en la caso n = 07

PROBLEMA V.4.3.
(K1H) Sean 2 = 1A y p € U tales que &;(2, p) es no estdndar. Entonces:

R1(A,p) ¥ BL,.
(K1H)™ Sea 2 |= IAg tal que R1(A) es no estdandar. Entonces:
f£1(™A) ¥ BT

Las cuestiones anteriores estdn relacionadas con el problema (NE). En efecto, en el aserto
11.3.6.1, se prueba que:

(NE) = -(K1H), -(K1H)".

4.B Problemas sobre extensiones de complejidad acotada

(o) Complejidad sintéctica

En III—2,‘hemos estudiado cuél es el menor nivel, I', de la Jerarqufa Aritmética tal que
un determinado fragmento posee una I'-extensién. Se obtienen resultados éptimos salvo
cuando n = 0 (es decir, en el estudio de fragmentos para férmulas ¥; o II), y para la
teorfa 1A, 1.

Enunciamos a continuacién las cuestiones pendientes para completar este estudio.

I"-extensiones de BY;

PROBLEMA V.4.4. (£3EH) BX; no posee L3—extensiones.

Si (X3EH) es cierto, entonces (NE) es falso. Més atin, en IT1.2.3.1, se prueba que:

(NE) = BZX; posee Uj—extensiones.
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['-extensiones de IA, 1

PROBLEMA V.4.5. IA, 1 no posee ¥, 3-extensiones.

Si n > 0, entonces LA, ;; (<= BZX,41) no posee X, 3—extensiones. Luego, responder
negativamente al problema anterior implica que la Conjetura de Paris-Friedman es falsa,
para n > 0. En el caso n = 0, el problema est4 relacionado con (NE). En efecto, si (NE)
es cierto, entonces BX; (y, por tanto, IA;) posee U;—extensiones.

Nétese ademas que, en I11.2.4.1, se prueba que IA,; no posee X, 3-extensiones ver-
daderas y que, para n > 0, no posee ¥, o-extensiones.

['-extensiones de BX|, BSY[, UIA;

PROBLEMA V. .4.6.
(1) BX] no posee Xy—extensiones.
(2) B®EZ] no posee ¥g—extensiones.
(3) UIA; no posee Yo—extensiones.

El problema anterior esté relacionado con (NE). Como se ha sefialado, si (NE) es cierto,
entonces BL; (y, por lo tanto, BE], B®YX] y UIA;) posee Uj—extensiones.

En I11.2.5.2 se prueba que BE] y BSE] no poseen II;—extensiones y, en consecuencia, no
poseen Yo—extensiones verdaderas. Sin embargo, para UIA; ni siquiera sabemos si posee
II,-extensiones verdaderas.

PROBLEMA V.4.7. (UIH) Thyp, (V) == UIA;.

I'-extensiones de LAT, IAT

PROBLEMA V.4.8. (¥1EH)
(1) LAT no posee ¥;-extensiones.
(2) IAT no posee ¥1-extensiones.
(3) IA¢g no posee ¥—extensiones.

Puesto que P~ == Thy, (NV), ninguna de las teorfas anteriores posee L;-extensiones ver-
daderas. Ademaés, en II1.2.8.2, se prueba que LAT no posee ¥—extensiones consistentes
con exp.

Por otra parte, en la prueba de IT11.2.3.1, se obtiene que, si (NE) es cierto, entonces
existe 0 € ¥ tal que IAg + 6 = LA (= IA7]).
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(o) Complejidad descriptiva: teorfas de tipo k — m

II,+2-extensiones de LA, {, IA]

En ITL.3.5, I11.3.11 y II1.3.7, se prueba que:

() LA,  +expesdetipon+2—n+1.
(=) (n>1)IA;,  esdetipon+1—n+1.
(~) LA] es de tipo1 —»" 1.

Para obtener resultados éptimos quedan pendientes, pues, las siguientes cuestiones.

PROBLEMA V.4.9. IA_ | +exp esde tipon+2—n+1

PROBLEMA V.4.10.
(1) LAT esde tipo2 — 1, 01 — 1, o bien de tipo 2 —" 1.
(2) IA] esdetipo2—1,01—1,02—-%1,0bienl—-" 1.

El problema V.4.9 est4 relacionado con la Conjetura de Paris-Friedman. En I11.3.12, se
prueba que si IA7 ; + exp no es de tipo n + 2 — n + 1, entonces las tres versiones de la
Conjetura son falsas.

El problema V.4.10 estd conectado con (NE). En efecto, si (NE) es cierto, entones BY;
(v, en consecuencia, LAT, IAT) posee U;—extensiones ¥1—definibles. Por tanto, LAT y
IAT no son teorias de tipo 2 — 1 (ni de tipo 2 —»¥ 1).

Por otra parte, de IT1.3.7, se sigue que una condicién suficiente para probar que LAY es
de tipo 1 — 1 es la siguiente.

PROBLEMA V.4.11. (OTH) Sea T una IT;-extensién de LA tal que T == Thy, (N).
Entonces, existe A = T tal que £1(21) es no estdndar y Thyy, (N) & SSy(R1(A)).

I, 2-extensiones de BX,,, IX

En IT1.3.11, I11.3.5 y I11.3.13, se prueba que:

(-) IX,, esdetipon+2 —n+2.
(-) BE, i +expesdetipon+2—n+1.
() BX, | +expesdetipon+2—-Yn+2

El resultado anterior es 6ptimo para I¥, ;. Ahora bien, en el caso del esquema de coleccién
quedan pendientes las siguientes cuestiones.
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PROBLEMA V.4.12.
(BTH) BX, , +expesdetipon+2—n+2.
(BTH)o BX] esdetipo2—2,02—1,02—-"2, 0 bien2 =" L.

La cuestién anterior estd relacionada con el problema V.4.1. En efecto, en I11.3.14.1, se
prueba que si (I[I-DH) es cierto, entonces BE | 4+ exp es de tipon +2 — n + 2.

La cuestién (BTH)( estd conectada con el problema (NE). Recuérdese que si (NE)
es cierto, entonces BY] posee Uj-extensiones ¥;—definibles y, en consecuencia, ni tan
siquiera es una teorfa es de tipo 2 —»" 1.

Puesto que BX, ;| + exp es una teorfa de tipo n + 2 —% n + 2, el siguiente problema
recoge una condicién suficiente para demostrar que (BTH) es cierto.

PROBLEMA V.4.13. Seal C Thy,,(N) tal que Thy,_,(N) es recursivo en I'. Entonces:
Thnn+2 (F) — Thnn+2 (N)

Por otra parte, un resultado central en el estudio de la complejidad descriptiva de exten-
siones de BE, ; es (IIL.3.10):

(x) Sean T una teorfa II,4o-axiomatizable y ¢ € X2 cerrada tales que T+ I it
es consistente.
(a) Son equivalentes:
) T+e=1E_,.
(-) T+ ¢ < Thy,,,(N).
(b) Supongamos que T + ¢ => BX ;. Entonces:
T+IZ,, 4+ ¢ < Thy, ().

Ahora bien, ;es posible considerar en la parte (a) un conjunto I' C ¥, 9, en lugar de una
Unica férmula 7

PROBLEMA V.4.14. Sean ' C ¥, ;2N Sent y T una teoria 1, s—axiomatizable tales que
T + I es consistente. Son equivalentes:

() T+ =1I%7,,.
(—) T+ < Thnn+2(,/\/).

Eliminar el esquema IX_ ; en la parte (b) del resultado (x) anterior permitirfa refinar las
propiedades obtenidas en este trabajo para las teorfas B*A,,+1(T) ™.
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PROBLEMA V.4.15. Sean T una teoria I,y o-axiomatizable y ¢ € ¥, cerrada tales que
T + ¢ es consistente. Son equivalentes:

=) T+p= BY, ;.
(-) T+ ¢ < Thy,,,(N).

En el aserto II1.3.14.2, se establece que (II-MH) (véase el problema V.4.2) es una
condicién suficiente para que V.4.15 sea cierto.

4.C Problemas sobre Fragmentos Relativizados

(o) A(:L)l—propiedades

n

El principal problema, una versién relativizada de la Conjetura de Paris-Friedman, es el
siguiente.

PROBLEMA V.4.16. T tiene A,y -induccion = T tiene A,41—coleccidn.

Destacamos otros problemas sobre A +1-propiedades, que han ido apareciendo a lo largo
del trabajo. Se ha probado que una teorfa tiene A, 1—coleccién si, y sélo si, tiene A i
coleccién (IV.2.4). Pero, ;qué sucede para induccién y minimizacién?

PROBLEMA V.4.17. Sea T = IX,,. Entonces:
(1) T tiene A, —induccion == T tiene A,;1-induccién.
(2) T tiene A, ,—minimizacién = T tiene A,41—minimizacidn.

En IV.4.1 y IV.4.6, para una teorfa T tal que I¥,; = Thy,,,(T), se prueba que:

(=) Si T tiene Ani1-induccién, entonces IA,11(T) <= Thn, ,(T).
(=) Si T tiene A, ,~induccién, entonces IA,;1(T)~ <= Th, ,(T).

Si no suponemos que T tiene Af;)l—induccién, entonces sélo obtenemos que IAn+1(T)(_)

es una extensién de Thyy,,(T). Ahora bien:

PROBLEMA V.4.18. Sea T = IY%,,.
(1) SiIAn41(T) = Thy,,,(T), entonces T tiene A,41-induccién.
(2) SilAn4i(T)” = Thy, ,(T), entonces T tiene A, —induccién.

PROBLEMA V.4.19. Sea T tal que IA,¢1(T) <= Thy,,,(T). Entonces:

T tiene A, 1—coleccién.
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Para induccién y coleccién, T tiene la correspondiente Af;)l—propiedad si, y sélo si,
Thn,,,(T) la tiene. Lo mismo ocurre para la propiedad de Ap4i-minimizacién, pero

no sabemos si es cierto para A, ;-minimizacion.

PROBLEMA V.4.20. Son equivalentes:
(=) T tiene A, ,-minimizacion.
(=) Th,,,(T) = LAn1(T)".

PROBLEMA V.4.21. Completar el siguiente diagrama:

A, q-ind.

AL —col. ! = {A"
ny1-cerrada

} = A;H—min. = A:H_l —ind.

() Unién de teorias

Como notamos en la seccién 3 del presente capitulo, el principal problema al respecto es:

PROBLEMA V.4.22. (MP) Determinar una clase de férmulas, T', tal que, si T tiene A,
minimizacion, entonces:

LAn_H(T)_ = IHT_L+1 V ThF(T).

De V.3.3, se sigue que, en general, (MP) no es cierto si tomamos como I' la clase Uy 1,
o bien la clase ¥, 9. Ahora bien, dos posibles candidatos para I" en el problema anterior
son las clases Vi1 ¥ o

PrROBLEMA V.4.23. Sea T =— IE(. Entonces:

(1) LApp(T)” = Il V Thy,,,(T).
(2) LA 1(T)™ = I, V Thy,,,(T).

(e) Extensiones II,2—axiomatizables

En IV.3.18, se prueba que si T es una Y3—extensién de B*A;(T), consistente con exp,
entonces T + exp => Thyy, (T). ;Es posible eliminar la exponencial?

PROBLEMA V.4.24. Sea T’ una Ily-extension de B*A(T). Entonces:
T — Thn2 (T)
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Ahora bien, si V.4.24 es cierto, entonces (NE) tiene respuesta negativa. En efecto, si
suponemos V.4.24 cierto para T = IA(+ exp, entonces IA( + exp es la menor teoria Iy~
axiomatizable que extiende a B*A1(IAq + exp). Por tanto, IAg =x= B*A;(IAg + exp).
Luego, de V.2.2, se sigue que (NE) es falso.

Esta relacion entre eliminar el uso de la funcién exponencial en la prueba de una propiedad
sobre el esquema de coleccién relativizado y el problema (INE) no es exclusiva del problema
anterior. Como hemos visto, se repite en varios resultados sobre fragmentos relativizados
obtenidos en la memoria (por ejemplo, IV.3.24, IV.4.2—(c), IV.4.8—(c), IV.5.10).

Por otra parte, en el estudio de extensiones de B*A,+1(T)~, se obtiene el siguiente resul-
tado (IV.3.25):

(x) Sea T = IEq y T' una I, o-extensién de B*A,;1(T)™ tal que T/ +IX. | es
consistente. Entonces, se verifica alguna de las siguientes condiciones:

(a) T'+1IZ;,; = Th,,,(T).

(b) Existe ¢ € Thy, ,(NV) tal que T F —p y,

Ahora bien, jes posible eliminar el uso del esquema IX ,?

PROBLEMA V.4.25. Sea T una I, 2-extensién de B*A,1(T)~. Entonces, se verifica
alguna de las siguientes condiciones:
(a) T = Thy, ,(T).
(b) Existe ¢ € Thy, ,(N) tal que T+ —¢ y,
T' 4+ ¢ <= Thy,,,(N).

Este tltimo problema estd relacionado con la existencia de elementos no estdndar IT, -
minimales en modelos de BX,,;; (véase V.4.2). En IV.3.26, se pone de manifiesto que:

(II-MH) = V415 — V.4.25

Ademss, la cuestién planteada en el problema V.4.25 se repite en otros resultados de la

memoria sobre el esquema de coleccién relativizado sin pardmetros (por ejemplo, IV.4.8—
(d), IV.4.11).

(o) Propiedades de Axiomatizacién

Para completar el estudio de la complejidad sintdctica de fragmentos relativizados sin
parametros, quedan pendientes las siguientes cuestiones.
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PROBLEMA V.4.26. Encontrar una teoria T tal que:
(—*) IZn.H + ThnnJrl (N) 0 Tth+2 (T),

(*) IAn-H(T)_ ':> Izna
(=) 1A, +1(T)~ es Unyo—axiomatizable.

PROBLEMA V.4.27. Encontrar una teoria T tal que:
(=) I¥s41 + Thy,,, (V) = Thn,,,(T),
(=) B*An1(T)” = 1%,
(=) B*Ap+1(T)~ es Upto—axiomatizable.

PROBLEMA V.4.28. Son equivalentes:
(=) B*Ap+1(T)™ es [I,o-axiomatizable.
(-) I¥, 4+ exp = Thp,,,(T).

PROBLEMA V.4.29. Encontrar una teoria T tal que:
(=) I, = Thy,,,(T).
(=) LAni(T)” = IX;,
(<) LAn41(T)™ es lI,4o—axiomatizable.

(o) Relaciones entre Fragmentos

En IV.5.3, se prueba que la consistencia de la teoria T + UIA,;1 (respectivamente, de
T + exp + B, ;) es una condicién suficiente para obtener que I¥, 11 [= IAn4+1(T)
(respectivamente, BY,, 11 = B*A,11(T)). Pero, json condiciones necesarias?

PROBLEMA V.4.30. Sea T una teorfa consistente.
(1) Son equivalentes:
(_) IXnia ‘:’ IAn+1(T)‘
(=) T+ UIA,4; es consistente.
(2) Son equivalentes:
() BEnt1 = B An i (T).
(=) T+exp+ BX,, es consistente.

En el estudio de las relaciones entre los esquemas de coleccién y minimizacién relativizados
sin pardmetros se plantean las siguientes cuestiones.
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PROBLEMA V.4.31.
(1) Supongamos que II, | + exp =% Thy,,,(T). Entonces:

IS, + LA (T)™ 2 B*Any(T)~.

(2) (m > n) IZ, + LAy (I55,,)" 3 B*Ap g (ISmpy) "
(3) LAl(Izl)- == B*A1(121)‘.

Un problema interesante es completar las relaciones entre fragmentos relativizados de la
teoria III, ; (véanse IV.6.18 y V.3.4).

PROBLEMA V.4.32. Thy,(ITI7) <= LA (II]) .
PROBLEMA V.4.33. (n > 1) Determinar las relaciones entre las teorias:

Thr,,,(I;),  LAnn (I, ,)7,  TAnn ()7, INg.

Al respecto, sabemos que:

(=) O, = LApp (I, )" = IX],y
(4) Thi,, (IM,,) = 1A, ()~ = I%;.

Una forma de responder al problema V.4.33 es probar el siguiente resultado de conser-
vacién (recuérdese que, paran > 0, ITI, ; es una extesién Vyi—conservativa de IX;):

PROBLEMA V.4.34. (n > 1) Il es una extensién Il o—conservativa de IX .

En efecto, si V.4.34 es cierto, entonces:

1Y, = 1A (IE])” = LA (I, )~ = IX;.

Luego, IX7 <= LA 1 (I, )™ <= 1An1 (I ,)” <= Thy, ,(IIT, ;).
PROBLEMA V.4.35. B*A((II7)~ = IA,.

Como se hizo notar en V.2.5, resphonder afirmativamente al problema anterior implica que
el problema (NE) es falso.

Otro caso de estudio interesante es analizar las relaciones entre fragmentos relativizados
de la teorfa IAg + exp. En el diagrama obtenido en IV.6.19, quedan pendientes las
siguientes cuestiones:
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PROBLEMA V.4.36.
(1) B*A1(IAg + exp) = B*A;(IAg + exp) ™.
(2) B*A1(IAg + exp) = IAy.
(3) LA (IAg + exp)™ == B*A;(IAg + exp).

Ahora bien, por V.2.5, si alguna de las tres propiedades anteriores es cierta, entonces
(NE) es falso.
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