THE CHEMIST’S CABINET PUZZLE: A POLYNOMIAL
APPROACH
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ABSTRACT. Realizamos un anélisis del juego conocido por el herbolario. Se
modeliza su solucién mediante un sistema polinémico, y deducimos el niimero
de soluciones a partir de herramientas de Algebra Conmutativa.

1. INTRODUCCION

El herbolario es un rompecabezas bidimensional de 16 piezas. En 2005, la edito-
rial RBA ([RBA]) lo publicé en una bonita versiéon de madera (figura 1), tal como
lo disené su creador Jean-Claude Constantin ([Constantin]). El nombre procede
del parecido con los botes donde se almacenaban las hierbas y otras sustancias en
las farmacias. El objetivo es disponer las 16 piezas moviles en una caja, dispuestas
en 4 filas y 4 columnas. Las piezas se diferencian entre si por los salientes lat-
erales y las bandas marrones horizontales. Sin embargo, es posible considerar el
rompecabezas formado por las 16 piezas que se obtienen al tomar un cuadrado,
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FIGURE 1. Modelo en madera
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FIGURE 2. Relaciones entre piezas

y escoger en cada lado un entrante o un saliente (figura 2). El marco presenta
también salientes y muescas, y una barra horizontal en la parte superior. La dis-
posicién de ambos elementos resulta clave para determinar el niimero posible de
soluciones. Desde el punto de vista de la representaciéon, exigimos que las piezas
de la fila superior tengan entrantes arriba, y las piezas de la fila inferior salientes
abajo. Un ejemplo de solucién aparece en la figura (3). Este juego ha sido analizado
en [CFF-61, CFF-62], en donde aparecen los resultados de Jacques Haubrich so-
bre el nimero de soluciones del rompecabezas. Nuestro propdsito es calcular dicho
ndimero a partir de un modelo del problema como sistema de ecuaciones polinémico.
El ideal que definen dichas ecuaciones es cero dimensional y radical, por lo que el
nimero de soluciones del problema viene dado por la dimensién como C-espacio
vectorial

dime Clzy, ..., 2,]/1,
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FIGURE 3. Solucién inicial

donde n es el nimero de variables que usaremos en el modelo. Este ntimero es
posible calcularlo mediante bases de Grébner.

2. MODELO

Consideremos una pieza del rompecabezas. Viene definida por los entrantes/salientes
en los lados del cuadrado. Identificamos entonces cada pieza por un conjunto de 4
variables x;, x;4+1, Tit2, Ti+3, donde cada una de ellas puede tomar los valores 0, 1.

T
Ti+1 Lit2
Ti+3
Por ejemplo, el 0 indica que es un entrante, y el 1 que es un saliente. Como
son 16 piezas, obtenemos 64 variables. El modelo visual del problema queda como
sigue.

x1 Ts Tg x13

€2 r3 — Te 7  — 10 11 — T4 T15
Ty Tsg T12 T16
17 T21 €25 €29

Z18 T19 — T22 T23 — T26 T2 — T30 T31
Z20 €24 €28 32
€33 xr37 T41 T45

T34 T35 — I38 T39 — T42 T43 — T46 T47
Z36 40 T44 48
T49 T53 Ts7 Te1

T50 Ts1 — Ts4 Tss  —  Ts8 Ts9 — Te2 Te63

T52 I56 Z60 Ze4
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Las condiciones de frontera se imponen sobre las variables
T1,T5,T9,T13, T2, T15, T18, T31, T34, T47, L50, T63, L52; L565 L60, T64-
El marco superior de la caja nos dice que
T = O,I5 = O,Ig = 0,11713 = O,

y el marco inferior

I52 = 1,1756 = 1,{E60 = 1,{E64 =1.
En los laterales izquierdo y derecho, definidos por las variables zo,x1g, T34, T50
y 15,31, T47,Te3 respectivamente, tendremos que colocar cuatro ceros y cuatro
unos. Sea L; el subconjunto de cuatro valores de {2, 18,34, 50, 15, 31,47, 63} donde
tendremos un entrante, y Lo el conjunto complementario, donde colocaremos un
saliente. Entonces

Ty = 1,41 € Ll,Ii2 = 0,19 € Lo.
La primera condicién que se aplica a todas las variables es que valen cero o uno.
Esto se expresa con las relaciones F(x;) = a;(x; — 1) =0,i=1,...,64.

Cuales son las relaciones entre las piezas? En primer lugar, si dos piezas estan
conectadas, en una de ellas tiene que haber un entrante y en la otra un saliente.
Por ejemplo, consideremos la relacion entre x3 y xg. La condicién, desde el punto
de vista de la légica proposicional es

r3=0& 1z =1.

Entonces, con el dato de que cada una de ellas es cero o uno, lo podemos expresar
con la condiciéon polinémica z3 + x¢ — 1 = 0. Por claridad en la notacién, sea
H(i,j) = z; + ; — 1. Las relaciones de encaje entre las piezas se definen por el
caracter nulo de los polinomios

H(3,6), H(7,10), H(11,14),

H(4,17), H(8,21), H(12,25), H(16,29),
H(19,22), H(23,26), H(27,30),

H(20,33), H(24,37), H(28,41), H(32,45),
H (35, 38), H(39,42), H(43,46),

H (36,49), H(40,53), H(44,57), H(48,61),

H(51,54), H(55,58), H(59,62).

Llamemos S al conjunto de pares (i,j) dado por los encajes anteriores.

Por otro lado, debemos indicar que todas las piezas son diferentes. Por ejemplo,
consideremos las piezas definidas por las variables x1, x2, x3, T4 y T5, T¢, T7, Ts. La
condicién, en principio, queda como

(1) L1 7 Ty OF To 7 Tg O T3z 7# X7 OF Ty # Xg.

Como antes, la condicién x1 # x5 se puede reducir a que H(1,5) =21 +a5—1=0.
Entonces la condicién 1 da lugar a H(1,5)H(2,6)H (3,7)H (4,8) = 0. Si llamamos

Gli,j)=H(,j))HG+ 1, + )H(@G+ 2,5 +2)H(i + 3,5 + 3),
las condiciones de piezas distintas son definidas por el caracter nulo de los w =
120 polinomios

G(1,5),G(1,9), G(1,13), G(1,17),...,G(1,61),G(5,9), ..., G(53,61), G(57, 61).
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Sea D el conjunto de pares (i, j) dado por las relaciones entre piezas. En resumen,
el sistema polinémico que define las soluciones del problema es

F(z;))=0, i=1,...,64,
H(Za.]): ) (i,j)GS,
G(i,j) =0, (i,j) €D,

(2) z; =0, 1 =1,5,9,13,
z; =1, 7 =52,56,60, 64,
ziy =0, 11 € Ll,
T, = 1, 19 € L2

3. BASES DE GROBNER

Para calcular el niimero de soluciones del sistema 2 necesitamos unos conceptos
de Algebra Computacional. Vamos a denotar los monomios en Clxy,...,xy,] por
z® = .- 2%, para o € Z%. El grado de 2% es |a] = Y1 ; o;. Dado un
polinomio no nulo f(z) = > fax®, sus términos son las expresiones foz® con
fa #£ 0, y su grado deg(f) es el méximo de los grados de los términos de f. Un
orden monomial <’ es un orden total en el conjunto de monomios que es un buen
orden y satisface la condicion

2% < 2P = 2ot < 2P,

Ejemplos de érdenes monomiales son el orden lexicografico” <j_,, donde 2% <jey P
si @ < B para un orden lexicogrifico en Z’, o el orden lexicografico graduado
" <o donde T <grien 2P si ol < |B], o la| = B8] ¥ 2% <iex 2P, Fijemos un
orden monomial en Clzy,...,z,]. Dado un polinomio no nulo f(z) = > faz®,
su término lider LT(f) es fox®, donde 2% es el monomio méximo con respecto al
orden dado, con f, # 0. Sea I un ideal en Cz1,...,x,]. Un subconjunto finito
G C I es una base de Grébner de [ si el término lider de cualquier polinomio de I
es divisible por el término lider de algun polinomio de G. Se conoce que una base
de Grobner siempre existe. Un monomio % se denomina monomio estandar si no
es divisible por el término lider de algtin polinomio en I, o de forma equivalente, si
% no es divisible por el término lider de un polinomio en la base de Grébner.

Una vez fijado un orden monomial, se puede aplicar el algoritmo de divisién. Sean
hi,...,hpy v f polinomios no nulos. Si dividimos f por los polinomios A1, ..., hm,
obtenemos polinomios u1,...,u,, y T que satisfacen f = Z;”:l u;hj + 7, ningin
término de r es divisible por LT (h;),j = 1,...,m si r # 0, y LT(f) > LT (u;h;)
si u; # 0. Cuando los polinomios Ay, ..., h,, forman una base de Grobner de I, el
resto r estd univocamente determinado y es una combinacién lineal del conjunto B
de los monomios estandar; esto es

r(z) = rga’,
zPeB
donde rg € C. Ademds, f € I siy solamente si r = 0. Por tanto, Clz1,...,2,]/I

y CIBl son isomorfos como espacios vectoriales. Dado un ideal I, definimos V(1)
como el conjunto de ceros complejos, es decir

V() ={aeC"| h(a) =0, para todo h € I}.

Como todo ideal en Clx1, . . ., x,] esta finitamente generado, son los ceros comunes al
conjunto de generadores. V(I) es una variedad algebraica, y el problema planteado
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FI1GURE 4. Configuracién de ejemplo

en la seccién anterior sobre el nimero de soluciones del problema es equivalente
a preguntar cuantos puntos tiene dicha variedad. La respuesta la da el siguiente
teorema.

Theorem 3.1. [CLO, Thm. 2.2.10] Sea I un ideal en Clzy,...,z,], y V =V ()
el conjunto de ceros definido por I. Entonces la variedad algebraica V es finita si y
solamente si el espacio vectorial Clxy, ..., x,]/I tiene dimension finita N. Ademds,
V| < N, y la igualdad se da si y solamente si el ideal I es radical.

4. NUMERO DE SOLUCIONES

Consideremos el I ideal definido por los polinomios del sistema 2. El ideal I es
0-dimensional, a causa de los polinomios F(x;). Ademds, por la proposicién [CLO,
Prop. 2.7], el ideal I es radical. Por tanto, el ntimero de soluciones del sistema es
igual a la dimensién del C-espacio vectorial

C[xlv s 7$64]/I'

Y cémo calculamos este numero? Necesitamos para ello conseguir una base de
Grobner G del ideal I respecto a cualquier orden monomial definido en Clz1, . . ., zg4)-
Estos cédlculos los hemos realizado con SINGULAR [GPS05], y el comando vdim,
que nos da precisamente la dimensién del espacio vectorial (o bien, el nimero de
monomios estdndar). Los cdlculos, ademds, se pueden realizar en un cuerpo de car-
acteristica 2, pues las soluciones son cero o uno. Este método acelera los calculos
en gran medida. Hemos calculado todas las configuraciones posibles con respecto
a las condiciones de los laterales. Hay 17 configuraciones esencialmente distintas
por simetria. Codificamos los laterales con 1 para un entrante y 0 para un saliente,
y las disponemos en columnas paralelas. Por ejemplo, la dada por la figura 4 se
codifica como

_ o o O
= O = =
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F1GURE 5. Configuracién dual

Una simetria especular de eje vertical, paralelo a los laterales, nos da la configu-
racién

1 0
1 0
0 0
1 1
Una simetria especular de eje horizontal, paralelo a los lados superiores, produce
11
0 0
0 1
0 1
La combinacién de las dos simetrias anteriores nos dan la simetria central, que es
11
0 0
1 0
1 0

Pero hay otras configuraciones asociadas. Si se intercambian entrantes y salientes
como en la figura 5, marcadas en azul, se obtiene una solucién para la configuracién

—_ =

0
0
1
0 0

que llamaremos configuraciéon complementaria. A esta nueva configuracién hay
que aplicar los movimientos anteriores, con lo que el conjunto de configuraciones
relacionadas serd

0 1 1

—_= o O O
SO O
—_ =0
—_ =0
SO O
O = = =
o= O O
o~ OO
O = = O
oSO~ O
=== O
=== O
o O = O

0 1 1
0 0 0
11 1
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Si denominamos o1 a la simetria especular de eje vertical, o2 a la simetria especular
de eje horizontal, y 7 a la operacion de obtener el complemento, lo que estamos
haciendo es calcular el espacio cociente de todas las configuraciones posibles con el
grupo G generado por 01,09, 7. Los generadores son de orden 2, por lo que G es
isomorfo a Cy x Cs x Ca, y tiene 8 elementos:

G ={1,01,02,7,0102,01T,02T,0102T}.

El resultado final de los calculos aparece en la tabla.

Configuracion | Soluciones | Configuracion | Soluciones
0 1 0 1
0 1 0 1
0 1 652 0 1 548
01 1 0
0 1 0 1
0 1 0 0
00 364 0 1 338
11 11
0 0 0 1
0 1 0 1
01 212 11 364
11 0 0
0 1 0 1
0 0 0 1
11 504 10 740
01 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0
11 524 10 308
10 11
0 0 0 0
0 1 0 0
10 284 11 232
11 11
0 1 0 1
10 10
01 1052 0 0 360
10 11
01 0 0
10 1 1
0 1 352 11 160
10 0 0
0 1
10
1o 476
0 1
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5. VARIACIONES DEL PROBLEMA

No es dificil considerar dos variaciones de este rompecabezas. En primer lugar,
tomemos un cuadrado, y consideremos tres posibilidades en cada lado: entrante,
saliente y plano. Hay 42 = 64 posibilidades, por lo que el problema consiste en
formar un cuadrado de orden 8 X 8 con esas piezas, dada una configuracion del
marco exterior. El modelo es similar al anterior. Cada pieza viene definida por 4
variables, y cada una de ellas puede tomar los valores 0 (entrante), 1 (plano), y 2
(saliente). El encaje de las piezas queda determinado por una expresién de la forma
z; + ;5 —2 = 0. La otra condicién es que las piezas sean distintas, que se expresa
a través de una ecuacién de la forma

(@ —j — 1)(@; — 2 — 2)(@ig1 — Tj41 — D)(@ip1 — 2541 — 2)
(@it2 — Tjre — D(@iv2 — 242 — 2) (@it — @j43 — 1)(Tigs — 243 — 2) =0.

La complejidad crece, pues ahora tenemos 4 x 64 = 256 variables, pero el modelo
es facil.

La otra extensién es pasar a un rompecabezas en tres dimensiones. Consideremos
un cubo, y sobre cada una de las seis caras tomamos tres posibilidades, como
en la variacién anterior: piramide entrante, piramide saliente, lado plano. Hay
63 = 216 piezas, y se trata de formar un cubo de orden 6 x 6 x 6, de nuevo con una
configuracién dada por el marco exterior. Cada pieza se define por seis variables
(una por cada cara), por lo que el sistema polinémico estd definido sobre 6* = 1296
variables. Esto ya es un reto computacional, aunque se trate de un ideal ideal
radical, cero dimensional, y que los célculos se pueden hacer en caracteristica 3.

6. CONCLUSIONES

Este rompecabezas es una buena excusa desde el punto de vista pedagdgico para
presentar modelos no lineales de problemas, asi como ciertos conceptos clave de
Algebra Conmutativa. No existen muchas introducciones a estos temas avanzados
desde planteamientos sencillos como este problema, tal como ya habiamos planteado
en [GHMU]. Es més, ciertas cuestiones de optimizacién no lineal usan estas técnicas
[LLMO]J, por lo que estos modelos van més all4 de una simple curiosidad.
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