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INTRODUCCION

El problema de la clasificacién de las algebras de Lie se reduce actualmente a
la clasificacion de la algebras de Lie resolubles complejas, debido por una parte a la
conocida descomposicion de Levi de un algebra de Lie cualquiera en suma directa de
su radical, que es resoluble, y de una subalgebra (denominada subalgebra de Levi) que
es semisimple, y por otra, al hecho de que toda algebra semisimple es suma directa de
algebras simples, siendo bien conocidas la clasificacion de estas ultimas desde ﬁnales

del siglo XIX.

No obstante, el problema de la clasificacién de las algebras de Lie resolubles
complejas permanece abierto en la actualidad, ya que sélo se conoce la clasificacion

de las algebras de Lie resolubles de dimensiones menores o iguales que 5.

Por ello, actualmente, los intentos de clasificaciéon de las algebras de Lie
resolubles pasan por obtener primero la clasificacion de las algebras de Lie
nilpotentes, dado el importante papel que desempefian los ideales maximales

nilpotentes en el estudio de las algebras de Lie resolubles.

Los primeros resultados de interés relacionados con la clasificacion de las
algebras de Lie nilpotentes datan de hace aproximadamente un siglo y fueron

publicados en 1.891 por Umlauf [], que hace un intento de clasificacion (que



posteriormente se probaria que era incompleta) de las algebras de Lie nilpotentes de

dimensiones menores o iguales que 6.

La primera clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes hasta dimensién 6
fue realizada en 1.958 por Morozov [], basandose en la maxima dimensioén de un ideal
abeliano maximal. Previamente, Dixmier [] y [] también habia presentado una
clasificacion hasta dimension 5 y Vranceanu [], de manera independiente a Morozov
y basandose en otros procedimientos, obtuvo la clasificacion de las algebras de Lie
milpotentes de dimension 6, si bien tanto su clasificacion como la de Morozov son

completas para el caso complejo pero no para el real.

Vergne [] dié por primera vez una clasificacion completa de las algebras de Lie
nilpotentes reales o complejas de dimension 6, completando asi los trabajos de
Morozov y Breanceanu. Vergne probé ademés que a diferencia del caso de
dimensiones menores o iguales que 6, para dimensiones mayores o iguales que 7
aparecen ya clases de isomorfia de un tipo particular de algebras de Lie nilpotentes,
como son las filiformes, 1o cual dificulta mas la obtencion de las clasificaciones a patir

de dimension 7.

Safiullina publica en 1.964 [] una clasificacion de las algebras de Lie
nilpotentes de dimension 7, basandose en el método desarrollado por Morozov, si bien

Magnin [] demuestra en 1.986 que esta clasificacion no es del todo completa.



Romdhani en 1.985 [] también presenta una clasificacion de estas algebras a partir de

las dimensiones de la sucesiones derivadas, central descendente y central ascendente.

Skjelbred y Sund en 1.977 [] desarrollaron un método que permitia obtener la
clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotntes de dimensién #+1 supuesta conocida la
clasificacién de las de dimensiéon n. No obstante este método presenta excesivas

dificultades de realizacién y no ha vuelta a ser utilizado hasta la fecha.

Goze y Ancochea, en 1.989 [] llegaron aclasifican las algebras de Lie
nilpotentes de dimensién 7, mediante el uso de una nuevo invariante obtenido por
ellos, que denominaron “sucesion caracteristica” que corresponde a las dimensiones
maximales de los bloques de Jordan de una matriz nilpotente, lo que les permitié
también obtener la clasificacion de las algebras de Lie filiformes complejas

(subconjunto de las algebras de Lie nilpotentes) de dimension 8[].

Por todo ello, el problema de la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes
de dimension >7 continfia abierto y los intentos actuales pasan por conseguir primero

una clasificacion de las algebras de Lie filiformes.

Asi, por aplicacion de las técnicas de Goze y Ancoechea, Gomez Martin y
Echarte en 1.991 [] obtuvieron la clasificacion de las algebras de Lie filiformes de
dimension 9. Posteriormente, mediante la introduccion de un nuevo invariante para

estas algebras, Boza, Echarte y Nufiez [] clasificaron en 1.993 las algebras de Lie



filiformes complejas de dimension 10 y ecientemente estan apareciendo algunos

trabajos sobre la clasificacion de estas algebras en dimensiones superiores.

Por otra parte, Echarte, Gémez y Nufiez [] estudiaron el subconjunto de
algebras de Lie filiformes derivadas de otras. Recuérdese la definicién de algebras de

Lie derivada: sea L un algebra de Lie. Se denomina_algebra derivada de L, y se denota

por [L,L], al conjunto de elementos [X,Y]: X,Ye L.

Es ademés conocido que un algebra de Lie es resoluble si y solo si su algebra
derivada es nilpotente, aunque este resultado no asegura que un algebra de Lie
nilpotente sea necesariamente derivada de otra; antes al contario, la mayor parte de las

algebras de Lie nilpotentes no son derivadas de otras.

Los citados autores porbaron una condicién necesaria para que un algebra de
Lie filiforme fuese derivada de un algebra de Lie resoluble y también probaron que un
algebra de Lie filiforme es o bien derivada de un algebra de Lie resoluble de
dimensién una unidad mas que la de la filiforme o bien no es derivada de ningin

algebra de Lie (véase Cap.0).

En este trabajo se prentende clasificar las algebras de Lie foloformes complejas
que sean derivadas de otras a partir de la utilizacién del invariantej, obtenido por
Echarte, Nufiez y Ramirez en 1.995 [], que da lugar a los denominados productos

principales (véase Cap.0). La utilizacién de este invariante permitié a estos autores



realizar la clasificacion de las algebras de Lie filiformes complejas a partir de la terna

(i, j, n ), donde n es la dimension del algebra y “i” es otro invariante para estas

algebras, obtenido anteriormente por Echarte, Gomez y Nufiez en [].

Este trabajo se ha estructurado en tres capitulos. En el primero de ellos, que
denominamos capitulo 0, se dan las definiciones y propiedades mas importantes de las
algebras de Lie (omitiendo todas las demostraciones), que van a ser usadas en los

restantes capitulos.

Los dos siguientes Capitulos, nicleos centrales del trabajo, se dedican al
estudio de la clasificacion de las algebras de Lie filoformes derivadas de otras,
distinguiendo entre los casos en los que los primeros coeficientes sean nulos (Capitulo

1) o no (Capitulo 2), respectivamente.

Se finaliza el trabajo con la exposiciéon de una bibliografia, en la que se
referencian los textos y articulos en los que nos hemos basado para la realizacion de

este trabajo.



CAPITULO 0

1. Algebras de Lie.

Un algebra de Lie L es un espacio vectorial sobre el que se encuentra definida una

segunda operacion interna [ , ] distributiva, llamada producto corchete, que satisface

las siguientes propiedades:

[X.X]=0,XelL. ¢y
(X.YLZ] +[[Y,Z}.X] + [Z,X],Y]=0,X.Y,Ze L 2)

La igualdad (2) se denomina identidad de Jacobi. De ahora en adelante, dicha

identidad de Jacobi la representaremos por:

J(X,Y,Z)=0.

Un algebra de Lie se denomina real, compleja,..., segiin sea el cuerpo base del
espacio vectorial. Se denomina dimension de L a la que tiene como espacio vectorial.
En lo que sigue supondremos que todas las algebras de Lie que aparecen seran

complejas.
De (1) se deduce que [X,Y] =-[Y,X].

Si {ey,...,ea} €s una base de L, basta conocer los productos [es, €], para conocer

el resto de los productos entre los elementos del algebra, ya que si:



X =% Men; Y =2Z pxer tenemos que [X,Y] =X A p[€n,€il-

Los productos corchetes de dos elementos cualesquiera de la base seran

[ene FXCr™en. Los coeficientes Cy™ se denominan constantes de estructura.

De (1) y (2) se deduce que:

Cy™ = -Ci™

Z(Chktcms + Ckmr s 4 thtcrks) =0

Nétese por tanto que la operacion producto corchete no es asociativa, aunque si

distributiva y anticonmutativa.

De ahora en adelante, definiremos un algebra por una de sus bases y los

productos de cada par de elementos de dicha base, obviando los productos nulos.

2 Relaciones entre dlgebras de Lie.

Dadas dos algebras de Lie Z, L’, sobre el mismo cuerpo, diremos que:

® : L — L’ es un homomorfismo, si ® es lineal, y se verifica que:

D:[X,Y] = [D(X),D(Y)].

Si @ es biyectiva se denomina isomorfismo.



Se denomina subalgebra de una algebra de Lie L, a todo subespacio vectorial J,

tal que si X,YeJ = [X,Y] eJ.

Se dice que “/” es un ideal si es subalgebra de L, tal que si Xel, Ye L =

[X.Y]el

Se denomina_centro de L al conjunto de elementos XeL, tales que [X,Y] =0

para todo YeL.
El centro de L es un ideal de L.

Llamaremos centralizador de una subalgebra M de L, al conjunto de elemntos
de L que conmutan con todos los elementos de M, es decir:

CiM={XeL/[X,Y]=0, Ye M}.

Llamaremos algebra derivada de L, y lo denotamos [L,L], al conjunto de los

elementos [X,Y]: XY € L.
Un ideal J se dice conmutativo si [X,Y] =0, Xe ], Ye L.

Un algebra se dice conmutativa si [L,L] = 0.



3. Clases de algebras de Lie

Un élgebra de Lie se dice simple si no es conmutativa y no contiene ideales no

triviales (estos son 0 y ). Para las algebras simples L =[L,L].

Un élgebra de Lie se dice semisimple si no contiene ideales conmutativos no
triviales. Toda éalgebra simple es semisimple, pero el reciproco no es cierto. Toda
algebra semisimple es suma directa de algebras simples. También las algebras

semisimples coinciden con su algebra derivada.

Dada un 4lgebra de Lie L, establecemos a partir de ella la siguiente sucesion:

L, = [L,L], Ls;= [Lg,Lz]; vees L= [Li-I’Li-I];---

Decimos que un algebra es resoluble si existe un n<oo tal que L, = {0}.

Establecemos otra sucesion:

’=[LL);, I’=<[I? L},...; L'=[L*.L],...

Decimos que un élgebra es nilpotente si existe un n<c tal que L” = {0}. Toda

algebra nilpotente es resoluble, pero el reciproco no es cierto.

Los L; son ideales de L.
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La interseccion, suma y producto de ideales resolubles de un algebra de Lie,
son también ideales resolubles. De aqui se deduce que la suma de todos los ideales
resolubles de un algebra de Lie, es otro ideal resoluble (el mayor ideal resoluble
contenido en el algebra) que se denomina_radical de L y lo denotamos radL.
Analogamente, se denomina nihil-radical de L y lo denotamos nihil-radL al mayor
ideal nilpotente contenido en el algebra. Trivialmente, si el algebra es resoluble
coincide con su radical, si es nilpotente coincide con su nihil-radical y si el dlgebra es

semisimple, entonces su radical es nulo.

Sin embargo, no toda 4algebra es de uno de los tipos mencionados
anteriormente. El Teorema de descomposicion de Levi afirma que toda algebra de Lie
se puede descomponer en suma (no directa) de su radical y un algebra semisimple.
Ello implica que conocidas las algebras resolubles y las semisimples se podrian
conocer todas las demas. No obstante, aunque la clasificacion de las algebras
semisimples es ya conocida desde hace mas de un siglo, no sucede igual con la de las

resolubles, ni siquiera la de su subconjunto de las nilpotentes.

4. Algebras de Lie Filiformes

Del Teorema de Engel se deduce que en toda algebra de Lie nilpotente, existe un

elemento e, ¢ L, y una base {e,, e,,...,e,}, tal que
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[eheZ] = 0;

[er,en] = &niens (61= 0,1).

Un algebra de Lie se dice filiforme si es nilpotente y tal que todos los €., = 1,

siendo dimZ’ = n-i.

La definicion anterior es equivalente a la siguiente: un algebra de Lie L se dice

filiforme de dimensién n si es nilpotente y verifica que
dim 1?2 =n-2, dim L} =n-3,...., dim L"=0.

Por tanto, si {ey,...,e.} €s la base definida anteriormente, se tiene que

[’= {Cz,...,en.l}

L= {Cz,...,en.z}

LM = {ez}

L"= {0}

Para un h > 2, se deduce que:

[enen] = Cra*' €n1 +.... + Ci® €2 (0.3)
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pudiendo algunos coeficientes o incluso todos ser nulos. De la igualdad anterior
tenemos que [e;,e.] = a e,. Si a0, el cambio: e’, = e, + a e; nos permite conseguir
que [es3,e’s] =0, lo que no cambia los demas elementos de la base ya que

€'n1 = [€1,€'n] = [€1,62 T €1] = €pt...

En adelante, supondremos que las algebras son filiformes complejas, y que
todas las bases que utilizamos verifican estas propiedades, es decir, la base {e,...,e.}

es tal que:
[61,62] = 0’ [el’eh] = €h-1 (h = 33---311)9 [e3:eh] =0 01:2,...,11).

Una base que verifique dichas propiedades se denomina base adaptada, siendo e, el

centro del algebra.
Si en un algebra de Lie filiforme respecto de una base adaptada {e;,...,e,} los
tnicos productos no nulos son los [e;,en] = e, (h=3,..,n}, dicha algebra se denomina

modelo, y hay una en cada dimension.

Si {ei,...,€a} €s una base adaptada de un 4lgebra de Lie filiforme L, a partir de

J(en,€r1,6) = 0 se deduce que

[er[ex1se] | = [ex2,e] k>3 (0.4)
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y en general, de J(ei,en ) = O se deduce que

[ens,ei] + [enser] = [er,[enser]] (0.5)

También se prueba que los coeficientes Cy,™' son todos iguales, es decir, que

C4,n3 = CS,n4 = .- Cn.],nn.z

A estos coeficientes se les denomina primeros coeficientes y se prueba que si

Cia*! # 0, entonces n es par y se prueba ademas que todos ellos pueden hacerse

iguales a la unidad mediante el cambio de base adaptada

e1=¢e; €h=¢e/Cypt!

y que en los demads casos, estos primeros coeficientes son todos nulos.
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5 El invariante j.

Definimos el subindice j como:

j=inf {k/ [exer1] # 0}.

Es decir, j es el mayor subindice tal que el algebra de base {e,,...., €} es

conmutativa.

Si existe j, al producto [e;, €;:1] se le denomina producto principal. Se prueba

que j es un invariante de algebras de Lie filiformes y que el producto principal siempre

existe en toda algebra de Lie filiforme excepto en la modelo de cada dimension.

También se prueba que la relacién entre la_j y la n viene dada por las

desigualdades j < n < 2j-1, verificandose la igualdad n = 2j-2 unicamente en el caso de

que los primeros coeficientes sean distintos de cero.

En este caso se verifica también que

[e4s €n1] = €2, [€5:€n2] = ~€290u0s [€1y €m3n] = (-1)" €2 (0.6)

y por tanto, [e;, €j.1] = (-1)e..
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Una propiedad importante que verifica el subindice j es la siguiente: un algebra
de Lie filiforme de dimension n queda totalmente determinada si se conocen los

productos [ey,ex] para ( k=y,...,n ).

6 Algebras de Lie Derivadas.

Recordamos la definicion dada anteriormente de 4lgebra de Lie derivada: sea L un

algebra de Lie. Se denomina algebra derivada de L, y se denota por [L,L], al conjunto

de elementos [X, Y], X,Y e L. Recuérdese que el algebra derivada es un ideal de L.

Es conocido que un élgebra de Lie es resoluble si y solo si su algebra derivada
es nilpotente, aunque este resultado no asegura que un algebra de Lie nilpotente sea
necesariamente derivada de otra; antes al contrario, la mayor parte de las algebras de

Lie nilpotentes no son derivadas de otras.

Es facil ver que el algebra de Lie filiforme modelo de dimensién_n con base
adaptada {e,,...,e.} (recuérdese que hay una para cada dimension) es siempre derivada
de un algebra resoluble M, una de cuyas bases es la {e,...,e,, U}, siendo [es,U] = Anen
con A, = A, -(h-2)A; para h > 2 y A, y A, constantes complejas arbitrarias no nulas y

distintas entre si.
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Para ver cuando un algebra de Lie es derivada de otra en el resto de los casos,
supongamos que el algebra de Lie filiforme L es derivada del algebra de Lie resoluble
M, siendo {e;,....e.} una base adaptada de L y {e,,...,e,,U} una de M. Como [M,M] ha

de ser igual a L, se tendra que verificar que

[enUd=Z aw’e, y [UnUd = Z bu™ €n
Por tanto, e y €, deberan estar acontenidos en algunos de los productos corchetes

[€1, U], [€n, Uil 0 [Us,Uil, dado que €; y e, no pertenecen a L.

En [] se prueba que una condicién necesaria para que L sea derivada de M es
que a;x' # 0 para algin h y que el algebra de Lie filiforme L es o bien derivada de un
algebra de Lie resoluble de dimension una unidad mas que la de L o bien no es

derivada de ningin algebra de Lie.
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CAPITULO1

ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES DERIVADAS CON PRIMEROS
COEFICIENTES NULOS

En el capitulo anterior hemos probado que si un algebra de Lie filiforme
compleja M es derivada de otra algebra resoluble L, es derivada también de un
algebra resoluble de dimension una unidad mayor que M. Supondremos en
todo el trabajo que las algebras son complejas. Sea {e;, €, ..., €} una base
adaptada de un élgebra de Lie filiforme M, derivada de un algebra resoluble L.
de dimension n+1. [L,L] =M, y una de cuyas bases es {e;, ..., €.}. La condicién
necesaria y suficiente para que M sea derivada de L es que a; ;#0, siendo
[en, U] = 2 ansex (k=2, ..., h).

Los coeficientes a,x son extrinsecos a M. A continuacién vamos a

estudiar las condiciones intrinsecas y extrinsecas a M para que sea derivada de

L.

1. Condiciones necesarias y suficientes para que un dlgebra de Lie filiforme
compleja sea derivada de otras dlgebras.
En este capitulo vamos a estudiar las algebras de Lie filiformes tales que
los “primeros coeficientes” (Cy ! = 0) sean nulos, es decir:
[en, €n] = Cra*%ena + ...+ CuoZe; (Vh=4, ..., n-1),

reservando para el capitulo siguiente el caso Cy.b'+#0.
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La subalgebra M; {e, ..., ;} es conmutativa, por tanto se puede
encontrar en este caso un Ue L tal que:
[en, U]l = anpen (2<hs<) (L1)
Por otra parte, de J(e,, e, U) = 0, se verifica que:
A1y k1 - Ak = a1,1 (K23, ...y ) (1.2)
(Cuales son las condiciones para que la subalgebra M;., = M; de base
{ez, ..., €, €1}, sea derivada de la subalgebra L;., de base {e,, ..., €, €1, U}?
Si[ej, €j+1] = Bo€q + ...+ B2e2 (Bq # 0; q<-1)
de J(e;, €j+1, U) = 0 se tiene que:
Agq = Aj; + Ajs1ju (1.3)
Be1211=0
2B.221,=0
(q-2)B.a1,=0
Si el algebra M es derivada de L, entonces a;; # 0 y por tanto
Ber1=...=P>=0, luego
[e5 &5 = Bt
haciendo el cambio de base adaptada e, =e¢;; e,'=ew/B, (h=2, ..., n) obtenemos:

fe;, €] = ¢ (14)
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LEMA 1-

Si un 4lgebra de Lie filiforme es derivada de otras algebras cada uno
de los productos:
[€jns €jnr1] = An€qezn (1.5)
Demostracion:
A partir de ( 1.1) podemos escribir:

( [Cz, U]\ ( ap L 0 0\ ( ez\

' [63, U] I l Q32 A33 .enenenen 00 I ' €3 I

N E : P 1

|[en,U]| la,.,za,.,g ........ an,,,OI les |

\[el, U]} \81,2 a3 ... A1n 11 } \Cl)

La matriz es triangular, y los términos de la diagonal principal son
distintos entre si por ( 1.2 ), por tanto mediante un cambio adecuado de base
adaptada {e"y, ...., €'»}, dicha matriz se transformara en la matriz semejante que
sera diagonal debido a que todos los a;; son diferentes entre si, y cuya diagonal
serd: {ay,, 433, ....,a1,1}, y por tanto

[e'ss U]l = anpe’n (Vh) (1.6)

De la igualdad de Jacobi J(e';:, € 511, U) = 0 se deduce:

[[e'j+h, e'j+h+1] . U] = (a,-+x,4+h+ aj+h+1j+h+1) [e'j+h, e',-+h+1].

Si [ejun, €] = A€’ + ... + Ae’2 (A0) se obtiene:

>\qar,r = (aj+h,j+h + aj+h+1‘j+h+1)7\q-

Ar18e1r1 = @injen T Anerjons1)Aer
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Ay, = (aj;u+h + Qjaprjrhr)A2
y por tanto,
Arr = Ajinjent Ajrnerjrna (1.7)
también se deduce que
Ac18rir1 = (@jingrn + Ajrnerjriet) At (1.8)
PETO COMO a1 - &, = a5, # O por ( I1), entonces A..; = 0 y andlogamente,
A=Az =..= Xz =0, luego:
[€7jmy €] = Are’s ( 1.9 )
Para calcular r tengamos en cuenta ( 1.3 ) y ( 1.7 ) lo que nos permite
escribir:
g0 = 8 T B jn
Ay = Bjinjent Qoprrjne
restando miembro a miembro:
(r-q)ai,; = 2ha,
y como a,, # 0 para algebras derivadas, tenemos que
r=q+2h
y en consecuencia: |
[€)s €'j1] = €745 [€7415 € 2] =1 €725 eeness [€j4hy € inr1] =An € i2n
Por tanto para que un algebra de Lie filiforme compleja sea derivada de
otra algebra, es necesario que exista una base adaptada {e, ..., .} respecto a la

cual se verifique:

[ej, €j+1] = €5 [€j+15 €1+2] = A1€qe25 werverens 5 [€j+ns €j+n+1] = An€qezn
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Lema 2-

[ew en] = penikaj1+q conh, k> 1
Demostracion:

[€j+h> €jsh+1] = An €qion;
Sumando los subindices del corchete y restando el subindice del miembro de la
derecha tenemos que j+h+j+h+1-q-2h = 2j - q +1 que es constante. Haciendo
lo mismo con la expresion [ey, en] = pen, obtenemos que h+tk-m = 2j-q +1; de

donde m= h+k-2j-1-q.

Lema 3-
Los coeficientes de los productos anteriores son 1, A1, Azy weey Ane
Mediante un cambio de base adaptada podemos lograr que uno cualquiera

de dichos coeficientes, diferentes de cero, sea igual a la unidad.

Demostracion:
Haciendo el cambio de base adaptada:
e 1=e;er=e/l (h=2, ..., n)
tenemos:
(65", €une1] = [€:0/Ans €nr1/An] = (1/A4%) b €qvon = €qen”

luego siempre podemos conseguir que uno de estos coeficientes sea 1.



22

LEMA 4-

La dimension maxima posible, para un algebra de Lie filiforme, que

sea derivada es:
n=2j-q-1
Demostracién:

St [€jsh,€j+1n+1]=As€q+2n, 10 maximo posible que puede valer q+2h es j+h-2,
ya que los “primeros coeficientes”, en este caso el correspondiente a j+h-1 es
cero. Si g+2h = j+h-2 se tiene que h = j-g-2 pero como n = j+h+1 = j+j-q-2+1:
obtenemos que

n = 2j-g-1 (1.10)
dimensién méaxima de un algebra de Lie filiforme que sea derivada, conocidos
lya

Por el contrario, la dimensién minima la obtenemos si j=n. En este caso
la base adaptada es {e,, ..., €.}, y los productos no nulos son los

[e1, en] = en1 (i3, ..., j). Es decir, se trata de las 4lgebras modelo

2. Estudio de las dlgebras de Lie filiformes y que sea derivadas de otras,
atendiendo a los valores de j y q.
a) Si j = n tenemos las algebras modelo. Estas algebras son siempre derivadas

de otras. Concretamente, el algebra M de base adaptada {e,, ..., ¢} es derivada

del algebra
L{ey, ..., €, U} tal que

[en, Ul = Auen (b=1, ..., j)
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verificando:
A= Az -(h-2)A; (h>2)

A1, .2€C y son arbitrarios, cumpliéndose que A,#£0#A;.
b) Si n=j+1

En este caso, [e;, €j-1]=¢, (q)-2).

De J(e, €;, €+1) = 0 se deduce que:

[&j-1, €jn1]=€q1;

de J(ei, €1, €11) = 0 se deduce que: [€;2, €1]=€q2, ... Y procediendo por
induccion, se llega a [e;+2, €j+1]=¢€>;

Luego para este caso, un algebra derivada filiforme, de dimension
n=j+1, y respecto a una base adaptada {e,, ..., €,}, se puede enunciar asi:
[e1, €2] = 0; [e1, €n] = en1 (h=3, ..., n); [e5, €] = 0;
[e;, ej+1] = €g; [€5-1, €+11] = €q1; [€jq+2> €j+1]=€2-
¢) n=j+2

Para n= j+2 se tiene que [e;, €] = € [ej1, €+2] = A€qo, l0s demas
productos se obtendran a partir de la igualdad ( 0.5 ) del capitulo anterior.

De J(e;, €j:1,€j+2) = 0 se obtiene:

[eq €+2] + Alegiz, €] - Aleg, €+1] =0
como q<j-2 tenemos que [eg2, €;] = 0. Asi la igualdad anterior queda reducida
a:
[€qs €j+2] - Al€gr1s €j:1] =0 | (1.11)

Si [eq, €:2] = 0; q<j-q-1 de donde 2q<j+1 y entonces también
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[eq1, €+1] = 0.
Pero si q=j-q+1 entonces 2q>j+1, entonces se verifica:
[€q, €j:2] = (A-JHqt1)ergy
[eq+1, €511] = €2g501
valores que llevados a la igualdad ( 1.10 ) nos da:
(A -j+q+1) -A=0; de donde j = q+1, ya que q+1 <}, por ser [e;, €+1] = €. Por

tanto q < j-2. Luego tiene que verificarse que a partir de n > j+2

2q < j+1 (1.12)
d) n=§+3
[0 €3] = (1-(q+DAH(G*Q)/2) X2)€2 oo, [ej:2, €j:3] = €qra
[ej-q+[, ej+2] = (7\,1-((1-1)7\,2)62 .............................. [ej+1, ej+2] = Meq+2
[e,-*ﬁz, ej+1] T A2€2 1eetieeitee et [Cj, Cj+1] = quz

De J(€j+1, €2, €j:3) = 0 tenemos que:

Ml€gi2, €43] + [€gr4, €511] + [€4s3, €42] =0 (1.13)

Si g+2 < j-q todas las identidades de Jacobi son idénticamente nulas. Por
tanto el algebra es valida para todo valor de A, 2.

Es decir: para n=j+3, 2q<j-2, las algebras de Lie filiformes tales que,

[€j+h, €jsnr1] = An€qiam, SON derivadas para todo valor de iy A»

Si q+2 = j-q (2q = j-2). La igualdad (1.13 ) se escribe asi:

(1) (M)” €2 = ((0™-9)/2) Mikz + qha) €,
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todas las demas igualdades de Jacobi son idénticamente nulas. Para que un
algebra filiforme que cumpla (1.10) sea derivada de otras &lgebras es condicion

necesaria y suficiente que A,y A, satisfagan a la anterior ecuacion, siendo
n=j+3 y 2q = j-2.

Supongamos ahora que:

n=j+3; 2q=j-1
de la identidad de Jacobi J(ej., €2, €j+3) = 0 obtenemos;

q(A1)* = ((q-1)(-2)/2) MAz+ (q-De
la igualdad de Jacobi J(ej, €2, €+3) = O nos da la misma ecuacion, y las
restantes igualdades de Jacobi son idénticamente nulas. También aqui Ay As
dependen de un parametro libre.

Si n=j+3; 2q=,
de J(ej:1, €42, €543) =0

(@-DR)* = ((9-2X(q-3)/2) MAa+ qA2-222= 0
de J(e;, €2, €+3) = 0 obtenemos lo mismo.

De J(ej.1, €2, €513) =0

(A-A)(1-(q+ DAH(Q*-)/2)R2) - (1-2M1)(A-(q-DA2) = 0
de J(ej, €1, €+3) = 0 obtenemos una combinacién lineal de las anteriores. El
sistema tiene una solucién nica. Es decir: si j=2q; n=j+3, hay una sola algebra

para cada valor de g.
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Ejemplo 1-
(=8; q=4; n=11)
De J(es, €10, €11) = 0 obtenemos: 3(A;)* = A(A11+2).
De J(es, €5, €11) = 0 obtenemos: 2A,; = 3A,.
De J(es, €10, €11) = 0 obtenemos: -3(A)> + 5 MjAx+ 2A, - (642)*=0.

El sistema formado por las dos primeras ecuaciones se satisface para los

siguientes valores de A1y A,.
7\,1 = 4/7, 7\,2 = 8/21

Estos valores también verifican la tercera ecuacion. Hay, pues, un

algebra filiforme derivada tal que:
n=11; j=8; q=4; (j=2q) que es derivada de otras algebras.
No es posible mayor dimension ya que [eo, €11] = €.
Ejemplo 2-
(j=10; g=5; n=13)
De J(e11, €12, €13) = 0 otenemos que: 4(A;)* = 3A(A+1).
De J(eo, €12, .613) = 0 obtenemos lo mismo.

De J(es, €1, €13) = 0 obtenemos: 4(A;)* = 8A,A-10(X2)* + 33X,
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De J(e1, €11, €13) = 0 obtenemos A, = 2\,

Las soluciones son:

>\‘1 = 3/5, 7\.2 = 3/10

Una sola algebra filiforme derivada.

e) n=j+4
[€-¢-15 €j+a] = Q@)@+ 1)(QF2)/2) M-q(A-1NQHLY/3)Er vvrernrnnne [€j43, €jr4] =hseqss
(€0 €431 = Q@ DAH@Q2)E2 cevveeveeereernene (€542, €j:3] TAseqrs
[€q+15 €+2] = A@-1))€2 cvvenveeereeeriieeereee [€j+1, €j:2] = Miegs2

[€q+2 €+1] = €2 cuvreeercireeeereeee e [}, €j11] =
De J(e;:2, €j:3, €j+4) = 0 obtenemos:
Aof€qra, €5:4] + As[€qrs, €j42] = As[€qss, €43] =0
Si q+4<j-q-1 todas las igualdades de Jacobi son idénticamente nulast
y, en general, tenemos:
si n=j+2; 2q<j+1 todas las igualdades de Jacobi son idénticamente nulas
si n=j+3; 2q<j-2 “ «“ «“

si n=j+4; 2q<j-5 «“ « “
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si n=j+h; 2q<j+7-3h « «

Por tanto todas las algebras filiformes para n=j+h; 2q<j+7-3h son

derivadas si cumplen (1.5), para todo valor de las_A:.

Si j=2q hemos probado que habra una sola algebra para n=j+3.Vamos a

probar que no hay ninguna para n>j+4 demostrando el siguiente:

Teorema 1-

Para n>j+4; j=2q no hay algebras filiformes derivadas.

Demostracion:

Prescindimos de los casos (j=4;q=2 que se reduce a [e,, €] = ez; n=j+1),

(=6;q=3 cuya n maxima es j+2), y de (j=8;q=4 ya estudiada).

A partir de g=5; j=2q, no hay algebras filiformes derivadas para n>j+4.

[ej, €11] = €4 la podemos escribir como [e,, €2] = €,, y analogamente

[&j+1, €j2] = Aseq+2 s€ puede escribir como [€q+1, €2012] = M€qs2

[ej +2, Cj+3] = 7»26@4 « « [Czq+2, e2q+3] = kzeq+4
[Cj +3, Cj+4] = A}3eq+6 «“ “ [e2q+3, Czq+4] = )\,3Cq+6

De J(€2q,€24+1,€24:2) = 0 tenemos que q=2A,+1
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De J(€29,€2q+2,€2¢:3) = 0 tenemos que A, = ((q-1)(-3q+5))/4-(2-q)
De J(€24,€2q+1,€24+4) = 0 tenemos que
-Arq + ((q+1)Q)/2)As = (q*-3q*+2q)/6.

Sustituyendo A, y A; nos da la ecuacion:

3

q*+5¢*-5q-15=0 que no tiene raices enteras mayores o iguales que 5.

Luego no existen algebras filiformes derivadas a partir de ¢=5; j=2q;

n>j+4.

Ejemplo 3-
Para ilustrar este ejemplo tomemos el caso limite en el cual tenemos:
[€2g, €2011] = As€q; [€2g01, €2g12] = As€qun; [€2q2, €2q13] = Mi€qia; [€2q:3, €2qra] = €6
y 2q+4 = q+6+3, es decir, =5y j = 10.
De J(eu, €13, €14) = 0 obtenemos la ecuacién
3(M)*= (M1 + 2)
De J(e1o, €11, €13) = 0 obtenemos que
5243203 - A2) =0
De J(e1o, €11, €14) = 0 obtenemos que
A+ 3X2-20=0
De J(e1o, €12, €13) = 0 obtenemos que
- 4(A2)* =3A(MHA) =0
La tnica soiucién que satisface a estas cuatro ecuaciones es A=0

(k=1,2,3). Pero para esta solucién j=13 y g=11.
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Para concluir el estudio del caso n=j+4 veamos como son las algebras
para

2q=j-kconk>1.

Teorema 2-
Para 2q=j-1 y n>j+4 no hay dlgebras filiformes derivadas.
Este estudio lo haremos con q>5. El caso q=4 se vera como un caso
particular.
De J(e;, €3, €j:4) = 0 obtenemos:
(@) ((q-1°(R2)” - (@-D/2)(M) + (-3q+6)/2)Mida + (q-2)Maks +
+((4-3)(q-2)(7-9)/6)A + ((q-3)(a-2)(q-1)/6)A: - ((a-3)(q-2)/2)As = 0)
De J(e;, €j+1, €j+4) = 0 obtenemos
(b) 2= ((q+2)/2)A: - q(q-1)/6
De J(gj+1, €j:2, €3) = 0 obtenemos
(©) -q(M)* + ((a-2(q-1)/2)M + Ax(g-1) = 0
De J(e;, €2, €j:4) = 0 obtenemos:
(d) g2z - (a(qt1)/2)(A0) + ((@-2)(q-1)/6)A + 2(q-2))2 = As(q-2)
De (b) y (¢) vemos que A, tiene dos valores (A1, y A1) donde
A= 2(q-1)/3 y A= (g-1)/3.
Sustituyendo en (b) y (d) obtenemos los valores de A, y A; que son
Aoy = (d—l)(q+4)/6; Ao = (q-1)/3; Aay=(g-1)(q+4)/9;

Az = ~((q-1)(q-4)(g-3))(q(g-2))
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Sustituyendo estos dos trios de valores en (a) salen dos polinomios en q

que son respectivamente:
Pi(q) = 3q* + 32¢* -169¢> + 94q +160 =0
P(q) =-11q*+ 201q® - 931¢> + 1543q -802 =0
Las raices de ambos polinomios no son enteras con lo cual llegamos a la
misma contradicciéon del caso anterior; asi podemos concluir de la misma
manera que en j=2q.

Para el caso =4 se puede ver que tampoco puede exitir.

Ejemplo 4-
Al igual que antes vamos a tomar el caso limite, en el cual tenemos
[€24+1, €2012] = Aseq; [€2912, €2q13] = Aa€qia; [€agr3, €aqra] = Mi€asa; [€291a, €2qrs] = €qss
y 2q+5 = q+6+3; es decir g=4 y j=9.
De J(e11, €12, €13) = 0 obtenemos
3(M)? = A(MiH+2)
De J(e10, €11, €12) = 0 obtenemos que
4(A2)*= 3As(M+A2)
De J(es, €10, €13) = 0 obtenemos que
3A2- A1 =2
De estas tres ecuaciones llegamos a la siguiente ecuacion
2P+ 20 -1=0

la cual nos da las siguientes soluciones para los parametros
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M= (V3 - 1)/2; Ay = (9-5V3)/2; A3 = 7-473
A =-(V3 + 1)/2; Ay = (9+5V3)/2; As = 7+443
Haciendo ahora J(es, €11, €13) = 0 obtenemos
“AMAs + 10(A2) - 4005 - 4MiAs + 205 =0
la cual no es verificada por ninguno de los valores anteriores de los parametros.
Asi pues la tnica solucién se obtiene para A, = 0 k=1,2,3. Sin embargo para

esta solucién j=12 y g=9.

Teorema 3-
Para el caso 2q=j-2 y n=j+4 los parimetros A;, A2 y As quedan
determinados por tres ecuaciones.
Demostracion:
De J(€j1, €j+2, €:3) = 0 obtenemos
(@) -t D)’ + (a-1)9/2)A + qA2 = 0
De J(gj, €2, €:4) = 0 obtenemos:
(b) (q(q+1)/2)(M)” - ((q-1)(q-2)/6)1 - (q+DAadz + (q-1)As <(q-2)A2 = 0
De J(ej+2, €3, €j:4) = 0 obtenemos:
(©) 9(2) + (@-2(@-1/2)Makz - (a-4)(q-3)(@-2)/6)Az + (@-DMAs - ((g4)(@-1)/2)As = 0
El resto de identidades de Jacobi o son nulas o son combinacién lineal
de éstas. Estas tres ecuaciones determinan los valores que tienen los tres

parametros.
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Ejemplo 5-

Para ilustrar este resultado tomamos también el caso limite en el cual

[e2q42, €2q13] = Aseq; [€2q:3, €2qra] = Aa€qua; [€2qe4, €2q15] = Mi€qrs; [€2q4s, €2q16] = €qrs

y 2q+6 = q+6+3, es decir, ¢=3 y j=8.

De J(€10, €11, €12) = 0 obtenemos que

3(A)*= Ax(Ait2)
De J(es, €10, €12) = 0 obtenemos que
402 + 6(A2) = Aahs - MAs + 203 =0
De J(es, €10, €11) = obtenemos que
4(02)* =3A(M + 1))

El resto de ecuaciones o son nulas o son combinacién de éstas. De el
sistema formado por las tres ecuaciones anteriores obtenemos una solucion, no
nula, ﬁniéa.

A = 1/10; A, = 1/70; A5 = 1/420.

La otra solucioén seria la nula, es decir, A, = 0 (k=1,2,3)
Teorema 4-

Para el caso 2q=j-3 y n=j+4 aparece una familia uniparamétrica de
algebras.
Demostracion:

De J(€j+2, €13, €:4) = 0 obtenemos:

(@) -(a+ D)+ ((@-Da/2)Mi2z + ghids <((a-3)(q-2)(a-1)/6)22 - (4(q-3)/2)As = 0

De J(e;:1, €j+2, €j:4) = 0 obtenemos:
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() -(@+2)Md2+ (q+1)q+2)/2)(A)” + qhs -((a-Da(q+1)/6)A: - (q-1)A2 =0
El resto de identidades de Jacobi o son nulas o son combinacion lineal
de éstas. Luego tenemos una familia uniparamétrica de algebras determinada

por las ecuaciones anteriores.

Teorema 5-
Para los casos 2q=j-4 y 2q=j-5 aparece una familia biparamétrica de
algebras respectivamente.
Demostracion:
Para 2q=j-4 la tinica ecuacion independiente que hay es la que viene
determinada por la identidad de Jacobi J(e;., €3, €+4) =0
-(q+2)A2)+ ((qH1)/2)Mdz + (g DMAs -((a-2)q(q-1)/6)A2 - ((9-2)(q+1)/2)As = 0
Para 2q=j-5 ocurre al igual que en caso anterior. La ecuacion es
«q+3)(2)* + (G D(Q+2)/2)Mika + (q+2)Mihs ((@-1)g(a+1)/6)A: - ((-1)(@+2)/2)As = 0
Cuando 2q<j-5 todas las identidades de Jacobi son nulas luego no hay

restricciones para los parametros.
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3. Estudio de las dlgebras de Lie filiformes y que sea derivadas de otras,

atendiendo a su dimension.

a) Caso n=2j-q-1( dimensién de n maxima).

En este caso, [€y1, €] = €.3; entre €,1 y €3 los subindices diferirdn en
dos unidades. Segin el lema 1, [e.2, €n1] = Ai€us; [€n3, €n2] = As€or; ... En
virtud del lema 2, podemos elegir como coeficiente 1, el de [e.1, €.], por tanto
[€n1, €] = €us.

Si n es par; n-3, n-5, n-7, ..., son impares y se llegara a que q = 3. De
(1.10) se obtendra; n = 2j-3-1 = 2j -4; j = (n4)/2 = (0/2) +2; y por tanto [e;, ] =
Awz2)3€3.
Sin es impar: n-3, n-5, n-7, ..., seran pares y se llegaraa q = 2.
De ( 1.10) se obtendra:
n=2j-2-1=25-3;j=(n+3)/2;y
[, €11] = Awarsmy €2
De J(€42, €n1, €,) = O se obtiene:
Alens, €] - [€ns, €n1] + [€ns3, €2] =0
y por tanto
A1 = ([ens, €n1] - [€ns3, €n2]) / [€ns, €4] (1.14)
Analogamente de J(€,.3, €2, €x1) = O se tiene:
A2l€n7, €x1] - AMl€ns, €n2] T Ail€ns, €a3] =0

lo que permite escribir:
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sz = ;\fl([en-(i, en-Z] - [en-S, en-&]) / [en—7, en-l] ( 1~15)
y analogamente:

As = Ax([ens, €3] - [€n7y €ns]) / [€n9y €n2] (1.16)

A= ([ €n 22y €] - [€n2kc1s €ac1]) / [€n2kc3y €nkca] (1.17)
de (1.12 ) y ( 1.14 ) y de la ecuacion J(€ns, €r1, €) = 0, nos da los siguientes
valores para A1, A,, As.

A = 1/10; A, = 1/70; A; = 1/420 que admiten esta forma:
A= 1/10 = 1/(4-1+6); A, = 1/70 = (2/(4-2+6))As; As = 1/420 = (3/(4-3+6))As, ...
y por induccion se prueba que:

A= (k/(4-k + 6)) Ay (1.18)
lo que nos resuelve la clasificacion de las algebras de Lie filiformes, derivadas

de otras, y con la dimensién maxima posible para una j. (¢=2,3)

Existen otras tres soluciones que son:
1) 7»k =0 Vk. Aqui j=n-1 y gq=n-3.
2) A =0 VKk, excepto la ultima que vale 1.
3) A = 0 Vk, excepto la peniiltima que vale 1y la ultima que esta en funcion de

un parametro a.
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Veamos ahora el caso [e.i,e.] = e.s. De esta forma [€nr,€n1] = Ai€ns.
Vamos a separar el estudio en funcion de que A, sea cero o no.
Caso 1:A; no nulo.
Sea A1=a.. De J(€n2,€n1,6,)~0 obtenemos:
Az = (do?/3(1+a)) (a)
De J(€n3,€n-2,€.)=0 obtenemos:
As = (5A1 -10A2)A2/(3-2M1—4A2)  (b)
De J(€ns,€n3,6.)=0 obtenemos:
As = (20A5°46A1A3 —212A2A3)/(3—5A1+5A3) -(c)
De J(en.3,€n2,€x.1)=0 obtenemos:
As = (-SAL2H62 A5 H4MA3)/ (2A+A2)  (d)
Sustituyendo (a) y (b) en (c) e igualando el resultado a (d) se obtiene la
siguiente ecuacion:
-27 + 270a — 606a” + 238a’ +245a* = 0 ©
Las raices de esta ecuacion son:
1/7; 3/5; -3(2+H11)"?)/7; -3(2—(11)"*/7.
De J(e44,€n-5,€0)=0 Obtenemos:
As = (TA1—35A2456A3—35A4)Aa/(3—TA1+2A,—6Aq) (f)
De J(€..4, €n3, €42)=0 Obtenemos:
As= (—6A"+10A:Ae+5A200)/(4A3+522) (@)
Igualando (6) y (7) y sustituyendo las soluciones de la ecuacion (5)

vemos que sélo la verifica A, = 1/7.



Esta solucion, basandonos en la de [e,.1,€.] = €., € 1a siguiente:

A=1/T; b= A TA 75 donde A= (k/4k+6)Aiy "5 Ao=1 y k:0,...,p.

Caso 2: a=0.

Aqui la tnica solucioén es (1,0,.....0)

38
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CAPITULO II

ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES PARA LAS QUE LOS
COEFICIENTES PRINCIPALES SON NO NULOS.

Sea M un algebra de Lie filiforme definida por una base adaptada
{ei,....,en} y para la que los coeficientes principales, Cu.*’, son no nulos. Por
(0.4) sabemos que estos coeficientes son iguales y que mediante un cambio de
baseadaptada pueden hacerse iguales a 1.

Este tipo de algebras exige que su dimension, n, sea par y que:

[ens €nisn] = (-1)"ez (h=4,...,j) ( 2:.1 )

donde j=(n/2) + 1 (2.2)
Si M es derivada de un algebra de Lie L, una de cuyas bases es

{ey,...,en, U}, si llamamos

[en, Ul =2 au e
“de J(e,, en, U) = 0 se verifica:
Ap-1h-1-8nh = A1,1-21,, (h=4,...,n-1) (2.3)
y de J(en, €, U)=0
Ap-151-A0h = Anq (h=4,...,n-1) (24)
de donde por comparacion:
a1,1-81,0 = Ann (2.5)

Para que M sea derivada de L es condicion necesaria y suficientes que
ant#0 (Vh).Como por (2.1) [e;, ] = (-1 e, y [ej-{, 2] =(-1)"e;

se deduce que :
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[e1, [}, €211 =0 véase (, ), y en consecuencia [e;, €] = & €2. Pero si a0, de
J(&;, €2, U) = 0 se deduce que a,, = aj;+ aj.2542, y de J(ej, €1, U) = 0 se deduce
que ay, = a;; + a;.1;+1. Restando ambas igualdades y teniendo en cuenta ( 2.3 ),
queda que a,, = 0, lo cual es imposible si M es derivada de L, lnego o = 0.

De anéloga forma se prueba que [ej.1, €j:2] =0, y, en general,

[ens ] = 0 (Vh#£n=k; h + k # n+3) (2.6)

Por tanto se tiene:

[€n1s €] = €n2 + Apsens + ... + aues + 0363+ 262

(2.7)
[ens €a] = €n1 + Otazena + .o + <.x..4.+3e4 + Clan2€3+ Clonri€:
Lema 1-
Los subindices de indice impar, son nulos, salve as.
Demostracion:
De J(en, €n1, €) = 0 se deduce que
(-1)" Glpbis = Ol (2.8)

Si h es par, se deduce que o3 =0, y como_n es par siempre, n-h+3 es
impar.

Luego o (1 impar ) es nulo, salvo as, ya que para esto, la igualdad(2. 7)
tendra que ser h=ny en este caso J(en, €n1, €, ) = 0 es idénticamente nula. Por

tanto podemos escribir:
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[en1s €] = €n2 + Gns€ns t oo + q€s + Cze3+ 0202 2.9)

haciendo el cambio de base adaptada
€ =e€i; e = €, + (0/4)es, queda que la nueva o', = 0 y por tanto
podemos escribir:

[€n-1s €] = €n2 + Clns€ns + oo T 0l4€4 + CL3€3 (2.10)

De (2.10)
[ens €] = €en1 + Cusens + ... + Qw23 (i h s par)
[ens €] = en1 + Ctasens + ooet Annirez (si h es impar)
En el caso de que h=j y teniendo en cuenta que j = (n/2) +1, tenemos:

[e;s €] = €1 + Alusejs + ... + oyes(si j es par)

(2.11)
[ejs €] = €j1 + Qusens + ... + aj1€2(si j €s impar)
Lema 2-
Ond = Ons = =0 =0
De J(e;, €., U)=0 se deduce que tpy = dps=... =0, =0
y por tanto:
[ei, en] = €;.1(si j es par)
[ei €] = ej1 + @y.1€; (51 j es impar)
y
[€n1y €] = €n2 + j2€j2 + ... + aues + azes (Si j es par)

2.12)

[€n1, €] = €na + ay.1€j1 + ... + 044 + 033 (i j €5 impar)
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Teorema 1-

De todos los coeficientes de (2.12) a lo sumo uno es no nulo.
Demostracion:

Distinguiremos dos casos segun j sea par o impar.
a) j par

Quedan por estudiar los coeficientes o2, 0, ..., Oa.

De J(e;, €;+1, U)=0 se tiene: aj:15 = g = ... = @jr1,4 = 0.
De J(e1, €12, U)=0 se tiene: ajiaj01 = @jszj = ... = jz5 = 0.
De J(e1, €1, U)=0 se tiene: ap102 = apip3 = ... = 8p1; = 0.

De J(e,, €, U)=0, x:3,...,j, obtenemos que a, n.;=...=a;;11=0
De J(e1, €., U)=0 obtenemos que ann1=...=,j:1=0
Veamos ahora que ocurre con los coeficientes pares citados en el teorema 1
Teniendo en cuenta que [e;, €.] = €;1; [€j+1,€a] = €102 €2 ¥
[€j+2, €n]= €11 + 02 €3, llegamos comparando los coeficientes de ¢; en la
igualdad J(e;.2, €,, U) =0, a:
Qj+1,3-8j42,4T04.2(A3 3-A0 - Bju2,+2) = 0 (2.13)
De J(ey, €2, U) resulta que:
2j+1,3-8j42,4 = ~21,0Q2 (2.14)
Comparando (2.13 ) y ( 2.14 ) tenemos:
02(233-20,0-Rj42,j+2-21,0) = 0 (2.15)
Teniendo en cuenta ( 3 ) y (4 ) queda:

aj.z((j—l)a..,..-al,l) =0 ( 2.16 )
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En general, de J(ej:2, €1, U) =0, k par y positivo, y teniendo en cuenta
las identidades originadas de J(ei, €j.x+2, U)=0 obtenemos, comparando los
coeficientes de e; que:

j+1cr1,3-Bjrier 2,4 0 10283 5-An B2 rie2) = 0 (2.17)
y de J(e1, €jx+2, U) = 0, obtenemos:
Qi1 3-Ajrier2 g = A1,000 k2 (2.18)
y por comparacion de ( 15 )y ( 16 ) queda:
% 2((jHk-1)2np-a11) = 0 (2.19)
De J(en2, €1, U)=0y de J(e, €n2, U)=0 se obtiene que:
a((2j-T)ann-a11) = 0 (2.20)
Por ultimo de J(en1, €, U)=0y de J(ei, e..1, U)=0 se obtiene que:
a3((2j-6)an-a1,1) = 0 (2.21)
pero, (jtk-1)a,-a1,; solo se puede anular para un valor de k determinado, luego
todos los o« tienen ‘que ser 0, salvo uno de ellos a lo mas. Asi sélo hay un o,
(h par, h<j-2 o h=3), a lo sumo, diferente de cero. En consecuencia, para j par:
[€a15 €] = €2 + anen (2.22)
b) j impar
Al igual que en el caso par quedan por determinar los coeficientes:
-1, O3, -..p Ola, O3,
Utilizando las mismas identidades del caso anterior llegamos, en primer

lugar a:
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i1 = Bprja = oo = Ajr15 = 0.
L

A2t = Ajr2j= eee = Bjiae= 0.

(2.23)
Anin2 = Ant;n3 = eee = Anpjr1 = O,
21,0181 025000 =1 j+2=0
A0 158002 0ees A j12=0
Ahora:
De J(ej+1, €, Uy=0y de J(e1, €1, U) y fijAndonos en los coeficientes de e;
llegamos a:
% 1((j-2)2n0 - 81,1) =0 (2.24)

De J(€jix+1, €1, U)=0y de J(ey, €j11+1, U)=0 junto a ( 2.23 ), con k par,

obtenemos que:

- air1((Hk-2)a, ~a;,1)=0 (2.25)

...........................................................................................................................

Por ultimo de J(e,., €., U)=0, J(ei, €.2, U0 y mediante (2.23)
llegamos a:
a((n-S)an-a1,1)=0 (2.26)
Luego de J(en1, €n, U)=0, J(e1, €n1, U)=0 y por (23) llegamos a:
os((n-4)a,~a1,1)=0 (2.27)
Asi, al igual que en el caso anterior, llegamos a la conclusion de que, a

lo sumo, uno sélo de esos coeficientes puede ser no nulo.
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De esta forma:

[€n1, €] = €nz + ctren (2.28)

con h par 0 3y h<j-1.
En el caso de que o, # 0 haciendo el cambio de base adaptada:
¢'1=Bey; ¢'a=Ben; B =(ow) ™"
queda finalmente:
[€n1s €] = €n2 +en
(h par, 4<h<j-1 6 h=3)
Si oy, = 0, entonces
| [en1,€n]"€n2
y este algebra es derivada del dlgebra resoluble de base {e,,...,e,, U}, tal que
[e,U] = ayzen (h:1,...,n); siendo a;; = 0 si i%j. Como a,, = 0 entonces a;; = ayp.
Entonces de (2.3) y (2.4) se deduce que:

az2 = (0-1)an,
a33 = (n-2)a,,

An-1,01 = Zan,n
Ana = A1
Luego para que un algebra de Lie filiforme del tipo que estamos
considerando sea derivada de otras algebras, es condicién necesaria que exista
una base adaptada respecto de la cual
[€n15 €] = €2 + Qe

(0x=0,1); si o # 0; h par, 4<h<j-1 6 h=3)

6 [en-l,en] = en.2 Si ah = 0
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A continuacion vamos a estudiar las algebras en las que o, = 1. Es decir
estudiaremos la derivabilidad de las algebras del tipo [en1,€.] = €2 + €1, donde
h es parentre j-1y4 o hes 3.

Distinguiremos dos tipos:

TIPO 1: J IMPAR
TIPO 2: JPAR
Tipo 1: j impar
Aqui distinguiremos a su vez tres casos:
Caso 1: h=j-1.
Caso 2: h:4,...j-3.
Caso 3: h=3.
Caso 1: h=j-1.
En este caso se tiene que:
[en1ea]=€n2te)

........................

[e),€.]=€)1 1€

De J(e1,¢;,U)=0 obtenemos que Anyjr1 = A1 (a)
De J(e1,€;:1,U)=0 obtenemos que Q14 = A1n (b)
De J(e; €.,U)=0 obtenemos que anjrt =-a11 - (-2 ()
De J(e;j.1,€,,U)=0 obtenemos que 25114 = (j-3)ann (d)
De J(e,, €, U)=0 obtenemos que A1 - Anjr1 = A1n (e)

De (b) y (d) se deduce que a1 = (j-2)anx ®
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De J(e1,€j:,U)=0, k:2,....j-3, obtenemos que
Ajt1,4-8j+2,5 = =A1n (g
Aj+2,57Qj+3,6 = ~A1,n
Ap2,j-13nj = ~A1a
Ap-1,j~8nj+1 = Aj+1

y sumando miembro a miembro:
Aj+1,4=An-1 &= '(j'4)al,n (h)

Sumando luego (e) y (h) tenemos que:
8ji1,4 - Anj+1 = ~(j-S)ana

pero restando (c) y (d) resulta:
Ajr1,4 - Angr1 = 3(j-3) Ann

y comparando las dos Gltimas;
-(-5)u0= 3(3j-3)an.

pero, >3, si ha de ser derivada el 4lgebra a,,no puede ser nulo, luego
-(3-5) = 3(3-3), lo que exige que j=2, cosa imposible, luego estas

algebras, si h=j-1, no son derivadas.

Caso 2: h:4,...,3-3; h par

En este caso tenemos: [€n.1,€n]=€naten

[€nt+1,€a)=E0nte,
Estudiaremos todas las ecuaciones del algebra para ver su derivabilidad.

De J(e1,€.1+1U)=0 obtenemos:
Anhoj e 1-Ante1jber = 0 (2.29)

An-b3-An-hr14 = 0
Anh2~Anh+1,3 = A he2~A1n

De J(e1,€n1+5,U)=0, s:2,...,h-1, obtenemos:
Anprstjhts-Anhrsines = 0 (2.30)
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Anhts 1,541 An-htssr2 — =R
an—lr!-s-l,Z'an-h+s,3 = (+/")al,h-s+3

De J(e1,€,U)=0 obtenemos:
Ap,j=Anjr1 = Apjei (2.31)

An-1,h+1-Anpi2 = A,h42

12253 =0
El segundo tipo de ecuaciones es la forma J(e,,e,,U)=0, x:j,....,n-h.
De J(ey,€;,U)=0 resulta o a,;1=0
De J(e1,€;:1U)=0 resulta 2:14=0yaj3=ay

De J(e1,€j+,U)=0, s:2,...,j-h-3, resulta
Ajis- 1,542 Bjusst3 = 0 ( 2.32 )

Qs 1278453 = (F/-)a145m1

De J(€1,€44,U)=0 resulta
b1~ Anbjher = 0 (2.33)

Anh12-8np3 =0

Para completar las ecuaciones donde interviene ¢; tenemos el grupo

formado por J(ey,e5,U)=0 las cuales nos dan resultados ya conocidos:
Qe x=Ax+1x+1 = Qi

Vamos a estudiar ahora las ecuaciones donde interviene e, J(e,,e,,U)=0

Dividiremos estas ecuaciones en tres grupos:
1. x:n-h+1,...,n-1
2. x;j+1,...,n-h
3.x:3,...,

Grupo 1.
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De J(€nn+1,€5,U)=0 obtenemos que:
Anhjhe =B iz = 0 (2.34)

Ann3-8nnr1a =0
Ann2tAnp2 = (222800~ Qb Lot 1)

De J(€nn+,€.,U)=0, s:2,....h-1, obtenemos

An-hts-1j-hts~Bnbtsjhist1 = 0

(2.35)

An-hes-19s+ l'an-h+s,s+2 = '(as+ 1,5+ l'an,n"an-h+s,n-h+s)

De J(€ n.1,€4,U)=0 obtenemos :
(2.36)

An-2j-1-An-1; 7 0

An2h-Ap-1ht1 = -(ah,h-an,n-an-l,n-l)

Grupo 2.
De J(gj:1,€0,U)=0 obtenemos
a,.J=0 Y a,~+1,4=0

De J(e,,e,U)=0, x:j+2,...,n-h, obtenemos. que
(2.37)

ax-l,x—j+2"ax,x-j+3=0

ax-l,3"ax,4=0
ay1 ,2=(+/ -)a..,n-x+3

Grupo 3.

De J(ee,U)=0 x:3,...,j obtenemos resultados que relacionan los
coeficientes ay. Resultados ya conocidos anteriormente.

Vistas estas ecuaciones nos damos cuenta de que para que un coeficiente

de la forma a,, est¢ implicado en la derivabilidad del algebra, es decir,
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relacionado con a;, 0 ax debe verificar que s-m = n-h-2, donde s y m son

distintos entre si y distintos de_1 y n.

Luego por ahora las tinicas relaciones que implican a a,;, 8., 0 @ a,,, Son:

Ademas de las conocidas:

202 Anhe13 = AL2-A1n (2.38)
Anh+1,3~An-+2,4 = =10

An2h-8n-1,1 = =81
An-1,h+1-Anhi2 = 1,02

Ann2tanm: = -(222-An0-Ande1,0he1)
Anh+1,3"Anhi24 = '(33,3‘an,nfan-lr+2,n-h+2)

An-2,h~An-1,p+1 = '(ah,h"an,n“an-l,n-l)

A22-233= A1,1
A=Ak 1,k+1 ™ Bnpn
al,l'al,n = an,n
Ap-1,0-1-8pn = 81,1
a,= (n-h—l)a.,,..

Por ultimo veamos los productos de la forma J(e,e,,U)=0, donde

x:3,..,0-2 e y:3,...,n-1; siendo x<y.

Dividiremos, al igual que antes, estas ecuaciones en tres grupos.

Grupo 1: x:n-h+1,...,n-2
y:n-h+2,....n-1

Grupo 2: x;j+1,...,n-h
yijt+2,...,n-1

Grupo 3:

Grupo 1:

x:3,...,]
yi4,..n-1"
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De J(€nn+snna U)=0, donde s:1,...h-2; k:s,... h-1, obtenemos:

stk =h+1
A1t Annize= 0 (2.39)
Anaptanmss=0

An.qv2), w22 T An- @2+ 1,0v2+3=0

Aparecen otras muchas ecuaciones pero no dicen nada sobre la
derivabilidad del algebra.

El caso s=1 no se contempla ya que s+k=1+k<h+1 contraria a la primera
ecuacion de ( 2.39).
Grupo 2.

J(exey, U)=0, x;j+1,...,n-h; y:j+2,...,n-1; x<y.

De todas estas identidades resultan relaciones entre coeficientes que no

se relacionan con las de (2.38 ) ni con a; ;2.

Grupo 3.

J(ex.€y,U)=0, x:3,....j; y:j+1,....n-1.

Al igual que en el grupo anterior no sacamos nada nuevo de lo visto ‘
hasta ahora. Luego estas ecuaciones no aportan nada a la derivabilidad. Es
decir, no se relacionan con ( 38).

Luego el total de ecuaciones que nos indican la posible derivabilidad del

algebra son:

Anh2-Anh+1,3 = A2~
An-h+1,3-Anwi24 = -A1n

An2h-An-1,p+1 = ~A1p
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An-Lhr1~n 2 T A1 hs2

Apn2taAnpiz = -(az,z-an,n-an-mx,n-h+1)
An-h+r1,3~8n-h+24 = '(33,3"an,n"an-h+2,n-h+2)

Ap2h=An-1 el = -(ah,h-an,n-an-l,u-l)

At pritanns=0
Anantannss =0

An @)zt An @y aops = 0

Q22-333 = 1,1

A k-Ak+1,k+1 = Anpn

81,1210 = Anp

an-l,n-l-an,n = al,l

a;; = (n-h-1)a,,

Al resolver estas ecuaciones resulta que no encontramos ninguna
contradiccion con el hecho de que a1,,=(n-h-1)a, .. Es decir, no encontramos

una relacion de coeficientes que indique que a,;=0 o que a,,=0 0 que ambos

sean nulos a la vez.

Asi podemos decir que este tipo de dlgebras es derivada y que se

conoce la relacion entre a,y a..gracias a que a;;=(n-h-1)a,.

Para el caso h=3 las ecuaciones que se obtienen son:

De J(e1,6.2,U)=0 se obtiene:  a,32-2n23= -215a1. (a)
De J(e1,en1,U)=0 se obtiene:  a,235-8n14 = -a10 (b)
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De J(e1,€,U)=0 se obtiene:  @n14-2n5=a;s (c)

De J(€n2,€:,U)=0 se obtiene: an3-ans = ~(222-Ann-an202) = -(a1,1+(n-6)a,,)  (d)
De J(€n1,€,,U)=0 se obtiene: anz3-an14 = ~(833-2n0-an1,0-1) = -(1-5)anz (e)

restando (b)-(e) queda:
a1 = (n-4)a,,

De las demas ecuaciones se obtiene de nuevo una confirmacién de que
a1 = (n-4)an.
Es decir el 4lgebra es derivada y a;; = (n-4)a,.
Nota: para este caso particular los calculos son validos si n>8.
Vamos a continuacion a desarrollar el caso n=8
En esta algebra j=5 y tenemos que:

[eres] = es + €3
[es,es] = €5 + e

De J(e1,€5,U)=0 obtenemos que: As3-R74 = -A18 (a)
De J(e1,e5,U)=0 obtenemos que: A53= A1+ A5 (b)
De J(e1,e5,U)=0 obtenemos que: A74- 235 = A1s ()
De J(es,e5,U)=0 obtenemos que: 263 - A74 = -3ass (d)
De J(es,e5,U)=0 obtenemos que: g5 = 11 + 2ass | (é)

Comparando (a) y (d) llegamos a que a;, = 4ags.
Es facil comprobar que el resto de ecuaciones corroboran el hecho

anterior. Luego el algebra es derivada y a; ;= 4as;

Tipo 2: j par

Para h:4,..., j-2 y efectuando exactamente las mismas operaciones que en
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el caso par llegamos a las siguientes identidades:

An-h2=Anh+1,3 = ALp+2~A1n
Anht+1,3"An-h42,4 = ~ALn

Ap2,hAn-1,h-1 = ~A1n
Ap-1,h+1=8p 2 = B2

Anhz + Anprz = ~(222-Andt 1nhe1-Ann)
Anht1,3 = Anhi2d = "(a3,3'an-h+2,n-h+2"an,n)

An2 b~ An-1,h+1 = "(ah,h'an-l,n-l'an,n)

A1 2nhe2,4=0
Ap2nt Anmwss=0

An.qv2) @2y 2 Anrayr1,quzys=0
Una vez resueltas llegamos a la conclusion de que a;1=(n-h-1)a,., que
es condicion de partida. Luego concluimos que el algebra es derivada y
conocemos ax en funcion de a,, gracias a esa relacion..
Si h=3, analogamente al caso impar llegamos a las mismas ecuaciones
con lo cual también se deduce que es derivada.

Nota: para este caso particular los calculos son validos para n>6.

Para el caso n=6 tenemos que j=4 y [es,&5] = estes; [€s,66] = €37€2,

De J(ey, €4, U)=0 obtenemos que a;s + a;6=0 (a)
De J(e,, es, U)=0 obtenemos que ass = a16y as3 = -a14 (b)
De J(ey, €5, U)=0 obtenemos que as4 - 265 = 215 (c)

53 - A4 = 814 1+ 15

As2- 863 = A14
De J(e4, €5, U)=0 obtenemos que a¢s = 223 -244 -266 = 21,1 (d)
De J(es, es, U)= obtenemos que a4 = as4= a33- 26,6 -255= A66 (e)

De (b) y (e) obtenemos que a;,1 = 2aey.



El resto de ecuaciones corroboran este resultado. Luegos concluimos

que esta algebra también es derivada y que a1 = 2a¢6
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