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Resumen

Se presentan en esta memoria algunos resultados algebraicos sobre clasificacion
de familias de algebras de Lie nilpotentes en dimensién cualquiera, junto a al-
gunas aplicaciones geométricas.

Si las dlgebras de Lie filiformes son aquellas de sucesién caracteristica (inva-
riante de Goze) (n — 1,1), donde n es la dimensién del dlgebra, se definen las
dlgebras de Lie p-filiformes como las de invariante de Goze (n — p, 1,...,1).

Adaptando técnicas ya aplicadas a dimensiones concretas, se obtienen las
clasificaciones de las dlgebras de Lie (n — 2)-filiformes y (n — 3)-filiformes para
dimensién arbitraria. Se obtienen también las familias genéricas de algebras de
Lie (n — 4)-filiformes y (n — 5)-filiformes.

Estas técnicas resultan insuficientes para estudiar el caso de las (n — 4)-fili-
formes; éste se ha resuelto mediante técnicas basadas en la consideracién de
estas algebras como extensiones centrales.

Las 4lgebras p-filiformes se pueden interpretar también como extensiones
por derivaciones de otras dlgebras de Lie mas sencillas. Se ha probado que las
extensiones por derivaciones del unico algebra de Lie filiforme de dimensién 4
proporcionan todas las 4lgebras de Lie (n — 3)-filiformes y que las extensiones
por derivaciones de las dos tunicas dlgebras de Lie filiformes de dimensién 5
proporcionan, también, todas las dlgebras (n — 4)-filiformes.

Se estudian, finalmente, algunas aplicaciones geométricas para el caso de las
algebras (n — 3)-filiformes. En concreto se hallan, via el dlgebra de derivaciones,
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las dimensiones del primer espacio de cohomologia, del espacio de las érbitas y
del espacio de cobordes de grado 2 para cada algebra (n — 3)-filiforme.
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Introduccion

La clasificacién de estructuras algebraicas de cualquier tipo, salvo isomorfismo,
es un problema fundamental y uno de los primeros que surgen cuando se quiere
comprender el “conjunto” de las estructuras que se consideran. Clasificar un
tipo de estructuras algebraicas equivale a fibrar el conjunto que las tiene como
elementos, correspondiendo las fibras a las clases de isomorfia.

La clasificacién de las dlgebras de Lie es un problema que estd, en la ac-
tualidad, lejos de ser resuelto. De hecho, el teorema de Lévi, al garantizar que
cualquier 4lgebra de Lie admite una descomposicién en suma semidirecta de su
radical (el ideal resoluble maximal del 4lgebra) y de una subélgebra semisimple
(la subélgebra de Lévi), reduce este problema al de las clasificaciones de las
algebras de Lie resolubles y semisimples.

Dado que toda algebra de Lie semisimple se puede descomponer en suma
directa de algebras de Lie simples y que la clasificacién de estas ultimas es bien
conocida, el problema que queda por resolver es el de la clasificacién de las
algebras de Lie resolubles.

La importancia del estudio de las dlgebras de Lie nilpotentes radica, entre
otros motivos, en que, médulo las derivaciones, la clasificacién de las algebras
de Lie resolubles se reduce a la de las nilpotentes.

Ya en el siglo pasado(1891) UMLAUF [19] da listas de algebras de Lie nil-
potentes que verifican [Xo, X;] = X;11. El siguiente resultado importante es
debido a DIXMIER [8] que publica en 1958 las listas de 4lgebras de Lie nil-

potentes para dimensiones menores o iguales a 5. Tras algunos intentos por
diferentes autores [17],21], VERGNE [20] da en 1970 la primera lista completa
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para dimensién 6. Otros trabajos relacionados con estos tépicos son los de CE-
REZO [6] y MAGNIN ([16], entre otros muchos. La principal innovacién del
trabajo de VERGNE es de caracter filoséfico, ya que da por primera vez un tra-
tamiento cohomoldgico al problema. Es éste el primer trabajo donde aparece la
denominacién de filiforme para aquellas algebras nilpotentes de sucesién central
descendente de longitud maximal; coloquialmente, son las ”menos nilpotentes”
de entre las nilpotentes.

La mayor dimensién para la que se conoce la clasificacién de las dlgebras
de Lie nilpotentes es la 7, obtenida por ANCOCHEA y GOZE [1],[3] e, in-
dependientemente, por ROMDHANT [18], ambas en 1989. El trabajo de AN-
COCHEA y GOZE es de una gran importancia pues, al introducir un nuevo
invariante, la sucesién caracteristica o invariante de Goze, permite, de alguna
manera, dar una particién de las algebras de Lie nilpotentes, lo que facilita
enormemente su estudio y clasificacién. Las algebras de Lie filiformes son las
nilpotentes de invariante de Goze maximal, esto es, con invariante de Goze
(n —1,1), si n es la dimensién del 4lgebra.

Con la ayuda de este invariante y desarrollando técnicas especificas han ob-
tenidlo ANCOCHEA y GOZE, no sélo la clasificacién de las nilpotentes de
dimensién 7 ya citada, sino también la de las filiformes de dimensién 8 [2]. Am-
pliando y adaptando estas técnicas, se ha obtenido en 1991 la clasificacién de
las filiformes de dimensién 9, por medio de GOMEZ y ECHARTE [9] y las de
dimensién 10 en 1994 por medio de BOZA,ECHARTE y NUNEZ [5].

Los 1ltimos resultados que se conocen sobre clasificacién de dlgebras de Lie
filiformes son una clasificacién de las 4lgebras de Lie filiformes 2-abelianas en
dimensién arbitraria debida a GOMEZ,GOZE y KHAKIMDJANOV (10} y
la clasificacién de las filiformes de dimensién menores o iguales a 11, debida a
GOMEZ,JIMENEZ y KHAKIMDJANOV [11] que ser4 publicada en 1997.
Este trabajo se basa en técnicas distintas (cociclos y cambios de base elementa-
les) y consigue mejorar sensiblemente los métodos de clasificacién usados hasta
ahora, simplificando los cdlculos. Este nuevo tratamiento hace uso de técni-
cas informaticas, utilizando el paquete de célculo simbdlico MATHEMATICA y
promete ser 1til ain para alguna (o algunas) dimensién superior.

Como puede deducirse ficilmente de lo anterior, en la actualidad se suele
trabajar con las algebras de Lie filiformes y se intentan clasificaciones para
dimensiones concretas.



ix

El trabajo que aqui se presenta da un importante giro en cuanto a sus obje-
tivos. A saber:

a) No se limita a estudiar las dlgebras de Lie filiformes sino que estudia un
tipo més general; en concreto, si el invariante de Goze de un 4algebra filiforme
de dimensién n es (n — 1, 1), las dlgebras que se estudian aquf tienen invariante
de Goze del tipo (n — p,1,...,1) y se las denomina p-filiformes. Es obvio que
las 1-filiformes son las propias filiformes.

b) No se limita a estudiar dimensiones concretas, sino que clasifica algebras
p-filiformes, en dimensién cualquiera, para algunos valores concretos de p.

Como complemento a lo anterior, se estudian algunas aplicaciones geométri-
cas, determinandose el primer espacio de cohomologia, el espacio de las orbitas
y el de los cobordes de grado 2 asociados a cada algebra.

En el capitulo 0 se da una breve recopilacién de topicos bien conocidos pero
que son prerrequisitos necesarios para la mejor comprensiéon de la tesis. En
cualquier caso, al comienzo de dicho capitulo se citan otras referencias desti-
nadas a aquellos lectores no suficientemente familiarizados con los conceptos y
resultados que se usan en la presente memoria.

En el capitulo 1 se aborda ya el problema de la clasificacion de las algebras
p-filiformes para valores de p relativamente “grandes”, es decir, proximos a la
dimension del algebra, n. Dado que el mayor valor posible de p es n — 1 y que
las 4lgebras (n — 1)-filiformes no son sino las abelianas, se comienza el estudio
a partir de las dlgebras (n — 2)-filiformes.

Utilizando convenientemente argumentos sobre nilpotencia (generalmente,
adjunto-nilpotencia), sucesién caracteristica y p-filiformidad, junto a una ade-
cuada seleccién de cambios de base sencillos, se consigue clasificar las algebras
(n — 2)-filiformes y (n — 3)-filiformes. Las primeras, encontradas ya por Goze
y Piu [12],[14] se reducen a las dlgebras de Heisenberg de dimensién menor o
igual a n junto a la parte abeliana correspondiente para completar la dimension;
resultan ser £ (1’5—1) no isomorfas entre si, aunque las no escindidas, por lo ya di-
cho, se reducen a la correspondiente dlgebra de Heisenberg para las dimensiones
impares, no existiendo algebra alguna no escindida para las dimensiones pares.




En una base adaptada {Xo, X1, X0, Y1, Ys, ..., Y,_3}, las leyes de las dlgebras
(n — 2)-filiformes complejas de dimensién n no isomorfas entre si se pueden
expresar como:

g7 [Xo, X4 = X
[Yor-1, Y] = Xo 1<k<g-1
para 1 < ¢ < E(%5%) .
En cuanto a las dlgebras de Lie (n — 3)-filiformes complejas se encuentran
n — 2 algebras no isomorfas entre si. Para dimensién n, n > 5 y respecto a una

cierta base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, Y1, Ys, ..., Yn_4}, las leyes de las 4lgebras
(n — 3)-filiformes se pueden expresar como

Gt [Xo X = Xgn 1<i<2 1<q< B(%)
[Yor-1,Yk] = X3 1<k<g-1

02 [Xo,Xi] = X 1<i<2 1< s < E(%2)
(X1, Yno4] = X3
[Yop—1,Yoe] = X3 1<k<s—-1

g [Xo, X4 = Xi1 1<i<L2
(X1, Xo] = Yo

Como puede observarse, salvo para dimensién 5, para la que existen dos
dlgebras no escindidas (g2 y gg'), en el resto de los casos hay un inico dlgebra no
escindida (el 4lgebra g"~3, que corresponde a la tltima de la primera familia si
n =2y aladltima de la segunda familia si n # 2).

Se determinan también en este capitulo las familias genéricas de algebras de
Lie (n — 4)-filiformes y (n — 5)-filiformes, junto con las pertinentes restricciones
entre los parametros.

Se constata aqui la dificultad creciente que entrafia la clasificacién de las
dlgebras de Lie p-filiformes al disminuir p, por lo que no ha sido ya posible
clasificar las dlgebras (n — 4)-filiformes por este método, habiendo sido necesario
desarrollar nuevas técnicas.
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En el capitulo 2 se resuelve el problema de la clasificacion de las algebras
(n — 4)-filiformes de dimensién n. Para ello se ha utilizado un método de cla-
sificacién mediante extensiones centrales de algebras de dimensién una unidad
menor.

Como toda dlgebra de Lie (n—4)-filiforme de dimensién n tiene invariante de
Goze (4,1, (n—4 1), se sigue que su cociente por un ideal unidimensional central
serd un lgebra de dimensién n — 1 e invariante de Goze, bien (4,1, #75, 1), bien
(3,1,(®% 1). Luego, para encontrar las dlgebras de Lie (n — 4)-filiformes de
dimensién n se pueden encontrar en primer lugar todas las extensiones centrales
de dimensién n e invariante de Goze (4,1, ...,1) que sean extensiones centrales
de algebras de Lie (n — 1)-dimensionales e invariante de Goze (3,1,...,1) para,
en segundo lugar hallar las extensiones centrales de dimensién n y sucesién
caracteristica (4,1,...,1) que proceden de algebras de Lie de dimensién n—1y
sucesién caracteristica (4,1,...,1). Si no apareciera ninguna nueva, el proceso
habria terminado. En otro caso habria que repetir la segunda parte del proceso
para estas nuevas algebras.

Se obtiene asi que para dimensién n, n > 8, hay exactamente 6n—29 dlgebras
de Lie (n — 4)-filiformes complejas, no isomorfas entre si y cuyas leyes se pueden
expresar en una base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, ..., Yo_s} mediante

g [Xo,Xil = Xy 1<i<3 1<r < B(%®)
[Yor—1,Yok] = X4 1<k<r—1

827 [Xo X = Xin 1<i<3  1<r<E(%P)
[XI’XQ] = X4
[Yok-1,Yok] = X4 1<k<r—1

& [Xo,Xi] = Xgq 1<i<3 1<r < E(%5)
X1, Ys] = X4
[Yor—1, Yox] = X4 1<k<r-1

g7 [Xo,X] = Xin 1<i<3 1<r <E(%P)
[XI)X2] = X4
(X1, Ynos] = X4

Yor—1,Yoe] = X4 1<k<r-—1
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5,7

Bn

6,r .

7,r .

Bn

8,r

Bn ¢

9,r .
g :

In

10,r .

[XO: X’t]
[XI; Yn—S]
[X2, Yn_s]
[Yor—1, Yok)

[X0> X'L]

(X1, Yns]
[XQ) Yn—s]
[Yor—1, Yox]
[Y2'r—1y Yn—5]

[XO) X'L]

[Xl, X2]
(X1, Yn-s]
(X3, Yns]
[Yak—1, Yok)
[Yir—1, Yn_s]

[}f()T Xz]
[IYZ., Yn—.‘i}
(X2, Yn_s]
[Yor—1, Yo

[XO, Xl}

[X1> Yn—-ﬁ]
[Xl) Yn—S]
[X2; Yn-S]
[Yok—1, Yok]
[YQT—L Yn—S]

[XO) X’L]
[le X2]
[Yok—1, Yo

I

1

I

Il

Il

I

I

Xit1
Yn——5
X4

1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r—-1
1<i<3
1<k<r-1
1<:<3
1<k<r—-1
1<:1<3
1<k<r-—-1
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o [Xo,Xi] = Xin 1<i<3 1<r < B(%28)
[Xl)XQ] = Yh5
[XlaY’n,-—G] == X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r-1

g2m [ Xo, X = Xipp 1<i<3 1<r < E(%2)
[X1, Xo] = Yn_s
[X1,Yn5] = X4
[Yor—1,Yu] = X4 1<k<r-1,

con la salvedad de que cuando n sea impar se tiene que

3,E(253)  1,B(%53)
n ™ gn

4,E(253)  2,E(%53)
n ™~ gn

6,B(%5%)  5E(%3)
n =~ Ogn .

En el capitulo 3 se ha introducido un nuevo método que se ha denominado
clasificacién por extensiéon por derivaciones. En esencia, se basa en que si a
un algebra de Lie de sucesién caracteristica (p1, pe, ..., Pk, 1), que se denomina
algebra soporte, se le adjuntan n — p; — ps — ... — pr — 1 derivaciones adecuadas
(derivaciones nilpotentes no interiores o la derivacién nula) se obtienen 4lgebras
de Lie de dimensién n y sucesion caracteristica (py, p2, ..., Pk 1, .., 1).

Si se aplica el método a las p-filiformes para p =n—-2,n—-3 6 n— 4 se
obtienen exactamente las mismas algebras en cada caso que las que se obtuvieron
en los capitulos precedentes.

En el capitulo 4 se estudian algunas aplicaciones geométricas. En concreto se
calculan las dimensiones del primer espacio de cohomologia, H(g, g), el espacio
de las 6rbitas, O(g) y el espacio de los 2-cobordes B2(g, g). Dado que se tiene que
H'(g,8) = Z'(s,8)/B"(9,9), con Z'(g,9) = Der(g) y B'(g,8) =~ Ad(g) se tiene
que la dimensién de H'(g, g) no es otra cosa que la de su dlgebra de derivaciones
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asociada menos la del algebra de las derivaciones interiores. Analogamente,
como dim (O(g)) = dim(B?(g, g)) = (dim(g))? — dim(Der(g)), la mayor parte de
este capitulo se reduce al cdlculo de las derivaciones de las dlgebras consideradas.

Dado que el caso (n — 2)-filiforme es bien conocido, en este trabajo se deter-
minan las derivaciones de las élgebras (n — 3)-filiformes complejas de dimensién
n. Para ello se ha hecho uso de que todas las dlgebras que aparecen son gradua-
das y de que el calculo de las derivaciones de este tipo de dlgebras es bastante
mas asequible.

Los resultados obtenidos son que

n? — 5n + 8 si g=
A2 .
dim(H' (g o2 ) = | L5+ (n-20-2)(n—1) st g=2+41 22
L?Zﬂ+(n—2q—2).(n—1) si ¢g=2 q>2,
para 1 < ¢ < E(%52).
n?—6n+11 si s=1
dim (H' (2%, g2°)) = 4—ﬂ§>t3 +(n=25-3).(n—1) si s=2+41 22
4 £3548 | (n — 25— 3).(n—1) si s= s> 2,
para 1 < s < E("—;s)
dim(HY(g22, g"2)) = n? — 6n + 12.
5n — 11 si ¢qg=
2 5o . .
dim(O(gX™")) = dim(B?(g2 !, g207)) = ¢ & Te2 i g=24+1 ¢>2
(6+4q)n—;q2—7q—10 si g= : q> 2’

para 1 < ¢ < E(%52).
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6n — 15
. ) S
dim(0(g¥)) = dim(B?(g%*, g2*)) = (8+4s)n 42s 11s—13
(8+4s)n—4s%—11s-14
2

para 1 < s < E(%52).

dim(O(gr?)) = dim(B*(g" 2, g»~2)) = 6n — 15.

si s=
si o s=24+1 §>2
sio§=2 §> 9
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Capitulo 0

Preliminares

Se recuerdan aqui algunos conceptos bésicos y resultados que se usan a lo largo
de la memoria. Se ha pretendido, conscientemente, no ser exhaustivo ya que se
intenta no aburrir al lector antes de tiempo. En cualquier caso, puede consultarse
cualquier tépico que se desee en alguno de los textos cldsicos Chow [7] o Jacobson
[15], en el mds moderno Bauerle-De Kerf [4] o en el magnifico y més especifico
Goze-Khakimdjanov [13].

0.1 Generalidades

e Un algebra de Lie g sobre un cuerpo K es un espacio vectorial sobre K
provisto de una multiplicacién, es decir, de una aplicacién bilineal:

gxg - g
(X’Y> - [X)Y]

que verifica

1) [X,X]=0 VXe€g
2) X[V, Z]+ V(2 X)) +[2,[X,Y]]=0 VX,Y,Z€g

Esta segunda igualdad se denomina identidad de Jacobi y se va a representar
en todo el trabajo por Jac(X,Y, Z).
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e Un algebra de Lie g se dice simple si es no abeliana ([g, g] # {0}) y no
tiene ideales propios. En particular, se verifica [g, g] = g.

o Un Algebra de Lie g se dice semisimple si no posee ideales abelianos no
triviales. Se excluye el dlgebra nula.
Obviamente, toda dlgebra de Lie simple es semisimple.

e La sucesién derivada del dlgebra de Lie g se define mediante (D*(g)),
k€ N U{0}, donde Do(g) =g y D) = [D"g), D" (g)], i€N.

Si existe m € N tal que D™(g) = {0}, pero D™ 1(g) # {0}, el 4lgebra de Lie se
dice que es resoluble de indice de resolubilidad m.

e La sucesién central descendente del dlgebra de Lie g se define mediante
(C*g)), k€N U{0}, donde C’(g)=g y Ci(g)=3,C"'(g)], i€EN.

Si existe m € N tal que C™(g) = {0}, pero C™ 1(g) # {0}, el algebra de Lie se
dice que es nilpotente de indice de nilpotencia m.
Obviamente, toda algebra de Lie nilpotente es resoluble.

e Un resultado muy conocido, el teorema de Lévi, justifica la afirmacién
de que el estudio de las dlgebras de Lie se puede reducir, en esencia, al de las
algebras anteriormente definidas.

Teorema 0.1 (Descomposicién de Lévi de un dlgebra de Lie). Toda &l-
gebra de Lie se puede descomponer en suma semidirecta de una subélgebra
resoluble (su radical) y otra semisimple.

e Un &lgebra de Lie g, con dim(g) = n, se dice filiforme si se verifica que
dim C(g) =n—i—1 para 1<i<n-—1.

Estas algebras son las que tienen el indice de nilpotencia maximal: n — 1. Las
algebras de Lie de indice de nilpotencia n — 2 se llaman casifiliformes y las de
indice de nilpotencia 1 son las abelianas.
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0.2 Bases adaptadas. Invariante de Goze

El teorema de Engel justifica que toda algebra de Lie nilpotente g de di-
mensién n admite una base , {X;, 0 < i< n — 1}, tal que

Xo ¢ [s,9]
(X0, X = €41 X1 1<i<n—-2 con ¢€{0,1},2<ji<n—-1
[Xo0, Xn-1] = 0.

Estas bases se llaman adaptadas y, al correspondiente vector X se le denomina
vector caracteristico de g.

En realidad, los vectores caracteristicos de un algebra de Lie nilpotente g
son los Z ¢ [g,g] para los que es maximal la sucesién finita, ordenada decre-
cientemente, de las dimensiones de los subespacios caracteristicos del operador
nilpotente ad(Z).

Esta sucesion finita, que es invariante para cada &lgebra de Lie nilpotente,
es lo que se conoce como invariante de Goze o sucesién caracteristica.

El invariante de Goze de las dlgebras de Lie filiformes, casifiliformes y abe-
lianas, de dimensién n, es respectivamente, (n —1,1),(n —2,1,1) y {1,1,...,1).

Se va a proceder a designar como algebras de Lie p-filiformes a una amplia
familia de algebras de Lie, de las que las anteriores son casos particulares.

Definicién 0.2. Un dlgebra de Lie nilpotente g, de dimension n, se denomina
p -filiforme si su sucesion caracteristica es (n —p,1,1,...,1).

Las algebras de Lie filiformes, casifiliformes y abelianas son las 1-filiformes,
2-filiformes y (n — 1)-filiformes, respectivamente, supuesto que n es la dimensién
del algebra.

De la definicién se sigue que cualquier dlgebra de Lie p-filiforme g, de dimen-
sién n, tiene indice de nilpotencia n — p (pero la reciproca no es cierta), y que
1<p<n-1
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0.3 Derivaciones

Un endomorfismo § del dlgebra de Lie g se dice que es una derivacién del
algebra si

§(X,Y]) = [6(X),Y]+[X,8(Y)] VX,Y eg.

El conjunto de todas las derivaciones de g, denotado por Der(g), es un algebra
de Lie definiendo

(6,6 =608*—6"06.
Se tiene que, VX € g, el endomorfismo ad(X) es una derivacién que se dice

interior del 4lgebra. El conjunto de las derivaciones interiores, Ad(g), es un
ideal de Der(g).

El algebra de Lie de las derivaciones de una suma directa de 4lgebras gene-
ralmente no coincide con la suma directa de las dlgebras de derivaciones. Sin
embargo, existe una expresién que si las relaciona.

P
Teorema 0.3. Sea g = @ g;, donde los g; son ideales del dlgebra de Lie g. Se
i=1
cumple que

p

Der( @ = @Der i) @ (@D(gi)gj) ),

i=1 i#j

donde D(g;, g;) es el conjunto de derivaciones d de g tales que

d((ge)) = 0 si k#4
d(g;) C Z(g) y
d([ﬂi;ﬂi]) = 0

0.4 Algebras de Lie graduadas

S1 G es un grupo conmutativo, se llama espacio vectorial G-graduado a la
terna (V , {V, : @« € G}, G), donde V es un espacio vectorial y V, un
subespacio vectorial de V' Va € G, verificdindose que V es suma directa de
losV,, V= @Va.

acG
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SiVv = @ Vay W = @ W, son dos espacios vectoriales G-graduados, una

acG acG
aplicacién lineal f de V en W se dice aplicacién homogénea de grado § si

verifica f(V,) C Waip VYo € G.

Se llama dlgebra de Lie G-graduada a un espacio vectorial G-graduado,

g= GB 9o, €n el que se ha definido una estructura de dlgebra de Lie compatible
acCG
con la G-graduacién (esto es, se ha definido una ley de 4lgebra de Lie o “producto

corchete”, tal que verifica [gq, 8a+] C gatar Vo, a* € G).

Hay un resultado de enorme importancia a la hora de determinar el dlgebra
de derivaciones Der(g) de un algebra de Lie G-graduada g.

Si se denota por Homq(V, W) al conjunto de todas las aplicaciones line-
ales homogéneas de grado a de dos espacios vectoriales V y W G-graduados
se cumple que Hom(V, W) es G-graduado, siendo Homqy(V, W) a € G los

subespacios graduantes, es decir, Hom(V, W) = GB Homq(V, W).
acG

En la presente memoria todas las dlgebras que se consideran resultaran ser
Z -graduadas.

0.5 Extensiones de algebras de Lie

Si gy, g0 v g son 4lgebras de Lie , se llama extensién de gy por g; a la sucesion

exacta0—>gli>gi>gz—>0.

Por ejemplo, toda 4lgebra de Lie g se puede considerar como una extensién
del algebra de sus derivaciones interiores por su centro.

Una extension de algebras de Lie
n €
0—g—g—0—0

se dice central si Ker(e) C Z(g) (es decir, si Ker(e) = Im(n) esta formado por
elementos centrales).
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0.6 Cohomologia

Dados un 4lgebra de Lie g sobre el cuerpo K y un g-médulo V, se llama
cocadena de grado j, j > 1, a cada aplicacién multilineal alternada de ®’ g
en V. Si C%(g, V) es el espacio de las j-cocadenas, se tiene que

C¥(g,V) = Hom(Ng, V) j2>1.

Una cocadena de g es un elemento de C*(g, V) = @ C?(g, V).
jez

Si el endomorfismo d : C*(g,V) — C*(g,V) es el operador coborde, se
designa por d; a la restriccién de d a C7(g, V), d; : C¥(g, V) — C7+l(g, V).

Los subespacios de C?(g, V') definidos por
Z/(gV)=Kerd; y B(g,V)=1Imd;_,

se denominar, respectivamente, espacio de los cociclos de grado j y espacio de
los cobordes de grado j. Como B(g, V) resulta ser un subespacio de Z7(g, V),
tiene sentido hablar del espacio cociente H7(g, V) = Z7(g,V)/B?(g, V), al que
se conoce como espacio de cohomologia de grado j o j-ésimo espacio de
cohomologia {de g con valores en V).

Si se considlera g como el G-médulo V' anterior, se puede identificar Z1(g, g)
con el espacio de las derivaciones de g , Der(g) , y B'(g,g) con el de las de-
rivaciones interiores de g , Ad(p) , de donde surge una fécil interpretacién de
H'(g, 9).

Si se denota mediante O(g) la érbita correspondiente a la ley de g en la
variedad de leyes de algebras de Lie de dimensién n, L™, inducida por la accién
de GL(n,C), resulta que O(g) puede ser provista de una estructura de variedad
diferenciable, y que

dim(O(g)) = n* — dim(Der(g)) = dim(B(s,5)).



Capitulo 1

Clasificacion de las algebras de
Lie p-filiformes para p > n-3

Se aborda en este capitulo la clasificacién, salvo isomorfismo, de las Algebras de
Lie p-filiformes de dimensién arbitraria para valores de p grandes. De hecho,
se consiguen clasificar los casos en que p > n — 3, mientras que en los casos
p=n—4 y p=n—>5 se obtienen las correspondientes familias generales de
leyes de algebras de Lie. Para ello se hara uso, esencialmente, de argumentos
sobre nilpotencia, sucesidn caracteristica y p-filiformidad.

Dado que un 4lgebra de Lie p-filiforme de dimensién n admite una base
adaptada {Xo, X1,...,Xp,Y1,...,Ya_p1} para la que los dnicos corchetes no
nulos de X, por elementos de la base son los [Xo, X;] = X1 1 <4< p—1,
la identidad de Jacobi aplicada a una terna (Xo,U,V), con U y V' de la base,
da un primer esbozo de la familia.

La nilpotencia se traduce en una condicién matricial relativamente sencilla:
el polinomio caracteristico de la matriz ad(V'), para cualquier vector V', es A™.
Esta condicién puede ser dificil de aplicar al principio pero, al irse simplificando
la familia de leyes se hace cada vez mas asequible.

La p-filiformidad también tiene una traduccién matricial sencilla en términos
de las matrices adjuntas correspondientes a vectores que no estén en la derivada,
esto es, en términos de las matrices adjuntas de los posibles vectores caracteris-
ticos; las correspondientes matrices no pueden admitir menores de orden p no

7
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nulos. Esta propiedad bien manejada, combinada generalmente con procesos de
induccién finita, proporciona muchas condiciones sencillas de los parametros si
se aplican a vectores convenientemente elegidos.

El resto de condiciones de Jacobi proporciona nuevas restricciones a la familia
de leyes de éalgebras de Lie correspondiente.

Se obtienen asi determinadas familias con ciertos conjuntos de parametros
y algunas restricciones entre ellos. Dado que no es posible trabajar con cam-
bios de base generales, es necesario encontrar cambios de base convenientes que
simplifiquen suficientemente la familia encontrada.

Finalmente, debe probarse que las leyes de dlgebras de Lie encontradas co-
rresponden a algebras dos a dos no isomorfas, para lo que habra que calcular
determinados invariantes de estas algebras de Lie.

El proceso se va complicando al disminuir p con respecto a ny parap = n—4
y P» = n — 5 nos limitamos a encontrar las familias de leyes, dejando para el
capitulo siguiente la clasificacién de las dlgebras de Lie (n — 4)-filiformes.

1.1 Algebras (n-2) -filiformes

Teorema 1.1 (Familia de dlgebras (n-2)-filiformes). En dimensiéon n
n > 3, toda dlgebra de Lie nilpotente, real o compleja y (n — 2)-filiforme es iso-
morfa a una cuya ley, respecto a una base adaptada { X¢, X1, X2, Y1, Yo, ..., Yn_3},
es isomorfa a una de la familia

(X0, X1] = Xo
[Y,,YJ] = binQ 1SZ<j§n—3

Demostracién:
Cualquier élgebra de la familia anterior es (n — 2)-filiforme.

Queda probar que cualquier algebra de Lie nilpotente g, de dimensién n y
sucesién caracteristica (2,1,1,...,1), es isomorfa a alguna de las dlgebras de la
citada familia.
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Si Xo & [g,9] es un vector caracteristico y {Xo, X1, Xo, Y1, Ys,..., Yn_3} es
una base adaptada de g, se ha de cumplir que

[Xo, X1] = Xo
[X(),XQ] = 0
[Xo,Yi] = 0 1<i<n—3

Exigiendo que se verifiquen las identidades de Jacobi para cualesquiera tres
vectores entre los cuales esté X, considerando que Y; ¢ I'm adXp, 1 <1< n-—3,
y aplicando alguna condicién evidente de nilpotencia, se obtiene que
JaC(Xo,Xl,XQ) =

n—3
[Xo,[X1, Xa]] = 0= [X1,Xo] = BXo+ D> axYs
k=1
Jac(Xo, Y, Y;) 1<i<j<n-3 =
n—3
[Xo, [¥;, Y;]l = 0= [V, Y] = by X2 + Y, cii¥a
k=1
JaC(Xo,XQ,Yi) 1<i<n-3 =
n—3
[Xo,[X2, Y]] = 0= [Xo, Y] = aoiXo + Zdlgciyk
k=1
Jac(Xo,X1,Y;)) 1<i<n-3 =
n—3
[Xo, [X1,Yi]] = [Xg, Yi] = aziXo + ) d5;Yi
k=1

Como Y1,Ys,...,Ya 3 ¢ Im ad(Xo) =

d¥ =0 1<i,k<n—-3 y [XgYi]=axuXs=ay =0 Dpor nilpotencia

n—3
= [Xo, [X1, Yi]] = 0= [X1,Yi] = aiXo+ D d*y,
k=1
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En consecuencia, los productos corchete no nulos de g, salvo antisimetria,
son:

[ [Xo, X1] = Xo
n—3
(X1, X2] = BXo+ ) oxYe
{ =
[X1,Y] = aXo+ > dfY, 1<i<n-3
Yo Y] = byXo+ D Ve 1<i<j<n-3
\ k=1
Al ser (2,1,1,...,1) la sucesién caracteristica de g y X; ¢ [g, 8], no puede
existir en
/[ 00 0 0 o ... 0
00 O 0 o ... 0
-1 0 B a; ag Gp_3
ad(X,) = 00 o d& df ... dl,
00 a d? d3 ... d2,
0 0 ans d¥2 d3% ... 473

ningin menor de orden dos distinto de cero, lo que implica que

N

= — = = <k<n-—
0 ag or=0=qar =0 1<k<n-3=

= [X1,X2]=6X2 = 6=0, por nilpotencia

=—df=0=d*=0 1<ik<n-3

-1 a;
0 d*

Entonces, la ley de g puede ser expresada mediante

[X())Xl] - X2

[X1,Y:] = a; X2 1<i<n-3
n—3

Yo Y] = byXo+ ) Ve 1<i<j<n-3

k=1
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Se va a probar que c§j=0 1<i<j<n-3,1<k<n-3 por
induccién finita.

VAeK(K =R 6C) se cumple que Xg+ AY; ¢ [g,9], 1<i<n—4yla
matriz adjunta correspondiente al vector Xg + AY; es:

0 0 00 O 0o ... 0

0 0 00 O 0o ... 0

0 1- Aa1 0 0 Ab12 Ab13 N Ablyn_g
ad(Xo+ AY;)=| 0 0 0 0 Acjp Acjs ... Acin s

0 0 0 0 Ac%, Ac%, ... Acin_g)

0 0 0 0 Ach® AcE® ... Actnls

Si se elige A tal que A #0y 1 — Aa; # 0, lo que es siempre posible, y, al ser

la sucesién caracteristica (2,1,1,...,1), se tiene que
1-— Aa1 Abl .
! 0 Acllc; = (1—Aa1)AC’fj =0= c'fj =0 1<k<n-3 2<j<n=-3

Supéngase que las matrices ad(Xo+ AY2), ad(Xo+ AY3),...,ad(Xo+ AYi_1)
se han obtenido y de forma anéloga, se ha encontrado que

ck-:0, 1<r<i-1, 1<k<n-3 r+1<j<n-3

En consecuencia, la matriz ad(Xo + AY;) es:

0 0 0 0 Ce 0 0 0 0 o 0
0 0 0 0 0 0 0 0 c 0
0 1—Aa; 0 —Aby —Abi_1; 0 Abiip1 Abiiye ... Abins
0o 0 0 0 0 0 Acl, Acy, ... Ac, s
0 0 0 0 0 0 Ac;f’,iJrl ACE,H_Q e Aczn_3
o o0 o0 0 .. 0 0 AQZL Ay ... Ak,
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Si se elige A tal que A #0y 1 — Aa; # 0, se llega a que

1—- Aai Abm
0 Acfj

= (1-Ae))Acly=0=cf;=0 1<k<n-3 i+l1<j<n-3

con lo que se ha probado que es cierto para 1 < ¢ <n — 4.
Por tanto: [Y;, Y;] =b;Xe 1<i<j<n-3,

y la ley de g tras aplicar el cambio de base definido por las relaciones

X = X, 0<t<?2
Y = Yi+aiXo 1<i<n-3,

se convierte en

[Xo, X1] = Xo
¥,V = byX, 1<i<j<n-3

a

Teorema 1.2 (Clasificacién de las algebras (n-2)-filiformes). En dimen-
sion n,n > 3, hay ezactamente E(Egl) dalgebras de Lie nilpotentes, reales o
complejas, no isomorfas entre si y de sucesion caracteristica (2,1,1,...,1), que
se designan mediante gt, 1< i< E(lg—l) y cuyas leyes vienen dadas, en una
base adaptada {Xo, X1, X, Y1, Ys,. .., Yo 3} mediante

9%3 [X0>Xl] = Xy
[Yor—1, Yok] = Xo 1<k<qg-1

para1 < q < E(%5) .

Demostracién:

Todas las 4lgebras anteriores son nilpotentes y de sucesién caracteristica
(2,1,1,...,1). Ademds, son no isomorfas entre si porque las dimensiones del
centro son:

-1
dimZ(gl) =n—2q ISqSE(n

).

Por el teorema 1.1 se sabe que toda dlgebra g de Lie (n — 2)-filiforme en una
base adecuada es isomorfa a una de la familia

{[Xo,Xll = Xs



1.1 Algebras (n-2) -filiformes 13

Se va a distinguir segun sea b;; = 0 siempre o exista algin b;; # 0.
*Sib; =0, 1<i<j<n-—3,seobtiene g..

* Si existe algin b;; #0, 1<1i< j<n—3,se puede suponer bis # 0, sin
mas que hacer el cambio de base

(X! = Xy 0<t<L2
Y = Y
Y =Y
\ YY) = Y
yo= Y
L Y, = Y 1<k<n-3 k¢ {1,245}

En tal caso es posible suponer, ademds, que bjg = 1, by = 0 = bo
3 < k <n— 3. Basta con aplicar el cambio de base definido por

X = X, 0<t<3
1
Y2* - Y2
VP = Y+ 2Yi—%Y, 3<k<n-3,

obteniéndose un dlgebra isomorfa de ley:

[XO,XI] = X2
[YI;YQ] = X2
[Yz,Y}] = binQ 3§’L<jS’n—3

Si fuesen ahora, todoslos b;; =0, 3 <1i < j < n—3,seestaria ante g2, mientras

que, si existe algtn b;; # 0, se puede suponer bag = 1, b3y =0=bayr 5<k<n -3,
sin més que hacer cambios de base analogos a algunos anteriores.

Si se continia el proceso, resulta el algebra g dada isomorfa a alguna de las
gfl, donde 1<i< E(E—;-l) Se observa que son todas escindidas, salvo una de
ellas si la dimensién es impar. Estas dlgebras son suma directa de las 4lgebras
de Heisenberg de dimensién menor o igual a n con las copias del cuerpo base
necesarias para mantener la dimensién.

O
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1.2 Algebras (n-3) -filiformes

Teorema 1.3 (Familia de 4lgebras (n-3)-filiformes). En dimension n |,

n > 5, toda dlgebra de Lie nilpotente, real o compleja y (n — 3)-filiforme es iso-
morfa a una cuya ley, respecto a una base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, Y1, Y2, ..., Yo 4},
es 1somorfa a una de la familia

[Xo, Xi] = Xina 1<i<2
n—4
(X1, Xa] = ) oY
k=1
[X1,Y:] = aX3 1<i<n-14
Yy, Y;] = by X3 1<i<j<n-—4

con las restricciones

( n—4
> kb = 0
k=2
n—4 i—1
Doowbe = > anby 2<i<n-—35
k=i+1 r=1
n—5
> arben-s = 0.
k=1

Demostracién:

Cualquier algebra de la familia anterior es (n — 3)-filiforme.

Queda probar que cualquier dlgebra de Lie nilpotente g, de dimensién n y
sucesién caracteristica (3,1,1,...,1), es isomorfa a alguna de las dlgebras de la
citada familia.

Si Xo ¢ [g, 9] es un vector caracteristico y {Xo, X1, X2, X3, Y1, Y, ..., Yn_s}
es una base adaptada de g, se ha de cumplir que

(X0, Xi] = X1 1<i<2
[Xo, X3] = 0
X0, Y;] = 0 1<j<n—4

A partir de las identidades de Jacobi en las que interviene X, se obtiene
una primera expresion de los restantes productos corchete entre elementos de la
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base. Se tiene en cuenta que Y; ¢ Im adXy, 1 < j < n — 4, asi como algu-
nas condiciones sencillas de nilpotencia y, entonces, la expresién de los citados
corchetes se simplifica extraordinariamente.

De Jac(Xg, X2, X3) se deduce que

n—4
[Xo, [X2, Xa]] = 0= [Xg, X3] = B23 X3 + Za’f:ayk
k=1
De Jac(Xg, X1, X3) se deduce que
n—4
[Xo, [X1, X3]] = [X2, X3] = BasX3 + Y o5V
k=1

Como Y., Yo, ... , Yn_a ¢ Im ad(X()) =

k=0 1<k<n—-4 y [Xg, X3] = P23 X3 = fe3 =0 por nilpotencia

n—4
= [Xo,X3) = 0= [Xo, [X1,X3]] = 0= [X1, X3] = BiaXas + D ofs Vi
k=1

A continuacién y procediendo de forma analoga, se deduce que
n—4

Jac(Xo, X1, X2) = [X1, X3] =0 y [X1,Xo]=8Xs+ D e
k=1
Jac(Xo, Xs—k,Y;)) 0<k<2 1<i<n-4=
[X5,%] = 0 1<i<n—4
(X2, Y] = anX; 1<i<n-4
n—4
(X1, Y] = euXe+auXs+ P diYe 1<i<n-—4
k=1

Jac(Xo,Y,Y;) 1<i<j<n—-4=

n—4
Vi Vi =byXs+ D iV 1<i<j<n-—4
k=1
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Ha resultado ser X3 central y se consigue la siguiente familia de leyes:

[ [Xo, Xi] =
[Xl’X2] =

< [Xl,Yz] =
[X2,Yi] =
Y Y] =

Xit1 1<i<2
n—4
X3+ Y Y
k=1 .
azXo+aXs+ > dfYy 1<i<n-—4
k=1
a2; X3 1<i<n-—4
n—4
biiXs+ Y Ve 1<i<j<n-—4.
k=1

Por induccién finita se va a probar que

=0 1<i<j<n-4 1<k<n-4

VAEK(K =R 6C) se cumple que Xo+ AY; ¢ [g,9], 1<i<n-5yla
matriz adjunta correspondiente al vector X, + AY; es:

0 0 0 00 O 0o ... 0
0 0 0 00 0 0o ... 0
0 1—Aa21 0 00 0 0 0
0 —Aau 1—Aa21 00 Ab12 Ab13 Abl,n—S
ad(Xo+AY;) =] 0 —Adi 0 00 Acig Aci3 Ac;n 5
0 —Ad? 0 0 0 Acf, Acdy ... A,
0 —AdYS 0 0 Acfy® Acy?® ... Acf;ls
0 —Adv? 0 0 0 Acz* Acy® ... Actis

n—4
Acl,n—4

Si se elige A tal que A # 0y 1 — Aag # 0, lo que es siempre posible, y, al

ser la sucesién caracteristica (3,1,1,...,1), se tiene que
1- Aagl 0 0
—Aay 1—Aagy Aby; | = (1 - Aag)’Ack; =0=
—Ad¥ 0 Ack;

=>c=0 1<k<n-4 2<j<n—4
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Supéngase que las matrices ad(Xo+ AY2), ad(Xo+ AY3), ..., ad(Xo+ AYi1)
se han obtenido y de forma anéloga, se ha encontrado que

k=0, 2<r<i-1, 1<k<n-4, r+1<j<n-—4

En consecuencia, la matriz ad(X + AY;) es:

0 0 0 0 0 0 0 0 c. 0 \
0 0 0 0 0 0 0 0 e 0

0 1- Aagi 0 0 0 0 0 0 e 0

0 —Aah- 1- Aagi 0 —Abli e _Abz'—l,i 0 Ab,‘,fH.l s Ab,,;’n_4

0 —Ad! 0 0 0 ... 0 0 Acgy ... Achus

0 —Ad? 0 0 0 ... 0 0 Ad, ... Ad.,

0 —Adr 0 o 0 ... 0 0 Al .. Aty )

Siseelige Atalque A#0 y 1— Aag # 0, se cumple que

1-— Aazi 0 0
—Aay;  1—Aay Aby | = (1— Aag)’Ack,=0=
— Adk 0 Acf;

:>cfj=0, 1<k<n-4,i4+1<j<n-4 conlo que se ha probado que es
clerto para 1 <i<n — 5.
Por tanto:
[Yi,)fj]=bin3 1<i<j<n-—4

El vector AXo + X, tampoco pertenece a la derivada VA € K y su matriz
adjunta es:

0 0 0 0 0 0o ... 0 0 \
0 0 0 0 0 0o ... 0 0

-1 A 0 0 a; ax Ao n-5 Q2n—4
0 0 A+B8 0 a3 a2 ... G1p-5 Q14
00 a 0 d2 di ... di, di_,
0 0 apns 0 d¥° d3° ... dP7% dp3
0 0 apy 0 dP* dp* ... d*-f 477}
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SiddF#0 1<i,k<n-—4,siempre se puede elegir A tal que

A 0 ag;
A#0 y 0 A+p ay |= A(AdF + BdF — ay04) # 0,
0 Ak df

lo que es imposible al ser la sucesién caracteristica (3,1,1,...,1). Luego, queda
demostrado que

df:O Y a0 =0 , 1<ik<n—-4=
= [X1, Y] =auXo+ay,Xs 1<i<n-—4
Ademds, con el cambio de base definido por las relaciones

X{ = X;-p8Xo
X X j
Yk)* = Yk 1

I

0,
k

3
n_

IA
IN D2

4

se puede suponer g = 0.
Se deduce que los productos no nulos de g, salvo antisimetria, son:

[ [Xo0,X:] = Xin 1<i<2
n—4
[X1,X2] = > ouYr
k=1
[(X1,Yi] = auX2+auXs 1<i<n—-4
[Xo,Y:] = aX3 1<i<n-—-14
L Y5 Y] = bijXs I1<i<j<n—4,
cumpliéndose apar=0 , 1<ik<n-—4

De las restantes identidades de Jacobi y de la adjunto-nilpotencia se obtienen
mas restricciones:

Jac(X1,X2,Y;) 1<i<n—-4=

n—4
Vi, [X1, Xo]] = 0= ) Y, Vi = 0=
k=1
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( n—4
Z akblk =0
k=2
n—4 i—1
=4 > ogb = > oogby 2<i<n-5
k=i+1 r=1
n—>5
Zakbk,n_ll = 0
\ k=1
El polinomio caracteristico de
6 0o 0o 0 0 0 .. 0 0 \
6o 0o 0 0 0 .. 0 0
-1 0 0 0 a1 axe ... agn-5 G2n-4
00 0 0 a1 a12 ... QAin-5 Qln-4
ad(X1) = 00 oo 0 0 0 ... 0 0
00 oo 0 O 0 ... 0 0
ans 0 0 0 0 0
on-g 0 0 O 0 0
ha de ser A" y, entonces:
n—4 n—4
|)\In - ad(X1)| =" - (Z akagk))\"_2 =\"& Z Graor = 0.
k=1 k=1
El cambio de base dado por
X = Xt 0<t<3
Yi* = Yi+0421'X0 1§'LS’I’L—4
permite suponer az; =0 1 <1i<n —4. En efecto:
[XS:XH = [XO)Xi]:X'L'-Fl:X;-}—l 1<i<2
n—4 n—4
(X1, X3 = [X1,Xol =D oY= oYy —axXo) =
n—4 k:nl—4 k=1 n—4
= ZakYk* — (Z akan)Xo = Z akYk*
k=1 k=1 k=1
(X1, Y] = [X1,Yi+auXo| = [X1, Y] — a2iXe = a1:X3 1<i<n—-4
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(X3, Y] = [XoYi+agXo] =[Xe, Yi] —ayuX3=0 1<i<n—-4

1

[Yi*,yj*] = [\; + a2: X0, Y; + ag;Xo] = [V, Y] = b4 X3 1<i<j<n-4

Se obtiene asf que todo dlgebra de Lie g de sucesién caracteristica (3,1, 1,.. ., 1)
es isomorfa a alguna de ley:
[(Xo, Xi] = Xina 1<:<L2
n—4
(X1, Xo] = D oxYr
k=1
(X1,Yi] = aiXs 1<i<n-4 (a; = a1;)
Y, Y;] = b4Xs 1<i<j<n-—4,
debiéndose cumplir:
( n—4
Z akblk = 0
k=2
n—4 -1
{ Z apbg = Zarb”- 2<i<n-5

—_

k=i+1

n—>5
Zakbk,n_zl = 0
k=1

)

a

Teorema 1.4 (Clasificacién de las dlgebras (n-3)-filiformes). En dimen-
sion n,n > 5, hay ezactamente n — 2 dlgebras de Lie nilpotentes, reales o com-

plejas, no isomorfas entre st y de sucesion caracteristica (3,1,1,...,1), que se
designan mediante ¢, , 1<1i<n—2y cuyas leyes vienen dadas, en una base
adaptada {Xo, X1, Xo, X3, Y1,Y2, ..., Yo 4} mediante
gt [Xo,Xi] = Xun 1<i<2 1< g<E(%3)
[Yok-1,Yok] = X3 1<k<g-1
g2 [Xo, Xy = Xipp 1<i<2 1<s < E(%2)
[X1,Yns] = Xz

(Yok—1,Y2k] = X3 1<k<s~-1

g [Xo X = Xin 1<i<2
(X1, Xo] = Yn-4
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Demostracién:
Todas las algebras anteriores son nilpotentes y de sucesién caracteristica
(3,1,1,...,1). Adem4s, son no isomorfas entre si porque las dimensiones del

centro y de la derivada son:

dim Z(g) = n—1—2 1<i<n-3
dim Z (g"2) = n-—3

dim|g}, g5 = 2 1<i<n-3
dim[gh~%,g""% = 3.

Se acaba de probar que toda algebra de Lie g (n — 3)-filiforme es isomorfa a
una de ley

(X0, Xi] = Xin 1<:<2
(X1, X2) = D Ve
[Xl,}g] = ;X3 1<i<n—4

con las restricciones

( n—4
Z Olkblk = 0
k=2
n—4 -
Z apbig, = Za,bri 2<i<n-—-5
k=i+1 =
> owbgns = 0.
\ k=1

Como la dimensién de [g, g] es 2 6 3 si son nulos todos los ay o si existe alguno
no nulo, respectivamente, se pueden considerar los dos casos que se analizan a
continuacidn.
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Primer caso: o, =0 1<k<n-4

Se cumple que g es isomorfa a un lgebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<2
[XI,Y;'] = ang, 1SZS’I’L—4
[Yz,yj] = bing 1SZ<357’L—4

*Sib; =0, 1<i<j<n—-4 y a;=0 1 < i< n—4, seobtiene gL

*Siby =0, 1<i<j<n—4,yexistealgina; #0 1<i<n-4,se
puede suponer a,_4 # 0 con un cambio de base evidente:

X! = Xy 0<t<3

na = Y

Yi* = Yn 4

Yo = Yi 1<k<n-4 k{in—4}.

En este caso es posible suponer, ademés, quea, 4 =1y a; =0 1<i<n—5.
Esto se consigue considerando el cambio de base dado por

-t = an1_4 Yn-4
Y = —a;Y, 4+ 0,_4Y; 1<i<n-5

y se obtiene g2.

* Si existe algin b;; # 0 1 < i < j < n — 4, se puede suponer by # 0.
Basta con efectuar el cambio de base definido por

(X} = X, 0<t<3

Y = Y

Y7 = Y

=1

o= %

Yy = ¥ 1<k<n-4 k¢{1,2i;7}
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Se puede, ademas, suponer byjs = 1, by = 0 = bog
sin mas que hacer el cambio de base expresado por

3<k<n—4ya =0=aq,

X = Xi—2ZVi+2Y
X = X t=0,23
Yl* = '5‘1;
Y2* = Y2
Yk* = Yk+b12Y1 bnYQ 3<k<n-4
y se obtiene el dlgebra de ley:
[Xo, Xi] = Xip 1<1<2
[YI)Y2] = X3
[X1,Y)] = aiXs 3<i<n-—4
[Y;,YJ] = bin3 3§’1,<j_<_n—4
¥Sib; =0, 3<i<ji<n—4ya;=0 3 < i < n— 4, se obtiene g2.
¥Sibi;j =0, 3<i<j<n-—-4,yexistealginag; #0 3 <i<n—4,se

puede suponer a,_4 =1ya; =0 3<i<n-—>5sin mds que hacer cambios de
base andlogos a algunos anteriores y se obtiene gfl.

* Si existe algin b;; # 0 3 < i < j < n—4, sepuede suponer by = 1,

bay =0=0by 5<k<n—-—4 y a3=0=ayy seobtiene el adlgebra de ley:
[(Xo, Xi] = Xin 1<i<2
Y1,Ye] = X3
[Yg,Y4] = X3
[Xl,Yi] = a,-Xg 5_<_z§n—4
Y:,Y;] = biXs 5<i<ji<n—-4

Si se continia el proceso,
1 <k <2r—26 auna que tenga por ley:

k
L

[Xo, X
[Yok-1, Yo
[X 1 ]

[Ys, V5]

resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

= Xin 1<:<£2
= X3 1<k<r-1
= a;X3 2r—1<i<n—4

b,,;ng 2r—1<i<j<n—4



24 1 Clasificacién de las dlgebras de Lie p-filiformes para p > n-3

¥Siby; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n—4ye;=0 Vi 2r—-1<i<n—4

se obtiene el algebra gZr1.

*Siby; =0 Vi,j 2r—1 < i< j < n—4y existe algin a; # 0
2r — 1 < i < n — 4, se puede considerar a,,_4 # 0.

También se puede suponer, ademés, quea,4 =1ya; =0 2r—1<i<n -5,
Esto se consigue efectuando el cambio de base definido por

X = X 0<t<3

Y. = Y 1<k<2r-2

Y = —0;¥p-4+ 0n4Y; 2r—1<i<n-5
VIS ;an‘;Yn—‘l

y se obtiene g2".

* Si existe algin b;; # 0 2r —1 < i < j < n—4, se puede suponer
bor—12r # 0. Basta con aplicar el siguiente cambio de base:

(X} = X 0<t<3
Yo = Yi
Y3, = Y;
ﬁ Y’i* - YQ’r—l
Y* = Yo,
J

Se puede, ademds, suponer bo,_1 9, = 1ybor_1x=0=bopp 2r+1<k<n-—4
y agp—1 = 0 = ag,, sin més que considerar el cambio de base dado por

(X} = X, 0<t<3 t#1
X1 = X1- b2ra—1,2r Yor1 + b:'r'zi;;r Yor
Y, = Y 1<k<2r—2
Yo1 = b2r—11,2r Yor
Y, = Yo
Yz: . Y b2r,k Y b21~—1,k Y 2 1 < k < 4
\ 'k - Kt b2r—1.20 2r-—-1 2r r+ 1< =n—4

bor—1,2¢
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Se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<:<2
[Yor—1,Yor] = X3 1<k<r
[Xl,yi] = a,-Xg 2T+1SZS’I’L—4

y se llega, de nuevo, a una situacién parecida a las ya analizadas.
Es evidente que al final del proceso se obtiene el 4lgebra 92“3, cuya ley
depende de si n es impar o par.

Si n es impar (E(252) = %2), la ley de g2 es:

(X0, X = Xin 1<:<2
(Yor_1, Y] = X3 1<k<z?
[X1,Yn-g] = X3

Si n es par (E(252) = %%), la ley de g7~° es
[Xo, Xi] = Xipn 1<i<2
[Yor—1, Yox] = X3 1<k<2A

Las algebras obtenidas constituyen las dos subfamilias enunciadas en el teo-
rema.

Segundo caso: o #0 paraalgdn 1<k<n-4

Como debe cumplirse a;ap, = 0 1 < 7 < n — 4, se deduce que a; = 0,
1 < i< n—4 Ademds, se puede suponer que on_4 # 0.
El cambio de base definido por
Y = Y 1<k<n-5

n—4
Yr:—4 = Z Othk
k=1
nos dice que g es isomorfa a un algebra de ley

(X0, Xi] = Xina 1<:<2
[X1,X2) = Yn4
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El vector X; + Y7 ¢ [g,8] y sum«i.iz adjunta es:

00000 0 0 0
00000 0 0 0
10000 0 0 0
0000 0 by by brns
wd(X21+Y1)=| 00000 0 0 0
00000 0 O 0
001000 0 0

Por ser g un 4lgebra (n — 3)-filiforme, cualquier menor de orden tres es nulo;
luego:

~10 0
0 0 by |=b,;=0 2<j<n—4
0 1

Se consideran las matrices ad(X; +Y;) 2 <k <i— 1y, de forma similar,
se demuestra que

byy=0 2<r<i—1 r+1<j<n—4

Entonces,
0 0090 0 O 0 0
0 0000 0 O 0 0
-1 00 00 0 0 0 0
000000 0 biiv1 bizre - bin-a
ad(X1+Y)=| 9 00 0 0 0o 0 0 .. 0
0 00O0O0 0 O o ... 0
0 0100 .0 0 0 0 )
Yy
-1 0 O
0 0 by |=b;;=0 i+1<j<n-4, siendo cierto para 1<1i<n-5.
0 1
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En consecuencia, se obtiene la ley:

(X0, Xs] = X1 1502
[X1,X2] = Yns

que corresponde a g2,

O

Obsérvese que en el caso de dimensién 4 las dlgebras (n — 3)-filiformes son
las de sucesién caracteristica (3, 1); es decir, las filiformes. Para esta dimensién
solo se obtiene un algebra, la modelo.
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1.3 Algebras (n-4)-filiformes

Teorema 1.5 (Familia de dlgebras (n-4)-filiformes). En dimension n, la

ley de un dlgebra de Lie nilpotente compleja y de sucesion caracteristica (4,1,1,...,1),
puede ser expresada en una base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, Y1, Y2, ..., Yn_s}
mediante

[Xo, Xi] = Xin 1<:¢<3

n—>5
[Xl,XQ] = eXs4+ Z oYy €€ {0, 1}

k=1
[X2,Yi] = aoXy4 1<i<n-5
(X1, Y] = auXs+auX4 1<i<n-5
Y, Y;] = by Xs 1<i<j<n-=5,

donde los escalares que aparecen estan sujetos a las siguientes restricciones:

( ag;0p =0 1<i,k€<n-5
n—5
Z akblk = O
k=2

| nS i-1

Z orbik = zarbm- 2<i<n-—6

k=i+1 r=1
n—6
> agben-s = 0.

\ k=1

Demostracion:

Sea g un &lgebra de Lie nilpotente, compleja, de dimensién n y sucesion
caracteristica (4,1,1,...,1).

Si Xo & [g, g es un vector caracteristico y {Xo, X1, Xo, X3, X4, Y1, Y2, ..., Yn_5}
es una base adaptada, se ha de cumplir que

(X0, X:] = Xin 1<4i<3
(X0, X4 = 0
[XO’ YJ]

t
o
[
A
o,
A\

3

!
S}
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Utilizando sucesivamente la identidad de Jacobi y el hecho de ser los vectores
Y1,Yo,..., Y5 € Im ad(X,) se obtiene que la ley de g viene determinada por

[Xo, Xi] = Xip 1<i<3
n-5
(X1, X4 = PuXs+ D abVi
n-5
[X2,X3] = fasXs— D aiYi
k=1
[X1,X3] = (B1a+ Bo3)X3s+ P13X4
n—5
[X1,X2] = (Bua+B) X2+ B13Xs + fraXa+ Y afYi
k=1
[X3,Y:] = aX4 1<i<n-5
[X2,Yi] = a3X3+a9X4 1<i<n-5
n—>5
[X1,Y:] = asXo+auXs+auXe+ Y, diYi 1<i<n-5
n—5 k=1
Vs, Y] = byXat+ D ciVe 1<i<j<n-5
k=1

El cambio de base definido por

X = Xt 0<t<4 t#£1
XT = X1—PuXo
Y! = Y 1<k<n-35
prueba que toda ley de las anteriores es isomorfa a una que verifique que
Pos = —P1a y Pz =0, lo que permite suponer que
[Xl) X3] =0
n—>5
(X1, X2] = BrXst+ D ofYe
k=1

y el resto de la familia no cambia.
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VA € C se cumple que Xo+ AY; ¢ [g,9], 1 <1i<n—6y lamatriz adjunta
correspondiente al vector Xg + AY] es:

0 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 00 0 0
0 1- Aas 0 0 00 0 e 0
0 —Aagl 1-— Aa31 0 00 0 Cas 0
ad(X0+AY1) = 0 _Aall —Aagl 1- Aa31 00 Ab12 e Abl,n—S
0 _'Ad} 0 0 0 0 AC%Q e AC%’n_5
0 —Ad} 0 0 0 0 A, ... Ad,
0 —AdYS 0 0 0 0 Acf;® ... Acils
Si se elige A tal que A # 0y 1 — Aag; # 0, lo que es siempre posible, y, al
ser la sucesion caracteristica (4,1,1,...,1), se tiene que
1-— A(Lg;_ 0 0 0
—Aagl 1- Aa31 0 0 _ 3 ko
—Aan —Aagl 1- Aa31 Ablj - (1 B Aa31) Aclj =0=
—Adf 0 0 Ack;

=c;=0 1<k<n-5 2<j<n-5.
Un simple proceso de induccién finita prueba que se puede admitir siempre que
;=0 1<k<n-5, i+1<j<n-5, 1<i<n-86,
con lo que resulta YV, ;] =bXs 1<i<j<n—5.

El vector AXo+ X1 ¢ [g,9] VA € K y su matriz adjunta es:

0 0 0 0 0 0 0o ... 0
0 0 0 0 0 0 0o ... 0
-1 A 0 0 0 asy azo vvv O3n-5
0 0 A 0 0 aoy agy . Q2n-5
ad(AXo+ X;) = 0 0 Bz A fuu an a2 ... aip-s
0 0 al, O ai, d% di ... dl_g
0 0 o2 0 o2 d% d¢ ... d24
0 0 o%° 0 o5 dp® d3=% ... d7¢
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Sea A # 0y al ser la sucesién caracteristica (4,1,1,..., 1), se cumple que
A 0 0 O
0 A 0 0

_ A3k _ ko _ <k<mn—5
0 By A Bus A%afy =0 =a=0 1<k<n-5
0 of, 0 af
Entonces:
[X1,X4] = f14Xs y por nilpotencia f14=0 =
= [Xl,X4]:O y [XQ,X3]=O.
Si3dk£0 1< k<n—0>5,siempre se puede elegir A tal que

A 0 0 as;
0 A 0 a2 |_ 42040k . _k
A#0 vy 0 B A ay |~ A*(Ad; — anats) # 0,

lo que es imposible. Luego, queda demostrado que

d* =0 y agia’fzzo , 1<ik<n—-5=

(X1, Y] = a3 Xo+ a9 Xs+a3, X4y 1<i<n—-5.

El vector X4 ha resultado ser un elemento central y la ley de g viene deter-
minada por

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3

n—5
[X1,X2) = BroXa+ D owYe (afy = o)

k=1
(X3, Y] = a3X4 1<i<n-5
(X2,Yi] = a3:X3+ayuXy 1<i<n-35
[X1,Yi] = a3Xo+4 a9X34 a1:X4 1<i<n-5
Y;, Y] = by Xy 1<i<j<n-=35,

cumpliéndose agar =0 1<i,k<n-05>.
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A continuacién se extrae: condiciones que deben cumpliray 1< k <n — 5,
debidas a la identidad de Jacobi y al polinomio caracteristico de la matriz ad-
junta correspondiente al vector X;, que ha de ser A",

Jac(X1,X0,Y;) 1<i<n—-5=

n—5
[Y;, [ X1, Xo]] =0 = ) op[V;, Yi] =0 =
k=1
( n—5
Zakblk = 0
k=2
n—5 i-1
=< > arbk = Y apby 2<i<n-—6
k=i+1 r=1
n—=6
Z orbrgpn-s = 0.
k=1

( 00 0 00 0 o0 0
00 0 00 O 0O 0
-1 0 0 090 azy az2 ... A3n-5
00 0 00 azy az2 ... A42np-5
ad(X1) = 00 fBiz 00 an a2 ... ain-s
00 oo 00 0 0 .. 0
00 awo 00 0 0 ... 0
0 0 acpbs 0O 0O 0 ... 0
n—>5 n—5
AL, — ad(X1)] = A" — (X akase) A" 2 = A" & Y akas = 0.
k=1 k=1
El cambio de base dado por
X! = X 0<t<4
V' = YitaxXo 1<i<n-5

permite suponer az; =0 1<i<n -3,
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Si B12 # 0, se puede suponer 12 = 1, sin mas que efectuar el cambio de base

dado por

4

\

X5 = VBiXo
X: = X

X5 = VB1Xs
X3 = fi12Xs
Xi = \/Bg)ﬁ
Y = Y

lo que prueba el teorema.

Se observa que aumenta el nimero de pardmetros y el de restricciones. Cuanto
mas se aleja p de n — 1 mds inconvenientes aparecen en la clasificacién de las
algebras p-filiformes, como queda confirmado en el siguiente teorema, cuya
demostracién no se incluye por ser similar a la del anterior. Surge asi la necesidad
de idear nuevos métodos de clasificacion.

1.4 Algebras (n-5)-filiformes

En esta seccién se presenta la familia genérica de 4lgebras de Lie (n — 5)-

filiformes.

Teorema 1.6. En dimension n, la ley de un dlgebra de Lie nilpotente compleja

y (n—5)-filiforme puede ser expresada, siendo {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, Y1, Yo, . ..

una base adaptada, mediante

[Xo, Xi] =
(X1, Xo] =
(X1, X3] =
[X1, X4 =

Xit1
n—6
cXs+dXs+ Y oY
k=1
CX5

n—6

eXs+ > BrYe

k=1
n—6

—eXs— Y BrYe
k=1

a3 X3+ ag Xy +a1:Xs
a3 X4+ a9 Xs

a3 Xs

bi; X5

’Yn—G}
1<:1<4
1<i<n-—-6
1<i<n-6
1<i<n-6

1<i<j<n—6,
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donde los escalares que aparecen deben cumplir:

[ a3:0% = 0 y asor+a1fe=0 1<i,k<n-6
n—=6
D> Brak = 0
k=1
n—6 n—6
Doakask = Y Braw
k=1 k=1
n—=6
Z akblk = 0
k=2
n—=6 i—1
Z apbgp = Zarbm- 2<i<n-7
J k=i+1 r=1
n-7
> owbkng = 0
k=1
n—=6
> Brbik = 0
k=2
n—©6 i-1
> Brbix = D Prbr 2<i<n-7
k=141 r=1
n—7
Z Brben-s = 0.
k=1

\

Demostracién:
Es anéloga a las anteriores.



Capitulo 2

Clasificacion de las algebras
- (n-4)-filiformes por extensiones
centrales

Como se ha visto en el capitulo anterior, la clasificacién de las dlgebras p-filifor-
mes se hace cada vez mas compleja al disminuir p, lo que nos lleva a desarrollar
técnicas mas eficientes. En este capitulo se expone un método que permite
obtener la clasificacién de las algebras (n — 4)-filiformes. Por claridad en la
exposicion, la justificacién del proceso a seguir se va a hacer en términos del
invariante de Goze y no en términos de p-filiformidad, aunque sea equivalente
decir que un algebra de Lie de dimensién n es p-filiforme que afirmar que su
invariante de Goze es (n —p, 1,.%. 1).

Supéngase g un algebra de Lie nilpotente de dimensién n y (n — 4)-filiforme.
Si se obtiene su cociente por un ideal central unidimensional, el algebra co-
ciente resultante tendrd dimensién n — 1 y su invariante de Goze valdra, bien
(3,1,(™7% 1), bien (4,1, "5 1). En este segundo caso se puede volver a obtener
el dlgebra cociente por un ideal central unidimensional, obteniéndose un &lge-
bra cociente de dimensién n — 2 e invariante de Goze, bien (3,1, (n-5 1), bien
(4,1,("81). Si se contintda el proceso (que ha de tener fin por ser n finito,
luego dim Z(g) también) es obvio que se llegard a obtener siempre un alge-
bra cociente de invariante de Goze (3,1, #7% 1) (si la dimensién de la “dltima”
algebra cociente ha resultado ser n — k + 3).
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El proceso a seguir va a ser, en cierta medida, el inverso al que se acaba de
describir. Lo que se va a hacer en primer lugar es determinar las dlgebras de
Lie nilpotentes de dimensién n e invariante de Goze (4, 1, ™74 1) que se pueden
obtener como extensiones centrales de dlgebras de dimensién n—1 e invariante de
Goze (3,1, 4 1), a las que se va a denominar extensiones centrales de primera
generacion.

Posteriormente se buscaran las extensiones centrales de estas slgebras que si-
gan teniendo invariante de Goze (4,1,...,1) ( en el sentido de hallar las dlgebras
de Lie de dimensién n e invariante de Goze (4,1, "% 1) que sean extensiones
centrales de dlgebras de dimensién n — 1, invariante de Goze (4,1,(75 1) y
que sean de las obtenidas en la primera generacién). A estas 4lgebras se les
denominara extensiones centrales de segunda generacién.

El proceso continta, obteniéndose las &lgebras (n — 4)-filiformes de tercera
generacion, cuarta generacidn, etc., hasta que en una generacién no aparezca
ninguna nueva algebra, momento en el cual el proceso se detendrs, pues ya se
habran obtenido todas las dlgebras de Lie (n — 4)-filiformes.

El método que se acaba de describir puede aplicarse, en principio, para
dlgebras de Lie nilpotentes cualquiera que sea su invariante de Goze, atin cuando
la descripcién del mismo se ha hecho, por conveniencia, para las (n—4)-filiformes.

Se va a probar en el presente capitulo que todas las algebras de Lie nilpotentes
de dimensién n e invariante de Goze (4, 1,73 1) se obtienen como extensiones
centrales de primera generacién de tres tnicas dlgebras de dimensién n — 1 e
invariante de Goze (3,1, (n-2 1) (la “primera” de cada una de las dos familias
con dimensién de la derivada 2 y la tunica con dimensién de la derivada 3).
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2.1 Clasificacion por extensiones centrales

Lema 2.1. Cualquier dlgebra de Lie g (n — 4)-filiforme, de dimension n y que
sea extension central de primera generacion, serd extension de alguna de las
siguientes dlgebras [(n — 1) — 3]-filiformes de dimension n — 1, cuyas leyes, res-
pecto a una cierta base adaptada {Xo, X1, X9, X3, Y1, Y2, ..., Yn_s}, se expresan
mediante

g1 [Xo, Xi] = Xin 1<:<2

gy [Xo, X)) = Xepn 1<i<2
(X1, Yns] = X3

o [Xo X = Xin 1<i<2
(X1, X2] = Yas

Demostracién:

Si g es un 4lgebra de Lie de dimensién n e invariante de Goze (4,1, ™74 1)
que es extensién central de primera generacién de un algebra g* , de dimen-
sién n — 1 e invariante de Goze (3,1, ™4 1), se sigue que ha de existir en g
un ideal unidimensional central < Z > tal que g¢* ~ g/ < Z >. Sino
existieran en g un vector caracteristico Xg y unos vectores X, X9, X3 tales que
[Xo, Xis] =Xiz1 1<i<2 y [Xo,X3] = Z, se sigue que g* tendria invariante
de Goze (4,1, (-5 1), en contra de lo supuesto. Por tanto, se puede encontrar
una base adaptada de g, {Xo, X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, ..., Yn_s} (donde se ha de-
signado por X4 al vector Z) tal que g* ~ g/ < X4 >. Por lo visto en el
capitulo anterior, la ley de g puede expresarse, respecto a dicha base, mediante

[Xo,Xi] = Xin 1<i<3
n—>5
[Xl,Xg] = eX4+ ZakYk € C {0, 1}
k=1
(X2, Yi] = a2X4 1<i<n—-35
(X1,Y)] = auX3+auXy 1<i<n-5
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cumpliéndose:

( ag;0k =0 1<i,k<n-5
n—>5
Z akblk = 0
k=2

) n—5 i—1
Z opbyy = Zarbﬂ 2<i<n-—6
k=i+1 r=1
n—6
Z akbk,n—S - 0)

\ k=1

por lo que la ley de g* , respecto de la base {Xq, X1, X9, X3, Y1, Ys, ..., Y, 5} se
expresa mediante

(X0, Xi] = Xin 1<i<?

[X1,Xo] = S%Yk

XLY) = a:Xs 1<i<n—5 (e =a),
cumpliéndose:

a;or =10 1<4,k<n-—25,

donde se ha mantenido la misma denominacién para los vectores de las bases de
gy g*, aun cuando en el segundo caso se trata de “clases” de vectores.

Hay que distinguir dos casos:
Caso1: axy =0 1<k<n-5

Se cumple que g* es isomorfa a un 4lgebra de ley:

(X0, Xi] = Xipn 1<i<2
[Xl,Yf,;] = aiX3 1§z§n—5

*Sia; =0 1<4i<n-—05,seobtiene g}_, .

* Si existe algtin a; #0 1 < i < n — 5, se puede suponer a,,_s 7 0 con un
cambio de base evidente:

X: = X, 0<t<3
ns = Y
Yi* = Yus

Y, = Y 1<k<n-5 k ¢ {i,n — 5}.
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En este caso es posible suponer, ademas, que a5 =1y a; =0 1<i<n-—6.
Esto se consigue considerando el cambio de base dado por

w5 = mYas
Y = —aiYp s+ ansY; 1<i<n-6

y se obtiene gZ_; .

Caso 2: oy #0 paraalginl1l<k<n-5
Como debe cumplirse a;ar, = 0 1 < i < n — 5, se deduce que a; = 0,
1<i<n->5.

Ademas, se puede suponer que a, 5 # 0.
El cambio de base definido por

X} = X, 0<t<3
YY) = Y 1<k<n-6

n—>5
k=1

nos dice que g* es isomorfa a g7 > .

O

Ya se verd mas adelante que todas las élgebras (n—4)-filiformes de dimensién
n son extensiones centrales de primera generacién de estas tres algebras.
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Corolario 2.2. En dimension n, la ley de un dlgebra de Lie nilpotente com-
pleja, de sucesion caracteristica (4,1,1,...,1) y que sea una extension central
de primera generacion, en una base {Xo, X1, X9, X3, Y1, Yo, ..., Y5, Z}, donde
Z € Z(g), puede ser expresada mediante

(X0, Xs] = Xip 1<i<?2

(X0, X3] = aZ

XoY;] = d;2 1<j<n-5
[Xl,Xg] = AYn s5+aZ

[Xl, Xg] == Adn_5Z

(X,Y;] = b2 1<j<n—6
[X1,Ynos] = BXs+bpsZ

[Xg, Yn_5] = BaZ

[Yz,)/]] = C,L'jZ 1<i<j<n-35,

cumpliéndose
Acjn-s =10 1<j<n-—¢,

y donde el par (A, B), puede tomar unicamente los valores:
(0,0), (0,1), (1,0).

Demostracion:

Del lema anterior se deduce que si g es un &lgebra (n — 4)-filiforme, de
dimensién 7 y extension central de primera generacién, admite una cierta base
{Xo0, X1, X2, X3, Y1,Ys,...,Yn 5,2}, con Z € Z(g), respecto de la cual la ley de
g se expresa mediante

[Xo, X = Xin+6iZ 1<iK2

{Xo,X;g] = al

(X0, Y;] = d;Z 1<j<n-5

[le XQ] = AYn_s + (112Z

(Xi, X;] = ayZ 1<i<j<3 (4,5) # (1,2)
(X1,Y;] = byZ 1<j<n-—-6

[X1,Yn-5] = BX3+bin 52

Y,Y)] = ez 1<i<j<n-—35,

y donde (4, B), puede tomar los valores:

(0,0), (0,1), (1,0
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dependiendo de que g sea extensién central, respectivamente, de una u otra de
las dlgebras [(n — 1) — 3]-filiformes:

g‘}L—l: [XOaXi] = Xin 1<i<2,

93»—11 [XOaXi] = X 1<i<L2
[XlaYn—S] - X3

Ty [Xo, X)) = Xin 1<i<2
[X1,X2] = Yp5

Se puede suponer §; = 0 = 9, sin més que aplicar el cambio de base definido
por las relaciones

X = X; 0<i<1
X} = Xe+BaZ 2<t<3

7* = Z

Y, = Y 1<k<n-5,

A continuacion, al verificar que g satisface la identidad de Jacobi, se obtiene
una simplificacién de algunos productos corchete y ciertas restricciones:

Jac(XO)X1)X3) =
[X2,X3] =0= ag3 = 0.

Jac(Xo,X2,Y;) 1<j<n-5=
[X3,Y;] =0= by =0 1<j<n-—5.
Jae(Xo, X1,Y;) 1<j<n-—6=
(X2,Y;]=0= by =0 1<j<n—6
Jac(Xo, X1, Yn_5) =
[Xo, [X1, Yn-s]] = [X2, Yns] = [X0, BX3s + bin-s5Z] = [Xa, Yo_s5] =

= BaZ =byn 57 = byns = Bo.
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Jac(Xog, X1, X2) =
[Xo, [X1, Xo]] = [X1, X3] = [Xo, AYp_s+a12Z] = [X1, X3] = A[Xo, Ya_s] = [X1, X3] =
= Adp-5Z = a137 = Adnp_s5 = ai3.
Jac(X1,X9,Y;) 1<j<n—-6=
[Y;, [X1, Xo]] = 0= [V}, AYp_s + a12Z] = 0 = A[Y;, Y 5] = 0=

= Acjn-5Z2 =0= Acjn-5=0 1<j<n—6.

Si se designan mediante a y bj, 1<j<n-=5,aa20y by; 1<j5<n-35,
respectivamente, queda demostrado el resultado.
O

Se va a enunciar a continuacién un teorema con el listado de las leyes de las
algebras de Lie (n — 4)-filiformes de dimensién n. En un primer momento se
probard que éstas son las de primera generacién aunque, tal como ya se indicé
antes, se vera mas adelante que toda dlgebra de Lie (n—4)-filiforme es de primera
generacion.
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Teorema 2.3 (Clasificacién de las dlgebras (n-4)-filiformes). En dimen-
sion n,n > 8, hay exactamente 6n-29 dlgebras de Lie nilpotentes complejas,
no isomorfas entre si, (n — 4)-filiformes y tales que, en una base adaptada
{Xo0,X1,X0,X3,X4,Y1,Ys,..., Y, 5} pueden ser expresadas sus leyes mediante

g [Xo, X4l Xipn 1<i<3 1<r < E(%2)
[Yop—1,Yok] = X4 1<k<r-1

fl

g2" 1 [Xo, X = Xy 1<i<3 1<r < E(%2)
[XbXQ] = X4
(Yoo 1, Y] = Xg4 1<k<r-1

@ [XoyXs) = Xi 1<i<38 1<r < EB(%2)
[X1,Yn5] = X4
[Yor—1,Yoe] = X4 1<k<r-1

&’ [Xo X = Xip 1<i<3 1<r < B(%2)
[Xl’XZ] = X4
[XlaYn—5] = X4
[Yor—1, Y] = X4 1<k<r-1

" [Xo,Xi] = X 1<i<3 1<r < E(%2)
[XlaYn—S] = X3
[X2a Yn-S] = X4
[Yok—1,Yk] = X4 1<k<r-1

8 [Xo,Xi] = Xy 1<i<3 1< 7 < E(%9)
(X1, Yn_s] = X3
[XQa Yn—5] - X4
[Yor—1,Yox] = X4 1<k<r-1
[Yor_1, Yns] = X4

& [Xo, Xi] = Xy 1<i<3 1<r < E(%9)
(X1, X2 = X4
[X1, Yns) = X3
(X2, Yn_s] = X4
Yor_1,Yoe] = X4 1Z5k<r—1

[Yor—1, Yn—s] = X4
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o™ [XoXi = Xin 1<i<3 1<r < E(%°)
[le Yn—G] = X4
(X1, Y] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yk] = X4 1<k<r-1
a0 [Xo, X = Xiy1 1<i<3 1<r<E(%Y)
[X1, Yn_g] = X4
[X1,Yns] = X3
(X2, Yn_s] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1

[Yor_1, Yn-s] = X4

g0 [Xo, Xi] = Xiq 15i<3 1<r < EB(%Y)
[X1, X2] = Y..s
[Yor-1, Y] = X4 1<k<r-1

gl [ Xo, X = Xin 1<i<3 1<r<E(%®)
[X1, Xo] = Y5
[X1,Ynos] = X4

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1

g2 [XooXs] = Xim 1<i<3 1<r < B(%Y)
[XI: XZ] = Yn-—5
[Xl) Yn—5] = X4

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r—1

Solamente cuando n es impar:

3,B(%5%)  1LE(%52)
n X~ Bn

4,B(253) 2,E(%52)
gn = gn

8,E(252) 5,E(253)
In ~ gn .
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Demostracién:

Es evidente que para que al menos exista un dlgebra de cada una de las 12
familias ha de ser dim(g) =n > 8.

Estas algebras son no isomorfas dos a dos porque dos cualesquiera de ellas
difieren en la dimensién de alguno de los invariantes siguientes:

Z(gg = {X€g:[X,Z]=0 VZeg}

Ce) = [a.gl

C3g) = [C'(9), 9]

Cen(h) = {X€g:[X,Z]=0 VZep} (h C g)

Cols) = {Xeg:[X,glCZ(g)}

6,0 = {[X,Z] : X €g,Z €1} (h subélgebra de g)

tal como queda reflejado en las tablas que a continuacién se adjuntan. En las
dos primeras se excluyen la tltima algebra de cada familia porque en dichos
casos las dimensiones varian segin la paridad de n.

| g ” dim Z(g) ] dim C!(g) | dim (h; = Cen(C1(g))) I dim Cen(by) [ dim Cen(C>(g)) J

g [n—2r—2 3 n—1
g2o" |[n—2r—2 3 n—2
e [n—2r -3 3 n—1
g ln—2r—3 3 n—2
e (n—2r—3 3 n—2
g [n—2r—4 3 n—2
gZ;’ n—2r—4 3 n—2
o in—2r—4 3 n—2
g, |n—2r—>5 3 n—2
g ln—2r —2 4 n—2
gl ln—2r—3 4 n—2 n—1
g2 ln—2r — 3 4 n—2 n—2
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la | dim Co(g) l dim (b = Cen(Cq(g))) ] dim Cen(by) | dim [g, by) I

g n—3 3
gor n—3 3
o n—3 2
g n—3 2
o n—4 n—2r+1 n—4 3
g n—4 n—2r n—2 3
ng n—4 n—2r n—4 3
o n—4 n—2r n—4 2
g n—4 n—2r—1 n—3 2
10,7
In
g;1,7'
g}?,r
| g | dim Z(g) | dim C(g) [ dim (b, = Cen(C(g))) [ dim Cen(h,) [ dim Cen(C%(g)) |
g 0T 1 3 n—1
g ECT) 1 3 n—2
gf{E( z) 2 3 n—1
gi’E(T) 2 3 n—2 5
S ! 3 n—2 5
gf{E(T) 3 3
g 2T 1 3 n—2 3
g BT 1 3 n—2 3
g ) 9 3 n—2 5
BT 3 4 n—2
LB 2 4 n—2 n—1
g BT 2 4 n—2 n—2

n impar
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| g ” dim Cs(g) l dim (by = Cen(Ca(g))) I dim Cen(hg) I dim g, b |
LE(25%)
gn
7=3
gf{E( 7)) n—3
g?{E(ﬂ%ﬁ)
=5
g;ll,E( =) n—3
=%
gi,E( =) n—4
8,E(25")
7
==5
gZL’E( z) n—4 5
75
grst( z) n—4 5
]
g?{E( z) n—4
g}lo,E(l‘;—“)
1,EB(22
gi *z")
12,E(25%)
In

n impar
} g “ dim Cs(g) l dim (by = Cen(Ca(g))) | dim Cen(bq) l dim g, ho| I
LE(®52)
gn
=3
gi’E( z) n—3
3,E(%53)
gn
T3
Rl
=3
BZ’E( z) n—4 n—4
=5
gf{E( =) n—4
=5
gZ{E( z) n—4 6 3
=5
Q%E( z) n—4 6
n—0
g%E(T) n—4 n—3
10,E(25%)
gn
1L,E(252)
gn
12,E(25%)
gn

n par
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|g ” dim Z(g) | dim C*(g) | dim (h; = Cen(C(g))) l dim Cen(lh;) | dim Cen(C*(g)) |
Q#E(%_d) 2 3 n—1
g PO 2 3 n—2
gECT) 1 3 n—1
g ) 1 3 n—2
f{E(nT_d) 1 3 n—2
BT 2 3 n—2 6
g ) 2 3 n—2 4
o BT 2 3 n—2 4
g P 1 3 n—2 5
0B 2 4 n—2
g}zl’E(%_—s) 3 4 n—2
g BT 1 4 n—2

n par

Resta probar, para terminar el teorema, que toda dlgebra (n — 4)-filiforme es
isomorfa a alguna de las anteriores. Para hacer més asequible el seguimiento de
este proceso, se van a encontrar separadamente las que proceden de cada una
delasgl ;, g2_;, o273 (es decir, las de primera generacién). Para una mayor
claridad se van a enunciar en forma de tres teoremas independientes que van a
constituir, cada uno, una seccién del presente capitulo. Posteriormente, en otra
seccién, se probard que entre las dlgebras de segunda generacién no aparece
ninguna nueva, lo que termina la clasificacién.

O
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2.2 Extensiones centrales de primera genera-
cién de 5.,
Corresponde al caso (4, B) = (0, 0).

Teorema 2.4. Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja (n — 4)-filiforme, de di-
mension n y que sea extension central de primera generacion de gl,_; es isomorfa
a alguna de las dlgebras de Lie de leyes

Gi’r [Xo, X3] = X;1 1<:1<3 1§r§E(P—§—3)
Yor-1,Yox] = X4 1<k<r-1

g7 [XoXi] = Xiq 1<i<3 1<r < E(%52)
[X1>X ] = X4
[Yor—1,Yk] = X4 1<k<r-1

2" [Xo, ,] = Xiq 1<i<3 1<r < B(%52)
[X ] = X4
[Yor— 1,Y2k] = Xy 1<k<r—-1

g [Xo, X4 = X;11 1<:1<3 1STSE(1‘;—3)
[X13X2} = X4
[ley'n—S] = X4

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1
y, cuando n es impar, se tiene que
3,B(23 1,EB(23
SECE | LB

4,B(253) 2,E(253)
gn =~ gn .
Demostracién:
Como se probd en un corolario anterior, se puede expresar la ley de toda
extensién central de primera generacién de g} _;, respecto de una cierta base
{Xo, Xl, Xg, X3, Yl, Y2, e Yn_5, Z}, en la forma

(b L]
Il

b;Z 1<j<n-5
cijZ 1<i<j<n->5.

—

(X0, Xs] = Xipn 1<i<2
{XO,X3] = ai

[XO,YJ] = d;7 1<5j<n-5
[Xl,X] = aZ

XY,

[Y;

=
|
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Se ha de verificar que a # 0 porque, si a = 0, al considerar:
3 n—>5
Xs=Y A)Xi+ > BYY;+C°z

i=0 =1

3 n—>5
X{=3 AiX:+> BjY;+C'Z,
=0 j

=1
se deduce, al ser Z un vector de Z(g), que
(X5, X{] = X5 €< X9, X3,7 >
(X5, X5] = X3€e< X3, Z >
(X5, X3] = 0
y, en consecuencia, no apareceria ningin algebra (n — 4) -filiforme.
Tras aplicar el cambio de base definido por

X = X, 0<t<3

X: = aZ

Y} =Y 1<j<n-5
la ley de g se puede expresar como:

(X0, Xs] = Xip 1<:7<3

[Xo,Y}'] = de4 1§j§7’l—-5
[X1,X5] = aX,

[Xl,yj'] = ij4 1Sj§’n—5
[K,YJ] = Cin4 1_<_1,<an—5

Se puede suponer d; =0 1< j < n -5, sin mis que hacer el cambio:
X! = X 0<t<4
Y/} = Y;-d;X; 1<j<n-5

Se cumple, también, que a € {0, 1}, porque, si a # 0, con el cambio de base
definido por las relaciones

(X5 = VaXo

X: = X

X3 = VaX

Xg = an

X = Va2X,

LYY = Y% 1<k<n-5,
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se puede suponer a = 1, de donde, sin mds que hacer a = ¢, se sigue que la ley
de g se expresa mediante )

(X0, Xsl = Xipa 1<4<3
[X]_,XQ] = eXy €€ {0, 1}

[Xl,Yj} ij4 15j§n—-5
[}/;,3/]] Cz'jX4 1<i<ji<n—-35.

Se van a distinguir ahora diferentes casos, segtiin sean nulos todos los b;; o
no y también se distinguirasie =0 6 e¢=1.

En todos los casos se estudiaran si los ¢;; son nulos o no y cuales pueden
anularse en cada situacion.

Primer Caso: b; =0 1<j<n-5

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xina 1<i<3
[Xl,Xz] = €X4 €E {0, 1}
[Yz,Y}] = Cin4 1<i<j<n-5.

¥S8ic; =0 Vi,j 1<i<j<n->5, seobtienen las dlgebras siguientes,
dependiendo del valor de e:

9}{15{ (X0, Xi] = Xin 1<:<3

o1, | X0, Xi] = Xip 1<i<L3
") (X1, X = Xa

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n-—35, sepuede suponer siempre que
c12 # 0 mediante un cambio de base trivial.

Se puede, ademas, suponer que c1o =1 y c1x =0 = cox 3<k<n-35,
sin mas que aplicar el cambio de base expresado por

X; = X, 0<t<4
Y2* == Y2

Y = Y+ @Y, -mYy, 3<k<n-5

C12
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y se obtiene el algebra de ley:

[XO’ X’L]
[X17 X2]
[Yl’ YQ]

Xit1
6X4
X4
ci; X4

1<i<3
e € {0,1}

3<i<j<n-5.

¥8ic; =0 Vi,j 3<i<j<n-—35, seobtienen las dlgebras:

n .

1,2, [XO,Xi] =
{ [Yl)YQ] -

[XO»Xi] =

g2% ¢ [X1, X2

I

[Yl) Y2] =

* Si existe algin ¢;; # 0 3 < i< j < n—25 sepuede suponer cgg = 1
vesk =0=cqye 5 < k< n— 5, ypara demostrarlo es suficiente considerar
cambios de base andlogos a algunos anteriores. Se obtiene un algebra de ley:

[Xo, Xi] =
[Xla X2] =
[Yl’ YQ} =
[Y3’ Y4] =
[Yi,Y;] =

Xit1
€X4
Xy
X4
ci; X4

Xin 1<i<3

X1 1<:<3

1<i<3
e €{0,1}

5<i<j<n-5.

Si se continua el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las
gb* g2% 1<k <r—16auna que tenga por ley:

[XO’ Xl] =
[Xl’ X2]
[Yor—1, You] =
[ i YJ] =

~

Xiq1
€Xy
X4
Ci; X4

1<i<3

e € {0,1}
1<k<r-1
2r—-1<i<j<n-25

*Sie; =0 Vijj 2r—1 <1< j <n-—>5, seobtienen las algebras
siguientes, dependiendo del valor de ¢:

g'}l,’r : [X01 X‘L]

[Yor—1, Yor| =

X1 1<i<3
X4 1Sk$7‘—1
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g2 [Xo, X4 =
[XI) X?] =
[Yor—1, Yox] =

Xipp 1<:i<3
X4
X, 1<k<r—1

* Si existe algin ¢;; #0 2r —1< i < j <n -5, sepuede suponer que
Cor—1or Oy quecor_yor =1, corqpg=0=cop, 2r+1<k<n-—35,yse

obtiene el algebra de ley

[Xo, Xi] = Xin
[Xl,XQ] = 6X4
Yor—1,You] = X4
Y, Y] = ¢ X4

1<i<3
e € {0,1}
1<k<r
r+1<i<j<n-5

llegdéndose, de nuevo, a una situacién parecida a las ya consideradas.

Es evidente que el proceso finaliza
que surgen las familias:

gr" 0 [Xo, X = Xip
[Yor—1, Y] = X4
g2 [Xo, X = Xip
(X1, Xo) = X4

[Yor-1, Yor| = X4

cuando r = E(252) + 1 = E(%52), por lo

1<i<3 1<r <E(%2)
1<k<r-1
1<i<3 1<r < E(%3)
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Segundo Caso: Jj € {1,2,...,n =5} :b; #0

El 4lgebra g dada es isomorfa a una de ley:

[Xo, Xi] = Xina 1<4i<3

(X1, Xs] = eXa  e€{0,1}
(X1,Y;] = b;X4 1£j<n-35
[Yz,Y] = Cin4 1SZ<_]STL—-5

Los cambios de base definidos por las relaciones

X* - Xt 0§t§4

Yos = Y

Y}* = Yhs

Y, = Y 1<k<n-5 k¢ {jn—->5}

y

X* = Xt 0 t<4
Y! = bpsYj—biYns 1<j<n—86
Y7:5 = El__syn-s

permiten, el primero, suponer b,_5 # 0 y, el segundo, b,—5s =1 y b; =0
1 < j <n— 6. Entonces, la ley de g esta determinada por

(X0, Xi] = Xin 1<:<3

[Xl,Xg] = eX4 €E {0,1}
[XI)Yn—S] = X4

[Y;,Y}] = Cin4 131(]37’&—5

Los casos que se van a considerar ahora son, esquematicamente, los siguientes:

1) ej =0 1 < i< j<n—=6y sedistingue seglin sea c;n5 = 0
1 < i< n—6oexista algin ¢; 5 # 0.

2) existe ¢;; # 0 1 < i < j £ n— 6. Se puede suponer cj2 = 1,
ClkZOZCQk N 3§k§n—5

21) e;; =0 3<i<j<n—6y sedistingue segin sean todos los ¢; 55
nulos o no.

22) existec; #0 3<i<j<n—-6=cu=1, ca=0=ca,
5<k<n-—5(ademésdecio=1, cix =0=cou, 3<k <n-5, naturalmente)
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y asi sucesivamente. En realidad, lo que se hace es un proceso de induccién
finita.

¥Sicj=0 Vi,j 1<i<j<n-—2>5, seobtienen las dlgebras siguientes,
dependiendo del valor de ¢:

@1 [Xo,X:] = Xip 1<i<3
[Xlay'n.—S] = X4

gt [Xo X = Xip 1<4<Z3
[Xl)Xz] - X4
[Xl)Yn—S] - X4

*Siey; =0 Vi,j 1 <i< j<n-—6 yexiste algin cjn5 # 0
1 <7< n -6, se puede suponer c; 5 # 0.

Subcaso: ¢ =0

La ley viene determinada por

(X0, Xs] = Xin 1<i<3
(X1, Yn5] = X4
Y, Yaos] = cin-5X4 1<i<n-6.

con ¢y pn-s # 0.

Aplicando el cambio de base dado por

(X = Xo

X{ = cnsX1—1

X: = Clyn_5Xt 2 S t S 4
vy =1

Y/ = cnsYi—cipnsYt 2<i<n-—-6
\ Y'r:-—S = Y’n_5
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se obtiene que

(X5, Xi] = [Xo,c1n-5X1—Y1] =cin5Xo= X3
(X5, Xil = [Xo,cin-sXi] = cipsXey1 =X}, 2<¢<3
(X1 Yy sl = [ein-5X1— Y1, Yaos] = c1n-5[X1, Yn-s] — [Y1, Yn_s] =

= (cim-5—Cins5)Xsa=0X4=0
[Yl*a Y;—s] = [Yl’ Yn—S] = cl,n—5X4 = Xi

Y7, Y sl = [cinsYi— Cin-s5Y1, Ynos] = cin-5[Ys, Yn-s] — cins[Y1, Yn_s] =
= (c1,n-5Cin—5 — Cin-5C1,n-5). X4 =0X4 =0 2<i<n-—6

y se consigue el algebra de ley:

(X0, Xs] = Xiu 1<i<3
Y1,Y 5] = X4

que es obviamente, isomorfa a

g1,2 . [XO;Xz‘] = Xin 1<i<3
" [YI’Y2] = X4

ya obtenida anteriormente.
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Subcaso: ¢ =1

La ley viene determinada por

[Xo, Xi] = Xip 1<i<3
[Xl: X2] = X4

(X1, Yns] = X4

Y, Yoos] = cin-s5X4 1<i<n-6,

con ¢y -5 7 0.
Con el cambio de base definido por

X = X 0<t<14
W= q,i—s Y

Y = cpnsYi—cins¥s 2<i<n-—6
Yos = Yas

se obtiene que

(X6, Xi1 = Xy, 1<i<3

(X1, X3l = X3

(X1, Yns] = [X1,Ynos]=Xs=X]

Y7, Y sl = [gosY Yasl = cl,ﬁﬁl,n—s-xzi = X4 =X§

Y5 Y] = [cin-sYi— Cin-sY1, Yn-s] = c1n—5[Ys, Yn-s5] — Cin—5[Y1, Yn-5] =

= (C1,n-5Cin-5 — Cin-5C1n-s5)X4=0X4=0 2<i<n-—6

y queda demostrado que g es isomorfa a un algebra de ley:

[Xo,Xi] = X; 1<i<3
[X1,X2] = X4
(X1, Yns] = X4
Y1,V 5] = X4

Los cambios de base sucesivos:

X = X 0<t<4 t#1
X = X;-Y,
Y? Y 1<k<n-5
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y
X = X, 0<t<4
Y].* = Y]_
Y2* - Yn_5
YIC* = Yk 3<k<n-6
* - Y
n—5 2

demuestran que g es isomorfa a:

[Xo,Xi] = Xin  1<i<3
0220 [X1, Xe] = X4
[Y1,Y2] = X4

ya obtenida anteriormente.

* Siexiste algin ¢;; #0 1< i< j <n -6, sepuede suponer siempre que
cie #O0yquecio=1, c1p =0 =cor, 3 <k <n-—2>5, tras cambios de base
analogos a algunos anteriores, obteniéndose el 4lgebra de ley:

[Xo,Xi] = X’L’—Fl 1S’LS3

[Xl,Xz] = €X4 66{0,1}

X1, Yoos) = X4

[Yi,Ys] = X4

[}/1’1/.7] = C,;jX4 3SZ<]S’I’L—5

*Sicy; =0 Vi,j 3<i<j<n-—35, secbtienen las dlgebras:

g% [Xo,Xs] = X 1<i<3
(X1, Yas] = X4
[YLYQ] = X4

0b2 [Xo,Xi] = Xipg 1<i<3
(X1, X2] = X4
[X1,Yn 5] = X4
[YI;YQ] - X4

¥Siey; =0 Vi,j 3< i< j<n-—6 y existe algin cjns # 0
3 < i < n—6, se puede suponer csn—5 # 0, y considerando cambios de base
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andlogos a algunos anteriores se demuestra que g es isomorfa a alguna de las
algebras de leyes

(X0, Xi] = Xipw 1Z4Z3
g’ (Y, Ye] = Xg

Y5, Y = Xq

[Xo,Xi] = Xipn 1<i<3
g2 [X1, Xo] X4

Y1,Y2] = X4

(Y, Yy = X4

ambas aparecidas anteriormente.

* Si existe algin ¢;; #0 3 < i< j <n—6, sepuede suponer cag =1y
cak =0=cye 5 <k <n-—35,y seobtiene la ley:

[ [X0, X:] = Xin 1<i<3
[Xl,XQ] = eX4 €€ {0,1}
< [XlaYn—SJ = X4
V1,Ys] = X
V3,V = Xa
\[Yz,yj] = Cin4 h<i<ji<n-—2>5.

Si se contimia el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las
gf;k ,gf;k ,g};k' ,gf;k' 1<k<r-1 1<k*<r,dauna que tenga por ley:

(X0, X = X 1<i<3

[Xl,Xg] = 6X4

(X1, Yns] = Xa4

Yor—1, Yor| = Xa4 1<k<r-1

[Y;,Y] = Cin4 2T—1S’L<]S’I’L—5

*Sicy; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—5, seobtienen las dlgebras siguientes:

o7 [Xo, X = Xiy1 1<4<3
[XlaYn—S] = X4
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1
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4.7 .
g, :

[Xo, X = Xip 1<i<3

[X1, X = X4

(X1, Yns] = X4

(Yor—1,Yoe] = X4 1<k<r-1

¥Sic; =0 Vi,j 2r—1<i< j<n-—6 yexiste alglin ¢in5 # 0
2r — 1 < i < n — 6, se puede suponer cor_j -5 # 0. Basta con efectuar el cambio

de base dado por
X!

E 3
Y2'r—‘1

Y
Y
Yo s

Il

Il

Xt 0<t<4

Y;

Y2’r—1

Ye 1<k<n—-6 k¢{2r—1,i}
Yn—5

Subcaso: ¢ =0

La ley viene determinada por

[XQ,X,;] = X’H—l 1< <L 3

(X1, Yn5] = X4

[Yor—1,Yor] = Xa 1<k<r-1
[Yi,Ynos] = cins5Xs 2r—1<i<n-—6.

Los cambios de base sucesivos:

( *
XO

I

Il

|

fl

X{

*
Y2'r

n—

Y?

5

Xo

Cor—1n-5X1— Yor_1

C2’r—1,n—5Xt 2 S t < 4
Cor—1,n-5Y2k—1 1<k<r—-1
Yok 1<k<r-1
Y2’r—1

CZ'r—l,n—5Yj - cj,n—5Y2'r—1 2r S .7 S n-—=6
Yn—5

= X 0<t<4
Y'n,—5
Y2'r

fl
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demuestran que g es isomorfa a

g™ [Xo, X4 = X;y1 1<4i<3
[Yop1,Yoe] = X4 1Zk<,
ya obtenida anteriormente.
Subcaso: ¢ =1
La ley viene determinada por

(X0, X = Xin 1<i<3
[X1, X 2] = X4
[X1,Ya-s] = X4
[Yor— 1,Y2k] = X4 I<k<r-1
[ 'n 5] = Ci’n_5X4 2T—1Si§ﬂ—6.

Con el cambio de base dado por

X! =
Y’C* =
Y2*r—1 =
v, =

Y*

n—5

Xt 0<t<4

Y: 1<k<2r-2
C2r—1,n-5 Yor—1

Cor—1n—5Y;i — Cin-5Yor-1 2r<i<n-—06

Yn—5

se obtienen los siguientes productos corchete no nulos, salvo antisimetria:

y haciendo sucesivamente los cambios:

Xi
X{
v

XO;Xi] = Xi—{—l 1<1<L 3
Xl)XQ] = X4
Xl Yn—5] - X4
Yor-1,Yor] = X4 1<k<r-1
Y2r—1; Yn—5] = X4
= Xi 0<t<4 t#1
= X1— Yo
= Y 1<k<n-35
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y
X! = X, 0<t<4
Yz*r = Yns
Y = Y 1<k<n-6 k # 2r
Yooy = Yo

se demuestra que g es isomorfa a

Q?L’T+1 : [XO)Xi] = Xi+1 1 S 1 S 3
[Xl)XQ] = X4
[Yog—1,Yok] = X4 1<k<r,

* Si existe algin ¢;; #0 2r — 1 < i < j < n— 6, se puede suponer que
cor-12r =1y corm1 ko =0=cor 2r+1<k<n—>5 Seobtiene el algebra de
ley:

(X0, X] = Ximn 1<i<3

{Xl,Xg] = eXy4 €€ {0, 1}

{Xl,Yn—5] = X4

Yor—1, Yor] = X4 1<k<r

Y:, Y;] = ¢ X4 2r+1<i<j<n-5

llegdndose a una situacién parecida a las ya consideradas.
El dltimo paso del proceso se realiza cuando r = E ("—;——5), y se observa que
Lr+l v g2™1 gse trata de

r+1 = E(%2). En consecuencia, cuando aparecen gl™*! y g2
algebras ya obtenidas anteriormente. Por lo que en este caso, surgen las familias:

o (X0, Xs] = Xipp 1<i<3 1<r < E(%52)
[X1>Yn—5] = X4
[Yor—1,Yok] = X4 1<k<r-1
y
g [Xo,X] = Xim 1<i<3 1<r < EB(%)
(X1, X2 = X4
[X1,Yns] = X4

[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r—1
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Caso particular : n impar

Se cumple que E(nT_a) - n_;}
El cambio de base:
Xt* — Xt 0 <t< 4
Xf = X1 — Yn—G
Y, = Y& lsksn-—35
aplicado al algebra
n-3
[Xlay'n—f)] = X4
Yok, Vo] = Xg 1<k< 22

3,E(%2) gl,E("T_s)
— Bn

demuestra que gn , v aplicado al algebra

n-3
g;lL,E(z): [Xo, X] = X1 1<i<3
[X1,Xs] = X4
[X11Yn—5] = X4
Yoe-1, Y] = X4 1<k<SP3R
n—3 n-3
demuestra que Hi’E( ) o gf',E( ’ )'
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2.3 Extensiones centrales de primera genera-
cion de g,,%_l
Corresponde al caso (A, B) = (0,1).

Teorema 2.5. Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja (n — 4)-filiforme, de di-
mension n y que sea extension central de primera generacion de g2_, es isomorfa
a alguna de las dlgebras de Lie de leyes

27 [XoXs] = Xip 1<i<3 1<r< B(%2)
[Xla Yn—S] = X3 '
[XQa Yn—s] = X4
[Yor—1,Yk] = X4 1<k<r-—1
g [Xo, X = Xip 1<i<3 1<r < E(%0)
[le Yn—5] = Xé
[XZ» Yn——S] = ){4
[Yok—1,Yor] = X: 1<k<r-1
[Y2'r—1> Yn—S] = <X4
QZL’T: [Xo, X] = X1 1Z5:¢<3 1<7'<E("—;§)
[XlaX2] = X4
(X1, Yn_s] = X3
[XQ) Yn—S] - X4
(Yox-1, Y] = X4 1<k<r-1
Yor—1,Ya-s] = X4
" [XoXi] = X 1<i<3 1<r < B(52)
[Xla Yn—6] = X4
[Xla Yn—5] = X3
[XQa Yn—S] - X4
[Yor—1,Yok] = X4 1<k<r-1
gg’T: (X0, X;] = X1 1513 1<T<E(”—E§)
[Xl) Yn—G] = X4
(X1, Yn_s] = X3
[X2> Yn—5] = X4
[Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-1

[YQT—I,Yn——S] = X4
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y cuando n es impar,
6’E(nT—5) 5,E(_"_'2‘_§)
n >~ gn .

Demostracion:
Es bastante méas laboriosa pero, en esencia, analoga a la del teorema anterior,

por lo que se omite.
O
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2.4 Extensiones centrales de primera genera-
cion de ggj’
Corresponde al caso (4, B) = (1,0).

Ahora se debe verificar que ¢jn,-5 = 0 1 < j < n — 6. Por tanto, toda
algebra g (n—4)-filiforme, de dimensién n y que sea extensién central de primera
generacion de gfl:? es isomorfa a una de ley

(X0, X3 Xit1 1<i<2

[Xo, Xg] = al

(X0, Y;] = d;Z 1<j<n-5
[Xl,XQ] = Yn_5+aZ

(X1, X3] = dnsZ

[X1,Y,l = ij 1§j§n—5
[Y,,)/_?} = CijZ 1§z<j§n—6

Como ahora se tiene que los vectores X, X3, Y,_5 € [g, g, se sigue que podria
ser a nulo o no, a diferencia de los otros dos casos en que necesariamente habia
de ser o no nulo. Se van a estudiar en las subsecciones siguientes los casos a # 0
y a=0.

-3

2.4.1 Extensiones centrales de g;_] , caso a # 0

Teorema 2.6. Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja (n — 4)-filiforme, de
dimensidn n y que sea extension central de primera generacion de gp=3 con a # 0
(en el sentido explicado anteriormente) es isomorfa a alguna de las dlgebras de
Lie de leyes

g7 [XoXi] = Xy 15i<3 1<r<EB(%Y
(X1, X2 = Yn_s
[Yop—1, Yor| = X4 1<k<r-1

gl [ Xo, X4 = Xiy1 1<i<3 1<r < E(%0)
[Xl’Xz] = Yns
%Xl,Y 6] = X4

Yor.1,You] = X4 1<k<r-1
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o2 (X0, X)) = Xin 1<i<3 1<r<E(%4)
[X1, X2 = Yp_s
[X1,Yn5] = X4
[Yop—1,Yok] = X4 1<k<r-1
Demostracion:

Tal como se ha visto, toda algebra de Lie de las consideradas en este teorema
es isomorfa a una de ley

(X0, Xs] = Xip 1<i<?
[XQ,X:_J,] = aZ

X0, Y;] = d;Z 1<j<n-5
(X1, Xs] = Yo s5+aZ

{Xl,Xg] = dn_5Z

[X ] = b;Z 1<j<n-5

Ademas, se puede suponer que
a=1 d;j=0 1<j<n—-6 y a=0,

sin méas que aplicar sucesivamente los cambios de base siguientes:

X; = aZ
Y, = 1<j<n-6
Y. = Yo 5+aZ
y
Y} = Y;—d;Xs 1<j<n-—6

Entonces, la ley de g se convierte en

[XO:Xz] = Xin 1<:<3

(X0, Yn-s] = dnsX4

[X11X2] = Yns

(X1, X3] = dnsXs4

(X1, Y] = b; X4 1<5<n-5
[Y;,YJ] = Cin4 1S’L<an—6
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Ademads, se puede suponer d,_5 = 0, sin mis que hacer seguidamente los si-
guientes cambios de base:

X; = X 0<t<4
Y;_s - Yn-s_dn—SXS
Y = Y 1<k<n-—6
y
X} = X, 0<t<4 t#1
X! = Xi—dnsXo
Y; = Y 1<j<n—5

En consecuencia, los productos corchete no nulos de g ,salvo antisimetria, son:

[Xo, Xs] = Xip 1<1<3
(X1, X2] = Yas
[X1,Y;] = b;X4 1<5<n-5

[Yl,)/]] Cin4 1§z<j§n-—6

Se deben distinguir ahora los casos b, 5 =0 y b,_5 # 0.

Cuando b,_5 = 0 se deben estudiar por separado los casos en que sean
bj =0, 1 <j<n-—6, o bien exista algin b; # 0.

Cuando b,-5 # 0 se puede probar que se pueden suponer nulos todos los
restantes b;. En todos los casos se va a distinguir la nulidad o no de los c;;.

El proceso es, en todo, anilogo al seguido para el caso de las extensiones

centrales de g}, o g2, y no se desarrollara.
O
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2.4.2 Extensiones centrales de ¢"~3 , caso a =0

Este caso, que no es especialmente complicado, es, sin embargo, un poco
distinto a los anteriores, por lo que se desarrollard de nuevo con detalle.

Se va a probar que las algebras que aparecen como extensiones centrales de
primera generacién del algebra gﬁj en el caso a = 0 son algunas de las ya
descritas anteriomente. N

Teorema 2.7. Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja (n — 4)-filiforme, de
dimension n y que sea extension central de primera generacion de ng cona =0
(en el sentido explicado anteriormente) es isomorfa a alguna de las dlgebras de

Lie de leyes

w7 [Xo,Xs) = Xem 1<i<3 1< < E(%Y)
[Xl)X2] = Yn—5
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1

g (X0, Xs] = Xin 1<i<3 1<r < E(%8)
[X1, Xo) = Yns
[X1,Yns] = X4
[Yor—1,Yok] = X4 1<k<r-1

g7 [Xo, X = Xip 1<i<3 1< r < B(%4)
[X1, X2 = Y._s
(X1, Yns] = X4
(Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1

Demostracion:

Por lo visto anteriormente, se tiene que toda dlgebra g de las que estamos
considerando debe ser isomorfa a alguna de ley determinada por

[XQ,X,L'] = X’H—l 1§’l§ 2
Xo,Y;] = d,;Z 1<j<n-5
[Xl,XQ] = Yn_5+aZ

[X1,Xs] = dn_sZ

Y, Y] = oz 1<i<j<n—6.
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Se puede suponer, ademéds, que a = 0, sin més que hacer el cambio:

X = X, 0<t<3
AN
Yy =Y, 1<j<n—6

Y,r:__s -= Yn—5 + aZ.

Caso 1: d,,_5 #0

Se puede suponer:
dns=1y bj=0 1<j<n—6,

sin més que aplicar sucesivamente los cambios de base siguientes:

X = X, 0<t<3

Z* = dp.52

v o=y 1<j<n—5
Yy

X: = X 0<t<3

Z* = 7

Y} = Yj-bXs 1<j<n—6

* = Y,._

n—>5 n—5

Entonces, la ley de g se convierte en

[Xo, Xs] = Xin 1<i<2
[XO:Yn—5] = Z

(X1, Xs] = Yo

[Xl,X3] == Z

[Xo,Yj] = d;Z 1<j<n—-6
(X1, Yno5] = bnsZ

Si bp—s # 0, se puede suponer b,_5 = 1 sin més que efectuar el cambio de base
definido por

(X3 = Xo

Xy = bnl_th 1<t<3

! 7* = 531_—52

Y? = Y 1<k<n-6
* — 1 Y

[ n-5 b5 n5
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y, entonces, los productos corchete no nulos de g, salvo antisimetria, son:

(X0, Xi] = Xep1 1<1<Z2

[Xo,Yns] = Z

[X1,X9] = Y5

[Xl,Xg] = Z

XoY] = 47 1<j<n—6

[X1,Yn-5] = €Z e € {0,1} (€ = bp-s)
Y, Y] = ¢2 1<i<j<n-—6.

Se va ahora a probar que d; =0 1<j<n—6.

* Si ¢ = 0, para demostrarlo basta inicamente con hacer el cambio de base
expresado por

zt = 7
Y} = Yj—diYus 1<j<n-—6
Yis = Yas

*Sie=1y3d; #0 j € {1,2,...,n— 6} se puede suponer, con un cambio
de base evidente, que dp—g # 0. Los cambios sucesivos:

X = X 0<t<3
z* = 7
Y/ = dn-6Yj—d;Yns 1<j<n-7
Yie = g7—=Yns
Yis = Yos
Yy

X = X 0<t<3

z* = Z

Y! =Y 1<k<n-5 k#n—6

e = Yne—Yp 5+ X3

demuestran que, efectivamente, se pueden suponer nulos todoslosd; 1 < j < n — 6.
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En consecuencia, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, X:] = Xip 1<:<2
[X(), Yn_5] == Z
(X1, X2] = Yns
[Xl, Xg] = Z
[X1,Yn 5] = €Z e €{0,1}
[Y;, Y] = ¢y2 1<i<ji<n-6.
Al aplicar seguidamente los cambios de base siguientes:
(X§ = Xo+Xi
X = X 1<t<2
X3 = Xs+Y.s
{ X = (24¢)7
Y ! =Y 1<k<n-6 k=2+1
Yo = Q2+eY: 1<k<n-6 k=2
| Yos = Yas
y
(X5 = X
X; = iXo- ¥dix,
X! —&aiy, 2<t<4
g = -y, 1<k<n—-6 k=2+1
Y = Y 1<k<n-6 k=2
( Yo = ?TJ[:Xs - (%‘i‘:)gyn—s
se obtienen, respectivamente, las leyes isomorfas a la de g siguientes:
(X0, X:] = Xin 1<i<3
(X0, Ynos] = 3EX,
[X1,X2] = Yns
(X1, X3] = FEX,
(X1, Yns] = 55X4
[Y,,Y;] = Cz'jX4 1§i<j§n——6
y
[Xo, X = Xin 1<i<3
(X1, Xo] = Yo
X1, Yns] = —EEdiXs=pX,
[YZ,}/]] = Cin4 1<i<j<n-—6.
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Se observa que § # 0 Ve € {0,1} y se puede suponer f = 1, sin mds que
hacer el cambio de base dado por

( X¢ = Xo

X = ﬁxt 1<t<4

Yy = ﬁyk 1<k<n-6 k=2+1
Y = Yi 1<k<n—-6 k=2
\Y:r:—s = %Yn—S

Luego, la ley de g se expresa mediante

(X0, X:] = Xin 1<:i<3

[X1,X2] = Yns

[X1,Yn5] = X4

Y3, Y;) = c5Xqy 1Zi<j<n-6,

que es el caso en que se obtienen, en la seccién anterior, las dlgebras de la familia

9227 [Xo, X = X1 1<i<3 1<r < E(%Y)
[X1, Xo] = Yus
[Xla Yn—5] = X4

Yor—1,Yoe] = X4 1<k<r-1

De todas formas, el proceso a seguir para obtener la familia gi>" de la familia
genérica anterior es ya, practicamente, evidente.
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Caso 2: d,,_5 =0

El algebra g dada es isomorfa a una de ley:

X0, Xi] = Xipa 1<i<2
[Xo,Y;] = diZ 1<j<n-6
[X1,X9) = Yos

Se cumple que b,_5 # 0, porque si b,_5 = 0, la ley anterior no puede correspon-
der a un 4lgebra (n — 4)-filiforme. En efecto, si

3 n—>5
X5 =Y AlXi+ > BjY;+C°z
i=0 j=1

3 n—>5
Xt => AiXi+ ) BjY;+C'Z,
i=0 J=1

se deduce, al ser Z un vector de Z(g), que

[X(,;!Xf] = XS €< X2yX3)Z)Yn—5>
(X5, X3] = X3€< X3 Y5>
(X5, X3] = 0.

Ademis, se puede suponer b,_5 =1y b; =0 1< j <n— 6, sin més que hacer
el cambio de base dado por

Xr = X, 0<t<3

z* = bp_s5”Z

Y/ = bnsYj—biYns 1<j<n-—-6
Yos = Yns

En consecuencia, la ley de g viene determinada por

[Xo,X;] = Xin 1<£i<2
[Xo, Y;] = d;Z 1<j<n-6
[XI,XQ] - Yn—5

[X1,Yes] = Z

I



2.4 Extensiones centrales de primera generacioén de gZ:? 75

Caso 2.1: d; =0 1<j<n-6

El 4lgebra dada g es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xin 1<:i<2

[XI:XQ] = Yn—5

[XI)YTL—5] = Z

[YL,YJ] = CijZ 1SZ<_7STL—6

Al aplicar sucesivamente los cambios de base siguientes:

Xg = X0+'X1

XB* = X3 + Y -5
X: = Z
Y = Y, 1<k<n-5
y
X = X 0<t<4 t#1
X = X;1-—Xo
Yy:_s = Yo 5— X3
Y] = Y 1<k<n-6,
se obtienen, respectivamente, las leyes isomorfas a la de g siguientes:
[Xo, Xs] = Xip 1<:1<3
[Xo0, Yn-5] = X4
[Xla X2] = Y'n.—5
(X1, X3] = X4
(X1, Yns] = X4
[Y,L,YJ] = C,'jX4 1§i<j§n—6
y
(X0, Xi] = Xipn 1<iZ2
[Xl; XQ] = Yns
[Y,L,Y}] = CijZ 1§'L<j§’n—6
De esta familia de algebras se obtiene, trivialmente, la familia
g [Xo, X)) = Xy 1503 1<r < E(%Y)
(X1, X = Yns

[Yop—1,Yor] = X4 1<k<r-1
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Caso 2.2: 35 €{1,2,...,n -6} :d; #0

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<2

Xo,Y;] = d;Z 1<j<n—6
[X1,X2] = Y5

[Xl;Yn—5] = Z

[}/‘“Y?] = CijZ 1<i<j<n-—6

Cambios de base andlogos a algunos anteriores permiten suponer que d,_g = 1
y dj=0,1<75<n-7, conlo que laley de g se puede expresar por

[Xo,Xs] = Xipn 1<i<2
[XO; Yn—G] = 2Z
[X1,Xo] = Yps
[X17 Yn—5] = Z
[YL,YJ] = CijZ 1SZ<]§’I’L—6
Al efectuar el cambio de base definido por
( Xg = Xl
X! = Xo
X5 = =Xq
Xéf = —In--s
X = -Z
Y = Y: 1<k<n-7
Yoe = —Yns
L Yr s = —X3
se demuestra que g es isomorfa a un dlgebra de ley:
[Xo, Xi] = X 1<i<3
(X1, X2] = Yps
[X1,Yn-6] = X4
[K,Y] = Cin4 1S’L<j§’n-—6

Es ya facil probar que la ley de g puede corresponder a cualquiera de las
algebras siguientes:

g7 [Xo,Xi] = Xip 1<46<3 2<r < E(%Y)

(X1, Xo] = Y,
[Yor—1, Y] = X4 1<k<r—1,
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ol [Xo,Xi] = Xip 1<i<3 1< r < B(%8)
[X1, X2 = Yns
(X1, Ynos] = X4
[Yop—1,Yor] = X4 1<k<r-1

n—3

y, en consecuencia, cuando se consideran extensiones centrales de g,,_7, siendo

a = 0, no surge ninguna algebra nueva.
O

Se concluye que estén clasificadas todas las dlgebras (n — 4)-filiformes de pri-
mera generacion y solamente falta confirmar que entre las extensiones centrales
de estas doce familias en dimensién n — 1 y que sigan teniendo el invariante de
Goze (4,1,...,1), es decir, entre las extensiones centrales de segunda generacién,
no aparece ninguna nueva.

2.5 Extensiones centrales de segunda genera-

e

clon

Para cerrar la clasificacién de las 4lgebras de Lie nilpotentes (n —4)-filiformes
de dimensién n sélo resta probar que no falta ninguna en la lista dada en el
teorema de la seccién 2.1 y, para ello, se va a demostrar que entre las algebras
(n—4)-filiformes que son extensiones centrales de segunda generacion no aparece
ninguna que no sea también extensién central de primera generacion. Esto
constituye el objetivo de la presente seccidn.

Teorema 2.8. Todas las dlgebras de Lie nilpotentes (n — 4)-filiformes de di-
mension n que son extensiones centrales de seqgunda generacion son, también,
extensiones centrales de primera generacion.

Demostracién:

Habra que estudiar, caso por caso, las extensiones centrales de segunda ge-
neracién de cada una de las doce familias de algebras de primera generacién. Se
desarrollara con detalle el caso de la familia g&”;, dado que los restantes son, en
lo fundamental, analogos.
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Caso 1 : Extensiones centrales de la familia de dlgebras g, 1 < r < B( nd)

Las leyes de la familia de dlgebras g:;il , 1 <r < E(ﬂ—z_—‘L) se pueden expresar
mediante )
ol [XoXi] = Xim 1<4i<3
[Yor—1, Y] = X4 1<k<r—-1

Sea g un algebra de Lie nilpotente (n — 4)-filiforme, de dimensién n y exten-
sién central de alguna de la familia de dlgebras de dimensién n — 1 que se ha
designado mediante g},jfl. La ley de g se podrd expresar como

[Xo, X = X+ 062 1<:<3

[Xo,X4] = aZ

[Xo, Y;] = d;Z 1<5<n-6

[Xi,Xj] = aijZ 1‘_‘_:1<j$4

Yor1, Y] = Xad+cmwZ 1<k<r—1

[Yi, ;] = cyZ 1<i<j<n-—6 (i,7)# (2k—1,2k)
1<k<r—-1.

Es evidente que oo = 0 porque de lo contrario la ley anterior corresponderia
a un algebra (n — 5)-filiforme.

-

Se puede también suponer que §; = 0, 1 <
cambio de base definide por

i < 3, sin mas que aplicar el

X = X, 0<t<1
X = Xj+8.Z2 2<j<4
Z* = Z

Y = Y 1<k<n-—6.

Se obtienen a continuacién restricciones de los pardmetros al exigir que se
verifique la identidad de Jacobi:

Jac(Xo, X3, Y;) 1<j<n—-6 = byj =0 1<j<n-—6
Jac(Xg, X9,Y;) 1<j<n—-6 = b3j =0 1<j<n-—6

Jac(Xo, X1,Y;) 1<j<n—-6 = by=0 1<j<n-6
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Jac(Xo, X1, X4) = aa=0
Jac(Xo, X2, X4) = a3 =0
Jac(Xo,X1,X3) = a3 = —au

Jac(Xo, X1, X2) = a3 =10

Por tanto, g es isomorfa a un algebra de ley

[Xo, X3} = Xin 1<i<3

[Xo, V5] = d;Z 1<7<n—-6

[Xl,XQ] = a12Z

[Xl,X4] = a14Z

[Xz,X3] = —a14Z

[Xl,}/j] = bJZ 13_7371—6 (bj:blj)

(Yor—1,Yor] = Xatcop1xZ 1<k<r—1

[Yi, Y] = cyZ 1<i<j<n—6 (i,5)# (2k—1,2k)
1<k<r-—1.

VA € K se sigue que AXg+Y;, 1 <j <n—7 no pertenece al dlgebra
derivada y la matriz adjunta correspondiente al vector AXy + Y es:

0O 0000 0 0 0 0

0 0000 0 0 0 0

0 A0 00 O 0 0 0

0 0 A 00 O 0 0 0

0 00 AO0 0 ¢ 0 0

ad(AXo+Y1) = 0 0000 O 0 0 0
0 00 00 O 0 0 0

0 0000 O 0 0 0

—d1 —bl 0 0 0 Adl Ad2+012 Adn—6+cl,n—6 0

donde € toma los valores 0 6 1 dependiendo desir =16r > 1.
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Si se elige A # 0, al tener que ser la sucesién caracteristica (4,1,1,...,1), se
cumple que
A 0 0 O
0 A0 O | _ 4, _
0 0 A 0 —Ad1—0=>d1—0.
-b; 0 0 Ad;
Si3diy#0 2<k<n-—06,siempre se puede elegir A tal que 4 #0 y
A 0 O 0
0 A O 0 .
00 A . = A%Adg +c19) 20 si k=2
—bl 0 0 Ad2 + C192
6
A0 O 0
0 A O 0 .
00 A 0 — A%(Adp+c1x) #0 si 3<k<n-—6,

—bl 0 0 Adk + Cik
lo que es imposible. En consecuencia, queda demostrado que

di = 0 1<k<n—6
ek = 0 2<k<n—-6

Si se calculan las matrices ad(AXo + Y3),ad(AXo+ Y3),...,ad(AXo+ Y;_1), se
puede probar, de forma andloga, que

i =0,2<7<i—1,r+1<j<n-6,

¥, entonces

0 00 000 00 0 0 0 0
0 00 000 00 O 0 0 0
0 A0 00O 00 0 0 0 0
0 0 A 000 00 O 0 0 0
0 00 AO00O & 0 e 0 0 0
ad(AXo+Y:)=| o 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0
0 00 000 00 O 0 0 0
0 0 0 00 ..00 O 0 ... 0 0
0 —bi 0O 0 00 ... 00 Cii+1 Cii+2 -+ Cin-6 0)
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donde €; y €3 valen 0 6 1 en funcién de la paridad de 7 y de que sea r > i o no.
En cualquier caso, como méaximo sélo uno de ellos puede ser no nulo.

Si se elige A # 0 se cumple que

A 0 O 0
0 A O 0 .3 B o
0 0 A €9 —Acz,z+1—0:>cz,z+1—0
—b; 0 0 cii1
y
A 0 0 0
0A0 O .3 _ .
00 A 0 =A%C =0=c=0 i4+2<k<n-6.
——bi 0 0 Cik

Luego se verificaque ¢;; =0 i+1<j<n—6yesciertoparal <i<n-"T.

Por tanto, la ley de g se convierte en

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[Xl,Xg] = ang

(X1, X4 = apuZ

[X o, X3) = —au’Z

(X1, Y] = b;Z 1<j5<n-6
[ng_l, ng] = X4 1 S k S r—1.

El vector Xo + X1 ¢ [g,8] y su matriz adjunta es

00 0 0 0 0 O 0 0)

00 0 0 0 0 O 0 0

-11 0 0 0 0 O 0 0

00 1 0 0 0O 0 0

00 0 1 0 00 0 0

wd(Xo+X1)=| 00 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 O 0 0

0 0 0 00 .. 0 O

00 a19 0 ai4 bl b2 bn—6 0)
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Al ser la sucesién caracteristica (4,1, ..., 1), se sigue, como antes, que
alqg = 0
bj =0 ) 1 S J S n—=6

y, entonces, la ley de g viene determinada por

[Xo, Xi] = X 1<:<3
[X1, X2 = a127
(Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1

Hay que distinguir dos casos dependiendo de que a;2 sea cero o no.

Primer caso: a;p =0

Vuelve a aparecer la familia

g [Xo.X] = Xin 1<i<3 1<r < E(%2)
[Yor—1,Yk] = Xq4 1<k<r-1

Segundo caso: ajp # 0

‘fras aplicar el cambio de base definido por

Y, = Y 1<k<n-6
aparece la familia
o7 [Xo,Xi] = Xim 1<i<3 1<r < E(%Y
[X1, X2] = Yns
[Yor—1,Yoe] = X4 1<k<r-1

Las extensiones centrales de las restantes familias se determinarian en forma
similar, no apareciendo ninguna nueva élgebra (n — 4)-filiforme de dimensién n.
O



Capitulo 3

Las algebras de Lie p-filiformes
como extensiones por
derivaciones

Si se considera un algebra de Lie nilpotente g que tenga por invariante de

Goze (p1,p2,...,Pk,1,...,1), se tiene que habrin de existir vectores de g ,
Xo, X1, ... ,X;I,Xf, s ,Xp22, L XE ,XI’fk, para los cuales se verifique que
Xo ¢ (9_’9] )
[Xo,X]] = X}, 1<ij<p -1 1<j<k
[XO,X’J,J,] = 0 1<j;<k

Al espacio vectorial engendrado por dichos vectores, g*, se le puede dotar
de una estructura de dlgebra de Lie considerando como ley del dlgebra de g* la
restriccion de la ley de g a g*, es decir, definiendo

(X, Y]"=[X,Y]|g+ VX, Y eg’
Obviamente, la sucesion caracteristica del dlgebra de Lie nilpotente g* resulta ser
(p1,p2, - ,Pk, 1). A dicho élgebra de Lie se le va a denominar “4lgebra soporte”
deg.

Si se conoce g*, se puede intentar encontrar g “anadiendo” a g* derivaciones
adecuadas. Estas habran de ser derivaciones nilpotentes (para que g sea dlgebra

83
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de Lie nilpotente), no interiores (en otro caso no se afadiria vector “nuevo”
alguno) o bien la derivacién nula de g* .

Este método parece especialmente apropiado para las 4dlgebras p-filiformes,
en los casos en que n — p sea pequeiio, ya que entonces el algebra soporte g*
resulta ser filiforme de dimensién p+ 1.

En el presente capitulo se aplicaran estas técnicas a la determinacién de las
dlgebras de Lie nilpotentes (n — 3)-filiformes y (n — 4)-filiformes. En realidad, el
interés principal serd llegar a la familia genérica en cada caso pues, a partir de
ahi, para obtener cada clasificacién se actuaria como en los capitulos anteriores.

3.1 Las algebras (n-3)-filiformes

Se van a determinar las dlgebras de Lie (n — 3)-filiformes de dimensién n que
se pueden obtener como extensiones por derivaciones de la tinica algebra de Lie
filiforme de dimensién 4 , Ly , tal que su ley de 4lgebra se expresa, respecto a
una cierta base adaptada {Xo, X1, X, X3} mediante

(X0, Xi] = X1 1<i<2

Lema 3.1. Las aplicaciones lineales §; , 1 < i < 7, 8 : Ly — L4 definidas,
respecto de una base adaptada de Ly , {Xo, X1, X2, X3} , mediante

61(Xo)=Xo  &i(X)=(i-1)X; 1<i<3
62(Xo) = X4

63(Xo) = X2

64(Xo0) = X3

55(X,L):X1 1_7433

(55(Xi) = X;11 1<i<2

67(X1) = X3

constituyen una base del dlgebra de Lie de las derivaciones de Ly , Der(Ls).
Demostracion:

Es un resultado bien conocido, que puede encontrarse, entre otros, en [13].
]



3.1 Las dlgebras (n-3)-filiformes 85

Teorema 3.2. En dimension n,n > 5, hay exactamente n — 2 dlgebras de
Lie nilpotentes (n — 3)-filiformes, reales o complejas, dos a dos no isomor-
fas y que se pueden obtener como extensiones por derivaciones del unico dl-
gebra de Lie filiforme de dimension 4. Respecto a una cierta base adaptada
{Xo, X1, X2, X3, Y1,Ys,..., Y, 4}, se pueden expresar sus leyes mediante

B%Q“l : [X07X’l] = X—H_l 1 S ) S 2 1 S q S E(ﬂ;j)
[Yor—1,Yk] = X3 1<k<qg-1

912133 [Xo,Xi] = X1 1<£i<2 153§E(n7—3)
[ley'n—4] = X3
[Yok—1, Yor] = X3 1<k<s-1

2 [Xo,Xi] = Xin 1<i<2
[Xl’XQ] = Ynp_4

Demostracion:

Si se designa por g a un 4lgebra de Lie (n — 3)-filiforme de dimensién n ,
una base suya puede expresarse como {Xg, X1, X2, X3, Y1, Yo, ..., Yp_4}, donde
{Xo, X1, X2, X3} es una base adaptada del dlgebra soporte L4 y los vectores
Y,;, 1<i<n-—4, estan asociados a derivaciones adecuadas de L4 .

Entre éstas no se pueden admitir 63 , 64 o &g , por ser las derivaciones
interiores, ni §; o 85 , porque, al ser diagonalizables, no darian lugar a un vector
Y; adjunto-nilpotente.

Tampoco es adecuada 6, ya que en tal caso existiria algin vector Yj ,
1< j <n-—4,tal que [Xo,Y;] = X1 y el cambio de base dado por

X3 = Xo
X: =
X = Xia 2<i<4
Y = Yi 1<k<n—-4 , k#j
permite afirmar que el invariante de Goze de g es mayor o igual que (4,1,...,1),

luego g no serfa (n — 3)-filiforme.
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Finalmente, como méaximo un vector de los ¥; , 1 < i < n — 4 , puede
estar asociado a 67 ya que, si existieran dos Y; , Y ,j # k, se tendria que
[X1,Y;] = X3 y [Xi,Yk] = X3y el cambio de base definido por

o= Yo
Y! = Y, 1<r<n—-4 |, r#j

* x| ___
hace que sea [X],Y}'] = 0.
Por tanto, sélo es necesario analizar dos casos segiin estén:

* todos los vectores Y1,Ys, . .., Y,_4 asociados a la derivacién nula (caso 1).
* n — 5 de los vectores Y; asociados a la derivacién nula (sin pérdida de
generalidad puede suponerse que sean Y1,Ys,..., Y, 5) y uno (que sers Yo-4)

asociado a &7 (caso 2).

Es decir, se ha de verificar que

Xe, Vil = 0 1<i<n-4 k=023
(X1, Y, = 0 1<i<n—5
[Xl;yn-4]|L4 = 6X3 66{0,1}

correspondiendo el caso lae¢ =0y el caso 2 ae = 1.

Laley de g se puede expresar, respecto de la base adaptada anterior, mediante

n—4
[Xo, X5] = [Xi, X5]lo, + D b5Y 0<i<j<3
k=1
3 n—4
XYl = DY aiXe+ D diYe 0<i<3 1<j<n-—4
/c?l k:i_
Yo Yl = DY ciXe+Y BEYe 1<i<j<n-4
k=1 k=1

El cambio de base definido por
Xi* = X’L 'L = 0, 1, 3
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permite suponer que b’gl =0 paral <k <n-4y, andlogamente, el cambio
de base dado por

X = X; 0<i<?2
n—4

X = X3+Zb§2Yk
k=1

Y = Y, 1<k<n-4

permite suponer que b'52 =0 paral<k<n-4.

Se tiene, ademés, que bk, =0 para 1< k < n — 4 ya que, en otro caso,
serfa la sucesién caracteristica de g mayor o igual que (4,1,...,1).

Por otra parte, los escalares afj , 1 < k <3, vienen determinados por las
derivaciones. En concreto se tiene que a},, , =€¢ (cone=0enelcasolye=1

en el caso 2) y afj = ( en otro caso.

Se puede suponer, igualmente, que d’gj =0 paral1<jk<n-4yaque,en
otro caso, el cambio de base dado por

(X} = X; 0<i<3
Y o= Y;
n—4
Yy = Zdéth
9 t=1
Y; =Y
Yk* = Y2
LY = v, 1<r<n—-4 r¢{1,2,j,k}

(X5, X = i1 1<i<2
(X ¥7] = ¥

y la sucesién caracteristica de g seria mayor o igual que (3,2,1,...,1).
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Resulta que la ley de g se puede expresar en la base { X, X1, X2, X3, Y1, Yz, ..., Yn_4}
por

X0, Xi] = Xip 1<:<2

n—4
(X, X5 = Y by 1<i<j<3

k=
X, Y] = D diYi 1<i<3

1<j<n-4 (1,7) # (L,n — 4)
n—4

(X1, Vo4l = eXs+» di, e c€{0,1}

3 k=1 4

e

[V, Y;] = ;chwrgﬁijk 1<i<j<n-4

La identidad de Jacobi permite dar mds restricciones a los valores de los
parametros:

Jac(Xo, X1, X3) = [Xo, [X1, X3]] = [Xe, X3] = Zb Vi=bh=0,1<k<n-4

. n—4
Jac(Xo, X1, X2) = [Xo, [X1, Xo]] = [X1, X3] = D _ bV = bf3 =0, 1 <k < n—4
k=1
Jac(XOinaYrj)) 1S132a 15.7Sn_4:>[X0)[X’HY7”:[XZ+17Y7]:01

dedondesesiguequedgj=O:d’§j, 1<jk<n-—-14

3
Jac(Xo,Y:,Y;) 1<i<j<n—4=[Xq[Y;Y;] Zon,Xk]=>

= > FXe1=0 , porloqueserd cL=0=c}, 1<i<j<n-—A4

iJ Cij
k=1
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Se puede suponer, también, que d’fj =0paral < j,k < n—4yaque, si

existe d’fj # 0, el cambio de base definido por

(X: = Xo+X;
n—4
X3 = X3+Zb’f2yk
k=1
vy = Y,
< 3 n—4
Y5 = YabXe+ Y div
k=1 k=1
Vo=
Yk:* - Y‘Z
\ Yr* = Y'r‘ 157‘37’1;-4 T¢{1a2ajak}7

(donde a’fj = 0 salvo (j, k) = (n — 4, 3) que puede ser 1 en el caso 2) probaria
que el invariante de Goze de g es mayor o igual que (3,2,1,...,1).

Resulta asi que la ley de g se puede expresar mediante

[Xo0, Xi] = Xin 1<i<2
n—4
X Xs) = Y b (be = by)
k=1
[X1,Yn-a] = X3 e €{0,1}
n—4
Y3, Y5) = Cin3+Zﬁijk 1<i<j<n-4 (cij:c?j).
k=1

Entonces, la matriz adjunta correspondiente al vector Xg + Y7 es

0000 O 0o ... 0 )
0000 O 0o ... 0
0100 0 0 0
0010 C192 Ci3 . Cln-4
wd(Xo+Y1)=10000 8, p4% ... Bl
0 00O ﬁ122 %3 ﬁin—fl
0000 8y* %% ... 002
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de donde
10 0
0 1 ¢y :ﬁ{cj:(), 2<j<n—-4,1<k<n-4
00 g
Si se da un tratamiento analogo a ad(Xo + Y3),...,ad(Xo + Y;) y mediante un

proceso de induccién finita se obtiene que

BE =0 para 1<i<j<n—-4,1<k<n-4

Si se considera la matriz adjunta del vector X; resulta

[ 00 0 00 0
00 0 00O 0
-10 0 00 0
ad(X,) = 00 0 00O €
00 b5 00 0
00 bpgy 00 ... 0/
con lo que
-1 0 0
0 0 el=¢ebp 1<k<n-4
0 b, O

y se debe cumplir €bpy =0, 1<k <n -4,

Finalmente de Jac(Xq, X2,Y;), 1 < j <n-—4, se obtienen las restricciones
que més abajo se especifican, con lo que se ha demostrado que toda ley de 4lgebra
de Lie g ,(n — 3)-filiforme de dimensién n que se obtenga por extensiones por
derivaciones de L4 es isomorfa a una de la familia

[Xo, Xs] = Xin 1<i<2
(X1, Xa] = > Y

=1
(X1, Yo_a] = €X3 ¢ € {0,1}
[

YI,)Y] = C'in3 1_<_l<.7§n_4)
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con las restricciones

( cby =0 1<k<n—14
n—4
zbkclk =0
k=2
J n—4 i-1
D bkew = Y bes  25i<n—5
k=i+1 r=1
n—>5
Zbkck,n—tl = 0.
\ k=1

El resto de la demostracién es ya, en todo, analoga a otras desarrolladas en

capitulos anteriores.
O

Corolario 3.3. Toda dlgebra de Lie nilpotente (n — 3)-filiforme de dimension
n se puede obtener como ertension por derivaciones de la unica dlgebra de Lie
filiforme de dimension 4 |, Ly .
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3.2 Las algebras (n-4)-filiformes

Se van a determinar en esta seccion las algebras de Lie (n — 4)-filiformes de
dimensién n que se pueden obtener como extensiones por derivaciones de las
dos algebras de Lie filiformes, no isomorfas entre si, de dimensién 5. El proceso
a seguir sera analogo al de la seccién anterior.

En todo lo que sigue se supondrad que g es un 4lgebra de Lie nilpotente, de
dimensién n y sucesién caracteristica (4,1,1,...,1).

Existen solamente dos algebras de sucesién caracteristica (4,1): el 4lgebra
modelo Ly y el dlgebra p4, cuyas leyes, en una base {Xo, X1, X2, X3, X4}, vienen
dadas mediante

L4I [Xo,X,L] = Xi+1 IS’LS3
pe: [Xo, Xs) = X 1<i<3
[X17X2] = X4

Cualquiera de ellas puede considerarse algebra soporte de g y, para contem-
plar ambas situaciones, su ley se denota por

g [Xo,Xi] = Xin 1<i<3
X1, Xs] = eXs ee{0,1}.

Al ser g un 4lgebra de sucesién caracteristica (4,1, 1,..., 1), se puede obtener
una base de g como una extensién de la base de g* afiadiendo n — 5 vectores:
Y1,Ys, ..., Y, 5 asociados a derivaciones adecuadas de g*: la nula, las homogé-
neas (61, 82) o alguna combinacién lineal de ellas, cumpliéndose que

(51(X1)=X3 51(X2):X4
62(X1) = X4.

Teorema 3.4. En dimension n,n > 8, hay exactamente 6n-29 dlgebras de Lie
nilpotentes complejas, dos a dos no isomorfas y que se pueden obtener como
extensiones por derivaciones de alguna de las dos dlgebras de Lie filiformes de
dimension 5. Sus leyes se pueden expresar, respecto a una cierta base adaptada
{X(), Xl, Xg, X3, X4, Yl, YQ, ey Yn_5}, mediante

ot [Xo, Xi] = Xip 1<i<3 1<r < E(%2)
[Yor_1,You] = X4 1<k<r—1
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2,r

9n

3,7

[+ B

4.7

8o ¢

5,r

9y

6,1

[ M

On

8,7

9n ¢

7r .

[X()) X’L]
[XD XQ]
[Yor_1, Yo

[XO) Xz]
[X1, Yn_s]
[Yor—1, Yok]

[Xo, Xi]
[XI)XZ]
[Xl) n— 5]
[Yor—1, Yox]

[XO’ Xi}
(X1, Yn_s]
[X2a Yn——S]
[Yor—1, Yor|

[XO’ X'L]
[Xl, Yn—S]
[X2; Yn—5]
[Yor—1, Yox]
[Y2r—1a Yn—S]

[XO) Xl]
[Xl’ XQ]
(X1, Yns)
[X2’ Yn—5]
[Yor—1, Yo
[YZT 1 Yn— ]

[Xo, Xi]
[Xlu Yn—G]
[X1, Yn_s]
[XQa Yn—S}
[Yok—1, Yox|

l

[

1<1<3
1<k<r—1
1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-—1
1<i<3
1<k<Lr—1
1<1<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
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9,r .
g,

In

8n

In

10,r .

11, .

12,7 .

[XO’ XZ] =
[Xl, Yn~6]
(X1, Yns]
[X2’ Y’n—5]
Yor—1, You] =
[Y2r—1, Yn-5] =

I

I

[XO) X'L] =
[Xla XQ] =
[Yor—1, Yor] =

£
i

[Xo, X =
[Xl’ X2] =
[Xl, Y’n—5] =
[Yok—1, Y] =

Xiv1
Yn—5
X4

Xit1
Yn—5
.
Xy

Solamente cuando n es impar:

1<i<3
1<k<r—-1
1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1

3B(%2) | LE(%5%)
n = Ogn

4,E(253) 2,B(253)
n >~ gn

6,B(252)  5EB(%5%)
n = gn .
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Demostracion:

Por existir varios tipos de derivaciones admisibles de g* , es necesario consi-
derar tres casos distintos para los vectores asociados a ellas y que se adjuntan a
Xo, X1, X9, X3, X4 para conseguir una base de g .

Sea Z; un vector asociado a §; i =1,2.
Caso 1: Y1,Ys,...,Y,_5 asociados a la derivacién nula.

Es evidente que, entonces, se cumple que

[Xk, Yi]

=0 0<k<4 1<i<n-—35.

Caso 2: Y1,Ys,...,Y, ¢ asociados a la derivacién nula y el vector Y,_s
asociado a alguna derivacién no nula.

Sea Y = ’)’Zl —I—ﬂZQ .
Caso 2.1: v=0

Y =fZyy al ser 8 # 0 se puede elegir V,,_5 = —%.Y = —Z, .

W=

Se cumple que

[(Xk, Yi]|ge = 0 0<k<4 1<i<n—6
[Xo, Yn_5] g = 0

(X1, Yosllgr = X4

(X2, Yns] g = 0

[Xs, Yo_sllg = 0

[X4) Y'n.—5] g = 0.

Caso 2.2: v #0
Yos=—2Y=-Z1-22,2Y, s=—Z1-aZy.

Se cumple que

(Xe Yillgs = 0 0<k<4 1<i<n—6
[X07Yn—5] g* == 0

(X1, Yn-sllgr = Xz+aXs

[Xo, Yn_s]lgr = Xa

[X3, Yn—5] g* = O

(X4, Yn_sllg= = 0.
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Caso 3: 11,Y,,...,Y,_7 asociados a la derivacién nula y cada uno de los
vectores Y, _g, Y, _5 asociados a alguna derivaciéon no nula.

Sean Y = v1Z1+ 0122, Y* =271+ B27Z> y al tener que ser linealmente
independientes se debe cumplir que ;.69 — B;.72 # 0.

Se pueden elegir:

_— Y2 - 1 ¥ __
Yoo = ’71'52—31-’72'1/ 71-52—ﬁ1-'72'y = =7

. —B B1 x __
Yns = vlﬂz—ﬂl-"/z'y + “/1-B2—ﬂ1f72'y =-Z

y, entonces, se verifica que

XuYillg = 0 0< k<4 1<i<n-7
Xk, Yoellgs = O k=0,23,4

(X1, Yo gllge = Xa

Xt Yoosllgs = 0 k=034

[X1, Yasllgr = X3

[Xo,Yn sllgr = X4

Se pueden resumir todos los casos afirmando que

(X1, Ynellg = MXs4
(X1, Ynosllgr = XoX3+ X3X4
[(Xo, Ynosllg = XXy

donde la terna (), Ag, A3) puede tomar los valores

(0,0,0) (caso 1)
(0,0,1) (caso 2.1)
0,1, ) (caso 2.2)
(1,1,0) (caso 3).
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A continuacién se va a determinar la ley del dlgebra (n — 4)-filiforme da-
da g, considerando la base {Xo, X1, X9, X3, X4, Y1,Ys,..., Y5} y con dlgebra
soporte g* , de base {Xo, X1, X2, X3, X4}, en la cual los productos corchete no
nulos, salvo antisimetria, son

[XO)Xi] g
[XI)XZ] g

= X1 1<49<Z3
= €X4 66{0,1}

Obtencién de [X;, X;] 0<i<j<4

Se ha de cumplir que

[Xi’X ] XuXJ]

o }:%n 0<i<j<d4

Sidke{1,2,...,n— 5} tal que b’gl # 0, el cambio de base definido por

X = X 0<t<1
n—>5
X3 = Xo+ ) bhYi
k=1
X; = X5 X7 3<t<4
Y = Y 1<k<n-5
hace que sea [X§, X{] = X5 , lo que permite suponer que

be=0 1<k<n-—5

Si 3k € {1,2,...,n — 5} tal que b’52 # 0, el cambio de base definido por

n—5
X3 = X+ bgpYe
k=1
X; = [X5,X3]
Yy = Y 1<k<n-5

hace que sea [X§, X3] = X3, lo que permite suponer que

b, =0 1<k<n-5
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Si 3k €{1,2,...,n — 5} tal que b¥; # 0, el cambio de base definido por

n—>5
X; = Xa+ ) biYe
k=1
Y = Y 1<k<n-5

hace que sea [X§, X3] = X , lo que permite suponer que
=0 1<k<n-5.

Si 3k € {1,2,...,n — 5} tal que bf, # 0, entonces la sucesién caracteristica
de g es superior o 1gual a(51,1,..., 1) por lo que

by, =0 1<k<n-5.

Para calcular el resto de productos corchete se aplica sucesivamente la iden-
tidad de Jacobi y se obtiene que

Jac(Xo, X2, X4) = [Xo, [X2, X4]] = [X3, X4] = Zb34Yk
=b, =0 1<k<n—5&[Xs3Xy=0

Jac(Xo, X1, X4) = [Xo, [X1, X4]] = [X2, X4] = szm

k=1
=b5,=0 1<k<n—5[Xy X4 =0.
n—5 A
Jac(Xo, X1, X3) = [Xo, [X1, Xs]] = [Xo, Xa] + [X1, X4] = D (b55 + b} Vi =
k=1
= bk + b5, =0 1<k <n-5e [XsXs] = —[X1, Xa].
n—>5 .
Jac(Xo, X1, X2) = [Xo, [X1, Xo]] = [X1, X3] = ) bV =
k=1

=20 =0 1<k<n-5&[X;,X3]=0



3.2 Las dlgebras (n-4)-filiformes 99

También, se cumple que
n—>5

ar = 6X4 = [Xl,XQ] = €X4 + ZbllcQYk , € € {0, 1}
k=1

[XI’XQ]

Si3k € {1,2,...,n—>5} tal que b¥, # 0, en la matriz adjunta correspondiente
al vector Xo + X1 € (g, g]

00 0 0 O

00 O 0 O

-11 0 0 O

00 1 0 O

00 € 1 0

0 0 b, 0 &

ad(Xo+ X,1) = 12 14

0 0 b% 0 b2

00 b5 0 bk
00 573° 0 b3;°

1 0 0 0
01 0 0| .
el menor 0 ¢ 1 0|7 b%, # 0, lo que es imposible al ser (4,1,1,...,1)

0 of, 0 bf,
la sucesidn caracteristica de g, por lo que
bE, =0 1<k<n—5=[X1,X4=0=[Xg X3]=0.

En consecuencia, los productos corchete no nulos, salvo antisimetria, obtenidos
son

[Xo0, Xi] = Xin 1<4<3
n—5

[X1,Xo] = eXa+ > beYe  (bx =0y ee {0,1}.
k=1

Obtencién de [X;,Y;] 0<i<4 1<j3<n-5

Se ha de cumplir que

n-5
gt > dY 0<i<4 1<j<n-5=
k=1

(X3, V5] = [X4, Y]
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= [X;, Y] = ZaUXkJer Yy 0<i<4 1<j<n-35,

donde los escalares afj vienen determinados por las derivaciones; es decir:
ail,n—G = A
a?,n—S = )‘2
U5 = A3
a%,n—s = )‘2
afj = 0 en cualquier otro caso.

Sea j € {1,2,...,n — 5} cualquiera.

Sidte{l,2...,n—5} tal que d; ; 7 0, el cambio de base dado por

(X} = Xi 0<k<4
Yy = Y
Y5 = X3y §)~ﬁ
o= 1
YW= Y
LY = Y 1<k<n-5 k¢{1,2,7t}

hace que sea [Xo, Y1] = Y2, lo que implica que la sucesién caracteristica de g sera
superior o igual a (4,2,1,...,1) , lo que demuestra que

dlgj:O I1<k=Zn-5=[XpnY;]=0 1<j<n-5.

Al aplicar sucesivamente la identidad de Jarobi se obtiene que

JG/C(X(),X,L‘,Y}'), 1 S7'§37 1 SJ Sn—5:> [X07 [X’L))/JH :[X‘H—la}/j]:

3
:>[X1+17 ; XO’Za1JXk+Zd Yk]_zau X(),Xk ZGZX]C+1$
k=1
=df,. =0, 1<k<n-5, 1<i<3, 1<j<n-5=

=dk =0

k=0, 1<k<n-5, 2<i<4, 1< “n-5
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y se deduce que
[X2, Y] = 0 1<j<n-6
[X2, Ya-s] = XoX4
[Xs,Y: = 0 1<k<n-5
XoYe] = 0 1<k<n-—5
Entonces, se verifica que
( n—5
(X, = Y div 1<j<n-7
k=1
n—5
) Xy Yol = MXat+ Yo df, Vi
k=1
n—>5
(X1, Yoos] = MaXs+XsXa+ D di, Ve
k=1
( [Xo, Ynos] = XXy
El vector Xo + X1 ¢ [g,9] y su matriz adjunta es
00 0 00 O 0 0 0 0
00 0 00 O 0 0 0 0
-11 0 00 O 0 0 0 0
00 1 00 O 0 0 0 Ao
00 € 10 O 0 0 A A3
ad(X0+X1) = 00 5 00 d%l d%g d%,n—? d%,n—G d%,n—s
00 bk: 00 dllcl dllcg dllc,n—’? dllc,'n-—S dllc,n—5
0 0 bos 0 0 a7 ... dfj° ... dIZ%; dT5% diR7s

y al ser (4,1,1,...,1) la sucesién caracteristica de g todos los menores siguientes
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son nulos:

1 0 0 0
01 0 O
0 ¢ 1 0
0 bx 0 df

1 0 0 0

0 10 0

0 ¢ 1 A

0 br 0 d¥, ¢

1 0 0 0

0 1 0 X

0 € 1 )\3

0 b, O d’f’n‘_5

Por tanto, se cumple:

= d’fj.:O 1<j<n-7 1<k<n-5,

= d’f’n_(;:o 1<k<n-5y

= df, s b =0od5_ ,=2bp 1<k<n-b5.
1,n—5 1,n—5

(X1, Ynos] = MXy

n—>5

(X1, Yasl = XX+ AsXe+ XD beYi

(X2, Yrs]

Obtencién de [V}, Y;

k=1

= XXy

1<i<j<n-5

Se ha de cumplir que

n—>5

Ve, Yj] = [Yi, Yillg + D_B5Ye 1<i<j<n-5=

= [Y;, Y]

k=1

4 n-=5
=chxk+25ijk 1<i<j<n-5.
k=1 k=1

Al aplicar sucesivamente la identidad de Jacobi se obtiene que

4
Jac(Xo, Yy, V) 1<i<j<n—5=[Xo,[V;Y;]]=0= > c5[Xo, Xi]=0=

3

k=1

=) X1 =0=>cf;=0 1<k<3 1<i<j<n—>5

k=1
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y, por tanto

n—-5
YY) = ciyXa+ 3 BEV: 1<i<ji<n—5 (cg=cy)
k=1

El vector Xy + Y1, al no pertenecer a [g, g|, puede ser vector caracteristico
de g.

Su matriz adjunta es:

000O0O0OO0 O 0 0 0
00 0O0O0OO0O O 0 0 0
010000 O 0 . 0 . 0
001000 O 0 . 0 . 0
000100 C19 C1i3 N C1j .. Cln-5
1 000O0O0O0 Bt gL ... pL. ... pi__
ad(Xo + yl) = 12 13 15 1,n~5
000000 ﬁ122 ﬂio) o ,ij o 612’”_5
000000 B Bh ... B - Blns
000000 A%° B%° ... BY° ... B
y al ser (4,1,1,...,1) la sucesidn caracteristica de g todos los menores siguientes
son nulos:
100 O
010 0 X .
= . = — < k<mn-—>5
00 1 e ;=0 2<j<n—-5 1<k<n-35
0 00 ﬁfj

Se calculan las matrices ad(Xo + Y2),ad(Xo + Y3),...,ad(Xo + Yi_1) y, de
forma andloga, se consigue demostrar que

B =0 2<r<i-1, 1<k<n-5, r+1<j<n-5
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Entonces, la matriz adjunta correspondiente al vector Xo + Y; es

00000 O o 0 0 ... 0
00000 O o 0 0 ... 0
01000 0 0o 0 0 ... 0
00100 0 o 0 0 ... 0
00010 —C14 —Ci—1, 0 Ciit1l - .- Cij
adXotYs)={ 00000 0 ... 0 0 Bl ... B
00000 O ... 0 085, ... B5
00000 0 ... 0 0p8%Y . ..8°

Por la misma razén anterior se ha de cumplir que

100 0
010 0 k . .
00 0 g5

y es cierto para 1 < i< n —6.
En consecuencia, se obtiene que
[}/’L’YJ]:CMXII 151<3Sn—51

y la ley de g se expresa mediante

(([Xo, Xi] = Xin 1<i<3
n—>5
(X1, Xa] = Xyt D iV ee {0,1}
k=1
< (X1, Y6l = XXy
n—>5
[X1,Ynos] = XoXs+ AaXs+ X2 ) beY
k=1
(X2, Yns] = XoX4
\[Yz,YJ] = Cz'jX4 1<i<j<n-5

OO O

Cin-5
1
in—>5
k
in—>5

in—>5
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A continuacion se extraen condiciones debidas a la identidad de Jacobi y a

la matriz adjunta correspondiente al vector X .
n—>5
JaC(XI)X%Y}) 1<j<n- 6 = [[XlaXQ]) }/J] =0= Zbk[yka }/.7] =0=
k=1

n—5
Zbkclk =0
k=2

n—5 i—1
D obkck = D> ber  2<i<n-—6
k=i+1 r=1

=

y de Jac(X1, X9, Y,_5) se obtiene que

n—=6

> bkCkm-s = —A3bn_s.

k=1

Como X; ¢ [g, 9] ¥
00 O 0O0OTO 0 0 0 \
00 0 0O00DO0 0 0 0
-10 0 00O 0 0 0
00 0 0O00O0 0 O Ao
00 € 000 0 M A3
ad(X;) = 00 b5 000 0 O Agby ,

00 b 000 0 O Agbo
00 b 000 ... 0 0 IQobg
0 0 bps 0 0 0 ... O 0 Agbp_s

se deduce que son nulos los menores

-1 0 0 O
0 0 0 X
= = < < - 5.
0 « )\1 /\3 )\1)\2bk 01 S k sn
0 b 0 Aobg
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Queda demostrado que el dlgebra dada g es isomorfa a una de ley:

([ X0, X:] = Xin 1<:<3
n—>5
(X1, Xo] = eXg+ D biY ee{0,1}
k=1
[X1,Yne] = MX4
9 n-5
(X1, Ya-s] = XeXa+ AsXg4+ A2 ) biYi
k=1
[Xo, Yns] = XXy
L [Y3 Y] = ¢ X4 1<i<j<n-35,
cumpliéndose
(A Aoy = 0 1<k<n-5
n—5
D bicu = 0
k=2
) n—--‘ﬁ -1
> bkey = > by 2<i<n-—6
k=i r=1
7t
Y biCknos = —Ab, s
\ k=1

(0,0,0) (caso 1)
0,0,1) (caso 2.1)
0,1, ) (caso 2.2)
(1,1,0).  (caso 3)

Una vez obtenida la familia general de dlgebras (n — 4)-filiformes que son
extensiones por derivaciones de las dlgebras filiformes de dimensién 5, en cada
uno de los casos anteriores aparecen distintas familias de 4lgebras sin mds que
proceder de forma similar a la expuesta en la seccién precedente. Por esta razén,
a continuacién solamente figura un resumen de los resultados.
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Caso 1: (/\1, )\2, )\3) = (0, 0, 0)

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3
n—5
[X1,Xq] = eXa+ D 0¥ €€{0,1}
k=1
Y, Y;] = cyXy 1<i<j<n-35,
cumpliéndose
( n—5
Zbkclk = 0
k=2
n—>5 i—1
¢ > bk = D by 2<i<n—6
k=i+1 r=1
n—6
Zbkck,n—S = 0.
\ k=1

Se encuentran las familias

o [Xo,Xi] = Xi 1<i<3 1<r < E(%3)
Yor—1, Y] = X4 1<k<r—1,

027 [Xo, X = Xipn 1<:1<3 L<r < B(%)
[X1>X2]
Yoe1,Yoe] = X4 1<k<r—1 y

I
i

g™ [Xo, X4 = X 1<54i<Z3 1<r< EB(%4)
[XlaXQ]
[Yok—1,Yok] = X4 1<k<r-—-1

I
A
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Caso 2.1: (A1, Mg, A3) = (0,0,1)

El 4lgebra dada g es isomorfa a una de ley:

[(Xo, Xi] = Xin 1<:1<3
n—>5
(X1, Xo] = eXs4+ > bYe e€{0,1}
k=1
[X1,Yns] = X4
[7,: _7] = Cin4 1SZ<]STL—5,

cumpliéndose

n—5
( Zbkclk =0
k=2

> brcx = > bey  2<i<n-—6
k= ’H¢ —
Zbkckn 5 = 0.
Se encuentran las familias
g X0 X = Xy 1<0<3 1<r < E(%Y)
(X1, Yns] = X4
Yor-1,Yk] = X4 1<k<r—1,
& [Xo, X = Xin 1<i<3 1<r < E(%Y)
{Xl,)&zl = X4
[X 1, ] - X4
[Yor— 1>Y2k] = X4 1<k<r-1,
o [Xo, Xs] = Xipn 1<i<3 1< 7 < E(%50)
[X17X2] = Y’n—5
(X1, Y] = X4
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1 y
9%2,1": [X07Xi] = Xy 1<4i<Z3 1STSE(LL;—4)
[XI)XQ] = Y,5
[Xl)Y'n—S] = X4

[Yor—1, Y] = X4 1<k<r-—1
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Caso 2.2: (A1, Mg, 23) = (0,1, 0)

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

[ [Xo0, Xi] = Xin 1<i<3
n-5
(X1, X2] = eXa+ ) biYr e € {0,1}
¢ k=t n—->5
[XlaYn—S] = X3+aX4+Zkak
k=1
[XQ) Yn—S] = X4
L Y3, Y] = ;X4 I1<i<j<n-35,
cumpliéndose
( n—5
Dbk = 0
k=2
n—>5 i—1
3 bkcw = Db 2<i<n—86
k=i+1 r=1
n—=6
Zbkck,n—S = —bp_s.
\ k=1
Se encuentran las familias
g [Xo,Xi] = Xiyn 1<i<3 1<r < B(%52)
[Xlx Yn—s] = X3
[X21 Yn-—5] = X4
Yor—1,Yk]| = X4 1<k<r—1,
g™ [Xo, X4 = X1 1<i<3 1<r < E(%)
[Xl) Yn—S] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yox] = X4 1<k<r-1
[Y2r—1a Yn—S] = X4 y
o7 [Xo,Xi] = Xen 12i<3 1<r < E(%)
(X1, X2] = X4
(X1, Yns) = X3
(X2, Yn_s) = X4
Yor—1, Y] = X4 1<k<r-—1

[Yor—1, Yn-s] = Xa
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Caso 3: (A1, A2, A3) = (1,1,0)

Al cumplirse Ay Aoby =0 1<k <n—5 sededucequeb, =0 1<k <n-5
y, entonces, las demés restricciones se verifican trivialmente y el dlgebra dada g
es isomorfa a una de ley:

(([Xo, Xi] = Xin 1<4i<3
[XI,XQ] = €X4 €€ {0, 1}
< (X1, Yn6] = Xa
[X1,Yno5] = X3
(X2, Yns] = X4
[1, J] = Cin4 152(]57’1,—5

\

Se encuentran las familias

g7 [XoXi = Xy 1<4i<3 1<r < B(%E)
i!3(17 ] = X4
[Xl, Y :} = X3
[XQa n— 511 = X4
[Yok—1,Yk] = X4 1<k<r—-1 'y
a7 (Yo, X4 = X 1<i<3 1< 1< E(%5)
[*‘3"’17 Yn~6] = X4
["Yl’ Yn—S} = X3
Favad - X,
[Yor - 1,Y4kJ = Xy 1<k<r-1
[Y2'r 1; n— ] = X4

d

Se observa que aparecen cada una de las 12 familias de algebras (n — 4)-fili-
formes que existen. Haciendo referencia a este resultado se concluye el capitulo
con lo que puede considerarse un corolario del ultimo teorema.

Corolario 3.5. Cualquier dlgebra de Lie nilpotente (n — 4)-filiforme es una ez-
tension por derivaciones de alguna de las dos inicas dlgebras filiformes de di-
mension 5.



Capitulo 4

Aplicaciones geométricas

Se aborda en este capitulo el estudio de algunas aplicaciones geométricas de los
resultados hallados en los capitulos precedentes.

Tal como se indicé en el capitulo sobre preliminares, el primer espacio de
cohomologia de un 4lgebra g con valores en el g-médulo g , H(g,g) , se define
como

H'(g,8) = Z'(9,8)/B" (3, 9)
donde Z(g,g) y B'(g,g) son, respectivamente, el espacio de los 1-cociclos y el
de los 1-cobordes.

Como Z!(g, g) se identifica con el espacio de las derivaciones de g , Der(g), y
B'(g, g) con el de las derivaciones interiores, Ad(g), se puede interpretar el primer
espacio de cohomologia H(g, g) como el espacio de las derivaciones “exteriores”
del algebra de Lie g . Por tanto, si se pretende encontrar el primer espacio
de cohomologia H'(g, g) de un algebra p-filiforme g , bastard calcular Der(g) y
Ad(g).

H'(g, g) para un algebra de Lie (n — 2)-filiforme es bien conocido, ya que las
dlgebras (n—2)-filiformes no son sino sumas directas de algebras de Heisenberg y
4lgebras abelianas. Por dicho motivo, vamos a estudiar en este capitulo H(g, g)
si g es un algebra de Lie (n — 3)-filiforme.

Dado que las 4lgebras de Lie (n — 3)-filiformes son también suma directa con
una parte abeliana (salvo la “iltima” &lgebra de cada familia si la paridad de

111
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dim(g) es la adecuada), habrd de aplicarse el teorema que da las derivaciones de
un algebra suma directa de otras en funcién de las derivaciones de estas dlgebras
y de unas ciertas derivaciones especiales.

De todas maneras, el célculo de las derivaciones de la parte no abeliana de
un algebra (n — 3)-filiforme es, en si mismo, complejo. Sin embargo, €l hecho de
que estas algebras sean todas graduadas, facilita la tarea.

Por otra parte, como también se vio en los preliminares, la érbita de una ley
de algebra de Lie g de dimensién n , O(g), se identifica con GL(n,C ) / Aut(g)
y como el dlgebra de Lie Aut(g) no es sino Der(g), resulta

dim(O(g)) = n? — dim(Der(g))

con lo que los mismos célculos anteriores permiten obtener, directamente, la
dimensién de la 6rbita de cada algebra de Lie (n — 3)-filiforme.

Finalmente, dado que el espacio de los 2-cobordes, B?(g, g), coincide con el
espacio tangente a la ley de g (considerada como punto de la variedad L™ de las
lgebras de Lie de dimensién n) en la érbita O(g), se ha encontrado, en realidad,
la dimensién de B?(g, g) para cada 4lgebra (n — 3)-filiforme g .

Se estructura el capitulo en 4 secciones. Las tres primeras se dedican al cél-
culo del dlgebra de Lie de las derivaciones de las dlgebras (n — 3)-filiformes para,
en la cuarta, usar los resultados encontrados para determinar las dimensiones
de los distintos entes geométricos.

4.1 Derivaciones de las algebras de la familia
2q—-1 n—2
Se describe en esta seccidén el dlgebra de derivaciones Der(g2?~!), donde

g2l 1<q¢<E (ﬁ;—z) , designa a la familia de dlgebras de Lie (n — 3)-filiformes,
de dimensién n, de leyes

g2t [Xo, X4 = X1 1<4i<2
Yor-1, Y] = X3 1<k<g-1

para cada g € {1,2,..., E(%52)}.
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Atn cuando en la demostracién se determina una base de Der(g271), el
enunciado del teorema que se da a continuacion se limita a expresar el valor de
dim(Der(g2271)).

Teorema 4.1. Se verifica que

n? —5n + 11 si q=
dim(Der(g21)) = —q2—+—@+— +(n—-2¢—2.(n—1) si ¢g=2+1 ¢>2
gzL&’i'--%—( —~2¢—-2).(n—-1) =i =2 qg>2,

-2
para 1 < q < E(%5%).
Demostracion:

Para cada g, la correspondiente dlgebra se puede expresar como suma directa
de dos algebras:

2¢—1 __ ,2g-1 2g—1
gnq - bl @ b2

donde
b%q—l =< XO: Xl) X21 X3) Yl) YQ) vy Y2q—3) Y2q-—2 >
b%q_l =< Y2q—l; Y2q) ey Yn—4 >

Se tiene, por tanto, que
Der(g29™Y) = Der(b27Y) @ Der(v2 V) @ D(H2 1,625 ") @ D(537 ", 5277 1),
Si d € Der(g2~!), entonces
3d; € Der(b®™Y) i=1,2 y 3dy; € DX L2 (i,5) = (1,2),(2,1),
tal que d = dj + dg + d1g + doy, verificdindose que
d; € Der(b2¥™) = d;(p2 ) c p2! =12

dy(5277) c 2
3y € D) = § (i) = (0}

dig(627) - {0}
para (i, ) € {(1,2), (2, 1)}.
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Calculo de Der(ha?™?)

Dado que b%q_l =< Yoq_1,Y2q, ..., Yp_g > es un dlgebra de Lie abeliana de
dimensién n — 2q — 2 se verifica que

do € Der(h3771) & dg € gl(h377") © Der(h227!) = gl(s2°1).

e Base de Der(bgq"l) = {6k} 2¢9—1<k,j<n—4,donde 6&;(Yx)=Y;
o dim(Der(h2 1)) = dim(gl(63% 1)) = (n — 4 — (2¢ — 2))? = (n — 2¢ — 2).

Célculo de D (2?7 pa7™?)
29— 1 2q 1
Sea dy9 € D(b; } cualquiera. Se verifica que

di2([63771, 57 71]) = {0} = dia(X2) =0, dyp(Xs) = 0.

n—4
dio(Xi) = D, aaYr 0<i<1
dip(ey") C 23" ) = = ot
dio(Y;) = Y baYk 1<j<2¢-2
k=2q-1

dia(6271) = {0} = d1a(Ye) =0 2q—-1<k<n-4

* Pardmetros libres = (au, bjx) 0<i<1,1<5<2¢-2,2-1<k<n—-4

e Base de D577}, 5387 ") = {fir, 5} donde

fie(Xs) = Y
gik(Y;) = Y

0<i<1,1<j<2-2,2—1<k<n—4

o dim(D(H¥ 92 1)) = (24+2¢-2).(n—4— (2¢ - 2)) = 2¢.(n — 2¢ — 2).
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Cilculo de D (52!, p2 1)
Sea dg; € D(b2 , bzq 1) cualquiera.
Se cumple, evidentemente, que  dagr ([5377 1, H277]) = {0}.
da1(371) C Z(01%") =< X3 >=> dyy (Vi) = ckXa 2¢—1<k<n—4.

T n2g-1y _ da(X;) = 0 0<i<3
do1 (b7 )_{0}=>{d21(Yj) =0 1<j <2 -2

* Parametros libres = (cx) , 2¢— 1<k <n-—4.

e Basede D(b377 ', b2 1) = {hx}, donde hk(Yi)= X3, 2q—1<k<n-—4.

o dim(DBT L p ) =(n—4—(2q—2)) = (n—29—2).

Cilculo de Der(p2™)

21,
Se considera la siguiente graduacién de h7? "

bfq'1:<Y1>€B<Y3>EB<Y5>@...®<Y2q_5>®<Y2q_3>ea
B<Xo>B<X1>B< Xo>BD< X3, Y9 20>D<Yoq 4>
B<Yye6>0.. B<Ys>D<Yys>P <Yy >, donde

gk = <Y okpog3> 0<k<qg-2
Ok = < Xp_1> 1<k<3

8¢ = < X3, Yo 2>

O = <Y opgee> S5Zk<g+2

Sea d; € Der(h2??). Entonces

:Zdi

€z

donde d; € Der(b2q 1) y di(g;) C it , siendo g = {0} para k < —¢+2 y
k>q+2
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Como dog(8_g12) C 842 ¥ d—2q(84+2) C 9_qu2 , se deduce que

2q
d;=0 l>2q,’t<—2q¢d_1= Zd,

i=—2q
Habréd que expresar cada d; , —2¢ < i < 2¢ , como una combinacién
lineal de un cierto conjunto, B; , —2¢ < i < 2q , de derivaciones linealmente

independientes de b%q_l cumpliéndose que

2q
U B
i=—2q
es una base de Der (bfq—l) y, evidentemente,

2q
dim(Der(b7™")) = Y dim(K < B; >).
i=—2

En los cédlculos se tendré en cuenta que los ideales de la sucesién central
descendente:

Coh"™) = b
LB = (63710007 Y)) =< Xo, X3 >
2 = [ (pE Y] =< X3 >

son caracteristicos, es decir, estables para cualquier derivacién.
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Célculode d_; ¢+3<j<2g
Como d_j;(g;) C gt—; Vt, se cumple que
d_j(Yar) = By Yag2j-okrs 1< k<2¢—j5+1.
Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que
Bl =Blyojoksa 1Sk<2—j5+1

Se consideran las derivaciones 637, 1< k< E (3‘122&2) , definidas por

2q—j+2)
— )

579 (Yor) = Yagnj-okss 05  (Yag2j-ok+a) = Yae1 , 1 < k < E(
* Pardmetros libres = (8,) 1< k < E(252),
b B—j = {61;7} 1 < k < E(%:Q‘Zﬂ), con d_j eK <« B_j >.

edim(K < B_; >)=E(34*2) ¢+3<j<2 (¢2>3)
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" Cédlculo de d_;

4<j<qg+2

Como d_j(g;) C g—; Vt, se cumple que

d_;(Yort25-1)
d—;(Y2q-3)
d—;(Xo)
d_;(X1)
d;(Y2q-2)

q d._j(ng)
d_j(Yog-2j+4) =
d—;(Yog-2j+2)
d—;(Y2q-25)
d_j(Yog—2-2) =
[ d—j(Yk) =

Il

ﬁ%k+2j—1- Yok—1
Big-3-Yoq-2j-3
076.Y2q_2j_1

&1 Yoq-2541
ﬁéq—-? Yoq-2i+5
Bl Yag-2j-2k+3
@éq—%+4-X 0
lg_fqu—2j+2-X 1
Blo2X2
Bhy—oj—0- X3+ B340 9. Yag-2
ﬁ%k-Y2k+23'

Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

4

En consecuencia, se verifica que

(d_;(Xo)
d_;(Yok+2j-1)
d_;(Yax)
d_;(Yoq-3)

ﬁ d_;(Y2q—2k+2)
d_;(Yog—2j+2k+2)
d—;j(Yoq-2;)

[ d_j(Yaq-2-2)

ap. Yag-2-1

— By Yor-1

B Yokr2j

= Plg-3-Yog-2j-3

o2 Yog-2+2k41

= Bly_okro Yog-2k+1

—d‘g).X 2

Bhy-2;-2-X3— B4-3.Yoq2

I

il

I

i

1<k<g—j—2

q—j+3<k<q-2

1<k<g—j—2

—i(Yag-2j42) =0
-3 (Xl) == 0
—j(Yog-2j+4) = 0

ﬂ%'q—2j+2 = 0 = d
al =0 = d
Plg-zjpa = 0 = d
Y P22 = —ap
Brr2i—1 = —f 1<k<Lq—j—2
Bie-s = —Blq_nj2 .
| Blg—zjrokre = Blgonro 2< k<L E(D)

1<k<q—3j—2
1<k<q—-3j-2

2<k<E(®)
2<k<E®})
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Se consideran las derivaciones I’ | <k<L3, g,:j 1<k<qg—j-2
y hi’ 1<k < E(52), definidas por

ff]:(Xo) = Yoq-25-1 17 (Yog-25) = —Xs
fo?(Yog-2i-2) = X3
f37(Yog-3) = Yoggjos  f3 (Yegzi-2) = —Ya2
'(sz) = Yorio; '(Y2k+2]-1) = =Yoo 1<k<q—-
h;J(Y2q—2lc) = Yoq 2j12k+43 h]:J(Y2q—2j+2k+4) = Yo o1 1Zk<
donde 4<j;<qg+2
Hay que distinguir los casos siguientes:
Caso1: 4<j<qg-3
Evidentemente, ¢ > 7, ya que j > 4.
* Pardmetros libres =
= (&%’ B%q—2j—2) ﬁ%q~—3) ﬂ%a /32717 e ,ﬂ%q—2j—47 ﬁ%q——% ﬁ%q—b e "B2q+2 2E(J—))'
« By ={fI% 27 157 07037, 0y bbbl b
cond_; €EK < B_;>.
edim(K <B_;>)=q—j+1+E(52),4<j<q-3 (¢27)
Caso 2: j=q—2
Evidentemente, ¢ > 6, ya que j > 4.
* Parametros libres = (618_2,5 ,ﬂzq 3,,62q Q,ﬂzq 4 - ﬂ2q+2 2E(5‘—2))

—g+2 p—q+2 p—q+2 p—q+2 poqt2 +2
.B—q+2:{f1q )f2q ;fsq )hlq ah'2q ) h'El(ls-_‘*)}

cond_gi0 € K < B_gp0>.

e dim(K < B_gy2>) =3+E(%?) (¢26).
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Caso 3: j=¢—1

Evidentemente, ¢ > 5, ya que j > 4.

g-1 )

* ; . -
Pardmetros libres = (af~ ,,qu 2 ,qu o Bogrn opazty)-

—q+1 p—q+1 3 —g+1 —gq+1
o B_gi1 = {fT 7 hi hg? ,,..,hE‘(’g;_a)},cond_quK < B_g41 >.

o dim(K < B_g11>) =1+ E(%2) (¢25)

Caso 4: ¢<j<qg+2

* Pardmetros libres = (03,2, 8354, - - -, ’B;q+2—2E( %))

e B_;={hi’,ny7?,.. E(L__z)} cond_; EK < B_; >.

e Se tiene que
j=4q = dim(K <B,>) = E(%) (@24
j=q+1 = dim(K <B_,,>) = E(%) (¢>3)

i=q¢+2 = dim(K <B_q2>) = E) (¢22)



4.1 Derivaciones de las dlgebras de la familia g2 !, 1< ¢ < E("—f) 121

Calculode d_; 1<j7<3

Como d_;(g;) C g:—; Vt, se cumple que

,

d—j(Yort2j-1) = Boyoj1-Yor-1 1<k<g-j—2
d_j(Yoq-3) = Pig_3.Yag-25-3
d_;(Xo) = 6021
d_;(X1) = oi8i.Xo+&i(1 — 6;1). Yog-2j+1
¢ d_j(Yog-2i44) = By gj4a-Xo
d_j(Yog-2i42) = Bl gja-X1
d_j(Yog-25) = Plgo;- X2 .
d_j(Yog-2j-2) = By gj0X3+ Bl nj_oYoq-2
[ d—j(Yax) = P Yort2) 1<k<g-j—2

Al exigir que d_; sea derivacion, se obtiene que

(d_j(X1) = 0 1<j<3
ﬂ_%k+2j—1 = —fh 1<k<q—-j5-2

) ﬁ_éq—zﬁz = 0 = d_j(Yog-2j+2) = 0
Prg—2; = —0p
Bla-sj—z = —Pigs

| Blg251a = 0 = d_j(Yog-25+4) = 0.

En consecuencia, se verifica que

[ d_j(Xo) = @} .Yoq-2j-1
d_j(Yokt2j-1) = —Pox Yak-1 1<k<qg-j-2
< d_;(Yox) = B Yorio) 1<k<gqg—j-—2
d_j(Yoq-2;) = —ah.Xo ,
d_j(Yog0j2) = Bhy_oj_0X3— Bl 3Yog2
[ d—;(Y2q-3) = P43 Yaq-2j-3

Se consideran las derivaciones fk_j 1<k<3 y g,:j 1<k<Lq—3j7-2
donde 1< j<3 ydefinidas por

17 (Xo) = Yaq9i-1  f17(Yog2) = —X2
fo? (Yoq-2j-2) = X3 .
f37 (Yaq-3) = Yag95-3  f3 (Yog2i-2) = —Yag-2
9% (Yox) = Yorio; 95” Yoryoj-1) = =Y 15k<g—j5-2



122 4 Aplicaciones geométricas

Hay que distinguir los casos siguientes:
Caso 1: j<q-—-3

* Pardmetros libres = (dé, ng—2j—21 ﬂgq_g,, BB, ..., ﬂgq_gj_4).
o B_j={f" 157 fs7077, 937, 9.0 0}, cond_; €K < B_;>.
e Se tiene que
ji=3=>dim(K <B_g3>)=q—-2 (¢q>6)
j=2=dim(K <B_y>)=q—-1 (¢>5)

j=1=dim(K <B_;>)=gq (g >4).

Caso 2: j=q—2

* Parametros libres = (a2, 5372, ﬂg,;_zg).

—q+2 p—q+2 p—q+2
.B"Q+2={flq )f2q ’f3q },cond_q+2€lK <B_q+2>.

e Se tiene que
j=3=>dim(K <B_3>)=3 (¢=5)
j=2=dim(K <B_y>)=3 (q=4)

j=1=dim(K <B_;>)=3 (¢g=3).
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Caso 3: j=q—1

’ . —g—1
* Pardmetros libres = (@ ).

e B g1 ={fi""}, cond_g11 €K < B_g41 >.

e Se tiene que
j=3=dim(K <B_3>)=1 (¢g=4)
j=2=dim(K <B_y>)=1 (¢g=3)

Caso 4: j > ¢

* No hay parametros libres = dim(K < B_; >) =0, Vj =1,2,3.

Se obtiene, como resumen de los casos analizados, que

q—2 si qg>>5
dim(K < B_3g>) = 1 si qg=14

0 si qg<3

g-—1 si g>14
dim(K < B_g>) = 1 si g=3

0 si g<2

g si q23
dim(K < B_; >) = 1 s q=2

0 si qg=1
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Caélculo de dj

Como do(g;) C g, Vi, se cumple que

((do(Yor-1) = B%_1-Yor 1<k<g-1
do(Xo) = Ot8‘Xo
do(Xl) = Ol(l).Xl

J do(Xg) = ag.Xg
do(Xg) = ag.Xg
do(Yor) = @Sk-sz 1<k<qg-2
do(Yog-2) = B3_9-X3+ B9 Yo 2

\

Al exigir que dy sea derivacién, se obtiene que

ag = a8 + a‘l)

o = 28+a?

Bo-3 = 20g+0af ~ 3 ,

Po1 = 200 +af — B I<ksq-2

En consecuencia, se verifica que

( do(Xo) = ag.X()
do(Xl) = Ot(l).Xl
do(X2) = (eg+al).X,

do(Xs) = (208+a0).Xs
do(Yor-1) = 2o+ ad—p8%) Yo 1<k<q-1
do(Yar) = B Ya 1<k<q-2
do(Yog-2) = B34 9. X3+ B9, 5. Yog2

\

Se consideran las derivaciones §) 1<k <2, 2y g 1<k<q-1,

definidas por

8(Xo) = Xo &(X2) = X §9(X3) =2X3  8%(Yap—1) = 2Yok1 1< k<q-—-1
69(X1) X1 8(X3) = X 63(Xs) = X3 69(Yor_1) =Yae—; 1<k<g-—1
f3(Yaq2) = X

9e(Yae) = Yo go(Yok-1) = —Yop 1<k<g-1

Il
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Hay que distinguir los casos siguientes:

Caso 1: ¢ > 2

* Pardmetros libres = (o, @, B3, 5, 89, 85, ..., B3,-2)-
L4 BO = {6?a 68) fgyg(l)agg, B ,92_1}, con dO eK < BO >.
edim(K <By>)=q+2 (¢g>2).

Caso 2: ¢=1

* Parametros libres = (e, a9).
e By = {69,680}, con dy € K < By >.
edim(K <By>)=2 (¢g=1).
Se obtiene, como resumen de los casos analizados, que

q+2 si q>2

dim (K <B°>)={2 si g=1.
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Célculode d; 1<j;<3

En este caso se llega, como antes, a que

( dj(Xo) = a{?.&jl.Xl + a6.6j2.X2 + a{).5j3.X3 + 0—56'5]'3'Y2q—2
dj(Xl) = ai.éjl.Xg + a{.an.Xg
dj(X2) = of.61.X3
ﬁ dj(Yor—-1) = ﬂék_’1~Y2k+2j—1 1<k<qg—-j5~-1
dj(Yokvoj) = —B3k_1 Yo 1<k<q—-j5-1
| dj(Yog—2j+3) = &5.855.X2

Se consideran las derivaciones f,i , 1<k<3,y g,J; , 1<k<q—75-1,
definidas por

filXe) = 6. X1+ 82X+ 85.X3 .

fg(Xl) = §j1. X2+ 00.X3 f%(XQ) = 6;1.X3

f3(Xo) = 0;3.Yoq-2 f(Yog2i13) = 683Xz

g7 (Yoeioi) = —Yoi g1(Yok-1) = Yoryoi-1 1<k<g-5-1,

donde 1<j<3.

Hay que distinguir los casos siguientes:

Caso 1: j<¢g-—2

Caso 1.1: j=1 (q>3)
* ; : — (] Al Bl Al 1
Pardmetros libres = (ag, @1, 61, 83, - - -, Bag—s)-
e B, = {ff,f%,g%,g%,...,g;_z}, cond; €K < By >.
edim(K <By>)=¢q (g>3)
Caso 1.2: j=2 (gq>4)
* Pardmetros libres = (af, of, 83,63, .. ., B2, 7).
e By = {ff)f%;g%aggv v )92—3}a cond2 €K < Bg >.

edim(K <By>)=q—-1 (qg>4).
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Caso 1.3: j=3 (¢ >5)
* Pardmetros libres = (o, a3, 83,53, . .. ,,ng_g).
e Bs={f?,13,93,05,...,92_4}, conds €K < By >.

edim(K <Bz3>)=¢q—2 (¢>5).
Caso 2: j>q—1

Caso 2.1: j=1 (1<¢<2)
* Parémetros libres = (a}, o).

e By = {fi,fi}, cond; €K < B; >.
e dim(K <B;>)=2 (1<¢q<?2).
Caso 2.2: j=2 (1<¢<3)

* Pardmetros libres = (a2, o?).
e By = {f2 2}, cond; €K < By >.
edim(K <By>)=2 (1<¢<3).

Caso 2.3: j=3 (1<qg<4)
Caso 2.3.1: 2<¢g<4

* Pardmetros libres = (o, a3).
o By = {f3 3}, conds € K < B; >.

edim(K < Bz3>)=2 (2<q¢<4).



128 4 Aplicaciones geométricas

Caso 2.3.2: ¢=1

* Pardmetros libres = (o).
® B3 = {f13}, con ds € K < Bz >.
edim(K <Bz3>)=1 (¢=1).

Se obtiene, como resumen de los casos analizados, que

. _ q si q>2
dim(K < B;>) = {2 s i=1
. _ g—1 si qg>3
dim(K < Bg>) = {2 s 1<q<2
q—2 si g>4
dim(K < B3 >) = 2 si 2<¢<3
1 si g=1
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Célculode d; 4<j<q+2

En este caso se obtiene que

[ d;(Xo) = af.Yag-2j+4
d;(Yok-1) = Bdk_1-Yortoj—1 1<k<Lqg—j5-1
d;(Yok+2;) = —B3_1 Yok 1<k<qg—-j-1

‘ d;(Yoq—2k—3) = ﬂ%q_zk_s-ym—2j+2k+6 1<k<LE (S—é)

d;(Yoq—2j+2k+5) = ﬂ%_q—zk—s-Y%—%—Z 1<k<E ('%4)
d;(Y2q-2j+3) = ap.Xo ,
d;(Y2q-2;+5) = PBlg-245X3+ Plg_3.-Yog—2

| (1= 84).dj(Yog-3) = (1= 8a).B34_3Yoq-0546

Se considerdn las derivaciones f,{ 1<k<3, gi 1<k<q—-j—-1y
hi, 1<k < E(45%) definidas por

fi(Xo) = Yog-2j14 fl(Yog-2i43) = Xo

13 (Yag-2j45) = X3 .

(1= 8j0).f3(Yog-3) = (1— 8ja).Yog-2546 f3(Yoq-2i45) = Yoq2

97.(Yor_1) = Yorig5-1 91 (Yor+25) = Yy
1<k<qg—-35-1

ht(Yaq-2k-3) = Yog-2j+2k+6 hy(Yog-oji2k+s) = Yoq-2k-2

1<k < E(5)
donde 4<j;<qg+2.

Hay que distinguir los casos siguientes:
Caso1: 4<j<q—-2
Evidentemente, ¢ > 6, ya que j > 4.

* Parametros libres =
_ (=] A J YY) J naJ J -y
= (@}, Bog—2j+5 Pag—3, 81, B3, - . ., Bog—0j_3, Bog—s5, Bog—1: - - - ’ﬂzq—s—zE(i;‘))'

o Bj = {f{)fg>f§)g{)g%a e wgg—j—l)h{:hé) N 7hJE(1_%é)}1 con dj €K < Bj >

edim(K < B;j>)=q-j+2+E(%?) 4<j<q-2 (¢>6).
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Caso 2: ¢g—1<j:g+1

* Parémetros libres = (&), B3, o;15, Bhg—3, Blg_ss B, - - - - i=4)):
o B;={fl,13 fi,n, h .. .,h;'g(.L;_é)}, cond; €K < Bj >.
edim(K < B;>)=3+E(5?) ¢-1<j<q+1 =

i=¢-1 = dim(K < By,1>) = 3+E(52) (¢>5)
={j=q¢ = dimK <B;>) = 3+E(%) (¢>4)

i=q+1 = dim(K <Be>) = 3+E(%2) (¢23)
Caso 3: j=q+2

Evidentemente, ¢ > 2, ya que j > 4.

* c : _ (A9T2 pgt+2  pq+2  Hq42 a+2
Pardmetros libres = (81", B35-3, B34, Bog-1, - - - ’ﬂ2q—3——2E(2;2))'
—_ [$9T2 £q+2 1 g4+2 4 q+2 q+2
L J Bq+2 = {f2 3 )h’l ,h2 Yooy hE(g;2)}’ con dq+2 cK < Bq+2 >.

e dim(K < Bgo>) =2+ E(%2) (¢2>2).
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Calculode d; ¢+3<3j5<2q
Ahora se tiene que
dj(Yok-1) = B_1.Yagoj-oka 1< k<20—35+1,
verificandose que
Bia-si—okrs =Py 1Sk <20—j+1

Se consideran las derivaciones 5i , 1<k< E(&:Qﬂ) , definidas por

2¢q—37+3
2

8% (Yak-1) = Yag-nj-ok+a » 04(Yagnj-2k43) = Yor , 1 < k < E( ).
* Parametros libres = (83, ;) 1<k<E (B=ft2)
o B; = {61} 1§k§E(29:§@),condj€K < Bj >.

e dim(K < B; >) = E(®4*) ¢+3<j<2¢ (¢>3)
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Célculo de dim(Der(h37™1))

Para que los cilculos anteriores no abrumen, se va a dar aqui un breve

resumen con los principales resultados encontrados y que tienen interés para el
célculo de dim(Der(h21)).

Sea dy € Der(b22™") cualquiera. Se ha probado que
dy =) d;
i€z
donde d; € Der(h?™ 1) y di(g;) C @itj, siendo g = {0} para k < —q+2 ¥y
k>q+2.
Como dag(8-gs2) C dgrz ¥ d—2g(Bgs2) C Gogsz » s deduce que

2g
di=0 i>29,i<-2q=>d,= Y d;
i=-2q
Se ha expresado cada d; , —2q < i < 2¢, como una combinacién lineal de un
cierto conjunto B; , —2¢ < ¢ < 2¢q , de derivaciones linealmente independientes
de b%q_l cumpliéndose que

2g
U &

i=—2¢q

es una base de Der(h297!) y, evidentemente,

dim(Der(p271)) = 22‘1 dim(K < B; >).

i=—2q
Resumiendo lo anteriormente obtenido, se tiene que
* dim(K < B_; >) = B(E{*) ¢+3<j<2g
2% @V g g=241 >1

= dim(K < B_;>) = /I 7=

j=zq;rs ( ') { LA 5 g= q>
x dim(K < B_; >) = q—j+1+E(52) 4<j<q-3
x dim(K < B_gy9>) = 3+ E(%?)
* dim(K < B_gq1 >) = 1+E(%2)
x dim(K < B_; >) = E(%2)
* dim(K < B_4-1 >) = E(%Y
* dz'm(K < B_q_g >) = E(%)

q=>"7
q>6
q2>5
q=>4
q=>3
q=>2
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1 si qg=2
a+2 2 si qg=3
=) dim(K <B_;j>) = ¢ 4 si g=14
= o100 G go841 25
3g"-10g+4 2_‘110 4 si g=2 g=>>5
q—2 si q>5
* dim(K < B_3 >) = 1 si g=4
0 si g<3
qg—1 si qg>4
* dim(K < B_g >) = 1 si qg=3
0 si g<?2
q si g23
x dim(K < B_; >) = 1 si q=2
0 si g=1
. _ q+2 si qg>2
* dim(K < Bg >) = 9 s =1
. _ q si qg>2
* dim(K < By >) = 9 g 1= 1
) _ qg—1 si qg>3
* dim(K < Bg >) = 9 s 1<q<?2
q—2 si qg>4
* dim(K < B3 >) = 2 si 2<¢<3
1 si qg=1
x dim(K < B; >) = ¢—j+2+E(5) 4<j<q-2 ¢>6
x dim(K < Bg_y >) = 3+E(%D) q>5
* dim(K < By >) = 3+ E(%2) q>4
* dim(K < Bgy, >) = 3+E(%3) g>3
* dim(K < Bgy2 >) = 2+E(95—2) >2 =
2 si q=
a+2 5 si qg=3
i;d’m(K <Bj>) = woomm g=2+1 g4
3¢ 10928 _140+28 si q=2 g>4
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* dim(K < B; >) = B(&f) ¢+3<j<2 ¢>3 =
il £-5 si g=2+1 qg>3

= Y dim(K < B;>) = A, : , =
j=q+3 4 51 q=2 q23.

Se ha llegado, por tanto, a que

- 7 si =

i=2q q

dim(Der(p2")) = Y dim(K < B;>)={ 35§ 4941 g>2
=—2q Q&QQ‘Z’L—G si g=2 q> 2.

Cdlculo de dim(Der(g2!))

Como se cumple que g2 = b%q_l <) bgq_l, donde
bfq_l = XO; Xl) X2) X3) Y].) Y2’ ey Y2q—3, 1,,7‘2(1_2 > Yy bgq_l =< Y2q__1, YQq, ey Yn__4 >,
habré de ser  dim(Der(g291)) =

= dim(Der (537 "))+dim(Der (557 ")) +dim (D (537", 5377 *))+dim (D (5271, 520°1)).

Como se ha obtenido que

7 si qg=
dim(Der(p2271)) = 1‘12—4'2§+—5 si ¢g=2+1 ¢>2
inf‘lﬁ si qg=2 >2
dim (Der (532 )) = (n—2¢—2)?
dim(D(H3T1,5297)) = 2¢.(n — 2 — 2)

dim(D(3 1 617Y)) = (n-29-2),

se llega a que

T+(n—4).(n-1) si ¢qg=
dim(Der(g271)) = @:L;‘lﬂ +(n—20-2.(n—1) si ¢=2+1 ¢2>2
A 4 (n-2¢-2).(n—-1) si g¢= q>2,

para 1 < ¢ < B(%52).
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4.2 Derivaciones de las algebras de la familia
2s n—3 B
iy 2 LS Ss<FE (—2—)
Se describe en esta seccién el dlgebra de derivaciones Der(g2*) , donde g2° ,

1<s<E (”—5—3) , designa a la familia de dlgebras de Lie (n — 3)-filiformes, de
dimensién n, de leyes ‘

91213 : [XOaXi] = X 1<5iL2
[Xla Yn—4] = X3
[Yor—1,Yor] = Xs 1<k<s-1

para cada s € {1,2,..., E(%3)}.

Teorema 4.2. Se verifica que

n?—6n+15 si s=1
dim(Der(g2*)) = -412—’5—23&+ (n—2s-3).(n—-1) si s=2+1 5>2
932—*'2—72“5§+(n—2s—-3).(n—1) si s=2 §>2

-3
para 1l < s < E(%32).
' Demostracién:

Para cada s, la correspondiente dlgebra se puede expresar como suma directa
de dos algebras:
2s _ (2s 2s
9 = bl &b f)z

donde 0
hls =< XO) Xl; X2, X31 Y‘n—4a Yl) ey Y23_3, Y23—2 >

b%s =< Y2s—1a YZS) ey Y‘n—5 >

Se deduce que
Der(g’) = Der(b1°) & Der(55°) © D (5", b3") © D (b3, b;").
Si d € Der(g2), entonces
3d; € Der(v®) i=1,2 y 3dyeDO0) (i.5) = (1,2),(21),

tal que d = dy + do + d12 + do1, verificindose que
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d_i € Der( ?s) = d_z( ?s) C b.?s i=1,2

) di; (62°) c Z(v¥)
dij € D(v7°,55°) = { dy([bZ,07]) = {0}
di;(53°) = {0}

para (i,7) € {(1,2),(2,1)}.

Célculo de Der(2°)
dy € Der(v%) & do € gl(h2°) & Der(b3°) = gl(v%).
o Base de Der(b3°) = {6x;} 25— 1<k,j<n—5donde &;(Yx)=Y;.

o dim(Der(63°)) = dim(gl(h3*)) = (n — 5 — (25 — 2))? = (n — 25 — 3)2.

Célculo de D(h?*, h2°)
 Base de D(b}*, b3°) = {fu, §jx} donde

f(X:) = Yi
9ix(Y;) = Y

0<i<1,1<j<25-2,j=n—-4,2 —-1<k<n-5.

o dim(D(b¥,b%)) = (2+25—2+1).(n—5— (25— 2)) = (25 +1).(n— 25— 3).

Célculo de D(p2, %)
o Base de D(h2°,h%*) = {hy}, donde
he(Ye) = X3, 25s—1<k<n-5

o dim(D(b¥, p¥)) =(n—-5- (25— 2)) = (n — 25 — 3).
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Cilculo de Der(p%*)

Se considera la siguiente graduacion de b%s:

B =<Y1>0<Y3>0<Ys>®.. ®< Yos5>D<You3> 8
B<Xg>PD< X, Ypu>P< Xo>P < X3,Yo5 0>PD< Yo 4>
B<Yu 6>0..8<Ye>B<Y,>® <Y >, donde

8k = <VY_ori2s-3> 0<k<s—-2
Ok = < Xp_1> k=13

g2 = <X1,Yp4>

82 = < X3,Yo52>

g = < Y_orio0s16> 5<k<s+2

Sea d; € Der(h%). Entonces

dy =) d;

i€Z

donde d; € Der(b}) y di(g;) C 8y, , siendo g = {0} para k < —s +2 y
k> s+2.
Cotm0 day(§-sy2) C Barz ¥ d-20(8s42) C 8-asz » se deduce que

2s
d;=0 i>2s, 'L.<-—28§d_1= Zd,

i=—2s
Habré que expresar cada d; , —2s < 7 < 2s, como una combinacién
lineal de un cierto conjunto B; , —2s < i < 2s , de derivaciones linealmente

independientes de h?* cumpliéndose que
1

2s
U B
i=—2s
es una base de Der(p?°) y, evidentemente,

2s
dim(Der(h2%)) = Y dim(K < B; >).

i=—2s
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En los calculos habrd que tener en cuenta que los ideales de la sucesién
central descendente:

Cob1") = bi°
CH(n2°) [b2°,C0(63%)] =< Xa, X5 >
C*(p¥) = [b2,CH(p%)]) =< X35 >

son caracteristicos, es decir, estables para cualquier derivacién.

El proceso de célculo de las d; , —2s < i < 25, es, en todo andlogo al
del caso de Der(h%q_l), por lo que solamente se indicard, en cada caso, B; y
dim(K < B; >).

Célculode d_; s+3<j<2s
Se consideran las derivaciones 6,:j , 1<k<E (-2-“‘;,_;7i2) , definidas por

_ _ 25— +2
6x” (Yor) = Yas—2j—ok+3 O  (Yas—2j—ok+a) = Yor1 1<k < E(TJ)

o B_;={§7} 1<k<E(EHD

edim(K <B_;>)=E(22) 5+3<j<2 (s>3)
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Céilculoded_; 4<j<s+2

Se consideran las derivaciones  f- I 1<k<4, g,:j 1<k<s—j—2y
hy? 1<k< E(-’;—z) ,donde 4 < j < s+ 2y definidas por

17 (Xo) = Yos—g5-1 f17 (Yas—25) = —Xo
fo? (Yas—j-2) = X
f37? (Yas-3) = Yos_9;-3 (st—zg 2) = —Yos
fa7(X1) = Yo 0j11 (Y2s—2]+2) = =Y
9 (Yar) = Yort2) (Y2k+23 1) = —Yo 1<k<s—j—2

p i_9
hi?(Yos—ok) = Yos_gjiok+s hk (Yas—2jtokra) = Yosop1 1< k<E (%),
Hay que distinguir los casos siguientes:
Caso 1: 4§j§s—3

« By = {1 127 157 fa7 00 00000 b b b}
edim(K <B_;j>)=s5s-j+2+E(52) 4<j<s-3 (s>7).
Caso 2: j=s5—2

—s4+2 p—s+2 p—5+2 p—s+2 p—5+2 1 —5+2 +2
.B—s+2_{f s+,f23+,f38+»f4s+:hls+’h23+""’ E?“"‘)}

e dim(K < B_g4p>) =4+ E(52) (s >6).
Caso 3: j=s-—1

L4 B—s+1 {f_s+1’ fti—s+1a h'1_8+1) h’2_s+1) crey I_;fg)}

2

e dim(K < B_sy1 >) =2+E(52) (s >5).
Caso 4: j=s

e By ={fi%h1°h3% ..., hEE%)}.

e dim(K < B_y>)=1+E(52%) (s2>4)
Caso 5:5+1<j<s+2

d B‘J:{h’l_]ih’Q—J’ RS E(L:Z)}
, =5+l = dim(K <B_,;>) = E(3Y) (s23)
i=s+2 = dim(K <B_,2>) = E(§) (s22)
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Cdlculoded_; 1<;<3

Se consideran las derivaciones f,c_j 1<k<4 y g,:j 1<k<s—-j5-2,

definidas por

1 (Xo) = Yaom1 fi7(Yas-25) = —Xa
f3? (Yas—2j-2) = X .
f3'(Yas-3) = Yos—25-3  f37(Yas—gjon) = —VYass
f47(Xy) = Yogir1  fa?(Yas—gjie) = —You
9x” (Yox) = Yoki2; 9%” (Yakr2j-1) = —Yor:

donde 1<j<3.
Hay que distinguir los casos siguientes:

Caso 1l: j<s-3

o B ={f1% 150 137, (1=81).£7, 917,937, . 9575 0}

j=3=>dim(K <B_3>)=s-1 (s>6)
j=2=dim(K <B_y>)=3s (s > 5)
j=1=dmE <B_1>)=s  (s>4)

Caso 2: j=s5—2
B_gya = {fT2 7% f5°12 (1 = 6001).f5°%).

j=3=>dim(K <B_3>)=4 (s=5
j=2=dim(K <B_2>)=4 (s=4)
j=1=dim(K <B_;1>)=3 (s=3).

Caso0 3: j=s5—-1

B_gi1={fr" (1= 6o_11).f1°M1}.

=3=dim(K < B_3>)=2 (s=4)
j=2=dim(K <B_y>)=2 (s=3)
j=1l=dimK <B_.1>)=1 (s=2).

1<k<s—j—2

)



4.2 Derivaciones de las dlgebras

de la familia g2°

, 1< s< E(%5D)

141

e B ;= {(1 - 63,1)-f4—s}-

j=3=dim(K < B_3>)=
e j=2=dim(K <B_y>)=
j=1=>dim(K < B_; >)=

* No hay pardmetros libres = dim(K < B_; >)=0 Vj=1,2,3.

Se obtiene, como resumen de todos los casos analizados, que

dim(K < B_3>)

dim(K < B_g >)

dim(]K < B_; >)

Caso 4: j=3s
1 (s=3)
1 (s=2)
0 (s=1).

Caso 5: j>s+1

(s —1
2
1
(| 0

O = N ®»

V]

si
si
si
si

si
si
si
si

si
st
si

s>5
s=4
s=3
§<2
s> 4
s=3
§=72
s=1
§>3
s=2
=1
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Calculo de dg

Se consideran las derivaciones h% 1<k<2, 63 , fg y gg 1<k<s-1,
definidas por

hi(Xo) = Xo  M(X) = X, h(Xs) = 2X
A (Yak—1) = 2Yor1 h{(Yn-s) = 2.Yn4
1<k<s-1
h3(X1) = Yo
89(X1) = X, 8(X2) = Xs 83(X3) = X3
69(Yak—1) = Yo
1<k<s-1
f(Yos—2) = X
90 (Yak) = Yo 90(Yok—1) = —Yop
1<k<s-1.

Hay que distinguir los casos siguientes:

Caso 1: s > 2

o Bo={h% h3,63, 79,9%, 93, ...,9%}
edim(K < Bg>)=s5+3 (s>2).

Caso 2: s=1

® By = {h'(1)> h'g’ 68}
edim(K <By>)=3 (s=1).

Se obtiene, como resumen de todos los casos analizados, que

s+3 si s>2
di’m(K < By >)=
3 ; si s=1.
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Céalculode d; 1<5<3

J

Se consideran las derivaciones hi 1<k<14, f2j y 9 1Z5k<s—3-1,

definidas por

hi(X()) = 5j1.X1 + 5j2.X2 + 5j3.X3 hi(Yn—4>
f3(X1) = 6j1.X2+ 0;52.X3 f3(X2)
h3(Yn-a) = 6j2.X3 ,

h3(Xo) = 8j1.Yng+ 853 Yos 2 h3(X2)
h%(Yos—25+3) = §j5.Xy ,

h(X1) = 650 Y5 2+ 8;3.Y2s4 h3(Yos—2j+1)
92 (Yar125) — Yo 91 (Yak-1)

—
IN
ol
IN =
w
J
LY
|
-

Hay que distinguir los casos siguientes:
Caso 1: j<s—2

Caso 1.1: j=1 (5>3)

b Bl = {h%;f%’h\'lg;g%»g%,-~-,g§_2}-
edim(K < By >)=s+1 (s>3).

Caso 1.2: j =2 (s>4)

4 B2 = {h%) fzzahg)h'?pg%)g%a cee 7g§—3}‘
edim(K <By>)=s+1 (s>4).

Caso 1.3: =3 (s>5)

L4 B3 = {h/?yhg)hiyg%)gga oo 792—4}'
edim(K < Bz3>)=s-1 (s2>5)

{

—5]'1.X2
6j1.X3

—651.X3

(8jo + 653).Yn-a
Yort25-1
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Caso 2: j>s—-1
Caso 2.1: j=1 (1<s5<2)
e By = {hi, f1,ni}.
edim(K <B1>)=3 (1<s5<2).
Caso 2.2: j=2 (1<5<3)

Caso 2.2.1: 2<s<3
e By = {h% f% h3 h3}.
edim(K < By>)=4 (2<s<3).

Caso 2.2.2: s=1
e By = {h? fZ hZ}.
edim(K < By>)=3 (s=1).
Caso 2.3: j =3 (1<s5<4)

Caso 2.3.1: 3<s5<4
e B3 = {h3, A}, n3}.
edim(K <B3>)=3 (3<s<4).

aso 2.3.2: s5=12

® Ba = {h’%) h’g}
edim(K <B3>)=2 (s=2)

Caso 2.3.3: s=1
e By = {h3}.
edim(K <B3>)=1 (s=1).

Se obtiene, como resumen de todos los casos analizados, que

) s+1 si §>2
dim(K < B; >) = 3 s s_1
s+1 si s>3
dim(K < By >) = 4 si s=2
3 si s=1
s—1 si s>4
) 3 si s=3
dim(K < Bs >) = 9 s s_ 9

1 si s =1
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Calculode d; 4<j<s+2

. Se consideran las derivaciones f,{ 1<k<4 , gi 1<k<s—35—-1y
hj, 1<k < E(4*) definidas por

f1(Xo) = Y5914 f (Yas-gj+3) = X

f3(Yas—g445) = X3 _

(1—8j0).f3(Yos—3) = (1—6ja).Yos 2506  f3(Y2s-2j+5) = Yoo

f1(X1) = Yos_gji2 fi(Yas—9j11) = Yn4

97.(Yor—1) = Yorigi-1 97 (Yort2;) = =Yy
1<k<s—-5-1

b (Yos—2k—3) = Y4 2j12k+6 Ry (Yos—2jtok+5) = Yos_ok—2

1<k < B(5)
donde 4<j5<s+42

Hay que distinguir los casos siguientes:

Caso1:4<j<s—2
« B = {fl, A A, 1d 0l 08 o0y B B B}
edim(K <B;>)=s—-j+3+E(5%) 4<j<s-2 (s>6)
Caso 2: s—1<j5<s
edim(K < B;>)=4+E(5) s-1<j<s=

j=s—-1 = dim(K <B,_.1>) = 4+E(52) (s>5)
= . 524
j=3s = dim(K <B;>) = 4+E(%7) (s>4).
Caso 3: j=s5+1
T G A A N N AN L Sy
2
o dim(K < Byy1>) =3+ E(52) (s> 3).
Caso 4: j =542
bl Bs+2 = {f5+27 f§+2) h‘;+27 h§+2) v 7h/sE—+E§;2)}
2

o dim(K < Byyo>) =2+ E(52%) (s>2)
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Célculode d; s+3<j<2s

Se consideran las derivaciones & , 1< k< E (2—3121+—3) , definidas por

2s—-j+3

81 (Yak-1) = Yas-2j-okra  Oh(Yas—2j-okts) = Yo 1< k < B( )-
o B;={8} 1<k<EELE)
o dim(K < B; >) :E(2s—-§L+—3) 5+3<j<2s (s>3).
Cilculo de dim(Der(h?%))
Se verifica que
i—92s 10 si. s=1
dim(Der(b*)) = > dim(K < B;>) = { 447 & 5941 5>2
i=—2s 4s2+27s+8 si s=2 s> 2.
Célculo de dim(Der(g2*))
Se ha obtenido que
dim(Der{t3°)) = (n—2s—3)2
dim(D(6%,5%)) = (2s+1).(n —2s —3)
dim(D (5%, b%)) = (n—2s-23).
En consecuencia, se verifica que
10+ (n —5).(n = 1) si s=1
dim(Der(g2*)) = %7—3*—74-(72—23—3).(71—1) sio s=24+1 s>2
és—2—"#4-(71—25—3).(77,—1) si. s=2 5> 2,

para 1 < s < E(%52).
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n—2

4.3 Derivaciones del algebra g,

Se va a describir el 4lgebra de derivaciones Der(g? 2) del tnico 4lgebra de
Lie (n — 3)-filiforme de dimensién n que resta, la que se ha denominado g?~?,
de ley

92_21 [Xo,Xl] = X1 1<i<2
[X1,Xs] = Ypa

Teorema 4.3. Se verifica que
dim(Der(g" %)) = n? — 6n + 15.

Demostracion:

Dicha algebra se puede expresar como suma directa de dos algebras:

g2 =2 g pp?
donde
B2 =< X0, X1, X0, X3, Yps>y B 2=<V¥,Y. .. Yos>.
Se deduce que

Der(gh?) = Der(v7"%) @ Der(v5 %) ® D(v7 %, 0572) @ D (5572, b7 72).

Cilculo de Der (b3~ 2)
dy € Der(h372) & dg € gl(5372) © Der(b372) = gl(5572).
e Base de Der(§) %) = {8kj} 1< k,j <n-—5, donde ki (Ye) = Yj .

o dim(Der(522)) = dim(gl(52~2)) = (n — 5)2.

Cilculo de D(p7 2, 5772)
e Base de D(p7"%, 557 %) = {fu} donde

f(Xi) =Y, 0<i<1 , 1<k<n-35.
o dim(D (4772, b37%)) = 2.(n - 5).
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Ciélculo de D(p3 2, 5772)
e Base de D(h3 2, b772) = {hy, iz}, donde
f_l,k(Yk) = X3 ’U,k(Yk) =Y,4 1<k<n-5.

o dim(D (03 7%, 577%)) = 2.(n - 5).

Cilculo de Der (5772
Se considera la siguiente graduacién de b'l'_2:
P 2=<X0>8<X1>0<Xo>®< X3>® < Yu_s>, donde

g = < Xg-1> 1<k<4
95 = < Ypu4>.

Sea d; € Der(p7~2). Entonces:

d_l = Zdz
i€z
donde d; € Der(h772) y d.{g;) C 8i+; , siendo g, = {0} para k < 1y k > 5.
Como d4(g;) C g5 ¥y d—4{gs) C g1 , se deduce que:

4
d; = {} ’i:>4, i<—4=>d_1= Zd,

i=—4

Habra que expresar cada d; , —4 < i < 4, como una combinacién lineal de
un cierto conjunto B; , —4 < i < 4, de derivaciones linealmente independientes
de 72 | cumpliéndose que

4
U B
i=—4

es una base de Der(h7~2) y, evidentemente,

dim(Der(p772)) = i dim(K < B; >).

i=—4
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Calculode d_; 2<j<4

Se deduce que d_; = 0 y, en consecuencia, dim(K < B_; >) =0 2<j<4.

Calculo de d_;

Se considera la derivacién §;, definida por

51(X1) = Xo  61(Yn4) = X3
[ ] B—l = {51}
edim(K < B_;>)=1

Calculo de dg

Se consideran las derivaciones §; , 2 < k < 3, definidas por

§2(Xo) = Xo  62(X2) = Xo  62(X3) =2X3 62(Yn-4a) = Yn_s
63(X1) = X1 83(X2) = X2 63(X3) = X3 63(Yn—s) =2Yn_4

e By = {62, 83}.
e dim(K < By >)=2.

Calculo de d;

Se consideran las derivaciones 8§, , 4 < k < 5, definidas por

64(Xo) = X1 64(X3) = Yn-4a
65(X1) = X2 65(X2) = X3

L] Bl = {54, 55}.
e dim(K < By >) =2,

Caélculo de do

Se consideran las derivaciones 6§, , 6 < k < 7, definidas por
b6(Xo) = X2 66(X2) = —Yn-4
67(X1) = X3

e By = {56, 57}.
. dim(K < Bsg >) = 2.
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Calculo de ds3

Se consideran las derivaciones §; , 8 < k < 9, definidas por

6s8(Xo) = X3
69(X1) = Yn-s

L4 Bg = {58; 59}
e dim(K < B3 >) = 2.

Calculo de d4
Se considera la derivacién 8¢, definida por
610{X0) = Yn—sa

[ B4 = {510}.
edim(K < B4 >) =1

Célculo de dim(Der(gh~2))

Se ha obtenido que

dim(Der(h772) = 10
dim(Der(p3~%)) = (n-5)?
dim(D(b7%,657%) = 2.(n~5)

dim(D(537%,577%) = 2.(n-5).
En consecuencia, se verifica que
dim(Der(g" %) =10+ (n — 5).(n — 1) = n® — 6n + 15.

]
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4.4 Aplicaciones cohomoldgicas

Como ya se ha indicado, el conocimiento del dlgebra de derivaciones de un
algebra de Lie permite obtener resultados de la cohomologia.

Se supondréan conocidas las n — 2 4lgebras de Lie (n — 3)-filiformes de dimen-
sién n, que se designan, como en todo el trabajo, por g2% !, 1< ¢ < E("T_Q) ,
g2, 1<s< E("z—_é) , ¥ 822y que no se vuelven a describir aqui.

Corolario 4.4. Se verifica que

dim(B* (g7 enY) = 2¢+1 (¢21)
n?—5n+8 si q=
dim(H(g291, g2 1)) = il-‘i—‘zqﬁ’+(n—2q—-2).(n— 1) si ¢ =2+1 q>2
Mt (n-2-2)(n—1) s g=2 422

para 1 < g < E(%3).

Demostracién:
Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin més que tener en cuenta
que

B(g%7! 271 = Ad(g¥ ) = K < ad(Xy), ad(X1),ad(X3), ad(Y1),. .., ad(Yaq2) >

(al ser ad(X3) = ad(Yoq—1) = ... = ad(Yn_4) = 0) y que
dim(H' (g3, 650 )) = Dim(Der (g ")) — dim(B} (g2, g2 1)),
O
Corolario 4.5. Se verifica que
5n —11 si g=
dim(@(giq_l)) — d'i'm(BQ(giq_l,giq_l)) — (6+4¢1)n—24q2_7q—9 si q= 2 +1 g>2
(rgn—ta’-Te-10 g 722

para 1l < g < E("T_Q)

Demostracién:
Basta recordar que

dim(O(g2% 1)) = n® - dim(Der(g2¢1)) = dim(B%(g271, g271)).

n

O
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Corolario 4.6. Se verifica que
dim(B(g%,g2°)) = 2s+2 (s>1)

n? —6n + 11 st s§=
dim(H' (g%, g%)) = ﬁt23i3-l—(n—2s—3)‘(n—1) si o s=2+1
15#_44_("_25_3).("_1) sios=2

para 1 < s < B(%2).

Corolario 4.7. Se verifica que
6n — 15 si s=

dim(O(g3")) = dim(B*(g%,g%)) = { EHfdn-teolleld g g9
(8+45)n—4s2—115-14 3
2

st §=2

paral < s < E("%B)

Corolario 4.8. Se verifica que

dim(B (g7 gn~2)) 3
dim{H' (2%, 677%) = n?—6n+12

Corolario 4.9. Se verifica que

dim(O(g2) = dim(B(gr 2, 52%) = 6n — 15.

s> 2

v,
AV
N



Conclusion y problemas abiertos

La clasificacién de las 4lgebras de Lie nilpotentes (y, por ende, la de las 4lgebras
de Lie resolubles) es un problema que se ha demostrado no puede ser resuelto
totalmente (véase, por ejemplo [13]). Uno de los objetivos del presente trabajo
es, desde luego, hacer una aproximacién a los “limites” de dicha clasificacién.
Pero, en realidad, se incardina dentro de un proyecto mas ambicioso: en las tres
iltimas décadas el estudio de las dlgebras de Lie nilpotentes se ha limitado, casi
en su totalidad, al estudio de las filiformes y se pretende comenzar a trabajar
con las algebras de Lie nilpotentes no filiformes.

Si se desea conocer mejor un cierto conjunto de estructuras algebraicas, es
claro que su clasificacién es uno de los primeros problemas a abordar. Es por
ello que nuestro grupo de trabajo ha comenzado con este problema; y no sélo
se ha empezado por los casos de invariantes de Goze pequenos como en esta
memoria, sino que se estd trabajando también con las dlgebras de Lie nilpoten-
tes con invariante de Goze grande, como las casifiliformes, aunque en este caso
la clasificacién tiene tal complejidad que ha sido necesario limitarse a conocer
ciertas algebras que, en cierta manera, constituyen el “esqueleto” de estas fa-
milias de 4lgebras de Lie, como son algunas dlgebras graduadas, en particular,
las denominadas naturalmente graduadas, en las que la filtracién asociada a la
graduacién esté intimamente ligada a la sucesion central descendente.

Aspecto de cierta importancia es el hecho de que, hasta el momento, las

clasificaciones conocidas se habian limitado, salvo algtin caso sencillo, a dimen-
siones concretas y las que se presentan aqui lo son para dimensiéon cualquiera.
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Naturalmente que el estudio comenzado no termina en la mera clasificacién
que, en si misma, va perdiendo interés a medida que aumenta la complejidad
de las listas obtenidas, sino en el conocimiento de propiedades genéricas de las
familias de dlgebras de Lie que se estudien, la determinacién de las componentes
irreducibles que las corten etc.

Quedan, por tanto, planteados, diversos problemas relacionados con el que
se ha desarrollado en la presente memoria. Entre otros, se pueden sefialar los
siguientes:

e Continuar la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes en dimensién
cualquiera con invariante de Goze pequefio. De hecho, se ha comenzado ya a
trabajar en la determinacién de las “primeras” dlgebras de Lie metabelianas atin
no conocidas: aquéllas de invariante de Goze (2,2,1,...,1).

e Delimitar en qué condiciones es posible hallar dlgebras de Lie p-filiformes
de dimensién cualquiera como extensiones por derivaciones de algebras de Lie
filiformes de dimensién p+ 1 y probar si todas las p-filiformes se pueden obtener
como extensiones por derivaciones de estas algebras de Lie filiformes.

e Intentar la clasificacién de 4lgebras de Lie nilpotentes en dimensién cual-
quiera con invariante de Goze grande y que admitan una graduacién “intere-
sante”. En concreto, se han determinado ya las 4lgebras de Lie casifiliformes
naturalmente graduadas y se ha abordado la clasificacién de las que admiten
una graduacién maximal. Se conoce ya, también, cémo son las dlgebras de Lie
p-filiformes naturalmente graduadas, para dimensién cualquiera y para todo p,
en algin caso particularmente sencillo. Se piensa comenzar en breve el estudio
de las algebras de Lie 3-filiformes naturalmente graduadas.

e Determinar componentes irreducibles que corten a las familias de 4lgebras
estudiadas, encontrando explicitamente componentes irreducibles concretas para
cada dimensién, si ello fuera posible.

‘e Describir las algebras de Lie de derivaciones de algunas de estas familias
que aun no se ha hecho; por ejemplo, no se conoce atin Der(g) para un 4lgebra
de Lie casifiliforme naturalmente graduada g .
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e Como consecuencia de lo anterior, describir o, al menos, calcular la di-
mension de ciertos espacios interesantes de la cohomologia relacionados con las
familias de dlgebras de Lie consideradas.

e Dstudiar otras propiedades genéricas de dichas familias de dlgebras de Lie.



Apéndice A

A.1 Algebras de Lie p-filiformes, n-2 > p > n-4.

Se listan a continuacién las leyes de dlgebras de Lie de dimensién n que son
(n — 2)-filiformes, (n — 3)-filiformes y (n — 4)-filiformes.

A.1.1 Algebras de Lie (n-2)-filiformes

En dimensién n,n > 3, hay exactamente E ("%1) algebras de Lie nilpo-
tentes, reales o complejas, no isomorfas entre si y de sucesién caracteristica
(2,1,1,...,1), que se designan mediante g;, 1 < i < E(”Q;l) y cuyas leyes
vienen dadas, en una base adaptada {Xo, X1, X2, Y1, Y2,..., Yo_3} mediante

gl 1 [Xo, X1] X2
[Yor—1, Yor] = Xo 1€k<g~1

para 1 < ¢ < B(%51) .
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A.1.2 Algebras de Lie (n-3)-filiformes

En dimensién n,n > 5, hay exactamente n—2 algebras de Lie nilpotentes, re-
ales o complejas, no isomorfas entre si y de sucesién caracterfstica (3,1,1,..., 1),
que se designan mediante g, , 1 < i < n— 2y cuyas leyes vienen dadas, en
una base adaptada {Xg, X1, X2, X35, Y1, Yz, ..., Y,_4} mediante

972{1—1 : [Xo,Xi] = X1 1<i<2 1<¢< E(n_;_%)
[(Yor—1,Yok] = X3 1<k<qg-1

gis : [X07X1,] = Xi+l 1 S 1 S 2 1 S s < E(”_E_é)
(X1, Yno4] = Xs
[YQk—L Y2kz] = X3 1<k<s-1

gnn—z : [XO)X'L‘] = Xi+1 1<1<2
[XliXQ] = Yp 4

A.1.3 Algebras de Lie (n-4)-filiformes

En dimensién n,n > 8, hay exactamente 6n-29 algebras de Lie nilpotentes
complejas, no isomorfas entre si, (n — 4)-filiformes y tales que, en una base
adaptada {Xo, X1, Xg, X3, Xg, Y1, Yo, ..., Y.—5} pueden ser expresadas sus leyes
mediante

o [Xo, Xi] = Xin 1<i<3 1<r < B(%2)
[Yor—1, Y] = X4 1<k<r-—1

27 [Xo,Xs] = X 1<i<3 1<r < E(%2)
(X1, X9 = X4
Yop—1,Yor] = X4 1<k<r—-1

87 [Xo, X)) = Xim 1<i<3 1<r < B(%2)
[Xl:an-5] - X4
[Yok—1,Yor] = Xy 1<k<r-—-1

g [XoXi] = Xin 1<i<3 1<r < B(%)
(X1, Xo] = X4
X1, Ys] = X4
[
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5,7 .
gy -

6,7 .
g

.
gnr ¢

8,r

97

9r .
gnr ‘

Bn

11,7 .

I

Xit1
X3
Xy
X4

1<i<3 1<r < E(%3)
1<k<r-—1
1<i<3 1<r < E(%)
1<k<r-1
1<i<3 1<r < E(%0)
1<k<r-1
1<i<3 1<r < E(%)
1<k<Lr—-1
1<i<3 1<r < B(%)
1<k<r-1
1<i<3 1<r < E(%5Y)
1<k<r-1
1<i<3 1<r<E(%%)
1<k<r-1
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o7 [Xo, X4 = Xipn 1<i<3 1<r<E(%H)
[XlaXQ] = Yus
(X1, Y5l = X4
Yor—1, Y] = X4 1<k<r-—1

Solamente cuando n es impar:
3,B(%52) 1,B(253)
gn 2 ~ gn 2

4,B(%3%)
gn

2,E(%52)
gn

6,E(2=5
LB

5,E(253)
gn :

A.1.4 Familia genérica de las leyes de Algebras de Lie
(n-5)-filiformes

En dimensién n, la ley de un élgebra de Lie nilpotente compleja y (n — 5)-
filiforme puede ser expresada, siendo {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, Y1, Y2, ..., Yn_¢}
una base adaptada, mediante

(X0, Xi] = Xina 1<i<4
n—=e6
[Xl,XQ] = cX4+dXs+ ZakYk
k=1
(X1, X3] = cX5
n—=6
(X1, X4] = eXs+ > BiYe
k=1
n—6
(X2, X3] = —eXs— > BV
k=1
(X1,Y] = a3,X3+auX4+a1Xs 1<i<n—-6
(X2, Y:] = a3 X4+ anuXs 1<i<n-—6
(X3, Y] = a3Xs 1<i<n-6
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donde los escalares que aparecen deben cumplir:

,

a3ifk = 0 y ayart+afe=0 1<4k<n-6
n—=6
> Braok = 0
k=1
n—6 n—=6
dookas = > PBraw
k=1 k=1
n—6
Z Olkblk = 0
k=2
n-6 i—1
Z apbyy = Zarbm- 2<i<n—-"7
k=i+1 r=1
n—7
Z arbgn-s = 0
k=1
n—=6
> Brbuk =0
k=2
n—6 i—1
> Bibix = > Brbu 2<i<n-7
k=1+1 r=1
n—7
> Brbkn-s = 0.
k=1
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A.2 Dimensién de algunos espacios interesan-

tes de la cohomologia, para las dlgebras
de Lie (n-3)-filiformes

A.2.1 Espacio de los 1-cobordes B!(g,g)

o dim(BY (g g Y)) = 20+1  1<q< E(%F)
. dim(Bl(gfLs,gfLs)) = 25+2 1<s< E(nT_S)
° dim(Bl(g::_Q)gZ_Q)) = 3

A.2.2 Primer espacio de cohomologia H(g,g)

n? — 5n 48 o si g=1
o dim(H(g2™! g2 1)) = égz—_zqﬁ-{—(n—Qq—Z).(n—l) sig=2+1 ¢>2
@4—(71—2(1——2).(71—1) si g=2 q>2,
para 1 < ¢ < E(%53).
n? — 6n + 11 si s=1
cdimngzs,gzs = 4—32—M+ n—2s—3).(n—1 sios=2+1 s> 2
n ) Yn 22 .
ftdetd 4 (n—25—3).(n—1) si s= 5> 2,

paral < s < E("T_s)

o dim(H (g7 2 g7 2)) = n? — 6n + 12.

n
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A.2.3 Dimensién de O(g) y B%(s,0)

5n — 11
e dim(0(g2 1)) = dim(BQ(g%q’l)g%q—l>) — (6+4<1)n—24q2—7q—9
(6-+4q)n—4g*~Tq—-10
2
para 1 < ¢ < E(n_g.z)
6n — 15 s1
o dim(0(g%)) = dim(BX(g%, g¥)) = { GHidntelleon g
(8+4s)n—4s2~115—14 si
D)

para 1 < s < E(%52).

o dim(O(g" %)) = dim(B?(g""2%, g7 ?)) = 6n — 15.

n n

si ¢qg=
si q=?+1
siog=2

S =

s=2+1 s>2

5 =9 s> 2,

q>"
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