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Resumen

En este apéndice se desarrollan demostraciones que en la memoria: “Una gene-
ralizacién de las 4lgebras de Lie filiformes” estdn, bien incompletas, o bien se
omiten, por ser casi andlogas a otras especificadas en su totalidad.

Del capitulo 2: “Clasificacién de las dlgebras (n—4)-filiformes por extensiones
centrales” se desarrollan en su totalidad:

e la demostracién del teorema 2.5., en la cual aparecen las cinco familias de
4lgebras (n — 4)-filiformes que sean extensiones centrales de primera generacion
del 4lgebra g2_, .

o la demostracién del teorema 2.6., en la cual aparecen las tres familias de
4dlgebras (n — 4)-filiformes que sean extensiones centrales de primera generacion
del 4lgebra g"~% , con a # 0.

Del capitulo 3: “Las slgebras de Lie p-filiformes como extensiones por deri-
vaciones”, una vez obtenida en la memoria la familia general de dlgebras (n — 4)-
filiformes que son extensiones por derivaciones de las dlgebras filiformes de di-
mensién 5 y siendo necesario analizar cuatro casos distintos, se expone en su
totalidad la demostracién de cada uno de ellos.

Del capitulo 4: “Aplicaciones geométricas” se completa

e la demostracién del teorema 4.1., que da la dimensién del espacio de las
derivaciones de g2~ 1,1 < ¢ < E("_Q._—Q)
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Se detalla cémo se obtienen las condiciones que resultan al exigir que cada
di , —2q <1< 2q, sea una derivacidn.

e la demostracién del teorema 4.2., que da la dimensién del espacio de las
derivaciones de g2* , 1 < s < E(%52).

Se especifican las condiciones iniciales que deben satisfacer lasd; , —2s <1 < 2s,
y que se deducen de di(gj) C gi+; , como también las posteriores que resultan al
exigir que cada d; sea, efectivamente, una derivacién.

o la demostracion del teorema 4.3., que da la dimensién del espacio de las

derivaciones de g""% . Con las d; , —4 < i < 4 , que aparecen. Se siguen los

pasos marcados en el punto anterior.
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Clasificacion de las algebras
(n-4)-filiformes por extensiones
centrales

Corolario 2.2.En dimension n, la ley de un dlgebra de Lie nilpotente com-
pleja, de sucesion caracteristica (4,1,1,...,1) y que sea una extension central
de primera generacion, en una base {Xo, X1, X0, X3, Y1, Ys, ..., Yn_s, Z}, donde
Z € Z(g), puede ser expresada mediante

[(Xo, Xs] = Xin 1<:<2

[Xo, X3] = aZ

Xo ¥ = 47 1<j<n-5

[Xl,Xg] = AYn—s +aZ

(X1, Xs] = AdpsZ

XY = b2 1<j<n—6

[Xla Yn—S] = BX3+bnsZ

(X2, Yo_s] = BaZ

Y3, Yy = c¢yZ 1<i<j<n-=5,
cumpliéndose

Acjns=0 1<j<n—86,

y donde el par (A, B), puede tomar unicamente los valores:

(0,0), (0,1), (1,0).
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Extensiones centrales de primera generacién de

2
fn—1

Corresponde al caso (4, B) = (0,1) del corolario 2.2.

Teorema 2.5. Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja (n — 4)-filiforme,
de dimension n y que sea extension central de primera generacidn de g2, es
isomorfa a alguna de las dlgebras de Lie de leyes

S5,r .
s

[XO) X’L]
[Xla Yn—5]
[X27 Yn—5]
[Yor—1, Yoi]

6,r .
Nl

[X0n, Xi]

(X1, Yn_s]
[X2, Yo_s)
[Yox—1, Yo
[Y2'r—1; Yn—s]

[XO’ X'i]
[Xl» X2]
[Xla Yn—-5]
[X2’ Yn—s]
[Yor-1, Yox]
[Y2r—17 Yn—S]

[Xo, Xi]
[Xla Yn—6]
(X1, Yn_s]
[X2) Yn—5]
[Yor—1, Yor]

[XO) X’L]

[X 1 Yn——G]
[X1, Yn_s]
[XZ’ Yn—5]
[Yor—1, Y
[Yor—1, Yns)

7r .
gnr M

8,r .
8n

9,r .
gn’r *

It

i

Xin1
X3
X4
X4

1<i<3 1<r <E(%3)

1<k<Lr-1

(<,

Xit1
X3
X4
X4
X4

Xit1
X4

1<i<3 1<r<E(%

)

wl

1<k<r-1

1<i<3 1<r < E(%%)



y cuando n es impar,
6,E(258) 5, B(2z3)
On 2 ~ In 2 .

Demostracién:

Segun el corolario anterior, la ley de toda extensién central de primera gene-
racién de g2_;, respecto de una cierta base {Xo, X1, X2, X3, Y1, Ys, ..., Yn_s, zZ},
se puede expresar mediante

(X0, Xi] = Xin 1<i<2
[XO,X3] = aZ

[X0,Y;] = d;Z 1<5<n-5
[Xl,X2] = aZ

[Xl,Yj] = bJZ ISJSTL—G
[(X1,Yns] = Xa+bpsZ

(X2, Yns] = aZ

Se ha de verificar que o # 0 porque, si o = 0, al considerar

3 n—>5
Xe=Y A)X;+ Y BlY;+C°Z
=1

i=0 7

3 n—5
Xt=> AiX;+) BjY;+C'Z,
1

i=0 j=

se deduce, al ser Z un vector de Z(g), que

(X3, X!] = Xie< X9, X3, Z>
(X5, X5] = X3e< X3, Z>
[X8>X§] =0

y, en consecuencia, no apareceria ningtn algebra (n — 4) -filiforme.
Tras aplicar el cambio de base definido por

X; = aZ
Y} =Y 1<j<n-35,




la ley de g se puede expresar como

[Xo0,Xi] = Xin
(X0, Y;] = d;X4
[X1,X2] = aXy
[X1,Y;] = biX4

[X1,Yn-5] = X3+bp_sXy

(X2, Yn-5] = X4

1<:<3
1<7<n-5
1<j<n-6

[Y:, Y] = ¢ X4

1<i<j<n-5

Se puede suponer d; =0 1< j <n - 5, sin mas que hacer el cambio:

{Xt* = X, 0<t<4

Y} = Y;-diXs 1<j<n-—5.

Se cumple, también, que a € {0, 1}, porque, si a # 0, con el cambio de base
definido por las relaciones

se obtiene que

(X5, X7]
(X3, X3]
[X3, X3]
(X1, X3
(X1, Y5
[Xf’ Y'r:-S]
(X3, Yyl
v, Yy
Y3, Y]

f

I

[VaXo, X1] = vVaXs = X3
[VaXo,vVaXs] = aX3 = X3
[VaXo,aX3) = Va3X, = X}
(X1, VaXs] = Va3X4s = X}
[X1,Y5] = b;Xa = =X} =b3X}

[X]_, aYn_s] = aX3+ abp_5X4 = Xg + b:z.——SXZ

[VaXs, aYn s] = Va®X, = X}
[Yi, Vil = J& X5 = ci; X}
[Yi, aYn_s] = S5=2 X = ¢}, X}

(X5 = VaXo

Xf = X]_

X3 = VaXg
¢ X;;‘ = aX3

X: = VadXx,

Yy =Y 1<k<n-6
L Y.,:_5 = G.Yn_s

1<j<n-6

1<i<j<n—6
1<i<n-—6



Por tanto, la ley de g se expresa mediante

[Xo, Xs] = Xin 1<i<3
[Xl,Xg] = €eXy €€ {O, 1} (6 =
[X1,Y;] = b;Xy 1<j<n—-6

(X1, Yn-5] = X3+ bn-s5X4
(X2, Yn5] = X4

[Yz, ;]

= Cin4 1§i<j§n—5.

Al aplicar el cambio de base dado por

4

\

se obtiene que

(X5, X1]
(X35, X3]
(X5, X3]

(X3, Y]

(X1, X3]
(X1, Y7

{Xf) Yr:—s]

X§ = Xo— Y, s
X =X
2
X; = Xo+'lmsx,4lmsx,
Xg = X3+ bp5X4
X; = X,
e & 1<j<n-6
Yis = Yns

2
[Xo— 252V, 5, X1] = Xo + 2555 X5 + bﬂz_sX“ = X3
: ,
[Xo— bng_syn—s,Xz + bn2_5X3 + bn2_5X4] = X3 +bn-sX4= X3

[Xo— 2252V s, X3 + bp_sX4] = X4 = X}

bn— b
[Xo— 22 Yns5,Y; — 252 cin-5X3] =

(—b"T“scj,n—s + 9-"2"—50]',7;—5))(4 =0 1<j<n-6

2
[X1, X2+ 22 Xs + b"2‘5X4] =Xy =X}

2
[X1, Y — 2258, 5Xs] = [X1, Yj] = b; X4 = b; X}

(X1, Ynos] = X3+ bps X4 = X3



2
(X3, Vsl = [Xo+ 55X+ 85X, Yy 5] = X4 = X}
[Y4Y] = [Yi— Bin oXa, ¥y — 2bei o Xa) = [V, V] = iy Xq =

= CinZ ].S’l.<j§’n—6

Y, Vil = [Yi— BEcinsX3, Yos] = [Yi, Yaos] = cinsX4 =
= Cin-5X} 1<i<n-6

Yy, entonces, g es isomorfa a un algebra de ley:

[ [Xo0, Xs] = Xip 1<:<3
[Xl,XQ] = eX4 € € {O, 1}

] Xu Y] = bXy 1<j<n-6
[X1,Yns] = X3
[Xo,Yas] = X,

\[Y;,)fj] = C.,;jX4 1§z<j§n—5

Se van a distinguir ahora dos casos, segiin sean todos los bj, 1<j<n—6,
nulos o no.



Caso: b; =0 1<j<n-6

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

[Xo, Xi] = X 1<i<3

[X]_,XQ] = Xy €€ {0, 1}
[X1,Yns] = X3

[Xo, Yns] = X4

[Y;,YJ] = Cin4 1<i<ji<n-5

*Sie; =0 Vi,j 1<i<j<n-5,y aplicando el cambio de base defi-
nido por

X5 = Xo
Xf = X1+€Y_5
X = X 2<t<4
Y = Y - 1<k<n-5
se obtiene el algebra
gt [Xo, X)) = Xin 1<i<3
[X1,Yas] = X3
[X2, Yns] = X4

*¥Sic; =0 Vi,j 1< i< j<n-—6,y existe algin c;n5 # 0
1< i< n -6, se puede suponer c¢;,_5 # 0. Basta con aplicar el cambio de
base siguiente:

X = X 0<t<4

Yl* = Yl

' ="

Y, = Y 1<k<n-6 k¢ {1,i}
Yoos = Yns

Se puede, ademds, suponer que ¢ip5 =1 ¥ ckns5 =0 2 <k <n— 6 sin
mas que efectuar el cambio de base expresado por

X = X 0<t<4
Yl* = 61,71.—5 Y
V) = cinsYi—cCins¥s 2<k<n-6

Yis = Yns



y se obtienen las dlgebras siguientes, dependiendo del valor de e:
&l [Xo,X:) = Xin 1<i<3
[X11 Yn—5] = X3
[Xo, Yoos] = X4

[Y1,Yns] = X4
gt [Xo0,Xi] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = X4
[le Yn-S] = X3
(X2, Yns] = X4
[Y1,Yas] = X4

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n-—6, sepuede suponer ci5 # 0.
Basta con efectuar el cambio de base definido por

[ X} = X 0<t<4
Yl* = YI.
Yy = Y
L Y* =Y
o=
Y = Y 1<k<n-6 k¢f{1,2,i5}
. Y,’:_s = Yn_s.

Se puede, ademads, suponer cjo =1 y ¢ = 0 = cgi 3<k<n-35,sin
mas que aplicar el cambio de base dado por

X = X 0<t<4
* 1
YQ* = Y2
Y = Yk+%yl—-2‘;‘Y2 3<k<n-35,
y se obtiene el dlgebra de ley:
[ [Xo0, Xi] = Xin 1<:<3
[Xl,XQ] = 6X4 € € {0, 1}
< (X1, Yns5] = Xs
[X2,Yn5] = X4
[Y1, Yo = X4
\[},’HYJ] = Cin4 3S1,<an—5




*¥8ici; =0 Vi,j 3<i<j<n-5,yaplicando el cambio de base definido

por
Xo
X1
X;
Y

se obtiene el algebra

52 .
On -

= X

= X1+€Y._5

i

Xt
= Y

[Xo, Xi] =
[Xl’ n-5]
[
[

X27 n—5] =
Y17Y2]

fl

2<t<4
1<k<n-5
Xit1 1<i<3
X3
X4
X4

¥*Sicy; =0 Vi,j 3<i<j<n-—6, yexistealgin cin-5 # 0
3 < i < n — 6, se puede suponer c3n_5 # 0.

Sin méas que considerar cambios de base andlogos a algunos anteriores se
puede suponer: 3,5 =1 ¥y Ckn5 =0 4 < k < n— 6y se obtienen las

algebras
6,2
9n

7,2 .
8, -

[X 0, X i] =
[X 1, Yn—5] =
[X 2y Yn—5] =
[Yl) Y2] =
[Y3, Yn—5] =

[Xo, Xi] =
[le X2]
[X1, Yn_s]
[X2; Yn——S]
[Yh Y2]
[Y3; Yn—S] =

I

Xin 1<:<3
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* Si existe algin ¢;; #0 3 < i< j<n—6, sepuede suponer cag =1 y
car = 0 = cyx 9 <k <n-35,ylaley de g viene expresada por

[ [Xo0,X:] = Xin 1<:i<3
[Xl)X2] = 6)(4

(X1, Ynos] = Xs

§ [Xo,Yns] = X4

[Y17Y2] - X4
[Ys, Yy = X4
\[Yi,Yj] = ¢ X4 5<i<j<mn-5.

Si se continta el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

gk g8k gk 1<k<r-16auna que tenga por ley:
f [X(),Xi] = Xi+1 ISlS-?)
[Xl, X2] = X4 €€ {0, 1}
) [X1,Yn-s] = Xs
[X2; Yn—5] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r-1
~[Y1,YJ] = Cin4 2r—1§i<j§n—5.

*Sicy =0 Vi,j 2r—1<i< j<n-25,y aplicando el cambio de base
definido por

X5 = Xo

Xf = X1+€Y_5

X = X 2<t<4

Y = Y 1<k<n-5

se obtiene el dlgebra
857 [Xo,Xi = Xi 1<i<3

[Xl)Yn—S] = X3
[X2)Yn—5] = X4

[Yor—1, Y] = X4 1<k<r-1
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¥Sicy; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—86,yexistealgin cins5 # 0
2r — 1 < i < n — 6, se puede suponer cg,_1 -5 # 0. Basta con hacer el cambio
de base siguiente:

X! = X; 0<t<4

Yoo = Y

Yi* = Yor1

Y, = Y 1<k<n-6 k¢ {2r—1,i}
Y5 = Yas

Se puede, ademaés, suponer que Cyr_1p-5=1 Yy Ckns5=0 2r<k<n-—86,
sin mas que considerar el cambio de base dado por

X} = X, 0<t<4

Y} = Y 1<k<2r-2
Y2:“1 T G ins Yor1

Y = il gastaos 2 <jSn—6
Yis = Yas

y se obtienen las algebras siguientes

g8 [Xo, X4 = Xin 1<i¢<3
[X1,Yas] = Xs
[XQ’ Y‘n—5] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1

[Yor—1, Yn—s] = Xa

g [Xo, Xi] = Xin  1<i<3
(X1, Xo) = X4
(X1, Yas] = Xs
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yak] = X4 1<k<r-1
[Yor—1,Yn-5] = X4

* Si existe algin ¢;; # 0 2r —1 < i < j < n—6, se puede suponer
cor-12r # 0. Basta con aplicar el siguiente cambio de base:
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(X} = X, 0<t<4

Yoo = Vi

Yy, =Y
< Yi* = Y2'r—1

1/_7'* = Y2’r

Y. = Y 1<k<n-6 k¢ {2r—1,2r 45}
Yos = Yaos

Se puede, ademds, suponer
Cor—12r =1y Cor—1,k = 0= cork 2r+1<k<n-35,

sin més que efectuar el cambio de base dado por

X = X 0<t<4

Yy = Y 1<k<2r-2
Yé";'—l = c27‘—1,2r Y27'—1

Y2:~ = Yor

Y = Y+ —:——cz‘?_’:% Yor_1 — ——_;2::1f2kr Yo 2r+1<k<n-5,

y se obtiene el dlgebra de ley:

([Xo,Xi] = Xinn 1<i<3
[Xl,Xg] = eX4 €€ {0, 1}
< [X1,Yas] = X;
[X2: Yn—-S] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r
L (Y3, Y] = c5Xs 2r+1<i<j<n-35,

llegdndose a una situacién parecida a las ya analizadas.
En consecuencia, aparecen las algebras

o7 [Xo,Xs] = Xin  1<i<3 1<r < E(%Y)
[X1,Ynos] = Xs
[X2)Y'n~5] = X4

[Yoe-1, Y] = X4 1<k<r—1
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& [Xo, X = Xip1
(X1, Yns] = X3
(X2, Yns] = X4
Yor-1, Y] = X4
[Y2r—1> Yn—5] = X4

BZ{T  [Xo, X4 = Xin
(X1, X 2] = X4
(X1, Yos] = X3
(X2, Yn5] = X4
[Yor-1, Y] = X4

[Yor—1,Yn-5] = X4

1<i<3 1<r < EB(%T)
1<k<r-1
1<i<3 1<r < E(%5T)
1<k<r-1

y justo antes del 1ltimo paso del proceso, se obtiene que g puede ser isomorfa a

un algebra de ley:

([ [Xo, Xi] = Xin
[XI;XQ] = 6)(4
4 (X1, Yns] = X
[Xo,Yns] = X4
[Yor—1,Yx] = X4
[ Y3, Y] = cij X4

¥Sic; =0 Vi,j 2E("T_"’) —1< i< j<n-25, seobtiene el dlgebra

5,E(%52
o =) .

*Si2E(ﬁ§§)—1§n——7 y c;=0 Vi j

[XO; Xz] =
[X1,Yns] =
[X2) Y’n——S] =
[Yor—1, Yor| =

Xippn 1<i<3
X3

X4

X4 1<k<E(%2) -1

2E(%2)-1<i<j<n-6,y
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existe algin c¢;n—5 # 0 2E(1‘—5—5) — 1< ¢ < n—6, se obtienen las dlgebras

6,B(2=3
gn 2, (X0, Xi]

[X1, Yn-s]
[X2) Yn—5]
[Yor-1, Yo

{l

[Yopnss) 1, Ya-s] =

7,B(250
o707 X, X

[Xl) XQ]
[Xla Yn—5]
[X2, Yn_s]
[Yor—1, Yor|

[Yom(nzsy_1) Ya-s] =

Il

Xit1
X3
X4
X4

1<i<L3

1<E<EZP) -1

1<k<E(%®)-1

Y a continuacién, hay que diferenciar dos posibilidades dependiendo de la pari-

dad de n.

Caso: n par ( E(%2)

-2

* Si existe algin c;; # 0 2E("%5)—1=n—7§i<j§n—6 &

cn—7n—6 7 0, se obtiene la ley:

[Xo, Xi] = Xip1
[Xl,Xg] == 6X4
[X1,Yns] = X3
(X2, Ynos] = X4

[Yor—1,Yox] = X4

Al aplicar el cambio de base definido por

X3 =
X7 =
X} =
Yy =

Xo
X1 + €Y, -5
Xt
Y

1<i<3
e € {0,1}
1<k< 8
2<t<4
1< n—>5
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se obtiene el dlgebra

PO (X0, X ] = Xen 1<i<3
[X1,Yno5] = X
[X2,Yns] = X4
[Yor_1, Yor] = X4 1<k<E(%%) -1

Caso: n impar ( E(%2) =

)
* Si existe algiin ¢ # 0 2E(%2)-1=n-6<i<j<n-5 &
cn—6m—5 7 0, y aplicando el cambio de base:

X = X 0<t<4
Y =Y 1<k<n-5 k#n—6
Y"f_e = c'n.(:il,n—B n—8

se obtiene la ley:

[Xo, Xi] = X;n 1<i<3
[Xl,Xg] = €X4 €€ {0,1}
[X1,Yn-5] = X3

[X2) Yn—-s] = X4

[Yor-1,Yar] = X4 1<k <28

* Si € = 0, dicha ley corresponde a

BT X0 X ] = Xem 1<i<3
[X1,Yn-s5] = X3
[Xo, Yas] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<E(%2) -1,
algebra que también aparece cuando n es par.
Se obser\;'a, que en este caso ( n impar ), dicho dlgebra gf{E(nT_s) coincide con

6,E(258)
gn .

n-5
* Si e =1, la ley corresponde a gZ{E( 2 ), algebra ya obtenida.
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Entonces, se concluye que en el caso: b; = 0 1 < j <n -6, surgen las
familias

827 [Xo, X = Xiq 1<i<3 1<r<E(%2)
[X1,Yns] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yar] = X4 1<k<r-1

88 [Xo, X4 = Xin 1<i<3 1<r < E(%%)
[X1,Yns] = Xs
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yox] = Xg4 1<k<r-1

[Yor_1,Yn5] = X4

g [Xo, X4 = Xipn 1<i<3 1<r < E(%0)
[X1, Xo] = X4
X1, Yns] = Xs
(X2, Yn_s) = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1

[Yor—1, Yn-s] = X4

. 5,E(28 6,E(252
y cuando n es impar, gn 37 ™~ gn 3 )-
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Caso: 3 €{1,2,...,n—6}:b; #0

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

([ X0, Xi] = Xin 1<:1<3
[X1,X2] = eX4 e € {0,1}
[Xl,Yj] = ij4 153S’n—6
X1, Yos] = X
[X2’ Yn—5] = X4
\[Y,,YJ] = C-,;jX4 1§i<j§n—5.

Los cambios de base definidos por las relaciones

X} = X, 0<t<4

Yoe =Y

Yj* = Yns

Y, = Y 1<k<n-5 ké¢{jn—6}

y

Y/ = bpeY; -0V 1<5j<n-—-7
Yie = p=Yns
Yos = Yas

permiten, el primero suponer b,_¢ # 0 y el segundo, b; =0 1<j<n-7 y
bn—s = 1. Entonces, la ley de g estd determinada por:

[ [Xo0, Xi] = Xin 1<4i<3
[Xl,Xg] = €X4 €€ {0, 1}
(X1, Yn6] = Xa

[X1,Yn 5] = Xs
[Xo,Ynos] = X4
\[Y;,YJ] = Cin4 1<i<ji<n-5.
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¥R Sic; =0 Vi,j 1<i<j<n—05,y aplicando el cambio de base
definido por

X5 = Xo
Xf = X1+€Y -5
X = X 2<t<4
Q=Y 1< n—>5
se obtiene el dlgebra
gg’l b [Xo, X = Xin 1<i<3

[X1, Yn-¢] X4
[(X1,Yns] = X3
[X2) Y'n—5] = X4

Il

A Sic; =0 Vi,j 1<i<j<n-—1 yexiste algin Cin—6 # 0
1<i<n-—7 , se puede suponer ¢y, # 0. Basta con efectuar el cambio de
base dado por

(X} = X, 0<t<4
Yl* = }’1

o= h
Y =Y 1<k<n-7 k¢{1,i}
Y;—G = Yas

\ Y;——S = Yn—5

Se puede, ademds, suponer que Cin6=1Y ckpn6=0 2<k<n—-17, sin
mas que aplicar el cambio de base expresado por

X = X, 0<t<4

Yy = 81,71.—6 Y

Yo = cine6Yo—crn-6¥1 2<k<n-7
Yie = Yne

Yis = Yas
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y se obtiene la ley:

(X0, Xi] = Xin 1<i<3
[X1,Xs] = eXq e €{0,1}
[X1,Yne] = X4 :

{ [X1,Yns] = X
(X2, Yas] = X4
[Yla Yn~—6] = X4

| [Ys,Yns] = cin-sX4 1<i<n-6.

*Sicins5=0 Vi 1<i<n-6,y aplicando el cambio de base definido por

X = Xo
XI = Xl + €Y, -5
X = X, 2<t<4
Y = Y 1<k<n-5
se obtiene el algebra
[Xo, Xi] = X1 1LZi<3
[X1,Yne] = X4
(X1, Yns] = X3
[X2,Yn_s] = X4
[Y1,Yns] = X4
Los cambios de base sucesivos:
X = X 0<t<14 t#£1
Xf = Xl - Y]_
Y = Y 1<k<n-5
y
X = X 0<t<4
Y = Y 1<k<n-5 k ¢ {2,n — 6}
YQ* = Yn_s
Y,,:_e = Y2
demuestran que el dlgebra g dada es isomorfa a
92’22 [Xo,Xz] = X‘H—l 13253
[X1,Yns] = X3

[Xo,Ynos] = X4
[Y1, Yo = X4
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ya obtenida anteriormente.

* Si existe algtin ¢;5 0 2 < i< n—7, sepuede suponer con—5 # 0.
Basta con considerar el cambio de base dado por

X} = X; 0<t<4
Y = Y
Y; = Y
< Y,i* = Y
Ye = Y 2<k<n-T7T k¢{2,i}
YJ-G = Yo
[ Yos = Yas

Se puede, ademas, suponer que

cin-5=0, con5=1, ckn-5=10 3<k<n-1T,

sin més que aplicar el cambio de base expresado por

(X§ = VaEnsXo
X f = cgn-5X1
)(5 = 4 / C%,n—5X2
X;s = Cg,n—sX 3
¢ X Z = Cg’n_5X 4
Yk* = C2,n—5Yk e Ck,n_5Y2 1 S k S n—17 k 76 2
' = VansY
1:—6 = C%,n—sy —6
\ Y-y:_s = c2,n—5Yn—5
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En efecto, se obtiene que

[X3, X1]
(X5, X3]
[X§, X3]
(X1, X3]
(X1, Yo gl
[Xf) Yr:—S]
[Xa’ Y'r:—s]
[Yl*) Yr:—G]
[Y5, Yo_sl

[Yé, Yos]

[Yr:—6> Yr:—s]

y la ley de g es:

[VCe2n=5X0, com-5X1) = 1/ pn 5 X2 = X3
[Ve2n—sXo,y/Bn-sX2] = €3 n_5X3 = X}
[\/ETn—EXOa c%,n—5X3] = Cg,n—5X4 = XI

[c2,n—5X1) C%,n—SXQ] = 6\/ cg,n—5X4 = 6XZ
[02,n—5X17 C%,n—5y —6] = Cg,n—5X4 = XZ
[con-5X1, con-sYn-s]| = €3 o sX3 = X3

[ C%,n—5X2a cQ,n—5Y —5] = c%,n—5X4 = XI

[Cz,n—syl - Cl,n—5Y2, cg,n—SYn—G] = an—sx 4= XZ
[VC2n-5Y2, Con—5Yn-s5] = /¢35, sX4 = X

[con—5Yk — Ckn—5Y2, Con—5Yn_s5] = (c%,n~5ck,n_5 - Ck,n—scg,n_s)x 4=
0X,=0 1<k<n-7 k#£2

5 _
[\/3.n—5Yn—6, Con—5Yn—5] = 1/Ch n_s5-Cn—6,n—5-X4 = B X4,

(X X] = Xim 1<i<3
[Xl,XQ] = 6X4 €€ {0, 1}
X1, Yn6] = X4

< X1,Yns] = X3
[X2,Yn5] = X4
[Y1,Yne] = X4
[Y2) Yn—S] = X4

| [Yn—6)Yn-5] = BX4
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Al aplicar el cambio de base siguiente:

Yye¢ = Ynie—p0Ys
Yis = Yos
se transforma en
[ [Xo0,X:] = Xin 1<i<3
[Xl,X2] = eX4 €€ {0, 1}
[X1,Y 6] = X4
§ [X1,Yns] = X3

(X2, Yns] = X4
Y1, Ynos] = X4
| [Yo,Yns] = X4

Los cambios de base sucesivos:

X = X 0<t<4 t#£1
X = X,-v
Y¢ = Y 1<k<n-S5,
(X} = X, 0<t<4
v = 1<k<n-5 k¢{2,n-6}
Y} = Y
\Y'r:—ﬁ = Y2
y
(X} = X, 0<t<4
v = 1<k<n-5 k¢{3,n—6}
Y3* = Yn_e
(Yo = V5

demuestran que el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

([Xo Xi] = Xen 1<i<3
X0, Xs] = eXs  ee{0,1}
< [X1,Yns] = X3
(X2, Yn-s5] = X4
(Y1, Yo = X,
[ [Y3,Yns] = X4
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que corresponde a g8 sie = 0 y a g7 si € = 1, ambas ya obtenidas.

*Sicip5=0 Vi 2<i<n—"7 perocins#006cnens#0,sepuede
suponer ¢,_gn—5 = 0, sin mas que aplicar el cambio de base definido por
) q p

Xy = X 0<t<14
YI: = Yk 1 n—=6
Y:,:_5 = Yn—s + cn—6,n—5Y1
y se obtiene la ley determinada por
([Xo, X = Xin 1<i<3
[X1,Xs] = eXq e € {0,1}
[X1,Ynoe] = X4
< [Xl, Yn_5] = X3
[X2,Yn_s] = X4
[Y1,Yn6] = X4
| [Y1,Ya-s] = cin-5X4
Al hacer el cambio de base dado por
(X5 = Xo+ 33V,
X = X,
X5 = Xo— 22X,
X; = Xz—cinsXs
¢ Xg = X4
Y} = Y1+ i;—_sX;g
Yo = Y 2<k<n—7
Yie = Yns
. Y'r:—S = _Cl,n—SY —6 T Y, -5
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se obtiene que
(X5, X7

[X3, X3]

(X3, X3]

(X3, Y71']

(X1, Yo el

(X1, Y, ]

(X3, Y,_s]

REWD A

[Yl*’ Yr:—s]

[Xo+ 228y, ¢ X,] = Xp — 22=8X, = X3

[Xo+ 22=5Y,, 5, Xo — 225 X3] = X3 — c1n-5Xa = X3
[Xo+ 25=2Yn 5, X3 — c1no5X4a] = Xa = X}

[Xo+ 22=2Y, 5, Y1 + 1"’5)(3] =0

[X1, Ynos] = X4 = X}

[X1, —cin-5Yn—6+ Yn_s] = X3 — c1n-5X4 = X}

[Xo — -c-l-';—_ng, ~Cin-5Yn-6+ Yn_s] = X4 =X}

Y1 + Gins 5X3, Yo-6] = X4 = X}

2
[Yl + —1""2‘_—5X3, “‘Cl,n—SY —6 + Y, _5] =0.

Y la ley de g se convierte en

Esta situacién ya ha sido analizada y resulta g~ go2.

([Xo X = Xi 1<i<3
[Xl,Xg] = €eX4 €€ {0, 1}
[X1,Yn-6] = Xa
(X1, Yn5] = X3
[XZa Yn~5] = X4

[ [Y1,Yns] = X4

2



25

¥k Sic; =0 Vi,j 1<i<j<n-—6 yexiste algin ¢;n5 # 0
1< i< n~—7, se puede suponer c;,-5 # 0. Basta con efectuar el cambio de
base siguiente:

(X} = X, 0<t<4
Y} = Y
v =1

Vv = w 1<k<n-7 k¢{li}
Y;—G = Yn-s

\ Y;~5 = Yns

Al considerar

(X5 = YansXo
X f Y c%,n—SX 1
X 5 C1n-5X2
X3 = \3/ c%,n—SX 3
X; = \3/ C‘;’,n—sx 4
Yy = \3/ c%,n-—SYI
Yy Cin-5Yk — Ckn-5Y1 2Z<k<n-—6

* — 3/ 2
\ Yn—5 - cl,n—SYn—S

se obtiene que

(X5, X1] = [¥Crn-sXo, JEnsX1] = c1n5X2 = X3
[X3,X3] = [¥rnsX0 CrasXo] = Jct, sXs = X3

(X3, X3] = [¥en—sXo, {/cinsXs] = /R n-sXs=X]

(X1, X3] = [{/nsX1,c1n-5Xo] = €fcln sXs=e€X]
(X1, Vel = [ sX1,cin5Yn6— cnbnsYi] = JFnsXs =X

— 2 2 _ 3.4 — *
[XI’ Y7:—5] - [ Y Cl,n-—SXI’ Y cl,n—SYn—S] - cl,n—5X3 - X3
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[X;, Yn*-5] = [cl,'n~5X2’ Y c%,n~5Yn—5] =9 C?,n—5X4 = XI
[Y1*’ er—s] = [\3/ C%,n—-SYl’ {/ cin—SY —5] = 47 Cz,n—5X4 =pX;
[YI:’ Y;—S] = [Cl,n*5Yk — Chkn—5Y1, ) c%,n—SYn—S] =
= (e _sChns — Chn-5/Cin5)X4=0X4=0 2<k<n-—6.
La ley de g es:
[ [Xo,Xi] = Xiy1 1<i<3
[XI,XQ] = €Xy €€ {0, 1}

< [X1,Yn-g] = X4
[X1,Yns] = X3
(X2, Yns5] = Xq

[ Y1, Yns] = BXy B #0.

Se puede suponer § = 1, sin més que hacer el cambio de base:

(X5 = ¥BXo
Xf = WX1
X5 = VX,
X3 = VX
! Xi = BX4
Yy = %\/ﬁ}’l
Yy = Yi 29<k<n—7
Yig = VB
\ Y;—s = Wyn—s

En efecto:

(X5, X1] = [VBXo, VB°X1] = VB°X2 = X}

(X5, X351 = [VBXo, VB3X2] = V/B2X3 = X3
(X5, X3] = [VBXo, WX3]=,5X4=XZ
(X1, X3] = [VB2X1, VB°Xq] = eBX4 = eX}

[X;a Yr:—(i] = [\S/BEXI) Wyn—G] = ﬂX4 - XZ
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(X1 Yl = [VB2X1, VB%Yn_s) = VB X3 = X3
(X5, Y sl = [VBXo, VB 5] = BXs= X}

[Yl*) Y;—S] = [ 5132Y1: v 04Y, —5] =pfX4= th

Por tanto, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

[ [ X0, Xi] = Xipn 1Zi<Z3
[Xl, Xg] = eX4 €€ {0, 1}
(X1, Yn6] = X4
(X1, Y5 = X3
[Xz, Yn—S] = X4

[ Y1, Yn5] = X4

Se puede suponer € = 0, sin méds que aplicar el cambio de base:

X = X, 0<t<4 t#1
Xf = X1+€Y_5

Yl* = Y1+€Y_6

Y = Y 2<k<n-—5,

y se obtiene el dlgebra

ot [XoXi] = Xin 1<i<3
(X1, Yn6)] = X4
[X1,Yns] = X3
[XQ) Yn—5] = X4
|

o<
A
I

X4
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***Sic,-j=0 Vi, j 1SZ<]STL—6 yci,na5=0 Vi 1S’I:STL—7,

pero cn_gn-5 7 0 se distinguen dos casos, dependiendo del valor de «.

Caso: e=0

Se puede suponer cp_gn—5 = 1, sin méas que hacer el cambio de base:

X5 = Xo
X: = cn—6,n—5Xt 1<t<4
) = Y 1<k<n-5,
y la ley de g viene determinada por
[Xo, X] = Xin 1<i<3
[X1, Y] = X4
[X1,Yns] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yo-6 Ynos] = X4
Esta ley se consigue al aplicar a la ley
o' [Xo,Xi] = Xi1 1<i<3
[X1,X2] = X4

[(X1,Yn 5] = X
[X2,Yn 5] = X4

[Y1,Yns] = X4
los siguientes cambios de base sucesivamente:
X! = X 0<t<14
Y1* = Yns
Y‘I:—G == Y]_
Y =Y 2<k<n-5 k#n—-6 vy
[ X¢ = Xo
Xf = —X]_ e Y'n.—5
X = =X 2<t<4
L Y = -Y; 1<k<n~-7 k=2+1
Y = Y 1<k<n-17 k=2
Yie = —Yns
q Yis = Yas

En consecuencia, g >~ g/
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Caso: e=1 cpgp-5=1

Los cambios de base sucesivos:

Xy = Xi 0<t<4 t#1
Xf = X1+ Yns
Yo = % 1<k<n-5
Yy
Xy = X 0<t<4
Yl* = Yn s
Yoe = 1
YW =Y 2<k<n-5 k#n—6
demuestran que g es isomorfa a
89t [Xo, X)) = Xin 1<i<3
[Xlay'n—S] = X3
[X21Yn—5] = X4

[Yla Yn—5] - X4
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Caso: e=1 cpgpns5#1

Al aplicar el cambio de base definido por

(X¢ = X,
n—6,n— —6,n—-5—2
Xf = -_ 2(12—'61,,6—6,7[5—5) Xl + 2(61’1__:"_6,5“-5) Yn—5
n—6,n—"5
¢ Xe o= T 2(1—cn-6,n-5) Xt 2st=4
Y} = Vi 1<k<n-5 k#n—6
\ Y;‘G = Cn—G,}L—S_l Yn—6

se obtienen que

* * _ ___tn6n-5 Cn—6,n—5—2 _ Cn—6,n-5 vk
(X5, X7 = [Xo, 2(1—c,.-6,n_5)X1 + 2(1—cn—6,n-5) Yo s] = —2(1—cn,s,n_5)X2 = X3
Cn—6,n— P
X5,X0) = (Ko -gSeiX) = - X = Xp, 25153
Y — [__ ©n—6mn-5 Cn—6,n-5—2 —__Cn-6n-5 _
[XI’X2] - 251—67:. —-6,n— 5)X1 + 2(1 Cn—G,n-——5) Y‘n—5) 2(1—%-—6,11.—5) X2] -
_ cn—ﬁ,n- n—-6,n—5 —~2¢n— 6,n—5 — Cn—6,n—5 _ *
= omsnapXat e oms? X4 = imem-om )4 = X4
x Vo _ Cn—6,n—5 Cn—6,n-5—2
XL Yol = amaiams X+ ey Va5 serymi Yool =
—Cn—6,n—5 X Cn— 6n—5—2 X —
2(1—?—%71—5)(%—6,"—5—1) T 2(1Tcn—6,n-5)(Cn—6mn-5-1)
_ n—6,n-5 — *
Ni—en-ens) 4 = X4
* * _ I__ ©Cn-6n-5 Cn—_6,n_5—~2 __ ___Cn-6n-5 _ v
[Xl’ Yn_S] - [ 2(1_Cn—6,n—5)X1 + 2(1_cn. 6,n— 5)Y =5 Yn_S] - 2(1_311.——6,11.—5))(3 - XB
Cn—6,n— Cn—6,n—
(X3 Yas] = [-opmerttgyXe Yos] = —gt=5Xs = X}

Yoo Yasl = [gmmma Yoo Yool = 2250250 X0 = 2(— 22225 X,) = 2X}

Por tanto, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

( [Xo,Xi] = X,:+1 1 S 1 S 3
[X1, X2 = X4
) [X1,Yns] = X4
[X1,Yn5] = Xs
[Xo,Ynos] = X4
L [Yn—Gy Yn—-S] = 2X4




31

Los cambios de base sucesivos:

X5 = Xo
X{ = 2X1+Yas
X! = 2X, 2<t<4
Y) = Y 1<k<n-5
y
X = X 0<t<4
Y = Y
Yo = 1
Yy = Y 2<k<n-5 k#£#n—6
demuestran que g es isomorfa a
o' [Xo X = Xim 1<i<3
[X1,X2] = X4
[X1,Yns] = X3
[X2,Yns] = X4
[Y1,Yas] = X4

ya obtenida.

*H% Si existe alglin ¢;; #0 1< i< j <n—7 sepuede suponer ¢z # 0.
Basta con efectuar el cambio de base expresado por

[ X = X 0<t<4
Y =Y
Yp =Y

JW o=n
Vo= Y
Y = Y 1<k<n-"7 k¢ {1,243}
Yoo = Yns

( Yos = Yns

Se puede, ademas, suponer que c1o =1 y ¢ =0 = cox 3<k<n-5,

sin mas que hacer el cambio de base dado por
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X = X 0<t<4
YW = v

Y2* = Y2

Y, = Yk-i-;c:zlfyl—-cc-ﬁYz 3<k<n-5,

y se obtiene el dlgebra de ley:

[ [X0,X:] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = eXy e € {0,1}
[X1, Y 6] = X4
< [Xl,Yn_5] = X3
[Xo, Yno5] = X4
[Y1, Yo = X4
\[Y,,Y}] = C.in4 3S'L<j_<__n—5

X Sic; =0 Vi,j 3<i<j<mn-—25,y aplicando el cambio de base
definido por

X = Xo

Xf = X1+EY_5

X} = X, 2<t<4
Y = Y 1<k<n-5

se obtiene el algebra

o’ [XoXi) = Xin 1<i<3
[X1,Yno6] = X4
(X1, Yns] = X3
[X2,Yns] = X4
[Y1, Yo = X4

K Sicy; =0 Vi,j 3<i<j<n-17 vy existe algin cin # 0
3 <1< n—7, se puede suponer c3,_g 7# 0.

Sin més que considerar cambios de base anslogos a algunos anteriores se
puede suponer: c3n-6 =1 y ckn-6 =0 4 < k < n— 7y se obtiene la ley
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determinada por

([ X0, Xs] = Xip 1<:<3
[X1, X2] = €X4 e e {0,1}
[X1,Yn-6] = X4

< [X1,Yn-s] = X3

(X2, Yn_s] = X4
[Y1,Yo) = X4
[Ya,Yae] = X4
L [Yi, Yn-s] = cins5X4 3<i<n-6.

* Si Cin-s =0 Vi 3 < i< n-—6,secumple que g es isomorfa a 92’3, ya

obtenida.

* Si existe algln ¢;p-5 #0 4<i<n—-17 secumple g~ gf3sie =0y

g~ g7 si € = 1, ambas ya obtenidas.
*Sicins5=0 Vi 4<i<n—7 perocsns#06chens#0, se cumple
g~ g>2, ya obtenida.

X Sic; =0 Vi,j 3<i<j<n-6 yexiste algin cins # 0
3 < i< n -7, se obtiene el digebra

&’ [Xo, X = Xgno 1<i<3
[X1,Yn6] = X4
[X17 Yn—S] = X3
[Xo,Yn_s] = X4
[Yla Y2] = X4
Y3, Yaos] = X4

*EESic; =0 Vi,j 3<i<j<n—6 ycins=0 Vi 3<i<n-—71,
pero cp_gn—s5 7 0, se cumple:

g:g;’;’zsie=0

g= 92’2 sie=1 Y Cn-6n-5—= 1

7,2

g~g sie=1Yy cpngn-s # 1.
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*¥* Si existe algiin ¢;; #0 3<i<j<n—7 sepuedesuponercy =1y
car = 0 = car 5 <k <n—5. Laley de g viene expresada por

( [XO) Xz]

<

[Yl) Y2]
[Ya, Y4
| Y3, Y]

[Xl) X2]

[Xl: Yn—S]
[Xl) Yn—S]
[X2, Yn—S]

= Xin 1<4i<3
= eX4 66{0,1}

[
Inla

L
ol

ciXe B5<i<j<n-—5,

Si se contintda el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

8k 9k _S5k° 6k
8n" 8y 18y 1 Bn

ley:

7,k*
)y Bn

([ [Xo, Xi]

[X 1, X 2]
(X1, Yn-6)

< [X 1y Yn—ﬁ]
[X2, Yn_s]
[Yor—1, Yak]
Y3, Yj]

\

1

<k<r-1 1<k*<r,6aunaque tenga por

Xip 1<i<3
X4 €€ {0, 1}

X4 1<k<r-1
C,;jX4 2r—-1<i<ji<n-5.

*¥¥%Sic; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-5, yaplicando el cambio de base

definido por

X5 = Xo

Xf = X1+6Y -5

X = X 2<t<14

Yk* = Y 1<k<n-5

se obtiene el algebra
7 [Xo, X4 = X 1<i<3

[X1,Yne] = X
[X1,Yn5] = Xa
[X2, Yns] = X4

[Yok—1,Yor] = X4 1<k<r-1
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¥ESic; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—17 yexiste algin c;n6# 0
2r—1 < i < n-—7, se puede suponer cg,_1 ¢ 7 0. Basta con efectuar el cambio
de base dado por

([ X} = X, 0<t<4
Y2:-—1 =Y
< Y} = Yo
Y, =Y 1<k<n-7 k¢ {2r-1,i}
Yie = Yns
\ Y’r:—5 = Yn“s

Se puede, ademads, suponer que cor_1p-6 =1y Cen6=0 2r <k <n-7,
sin mas que considerar el cambio de base dado por

,

X; = X, 0<t<4

Yy = Y 1<k<2r—2
< Yoor = oY

Yo = corin6Ye—Ckn-6Yor-r 2r<k<n-7

Yie = Yns

Y;—s = Yn-s

\

y se obtiene la ley:

( [Xo0, X3 = Xin 1<i1<3
[X1, Xo] = X4 e€{0,1}
[X1,Yn6] = X4

< [X1,Yn5] = Xs

[XQ) Yn—S] = X4
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1
[Y2'r——1) Yn-—G] = X4

| [Y3, Yn—s) = Cin-5X4 2r—1<i<n-—6.
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*8icin-s =0 Vi 2r—1< i < n-—6,y aplicando el cambio de base
definido por

X$ = Xo
Xf = Xl + €Y, -5
X} = X, 2<t<4
YY = Y 1<k<n-5
se obtiene el dlgebra
([ [Xo, Xi = Xiyn 1Z5iZL3
[X1,Yn6] = X4
< [X1,Yns] = X
[X2’ Y’n—5] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r-1
( [Yor—1,Yng] = X4

Los cambios de base sucesivos:

X! = X 0<t<4 t#£1
X = X1~Yy
Y¢ = Y 1<k<n-5
y
Yy = Y 1<k<n-5 k ¢ {2r,n — 6}
Yzﬁ; = Yn s
Yie = Yo

demuestran que el dlgebra g dada es isomorfa a

g [Xo, X = Xi1 1<:i<3
[Xh Yn—5] = X3
[X2; Yn—S] = X4

[Yok-1,Yor] = X4 1<k<r
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* Si existe alglin ¢;n-5 #0 2r <i<n—7, se puede suponer corn-s5 7# 0.
Basta con hacer el cambio de base definido por

4

\

X = X 0<t<4

Yo =Y 1<kL2r-1

Yoo =Y

Yi* = Yo

V) =Y 2r <k<n—-7 k¢{2r1i}
Yie = Yns

Yis = Yns

Se puede, ademas, suponer que

Cor-1n-5=0, Corn-5 =1y Chn-5=0 2r+1<k<n-7,

sin mas que aplicar el cambio de base expresado por

4 X(;
X1
X3
X3
X:
vy
Yy
Yy
Ys,
) i
L Yoos

I

v/Corn-5X0

Corn-5X1
V c%r,n—5X2
C%,,.n_5X3

Cgr,n—5X4
\/SBrn—sYe 1<k<2r—-2 k=2+1
Yy 1<k<2r—-2 k=2
Corn—5Yk — Ckp—5Y2r 2r—1<k<n-7 k # 2r
V/Corn—5Yor

c%r,n—sy —6
CZ’r,n—SYn—S

Y, en consecuencia, la ley de g es:

( [Xo, Xi] = Xyn  1<i<3
[Xl, X2] = X4 €€ {0, 1}
[XI; Yn—6] = X4
[X1,Yas] = X;

< [X2, Yn_5] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r—1
[Y2'r—1a Yn—G] = X4
[Y2'r) Yn—S] = X4

( [Yn-6,Yns] = BX4




38

Aplicando el cambio:

0<t<4
1<kLSn -7
1<i<3
e € {0,1}
1<k<r-1

k¢ {2r +1,n — 6}

1<i<3
e € {0,1}

1<k<r

(X! = X
< Yy = Y
Y, 6 = Yae— (Yo
\ Y-,:-—s = Y'n.—s
se transforma en
[ [Xo, Xi] = Xin
[Xl,Xg] = €X4
(X1, Yol = X4
[X1,Yns] = X3
| X2 Yas]l = X4
[Yop—1,Yor] = X4
[Yor—1, Yng] = X4
L Yor, Yns] = X4
Los cambios de base sucesivos:
Xt* = Xt
X = X1—Yo
Y = Y
X = X 0<t<4
Yo, = Y
Yo, = Yns
-6 = Yor
y
X: = X 0<t<4
Y = Y 1<k<n-5
Yooin = Yas
Yie = Yo
demuestran que el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:
[ [Xo, X3] = Xin
[Xl,X2] = 6X4
< X1, Yns)] = X3
[XQ; Yn—5] = X4
(Yor-1, You] = X4
[ [Yart1, Yo-s] = Xq
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que corresponde a g™l sie =0y a gl t+!

si € = 1, ambas ya obtenidas.

*8icins =0 Vi 2r <i<n-—7 pero cor_1n-5# 06 cngns # 0, se
puede suponer c,_gn—5 = 0, sin més que efectuar el cambio de base definido por

X = X
Yk* = Yk
7:—5 = Yo 5+ Cn—6,n—5Y2'r—1

y se obtiene la ley determinada por

([ [Xo, Xi] = Xin
[X1, Xo = €Xy4
[X1,Yne] = X4
4 (X1, Yn_s) = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor-1, Y] = X4
(Yor—1, Yng] = X4
 {Yor—1, Yaos] = cor_1n-5X4

1<i<3
e€{0,1}

1<k<r-1

Se puede suponer co,_; ,—5 = 0, sin mds que aplicar el cambio de base:

r Xa: — XO + C2r—; n-—5 Yn—5
X = Xi
X; — X2 — c2r—§,n—5 X3
X; = Xz—coy_1n-5Xa
X: = Xa

1vr = w

Yooy = Yor1+ —c%r_é’"_sx 3
Yk* - Yk
Yie = Yns

\ Y:,:._s = _c2r—1,n—5Y 6+ Yn_s

1<k<2r—-2

2r<k<n-17

La situacion que resulta ya ha sido analizada y resulta ser g isomorfa a

gt [Xo, X = Xin
[X1,Yn-5] = X3
(X2, Yns] = X4

(Yor-1,Yor] = X4

1<:iL3
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¥ESicy =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—6 yexiste algin c;n_5 # 0
2r —1<i<n—7, se puede suponer co,_1 -5 # 0. Basta con considerar el
cambio de base siguiente:

4

X! = X 0<t<14
Y = Y 1<k<2r-2
Yoo = Y
9 1/1:* = Yor 1
Ye = Y 2r—1<k<n-7 ké¢{2r-1,i}
Y76 = Yns
{ Yis = Yoo

Al considerar

[ X§ = YainsXo
X; = \3/ cgr—l,n—SXl
X; = cor-1n-5X2
X3 = {fchinsXs

* — 5
X4 - \3/ C2r—1,n——5X4

< .
Yy = 13/037-..1’",_5}/](: 1<k<2r-2 k=2+1
Y;

Y = Y 1<k<2r—-2 k=2
Yoo, = \3/ C%r—l,n—5Y2r~1
YI: = c2’r—1,n—5Yk - Ck,n—5Y2'r—1 2r <k<n-6

* _  38/.2
. Yn—5 - c2r~1,n—5Y -5

se obtiene la ley:

[ [Xo, X] = X;n 1<i<3
[,Xl, Xg] = €X4 €€ {0, 1}
[X1,Yn6] = X4

< [Xl,Yn—S] = X3
[X2, Yn_s] = Xu
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1

| [Yor-1,Yns] = BXe B#O.




41

Se puede suponer § = 1, sin mds que hacer el cambio de base:

(X§ = VBXo
X{ = VB%X,
X5 = VBX,
X3 = VP*Xs
X: = BX4 _
{ Y,: = ﬁYk 15k§21’—2 k=241
Yy = v 1<k<2r—2 =3
Y1 = _5_152_y2r_1
Yy = Y I <k<n—7T
-,:_6 = \S/BSYn—G
\ Yr:—s = Wyn—S

En consecuencia, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

4

[Xo,Xi] = Xin 1<i<3
[Xl, XQ] = €X4 € € {0, 1}
(X1, Yne] = X4
< [Xl, Yn_5] = X3
[Xo,Yns] = X4
[Yor-1,Yor] = Xa 1<k<r-1
[ [Yor-1, Yas] = X4

'

Se puede suponer € = 0, sin mds que aplicar el cambio de base:

X, = X; 0<t<4 t#1
Xf = X1 + €Y, -5
Yoo 1 = Yor_1+ €Y 6
Ye = Y 1<k<n-5 k #2r —1,
y se obtiene el algebra
g,g,jr: [Xo,Xz] = X'H—l 1S'LS3
[X1,Yne] = X4
[X1, Yn_s) = X3
[X2, Yn_s) = X4
[Yor-1,Ye] = X4 1<k<r-1

[Y2r—1;Yn—5] = X4
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*¥Sic; =0 Vi,j 2r—1 < i< j<n—6 ycps=20 Vi
2r—1<i<n—7, pero cp_gn-5 # 0 se distinguen dos casos, dependiendo del
valor de ¢.

Caso: ¢ =0

Se puede suponer ¢p_g -5 = 1, sin méas que aplicar el cambio de base:

X = Xo

X! = cnensXe 1<t<4

V) = chens¥e 1<k<2r—-2 k=2+1
Y = Y 1<k<2r—2 k=2
Y = Y, 2r—1<k<n-35,

y la ley de g viene determinada por

[ [Xo, Xi] = Xip 1<i<Z3
[X1,Yne] = X4
: [X1,Yns] = X3
[Xo, Yns] = X4
[Yok-1,Yoe] = X4 1<k<r—-1
(| [Yn-6,Yns] = X4

Esta ley se consigue al aplicar a

gt [Xo, X = Xip 1Zi<Z3
[X1, X0 = X4
(X1, Yn_s] = X3
[Xo, Yas] = X4
[Yor—1, Y] = X4 1<k<Lr-1

[Yor—1, Yn-5] = X4

los siguientes cambios de base sucesivamente:

X = X, 0<t<4
Y2:~—1 = Yns
Y',:.-s = Yo

Yy = Y 1<k<n-5 k¢{2r—1n-—6}
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y
[ X5 = Xo
X} = —X1—VYus
X; = -X, 2<t<4
Y = -Y 1<k<n-—-T1 =2+1
1Yo = v 1<k<n-7 k=2
Yie = —Yns
Yis = Yoo

\

En consecuencia, g ~ g°".

Caso: e=1 cpgn-s5=1

Los cambios de base sucesivos:

X = X 0<t<4 t#1
X = X1+ Yes
Ve = Y 1<k<n-5
Y
X = X 0<t<4
Y2:--1 = Yn-s
Yie = Yo
o =" 1<k<n-5 k¢{2r—1n-6}
demuestran que g es isomorfa a
g8 [Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[Xl’yn—S] = X3 ’
[X2>Yn—5] = X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<Lr—-1

(Yor—1, Yn-5] = Xa
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Caso: e=1 cppns5F#1

Al aplicar el cambio de base definido por

4 Xat
X1
X!
vy
Yy
Yy
Y*

\ “n—

6

Il

I

Xo

Cn—6,n—-5

Cn—6,n—5_2

- 2(1—cn-6,n—5)X1 + 2(1—%-6,n-5)Y"_5

— Cn—6,n-5 X

2(1—Cn—6,n-5) 1
Cn—-6,n—5

- 2(1“071.—6,71.—5) Yk

Yi

Yk
1

) 9

Cn—6,n—5—1 n-

2<t<14
1<k<2% -2
1<k<2r-2

2r—1<k<n-5

Se obtiene que g es isomorfa a un algebra de ley:

Los cambios de base sucesivos:

(

Xg
Xi
X:
Yy
M
Yy

X!
Y2'r—1
Y6

Yy

*

*

([ [Xo, Xi] = X1 1£i<Z3
[X1, X = X4
(X1, Y6l = X4
< [Xl,Yn—S] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor-1,Yk] = Xa 1<k<r—-1
| [Yn-6, Yns] = 2X4
= X
= 2X;1+ Yo s
= 2X; 2<t<4
= 2Y% 1<k<2r -2 k=2+1
= Y 1<k<2r—2 k=2
= Y 2r—1<k<n-5
= X 0<t<4
= Yn—S
= Y2’r—1
= Y 1<k<n-5 k¢ {2r—1,n— 6}

k=241
k=2
k#n—6
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demuestran que g es isomorfa a

7r .
g

[Xo, Xi] = Xin  1<i<3
[X1, Xo] = X4

[X1, Yn_s] = X3

(X2, Yns] = X4

[Yor-1, Y] = X4 1<k<r-1

[Yor—1, Yn—s] = X4

*¥% Si existe algin ¢;; #0 2r—1 < i< j < n-—7 sepuede suponer
cor-12r 7 0. Basta con considerar el cambio de base expresado por

4 X t*
Y.
Yo 1
Yy

L Y
}/j*
Yy
Yo s

\ Yv:—s

Se puede, ademas, suponer que cop_12r = 1 ¥y Cor1x = 0 = cork

fl

X 0<t<4
Y 1<k<2r-2

Yk 2r—1<k<n-7 k¢ {2r—1,2r14,75}
Yo
Yn—S

2r +1 < k £ n — 5, sin més que hacer el cambio de base dado por

X¢
Y
Yor_1
Yor
Y

fl

X; 0<t<4

Yx 1<k<2r—-2
Car—1,2r Yor—1

Y2'r

Cork _ Cr-1k <k<m—
Yk + C2r-1,2r er_l C2r—1,2r Y2‘I" 2"” + 1 = k -~ n 5,



46

y se obtiene el algebra de ley:

[([Xo,Xs] = Xy1  1<4i<3
[X1, X2] = €X4 e € {0,1}
(X1, Yn6] = X4
¢ [X1,Yns] = X3
(X2, Yn5] = X4
[Yor-1, Y] = X4 1<k<r
| Y3, Y] = ;X4 2r+1<i<j<n-5.

Se llega a una situacién andloga a las ya consideradas.

En consecuencia, aparecen las dlgebras

g’ [Xo,Xs] = Xin 1<i<3 1<r < E(%5)
[X1,Yns] = X4
[X1,Yns] = X3
(X2, Yn5] = X4
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1
" [Xo, X4 = Xipp 1<i<3 1<r < E(%T)
[X1, Yn_g] = X4
[X1, Yn_s] = X3
(X2, Yns] = X4
(Yor-1,Yor] = Xg4 1<k<r-1
[Yor—1, Yas] = X4

y justo antes del 1ltimo paso del proceso, se obtiene que g puede ser isomorfa a
un algebra de ley:

(([X0,Xs] = Xipp 1<i<3
[X1, X2 = eX4 e € {0,1}
(X1, Yn6] = X4
< [Xl,Yn_5] - X3
[Xo, Ynos] = X4
[Yor—1, Y] = X4 1<k<E(%:%)-1
| [V3,Y5] = ¢;Xs 2E(%%)-1<i<j<n-5
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K Sl =0 Vi, j 2E(l;—§) —1<i<j<n-—>5, seobtiene el 4lgebra

PO (X0 Xi] = Xy 1<i<3
(X1, Y] = X4
[X1,Ynos] = X
[Xo, Ynos] = Xa

[Yok—1, Yor] = X, 1<k<E(%?) -1

¥¥* Si existe algin cipn-6 # 0 2E(%2) —1< i < n -7, se cumple que la
ley de g esta determinada por

( [Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[X1, X2] = eX4 e €{0,1}
[Xl’ Yn—6] = X4

4 (X1, Yns] = X3

[X2, Yn_s] = X4
[Yor—1, Yo = X4 1<k<r-1
[YzE("TJ)—p Ynoe] = X4

( Y3, Yns) = Cin-sXs 2E(%5)-1<i<n-6.

n—3
*8icins =0 Vi 2E(%3%)—1<i<n—86, se obtiene g~ gf,’E( ),

: . . 5,B(232)
* Si Com(ns8)_1,n-5 # 06 cp_gn-s5 # 0, se obtiene g~ gn" ~ 2

¥EESic; =0 Vi, 2E(%5) —1<i<j<n-—6 yexiste algin ¢;,_5 #
2E(%52)—1 < i < n—7 (esta situacién solamente ocurre cuando E(%;2) = 25
& npar o 5= E(%5%)), se obtiene el dlgebra:

.
)

o P (X0, X = Xin 1<i<3
(X1, Yo ¢ = X4
[X1, Yn-5] = X3
(X2, Yn_s] = X4
[Yak-1, Yax] = X4 1<k<E(%Y-1

[Yom(ezey 1, Yn-s] = X4
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: i : . O.E(27T) _ 9,B(%5%)
Cuando n es impar, la dltima 4lgebra de dicha familia es g, = gn .

¥*Sicy =0 Vi,j 2B(%32)-1<i<j<n—6 ycins=0 Vi
2E(ﬂ5—5) — 1< i< n-7, pero ch_gn-5 # 0 se distinguen dos casos, dependiendo

del Va.lor7dEe £
g2 gn =) si e=0
6,B(252 .
g () & =0 Cn—6mn—5 = 1
7,B(22 .
gzgn(Z) si e=0 Cn—6,n—57é1~
En consecuencia, se concluye que en el caso: 35 € {1,2,...,n — 6} : b; # 0,

surgen las familias

87 [Xo, X4 = X1 1<i<3 1<r < E(%3)
[Xla Yn—G] = X4
[X1,Yns] = Xs
[Xo,Yas] = X4
[Yor—1, Yor] = X, 1<k<r-1
g [Xo Xy = Xipn 1<i<3 1<r < E(%%)
[X1,Yns] = X4
(X1, Yns] = X3
[X2,Yns] = X4
[Yor-1, Yox] = X4 1<k<r-1

Yor—1,Yns] = X4
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Extensiones centrales de primera generacion de
n—3
8n—1

Corresponde al caso (4, B) = (1, 0) del corolario 2.2.

Extensiones centrales de gZ::f , caso a # 0

Teorema 2.6.Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja (n — 4)-filiforme, de
dimensidn n y que sea extension central de primera generacion de g¥~3 con o # 0
(en el sentido explicado anteriormente) es isomorfa a alguna de las dlgebras de
Lie de leyes

g7 [ Xo, X = X1 1<i<3 1<r < E(%?)
[X17X2] = Yn——5
[Yor—1,Yo] = X4 1<k<r-1

gl [Xo, X = Xipn 1<1<3 1<r<E(%)
[X1,X2] = Yas
[Xl’Yn—G] = X4
[Yog-1,Yok] = X4 1<k<r-1

2™ [Xo, X = Xin 1<1<3 1<r < E(%*)
[Xl,XQ] = Yns
(X1, Y 5] = X4
[Yop-1,Yor] = X4 1<k<r-1

Demostracién: Toda algebra de Lie de las consideradas en este teorema es
isomorfa a una de ley

[Xo, Xi] = Xin 1<i<?
[Xo,X3] = aZ

X0, Y;] = d;Z 1<j<n-=5
[X]_,XQ] = Yn_5+aZ

[X1,X3] = dnsZ

[Xl,}/}] = bJZ 1§j§n—5

[K,Y'J] = C,;jZ 1SZ<an—6
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Ademas, se puede suponer que
a=1 d;j=0 1<j<n—-6 y a=0,

sin més que aplicar sucesivamente los cambios de base siguientes:

X = X 0<t<3
X = aZ
Y =Y 1<j<n—6
y
X = X 0<t<4
Y} = Y;-d;X3 1<j<n-6
Y,:_s = Yn_5 .
Entonces, la ley de g se convierte en
(X0, Xi] = Xin 1<i<3
[Xo, Yns] = dn_sX4
[X1,X2] = Yns
[X1,X3] = dnsXy4
[X1,Y] = b;Xy 1<j<n-5
[},‘,,YJ] = Cin4 1S’L<an—6

Ademss, se puede suponer d,_5 = 0, sin méas que hacer seguidamente los si-
guientes cambios de base:

Ynf_s = Yo 55— dn-5X3
Y} = Y 1<k<n-—6
y
X; = X, 0<t<4 t#1
X! = Xi—dnsXo
Y} = Y; 1<j<n-5

En consecuencia, los productos corchete no nulos de g , salvo antisimetria, son:

[Xo0, Xs] = Xin 1<iL3

[X1,X2] = Yas
XL,Y] = X, 1<j<n-5
[K,Y;] = Cz'jX4 1<i<j<n—-6.
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Se deben distinguir ahora los casos b,_5 =0 y bp—5 # 0.

Cuando b,_5 = 0 se deben estudiar por separado los casos en que sean
bj =0, 1 <j<n—6,obien exista algtn b; # 0.

Cuando b,_5 # 0 se puede probar que se pueden suponer nulos todos los
restantes b;. En todos los casos se va a distinguir la nulidad o no de los c;;.
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Caso 1: b, 5=0

El algebra g dada es isomorfa a una de ley:

[Xo, Xi] = Xia 1<i<Z3

(X1, Xe] = Yas

[Xl,Y}'] = ij4 1_<_j§n—6
[),,,,,}/J] = C,'jX4 1_<_Z<an-6

Caso1.1: b;,=0 1<j<n-6

La ley de g viene determinada por

X0, Xi] = Xipa 1<i<3
[Xl»X2] = Yns
V;,Y;] = cXq4 1<i<j<n—6.

¥SBicy; =0 Vi,j 1<i<j<n—6, seobtiene el dlgebra

10,1 . (X0, Xi] = Xin 1<1<3
B X Xe] = Yas

* Si existe alglin ¢;; #0 1< i< j <n-—6, sepuede suponer cjp # 0.
Basta con efectuar el cambio de base expresado por

(X} '= X: 0<t<d4

Y? = Y,

vy =Y

| ¥¢ = v

Ypo= Y

Y = Y. 1<k<n-5 k¢{1,2i75}

Se puede, ademds, suponer que cjo =1 y c1x = 0 = cop 3<k<n-6,
y para demostrarlo es suficiente considerar el cambio de base siguiente:

X; = X 0<t<4
Yz* = Y2
Yo = Y+ &EV-2Yy, 3<k<n—6

Yis = Yos
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y se obtiene el dlgebra de ley:

[XO) Xi]
[Xl’ X2]
[Yh Y2]
[Ys Y]

Xin 1<i<3

Yn—5

X4

Cin4 3SZ<]STL—6

¥Sic;=0 Vi,j 3<i<j<n-—6, seobtiene el dlgebra

(X0, Xi] = Xipn 1<L5i<3
G228 (X1, Xg] = Ynos
Y1,Ye] = X,

* Si existe algtin ¢;; #0 3
csk = 0 = ca

<i< j<n-6, se puede suponer cz3g = 1y

5 < k £ n— 6, sin mas que hacer cambios de base analogos a los

a de ley:

Xit1
Y._
X4
X4
cij X4

1<i<3

5<i<j<n-—6.

resulta el algebra g dada isomorfa a alguna de las

anteriores. Se obtiene un dlgebr
[XO) X'L] =
[XI) X2] =
[Yla Y2] =
[Ya, Y] =
[Yi’ YJ] =
Si se continia el proceso,
g% 1<k <r—16auna que tenga por ley:
[XO) X'L] =
[X1,X2] =
[Yok—1, Yor| =
Y5, YJ] =

¥Siec;=0 Vi,j 2r—1<

Xit1 1<:<3

Yn—S

X4 1<k<Lr-1

Cin4 2r—1§i<j§n—6.

i < j <n—6, seobtiene €] algebra

g0 [Xo, X = Xip 1Z5iZ3
[XlaX2] = Yn—5
[Yop-1,Yoe] = X4 1<k<r-1

* Si existe algin ¢;; #0 2r—1< i< j < n -6,

se puede suponer

cor—1,2r # 0. Basta con aplicar el cambio de base definido por
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(XF = X, 0<t<4
Y2*—1 = Y
) Yo, =Y
Yi* = Y2’r-1
Y}‘* = Yo
LYy = 1 1<k<n-5 k¢{2r—12rij5}

Se puede, ademads, suponer cgr_39r = 1y Cgp_1, =0 = Corkg 2r+1<k<n-6.
Esto se consigue con el cambio de base dado por

(X! = X 0<t<4

Y = Y 1<k<2r—-2
) Yo1 = Cor—1.2r Yor_1

Y2:- = Yo

g = Yk+f':;Y2r—1—gcf:_;ifY2r 2r+1<k<n-6
( Yos = Yas

y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3

[X1, X2 = Yns

[Yok—1,Yor] = X4 1<k<r

Y, Y] = ¢iX4 2r+1Li<j<n—-6

llegandose a una situacién andloga a las ya consideradas.
Es evidente que el proceso finaliza cuando r = E("%G) +1= E(ﬂgﬁ-), por lo
que cuando b, s =0y b; =0 1< j<n-—6,surge la familia

g7 [XoXi) = Xip 1<i<3 1<r < E(%%)
[X1>X2] = Yp_s
[Yor—1,Yk] = X4 1<k<r—-1
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Caso 1.2: 3j€{1,2,...,n—6}:b; #0

Como b,,_5 = 0, se sabe que la ley de g viene determinada por

(X0, Xi] = Xip 1<i<3
[X1,Xo] = Yn-s
[X1,Y;] = b;Xe 1<j<n-6

[Y,,,,YJ] Cin4 1§z<y§n—6

Los cambios de base definidos por las relaciones

X = X 0<t<14
Yoo = Y;
Yj*r = Yn-s
Y = Y 1<k<n-5 k¢ {jn—6}
y
X = X 0<t<4
Y} = bneYj—biYas 1<j<n—7
Yoe = E,ﬁyn—fi
Yis = Ynos

permiten, el primero suponer b,_s # 0 y el segundo, b; =0 1<;j<n—-Ty
bn—s = 1. Entonces, la ley de g estd determinada por

(X0, Xi] = Xin 1<4i<3

[XI)XZ] - Yn—5

[X1,Yno6] = Xa

[Y,,Y]] = Cin4 1§i<j_<_n——6.

*Siec; =0 Vi,5 1<i<j<n—6,seobtiene el dlgebra

gt [Xo, X)) = Xun 1<i<3
[X1,X2] = Yo
[X1,Yn-6] = X4

¥Sicy; =0 Vi,j 1 <i < j<n-—7Ty existe alglin cjn6 # 0
1<i<n-—717 se puede suponer c;,-¢ # 0. Basta con aplicar el cambio de



56

base siguiente:

Xy = Xi¢ 0<t<4
Yl* - )/1
Y = h
Y = Yx 1<k<n-5 k ¢ {1,i}.
Al efectuar el cambio de base expresado por
(X¢ = X
X = cap-eX1—-Y1
X! = cinoXe 2<t<4
V9 = cneYe—ckn-6¥1 2<k<n-7
Yie = Yns
. er—s = c%,n—GY -5
se obtiene que
(X3, X1l = [Xo,c1n-6X1—Y1] = c1n6Xe =X}
(X3, Xl = [Xo,c1n-6Xt] = cin6Xe41 = X7y 2<t<3
(X1, X3] = [en-6X1— Y1, c1n-6Xo] = ¢} s_6¥ns5 = Yo s
[X1,Yy 6] = [c1,n-6X1— Y1, Yng6] = cCin-6X4—Crn6Xs=0

[Yk*) Yn—G] = [cl,n—GYk - ck,n—GYh Yn—6] =

[Yl*’ Yn—G]

i

(C1,n-6Ckn—6 — Ckn—6C1,n—6)- X4 = 0.X4 =0 2<k<n-"7
[YI; Yn—6] = cl,n-—6X4 = XZ

En consecuencia, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

y al hacer el cambio siguiente:

X¢
Ys
Yoe
Yy

i

(X0, Xi] = Xin
[X1,Xo] = Yns
Y1, Yn-6] = X4

Xt 0<t<4
Yn—6

Y,

Y: 1<k<n-5

1<i<3
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se transforma en

que corresponde a g

10,2
n

(X0, Xi] = Xip
[X1,X2] = Yaos
[Y].J Y2] - X4

1<i<3

, Ya obtenida anteriormente.

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j<n-—7 sepuede suponer co # 0.
Basta con considerar el cambio de base definido por

4 X :
Y!
Y
Yi*
Yj*
Yy

\

Se puede, ademds, suponer que cio =1 y ¢ =0 = cox

Xt 0<t<4

Yo 1<k<n-5 k¢{1,2,i57}

mas que aplicar el cambio de base dado por

X/

Y*

n~5

I

i

Xy
1

el

Y

Ye + S28Y; — GkY,

€12

Yn—5

y se obtiene el dlgebra de ley:

(X0, Xi] = Xin
(X1,X2] = Yns
[X1,Yn6] = X4
[Y1, Yo = X4
[Yi,Y;] = cyXa

3<i<j<n-6.

¥Sicy; =0 Vi,j 3<i<j<n-—6,seobtiene el dlgebra

11,2 .
o -

[XO’ X‘i]
[Xl) X2]
[X1, Ynsl
[Yla Y2]

Xin
Yn—5
X4
X4

1<i<3

3<k<n-—6,sin
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¥Sic; =0 Vi,j 3 < i< j<n—171 yexiste algin ¢;png # 0
3 < i < n — 7,se obtiene el dlgebra

(X0, Xi] = Xipn 1<i<3
103, ) [X1,X2] = Yns
] M, Ye] = X4
[Y3,Ys) = X4

ya obtenida.
* Si existe algln ¢;; #0 3 < i< j < n—7, seobtiene un algebra de ley:

( [XO,X,-] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = Yo
< [X1,Yn-6] = X4
Y1, Yo = X4
[Ya, Ya) = X4
\[Y,,,Y;] = Cin4 5§z<]§n—6

Tanto en el caso anterior como en éste, se consiguen las leyes sin mas que
considerar cambios de base andlogos a algunos anteriores.
Si se continia el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

gilbk  glok+l 1 <k <r—1,0 aun élgebra de ley:
[Xo, X4 = Xin 1<i<3
[X1, Xo] = Yns
(X1, Yn6]l = X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r-1
[Y;,}/J] = Cin4 2T—1SZ<JSR—6

¥Sicyy=0 Vi,j 2r—1<i<j<n-— 6, seobtiene el dlgebra

gl [ Xo, X = Xi1 1<iL3
[X1, X2) = Yp_s5
(X1, Y] = X4

[Yop-1,Yoe] = X4 1<k<r—1



59

¥Sic; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—7y existe algin cin-¢ # 0
2r — 1 < i < n—7, se puede suponer ca,_1n—6 7 0. Basta con aplicar el cambio
de base siguiente:

X = X, 0<t<4

Yo 1 = Y

}/i* - Y2’r—-1

Yy = Yi 1<k<n-5 k¢ {2r—1,i}.

Al efectuar el cambio:

4

X¢ = Xo

X! = cor1n-6X1— Yor1

Xt* = C2r—1,n—6Xt 2<t<4

Ye = cor_ineYr 1<k<2r—2 k=2+1
LYy =Y 1<k<2r—2 k=2

Yo_1 = Yo

Y = cy1n-6Ye—Ckn6Yor-1 2r<k<n-—-7

Yoe = Yns
L Yr:—5 = c%’r—l,n—GY -5

se obtienen los siguientes productos corchete no nulos, salvo antisimetria:

[Xo, Xi] = Xi1 1<4<3
[X17X2] = Yn—5
[Yok-1,Yox] = X4 1<k<r-1
[Y2r—ly Yn—G] = X4
y al hacer

X, = X 0<t<4

Y2:~ = Yng

Yr:—G = Yo

) = Yi 1<k<n-5 k ¢ {2r,n — 6},

la ley anterior se transforma en

[Xo, Xi] = X1 1<Z4i<3
(X1, X2 = Yos5
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r
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10,7+1

que corresponde a g,

* Si existe algin ¢;; # 0 2r —1 < i < j < n—"7, se puede suponer

, Ya obtenida anteriormente.

cor-1,2r 7 0. Basta con aplicar el siguiente cambio de base:

(X} = X
Yoo = Y

) Yo =Y
Yi* = Y2r——1
Yj* = Yo

(Y =Y

Se puede, ademads, suponer cor_j0r = 1y cor_1 6 =0 = Cor k

1<k<n-5 k¢ {2r-1,2r1j}

Se consigue con el cambio de base dado por

[ X} = X; 0<t<14
Y. = Y 1<k<2r-2
< Y2:'_1 - C2r—1,2r Y2’r—1
Y,, = Yo
ch* = Y.+ “—'—c;"’_rl';r Yz,-_l - —‘—-:22:__11,; Y, 2r +1 <k<n-6
\ Y‘Y:—5 = Yn—5
y se obtiene el dlgebra de ley:
[Xo, X = Xin 1<:<3
[X1, X2 = Yas
[X1,Yn-6] = X
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r
[Y;,}/J] = Cin4 21"+1_<_'I,<j§’n—6

Se llega a una situacién parecida a las ya analizadas.
En consecuencia, van apareciendo las dlgebras nuevas

11,7 .
g

[XO’ X'i]
[Xl’ X2]
[Xl-, Yn—G]

[Yor—1, Yor]

Xipn 1<i<3 1<r<EBE(3L)-1
Yn—5

X4

Xy 1<k<r-1

2r+1<k<n-=5.
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y también las ya obtenidas anteriormente:

g7 [Xo, Xi] = Xy 1<i<3 2<r< E(%)
(X1, Xo] = Yo
Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-1,

y justo antes del ultimo paso del proceso, se obtiene la siguiente ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3

[XI,X2] = Y’n—-5

[Xl) Y‘n—6] = X4

[Yoro1, Yor] = X4 1<k<E(%) -1

Y, Y;) = ;X4 2B(%T)-1<i<j<n-—86.

A continuacién, hay que diferenciar dos casos, dependiendo de la paridad de
la. dimensién de g.

Caso n par (E(%T) = 258)

¥Sicy; =0 Vi, j ZE("TJ)—1=n~9§z‘<jSn——ﬁ,seobtieneel
algebra

n=7
g:ml’E( ) [Xo, X4 = X1 1<4<3

[X11X2] - Yn——5

[(X1,Yn6] = X4

[Yok-1,Yax] = X4 1<k<E(%L)-1

¥8ic; =0 Vi,j 2E(%L)—1=n-9<i<j<n-—7y existe algin
Cin-6 70 n—9<1i<n-—17, seobtiene la ley:

(X0, Xi] = Xipn 1<1<3
(X1, X3] = Yn s
[Yor1,Yoe] = X4  1<k<B=E(Y) -1,
n—6
que corresponde a g:LO’E( 2 ), ya conocida.

* Si existe algin ¢;; # 0 2E("T_7)—1=n—9§i<j§n—7, se puede
suponer c,_gn—g # 0, y se obtiene el algebra de ley:

[Xo,Xi] = Xin 1<1<3

[X1, X9 = Y5

[X1,Yns] = X4

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<®=8=E(%2) -1

[Yo—7,Yn-6] = cn-7n-6Xa
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- Si cp-7,n—6 = 0, se obtiene el 4lgebra

n-5

Q;I’E( 7) [Xo, X4 = Xin 1<i<3
[Xla X2] = Yn_5
[Xla Yn—G] = X4

[Yor-1,Yoe] = X4 1<k<E(%) -1

- Si cp7,n—6 # 0, al aplicar el cambio de base dado por

X! = X 0<t<4 t#£1
Xi = K- gioVes
Y ! = Y 1<k<n-5 k#tn-17
Y’:_7 = et GY"'_7
se obtiene la ley:
[Xo, X = Xiu 1<:<3
[XI)X2] = Yn—5

[Yor—1,Yor] = X4 1<k =E(%2) -1,

’ (n—4)

que corresponde a gn , Ya conocida.

Caso n impar (E(nTJ) = EE_Z)

El 4lgebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xippg 1<i<3

[leX2] = Yn—5

(X1, Yne] = X4

Yor-1,Yor] = X4 1<k<E(%) -1

[Y;, Y;) = c;Xs 2B(%1)-1<i<j<n-6.

*Sicy; =0 Vi,j 2E("T‘7)—1=n—8§i<j§n—6,seobtieneel
algebra

11,E(257)
gn :

(Xo, X = Xin 1<i<3
(X1, Xo] = Y5
[Xlx Yn—G] = X4

[Yor—1,Yk] = X4 1<k<E(%L)-1
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¥Sici=0 Vi,j 2E(B0)-1=n-8<i<j<n—-T&chgnr=0,y
4 2 .

existe algin ¢;n-6 #0 n —8 < i < n— 7, seobtiene la ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = Y
[Y2k—1s Y2k] = X3 1<k<L nT_? — E(nT—4) -1,
n-4
que corresponde a B:I-O’E( : ), ya conocida.

* Si existe algin c;; # 0 2E(ﬁ'2'—7)——1 =n-8<i<j<n-T cpgn-r#0,
se obtiene el algebra:

n=5
91111’E( 7, [Xo, X4 = Xip1 1<4<Z3
(X1, X2 = Yn-s
[X1,Yns] = X4
[Yo-1,Yoe] = Xa 1<k<E(%)-1

Como conclusién del caso: b,—5 = 0y 35 € {1,2,...,n — 6} : b; # 0, se
observa que surge la familia nueva de dlgebras siguiente:

gt [Xo, X = Xi1 1<i<3 1<r<E%3)
(X1, Xo) = Yn-6
[X1,Yas] = X4
[

Yoo, Y] = X4 1<k<r-—1
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Caso 2: bp,_5#0
El lgebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xin 1<i<3

[Xl)X2] = Yn-s

(X1, Y)) biXey 1<j<n-5
[Y:, Y] cij X4 1<i<j<n-6.

fl

Al efectuar el siguiente cambio de base:

Xi g/t;Xl
X§ = V n—5X2
X3 = heXs

XZ = 4 bfn~5X4
Y} = basYj—bjYns 1<jij<n-6
\ Y’I‘:—S = Yn—5

se obtienen los siguientes productos corchete:

(X5, X1 = [Vbn-s5Xo, V_Xl] = Vbn_sX2 = X3
(X3, X351 = [VbnsXo, Vbn-5X2] = Vbn_sX3 = X3

[X(;’X.‘;] = [V3 bn-5Xo, Vbn—5X3] = 6b151—5X4 = XZ
(X1, X3] = [Vb_ 1 VbnsXo] = [X1, Xo] = Yos =Y,

[Xf,Y,’:_E,] = [V’M_Xl’ n—>5 :ﬁ[xhynﬂ’:]: 6bi—5X4=XZ

X1,bnsYj — b;Yy_s) = (La=iob; b b, 5).Xa =

X1 = = b —

= 0X4=0 1<j<n-6

Y v} = [Y;,lfj]:ci,-X‘i:c,-j.rX‘i_c X} 1<i<j<n-6
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Y, en consecuencia, se obtiene la siguiente ley:

(X0, Xs] = Xip 1<i<3

[X1,Xs] = Yns

[X1,Yns] = X4

[Yl,Y}] = Cin4 1_<_Z<JSTL—6

¥Sieg; =0 Vi,j 1<i<j<n-—6, seobtiene el dlgebra

X0, Xi] = Xipn 1Z54Z3
9'};2’1 : [Xla XZ] = Yo
(X1, Yns] = X4

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n—6, sepuede suponer ci2 # 0.
Basta con considerar el cambio de base expresado por

(X! = X 0<t<L4
YP = Y
Yy =Y
S Y = Y,
Vo= Y
LYy = Y 1<k<n-5 k¢{1,2,i,5}.

Se puede, ademads, suponer que cio =1 y cix =0 = cox 3<k<n-6,
sin méas que aplicar el cambio de base dado por

X, = X 0<t<4

Yl* = i 1

Y2* - Y2

Y, = Yk+§2§Y1—g§Y2 3<k<n-6
Yr:—s = Yns

y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo,Xi] = Xin1 1<:<3
[X1,X2] = Yns

[X1,Yn-s] = X4

(Y1, V3] = X4

[Y,,,Y}] = Cin4 3SZ<_7STL—6
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¥Sicy =0 Vi,j 3<i<j<n—86, seobtiene el slgebra

X0, Xi] = Xin 1£i<3
g122 . [X1,X2] = Yos
"] X1, Yas] = Xy

[Y1, Y2 = X4

* Si existe alglin ¢;; #0 3 < i< j <n-—6, sepuede suponer c34 = 1
yesk =0=cy 5 <k <n— 6,y para demostrarlo es suficiente considerar
cambios de base anélogos a algunos anteriores. Se obtiene un 4lgebra de ley:

[Xo, Xs] = Xin 1<:<3

(X1, X2] = Yus

Y1,Y2] = X4

[YVa,Ye] = X,

Yy,Y;] = c¢jXas 5<i<j<n-—6.

Si se continia el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

g%% 1<k<r—1éauna que tenga por ley:
[Xo, X = Xin 1<i<3
[XI;X2] = Yns
[X1,Yns] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r-1
[Y;,YJ] = Cin4 2r—1§i<j_<_'n—6.

¥Sicy; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—86, seobtiene el 4lgebra

9312,7‘ : [XO)Xi] = Xi+1 1 S 1 S 3
[X17X2] = Y‘n—S
[Xla Yn—S] = X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r—-1.

* Si existe algin ¢;; # 0 2r —1 < i < j £ n—6, se puede suponer
cor—1,2r 7 0. Basta con hacer el siguiente cambio de base:
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(X} = X 0<t<4
Yooor = Y
) Yo, =Y
Y} o= Yo
1/1'* = Y2'r
Yy = Y 1<k<n-5 k¢{2r—1,2ri5}

Se puede, ademés, suponer cor_19, = 1y cop1p =0=corp 2r+1<k<n-—6.
Estas igualdades se consiguen al aplicar el cambio de base dado por

(X} = X, 0<t<4

Y = Y 1<k<2r—2
< Yé;‘—l = C2r—1,2r YQT_I

Y2; = Yo

Yy = YH%Y%_I—ﬁm 2r+1<k<n-—6
. Yis = Yas

y se obtiene el algebra de ley:

[Xo, X = Xin 1<i<3

[X1,X2} = Yns

[X1,Yn5] = X4

[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r

[YL,YJ] = C,;jX4 2r+1§i<j§n—6,

tratandose de una situacién andloga a las ya consideradas.
Es evidente que el proceso finaliza cuando r = F ("T_G) +1=F ("7_4), por lo
que en el caso: b,_5 # 0, surge la familia:

o [Xo,Xi] = Xipg 1<4i<3 1<r < E(%%)
(X1, X2 = Yns
X1, Y5l = X4

Yor—1, Y] = X4 1Zk<r-1



Las algebras de Lie p-filiformes
como extensiones por
derivaciones

Las algebras (n-4)-filiformes

En todo lo que sigue se supondréd que g es un algebra de Lie nilpotente, de
dimensién n y sucesién caracteristica (4,1,1,...,1).

Existen solamente dos 4lgebras de sucesién caracteristica (4,1): el dlgebra
modelo Ly y el dlgebra p4, cuyas leyes, en una base { X, X1, X2, X3, X4}, vienen
dadas mediante

L4: [Xo,X,;] = Xi+1 1 SZ_<_3
pa: [Xo, Xi] = Xipp 1<5i<3
(X1, Xo] = X4

Cualquiera de ellas puede considerarse algebra soporte de g y, para contemplar
ambas situaciones, su ley se denota por

g*: [Xo,Xz] = X'H-l 1_<_'LS3
[X1,Xo] = eX4 €e€{0,1}.
Al ser g un algebra de sucesién caracteristica (4,1,1,...,1), se puede obtener

una base de g como una extensién de la base de g* anadiendo n — 5 vectores:

69
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Y1,Ys,..., Y, 5 asociados a derivaciones adecuadas de g*: la nula, las homogé-
neas (01, 62) o alguna combinacién lineal de ellas, cumpliéndose que

51(X1) = X3 81(X2) = X4
82(X1) = X4

Teorema 3.4 En dimension n,n > 8, hay ezactamente 6n-29 dlgebras de
Lie nilpotentes complejas, dos a dos no isomorfas y que se pueden obtener como
extensiones por derivaciones de alguna de las dos dlgebras de Lie filiformes de
dimension 5. Sus leyes se pueden expresar, respecto a una cierta base adaptada
{X0,X1,X0,X3,X4,Y1,Y2,...,Y, 5}, mediante

g7 [Xo,Xs] = Xin 1<i<3 1<r < BE(%52)
[Yor—1,Yok] = X4 1<k<r-1
6" [Xo, X = Xin 1<i<3 1< < E(%2)
[X11X2] = X4
[Yok—1,Yor] = X4 1<k<r-1
837 [Xo, X4 = X1 1<i<3 1<r< E("T_E')
[Xl’ Yn—S] = X4
Yor—1,Yok] = X4 1<k<r-1
g7 [Xo,Xi] = Xin 1<5i<3  1<r < E(%D)
[X17X2] = X4
(X1, Yns] = X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r-1
g7 [Xo,Xi] = Xip 1<i<3 1<r < E(%2)
[X1,Yn5] = Xs
[X2) Yn—S] = X4
[Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-1
&7 [Xo,Xi] = Xy 1<i<3 1<r < E(%9)
[X1, Yn_s] = X3
. [X2;Yn~5] = X4
[Yor—1,Yk] = X4 1<k<r-1

[Y2'r—1,Yn—5] = X4



7.7 .
In

Bn

Bn

8n

10,r .

11,r .

12,7 .

[XO: X‘L]
[Xl) XQ]
[Xla Yn—S%
[X2) Yn-5
[Yor—1, Yo
[Yor_1, Yn—s]

[XO’ Xi]
[X1) Yn—6]
[X1, Yn_s)
(X2, Yn_s)
[Yor—1, Yok]

[Yok—1, Yox]

[Xo, Xi]

[Xl, X2] ]
Y'n,—6

K’(zlk’—b Yok)

Xin
Xs

X4
X4

Xip1

Xit
Yn—5

Xiv1
Yn—5

X4

Xin
Yn—5

Xa

1<i<L3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
1<:<3
1<k<r-1
1<i<3
1<k<r-1
1<:i<3
1<k<r-1
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Solamente cuando n es impar:

3,B(2:2 1,B(2:2
= (%5 )ﬁgn (23)
4,B(2:3 2,E(2:3
o (25 )ZQn (%)

6,B(252) 5,B(%53)
n =~ gn .
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Demostracion:

Se ha demostrado en la memoria que el dlgebra dada g es isomorfa a una de
ley:

[ (X0, Xi] = Xin 1<i<3
n—5
[X1,Xs] = eXg+ > Y e € {0,1}
k=1
[X1,Yn-6] = MXa
< n—5
[X1,Yaos] = XoX3+ AsXa+ Ao D bkYs
k=1
[X2,Yns] = XXy
\[}/'L)y;] - c'in4 1S7'<an_5)
cumpliéndose
(A1 Agbg = 0 1<k<n-5
n—5§
Zbkclk = 0
k=2
) n—->5 i—-1
D bkcik = 3 beer 2<i<n-—=6
k=i+1 r=1
n—=6
Zbkck,n——s = —AZbp-s
\ k=1

y donde la terna (A1, Ag, A3) puede tomar los valores

(0,0,0) (caso 1)
(0,0,1) (caso 2.1)
0,1,) (caso 2.2)
(1,1,0). (caso 3).
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Caso 1: (A1, Ag, A3) = (0,0,0)

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

[X0,Xi] = Xin 1<i<3
n—>5
[X1,Xs] = X4+ > bV e€{0,1}
k=1
Y, Y;] = cij X4 1<i<j<n-5,
cumpliéndose
( n—5
Zbkclk = 0
k=2
n—>5 i—1
< Z breir = Zb'rc‘m’ 2<i<n-6
k=i+1 r=1
n—6
Zbkck,n—s = 0
\ k=1

Se encuentran las familias

BT [XoX:] = Xipg 1<i<3 1<r < E(%?)
Yor_1,Yor] = X4 1<k<r-1,

2" [Xo,Xs) = Xip 1<i<3 1<r <E(%2)
[X1, X2 = X4
[Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-1 'y

g7 [Xo,Xi] = Xun 1<i<3  1<r< E(%Y)
[X1, X = Y5

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1
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Demostracion

Hay que distinguir dos casos, seglin sean nulos todos losb; 1< j<n—5
o bien exista alguno no nulo.

Caso 1.1: b; =0 1<j<n-5

El dlgebra dada g es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xin 1<:1<3
[Xl,Xz] = €X4 €€ {0,1}
[Yz,Yj] = Cin4 1S’L<]S’n—5

¥Sic;j =0 Vi,j 1<i<j<n-—5, seobtienen las dlgebras siguientes,
dependiendo del valor de ¢:

o' { X0, X = Xip  1<i<3

9721’1 . [XO; Xi] = Xin1 1<i<3
[XI)X2] = X4

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n-—25, sepuede suponer siempre que
c12 # 0. Basta con efectuar el cambio de base definido por ’

Yy = Y
) Yy =Y

' = h

V=%

Se puede, ademads, suponer que ¢c1o =1 y cix =0 = cox 3<k<n-35,
sin méas que aplicar el cambio de base expresado por

Xt* = X: 0<t<4
- 1

Yl* - 012Y1

YQ* = Y2

Yy = Yt @Y -2Y, 3<k<n-5,

c12



76

y se obtiene el dlgebra de ley:

(X0, Xs] = Xipa 1<i<3

[Xl,XQ] = 6X4 €€ {0, 1}
Y,Y2] = X4
[Y;,Y]] = Cin4 331(]3”—-5

*Sie;=0 Vi,j 3<i<j<n-—25, seobtienen las ilgebras:

1,2,{ (X0, Xs] = Xin 1<i<3

" [Yb Y2] = X4
[Xo0,Xi] = Xipn 1<5i<3

0228 (X1, Xo] = X4

[Yh Y2] = X4

* Si existe algin ¢;; #0 3 < i< j <n—25, sepuede suponer cgy = 1
vesk =0=cqy 5 <k <n-—5,y para demostrarlo es suficiente considerar
cambios de base andlogos a algunos anteriores. Se obtiene un 4lgebra de ley:

[Xo0, Xi] = Xipa 1<:<3

[X1,X2] = €eXy4 e€{0,1}

[Yb Y2] = X4

[Y3,Ya) = X4

[Y,,Y]] = C.,;jX4 5§z<3_<_n—-5

Si se continda el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

1, 2,k

g%, g2 1<k <r—16auna que tenga por ley:
[Xo, Xi] = X1 1<i<3
[XI’X2] = €Xy €€ {0’ 1}
[Yor—1, Yoe] = X4 1<k<r-1
Y, Y3 = ¢c;X4s 2r—1<i<ji<n-5.

*Sicyj =0 Vi,j 2r—1< i< j <n-—2>5, seobtienen las algebras
siguientes, dependiendo del valor de €:

g}z’r [ Xo, X = X;p 1<i<L3
[Yor_1,Yor] = X4 1<k<r-1
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g7 [XoXs] = Xin 1<i<3
[X11X2] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1

* Si existe algin ¢;; #0 2r —1 < i < j < n -5, se puede suponer
cor—12r 7 0. Basta con aplicar el siguiente cambio de base:

(X} = X; 0<t<4
Yo = Y
) Yo, =Y
),i* = Yor
Y = Yo,
J
\Yl: = Y 1<k<n-5 k¢{27‘—1,27’,i,j}-

Se puede, ademads, suponer cy,_19, = 1y cor_1p =0=corp 2r+1<k<n-35,
sin mas que considerar el cambio de base dado por

Ye = Y 1<k<2r-2
YZ:'“l = C2r—1,2r Yor-1

Yy, = Yo

Y= Yt B e - g Ye 2r+1<kSn-s,

y se obtiene el algebra de ley:

[Xo, X = Xin 1<i<3
(X1, Xs] = eXa ec{01}
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r
[Y,,,YJ] = Cin4 2r+1<i<j<n-5

llegdndose, de nuevo, a una situacién parecida a las ya consideradas.
Es evidente que el proceso finaliza cuando r = E(%52) + 1 = E(%52), por lo
que en el caso b; =0 1< j < n— 5 surgen las familias

g7 [Xo X)) = Xin 1<i<3 1<r < E(%®)
[Yop—1,Yok] = X4 1<k<r-1

g2 [Xo,Xi] = Xip 1<i<3 1<r< E(%2)
[X1,X2] = X4

[Yor—1,Yk] = X4 1<k<r-—-1



78

Caso 1.2: 35 € {1,2,...,n—5}:b; #0

El algebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, Xs] = Xin 1<i<L3

n—>5
[Xl,Xg] = €X4+Zbkyk GG{O, 1}

k=1 )
[K,Y;] = Cin4 151<j§n—5

Los cambios de base definidos por las relaciones

X = X, 0<t<4
Yis =Y
Y_;'* = Yo
Y = Y 1<k<n-5 k¢{jn->5}
y
X = X 0<t<4
Y = Y 1<k<n-6
n—>5
Yis = eXg+ D bl
k=1

permiten, el primero, suponer que b,_5 # 0 y, el segundo, obtener los siguientes
productos corchete:

(X5, X!l = XoyXi]l=Xipa=X}; 1<i<3
n—5
(X3, X3] = [Xi,Xo]=eX4+ D Y=Y, g
k=1
;Y] = [YaY]=c;Xs=cjX; 1<i<j<n—6

-5

n—5 n—5 n
Y7, Yosl = [Yi,eXa+ D bVl = D b[V1, Y] = (O bicik) Xa = 0.X = 0
k

k=1 k=2 =2
n—>5 i—1 n—5

[V Yo sl = [YoeXa+ D bkYe]= (=) brcri+ ) bxcic)Xa=
k=1 r=1 k=i+1

— 0X;=0 2<i<n—6
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y, en consecuencia g es isomorfa a un dlgebra de ley:
[Xo, Xi] = Xip 1<i<L3

[X1,X2] = Yns
[}/1,,}/]] = Cin4 152<j£’n—6

¥Sici; =0 Vi,j 1<i<j<n-—6, seobtiene el dlgebra

101, ] Xo,Xs] = Xipn  1<i<3
. [XI)X2] - Yn—S

* Si existe algin ¢;; #0 1< i < j < n—6, sepuede suponer cj2 # 0.
Basta con efectuar el cambio de base expresado por

(X; = Xy 0<t<4

Y = Y

Yy =Y
< P =T

Yo=Y

Y} = Y, 1<k<n-5 k¢{1,2,7}

Se puede, ademads, suponer que c1o =1 y c1x =0 = cox 3<k<n-—6,
y para demostrarlo es suficiente considerar el cambio de base siguiente:

X = X 0<t<4

Y = En

Y =Y

Y = Yk+§§§Y1—§§Y2 3<k<n-—6
Yos = Yas

y se obtiene el algebra de ley:

(X0, Xs] = Xipa 1<i<3
[X1$X2] = Ynos

Y, Y] = X4

Y, Y;] = ;X4 3Li<ji<n-—6
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¥*Sicy =0 Vi,j 3<i<j<n-—86, seobtiene el slgebra

(X0, Xs] = Xip 1<i<3
g% (X1, Xy = Ys
M,Ye] = X,

* Si existe algtin ¢;; #0 3 < i< j < n—6, sepuede suponer c3; = 1 y
cask =0 =ca 5 < k < n— 6, sin mis que hacer cambios de base anilogos a
algunos anteriores. Se obtiene un 4lgebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[X1,Xo] = Yns '
Y, Y2] = X4
[Ys,Yo] = X4
[}/1,},]] = Cin4 5S2<_7$’n—6
Si se continia el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las
g:%% 1<k <r—16 auna que tenga por ley:
[Xo, X;] = Xin 1<i<3
[XI; X2] = Yn—5
[Yor-1, Yoe] = X4 1<k<r-1
Y, Y] = ¢ X4 2r—1<i<j<n-—6.

¥Sicj=0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—-6, seobtiene el slgebra

g [Xo, X = Xip 1<4i<3
[X1, X2] = Yns
[Yor-1, Y] = X4 1<k<r-1

* Si existe algin ¢;; #0 2r —1 < i < j < n—6, se puede suponer
cor—1,2» 7 0. Basta con aplicar el cambio de base definido por

(X} = X, 0<t<4
Yoo = Y
) Yo =Y
Yi* = Y2r—1
Yi’i* = Y2'r
\Yk* = Yk 1§k§n—5 k¢{2’l"—1,27‘,l,j}
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Se puede, ademas, suponer cor_12r = 1y cor_1 o =0=corx 2r+1<k<n-—6.
Esto se consigue con el cambio de base dado por

(X!} = X, 0<t<4

Y = Y 1<k<2r -2
: Yoor = gz Yor

Y2:~ = Y2'r

Yy = Yk+;2%-1’j;}f2,-1—;2+_-1{§y2, 2r+1<k<n-6
. Yos = Yas

y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo, X4 = Xin 1<i<3

[X1, Xo] = Yns

[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r

Y, Y5 = ¢ij X4 2r+1<i<j<n-6

y se llega a una situacién analoga a las ya consideradas.
Es evidente que el proceso finaliza cuando r = E(%5%) + 1 = E(252), por lo
que cuando 35 € {1,2,...,n — 5} : b; # 0, surge la familia

g0 [Xo,Xi] = Xip 1<i<3 1<r < B(%)
[X1, Xo] = Yus
[Yor—1,Y] = X4 1<k<r—-1
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Caso 2.1: (A, Ag, A3) = (0,0,1)

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xin 1<4i<3
n—5
[X1,X2] = eXa+ D Vi e€{0,1}
k=1
[X1,Yn-5] = X4
Y;, Yj] = ¢45X4 1<i<j<n-35,

cumpliéndose

n—5
> brcx
k=2

k=i+1

\

n—5
S brei

n—=6
> bkCkns
k=1

Se encuentran las familias

3,r .
gn N

On

11,7 .

[X07 X'L]
[Xla Yn—S]
[Yor—1, Yo

[Xo, Xi]
[Xla X2]
[X1) Yn—S]
[Yor—1, Yok]

[XOJ X'L]
[X1, X2
[Xl) Yn—G]
[Yax—1, Yor]

[XO> X'l.]
[Xl) X'Z]
[X1, Yn-s]
[Yor—1, Yo

=0

i-1
= Y brcri 2<i<n-—6
r=1

1<i<3 1<r < EB(%3)
1<k<r—1,
1<i<3 1<r < E(%3)
1<k<r-1,
1<i<3 1§r<E(15—§
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Demostracién

Hay que distinguir dos casos, segin sean nulos todoslosb; 1<j<n-—5
o bien exista alguno no nulo.

Caso 2.1.1: b; =0 1<j<n-5

El dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xin 1<i<3

[X1,X2] = eX4 e € {0,1}
(X1, Y 5] = X4

[Y,,,}/]] = Cin4 151<j§’n——5

Los casos que se van a considerar ahora son, esquematicamente, los siguien-
tes:

a) cj =0 1< i< j<n—6y sedistingue segin sea c;pn5 = 0
1 <4< n— 6o exista algin ¢;n—5 # 0.

b) existe ¢;; # 0 1 < i < j < n— 6. Se puede suponer ¢ = 1,
cik=0=cop , 3<k<n-5.

bl)c; =0 3<i<j<n-—6y sedistingue segin sean todos los
Ci;n—5 Nulos o no.

b2)existec;j #0 3<i<j<n—-6=cyy=1, ca =0 = ca,
5<k<n-5(ademésdecis =1, cix =0 = cox, 3 < k < n—>5, naturalmente)
y asi sucesivamente. En realidad, lo que se hace es un proceso de induccioén
finita.

¥Sicy; =0 Vi,j 1<i<j<n-—2>5, seobtienen las dlgebras siguientes,
dependiendo del valor de €:

93,1 : [XO’Xi] = XH.]_ 1<i< 3
[leyn—S] = X4

9;11’1 : [XOaXi] = X1 1<i<3
[Xl)X2] = X4

[X1,Ya5] = Xs
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*Sicy =0 Vi,j 1 <i<j<n—6 yexiste algn cins # 0
1< i< n-6, se puede suponer c;,-5 # 0, sin més que aplicar el cambio de
base definido por

X} = X, 0<t<4

Y} = Y

v o=nh

YP = Y 1<k<n—6 k¢/{1,i}
Yis = Yus

Subcaso: ¢ =0

La ley viene determinada por

(X0, Xi] = Xin 1<i<3
[Xl) Yn—5] = X4
[Yb Yn—S] = ci,n—5X4 1<i<n-6.

con ¢y -5 # 0.
Aplicando el cambio de base dado por

(X = Xo
X{ = cpsXai—Y
4 Xt* = cl,'n.—SXt 2 S t S 4
Yl* — Yl
P = cppsYi—cinsY) 2<i<n-6
\ Y‘I:—S = Yn_5
se obtiene que
(X3, X7l = [Xo,c1n-5X1— V1] = c1n-5X2 = X3
(X5, X:] = [Xo,c1n-5Xe] = cipsXey1 =Xy, 2<t<3

(X$,Yy 5] = [cin-5X1— Y1, Ynos] = c1n-5[X1, Yas] — [Y1, Yas] =
= (cin-5—Ci;n-5)X4=0X4=0

Y7 Y, 5] = [Y1,Yns] =c1nsXs=X}
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Y5 Yas]l = [ein-5Yi— cinsY1, Yn—s] = cin—s{Yi, Ya—s] — Cin-5[Y1, Yn-s] =
= (Cin-5Cin—5 = Cin-5C1m-5)- X4 =0X4=0 2<i<n—6

y se consigue el dlgebra de ley:

(X0, Xs] = Xin 1<i<3
Y1, Yn5] = X4

El cambio de base expresado por

X = X, 0<t<4
Wwo=n

Yy = Yn_s

Y! = Y 3<k<n-—6
Yos = Y2

demuestra que g es isomorfa a

12 [ XoXs) = Xin  1<4i<3
B [YI)YZJ = X4

ya obtenida anteriormente.
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Subcaso: e =1

La ley viene determinada por

[Xo, Xi] = Xin 1<iL3
[X1,X0] = X4

[X1,Yn5] = X4

[Yi,Yoos] = cin-5X4 1<i<n-6.

con ¢y n—5 # 0.
Con el cambio de base definido por

X = X 0<t<4
* — 1
Y - Cl,n—5Y1
Y = cnsYi—cins¥sT 2<i<n-6
Yis = Yas
se obtiene que
(X3, X7] = Xy 1<i<3
(X1, X531 = Xi

(X1, Yosl = [X1,Yas|=Xs=X}

Y Y5l = [ Yaos] = s cins Xa = Xy = X

[Yi*, Yn*_s] = [cl,n—syi - Ci,n-5Y1; Yn—s] = cl,n—-S[Yiy Yn—S] - Ci,n—s[yl, Yn—5] =
= (C1,n-5Cim—5 — Cin-5C1,n-5). X4 =0X4=0 2<i<n—6

y queda demostrado que g es isomorfa a un 4lgebra de ley:

i

[Xo, Xi] Xiy1 1Zi<Z3
[X1,X2] = X4
[X1,Yns] = X4
[Y1,Yn-5] = X4

Los cambios de base sucesivos:

X; = X, 0<t<4 t#1
X! = X;-1
Yy = Y 1<k<n-5
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demuestran que g es isomorfa a

Xt* = Xt
Y} = 1
Y2* = Yn—5
Y = Y
Yy = Y,
2,2 [XO’ Xz] "
g7 ] [Xu,Xo] =

Y1, V2]

ya obtenida anteriormente.

Xip1 1<i<3

X4
X4

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n—6, sepuede suponer siempre que
c12 # 0. Basta con efectuar el cambio de base definido por

4

X¢
Y?*
Yy
H

Y
Y.

\

Se puede, ademas,

vy

i

Il

i

-5

Yn—5

0<tL4

1<k<n-6 k¢{1,2,i,5}

suponerque cio =1 y ¢ =0 =co

sin mas que aplicar el cambio de base expresado por

X = X

Yz* = Y2

Y,: = Yk + %Yl

y se obtiene el algebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin
[Xl, X2] = €X4
[X1,Yn-5] = X4
[Y1, Yo = X4
i, Y;] = cyXs

— sy,
C12

0<t<4

1<i<3
e€{0,1}

3<i<j<n-5.

3<k<n-35,

3<k<n-35,
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*Sie;=0 Vi,j 3<i<j<n-—5, seobtienen las algebras

3,2.
gy -

4,2 .
On" -

[Xo0,Xi] = Xy 1<i<3
(X1, Yns5] = X4
(Y1, Y2 = X4
(X0, Xi] = Xiq 1<i<3
[X1,X2] = X4
[X1,Yas] = Xa4
(Y1, Y = X4

*SBicy; =0 Vi,j 3<i< j<n-—6 y existe algin Cin-5 # 0
3 < i< n-— 6, se puede suponer c3,_5 # 0, y considerando cambios de base
analogos a algunos anteriores se demuestra que g es isomorfa a alguna de las
algebras de leyes:

ambas aparecidas anteriormente.

1,3

82

2,3,
[t M

[Xo, Xs] = Xin 1<i<3
[YI)YQ] = X4
Y5, Y] = X,
[Xo0,Xi] = Xipn 1<i<3
[XI’XQJ - X4
Y1,Ys] = X4
Y3,V = X,

* Si existe algin ¢;; #0 3 < i< j <n—6, sepuede suponer c3s = 1y
csk =0=cg 5 < k< n—25,y seobtiene la ley:

<

.

[
l
[
[
[
[

( XO, ]

Xl; X2]
X1,

Yl, Y2]
Y3, Yy
Y;, Yj)

-]

1l

Xi1 1<i<3

€X4 €€ {0, 1}

X4

X4

X4

C,;jX4 5<i<ji<n-5
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Si se continuda el proceso, resulta el adlgebra g dada isomorfa a alguna de las

[Xo, Xi]
[Xl) X2]
[X1, Yn_s]
[Yok-1, Yox|
[Y:, Yj)

4,k 5,k
) Bn

g 1,k*

) On

Xin
6X4
X4
X4
Cij X4

1<k<r-1 1<k*<r,dauna que tenga por ley:

1<i<3

1<k<r-1
2r—-1<i<j<n-35

¥Sicy =0 Vi,j 2r—1<1i< j<n-—>5, seobtienen las dlgebras

siguientes:

gi,'r . [XO, X'L]
[X1, Yn_s]
[Yor—-1, Yox]

[X()» X'i]
[Xlx X2]
[Xlx Yn—5]
[Yor—1, Yo

X 1<i<3
X4

X4 1<k<r-1
Xip 1<i<3

X4

X4

X4 1<k<r-1.

¥Sicy; =0 Vi,j 2r—1<i< j<n-—6 yexiste algin cin-5 # 0
2r — 1 < i < n — 6, se puede suponer cz,_1 -5 7 0. Basta con efectuar el cambio

de base dado por

X! = X;
Yoo = Y
Y;.* = Y2'r~ 1
Ye = Y
Yos = Yans

1<k<n-6 k¢{2r—1,i}

Subcaso: e =0

La ley viene determinada por

[Xo, Xi]
[X1, Yn-s]
[Yor—1, Yo
[}/'h Yn—5]

Xin 1<i<3

X4

X4 1<k<r-1
Cin—5X4 2r—1<i1<n-6.
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Los cambios de base sucesivos:

(X5 = X
X{ = cog1n-5X1— Yor g
X: = c2r—1,n—5Xt 2<t<4
) Yoko1 = c2r—1n-5Yok-1 1<k<Lr-1
Yo, = Y 1<k<r-1
Y2’:'—1 = Yoy
Yj* = c2r—1,n—5y}' - Cj,n_5Y2¢_1 2r < i<n-—=6
\ Y‘r:—5 = Y’n—5
y
X = X 0<t<4
Y2:' = Yp-s
Y‘r:—5 = Y2r
Yy =Y 1<k<n-—6 k#2r

demuestran que g es isomorfa a

g};r-}-l : [X01Xz] = Xi+1 1<i<3
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r

ya obtenida anteriormente.

Subcaso: ¢ =1

La ley viene determinada por

[Xo, X;] = Xin 1<:<3
[X1, X2] = X4
[X1,Yas] = X4
[Yor-1,Yor] = Xa 1<k<r-1
[Yz‘a Yn—5] = ci,n—5X4 2r—-1<i<n-6.
Con el cambio de base dado por
X = X 0<t<4
Yy = Y 1<k<2r—2
i, = ai—Ya
Y = coy1asYi—cCinsYor1 2r<i<n-—6

Yis = Yas
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se obtienen los siguientes productos corchete no nulos, salvo antisimetria:

[Xo, Xi] = Xipp 1Z5i<Z3
[X1, X9] = X4

(X1, Yns] = X4

[Yor—1, Y] = X4 1<k<r-1
[Y27-_1, Yn,—5] = X4

y haciendo sucesivamente los cambios

X; = X 0<t<4 t#1
X! = X1—Yor
Yy = Yi 1<k<n—5
y
X; = X, 0<t<d4
Yo = Yo
Y = Y 1<k<n—-6 k#2r
Y;—s = Yo
se demuestra que g es isomorfa a
g2m s [Xo, X = Xi1 15i<L3
[X1, X2 = X4

[Yor—1,Yox] = X4 1<k<r
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* Si existe algin ¢;; 0 2r—1 < i < j < n—6, se puede suponer
cer-1,2r 7 0. Basta con aplicar el cambio de base definido por

( X; = X; 0<t<4
Y1 = Y
Yor =Y
1Y = Yo
Yj* = Y2r
Y? - v 1<k<n-6 k¢ {2r—1,2r i3}
L Yis = Yas

Se puede, ademas, suponer cor_yor = 1y cor_1, =0 = Corkg 2r+1<k<n-5.
Esto se consigue con el cambio de base dado por

X = X 0<t<4

Y = Y 1<k<2r-2
Yor1 = C2,_11,2, Yor—y

Yo, = Yo

Y9 = YH%Y%_I—%&Y% 2r+1<k<n-35,

y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo,X:] = Xim 1<i<3

(X1, Xo] = eX4 e€ {0,1}

(X1, Yas] = X4

[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r

[Y,,YJ] = Cin4 2T+1SZ<_7STL—5

y se llega a una situacién parecida a las ya consideradas.

El dltimo paso del proceso se realiza cuando r = E("—;é), y se observa que
r+1 = E(%2). En consecuencia, cuando aparecen gi™*! y g2™*1 se trata de

algebras ya obtenidas anteriormente. Por lo que en este caso, surgen las familias

& [XoXd = Xin 1<i<3 1<r<E(%?)
[X1,Y 5] = X4
[Yor—1,Yok] = Xy 1<k<r-—1



93

g [Xo,Xi] = Xin 1<i<3 1<r < E(
[X1>X2] = X4
[X1,Yns] = X4
[Yor—1, Y] = X4 1<k<r-1
Caso particular : n impar
Se cumple que E(2%52) = ot
El cambio de base
XF = X 0<t<4
X! = X1—-Yno
aplicado al algebra
n-3
g T [Xo,Xi] = Xip 1<i<3
[X1,Yns] = X4
[Yok-1,Yox] = Xq4 1<k< 238
n=3 n=3
demuestra que gi’E( 7)o 9111,13( 2 ), y
aplicado al algebra
n=3
inE( 7, [Xo, X = X 1Z<:0<Z3
[X1, X2] = X4
(X1, Yns] = X4
[Yoe1,Yae] = Xg4 1<k<238
n-3 n-3
demuestra que g:l{E( z) o~ gi’E( : ).
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Caso 2.1.2: 35 €{1,2,...,n—5} :b; #0

El 4lgebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xip 1<i<3
n—5
[Xl,Xg] = €X4+Zbkyk €E {0,1}
k=1
[X1,Yn-s] = X4
Y3, Y3 = c¢i X4 1<i<j<n-35,
cumpliéndose:
( n—5
Zbkclk = 0
k=2
n—5 i—1
¢ D bkex = Ebrcri 2<il<n-6
k=i+1 r=1
n—6
Zbkckn—fx = 0
\ k=1

Subcaso: b,_5 # 0

Al efectuar el siguiente cambio de base:

(X§ = ,Sf_bl,,_sxo
= gk
X3 = bosXs
) X§ = Vbn_5X3
X4* = s bg_5X4
Ye = Y 1<k<n-6
n—>5
Yis = eXg+ ) biYr
\ k=1

se obtiene que

(X5, Xi] = [VbasXo, V—;n—_—sxl] = Vbp_sXo = X3

[ng X%] = [\:ybn—5X0a ybn—5X2] =V bn—5X3 = X:;
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(X3, X3] = [VbnsXo0, Vbn-sXs] = /b sXs = X]
n—5
(X1, X3 = [V,,%—_SXI, Vbn_sX2] = [X1, Xo] = €Xa+ Y biYi =Y,
k=1
* * 1 = bn—5 6/1.5 *
(X1, Yasl = ['Vb——5X1,6X4 + ) beYi] = T\/E-——S[Xh Yos] = y/bn_sX4= X,
" k=1 n—
n—>5 n—>5
Y7, Y5l = [Yi,eXa+ D beYe] = (O brew)Xs=0X4=0
k=1 k=2
n-5 i—1 n-5
Y Y]l = [YoeXa+ D biYel = (=D breri+ 3 brea) X4 =0X4=0 2<i<
k=1 r=1 k=i+1
Y5 Y = VY] =ciXa= cij.v—;s_;.xz =c;X; 1<i<j<n-6
Y, en consecuencia, se obtiene la siguiente ley:
(X0, Xs] = Xin 1<:<3
[le X2] = Y, 5
(X1, Yns] = X4
[Y,,YJ] = C,;jX4 1§i<j§n——6.

¥SBic;j =0 Vi,j 1<i<j<n-—6, seobtiene el dlgebra
[X0,X:s] = Xipn 1Zi<Z3
9;2’1 : [XI)X2] = Yn—5
[Xla Yn—S] = X4

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n—6, sepuede suponer 12 # 0.
Basta con considerar el cambio de base expresado por ,

(X} = X; 0<t<4

Y} = Y;

<Y2* =Y

V="

o=

\YI: = Y 1<k<n-5 k¢{11277';.7}
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Se puede, ademas, suponer que c1o =1 y cix = 0 = cox

sin mas que aplicar el cambio de

3<k<n-6,
base dado por

X = X 0<t<d4
Y2* = Y2
Yy = Y+ 3Y,-2Y, 3<k<n-6
Yis = Yas
y se obtiene el dlgebra de ley:
(X0, Xs] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = Y
[X1,Yns] = X4
(Y1, Yo = X4
[Y,,,},]] = Cin4 3SZ<]S’I’L—6

*SICU“——'O Vi,7 3<i<j

< n — 6, se obtiene el dlgebra

[Xo,Xi] = Xipn 1<i<3
122, ) [X1,Xq] = Yo
m (X1, Yn-s] = X4

Y1, Yo = X4

* Si existe algin c;; #0 3<i< j<n-6

yek =0 = cu

se puede suponer csy = 1

’

9 < k £ n— 6,y para demostrarlo es suficiente considerar

cambios de base andlogos a algunos anteriores. Se obtiene un 4lgebra de ley:

[XO’ Xi]
[Xla X2]
[Yla Y2]
[Y3, Y4
Y3, 5]

i

Ii

Xiv1
Yn—5
X4
X4
cijXa

1<:1<3

5<i<ji<n-6.
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Si se continua el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

gi2* 1<k <r—16auna que tenga por ley:
[X(),X,,:] = X,;+1 1_<_ZS3
[X1, X2 = Yus
[X1,Ya5] = X4
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1
[Y,,YJ] = C,,;jX4 2r—1§z<g§n—6

¥Sicy; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—86, seobtiene el dlgebra

2™ [Xo, X = X1 1<i<3
[X1, X2] = Yns
[X17 Y'n.—5] = X4

[Yor-1,Yk] = X4 1<k<r-1

* Si existe algin ¢;; # 0 2r —1 < i < j < n—6, se puede suponer
cor—12r 7 0. Basta con hacer el siguiente cambio de base:

(X} = X, 0<t<4
Yo 1 =Y
] Yoo =Y
Yi* = Yo
Yj* - Y2’r
L Yy = Y 1<k<n-5 k¢ {2r—1,2r14,5}.

Se puede, ademads, suponer co,_j 9, = 1y cop_1x =0=corpy 2r+1<k<n—6.
Estas igualdades se consiguen al aplicar el cambio de base dado por

(X! = X 0<t<4
Y = Yi 1<k<2r-2
Yoor = Cor—1,r Yor_1
| Y5 = Ya
Yo = Y+ g2V 2MYy, 2 +1<k<n-6
\ Yr:—s = Y5
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y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3

[Xl,X2] = Yn—5

[X1,Yn-5] = X4

[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r

[Y,,Y_;] = C,,;jX4 2r+1§i<j§n—6,

tratandose de una situacién aniloga a las ya consideradas.
Es evidente que el proceso finaliza cuando r = F (1‘—;-(—;) +1=F ("—;3), por lo
que en el caso: b,_g # 0, surge la familia

0127 [Xo, X4 = Xjy1 1<i<3 1<r < E(%%)
[X1, X9 = Yn_s
[X1,Yns] = X4

Yor-1, Y] = X4 1<k<r-1
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Subcaso: b,_5 =0

Se cumple que g es isomorfa a un algebra de ley:

X0, Xs] = Xin 1<i<3
n—6
[X1,X2] = eXq+ > bYi e€{0,1}
k=1
[X1,Yns] = Xa
Y3, Yj] = ¢4 X4 1<i<j<n=35,
cumpliéndose:
( n—6
Ebkclk = 0
k=2
n—6 i-1
$ Zbkc,-k = Zbrcm- 2<i<n-6
k=i+1 r=1
n—6
Zbkckn—S = 0
\ k=1

yIke{1,2,...,n—6}:b; #0.

Los cambios de base sucesivos:

Y,’:_s = Yk
Yk* = Yne
Y =Y 1<j<n-6 j¢{kn-6}
Yis = Yas
X = X, 0<t<4
Y} = Y 1<i<n—17
n—=6
Yie = eXg+ D biYs
k=1
Y5 = Yns
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permiten, el primero, suponer b,_g # 0, y, el segundo, obtener que

[XS,Xi*] = Xi*+1 1<i<3
[XfaXE] = Y'r:—G
(X1, Ye s = X3
n—6 i—1 n—6
Y5 Y0 el = [YoeXa+ D beYel = (=D brcri+ D brci) Xg=
k=1 r=1 k=i+1
= 0X4=0 1<i<n-7
n—6 n—6
Vo6 Vos] = [eXa+ D beYe,Yns]l = (D biCin—s)Xa=0Xs=0
k=1 k=1
[Y;-*,)/j*] = [Y,-,Yj]=c,-jXZ 1SZ<_7$’I’L—7
Y, Yy s] = [Yi,Yas]=cinsX} 1<i<n-T
Se deduce que g es isomorfa a un 4lgebra de ley:
[Xo0, Xs] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = Yag
[X17 Yn—S] = X4
[Yz,Y}] = Cin4 1§z'<j§n-—7
[Yi) Yn—5] = Cin-5X4 1<i<n-7

y aplicando el cambio de base definido por

X = X 0<t<4
Y} =Y 1<i<n-7
Yo = Yns
Yis = Yo
se convierte en
(X0, Xs] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = Yas
[X1,Ynos] = X4

[K,Y}] = C,'jX4 1SZ<JSH—6
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¥Sic; =0 Vi,j 1<i<j<n-—6,seobtiene el dlgebra

g'}zlil : [XO;Xi] = Xy 1<i<3
[Xl’X2] = Y5
[Xl’Yn—G] = X4

* Si 'ci]- =0 Vi,j 1 <i< j <n-—7y existe algin ¢;n¢6 # 0
1< i< n—7, se puede suponer c¢;,-¢ # 0. Basta con aplicar el cambio de
base siguiente:

X = X, 0<t<d4
Y
}/'1:*
Y = Y, 1<k<n-5 k¢{1,i}

[
<

Al efectuar el cambio de base expresado por

(X = Xo
X! = qpeX1—"
Xt* = C1n-6Xt 2<t<4
< Yl* =Y
V) = cineYo—ckne6Yr 2<k<n-—7
Yoe = Yns
\ Yr:—5 = c?,n—GY —~5

se obtiene que

(X3, X1l = [Xo,cin-6X1— Y] =cin6X2= X3
(X5, X! = [Xo,ein-6Xt) = cin6Xet1 = Xy 2<t<3
(X1, X3l = [ein-6X1—Yi,c1n-6X2] = Cin_sy 5=Y, 5
(X1,Yr ¢l = [c1n-6X1—Y1,Yn 6| =c1n-6X4— C1,n-6X4=0
Ye,Ya6] = [c1,n-6Yk — Ckn-6Y1, Yno6] =

= (c1,n-6Ckn—6 — Ckn-6C1n—6)-X4=0.X4=10 2<k<n-7
[Yl*’ Yn—G] = [Yl, Yn—6] = cl,n—6X4 = XZ

En consecuencia, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

(X0, Xi] = Xipn 1Z4iZ3
[XI;X2] = Y'n.—5
[Y1,Yns] = X4
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y al hacer el cambio siguiente:

X = X 0<t<4

Yz* = Y ¢

Yoo = Yo

Y} =Y 1<k<n-5 k¢ {2,n — 6},

se transforma en
X0, Xi) = Xiyn 1<i<3
[XI)XQ] = Yn—5
Y1,Ye] = X4

que corresponde a 9,110’2, ya obtenida anteriormente.

* Si existe alglin ¢,; #0 1< i< j <n—7 sepuede suponer ci2 # 0.
Basta con considerst ¢l cambio de base definido por

(X; = X, 0<t<4
Yy = Y
Yy = Y

1ve _ ¥
Vo= %

Se puede, ademas, suponer que cio =1 y ¢y =0 = cgi 3<k<n-—6,sin
mas que aplicar el cambio de base dado por

X = X, 0<t<4

Yl* = _C% Y]_

Yz* = Y2

Y = Y+ 2y, -y, 3<k<n—6

" €12 €12
Y = Y,
5 n—>5

n—

y se obtiene el algebra de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3

[XI)XQ] = Yn—5

[X1,Yn-6] = X4

[YlaYQ] = X4

D/'H}/J] = C,;jX4 3Sl<]S’l’L—*6
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*Sici;j =0 Vi,j 3<i<j<n-—6,seobtiene el dlgebra

g2 [Xo Xy ] = Xiq 1<i<3
[X11X2] = Yn—5
[X1,Yn6s] = X4
[Y1, Yo = X4

¥Sic; =0 Vi,j 3 <i< j<n-—1 yexiste algin ¢;pn6 # 0
3 <€ i< n— Tse obtiene el ilgebra

(X0, Xs] = Xipn 1<5i<Z3
103 . ) [X1,Xo] = Yps
] M, Y] = X,
[Y3,Ys = X4

ya obtenida.
* Si existe algin ¢;; #0 3 < i< j <n —7, se obtiene un 4lgebra de ley:

[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<L3
[X1,X2] = Y5
< (X1, Y] = Xq
(Y1, Yo = X4
[Y3) },4] = X4
\[YL,YJ] = Cin4 5S'L<]§n-—6

Tanto en el caso anterior como en éste, se consiguen las leyes sin mas que
considerar cambios de base andlogos a algunos anteriores.
Si se continuda el proceso, resulta el algebra g dada isomorfa a alguna de las

gibk glok+l 1 <k <r—1,0 aun slgebra de ley:
X0, Xs] = Xipn 1<i<3
[X11X2] = Yn—5
[X1,Yns] = X4
Yor-1, Yox] = X4 1<k<r-1

[Y,,Y]] = Cin4 2r—1§i<j§n—6.
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*Sic;=0 Vi,j 2r—1<i<j<n-— 6, seobtiene el 4lgebra

gt [ Xo, X = Xipp 1L5i<Z3
(X1, X0 = Y5
[X1,Yn-6] = X4

[Yor_1,Yor] = X4 1<k<r—1.

¥Sic; =0 Vi,j r—-1<i<j< n — 7y existe algin c;n_¢ # 0
2r —1 <1< mn -7, se puede suponer cor—1,n—6 7 0. Basta con aplicar el cambio
de base siguiente:

X! = X 0<t<4
Yoo, = Y
Y;'* = Yor;
Y = Y 1<k<n-5 k¢ {2r—1,i}.
Al efectuar el cambio:
[ X¢ = X
Xf = c2'r~—1,n—6X1 - Y2'r—1
X! = cogr-1n-6Xt 2<t<4
Y = cor—1a-6Yk 1<k<2r—-2 k=241
LY =Y, 1<k<2%r -2 k=2
Yooo1 = Yo
V¢ = co1n6Ye—Ckno6Yor-1 2 <k<n-7
Yie = Yns
Yis = c%r—l,n—GY -5

\

se obtienen los siguientes productos corchete no nulos, salvo antisimetria:

[Xo, Xi] = Xipn  1<i<3
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1
[Y2'r—1;Yn—6] = X4
y al hacer:
X = X 0<t<4
Y, = Yas
Yie = Yo

Y, = Y 1<k<n-5 k ¢ {2r,n — 6},
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la ley anterior se transforma en

(X0, Xi] = Xy 1<:i<3
[X1>X2] = Yn—5
[Yok—1, Yox] = Xu 1<k<r

que corresponde a gl07+1

i , Ya obtenida anteriormente.

* Si existe algin ¢;; # 0 2r —1 < i < j < n—7 se puede suponer
cor—1.2r 7 0. Basta con aplicar el siguiente cambio de base:

Yooouuo = Y5
) Y, =Y
Yi* = Yor1
},j* = Yor
| Y = Y 1<k<n-5 k¢ {2r—-1,2r14,35}

Se puede, ademés, suponer cor_12r = 1y cor_1 g =0=corx 2r+1<k<n-—05.
Se consigue con el cambio de base dado por

Y = Y 1<k<2r-2
3 Y;’r_l - C2r—l1,2r Yor—1

Yo = Yo

Yo = Vet Yo - XY, 2 +1<k<n-—6
\ Y":_s _ Yn_s r—1,2r r—1,2r

y se obtiene el algebra de ley:

[Xo, X4 = Xin 1<i<3

[X1, Xo] = Yus

[X1,Yns] = X4

[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r

[Y,,Y}] = Cin4 2r+1<i<ji<n-—6.

Se llega a una situacion parecida a las ya analizadas.
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En consecuencia, van apareciendo las algebras nuevas:

g [Xo, X, = Xipn 1<i<3 1<r <B4 -1
[Xl,Xg] = Yn—5
[XI)Y‘n—G] = X4

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1,
y también las ya obtenidas anteriormente:

g0 [Xo,Xs] = Xiq 1<i<3 2<r < E(%T)
(X1, X9 = Yps
Yor—1,Yor] = X4 1<k<r—-1,

y justo antes del iltimo paso del proceso, se obtiene la siguiente ley:

(X0, Xi] = Xin 1<i<3

[X11X2] = Yns

(X1, Yol = Xg

[Yor—1, Y] = X4 1<k<E(%) -1

Y;, ;] = c;Xs 2B(%L)-1<i<j<n-—6.

A continuacién, hay que diferenciar dos casos, dependiendo de la paridad de
la dimensién de g.

Caso n par (E(%7) = %58)

¥*Sicy; =0 Vi, j 2E("T_7)——1:n—9§i<j_<_n—6,seobtieneel
algebra

n—T7
g:TLLLE( ) . [Xo, Xi] = Xip 1<i<3

[X1, X2 = Yns

(X1, Ynoe] = X4

[Yor-1,Yoe] = X4 1<k<E(%D) -1

*Sicy =0 Vij 2E("—;Z)—1=n—9§i<jSn——7,yexistealg1’1n
cin6 70 n—9< i< n—7, seobtiene la ley:

[Xo,Xi] = Xipm 1<i<3
[X1, X2) = Yns
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<%8=E(%%) -1,
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(259

10,E .
que corresponde a gn , Ya conocida.

* Si existe algin c;; # 0 2E("T_7)—1=n—9§i<j§n—7, se puede
SUpONer c,_gn-g 7 0, y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo, X = Xin 1<i<3

[X1, X9) = Yo

[X1,Yn6] = X4

[Yor—1,Yor] = X4 1<k< 22 =E(%%) -1

[Yn-7,Yn-6] = cn-7n-6Xa

- Si ¢p—7n—6 = 0, se obtiene el dlgebra

n—-5
g3:1,1«3( 72) : [Xo, X = X 1<i<3
[Xl, Xg] = Yn—5

[Yok—1, Yox]

Xs 1<k<E%®)-1

- Si cp—7n-6 # 0, al aplicar el cambio de base dado por

X = X 0<t<4 t#£1
Xf = Xl - Cn—'rl,n—s Yo7
Y? = Y 1<k<n-5 k#£n-—17
Y’I:—7 = cﬂ—71,'n—6 Y’n—7
se obtiene la ley:
[Xo, X4 = Xin 1<:1<3
[X1, X2 = Yns

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<28=E(%4) -1,

(274)

10,E .
que corresponde a gn , ya conocida.

Caso n impar (E(

El algebra g dada es isomorfa a una de ley:

[Xo, Xi] = Xin 1<i<3

[X1, Xo] = Yo

[X1,Yn-6] = Xa

[Yor—1,Yor] = X4 1<k<E(%Y)-1

i
o
LY
S
-
N
=
|
P
IN®
A
.
A
S|
I
(@)

[Ys, ¥;]
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¥Sicy; =0 Vi, j 2E("—2-_7)—1=n—8§z‘<jSn—ﬁ,seobtieneel
algebra

Ll’;'l
Bizl'E( ), [Xo, Xi] = Xipp 1<54i<3
[XlaX2] = Yn—5
[XI) Yn——G] = X4
[Yor-1,Yoe] = X4 1<k<E(%) -1

¥Sic; =0 Vi,j 2E(%L)-1=n-8<i<j<n—T® cngnr=0,y
existe algin ¢;n_6 #0 n —8 < i< n—7, se obtiene la ley:

[Xo, X4 = Xippn  1ZiZ3
[X1,Xg) = Yas
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<zxl=E(%%) -1,
n—4
que corresponde a g}LO’E( 2 ), ya conocida.

* Si existe algtin ¢;; # 0 ZE(’%")—l =n—-8<Li<j<n-T& cpgnr#0,
se obtiene el algebra

n=5
g U [Xg, Xy = Xip 1<i<3
[X17X2] = Yn—5
[leyn-—G] = X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<E(%2) -1

Como conclusién del caso: b5 =0y 3j € {1,2,...,n — 6} : b; # 0, se
observa que surge la familia de algebras siguiente:

on " [Xo, X4 = X1 1Zi<Z3 1<r < E(%5)
[X1, X2 = Yo 6
(X1, Yn-s] = X4

[Yor_1,Yor] = X4 1<k<r—1
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Caso 2.2: (Aq, Mg, Ag) =

0,1,)

El algebra dada g es isomorfa a una de ley:

[ [Xo,Xi] = Xin 1<i<3
n—-5
[Xl,Xg] = €X4+Zbkyk €€ {0,1}
[X1,Yns] = Xs+oaXe+ ) bYr
k=1

(X2, Yos] = Xa

| [Yi, Y] = X4 1<i<j<n-35,
cumpliéndose
( n—5

D bicik
k=2

n—5
D T

k=i+1

\ k=1

Se encuentran las familias

Z bkck,n—

5

gg,r : [Xo, X =
[X1,Yns] =
[X2) Yn—5] =
[Yor—1, Yor| =

[X 0 X i]

(X1, Yn_s]
[X 2 Yn-—5]
[Yok—1, Yox]
[Y2r—1) Yn—S]

g;{;,r : [XOa X’L]

=0
i—1
= Y bey 2<i<n-—6
r=1
= —by_
Xipn 1<i<3 1<r<E(%3)
X3
X4
X4 1<k<r-1
Xiyn 1<i<3 1<r < E(%0)
X3
X4
Xy 1<k<r-1
Xy y
Xin 1<i<3  1<r<EB(%P)
X4
X3
X4
X4 1Sk£’l"—1
X4
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Demostracién

VAEK (K =R 6C), se cumple que AXo + X; ¢ [g,g] y puede ser vector
caracteristico. Su matriz adjunta es:

. <
[y
. <
[y

[ 00 0 0000 0 0 )
00 0 0000 0 0
-1 A 0 0000 0 0
00 A 0O0O0O 0 1
00 ¢ A000 0 a
ad(AXo+X1)=| 0 0 0000 0

00 b5 00O0O0 ... 0 b

\ OObn_sOOOO...Obn_5)
Se elige A tal que A # 0y A # 1, lo que es siempre posible, y al ser la

sucesién caracteristica (4,1,1,...,1) se tiene que
A 0 0 0
0 A 0 1 2
0 ¢ A o =A(A-1)by=0=b=0 1<k<n-5.
0 b 0 by
En consecuencia, la ley de g viene determinada por
(X0, Xs] = Xip 1<i<3
[Xl)XQ] = 6)(4 €€ {0) 1}
[X1,Yn5] = Xs+aX,
(X2, Yn_s] = Xg4
[}/.L,Y]] = Cin4 1§z<]§'n——5
Al aplicar el cambio de base dado por
(X} = Xo- Y0 s
Xf = Xl
X3 = Xo+8X3+LX,
{ Xg = X3 + OZX4
X:; = X4
}’j* = Yj_%cj,n—-SXS 1<j<n-6
Yis = Yas



111

se obtiene que
(X3, X1]
(X5, X3]
(X3, X3]

(X3, Y]

(X1, X3]
REFD Ay
{X;, Yn*~5]

Y, Y;']

[Ye" Yo_sl

[Xo — &Yn-5, X1] = X2 + $X3 + £ X4 = X}
[Xo = §Yns5, X2+ $Xs + 5 Xa] = X5 + aXy = X}
[Xo— $Yn 5, Xa+aXy =X4=X]

[XO - %Yn—S; YJ - %cj,n—5X3] =
(—%Cin-5+ 5Cin5Xs=0 1<j<n-—-6

[X1, Xo+ 2X3 + £ X4] = €X4 = X}
(X1, Yns] = Xa +aXq= X3
[Xo+ 2X3+ £ X4, Yos) = X4 = X}

[Y:i — Scin-5X3,Y; — §cjn-s5X3] = [Y5, Y] = ci5Xa =

C,;jXZ 1SZ<JSTI,—6

[Yi — §cin-5X3, Yn—s] = [Yi, Yns] = cin-5Xa =

Cin—5X} 1<i<n—6

y, entonces, g es isomorfa a un algebra de ley:

(Xo,X:] = Xipn 1<i<3

[Xl,XQ] = €X4 €€ {0, 1}
[X1,Ynos] = X

[X2,Yn-5] = X4

[¥;¥;] = c;Xa 1<i<j<n-—5.
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¥8Bicgy; =0 Vi,j 1<i<j<n-25,y aplicando el cambio de base defi-
nido por

Xo = Xo

Xf = Xl + €Y, —5

X = Xu 2<t<4

Y = Y 1<k<n-5

~ se obtiene el slgebra

9751,1 : [X01Xi] = X'H.]_ 1 i< 3
[XI)Yn—S] = X3
[X21Yn—5] = X4

*Sicy; =0 Vi,j 1 <1< j <n—6 yexiste algin cin-s5 # 0
1< i< n—6, se puede suponer c;,-5 # 0. Basta con aplicar el cambio de
base siguiente:

X = X, 0<t<4

Y} = Y

Y =1

Y} = Y 1<k<n—6 ké&{l,i}
Yos = Yns

Se puede, ademas, suponer que ¢ip5 =1 ¥y Cgns =0 2< k <n-—6 sin
mas que efectuar el cambio de base expresado por

X = X 0<t<4
Y = cmlz-s £

Yy = cansYr—Cins¥hs 2<k<n-6
Yis = Yns

y se obtienen las algebras siguientes, dependiendo del valor de e:

8l [Xo, Xi] = Xip 1<i<3
[X1,Yn—s] = X3
[Xo,Ynos] = X4

Y1, Yos] = X4
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gt [Xo,Xi] = Xia  1<i<3
[X1,Xo] = X4
[X1,Yn-5] = X3
[X2,Yn5] = X4
[Y1,Yns] = Xa

* Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n—6, sepuede suponer cyo # 0.
Basta con efectuar el cambio de base definido por

(X} = X, 0<t<4

Yy = Y

Y =Y
L Y ="

vro= Y

Yy = Y 1<k<n-6 k¢{1,2,475}
| Yy = Yo

Se puede, ademads, suponer cjo =1 y ¢ = 0= co 3<k<n-235,sin
mas que aplicar el cambio de base dado por

X = X, 0<t<4
1
Yl* = c—l;Y]'
Y2* = Y2
Yg = Yk+?1‘§yl—%}fY2 3<k<n—-3,

y se obtiene el algebra de ley:

[ X0, Xi] = Xin 1<i<3

[Xl,XQ] = €X4 €€ {O, 1}
[X1,Yn5] = X3

[X2) Y‘n—5] = X4

[Y1, Yo = X4

\[YZ,Y}] = C,;jX4 3§z<35n—5
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¥*Sici; =0 Vi,j 3<1i<j<n-5,yaplicando el cambio de base definido
por

X5 = Xo
Xf = Xl + €Y, -5
X = X4 2<t<4
Yk* = Y 1< n—>5
" se obtiene el algebra
892 [Xo,Xs] = Xipn 1<i<3

[X1,Yn-5] = X3
[XQ) Yn—5] = X4
[Yla Y2] = X4

¥Sicij =0 Vi,j 3<i<j<n-—6, yexistealginc;n-5s#0 3<i<n—6,
se puede suponer ¢3_5 7 0.

Sin mé&s que considerar cambios de base andlogos a algunos anteriores se
puede suponer que c3p5 =1 y cgn-5 =0 4 <k <n—6y seobtienen las
dlgebras

%2 [Xo,Xs] = Xipn 1<i<3
[le Yn—S] = X3
[Xo,Yns] = X4
(Y7, Yo = X4
Y3, Yns] = Xg
93;2: [Xo,Xi] = Xin 1<i<3
[X1,X2] = X4
[Xl, Yn——5] - X3
[Xo,Yns] = X4
(Y1, Y2 = X4

[Ys, Yns] = X4
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* Si existe algin ¢;; #0 3 < i< j<n-—6, sepuede suponer ca33 =1 y
cak = 0 = cap 5 <k <n-35,ylaley de g viene expresada por

(X0, Xs] =
[Xl’XQ] =
[Xl)Yn—S] =

! X2, Yos) =
[YleZ]
[Y3’ Y4]

L [},‘L) Y]]

Xin 1<:<3

€X4

X3

X4

X4

X4

Cin4 5SZ<]_<_’I’),—5

Si se continua el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

g%k, g8k gk 1<k<r—16éa

una que tenga por ley:

[ [Xo, X = Xin 1<i<3
[Xl,Xz] = eX4 €€ {0, 1}
[Xl; n—5] = X3
(X2, Yn-s] = X4
[Yor—1,Yox] = X4 1<k<r-1
\[Y.,,,Y]] = Cin4 2r—1§i<j§n—5.

*Sic;=0 Vi,j 2r—1<i< j<n-25,y aplicando el cambio de base

definido por

X = Xo

Xf = Xi1+4+¢€Ys

X = X 2<t<H4

Y = Y 1<k<n-35

se obtiene el algebra

Qg’r . [XO) X’L]
(X1, Yn_s)
[X2; Yn—5]

= X1 1Z5:iZ3
— X,

[Yor—1,Yor] = X4 1Zk<r-1



116

¥Sicy =0 Vi,j 2r—1<i< j<n-—6, y existe algin Cin—s £ 0
2r —1 < i < n — 6, se puede suponer Cor—1n—5 # 0. Basta con hacer el cambio
de base siguiente:

X = X, 0<t<4

Yo, = Y

Yi* = Y2’r—1

Yy = Y 1<k<n-6 k¢{2r—1,i}
Yis = Yas

Se puede, ademds, suponer que Corim-5=1Y Cons5=0 2r <k <n-6,
sin més que considerar el cambio de base dado por

Xt* — Xt O S t S 4
A 1<k<2r—2
Y2‘,;._1 = Cor—1.m_5 Y27‘—1

Y} = Cor-1n-5Y; — Cjn-s5Yor-1 2r<j<n—6
Y,:_s = Yn—5

y se obtienen las 4lgebras siguientes:

g5 [Xo, Xl = Xin 1<i<3
[Xl, Yn—s] = X3
[XQ) Yn—S] = X4
[Yok-1,Yae] = X4 1<k<r-1
[Y2'r'—1) Yn—5] = X4

o [Xo, X4 = Xin 1<i<3
[Xl: XQ] = X4
[Xl) Yn—s] = X3
[XQ) Yn—5] = X4
[Yok—1, Yor] = X4 1<k<r-1
[Y2r—1; Yn—5] = X4

* Si existe algin ¢;; # 0 2r —1 < i < j < n—6, se puede suponer
cor—12r 7 0. Basta con aplicar el siguiente cambio de base:
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X = X 0<t<4

Yo1 = Y

Yo, = Y
L Y = Yo

Yj* = Yo

Y = Y 1<k<n-6 k¢ {2r—1,2r1,3}
L Yf:—5 = Yn_5.

Se puede, ademads, suponer
cor—12r =1y cor1k=0=corpg 2r+1<k<n-35,

sin mas que efectuar el cambio de base dado por

X = X 0<t<4
Yy = Y. 1<k<2r—2
Y2‘;‘_1 = C2r-}1,2r Y2T_1
Yo, = Yo
C2r, Cop—
Y = Vet ZE Yy - @y, r41<k<n-5,

y se obtiene el algebra de ley:

([Xo,Xi] = Xin 1<i<3
[Xl,XQ] = eX4 €€ {0, 1}
(X1, Yos] = X3
(X2, Yns] = X4
Yor-1, Y] = X4 1<k<r
\[Y;,},J] = C,;jX4 2r+1<i<j<n-35,

y se llega a una situacién parecida a las ya analizadas.
En consecuencia, aparecen las algebras

@ [Xo X = Xin 1<i<3 1<r < E(%Y)
(X1, Yn-5] = X3
[XZ, Yn—-5] = X4

[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r-1
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g7 [Xo, Xi] = Xip  1<i<3 1<r < B(%0)
(X1, Y] = X3
[X27 Yn—S] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<Lr-1

[Yor_1, Yn-5] = X4

" [Xo X = Xen 1<i<3 1<r<E(%)
[X1, X2] = X4
[Xl; Yn—5] = X3
(X2, Yn_s] = X4
[Yor-1,Yk] = X4 1<k<r-—1
[Y2r—1a Yn—-5] = X4

y justo antes del dltimo paso del proceso, se obtiene que g puede ser isomorfa a
un algebra de ley:

([Xo,Xi] = Xim 1<i<3
(X1, Xo] = X4 e € {0,1}
< [X1, Yn-s] = Xs
[Xo,Yns] = Xy
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<E™®?)-1
L [Y3, Y5] = c¢;X4 2B(%2)-1<i<j<n-5

*Sicy; =0 Vi,j 2E("T‘5) — 1< i< j<n-25, seobtiene el 4lgebra

n-5
&7 (X, Xi] = Xy 1<i<3
(X1, Yn5] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<E(%®) -1

*Si2E(%2)-1<n—-7y ¢;=0 Vi,j 2BE(%%)-1<i<j<n-6,y
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existe algin ¢; 5 # 0 2E("T‘5) — 1< i < n - 6, se obtienen las dlgebras

6,E(2=5
o T L [Xo, Xi]

[X1, Yn-s5]
[X2> Yn—S]

[Yok—1, Yox] =

[Yomnsy 1, Yn-s] =

7,E(25
a0 X0, X

[Xl’ X2]
[X1, Yn-s]
[X2) Yn—5]

[Yor—1, Yor]
[Y2E("—;§)—1’ Ynos] =

I

f

I

Y a continuacién, hay que diferenciar dos posibilidades dependiendo de la pari-

dad de n.

Caso: n par ( E(%2) =252

* Si existe algin c;; # 0 2E("T_5)—1=n—7§i<j§n—6 &

cn-7n-6 7 0, se obtiene la ley:

[Xo, Xi] = Xin
[Xl, XQ] = 6X4
(X1, Yno5] = X
[Xo,Ynos] = X4
[Yor-1, Yor] = Xq

Al aplicar el cambio de base definido por

Xy =
X =
X{ =
Yk* =

Xo
X1 + €Y, -5
Xt
Y

1<i<3
e € {0,1}
-6
1<k <28
2<t<4
1<k<n-5
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se obtiene el dlgebra

n-3
gfLyE( 2 ) . [XO) X‘L] = X1:+1 1 S Z S 3
[Xl) Y’n-s] = X3
[X2) Yn—5] = X4

[Yor—1, Yor] = X4 1<k< E(P‘E—s) -1

Caso: n impar ( E(%3%) = 252

)
* Si existe algin ¢;; # 0 2E(%%)-1=n-6<i<j<n-5 &
cn—6n—5 7 0, y aplicando el cambio de base:

X = X 0<t<4
Y = Y 1<k<n-5 k#£n—6
Yie = cn_sl,n_syn—e

se obtiene la ley:

[Xo, Xi] = Xip1 1Z54<Z3
[X1,Xs] = eXs e€{0,1)
[X1,Yns] = X

[X2,Yn5] = X4

[Yor-1,Yor] = X4 1<k< 25

* 8i € = 0, dicha ley corresponde a

n-3
PR [Xo, Xi] = Xipn 1<:1<Z3
[X1,Yns] = Xs
[X2, Yns] = X4
[Yor-1, Yox] = Xy 1<k<E(%2) -1,

algebra que también aparece cuando n es par.

5,B(%52)

Se observa que en este caso ( n impar ), dicho algebra gn coincide con

6,E(2:5
o (%3 )_

7,B(25%)

* Si € = 1, la ley corresponde a gn , algebra ya obtenida.
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Entonces, se concluye que surgen las familias

g7 [Xo,Xs] = Xin  1Li<3 1<r < B(%3)
[Xl) Yn—5] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<Lr-1

g7 [Xo, X)) = Xin  1<i<3 1<r < E(%50)
[Xlw Yn—S] = X3
[XQ) Yn—5] = X4
[Yor—1, Yor] = Xg 1<k<r-1

[Y2r—11Yn—5] = X4

g [Xo, X4 = Xy 1<i<3 1<r < E(%R)
[Xl» X2] = X4
[Xh Yn-—S] = X3
[XQ) Y’n——5] = X4
[Yor-1, Y] = X4 1<k<r-1
[YQ’I‘-—ly Yn—5] = X4.
: 5,B(252) 6,B(%5°)
y cuando n es impar, gn o gn .
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Caso 3: (A1, Mg, A3) = (1,1,0)

Al cumplirse Ay Aoby =0 1<k <n—5,sededucequed, =0 1<k<n-5
y, entonces, las demads restricciones se verifican trivialmente y el 4lgebra dada g
es isomorfa a una de ley:

([ X0, Xi] = Xin 1<:<3
[XI,X2] = €X4 €€c {0, 1}
[X1,Yn6] = X4
[X1,Yn5] = X3
(X2, Yns] = X4
\D’,,Y;] = Cin4 1S1,<_7S'n—5

Se encuentran las familias

& [Xo, X = X 1<i<3 1<r<E(%})
[X1,Yns] = Xa
[Xl) Yn—S] = X3
(X2, Yas] = X4
Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-1 'y
o [Xo, Xi] = Xin 1<i<3 1<r < E(%S)
[X1,Yn6] = X4
[X1,Yas] = X3
[Xo,Yn-5] = X4
[Yop—1,Yk] = X4 1<k<r-1

[Yor—1,Yn-5] = X4
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Demostracion:

*kx Si Cij = 0 V’L,j
definido por

X5

X1

X:

Yy

se obtiene el dlgebra

8,1 .
On -

1 <i< j<n-—35,y aplicando el cambio de base

= X
X1 + €Y, -5
Xy
= Y

[Xo0, Xi] = Xina

[XlaYn—G]
[XIJYn-—S]
[Xo,Yaos] = X4

I
5 x

t<4
<n-95
1<i<3

¥ESic; =0 Vi,j 1 <i< j<n-—1 yexiste algin cijn¢ # 0
1<i<n—T7 , se puede suponer c;,-¢ # 0. Basta con efectuar el cambio de

base dado por

4 Xt* —
Yy
}/i*
Y
Yo_s

*
Yn—5

\

X 0<t<4
Y;
Y

Yi 1<k<n-7 k¢{li}

Yn—6
Yn—5

Se puede, ademaés, suponer que ¢cijp6 =1y ckn6=0 2< k< n-—7 sin

mas que aplicar el cambio de base expresado por

* _
X =
*

Yl
*
Yy
*
n—=6

*
Yn— 5

Xt

1
Cl,n—6
C1,n—6Yk — Ckn—6Y1
Yn—6

Yn—5

Y;
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y se obtiene la ley:

[ [Xo, Xi]
[X1, X2]
[Xla Yn-—6]
[Xla Yn—5]
[X2> Yn—5]
[Yla Yn—S]
\ [}/‘17 Y’n-—5]

* Si Cin—5 = 0 Vi

Xit1
eX 4

1<i<3
e € {0,1}

X4
Ci,n—SX 4

1<i<n-6.

1< i< n -6,y aplicando el cambio de base definido por

X; = Xo
Xf = Xl + €Y, -5
X = X 2<t<4
Yo = Y 1<k<n-5
se obtiene el dlgebra
[Xo, Xi] = Xin 1<¢<L3
[X1,Yne] = X4
[Xla Yn—S] = X3
[X2; Yn—5] = X4
[Y1,Yns] = X4
Los cambios de base sucesivos:
X = X 0<t<4 t#£1
Xf = X1 - Yl
y
X = X 0<t<4
Y, =Y 1<k<n-5 k¢ {2,n—6}
YQ* = Yn_s
demuestran que el dlgebra g dada es isomorfa a
8292 [Xo,Xi] = Xip1 1<i<3
[X1,Yn5] = X3
[Xo,Yn5] = X4
[Y1, Yy = X4
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ya obtenida anteriormente.

* Si existe algin c;n 5 #0 2 < i< mn—7, sepuede suponer con-5 7# 0.
Basta con considerar el cambio de base dado por

’

\

X!
Y
A
}/1:*
Y
Yoe
Yos

= X; 0<t<14

= Y

= ¥,

= Y

= Y 2<k<n—17 k¢{2i)
= Yns

= Yo

Se puede, ademads, suponer que

Cin-5=0, cogn-5=1, ckn5=0 3<k<n-1,

sin mas que aplicar el cambio de base expresado por

( X(x)k
Xi
X3
X3

{ X}

Y

Y,

*
n—6

*
\ Yn—5

vV c2,n—5X0

C2,n—5X1
vV c%,n—5X2
C%,n—SX 3
B n—5X4
Con-5Yk = CknsY2s 1<k<n—-T7 k#2
VC2n-5Y2
c%,n—5y -6

CQ,n—SYn—S

En efecto, se obtiene que

(X3, X1]

(X35, X3]

(X3, X3]

(X1, X3]

= [VC2n5Xo0, can-5X1] = /B pn_sX2 = X3

= [\/ c?,‘n—5X07 vV C%,n—5X2] = Cg,n—5X3 = Xg

= [V Cz,n_5X0, C%,n—5X3] = cg,'n,—\'))(‘1 = XZ

= [eon-5X1,4/BnsXo] = €/cBn sXs =€X]
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X}, Y =

1' “n—6

[X$ Yas] =
(X3, Yol =
[Yl 1 A ] =
(Y5, Yn_s) =

[YI: ) Y,:_5] =

[Y —6) n—5] =

y la ley de g es:

3 _ /5 _
le2n-5X1, 1/ Con—5Yn-6] = /B pnsXs= X]
[C2,n~5X1, c2,n—5Yn—5] = C%,n_5X3 = Xé:
[ 3 X Yo-s] = 5.« Xa=XI

Con—512 C2n—5¥n-5] = 4/Can_5Aq = A4

3 _ _

[can-5Y1 — C1n—5Y2, 4/C8 n_sYn-6] = \/CBn-5Xa = X}
[V/C2n—5Y2, Com-—5Yn_s] = 1/c3, sX4 = X

[con—5Yk — Ckin—5Y2, Cam—5Yn—5] = (€3 n_5Chin—5 — Ck,n-scg,n_s)x 4=
0X,=0 1<k<n—-T7 k#£2

3
[\/cBn-5Yn—6, Con-s5Yn-5] = 1/Bn_s5.Cn6n-5X4 = BX4,

[ [Xo,Xi] = Xipn 1<i<3
[Xl,Xz] = €X4 € & {0, 1}
[X1,Yn6] = X4

< [X1,Yns] = Xa
[Xo,Yn5] = X4
[Y1, Yn_g] = X4
Yo, Yns] = Xg4

L [Yn—G; Yn—S] = ﬁX4

Al aplicar el cambio de base siguiente:

X = X, 0<t<4
Y = Y 1<k<n—7
Yie = Yoe—0Y2

Y = Yaus
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se transforma en

[ [X0,Xi] = Xi1 1<i<3
[Xl,XQ] = €X4 €€ {0, 1}
(X1, Yn6] = X4
{ [X1,Yns] = Xs
[X2; Yn—5] = X4
[YI:Yn—GJ = X4
| Y2, Yns] = X4
Los cambios de base sucesivos:
X = Xy 0<t<14 t#£1
X = X1—1
Y = Y, 1<k<n-35,
4 Yy = Y 1<k<n-5 k ¢ {2,n — 6}
Y = Y.
\ Y'r:-G =Y
y
(X; = X 0<t<14
: Y} = Y 1<k<n-5 k ¢ {3,n — 6}
Y = Yne
\ Yr:—G = Y3
demuestran que el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:
[ [Xo, Xs] = Xin 1<iZ3
[Xl,Xg] = €X4 €€ {0, 1}

[X1,Yn-5] = X3
[X2,Yn-s] = X4
[Y, Y = X4
 [Y3, Yas] = X4

v

que corresponde a g2 sie =0y a g7 si e = 1, ambas ya obtenidas.

*Sicins5=0 Vi 2<i<n—7 peroc;n-s57# 006 chgn-57F0, se puede
Suponer c,_gn—s = 0, sin mas que aplicar el cambio de base definido por

X = X 0<t<4
Yy =Y 1<k<n-6
Y:,:_s = Yo 5+ cn—6,n—5Y1
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y se obtiene la ley determinada por

(([Xo,Xs] = Xin 1<:<3
[Xl,X2] = €Xy €€ {0, 1}
[X].)Yn—G] = X4

[X1,Yns] = X3
[Xo,Yns] = Xq4
[Y1,Yaoe] = X4
| V1, Yn5] = c1n-5X4

Al hacer el cambio de base dado por

[ X§ = Xo+ 252Y,s
X = X
X = Xo-— ﬂ*;—‘ng,
Xg = X3 bl Clyn_5X4

{ Xi = X4
Y =1+ ‘ci"g'—_EXs
Y) = Y 2<k<n-"7
Yie = Yoo

(| Yoos = —cins5Yn6+ Yans

se obtiene que
(X5, X = [X0+°1" 5Y,,_5,X1]—X2—c‘"‘*"Xg—Xz

(X5, X3] = [X0+c—1'-'°:-y 5,X2—01"_SX3] X3—cCipn-5X4= X3

[XS,X:;] = [X0+°—14;—‘5Yn-5,X3—c1,n_5X4] = X4 = X}
[XS’Y].*] = [Xo—f-ﬂ:;_.__s_y 57Y1+ 1n. 5X3]—0
[(X$, Y2 el = [X1,Ynoel=Xs=X}

(X3, Yy sl = [X1,—cin-sYn-6+ Yns]= X3 —c1nsXs = X3

1) “n-5
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(X3, Y, 5] = [Xo— 22=2Xs, —cins5Yn 6+ Yns) = Xs= X}

e
[Yl*; Y;—G] = [Yl + _I'S;EXS; Yn—G] =X4=X]
* * c% n—5
Y7, Yo 5] = [Yi+ 252X3, —c1,n-5Yn-6+ Yn-s] =0.

Y la ley de g se convierte en

([XooX:] = Xip 1<i<3
[X1, X2] = €X4 e €{0,1}
< [X1,Yn-6] = Xa
[X1,Yns] = X3
[Xo, Ynos] = Xu4
( [Y1,Yns] = X4

Esta situacién ya ha sido analizada y resulta g~ g>2.
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X Sicy; =0 Vi,j 1<i<j<n-—6 yexiste algin c;n5 # 0
1<i7<n—7, se puede suponer ¢;,-5 # 0. Basta con efectuar el cambio de
base siguiente:

(X} = X, 0<t<4
Yy =Y

o= h
Y = Y% 1<k<n-7 kée{l1,i}
Yie = Yns

\ Y'r:——S = Yn‘5

Al considerar

(X§ = YKo
Xf Y C%,n—5X1
X'E = Cl,n—5X2

X3 = \3/ c‘ll,n—5X3
X4 = \3/ cin~—-5X4

/2
Yy = Cl,n—5Y1

[

Y} = cip-s5Yk— cknsVs 2<k<n-6
[ Yos = ¢ c%,n—SYn—~5
se obtiene que
(X5, X7l = [¢ernsXo, {/cinsXi] = c1n-5X2 = X3
(X5, X3] = [§Cern-5X0, c1,n-5X2] = et sX3 = X3

(X5, X3] = [¥ern=sXo {cin-sX3] = JIn-sXe = X]

— 3 -
(X3, X3] = [¢/En_sX1, crnosXa] = €5 oXs = €X}
X* Yy _ 3/ —x
(X3, Yael = [{/cdnsX1,c1n-5Yn—6— cngn-s¥1] = /i nsXa = X}

— 2 2 — 4 _ *
[va Y'r:—s] = [3 Cl,n—sXh Y cl,n—SYn—5] = ¢ C1,n—5X3 = X3
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(X3, Ya 5] = lein-5X2, /et nsYnos] = cf,sXs = X}
(Y7, Y, 5] = [f/cf,n—syh \3/cin_5Y —5] = ¢ CI,n—5X4 = pX;
Ve, Y sl = le1n-5Yk — Cen—sY1, ¢t sYns] =
= (¥l n_5Ckn—-5— Ckn-5¢/3pn 5)Xs=0X4=0 2<k<n-6.
La ley de g es:
[ [Xo0, Xi] = X1 1<i1<Z3
[Xl,Xg] = 6X4 €€ {0, 1}
< [X1,Yn6] = X4
[X1,Yns] = Xs
[X2,Yn_s] = X4
L Y1,Yn5] = BXs g #0.

Se puede suponer 3 = 1, sin més que hacer el cambio de base:

(X5 = VBXo
X = ¥BX,
X; = VBX,
X; = VPXs
¢ Xi = BX4
Yy = —5?1/1
Yy = Y 9<k<n—7
Y;—G = \s/ﬁsyn——G
L Y e = /B

En efecto:
(X3, X3] = [VBXo, VB?X1] = VBXy = X3
(X5, X3] = [VBXo, VB3Xo] = VF%Xs = X}
(X3, X3] = [VBXo, VB Xs] = fX4= X}
(X1, X3] = [VB2X1, VB%Xq] = efXq =X}

(X1, Yo el = [VB2X1, VBYo6] = BXs= X
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(X3, Yas] = [VB2X1, VBYn s) = V/B*Xs = X3
[Xg’ Y'r:——S] = [\E/B—SX2’ Wyn—d = ﬁ‘X4 = Xz

[Yl*’ Yr:—s] = [ﬁyl, \S/EZY —5] =pXy= XZ

. Por tanto, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

([ X0, Xi] = Xiys 1<4i<3
[Xl,XQ] = 6X4 €€ {0, 1}
< [X1,Yns]l = X4
[X1,Yns] = X3
[Xo, Yos] = Xa
L [Yla Yn—S] = X4

Se puede suponer € = 0, sin mds que aplicar el cambio de base:

X = X, 0<t<4 t#£1
X! = Xi+eYs

Y = Y+ €Y,

Y = Y 2<k<n-—5,

y se obtiene el dlgebra

ol [Xo,Xi] = X1 1<i<3
(X1, V6] = X4
[X1,Yns] = X3
[X2) Yn—-5] = X4
[Y1,Yn5] = X

***SICUZO Vz,g 1<i<j<n-6 yci,n_5=0 Vi 1<i<n—-17,
pero cn_gn-5 # 0 se distinguen dos casos, dependiendo del valor de e.
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Se puede suponer c,_g,-5 = 1, sin mas que hacer el cambio de base:

Caso: e=90

Xt = Xo

X; =
Y, =

y la ley de g viene determinad

CnobnsXy 1<t<4
Yy 1<k<n-5,

a por

[Xo, Xi] = X1 1<i<3
[X1,Yns] = X4
[X1,Yas] = X3
[X2,Yns] = X4
[Y —6) Yn—s] = X4
Esta ley se consigue al aplicar a la ley
gl X0, Xi] = Xin 1<i<3
(X1, X2] = X4
(X1,Yns] = X3
(X2, Yns] = X4
Y1,Yo5] = X4
los siguientes cambios de base sucesivamente:
X = X 0<t<4
Y = Yp
Yoe = 1
Y =Y 2<k<n-5 k#n—-6 vy
[ X; = Xo
X; = —X1—Yos
X = -X; 2<t<4
TR = -Y 1<k<n—-7 k=2+1
Yy = Y 1<k<n—-7 k=2
Y'r:—G = —Yns
\ Yis = Yas
7,1

En consecuencia, g~ g/.
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Caso: e=1

Los cambios de base sucesivos:

Cn—6n-5 = 1

X! = X 0<t<14 t#£1
Xf = Xl +Yn—5
Y/ = Y 1<k<n-5
y
X = X 0<t<4
Yl* = Yn6
Yo = 1
Yo =Y 2<k<n-5 k#n-—
demuestran que g es isomorfa a
gg’l : [XOaXi] = X'i+1 1<:1<3
[Xlry‘n.—5] = X3
[X2: Yn—5] = X4
[le Yn-—5] = X4



135

Caso: e=1 cpgns#1

Al aplicar el cambio de base definido por

( X5 = Xy
_  ____Cn-6n-b Cn—6,n—~5—2
< ‘;fi - ;2(1—%—6,n—5) < ZS 4 o
= Y 1<k<n-5 n—
Yig = —L
\ n—6 Cn—6,n—5—1 n—6
se obtiene que
n—6n— —6m5—2 e
[X(’)", Xf] = [XO’ - 2(1c—cn6—6,:—5)X1 + 2(cln—csn—es,sn—s)Y"—‘r’] = _2(1c—ncn6—6,n5 5)X2 X3
(X5, X¢] = [Xo — gt Xy = — gt Xen = Xy 2<t<3
_ Cn—6,n— Cn—6,n— 2 Cn—6,n— _
[Xf’ Xg] - 2 1—0:-6 'n.5—5)X1 + 2(1_Cen—6,5n—5) Yo-s, —2(1-Cn6-s,:—5)X2] -
— Cn—6n— n—6,n —2cn—6,n—5 —_ Cn—6,n— —
o 4(1*—6:6 n5—5)2 X4+ 4?1 Csn—s,n.—5)2 Xy = —2(1'—Cn6—6,n5—5)X4 =Xy
n—-6,n n—6,n—5—2 1 —
X3, Yo el [~ 2(10—0:—6 ns—s)X1 t 2(c1 :n 65n 5)Y"_5’ €n—6n-5—1 Yoe] =
— —Cn—6,n-5 X Cn—6,n—5— X —
2(1—6&—%7.—55)(%—6,7;_5—1) T 2(1~cn—6,n-5)(Cn—6,n-5—1)
—6,n— - *
_2(1—cn—6,n~5)X4 = X
n—6,n— n—6,n 2 Cn—-6n— —
(X1, Y] = [- 2(16_3:—6,11.5—5)X1 + 2(cl Csn ssn 5) Yos, Yn-s] = 2(1—cn6—6,n5—5)X3 = X3
[X;, Y,,:__5] = ['— 2(1?::;;5_5))(2: Yn—5] - -2(1?;16_';;.5_5))(4 = X,I
Yoo Yiel = [omnmmi¥n-s Ya-s] = 200m Xa = 2022y Xa) = 2X1
Por tanto, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:
[ [Xo, Xi] = X1 1Z54i<Z3
[X1, X2] = X4
[Xla Y‘n—6] = X4
[X1,Yns] = X3
[Xo,Yns] = X4
\ [Yn—G, Yn—5] - 2)(4
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Los cambios de base sucesivos:

X5 = Xo
X{ = 2X1+4Yns
X = 2X, 2<t<4
Y, = Y 1<k<n-5
y
X = X 0<t<4
Y! = Y,
Yo = N
Yo, = Y 2<k<n-5 k#£#n—6

demuestran que g es isomorfa a

gz;li [Xo,Xi] = Xi+1 1SZS3
(X1, X2] = X4
[le Yn~—5] = X3
(X2, Yns] = X4
Y1, Yns] = X4

ya obtenida.

¥¥% Si existe algin ¢;; #0 1< i< j <n—17, sepuedesuponer cip # 0.
Basta con efectuar el cambio de base expresado por

(X! = X. 0<t<4
Y =Y
Yy =Y
b ="

|y ="
Yo = Yi 1<k<n-17 k¢ {1,217}
Y'r:-—6 = Yns

| Yoos = Yas

Se puede, ademas, suponer que cig =1 y c1p = 0 = cok 3<k<n~-5,

sin més que hacer el cambio de base dado por
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Xt = X,
¢ 1
Y]_ —_— C12 Y]_
Yz* = Y2

Y = Y+ Y, - 4kY,

C12

y se obtiene el algebra de ley:

’ [XO’ Xi]
[Xla X2] =
[Xla Yn—S] =
{ [Xl) Yn—S] =
[X2> Yn—5] =
[Yl’ Y2] =
Y =

Xit1
6X4

X4
cij X4

€12

1<i<3
e € {0,1}

3<i<j<n-—5.

*¥¥*¥Sicy; =0 Vi,j 3<i<j<n-—05,y aplicando el cambio de base

definido por

X = Xo
Xf = X1+6Y_5
Xt = X,
Y = Y

se obtiene el algebra

93’2 : [XO) X'L]

[Xl) Yn—G] =
[Xl) Y’n,—5] =
[X2,Yn_s] =

[Yl’ Y2]

t<4
<n-35
1<i<3

X Sic; =0 Vi,j 3<i<j<n—717 yexiste algin ¢;n¢ # 0
3 < i< n—7, se puede suponer c3, ¢ 7 0.
Sin més que considerar cambios de base andlogos a algunos anteriores se
puede suponer: c3n6 =1 ¥ ckn6 =0 4 < k < n— 7Ty se obtiene la ley
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determinada por

[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[Xl, X2] = €X4 € € {0, 1}
[X1,Yn6] = X4
[X1,Yn-s] = X3

(X2, Yas] = X4
[Yl’ Y2] = X4
[Y3,Yns] = X4
( [Ys,Ynos] = cins5X4 3<i<n-—6.

¥*Sicps=0 Vi 3<i<n-—6, secumple que g es isomorfa a g>3, ya

obtenida.

* Si existe algin Cins 70 4<i<n-—7T secumple g~ gf;z’ sie=0y
7,3

g~ g,° si € = 1, ambas ya obtenidas.
*Sicin-s5=0 Vi 4<i<n—7,perocs,57#06 Cn-6,n-5 7 0, se cumple
g~ g52, ya obtenida.

¥RXSic; =0 Vi,j 3< i< j<n-—6 yexiste algin Cin-s £ 0
3 £ i< n—7, seobtiene el 4lgebra

g’ [Xo,Xs] = Xin 1<i<3
[X1,Yn6] = Xa4
(X1, Yns] = X3
[X2,Ynos] = X4
[Y1, Yo = X4
(Y3, Yos] = Xa

***SICU:O V’L,] 3S’L<JS’I’L—6 yci’n_5=0 Vi 3<i<n—-1,
pero cp_gn—5 # 0, se cumple que

g::gzl’zsie:O
gzgff sie=1Yy chgn-s5=1

g~ g:l,z sie=1Yy cn6n-5F 1.
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*¥% Si existe algiin ¢;; #0 3<i< j<n—7, sepuedesuponercy =1y
cak = 0 = cq 5 <k <n -5 Laley de g viene expresada por

[ [Xo, Xs] = Xip 1<i<L3
[Xl,X2] = eX4 €€ {0, 1}
[X1,Yne] = X4
< [X1,Yn-5] = X3
[X2,Yn-s] = X4
[Y1, Y2 = X4
[Ys, Ya] = X4
\[YL,Y]] = Cin4 5<i<j<L<n-5>5

Si se continia el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las

gf;k ,g?;k ,gf;k' ,gg’k‘ ,gz,jk' 1<k<r-1 1<k*<r,6auna que tenga por
ley:
[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[X1, Xo] = €X4 e € {0,1}
[X1, Y] = X4
{ [X1,Yns] = Xs
[Xo,Ynos] = X4
[Yor—1, Yor| = X4 1<k<r-1
\[Y;,)G] = C.in4 2r—1§i<j_<_n——5.

% Sic; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-35, yaplicando el cambio de base
definido por

Xy = Xo

Xf = X]_ +6Y -5

X = X 2<t<4

Yo = Y% 1<k<n-5

se obtiene el algebra
B [Xo,Xi] = Xy 1<i<3

[X17Yn—6] = X4
[XlaYn—S] = X3
[X21Yn—5] = X4

[Y2k—1, Y2k] = X4 1<k<r-1
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X Sicy =0 Vi,j 2r—1<i<j<n-—7 yexiste algin Cin—6 # 0
2r—1 < i < n-—1, se puede suponer cor_1 g # 0. Basta con efectuar el cambio
de base dado por

(X} = X 0<t<4
Yoo1 = Y

J Yi* = Yor
Y = Y 1<k<n—-7 k¢ {2r-1,i}
Yoe = Yans

\ Y'r:—5 = Yn‘5

Se puede, ademds, suponer que Cor—1n-6 =1y Chns=0 2r <k <n-17,
sin més que considerar el cambio de base dado por

’

X} = X, 0<t<4

Yy = Y 1<k<2 -2
) Y2:'—1 T e2r-1n 6Y2"'“1

Y = co1n6Ye—cCrn-6Yorr 2r<k<n-7

Yn*—6 = Yns

Y',:_.s = Yn—5

\

y se obtiene la ley:

[ [Xo, X = Xin 1<:<3
[Xl,Xg] = €eX4 €€ {0, 1}
[X1,Yns] = X4

< [X1, Yn_s] = X3

[Xo, Ynos] = Xu
Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-1
[Y2'r—1; Yn—S] = X4

[ [Y3, Yns] = cin-5X4 2r—1<i<n-6.
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¥8Sicipns =0 Vi 2r—1 < i < n-— 6,y aplicando el cambio de base
definido por

Xs = Xo
Xf = Xl + €Y, -5
X = X 2<t<4
V) = Y 1<k<n-5
se obtiene el algebra
[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<3
[X1,Yn6] = Xa4
: [X1, Y 5] = Xs
[Xo,Yn5] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<r-1
\ [Y2'r—1, Yn—G] - X4

Los cambios de base sucesivos:

X! = X 0<t<4 t#1
Xl* = X1—Yor
Y = Y 1<k<n-5
y
X; = X 0<t<4
Y = Y 1<k<n-5 k ¢ {2r,n — 6}
Yz’:« = Ynhs
Yoe = Yo

demuestran que el algebra g dada es isomorfa a

gf)!,'r+1 . [XO, Xz]
(X1, Yn_s) X3
[X2, Yns] X4
[Yok—1, Y] = X4 1<k<r

Xin 1<i<3

Il

Il
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* Si existe algtin ¢;n-5 #0 2r < i< n—7, sepuede suponer corm-5 7# 0.
Basta con hacer el cambio de base definido por

’

X} = X, 0<t<4
YE = Y 1<k<2r—1
Yo =Y
LY = Y,
Y, = Yi 2r<k<n—-7 k¢ {2ri}
Yoe = Yus
Yis = Yas

\

Se puede, ademds, suponer que
cor—1n-5 = 0, Corm—5=1Y Ckn—5 =0 2r+1<k<n-17,

sin més que aplicar el cambio de base expresado por

(X; = JeaiXo
Xf = CQr,n—SXl
X5 = ‘V Cgr,n—5X2
XI; = Cg'rn—5X3
Xz = cgr,n—5X4

1Y = /BnsYe 1<k<2r-2 k=241
Yo = Y 1<k<2r—2 k=2
Yy = Corn-5Yk — Ckn—5Y2r 2r—-1<k<n-7% k # 2r
Y2:' = &/ c2r,n—5Y2r
Yoe = 3y n—5Yn—6

\ Y;—5 = cQ’r,n—5Y -5

Y, en consecuencia, la ley de g es:

(X0, Xd = Xi 1<i<3
[X1, Xo = eX4s €e€{0,1}
[Xl’ Yn—6] = X4
[X1,Yos] = Xs

] [X27 Yn—5] = X4
[Yor-1,Yok] = X4 1<k<r-—-1
[Yor—1,Yn-6] = X4
[Y2’r‘> Yn—S] = X4

\ [Y —6s Yn—s] = ,HX4
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Aplicando el cambio:

[ X; = Xi 0<t<14
) YW = Y 1<k<n-7
Yie = Yoe— Yo
\ Y;—S = Yn—S;
se transforma en
[ [Xo, Xi] = Xit1 1<:¢<3
[X1, X2] = eXs €e€{0,1}
[X1>Yn—-6] = X4
) [X1,Yns] = X
[X2: Yn——S] = X4
[Yor—1,Yor] = Xa 1<k<r-1
[Y2r—1;Yn—6] = X4
L [Y2r; Yn—S] = X4
Los cambios de base sucesivos:
Xy = X 0<t<4 t#1
X = X1—Yo
Yo = Y 1<k<n-35,
X = X 0<t<4
Yy =Y 1<k<n-5 k¢{2r,n—6}
Y5, = Yas
Y;—S = Y2‘ra
y
X = X 0<t<4
Yy =Y 1<k<n-5 ké&{2r+1,n-6}
Yorrn = Yas
Ynf—-(i = Y2r+1

demuestran que el algebra g dada es isomorfa a una de ley:

e

4

[XOa X'z]
[X1>X2]

[X1, Yn_s]

[X2, Yn_s] =

[Yor—1, Yox|
\ [Y27‘+1) Yn—-5] =

1

Xiv1
€X4
X3
X4
X4
X4

1<i<3
e € {0,1}

1<k<r
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que corresponde a g&™! si e = 0 y a g™+ si € = 1, ambas ya obtenidas.

*Sici,5=0 Vi 2r <i<n—71, pero Cor—1,n-5 # 0 6 cpgn-s # 0, se
puede suponer c¢,_gn_5 = 0, sin mis que efectuar el cambio de base definido por

X: = X 0<t<4
Ynf—s = Yo s+ C'n—6,‘n—5Y2'r'—1

y se obtiene la ley determinada por

([Xo,Xi] = Xin 1<i<3
[Xl,XQ] = €Xy4 €€ {0,1}
[X1,Yns] = X4

) [X1,Yns] = X3
(X2, Yns] = X4
[Yox—1, Yor] = X4 1<k<r-1
[Yor_1,Yn6] = X4

\ [Y2r—1: Yn—5] = C2'r—1,n—5X4

Se puede suponer cy,_; ,—5 = 0, sin més que aplicar el cambio de base:

( Xa = XO + C2r—§ n—5 Yn—5
X{ = X3
Xz* — X2 _ C2r—; n-5 X3
X3 = Xs—coy_1n-5X4
X = X4
V% = % 1<k<2r—2
c2
Y2:'—1 = Y2’r—1 + 2r—;ﬂ_s)(g
Ve =Y 2r<k<n-7
Yoe = Yns
\ Y;«S = _62r—1,n—5Y —6+ Yn_s.

La situacién que resulta ya ha sido analizada y resulta ser g isomorfa a

g™l [Xo,Xs) = Xin  1<i<3
[X1,Yn-5] = Xs
[X27 Yn—S] = X4

Yor—1,Yor] = X4 1<k<r.
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X Sic; =0 Vi,j 2r—1<i<j<n—6 yexiste algin ¢;pn5 # 0
2r —1<i<n-—"1, se puede suponer co,_;n-5 # 0. Basta con considerar el
cambio de base siguiente:

4

X
Yy
Yo
L Y
Ye
Yie
Yis

\

Al considerar

\

se obtiene la ley:

I
~

Y;
Y2'r— 1

Yo
Y'n.— 5

I

(=]

,
Xa = ¥ Cor—1,n—5X0

* — 3.2
Xl - c2'r—1,n—5X1

*
X3 = Cor-1n-5X2

* — 3/.4
X3 -y c2'r—1,n—5X3
* — 3/ .5
) X3 = Czr—l,n—5X4
* _ 5
Yk = \3/ c2r—1,n—5Yk

( [XO, Xz] =
[Xl’ X2] =
[X1> Yn—-G] =
[le Yn—S] =
[X2) Yn—S] -
[Yor—1,Yor] =

\ [Y2r—1aYn—5] =

Xt 0<t<4
1<k<L2r-2

Y? = Y.

Yoo = \3/ c%’r—l,n—s Yor-1

Yo = cor1n5Yk— ChnsYor1
Yos = Cor—1,n—5Yn—5

Xiv1
6X4
X4
X3
Xy
X4
BX4

1<k<2r-2
1<k<2r-2

2r<k<n-6

1<i<3
e € {0,1}

1<k<r-1
g #0.

Yi 2r—1<k<n-7 k¢ {2r—-1,i}

k=2+1
k=7
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Se puede suponer § = 1, sin més que hacer el cambio de base:

4 X6= —
X1
X3
X3
Xz
L Ye
Yy
Yor_1
Y
Yo_g
\ YT:—S

It

Il

VBXo
V%X,
VB3X o
VBiX s
BX4
BY; 1<k<2r-2
1<k<2r-2

k=2+1
k=2

En consecuencia, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley:

([ [Xo, Xi] = Xiy1  1<i<3
[Xl,XQ] = €X4 €€ {0, 1}
[X1,Yn6] = X4

¢ [X1, Ya—s) = X3
(X2, Yn_s] = X4
[Yor-1, Yor] = Xa 1<k<r-1

| [Yor-1, Yas] = X4

Se puede suponer € = 0, sin més que aplicar el cambio de base:

Xy = X 0<t<4

X f = X 1+ EYn_5

Yo_1 = Yo1teYns

Yy Ye 1<k<n-5

y se obtiene el dlgebra
2 [Xo, X4 = X 1<

[X1,Yns] = X4
(X1, Yns] = X
(X2, Yn_s] = X4
[Yor—1, Y] = X4 1<k
[Y2'r——1, Yn—s] = X4

t#1
k#2r—1,
<3
<r-1
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*Sic,-j=0

2r —1<i<n—7 pero c,n-5 # 0 se distinguen dos casos, dependiendo del

valor de €.

Vi,j 2r — 1

§i<j§'n—6 yci,n_5=0 Vi

Caso: e=0

Se puede suponer cp_gn—5 = 1, sin mas que aplicar el cambio de base:

X5
X¢
Ye
Y
Y

I

Il

cn—G,n-—SX t
Cn—6,n—5Yk
Y

y la ley de g viene determinada por

e

4

\

[XO) X'L] =
[Xl’ Yn—6] =
[Xla Yn—5] =
[X2a Yn—-5] =
[Yor-1,Yor] =
[Y —6, Yn—5] -

Esta ley se consigue al aplicar a

7,r .
g,

[Xo, Xi)

[X1, Xo)
[X1, Yn_s]
[X2a Yn—S]
[Yok—1, Yox)
[Y2'r—1; Yn—S]

1<t<4
1<k<2r—2 k=2+1
1<k<2r—-2 k=2
r—1<k<n-35,

X4 1_<_k§'l"—1

=X4 ].SICST—]_

los siguientes cambios de base sucesivamente:

X{

*

Y2r—1
*

Yn— 6

Y:

1

X 0<t<4

Yn—G

Y2r—1

Yi 1<k<n-5 k¢ {2r —1,n—6}
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y
(X3 = Xo
X: = —X1—Yns
J v = -v 1<k<n-7 k=2+1
Y = Y 1<k<n-7 k=2
Yie = —Yns
Y,:_s = Yn_5.

: 7,r
En consecuencia, g ~ g,".

Caso: €=1 cpgns=1

Los cambios de base sucesivos:

X! = X 0<t<4 t#1
Xf = X1+Yn_5
Y} = Y 1<k<n-5
y
X = X 0<t<4
Yo 1 = Yas
Y-r:{—s = Y2'r—1
Y, =Y 1<k<n-5 k¢{2r-1,n-6}
demuestran que g es isomorfa a
g5 [Xo, X = X1 1Zi<Z3
(X1, Yns] = X
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yox] = X4 1<k<Lr-1

[Yor_1, Yn-s] = X4
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Caso: e=1 cpgns5#1

Al aplicar el cambio de base definido por

(X = Xo
XP = —grtmto X+ et Y
X: = g% 2stsd
$ Yk* = _2(1?:_7;,_:.5)}/’6 1<k<2r-2
Y = Y 1<k<2r—2
Y} = Y% 2r—1<k<n-—5
| Yoo = ensmiYn-s

Se obtiene que g es isomorfa a un algebra de ley:

’

\

Los cambios de base sucesivos:

VX6
X7
X{
Yy
Yy

\Yk*

X¢
*

Y2'r— 1
*

Yn— 6

Y?

[Xo, X = Xip 1<i<3
[X1, X2 = X4
[X1,Yne] = X4
[X1,Yns] = Xa
[X2,Yns] = X4
[Yor—1,Yr] = X4 1<k<Lr-1
[Yn6, Yn-s] = 2X,
Xo
2X1+ Y5
2X; 2<t<4
2Yy 1<k<2r—2 k=2+1
Y 1<k<2r—-2 k=2
Y: 2r—1<k<n-5
X, 0<t<14
Yn—6
Y2r—1
Y 1<k<n-5 k¢ {2r—1,n—6}

k=2+1
k=2
k#n—6
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demuestran que g es isomorfa a

BZL’T i [Xo, Xi] = Xin
[X11 X2] = X4
[X1,Yns] = Xs
[X2,Yns] = X4
[Yor—1, Y] = X4
[Y2'r—1, Yn—-5] - X4

*E% S existe algin ¢;; #0 2r—1< i< j < n—17, sepuede suponer

1<i<3

1<k<r—1

cor-1,2r 7 0. Basta con considerar el cambio de base expresado por

(X! = X; 0<t<4
Y: = Yi 1<k<2r-2
Yo1 = Y
Yy, = Y

Y = Yo
Y'j* = Yo
Y, = Y 2r—-1<k<n-"7
Yo = Yns

\ Y'r:—5 = Yns

k¢ {2r—1,2r14,5}

Se puede, ademads, suponer que cor_19r = 1 ¥ cCor_1k = 0 = Corg
2r +1 £ k < n — b5, sin més que hacer el cambio de base dado por

* —
Yk* = Yk
* —
Yop1 = cor—1,2r © 271
*
Y2r = Y2’I’
* — Cork _ Cor—1k
Y Ye + Car—1,2r Yor—1 C2r-1,2r

0<t<14
1<k<2r-2

Yo, 2r+1<k<n-35,
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y se obtiene el dlgebra de ley:

(X0, X)) = Xipn 1<i<3
[X1, Xa] = eXy e € {0,1}
[X1,Yn6] = X4
{ [X1,Yn5] = Xa
[X2,Yns] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r
‘[YL,YJ] = Cin4 2r+1§z<]§n——5

Se llega a una situacién anéloga a las ya consideradas.

En consecuencia, aparecen las algebras

&7 [Xo, X = Xi1 1<i<3 1<r < B(%T)
[X1,Yns] = X4
[X1,Yn-5] = X3
[X2, Yn—S] = X4
[Yor—1, Yor] = X4 1<k<r-1
90T [Xo, X4 = Xin  1<i<3 1<r <E(%Y)
[X1,Yns] = X4
X1, Yns] = X3
[Xo,Yas] = X4
Yor—1, Y] = X4 1<k<r-1

[Yor—1, Yn—s] = Xa,

y justo antes del 1ltimo paso del proceso, se obtiene que g puede ser isomorfa a
un &lgebra de ley:

(([Xo,X:] = Xin 1<i<3
[X1, X2] = eX4 e € {0,1}
(X1, Y6 = X4
[X1,Yns] = X
(X2, Yns] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<E(®) -1
{ [Y.“Y_7] = ¢y X4 2E("—;5’)—1Si<jﬁn—5-
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¥ Sicy; =0 Vi, j 2E("T_5) —1< i< j<n-235, seobtiene el 4lgebra

P (X0 X = Xy 1<i<3
[X1,Yns] = X4
X1, Yas] = X3
[Xo,Yns] = X4
[Yor—1,Yor] = X4 1<k<E(%%) -1

*¥% Si existe algin c;pn¢ # 0 2E("T_5) —1<i<n-1, se cumple que la
ley de g estd determinada por

([ Xo, X = Xin 1<i<L3
(X1, Xo] — X4 e € {0,1}
[X1, Yn—6] = X4

< X1, Yos] = X3

(X2, Yn_s] = X4
(Yor—1, Yox] = X4 1<k<r-1
[Yop(zssy-1, Yn-6] = X4

[ [Y3, Yos] = CcinsX4 2E(%3)-1<i<n-6.

n—3
* Sicips =0 Vi 2E(n 5)—1<z<n-—6 seobt1eneg~g’( )_

. , ] 5,B(2=8
* Si Cop(ns8)_1n-5 7 0 6 Cn_ga—5 # 0, se obtiene g~ gn (%3%)

¥*8icy =0 Vi,j 2E(%2)-1<i<j<n—6 yexiste algln ¢;,_ 575
2E(%52) -1 < z < n—7 (esta situacién solamente ocurre cuando E ("‘5) =2

& n par & 252 = E(%52)), se obtiene el 4lgebra
Bi’E(n_fg) : [ Xo, X4 = Xipn 1<:1<Z3
(X1, Yn—s] = X4
[X1, Yn_s] = X3
[X2, Yn-s] = X4
[Yor—1, Yo = X4 1<k<E(%Y-1

[YZE("T‘G)—l)Yn—S] = X4
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27 n=6
Cuando n es impar, la dltima 4lgebra de dicha familia es g?,’E( T) g?;E( 7)),
¥Sicy =0 Vi,j 2B(%33) -1<i<j<n—6 ycipns=0 Vi
2E("T"5) —1<1i<n—7, pero cp_gn—5 7 0 se distinguen dos casos, dependiendo
del valor de ¢.

7,B(255 .

g2 gn ("’5) si €e=0
6,E(25) .

g2 gn SERE e=0 cpgns=1
7,E(2:8 .

g2 gn %) si e=0 chppns#l.

En consecuencia, se concluye que surgen las familias

gﬁ"" : [X01Xi] = Xi+1 1<:<3 1<r< E(""Q_"_s_)
[X1, Y6l = X4
[Xlw Yn—s] = X3
[X2) Yn—5] = X4
[Yor-1, Yor] = X4 1<k<r-1
Brgvr: [Xo, X = Xin 1<:<3 1.<.7‘SE("—56)
[Xl’ Yn—6] = X4
[le Yn—5] = X3
[X2a Yn—S] = X4
[Yor-1,Yor] = X4 1<k<r-1

[Yor_1,Yaos] = Xa




Aplicaciones geométricas

Derivaciones de las dlgebras de la familia ;277!

1<q< E(%?)

Se designa por g2 | 1 < ¢ < E(%%2) , a la familia de 4lgebras de Lie
(n — 3)-filiformes, de dimensién n, de leyes

g?"q—l ; [XO:X'L'] = Xi+1 1<i<2
[Yor—1,Yox] = X3 1<k<q-1

para cada q € {1,2,..., E(%52%)}.

Teorema 4.1. Se verifica que

n? —5n + 11 si qg=1
dim(Der(g24™ 1)) = 1‘12L23“+—5+(n—2q— .n-1) si ¢g=2+1 g¢g>2
H2L23q+—6+(n—2q—2).(n—1) si g=2 q>2,

para 1 < ¢ < E(%52).

Para cada q, la correspondiente 4lgebra se puede expresar como suma directa.
de dos algebras:

2¢q—1 _ (2¢-1 2g—1
g'n,q - bl @ b2
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donde

bfq-l =< X01 Xl) X2) X3) Yla Y2) ey Y2q—3: Y2q—2 >
bl ' =< Yag-1, Yag,- -+, Ynoa > .

Se tiene, por tanto, que

Der(g27') = Der(n2") @ Der(v2 1) @ D(52 1,627 ) @ D(H37 ", 52771).

Cailculo de Der (b?q_l)

Se considera la siguiente graduacién de hfq"lz

T =< Y1 >0<Y3>B<Ys>D...0< Yogs>0< Vo3>
B<Xo>B<X1>BD<Xo>B< X3, Yo 0>B< Yo s>
O<Yu 6>8..8<Ys>®<Y,>d<Y; >, donde

9k
Ok
84
Ok

Sea d; € Der (b}

donde d; € Der (b7
k>q+2.

2¢—1

2g—1

<Y.opyoe-3> 0Zk<qg-—-2
< Xg1 > 1<k<3
<X3,Y2q-2>

<Y opioge6> S5k qg+2

). Entonces

dy=> d;

i€Z

) ¥ di(9;) C giy; , siendo g = {0} para k < —q¢+2 y

Como dag(g_gr2) C 8gr2 ¥ d-24(8g42) C 9_qg+2 , se deduce que

29
di=0 1> 2q, ’i<—2q:>(l—1: Z d;

i=—2q
Habra que expresar cada d; , —2¢ < i < 2¢ , como una combinacién
lineal de un cierto conjunto, B; , —2¢ < i < 2q , de derivaciones linealmente

independientes de bfq_l cumpliéndose que
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es una base de Der(h277") y, evidentemente,

2q
dim(Der(577°1)) = Y dim(K < B; >).
i=—2q

A continuacién, se detalla cémo se obtienen las condiciones que resultan al
exigir que cada d; , —2q < i < 2q, sea una derivacion.

Célculoded_; ¢q+3<j<2g
Como d_;(g;) C g—; Vi, se cumple que

d_j(Yox) = ﬂgk'Y4q—2j—2k+3 1<k<2¢—-3j5+1.

Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

d_;([Yor, Yag—2j—ok+a]) = [d—;(Yok), Yag—2j—2k+a] + [Yor, d—;(Yag-25—2k+4)]
1<k<2%-j+1= |

= 0 = B2k Yag—2j-2k+3, Yag—2j—2k+4] + [Yok, Bigoj_osa Yor—1] =

= (B2 — Blg—2j-2k+a) X3 = B = Plgojoera 15k<2¢—5+1
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Célculode d_; 4<;<q+2

Como d_j(g;) C g—; Vt, se cumple que

([ d_j(Yoksnj1) = Bkr2i1-Yok—1 1<k<gqg-j—-2
d—;(Yoq-3) = Plg_3Yoq-2i-3
d__j(Xo) = da-Y2q—2j—1
d_;(X1) = 07]1_'Y2q—2j+1
d—j(Y2Q—2) = ﬂzq—-z Y2q—2]+5
9 d—j(Y’.’k) = ﬁ2k Y4q—2j 2k+3 q— .7 +3 < k < q-— 2
d~j(Y2q—2j+4) = 162(1 2j+4- Xo
d—j(Y2q—2j+2) = ﬂQq 25+2* X1
d—j(Y2q*2j) = ﬂ2q——2] Xo
d—_j(Y2q—2j—2) = /6211 2j-2 X3+ ﬂ2q——2g 2- Y2q—
[ d-5(Yak) = Bl Yorro 1<k<g-j-—-2

Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

* d_j([Xo, Yog-2j+2]) = [d—;(X0), Yog-2;+2] + [Xo, d—j(Yag—2j+2)] =
= 0 = [a}. Yoq-2j-1, Yog-2j+2] + [Xo, BhgsivaX1] = 16241 9j+2- X2 =
= By 9j1a = 0=> d_j(Yag_oj42) = 0.

* d—J([Xls Y2q 2.7+2]) [ —J(Xl) Y2q 2J+2] + [Xl’ —](Y2¢1 2.7+2)] =
= 0= [Otl Yzq_2]+1, Y2q 23.;.2] + [Xl, 0] = 0= al X3 => al =0= d_J(Xl) 0.

* d—J([Xl’ Y2<1 2J+4]) [d—J(Xl) Y2q 21+4] + [X1> —J(Y2q 2]+4)] =
= 0 = [0, Yzq_0j44] + [X1, B3;_9j44-X0] = 0= —Bg—0jra-X2 =
= 152q gj+a = 0= d_j(Yog_9;44) = 0.

* d_;([Xo, Yog—25]) = [d—;(X0), Yog-25] + [Xo0, d—(Yag-25)] = ‘
= 0 = [}, Yag-2j-1, Yog-2;] + [X0, Bl_0;- Xo] = 0 = (G) + Bhy_o;)- X3 = Boy_s; = — G,

* d_j([Yok, Yorroj-1]) = [d-j(Yar), Yorsj1] + [Yor, d—j(Yorsj1)] 1<k <g—j—-2=
= 0 = [6} Yok+2j, Yoks2j-1] + [Yaky B2 101 Yor-1] = 0= (- B — Bokr2i1) X3 =
=>ﬂ2k+2g 1 =P 1<k<g—j-2
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* d—J([Y2q 2j-2, Yog-3]) = [d—j(Yog—2j-2), Yog-3] + [Yoq-2j-2, d—;(Y2q-3)] =
= [B3,- 2j— 2X3+:62q—2_7—-2 Yoq-2, Yag-3] + [Yog—2j-2, Bg—3. Yog-2-3] =
= 0 = (~Bhy-njs — Blg—3) X3 = Bhys = =By ojo

* d—J([Yzq"2.7+2k+2’ Y2¢I—2k+2]) = [d—j(Y2q—2j+2k+2); Y2q—2k+2] + [Yzq—2j+2k+2, d—j(Yzq—2k+2]
2<kLE(f)=>

=0= [ﬂ2g—2j+2k+2 Yog-2k+1, Yog-2k+2] + [Yog—2jt0k+2, ﬂzq_2k+2 Yaq-2j10k+1] =
= 0 = (B9;—gj+ok+2 — Bog—okio) X3 = 162q—2y+2k+2 =By akr2 25 k< E(L).

En consecuencia, se verifica que

[ d_;(Xo) = &} Y21
d_;(Yar+2j-1) = —f Yo 1<k<q—-j—2
d_;(Yax) = B Yoero; 1<k<qg-j-2

< d_;j(Y2q-3) = Pe-3Yog-2j-3 .

d_j(Yog-2k+2) = Bg—okso Yog-2j42k+1 2<k<E(})
d_j(Yag-2ji2k+2) = Bl ki Yog-2k+1 2<k<E(})
d_j(Yag—2;) = —ap.X2 _

[ d—j(Y2q—2;-2) = P4-0j-2X3— Bhe_3.Yag-2
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Célculode d_; 1<;<3

Como d_j(g;) C g;—; Vt, se cumple que

,

d_j(Yoksoj-1) = ﬂ%_k+2j—1-Y2k—1 1<k<q-j—-2
d_;(Yzq-3) = 162(1 3-Yoq-25-3
d—;(Xo) = &) Yag-2i1
d_;(X1) = 0‘1531 Xo +a](1 - 6;1).Yog-2j+1
q d-i(Yoq-244) = :62q 2j+4-X0
d_j(Yag-2j+2) = Bl sjaXn
d_j(Yoq-25) = ﬂzq 25 X2
d_j(Yaq-2j-2) = 162q 2j—2-X3 +/62q _9j-2-Y2q-2
[ d—;(Yox) = ok Yoktoj 1<k<qg-j-—-2

Al exigir que d_; sea derivacidn, se obtiene que

* d—j([Xl’.X2]) = [d—J(Xl)aXZ] + [Xlad—j(X2)] = )

=0= [a‘{(sjl.Xo + 0731(1 - 6j1).Y2q_2j+1,X2] + [Xl,O} = a716j1.X3 =
j= 1= d_j(Xl) = d_l(Xl) =0

j=2,3=> d_j(Xl) = a‘:’l.Y2q_2j+1.

* d_j([X1, Yog-gj42]) = [d—;(X1), Yo 25+2] + [Xl’d—J(Y2q-2]+2)] 2<j<3=>
= 0 = [&]. Yoq_2j41, Yog_2542) + [X1, Big2i40-X1] = 0=a&}.X3 =
>al=0=d_j(X;)=0 2<;j<3

* d_j([Yak, Yarroj-1]) = [d—;(Yox), Yarsj1] + [Yok, d—j(Yorsjm1)] 1< k<q—j—-2=
= 0 = (B3 Yoks2j, Yorrai—1] + [You Bhsgj1 Yoeo1] = (=03 — Bhynj_1) X3 =
=>ﬁ2k+2g =B 1<k<q—-j-2

* d—a([Xo, Y2q 2y+2]) [d—-J (XO) Y2q 21+2] + [Xo, —J(Y2q—2j+2)] =
= 0 = [&). Yag-24-1, Yoq-2j+2] + [Xo, Big—zjra-X1] = 0= fb_o:10. X0 =
= Bly_gj2 = 0=> d_;(Yag_9j42) = 0.

* d—j([Xm Y2q 2]]) [d—J(XO) Y2q 2J] +[X0, —J(Y2q—2a)] =
= 0 = [6. Yog—2j-1, Yoq_2;] + [X01162q~—2j Xo) = 0= () +/B2q 9i)- X3 = ﬂzq _g5 = —0p.

ok,



161

* d_j([Yag—2j-2, Yoq-3]) = [d—j(Yog-25-2), Yag-3] + [Yag—2;-2, d—;(Yag-3)] =
= 0 = [B4—9j—2- X3 + B340 Yoq-2, Yog-3] + [Yog—25-2, Bg_3.Yog-2j-3] =
= (—ﬂéq-—2j—2 - ﬂéq~3)‘X3 = ﬁ%q—Zj—2 = —ﬂgq—l’»‘

* d_j([X1, Yog-2j44]) = [d—j(X1), Yog-25+4] + [X1, d—j(Yag—j+4)] =
= 0 = [0, Yog_2j4a] + [X1, 82544 Xo] = 0= —Big-2j+a- X2 =
=> Bg-2j+4 = 0 => d_;(Yog-25+4) = 0.

En consecuencia, se verifica que

[ d_;(Xo) = &} .Yo-2j1
d—j(Yokygj-1) = —Po Yor-1 1<k<gqg-—j-2
) d—;(Yok) = ﬂék-Y2k+2j 1<k<qg—j—-2
d_j(Yog-25) = —6pXo _
d_j(Yoq-2j-2) = Bly9j-0.X3— Bg_3.Yoq-2
[ d—j(Y2q-3) = [343Yoq-25-3
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Calculo de d;

Como do(g;) C g, Vi, se cumple que

((do(Yok-1) = B9 Yok 1<k<q-1
do(Xo) = Otg.X()
do(Xl) = a‘f.Xl
< do(Xg) = Otg.Xg
do(Xg) = ag.Xg
do(Yor) = B Yok 1<k<Lqg—2
| do(Yag-2) = P35 2.X3+ 05 5Ye 2

Al exigir que dy sea derivacién, se obtiene que

* do([Xo, X1]) = [do(X0), X1] + [Xo, do(X1)] =

= O[g.XQ = do(Xz) = [Otg.Xo, X1] + [X(), a(l).Xl] = (018 + Otcl)).Xg =
= ag = a8 + a(l).

* do([Xo, Xa]) = [do(Xo), X3] + [Xo, do(X2)] =

= 3. X3 = do(X3) = [@d. X0, X2] + [X0,3.X2] = (e + ). X3 =
=ad =a)+ad=al+ (e +?) = o = 2a] + .

- % do([Yag-3, Yag—2]) = [do(Yaq—3), Yog-2] + [Yg-3, do(Y2g-2)] =
= 03.X3 = do(X3) = [8,_3. Yag-3, Yog-2] + [Y2q-3, B35 X3 + B 5. Yag-o] =
= (B9,_3 + ﬂgq—z)-XS = o = ﬂgq—B + ﬂqu =
= 200+ o) = B9, 5+ 83y_g => B3_3 = 20) + o — B9z

* do([Yor—1, Yor]) = [do(Yok—1), Yor] + [Yok-1,do(Yar)] 1<k <g-2=
= 3. X3 = do(X3) = [B%_1.Yak-1, Yar] + [Yok—1, B Yor] = (B3_1 + B%).- X3 =
=08 =[5 1+ 0% = 200 +af = + 5% = 6% =2+ - B 1<k<qg-2

En consecuencia, se verifica que

[(do(Xo) = ad.Xo
do(Xl) = Ot(l).Xl
do(X2) = (eg+al) Xy

$ do(X3) = (205+e9).X3
do(Yar-1) = (af+ad—pBY).Yory 1<k<g-1
do(Yok) = B9 Yo 1<k<q-2
do(Yog-2) = B24-9.X3+ 0 5. Yag2
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Célculoded; 1<j<3

Como d;(g;) C g14; V¢, se cumple que

[ dj(Yoe—1) = 1 Yorroi1
1<k<q—-j5-1 ;
d; (Y2q—2j—1) = ﬂ2q—2]—1 Xo
d;(Y2q-2j+1) = :62q—2_7+1 X1
d;(Y2q-2;+3) = :H2q—2_1+3 X
< dj(X()) = Olo 511 X1+a0 512 X2+Ol0 533 X3+a0 6]3 qu_g
dj(Xl) = al_ ;1. X2+a162X3+a162Y2q_2+a1 03.Yoq-4
dj(Xz) = a§.6j1.X3 ] )
d;j(Yaq-2) = fg—2.9j1.Yog-4 + B3y_2.6j2.Yoq-6 + Bg_2.653.Yaq-s
dj(Yok+25) = PBlrinj Yok

1<k<qg-j-1

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que

* dj([XOaXI]) [d;(Xo0), X1] + [Xo, d; (X1)] = _

= a2 b; 41 X3 =d; (XQ) [ao i1 X1 +a0 6 2. X2 +Ot0 6;3.X3 +07(]).5j3.Y2q_2,X1]+
+ [Xo, of.651. X2 + of.8;2. X3 + &1.650. Y2q—-2 + a1.8j3. Y2q—4] =

= (12 611 X3 = 0[1 5_,1 X3 = a2 6]1 = Otl 6_71 =d; (Xg) = Otl 511 Xs.

* d;([X1, Yog-25-1]) = [d (X1), Y2q—2J 1] + [Xa, :(Yzq ~25-1)] =
= 0 = [ .81 X2+ of 8j2. X + &].8j2. Yag—2 + & 853 Yag-a, Yog-2j-1]+
+ [Xl’ﬂ‘Zq—ZJ 1 XO] =0= ﬁ2q—2} 1 Xo = ﬁ2q—2_1 1= =0 = d; (Y2¢1-2J—1) 0.

* d;([Xo, Yog-2j11]) = [d (Xo), Y”q—21+1] + [Xo,d (Yog-2j41)] =
=0= [ao 1. X1 + . 852. X2 + 0.8;3. X3 + &.653. Yog—2, Yag-241]+
+ [Xo,ﬂ2q—2g+1 Xi]=0= ﬂ2q-~}+1 Xy = ﬂ2q—2]+1 =0=d; (Y2q—2J+1) = 0.

* d;([Xo, Yog-2j+3]) = [d (Xo), Yzq—23+3] + [Xo)d (Yog-2j43)] =

=0= [ao 851.X1 + of.8j2. X + 0.8;3. X3 + @§.6j3. Yag—2, Y2q—2J+3]+

+ [Xo, B3g-gjva-Xa] = 0= (—ad.bj3 + By _ojus) X3 = Bhy_gjys = @b.5ja.
* d; ([Xl,qu 2j+1]) = [d (X1), Yoq- 2J+1] +[X1,d; (qu 2j+1)] =

= [o].651. X2 + a1 8j2. X3 + al 8j2-Yoq— 2 +&].853.Yog-4, Yzq—23+1] +[X1,0] =
0 = (—al 532 Otl (5_73) X3 = a1 6; 3 = OAI 5_72 = d; (Xl) = al 5]1 X2+al §; 52+ X3.
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* d;([Yor-1, Yortoj]) = [d(Yor-1), Yorroj] + [Yox-1,d(Yori25)] 1<k<g—-j—-1=
= 0 = [B3k_1 Yor+2j-1, Yors2s] + [Yar—1, Bdkiaj Yorl = (Bhe_1 + Bipsa;)- X3 =
= Bhiya; = —Poy 1<k<g—j-1

En consecuencia,se verifica que

dj(Xo) = a6.6j1.X1 + a{?.ﬁjg.Xg + a6.6j3.X3 + 0—4‘6.5j3.Y2q_2
dj(Xl) = a{.&,-l.Xg + a{.é‘jz.Xg
) dj(Xg) = a{.6j1.X3
d;(Yor—1) = Bo-1-Yorr2j1 1<k<q¢g-j-1
dj(Yori2;) = —Boe_1-Ya I<k<q—-j-1
[ di(Yog-2j+3) = @0.853. X2
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Calculode d; 4<;j<q+2

Como d;(g;) C gry; Vi, se cumple que

[ d;j(Yak+a;) = PBorsoj Yor 1<k<q¢-j-1
d;(X1) = 07{ Yoq-9j+2
d;(Xo) = &) Yoq-2j14
d;(Yog—2j+2k+5) = 132q—2_7+2k+5 Yaq-2k-2 1<k<j-5
) d;(Y2g—2j+5) = :B2q—2]+5 X3+ ﬁ?q—2]+5 Yoq—2
d;(Yoq-25+3) = ﬁzq 2j+3- X2
d;j(Yoq-2j+1) = ﬂzq —2j+1-X1
(Y?q ~2j~ 1) = ﬁz_q —2j—1 Xo
d;(Yoe-1) = Blr_1-Yortoj-1 I1<k<qg—-j-1
(1= 854).dj(Yog_3) = (1 — 6j4).Bq-3.Yag-25+6-

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que

* dj([X1, Yag-2;41]) = [d;(X1), Yog-211] + [X1, d5(Yoq—2j41)] =
= 0 = [&].Yag-2j+2, Yog-25+1) + [X1, Bg_0jn. X1] = 0= —a] X5 =
= @'{ =0 d](Xl) =0.

* d;([X1, Yog—24-1]) = [d;(X1), Yag-25-1] + [X1, d; (YZq—-2J )] =
= 0 =0, Yoq_0;—1] + [le/B2q~23 1 X0l = 0=—P3, 5; 1. Xo= ﬂzq 2j-1=0=
= d;(Y2q-2j-1) = 0.

* dj ([XO’ Y2q 2.1+1]) [d (XO) Y2q—2j+1] + [XO:d (Y2q 2J+1)] =
= 0 = (&) Yog—2j+4, Yag—2i+1] + (X0, Blg—sji1- X1] = 0= By 0j11. X2 =
= 162q gi+1 = 0 = d;(Yoq_2541) = 0.

* d;([Xo, Yaq-25+3]) = [d5(Xo), Yog-2j+3] + [Xo, d5(Y2g-25+3)] =
=0= [aO Y2¢I—2J+4) Y2¢1 2J+3] + [XO’ ﬁ2q—2_7+3 X2] =0= (_aO + IB2q—2_7+3) X3 =
= ﬂzq 243 = 0.

* d;([Yag-25+5, Yog-3]) = [d;(Yoq-2i+5), Yog—3] + [Yog-2j45,dj(Y2g-3)] 7 > 4=
= 0 = [B3;_9j+5-X3 + B3g-2;45 Yog-2, Yog-3] + [Yog—2j+5, B3q_3. Yoq-2j+6] =
= 0 = (=B _ojus + 03q—3)-X3=> By 3= 0% 015 (1 24)
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* d; ([Y2q—2_1+2k+57 Yoq—ok-3]) = [d;(Yog—2j+2k+5), Yog—2k—3] + [Yoq—2j+2k+5, dj(Yoq—2k—3)]
1<k<E(G2) =

=0= [ﬁ2q—2;+2k+5 Yoq—ok—2, Yog—ak—3] + [Y2q—2]+2k+5;ﬂ2q_2k 3-Yog-2j+2k+6] = -
= 0= (—Bg_gjsoers T Plgok_s) X3 = Bho-givonss = Bag_ar—s 1<k < E(F).

* dj([Yor-1, Yorro5]) = [dj(Yor-1), Yorioi] + [Yor-1,dj(Yors25)] 1<k <qg—ji—1=
=0= [ﬂ2k 1-Yokt2i-1, Yorvoi] + [Yok-1, /B2k+2j Yor] = 0 = (5% 1+ 132k+23) X3 =
= Bfrroj =Pl 1<k<g-j-1

En consecuencia, se verifica que

[ d;(Xo) = &).Yag-2j+4
d;(Yor-1) = Bh_1-Yoriai-1 1<k<qg-j-—-1
d;(Yak+25) = —Bh_1 Yo 1<k<g-j-1
) d;(Yaq-2k-3) = Bog-ok-3-Yog-2j+2k+6 1<k < E(5GY)
d;(Y2q—2j4+2k+5) = By—ok—3-Yog-2%—2 1<k< E(J‘z'_4)
d;(Yag—2;+3) = &)X

d;j(Yag-25+5) B g—2is- X+ B3 Yog—2
([ (1~ 854).dj(Yoq-3) = (1 —8j4).0%,_3Yog—2i+6

Célculode d; ¢+3<j<2q
Como d;(g;) C gry; Vi, se cumple que

dj(Yok-1) = By_1.Yagoj-okea 1<k <2—j+1.

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que

d;([Yok—1, Yag-2j-2k+3]) = [d;(Yar-1), Yag—2j—2k+3] + [Yor-1, d5(Yag-2j-26+3)] 1<k <2¢—j+1=
= 0= [B_1 Yag-2j-2k+4, Yag-2j-2k43] + [Yar- 1,ﬂ4q _oj-ok+3 Yok] =
= (=B + Big-nj-2k+3) - X3 => Blg_o; opys =By 1<k <20—j+1.

O
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Derivaciones de las dlgebras de la familia ¢2° ,
1<s < E(%)

Se designa por g2*, 1< s < E(I'g—:”) , a la familia de 4lgebras de Lie (n — 3)-

n ?
filiformes, de dimensién n, de leyes

g,zf . [X(),Xi] = X'i+1 1 S 1 S 2
[XlaYn—4] = X3
[Yor—1,Y%] = Xa 1<k<s-1
para cada s € {1,2,..., E(%2)}.

Teorema 4.2. Se verifica que

n?—6n+15 si. s=1
dim(Der(g%)) = isff%+(n—2.<s—3).(n-—1) sii s=2+1 s>2
iéz2"'2ﬂ+(n—2s-—3).(n——1) sio s=2 52> 2,

para 1 < s < B(%53).

Para cada s, la correspondiente dlgebra se puede expresar como suma directa
de dos algebras:
93;3 — b%s D b%s

donde )
b1’ =< Xo, X1, X0, X3, Yn_4,Y1,..., Y053, Y252 >

bgs =< Y23-1, YQS) ey Yn—5 >

Se deduce que

Der(g2*) = Der(53*) ® Der(b3°) ® D (b, 53°) & D (b3°, b7°).
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Cdlculo de Der(h?*)

Se considera la siguiente graduacién de h2*:

=< Y>>0 <Ys>B<Ys>D..0< You5>P < Yog 3>
B<Xo>0< X, Ynu>®< Xo>D < X3,Y050>B < Youu>D
B<Yy 6>B.. 8<Ys>B<Ys>® <YYo >, donde

8-k = < Y. opioe3> 0<k<s-2
o = < Xpi> k=1,3

g2 = < X;,Yp 4>

82 = < X3 Y 2>

gk = <Y okios46> S5<k<s+2

Sea d; € Der(p?°). Entonces

d = "d;

i€z

donde d; € Der(h¥) y di(g;) C 8iy; , siendo g = {0} para k < —s+2 y
k>s+2.
Como dos(g_s12) C 9512 ¥ d—25(8s12) C 8_s42 , se deduce que

2s
di=0 i>2s,i<-2s=>d1= Y d;

i=—28
Habrd que expresar cada d; , —2s < i < 2s, como una combinacién
lineal de un cierto conjunto B; , —2s < i < 2s , de derivaciones linealmente

independientes de h2* cumpliéndose que

2s
U B
i=-28
es una base de Der (%) y, evidentemente,

dim(Der(p3*)) = is: dim(K < B; >).

i=-—2s8
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A continuacién, se detallan las condiciones iniciales que deben satisfacer las
di , —2s < i < 2s, y que se deducen de d(g;) C giy; , como también las
posteriores que resultan al exigir que cada d; sea, efectivamente, una derivacién.

Céilculoded_; s+3<j<2s
Como d_j;(g;) C g—; Vt, se cumple que

d—;j(Yor) = ﬂék-Y4s_2j_2k+3 1<k<2s—5+ 1

Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

d—j([Yok, Yas—2j-2k+a]) = [d—;j(Yar), Yas—2j—2k+4] + [Yok, d—j(Yas—2j-2k+4)]



170

Célculode d_; 4<j<s+2

Como d_j(g;) C g—; Vi, se cumple que

(d_j(Yok+2j-1) = Borioio Yor-1 1<k<s-—j—-2
d_j(Yos—3) = B3, 3.Yos-2j-3
d_;(Xo) = &} Yos-2j-1
d_;(X1) = &Y, 9j11

d—j(Yn—4) = ﬂi_4-st_2j+1

) d_j(Y2s-2) = ﬂ%s—2'Y23—2j+5
d—j(Y2k) = ﬁzk Y48—2J 2k+3 s—j+3<k<s—2
d_j(Yas-2i+4) = B3s—j1a-Xo

d_j(Yos_gj42) = ﬂzs 2jr2- X1+ B 9j+2- Yn—

d_j(Yas2j) = Bis9;Xo
d—j(Yos—2j-2) = Bls_gj_o X3+ B, —2j—2-Y25-2
[ d_;(Yor) = B Yoryo 1<k<s—3-2

Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

* d—]([XO’ Y2s—23+2]) [d—J(XO) Yos- 2.7+2] + [XO’ —J(Y23—2]+2)] = .
= 0 = [6f. Yas—sj-1, Yas—2j+2] + [Xo, Bhsgjra X1+ :323 gj+2- Yn—a] = B 0j10. X2 =
= Bl _j40 = 0= d_j(Yas_aji2) = Bs—2j12-Yn-

* d—]([Y2s 2742 n-4]) [d—](Y2s—2_7+2) Yn— ] + [Y2s—2_1+2; -—J(Y —4)] =
= 0 = [B3s_j12 Yn-a, Yn-a] + [Yas-2j+2, Ans Yas—2j11] =
=>0“'"ﬁn— X3:>ﬂn4_0¢d—1( )_0

* d_j([X1, Yos—gj42]) = [d—j(X1), Yas—gj40] + [X1, d_j(Yos—2j42)] =
= 0= [0‘1 Y23—2.7+1’ Y2s—21+2] + [Xla 1623-—2]+2 Yo 4] = 0= (0‘1 + ﬂzs 2_1+2) X3 =
= 1325 _ojie = —0.

* d_j([X1, Yos—2j14]) = [d—;(X1), Yos—gj4] + [X1, d—j(Yas—2544)] =
=0 = [a]. Yas-241, Yoa—njsal + [X1, B, 2j+4-Xo] = 0= :623—2j+4'X2 =
= 1323—2_7+4 0= d_;j(Yas—2j44) = 0.

* d_;([Xo, Yas—o5]) = [d—j(X0), Yos—2;] + [Xo, d—j(Yas—2;)] = Egs~2j = —aj}.
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* d_j([Yok, Yort2i-1]) = [d—j(Yar), Yorr2i-1] + [Yor, d—j(Yors2i-1)] 1<k <s—j—2=
= Brioj1 = —Po 1<k<s—j—2

* d_j([Yos—2j-2, Yos—3]) = [d—;j(Yas—2j-2), Yos—3] + [Yos-2j-2, d—j(Y2s-3)] =
=> Bsnj—2 = —Plsa

* d_j([Yas—2jt2k+2, Yos—2k+2]) = [d—j(Yas—2j+2k+2), Yas—2k+2] + [Yos—2j+26+2, d—j(Yos-2k+2
2< k< E(}) = Bhssjrorie = Phsopre 25 k< E(D)

En consecuencia, se verifica que

[ d_j(Xo) = @) Yos-2j-1
d_;(X1) = &.Ya5-2j11
d_;(Yokt2j-1) = —f3 Yor-1 1<k<s—j-2
d-;(Yak) = ﬁ%k-Y2k+2j 1<k<s—j5—2
< d—_;(Yos-3) = (3,3 Yos-2;-3 .
d_;(Yos—ok+2) = Bls—okio Yos2j+2k+1 2<k<E(%)
d_;(Yos_gjtont2) = ﬁés_.zk+2-Y23—2k+1 2<k<E(})

d_;(Y2s—25+2) —a].Yp 4
d_;(Yas—25) —a}. X ‘
(| d—j(Yas-2j-2) = B4 oj 0.X3— 3 5.Y2s2
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Calculoded_; 1<;<3

Como d_;(g;) C g;—; Vi, se cumple que

( d_j(Yors2i-1) = ﬂ%k+2,-_1-Y2k—1 1<k<s—5-2
d—j(Y23—3) = :625-—3 Yo, 2j-3
d_;(Xo) = &} Yos-91
d_;(X1) = 051531 Xo+ 041(1 — 8;1).Yos—oj1

d_j(Yn-4) ﬂn—-46_71 Xo+ B2_s(1 = 8;1). Yas—2i1
d_j(Yos-2i+4) = Bs—2jsa-Xo
d‘j(Y25—2j+2) ﬁ2s——2j+2 Xl + :623 25+2: Yn_4

I

d_j(Yos—2;) = B35_0;X2
d—j (Y23—2j—2) = :H2s 2§--2- X3+ 1623 252 Yoso
[ d—;(Yor) = 03 Yok42; 1<k<s—j3-2.

Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

* d_;([X1, Xo]) = [d_;(X1), Xo] + [X1,d_;(X2)] = ,
= 0= [ai5j1.X0 + d{(l - 5j1).Y23_2j+1,X2] + [Xl,O] = aJ15j1.X3 =
= 0= a’léjl = )
j=1=>6j1=1=>a{=0=>d_j(X1) =d_1(X1) =0
i=2,3=>=> 6]'1. =0= d_j(Xl) = d{-Y2s_2j+1 =
= d_;(X1) = a{(1 — 6j1) Yos—2j11 1<5 <3,

* d—J([Xla Y2s~21+2]) [ —J(Xl) Yo, 2J+2] + [Xla —J(Y23—2j+2)] 2<;<3>
=0= [041 Yos-2j+1, Yos—2j42] + [X1, /323—2]+2 X1+ s 2ji2.Yn_a] =

= 0= (a] + ﬁ23-23+2) X3 = f3,_ 2_7+2 =-a] =

= d_j(Yos-2j4+2) = Bhs_ 9542 X1— 1. Y4 2<j <3

* d_j([Yok, Yort2j-1]) = [d—j(Yak), Yoroj—1] + [Yor, d—j(Yorsgj1)] 1<k<s—j—2=
= Boryoj1 =P 1<k<s—j—2

* d—J([XO) Y2s—2j+2]) [d—J(XO) Yos— 2J+2] + [XOa d—J(Y2s—2J+2)] =
= 0 = [&}. Yas_0j_1, Yas2j42]+[ X0, 1325—21+2 X1—a). Yo 4= 0= ﬂ23—2]+2 Xo =
= :623—2]+2 =0 = d_;j(Yos—2j42) = —@7.Yn 4.
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x d_j([Xo, Yas—25]) = [d—j(X0), Yas—2j] + [Xo, d—j(Yas—27)] = Bls—g; = —G.

* d_j([Yos—2j-2) Yas-3]) = [d—;(Yas—2j-2), Yas—3] + [Yas-2j-2, d—;(Y2s-3)] =
= B3s—0j-2 = —Bhs_a.

* d_j([X1, Yas-25+4]) = [d-5(X1), Yos—ja] + [X1, d—j(Y2s-244)] =
= 0 = [@](1 = §j1). Yas-2j41, Yos—2j44] + [X1, Bfs_gj4a-Xo] = 0= =B 9j,4. X2 =
=> Bs—9j+a = 0= d_j(Y2s_2j+4) = 0.

* d_j([X2, Yn-a]) = [d—;(X2), Yao—a] + [X2,d_j(Yn_4)] =
= 0= [0, Yo_a] + [X2, B} _a651. X0 + Br_a(1 — 8j1) - Yas—2j41] =
=0= —ﬂfl_46j1.X3 = ,331_45_7'1 =0= d_j(Yn__4) = ﬁi_‘i(l - 6j1).Y23-2j+1.

* d_j([Yos—2jt2, Ya-a]) = [d—j(Y2s-2j+2), Yn-a] + [Yas-2jt2, d—j(Yn-4)] =
= 0 = [~a]. Yo 4, Yo-a] + [Yos-2j12, Bn-a(1l — 81). Yos—2j11] =

=0=-0_4(1-61)Xs=0 4(1-6;1)=0=>d_j(Yn4)=0.

En consecuencia,se verifica que

[ d_j(Xo) = &} .Yas-2j-1
d_j(X1) = al(1 - 851).Yos—2i11
d_j(Yortoj-1) = —Po Yok 1<k<s—j—2
] d-i(Yer) = Bl Yokrz 1<k<s—j—2
d_j(Yos-2jr2) = —@1.Yn 4
d_;(Y2s-25) = TO_Z(J)Xg '
d_j(Yas-2j-2) = Bos_9j_0X3— s 3. Yos—2
\ d—j(Y2s—3) = IB%S—S'YZS—QJ'—B-
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Cdlculo de dg

Como do(g;) C g, Vt, se cumple que

((do(Yak-1) = B9 Yok 1<k<s-1
do(Xo) = ag.Xo
do(Xl) = O_t?Xl 3 O—t(l).Yn_4
< do(Yn-a) = Bl 4 X1+ B2 4Yns
do(Xg) = ag.Xg
do(X3) = Olg.Xg,
do(Yar) = % Yok 1<k<s—2
| do(Yos—2) = f9,_0.X3+ B3 5 Yos 2.

Al exigir que dg sea derivacién, se obtiene que

* do([Xo, X1]) = [do(Xo0), X1] + [Xo, do(X1)] =
= 9. X5 = do(X2) = [@d. X0, X1] + [Xo, 0. X1 + @0. V4] = (@ + ). X, =
= ag = a8 + 0‘(1)-

* do([Xo,Xz]) = [do(Xo),Xg] + [Xo,do(Xz)] = ag = 2a8 + a(l).

* do([Xo, Y—4]) = [do(Xo), Yns] + [Xo, do(Yns)] =
= 0 = [0§. Xo, Ya_q] + [Xo, B4 X1 + B0y Yo_s] =
= 0 = ,3,2_4.X2 = ﬁ2_4 = 0 = dO(Y _4) B ﬂ2_4.Y —4.

* do([X1, Yn-a]) = [do(X1), Yn—a] + [X1, do(Yn-a)] =
= 9. X3 = do(X3) = [ad. X1+ &0.Yp g, Yp_a] + [X1, 80 4 Yes] =
= 03Xy = (e +0p_g) X3 => o =) + 8], =
=20)+ad=al+62 , =80, = 20

* do([Y2s-3, Yos—2]) = [do(Yas—3), Yas—2] + [Yas-3, do(Yos_2)] =
= ﬂgs——3 = 20[8 + c“(1) - 168.9—2'

* do([Yok-1, Yor]) = [do(Yok-1), Yor] + [Yor-1,do(Yor)] 1< k<s—-2=>
=% 1 =23+ -89 1<k<s-—2
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En consecuencia, se verifica que

( do(X()) = OIS.X()
do(X1) = adX,+a0Y, 4
do(Xz) = (ag + Ot(l)).XQ

) do(Xg) = (20[8 + a(l)).X3

do(Yox—1) = (2a0 +09—-63) Y1 1<k<s-—1
do(ng) = :32k ng 1< k<s-— 2
dO(YZs 2) = ,523_2 X3+ ,323 2 Yos2

\ do( ) = 2aO Yﬂ--4

Célculode d; 1<;<3
Como dj(g;) C gt4; Vt, se cumple que

( dj(Yok—1) = ﬂék 1-Yor42i-1 1<k<s—35-1
d;(Y2s—2;-1) :323—21 1-Xo0
d;(Yos-2j41) = :323-—2J+1 X1+ Be_njsr-Yns

dj(Yas—g9j43) = :323—2J+3 X2

{ dj(X()) = ao 5.71 X1+ ao 0j1.Yn-4a+ ao 532 X2+ ao 0j3. X3+ ao 5,3 Yos_o
d;(X1) = o].8;1. X2+ 0f.6j0. X3+ &.8j2.Yos 2 + &1.8j3. Yas—4
d;(Yn-4) = ﬂn—4 8. X + B2 _4.89. X3 + B _4.8j2. Yos—o + B _4.653. Yas—s
d;(X2) = ob.8;1.X3

| di(Yakr2i)) = Bfryoi-Yor 1<k<s—j-1

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que

* d;([Xo, X1]) = [d;(X0), X1]+ [Xo,d (Xl)] =

=d; (Xg) [ao 651 X1 + Oto dj1. Yn..4 + Olo bj2. Xg + ao 6j3. X3+ ao 8j3.Yos—2, X1]+
+ [Xo,oﬁ 1. X2 + 0.6j2. X3 + &].850. Yo, 2 + &].8;3. st—4] =

= a}.6;1. X3 = (—ao 81 +01.851). X3 = 0.5 = —aj.6 + o6 =

= d;(X2) = (-a} + o]).6;1. Xs.

* d;([X1, Yas—25-1]) = [d;(X1), Yas—2-1] + [X1,d;j(Vos—2i-1)] =
= ﬂ2s 2j-1 — =0=d; (Y2s—23— ) 0.
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* d;([Xo, Yas-gj+1]) = [d (Xo), Yos— 2]+1] + [Xo, d; (st 2j+1)] =

=0= [ao 1. X1+ @8.8j1. Yas + 0650 X2 + 0.3 X3 + @).853.Yos—2, Yas—211]+
+ [XO’ ﬁ2s—21+1 Xl + 1323 —2j+1° Y, —4 ] =0= :523 27+1° X2 = 1623—2J+1 =0=

= d; (Y28—2J+1) :62s~2_7+1 Yn-

* d;([Xo, Yas-2543]) = [d (Xo), Y23-2;+3] + [Xo, d; (st 2j+3)] =
=0= [040 1.X1+ @d.851. Yn_s + o, bjo- X2+ a.853.- X3 + @f.853.Yos—2, Yas—g;+3]+
+ [Xo, Bs_gj13-Xo] = 0= (~a.6;3 + Bh,_ 0i+3)- X3 => Bl 043 = 6.853.

* di([X1, Yos—2541]) = [dj(X1), Yas—gi1] + [X1, d;(Yas—g5+1)] =

= 0= [0].6j1. X2+ af.8j2. X3 + 5{{-512-Y2372 + &1.8j3. Yos—a, Yos—2j11]+
+ [X1, Bs_nj1- Yn-a] = 0= (=a].8;2 ~ &1 .83 + Fh_gj11) X3 =

= (s _9j41 = 1652 + &].853 = d;(Yas—g41) = (a1.6j2 + &].6;3). Yn_s.

* dj([Yar-1, Yor25]) = [dj(Yor-1), Yorsoi] + [Yor-1,d; (Yarroy)] 1<k <s—j—1=
= Boksz; = —Pa 1<k<s—j-1.

* d;([Xo, Yn—a]) = [d5(X0), Yn-a] + [Xo,dj(Yn-4)] =

= 0= [00.6;1.X1 + &}.6j1. Yna + 0f.8j2. X2 + 0f.6j3. X3 + &).8;3.Yos—g, Yn_a]+
+ [XO) :Bn—4 6]1 X2 + ﬂn—4 632 X3 + :Bn-4 5]2 Y2s -2 + ﬁn—4 613 Y23 4]

= 0= (ad.0;1 +BL_4.61). X3 = Bi_4.61 = —di, 1.

* d;([Yos—gj+1, n—4]) [d;(Yos—2j41), Yn—a] + [Yos— 2J+1)d (Yn-4)] =

= 0= [(a].6j2 + &. 8;3)- Yn—a, Yn—a] + [Yos-9541, —0.8;1. X2 + Bl _4.652. X3+
+ ﬂn_4 8j2-Yos—2 + Pr—4.8j3. Yos_a] = 0 = (8%_,. 82 + Pr-4-653). X3 =
=>ﬁn—462+:8n—46.73“0=>:6n—462_0 , Bhoabiz=0=

= d; (Yn‘4) = —ao bj1. X2+ ﬁn—4 0. X3.

En consecuencia, se verifica que

( dj(Xo) = a(; 611 X+ 070. 5_71 Yo 4+ a(; 612 Xo+ ao' (533 X3+ O_t(;.&jg.st_Q

d;(X1) = a].01.X2+0].650. X3+ &1 .650.Yosg + 0.653.Yos_4
d;(X2) = (-ah+0al).6n.Xs

< d;(Yae1) = PhqVorszs1  1<k<s—j—1
d;(Yorr2;) = —Pop_y-Yar I<k<s—-j-—1

d;(Yos-2;41) (dl 8j2 + &].643). Yns
dj(Yas—oj43) = @ 513 X
[ dj(Yn-4) = —of.61. X0+ F_4.6i2.X5.
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Célculode d; 4<j<s+2

Como d;(g;) C gt+; Vi, se cumple que

[ d;(Yakso;) = Bixoj Yo 1<k<s—j-1
d;(X1) = 07{ Yog 2512
d;(Yn-a) = 54_4-Y25—2j+2
d;(Xo) = 5‘0 Yoo 2544
d;(Y2s—25+2k+5) = 523_2,+2k+5 Yos—0k-2 1<k<j—5
¢ dj(Yos—24+5) = 523—2]+5 X3+ B, —2j+5- Y25-2
d;(Y2s-25+3) = Plegjra X2
dj(Y23—2j+1) = ﬁ2s—2j+1 X1+ ,323 2j41° Yo-
d;j(Y2s-2-1) = Bs_2j-1-X0
d;(Yar-1) = [k Yorsj 1<k<s—j-1
| (1= 8j0).d5(Yas—3) = (1~ 8j4).B35—3 Yos-2jr6.

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que

* dj([X1, Yas—25n1]) = [d5(X1), Yas—gj1] + [X1, dj(Yas—2541)] =
= 0 = [6]. Yos—9j42, Yas—oj1] + [X1, By ojis- X1 + Ble_sjss - Yad] =
= 0= (~O£1 + ﬂ2s 2J+1) X3 = 1523—2J+1 = a{

* di([X1, Yas—gj-1]) = [d;(X1), Yos—2j-1] + [X1, dj(Yos-25-1)] =

=0= [al Y28*2J+27 Yo, 25— 1] + [Xl)ﬁ2s 2—1+ XO] =>0= ﬁ23 —2§—1" Xo = 1623 -2j-1 = =0:
= d; (Ygs..zj_ ) 0.

* d3([Xo, Yos—2541]) = [d;(X0), Yas-gjs1] + [Xo, d; (Ygs 2,+1)] =
=0 = [010 Y2s—2]+4a Y2s—-2]+1] + [Xo,ﬂgs 2j+1- X1 + 0&1 n—4 ] =0= /623 27+1- X2 =
= '523 —2j+1 = 0= d; i(Yos—2j11) = 6. Yn-4.

OQ

* d;([Xo, Yas—njs3]) = [d5(X0), Yas—2j43] + [Xo, d5(Yas—2i43)] = Bhe_ojus =

* d;([Yos—25+85, Yas-3]) = [dj(Yos—2545), Yos—3] + [Yos_2545,dj(Yos3)] 7> 4=
= Bs—0jis = P23 (5 =4).

*d; ([st—21+2k+5,Y23—2k 3]) = [d;(Yas-2j+2k+5), Yas—2k-3] + [Vas—2j42k+5, dj(Vas—2k-3)]
1<k< E(L) = 1323—2g+2k+5 = ﬂ23 ey 1<k< E(J_)
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* dj([Yok-1, Yokraj]) = [ds(Yok-1), Yorroj] + [Yor-1,dj(Yorte5)] 1<k <s—j—1=

§ﬂ5k+2j=_ﬂ%k—l 1<k<s-j-1

* dj([Yas—2j11, Yn—a]) = [dj(Yos-2541), Yn-a] + [Yos—2i+1, dj(Yn-4a)] =
= 0 = [a].Yn—4, Yn-u] + [Yas—2j41, B -4 Yos—2j40] =
=>0=0)_4X3=0,_4=0=d;(Yny) =0

En consecuencia, se verifica que

[ dj(Xo) = &) Yos-2j44
d;(X1) = & .Y2s-9j42
d;i(Yor-1) = -1 Yor+2j-1 1<k<s—j—-1
d;(Yar+25) = —Bh 1Yok I<k<s-j-—1
} di(Yas-2k-3) = [oe—ok—3 Yos—2j+2k+6 1<k<E (]E—i)
dj(Yos—2j+2k+5) = ﬂ%s—2k—3'y2s—2k—2 1<k < E(5%)

d;(Yas-241) = a].Yn 4

d;(Yos—2j+3) = &) Xs '

d; (st~2g+5) = Phe_gjs X3+ Fhe_3 Yas2
\ (1 ) (Y2s—3) = (1 - 6j4)‘ﬂ%s—3-Y23——2j+6-

Célculode d; s+3<j<2s
Como d;(g;) C g14; Vt, se cumple que

dj(Yor-1) = B 1 Yas-jokra 1<k <25—j+1.

Al exigir que d; sea derivacién, se verifica que

d; ([YQk—l; Y4s_.2J 2k+3]) [d (ng 1) Y43 —2j— 2k+3] + [Y2k—1;dj(Y4s—2j—2k+3)]
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Derivaciones del algebra g2

Se designa por g" 2 al 4lgebra de Lie (n — 3)-filiforme de dimensién n y de
ley
g2 [Xo,Xi] = X 1<i<2
[Xl’ X2] = Yn4

Teorema 4.3. Se verifica que

dim(Der(gt~2)) = n® — 6n + 15.

Dicha algebra se puede expresar como suma directa de dos algebras:
g2 = 2 o2
donde
B2 =< X0, X1, X0, X3, Yns> y B3 2=<Y,Yo...,Yns>.
Se deduce que

Der(gy?) = Der(677%) @ Der(h3 %) @ D (b7 72,6572 @ D (h572, b7 72).

Calculo de Der(p772)
Se considera la siguiente graduacién de b?‘2:
P 2=<Xo>®<X1>®<X2>®< X3>® < Yy_4>, donde

g = < Xp_1> 1<k<4
g5 = < Ypu>.

Sea d; € Der(57~2). Entonces:

d =Zdi

i€Z

donde d; € Der(577%) y di(g;) C giy; , siendo g = {0} para k < 1y k > 5.
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Como dy(g;) C g5 y d—4(gs) C 91 , se deduce que:

4
d,,=0 i>4,i<—-—4=>d_1= Zd,

i=—4

Habra que expresar cada d; , —4 < i < 4, como una combinacién lineal de
un cierto conjunto B; , —4 < i < 4, de derivaciones linealmente independientes
de 5772 | cumpliéndose que

4
U B
i=—4

es una base de Der(h7?) y, evidentemente,
4
dim(Der(p77%) = > dim(K < B; >).
i=——4

A continuacidn, se detallan las condiciones iniciales que deben satisfacer las
di, —4 < i < 4, y que se deducen de di(g;) C gi; , como también las
posteriores que resultan al exigir que cada d; sea, efectivamente, una derivacion.

Célculode d_; 2<j<4
Como d_j(g;) C g;—; Vi, se cumple que

d_j(X) =0 0<i<3
d—j(Yn—4)

Il
o

Se deduce que d_; =0 .

Calculo de d_;
Como d_(g;) C g,—1 Vt, se cumple que

d_1(X1) = aiXo
d—l(Yn—4) = ﬂn—4X3~
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Al exigir que d_; sea derivacién, se obtiene que

* d_1([X1, X2]) = [d_1(X1), Xo] + [X1,d-1(X2)] = B
= d_1(Yn-4) = [1 X0, Xo] + [X1,0] = Pn-sX3=01X3 = Bpn-sa= 1.

En consecuencia, se verifica que

d_l(Xl) = Ot1X0
d_1(Y_4) = 0[1X3.

Calculo de dj
Como do(g;) C g. Vt, se cumple que

do(Xi) = aiX,- OS 1,_<_3
do(Yn-4) = Pn-aYn-a

Al exigir que dy sea derivacién, se obtiene que

* do([Xo, Xo]) = [do(X0), X2 + [Xo, do(X2)] =
= a3X3 = do(X3) = [@0Xo, Xo]+[X0, 22Xo] = (a0 +02). X3 = a3 = ap+aq.

* do([Xo, X1]) = [do(X0), X1] + [Xo, do(X1)] =
= ang = do(Xg) = [a()Xo,Xl] + [X(), Ot1X1] = (Ol() + Oll).Xg =
Doy =0+ => a3 =ap+ (o + 1) = as = 2a+ a7.

* do([X1, Xo]) = [do(X1), X2] + [X1, do(X2)] =
= POn-4.Yn—a = do(Yn_4) = [01X1, Xo] + [X1, @2 X3] = (01 + @3). Vg =
= Pn-a = a1+ as = fng =y + (@ + 1) = Bng = o + 20;.

En consecuencia, se verifica que

d()(X,;) = aiXi 0 S i S 1
do(X2) = (ao+a).X>
do(Xg) = (20&0 + al).X3

dO(Yn——4) = (a0+201)-Yn—4-
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Caiélculo de d;
Como d;(g;) C gt41 Vi, se cumple que

di(Xi) = aXin 0<i<2
di(X3) = @3Yn_4.

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que

* dy([Xo, Xo]) = [d1(X0), Xa] + [Xo, d1(X2)] =
= Q3Yn.4 = dl(Xg) = [aoX1,X2] + [X(),a2X3] = aqYn_4 = @3 = Qg.

* dl([XO)Xl]) = [dl(XO)aXl] + [Xo,dl(Xl)] =
= a9 Xg = dl(Xz) = [aoXl,Xl] + [Xo,ale] =01.X3= ay = a;.

En consecuencia, se verifica que

di(Xi) = aiXin 0<i<L1
di(X2) = X3
dl(Xg,) = aan_4.

Ciélculo de ds
Como do(g;) C 9142 V¢, se cumple que

do(X:) = aiXipo 0<i<1
do(X2) = @g¥n-a.

Al exigir que ds sea derivacién, se obtiene que

* do([Xo, X1]) = [d2(Xo), X1] + [Xo, d2(X1)] =
= agYn_4 = do(X2) = [@0X2, X1] + [X0, 01X3] = —aoYn_4 = @2 = —ao.

En consecuencia, se verifica que

dg(Xi) = a,;X,H.g 0 S 1 S 1
d2(X2) = —Ot()Y —4.
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Calculo de ds

Como d3(g;) C gs43 Vt, se cumple que

d3(Xo) = @oX3
d3(X1) = @1Yn_4.

Se verifica, evidentemente, que ds es una derivacion.
Calculo de d4
Como d4(g;) C 8144 Vi, se cumple:
d4(Xo) = aoYn-a.

Se verifica, evidentemente, que d4 es una derivacion.
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