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Capitulo 0

Preliminares

La parte de la Teoria de Grafos a la que nos referiremos es la que se conoce como
Teoria de Grafos Topolégicos, que trata de inmersiones de grafos en superficies y
pseudosuperficies (evitando que se corten las aristas). Un estudio bastante completo
de los grafos, asf como un andlisis detallado de sus propiedades, puede obtenerse de
textos generales como el de Harary [24] (para grafos finitos) o de articulos mono-
graficos como el de Thomassen [44] (para grafos infinitos). Procuraremos utilizar
notaciones compatibles con las de ellos en toda nuestra exposicién.

En este Capitulo 0 se presentan las definiciones y resultados bésicos de la Teoria
de Grafos Topoldgicos que se utilizardn en el resto de la memoria. Algunos conceptos
o propiedades seran utilizados de forma particular en alguno de los capitulos. En esos
casos, se ha preferido exponer dichos conceptos en el momento en que se necesiten
para agilizar la sucesién de conocimientos previos al estudio que nos proponemos.

En primer lugar vamos a recordar algunas nociones topoldgicas sobre superficies
para introducir el resto de los conceptos. Se refieren a cuestiones bésicas que pueden
consultarse en mayor profundidad en manuales especificos [18, 29, 43].
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0.1 Superficies y pseudosuperficies

A las 2-variedades conexas se les suele llamar superficies. Esfera (Sp), toro (T) y
plano proyectivo (IP(IR)) son superficies. De hecho, a partir de estos tres ejemplos,
podemos construir todas las superficies compactas mediante la suma coneza . De
forma intuitiva, diremos que la suma conexa de dos superficies se obtiene quitando
de ambas un disco e identificando los bordes de dichos discos.

Denotaremos por T, la suma conexa de n toros; es decir, T, = T# ... #T.

Existen numerosos textos que se ocupan de explicar la clasificacién de las 2-
variedades conexas y compactas (como [18, 35]).

Dicho teorema de clasificacién fue propuesto por Brahana en 1923 (en Ann. of
Math.(2)23). El enunciado que utilizaremos ser el siguiente:

Teorema 0.1. Toda superficie compacta es homeomorfa ezactamente a una esfera,
a una suma conexa de toros, o a una suma conexa de planos proyectivos.

Segiin la notacién que utilizaremos, es equivalente escribir que, si M es una
superficie compacta, es homeomorfa a una de las siguientes:

1. S,#T# - #T, con m > 0. En este caso, se dice que el género orientable de
M es y(M) =m y que M es orientable.

En general, equivalentemente, se puede llamar género de una superficie cerrada
orientable al nimero méximo de curvas cerradas de Jordan, disjuntas dos a
dos, que pueden trazarse sobre la superficie sin dividirla [29, pdg. 146].

2. Sy#Py(R)# -*- #IPy(IR), con n > 0. En este otro caso, se dice que el género
no orientable de M es ¥(M) =n y, si n # 0, que M es no orientable.

De hecho, una consecuencia inmediata de cualquier demostracién del resul-
tado anterior es que toda superficie no orientable es la suma conexa de una
orientable bien con IP;(IR) o bien con la botella de Klein, que es IPo(IR)#IP2(IR).
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Figura 1: El toro y las pseudosuperficies més sencillas.

0.1.1 Pseudosuperficies

En cuanto a las pseudosuperficies (caracterizadas ya en 1949 por Lu [33]), poseen
puntos (llamados puntos singulares) en los que no existe un entorno homeomorfo a
un disco abierto (ver [51]). De hecho, se suele considerar que cada pseudosuperficie
tiene una cantidad finita de puntos singulares (ver [12]).

Formalmente, una pseudosuperficie es un espacio topoldgico de Haussdorf tal
que cada punto suyo posee un entorno homeomorfo al disco abierto {z € R? :
d(z,(0,0)) < 1} o0 a la unién en ese punto de una cantidad finita de discos abiertos.
Normalmente, se trabajara con pseudosuperficies compactas.

En esta memoria vamos a precisar algo més esta definicién y en adelante haremos
referencia a los siguientes conceptos.

Llamaremos célula al espacio topolégico resultante de efectuar un nimero finito
de identificaciones de un nimero finito de puntos cada una en una superficie conexa
y compacta.

Pseudosuperficie es el espacio topoldgico que resulta al realizar un nimero finito
de identificaciones de un nimero finito de puntos cada una en una coleccién de
células. Llamaremos punto singular a cada uno de los puntos obtenidos mediante
tales identificaciones.
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Asi, las pseudosuperficies son superficies salvo por “unos cuantos” puntos, los
que hemos denominado puntos singulares, y las células son subconjuntos de la pseu-
dosuperficie con la propiedad de que sus puntos no pueden pertenecer a distintas
componentes conexas al eliminar cualquier conjunto finito de puntos de la pseudo-
superficie.

A modo de ejemplo de pseudosuperficies, se exponen las siguientes, que se ob-
tienen mediante la identificacién de una cantidad finita de puntos de distintas esferas.

Definicién 1. Si n > 1, consideremos n esferas S, ..., Sy, y dos puntos distintos
de cada una P;, @; € Si con i = 1,...,n. B, es la pseudosuperficie obtenida identifi-
cando Q; con P,y parai=1,..,n—1y @, con P;. Los puntos obtenidos mediante
tales identificaciones son puntos singulares, por lo que B,, posee n puntos singulares.

Para completar la Definicién 1 denotamos By = T y llamamos B; a la pseudo-
superficie obtenida identificando dos puntos distintos de una misma esfera.

A partir de la definicién concluimos en que B,, tiene n células, con n €IN.

Observemos que las pseudosuperficies B, pueden también definirse de otra forma,
mediante contraccién de curvas cerradas en superficies:

Definicién 2. Si n € IN, B, es la pseudosuperficie obtenida al contraer a puntos n
meridianos distintos de un toro.

Ejemplo 1. By =T, B es el toro estrangulado y B; es el bipldtano . By, By, Ba y
Bj estan representados graficamente en las Figuras 1, 2, 3 y 4.

Los lados que se identifican en la Figura 1 estdn indicados con la misma letra del
abecedario y con el mismo tipo de flecha; la identificacién ha de hacerse de modo que
coincidan los sentidos de las flechas. Nétese, ademds, que varios puntos podrian, en
este tipo de representaciones de una pseudosuperficie, ir al mismo punto tras hacer
la identificacién.

A estas pseudosuperficies que se pueden obtener “pegando” esferas por puntos
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Figura 2: Dos representaciones de Bj.

Figura 3: B,.

Figura 4: Bj.
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Figura 5: La pseudosuperficie L3.

se les llamara en lo sucesivo pseudosuperficies esféricas. Si ademds cada esfera tiene
solo 2 puntos singulares seran pseudosuperficies esféricas simples.

Cada una de las esferas que componen una pseudosuperficie esférica es una célula
de la pseudosuperficie.

Otro ejemplo de pseudosuperficie esférica simple es la pseudosuperficie L,,, para
n > 1, que se define a partir de n esferas identificando dos puntos distintos de cada

esfera a dos tnicos puntos singulares. De esta forma, Ly = By y L3 puede verse en
la Figura 5

Segin la notacién de [22], las pseudosuperficies esféricas simples son 0-homogéneas
(todas las células son de género 0) y 2-regulares (cada célula tiene 2 puntos singu-
lares). Algunas de ellas son, ademds, uniformes: las B, son 2-uniformes porque cada
punto singular pertenece a 2 células (con lo que son (2, 2, 0)-perfectas) y las L,, son
n-uniformes (luego son (n, 2, 0)-perfectas).

En esta memoria vamos a prestar una especial atencién a dos familias de pseu-
dosuperficies esféricas muy particulares. La primera familia est4 formada por pseu-
dosuperficies que constan de una tnica célula y provienen de una generalizacién del
toro estrangulado en otro sentido que las B;. A partir de ahora denotaremos por G,
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Figura 6: La pseudosuperficie Gy,.

a la pseudosuperficie formada por la suma conexa de n toros estrangulados (véase
la Figura 6), donde G, es la esfera y G; el toro estrangulado.

La pseudosuperficie G, es esférica para todo n €IN, pues proviene de efectuar n
identificaciones entre 2n puntos distintos de una misma esfera, tomados dos a dos.
Siguiendo la notacién de [22], G, es (1,2n,0)-perfecta.

La segunda de las familias de pseudosuperficies esféricas a que aludiamos ante-
n

riormente est4 formada por las pseudosuperficies Sy I Sp, con n > 1, que son una
generalizacién del bipldtano B; y que se definen como sigue:

Definicién 3. Consideremos dos esferas y n puntos distintos de cada una de ellas
n

respectivamente. Sy 11 Sy es la pseudosuperficie obtenida identificando cada uno

de los n puntos de la primera esfera con cada uno de los de la segunda (véase la
Figura 7).

2 n
Observemos que si n = 2 entonces Sy I1 Sy = B,. Paran > 3, S I1 Sp ya no es

n
una pseudosuperficie esférica simple y, segiin la notacién dada en [22], So II Sq es
(2,n,0)-perfecta para n > 1.

También van a ser objeto de estudio en esta memoria algunas pseudosuperficies
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n
Figura 7: La pseudosuperficie Sy I Sp.

n
Figura 8: La pseudosuperficie T, IT T.

n n
no esféricas. Una de ellas, S II S, es una generalizacién de Sy IT Sy, y se obtiene
identificando por n puntos distintos dos superficies compactas S y S’ con n > 1.

n
La Figura 8 nos muestra la pseudosuperficie T, IT T.

0.2 Grafos topolégicos

Un grafo G es un par (V, A), donde V es un conjunto y A es un conjunto de pares
distintos no ordenados de distintos elementos de V. Los elementos de V se llaman
vértices y los de A se llaman aristas. Cuando G = (V, A), denotamos V = V(G) y
A = A(G). Adems4s, para simplificar la notacién, se suele escribir v;v; en lugar de
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la arista {vy,v2}.

aristas. Tal grafo se

n(n — 1)
2

Para cada n > 1 hay un grafo con n vértices y
llama grafo completo de n vértices y se denota K.

En esta memoria, V(G) es finito, con lo que G se dice grafo finito.

Dos vértices distintos de un grafo se dicen adyacentes si pertenecen a una misma
arista del grafo; en ese caso, ambos vértices se dicen extremos de la arista a la que
pertenecen.

Una arista se dice que es incidente con cada uno de sus extremos; dos aristas se
dicen incidentes cuando comparten un extremo.

Se llama valencia de un vértice v (y se escribe §(v)) al nimero de aristas del grafo
que son incidentes con él; equivalentemente, se puede definir §(v) como el nimero
de vértices adyacentes con v.

En particular, se distinguen los dos siguientes tipos de vértices:

e Los vértices de valencia 0 se llaman vértices aislados.
e Los vértices de valencia 1 se llaman hojas del grafo.

Un grafo se dice regular cuando todos sus vértices tienen la misma valencia. K,
por ejemplo, es el grafo regular de n vértices y valencia n—1. Més adelante se veran
otros tipos de grafos regulares como los ciclos y los grafos cibicos.

A continuacién se describen algunas operaciones habituales en el conjunto de los
grafos.

G' = (V', A") se dice que es subgrafo de G = (V, A) cuando V' C V' y A C A

Sean G = (V, A) un grafo y V' C V. El subgrafo inducido o generado por V' es
el grafo G' = (V', A") donde A’ es el conjunto de las aristas de A cuyos extremos
estan ambos en V.
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Dados dos grafos G; = (V1, A1) y G2 = (Va, A3), se definen:

e El grafo interseccion de dos grafos, G; N Gy = (Vi N V,, A1 N Ay).

e El grafo unidn (o unién disjunta) de dos grafos, G; U Gy = (V1 U Vi, A U Ay).
En general, podemos referirnos a la unién de n copias de un mismo grafo G
n

como a nG = UG.

i=1
e El grafo suma, G1 + Gy = (ViU Vo, 4, U Ay U {uv : u € V1,0 € V3}).
Evidentemente, segiin se ha definido, no es lo mismo 2G que G + G.
e El grafo producto, Gy x Gy = (V; x Va, A), con A = {(u1, ug)(v1,v2) : us,v; €
‘/1,11,2,’02 €V, [’U,l =111y UgUg € Ag] o} [’UQ =V y w1t € Al]}

Un ejemplo de producto es el grafo cubo Q3 = Ky X Ky X K.

Con la misma intencién de la definicién de suma de grafos, se puede definir la
suma de un grafo con un vértice u otras sumas:

Dados G un grafo y v ¢ V(G) un vértice, G + v es el grafo (V(G) U {v}, A(G)U
{w:u e V(G)}).

Si up,up € V(G) pero ujuy ¢ A(G), G + uyuy es el grafo que se obtiene
anadiéndole a A(G) la arista ujup. Sin embargo, si alguno de los extremos de
uv no es de V(G), se entiende que G + uv es la suma de dos grafos.

En cuanto a la resta de grafos, presenta diversas formas. Si v € V(G), G — v es
el subgrafo de G resultado de eliminar v y las aristas incidentes en v; también se le
llama borrado del vértice v. Si a € A(G), G — a es el subgrafo (V(G), A(G) \ {a}).

Si, por el contrario, v,v; ¢ A, entendemos que G — vy, = G.

Con esto, es posible restarle a un grafo un conjunto de aristas, un subgrafo,
etcétera.
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Dado un grafo G y una arista suya z = {u, v}, denotamos por G/ al grafo que se
obtiene de G quitando los vértices u y v y afiadiendo un nuevo vértice w y las aristas
{w,u;} donde u; son los vértices adyacentes a u o a v en G, parai = 1,2,...,n.
Diremos que G/z se ha obtenido de G contrayendo la arista z, o bien que G se ha
obtenido de G/z dividiendo el vértice w.

Un grafo bipartito es un grafo G en el que V(G) se puede descomponer como
unién disjunta V(G) = V; UV, de modo que a € A(G) implica que a = uv, con
ueViyvev.

En particular, el grafo bipartito completo K, ,, es un grafo bipartito en el que
[Vi| = n, |Va| = m y existen todas las aristas posibles. Segin la notacién anterior,
K, m es la suma de los grafos formados, respectivamente, por n y m vértices aislados.

Un morfismo entre dos grafos es una aplicacién entre sus vértices respectivos que
conserve la adyacencia. Un isomorfismo entre dos grafos es un morfismo biyectivo
cuya aplicacién inversa también es un morfismo. Dichos grafos entre los que existe
un isomorfismo se dicen equivalentes o isomorfos. Por definicién de isomorfismo, ser
isomorfos es una relaciéon de equivalencia en el conjunto de los grafos.

Teniendo en cuenta los origenes de los grafos, resultan imprescindibles las si-
guientes nociones:

Un camino en un grafo es una sucesién finita de vértices y aristas alternados
cuyo primer y tltimo elementos son vértices y tal que dos elementos consecutivos
son siempre incidentes. Esta definicién anterior es més intuitiva que rigurosa o
universal; en ciertos contextos, resulta conveniente definir camino como la sucesién
finita de vértices adyacentes.

A partir del concepto anterior, se introducen otros para nombrar a subgrafos de
un cierto grafo:

Un recorrido es un camino en el cual todas las aristas que lo forman son distintas.
Un arco es un recorrido en el que todos los vértices son distintos. Un ciclo es un
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arco excepto porque su primer y tltimo vértice coinciden.

La longitud de un camino en un grafo es el nimero de aristas que posee (uno
menos que el nimero de vértices en un arco). Dados u,v € V(G) dos vértices que
pertenecen a un mismo arco en G, se llama distancia entre v y v a la menor longitud
de todas las de los arcos que unen u y v. Se denota por d(u,v).

Un grafo se dice conezo si dos cualesquiera de sus vértices pueden unirse mediante
un camino.

Intuitivamente, una componente coneza de un grafo G es cada uno de los sub-
grafos conexos de G que tengan el mayor niimero posible de vértices. Asi, por
ejemplo, un vértice aislado es una componente conexa. Pero la definicién de com-
ponente conexa ha de ser combinatoria si se quiere mantener que la conexién sea un
invariante topolégico de los grafos infinitos no numerables. En el conjunto V(G),
se define la siguiente relacién de equivalencia: dos vértices estan relacionados si co-
inciden o si existe un arco del uno al otro. Cada una de las clases de equivalencia
de V(G) obtenida con esta relacién, define una componente coneza del grafo G: los
subgrafos inducidos por dichas clases de equivalencia.

Se llama ciclo a todo grafo regular y conexo de valencia 2. El ciclo de n vértices
se representa por Cy,. De este modo, el ciclo con menos vértices es C3 = K3.

Se llama grafo cibico a todo grafo regular de valencia 3. K es el inico grafo
ctibico de 4 vértices.

Entroncadas con la necesidad de simplificar los problemas, surgen otras opera-
ciones sobre los grafos:

Sean G = (V,A), a = uv € Ay z ¢ V. El grafo que se obtiene de G por
contraccién de la arista a tiene por vértices los de G salvo porque se eliminan u y
v y se introduce un nuevo vértice z; las aristas también son las de G salvo que los
vértices adyacentes con u o con v tienen que ser los adyacentes con z.

En cierto sentido, puede definirse una operacién inversa de la contraccién de
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aristas: la subdivisién. La subdivisidn de una arista de un grafo consiste en la
sustitucién de la arista por un arco. Asf, una subdivisién de un grafo G es otro grafo
que se obtiene de G' mediante sucesivas subdivisiones de aristas y dos grafos se dicen
homeomorfos si existe un grafo que es una subdivisién simultdneamente de ambos.

En esta memoria, también utilizamos la operacién cortar un vértice de un grafo,
que la definimos de a siguiente manera. Sea G un grafoy sea u € V(G) con 6(u) > 2.
Definimos el corte de u como un nuevo grafo donde el vértice u se sustituye por otros
dos vérices u; y up tales que d(u;) + 6(uz) = d(u) y ademés d(u;) > 1 con i =1,2.
Observemos que si 6(u) > 4, el corte de u no es tinico ya que puede ocurrir que
6(u1) =k y 6(up) = 6(u) — k donde k =1,2,...,6(u) — 1.

Un grafo G, es un menor topoldgico de otro grafo G si una subdivisién de G, es
un subgrafo de G,. Por tanto, podemos llegar de Go a G; mediante el borrado de

vértices o de aristas o contracciones de aristas incidentes con un vértice de valencia
2.

Un grafo G; es un menor de otro Gy, si se puede llegar desde Go hasta Gy
mediante el borrado de vértices o de aristas o contracciones de aristas.

En adelante denotaremos G; <; Gy si G: es un menor topoldgico de Gz 'y
G, <2 Gy si Gi es un menor de G,.

Son muy habituales las siguientes familias infinitas de grafos:

e P, es un grafo que solo consta de un arco de longitud n — 1.

e La rueda W, es Ky + C,_;, con n > 4. Llamaremos aristas interiores de la
rueda a las n — 1 aristas que no son del ciclo Cp,_;.

Un grafo se dice aciclico si no contiene ciclos y se dice drbolsi es conexo y aciclico.

Un grafo se dice n-conezo si se necesita borrar al menos n vértices para que sea
K o un grafo no conexo. Asi, todo grafo es 0-conexo (incluso los no conexos). Los
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grafos 1-conexos son los conexos (salvo K;) y todo grafo n-conexo es m-conexo si
m < n.

Sea v un vértice de un grafo G. Diremos que v es un punto de corte de G si la
componente conexa de G a la que pertenece v deja de ser conexa al borrar v.

Anélogamente, dos vértices de G (adyacentes o no) forman una pareja de corte
(0 un par de corte) si G se desconecta al borrar ambos vértices.

El concepto correspondiente a desconectar grafos por la eliminacién de aristas
es el que sigue:

La arista a de G se llama puente si G — a tiene mas componentes conexas que

G.
Se denomina blogque de G a todo subgrafo de G sin puntos de corte y maximal.
También se puede definir 2-blogue (o bien 2-componente) como un subgrafo 2-

conexo de G al que no se le puede afiadir ninguna arista o vértice de G sin que deje
de ser 2-conexo.

0.3 Inmersiones de grafos en superficies

Aunque se han presentado los grafos como objetos combinatorios, resulta también
util trabajar con ellos comparandolos con otros objetos topoldgicos.

Una forma topolégica de definir un grafo es utilizar los complejos simpliciales: un
0-simplice es un punto, un 1-simplice es un segmento, un 2-simplice es un tridngulo
y su interior, etc. Los grafos son complejos formados por 0-simplices y 1-simplices
y esto nos aporta una forma de representarlos.

Gréaficamente, representaremos cada vértice por un punto y cada arista por una
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Figura 9: Dos representaciones de K, distintas.

linea entre dichos puntos. Para que una representacién gréfica de un grafo resulte
“vélida”, se le exigird que un mismo punto no pueda pertenecer a dos aristas distintas
salvo que sean incidentes en dicho punto. En la Figura 9 se representa graficamente
K4. De los 2 dibujos, solo el segundo resulta apropiado.

En adelante, se dird4 que un punto pertenece a un grafo (y se escribe P € G)
cuando P € V(G) o P es un punto interior de una arista de G.

Una inmesidn plana de un grafo no es mds que una representacién en el plano
apropiada, en el sentido que se acaba de explicar. Un grafo se dice, por eso, plano
cuando admite alguna inmersién plana. Conceptos andlogos al de grafo plano pueden

definirse para otras superficies compactas (e, incluso, para pseudosuperficies). For-
malmente, se tiene:

Dados un grafo G y una superficie S, una inmersién de G en S es una aplicacién
@ : G — S C R" tal que sea homeomorfismo en su imagen considerando en S
la topologia inducida por la euclidea de IR®. Es decir, ¢ es biyectiva y bicontinua
(continua y con ¢! continua). De forma abreviada, denotaremos por G — S

Segiin lo anterior, un grafo es plano cuando admite una inmersién en el plano,

de manera que (por ser biyectiva y bicontinua) dos aristas solo se pueden cortar en
vértices.

Del mismo modo, se definen los grafos esféricos, téricos, y, en general, S-representables
para cualquier superficie o pseudosuperficie S. En todos los casos anteriores, se ad-
miten inmersiones en las que se produzcan acumulacién de vértices y aristas si el
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grafo es infinito; entendiendo por acumulacidn de vértices o de aristas que todo
entorno de algin punto contenga infinitos vértices o puntos de infinitas aristas,
respectivamente.

En esta memoria trabajaremos con varios invariantes. Uno de los més conocidos
es el género de un grafo. El género orientable v(G) de un grafo G es el minimo
nimero de asas que debemos de afiadir a la esfera para que G admita una inmersién
en la superficie resultante.

Vamos a hacer referencia a la relacién que existe entre el género de un grafo y

el de sus bloques. Battle, Harary, Kodama y Youngs demuestran en [6] la siguiente
igualdad:

v(G) = Z’Y(Gi)
=1
donde G; con i =1,... ,n son los bloques de G.

De la misma forma, el género no orientable 4(G) es el minimo ntimero de planos
proyectivos que se deben anadir a la esfera para que G pueda ser sumergido en la
superficie resultante.

Sin embargo, la relacién anterior no es cierta en el caso no orientable. Por
ejemplo, ¥(K7) = 3 y sin embargo ¥(K; U K;) = 5. No obstante, se verifica la
siguiente igualdad, obtenida por Stahl y Beineke ([42]).

donde G;, con i =1,...,n son los bloques de G y u(G;) = max{2 — 2v(G;),2 —
¥(Gi)}

Como se ha podido comprobar en el dibujo de la Figura 9, que la representacién
de un grafo no sea plana no quiere decir que dicho grafo no sea plano. No todas
las inmersiones son similares, aunque si lo son todas las inmersiones planas de un
grafo que sea una subdivisién de un 3-conexo (la demostracion de este aserto puede
consultarse en [50]). Sin embargo, hay grafos que no poseen ninguna representacién
plana. Precisamente, el resultado matemadtico més citado del pasado siglo XX es el
Teorema de Kuratowski, que caracteriza los grafos planos:
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KS K3 3

Y

Figura 10: Grafos de Kuratowski.

Teorema 0.2. [31] Un grafo finito es plano si y solo si no tiene un subgrafo homeo-
morfo a K5 6 K33.0

Diremos que un grafo G es prohibido para una (pseudo)superficie S dada respecto
a un orden parcial < si G no admite una inmersién en S pero H si la admite, para
todo grafo H tal que H < G.

El Teorema 0.2 caracteriza cierta familia de grafos mediante una lista de menores
topolégicos prohibidos (en este caso, los grafos de la Figura 10, K5 y K33, forman’
dicha lista, que también puede llamarse “de subgrafos prohibidos”). Si el Teorema
0.2 se hubiera enunciado “un grafo es plano si y solo si no tiene como menor a Ks
ni a K33”, se hablarfa de una lista de menores prohibidos (para los grafos planos,
coincide con la lista de menores topoldgicos prohibidos [25, 48]).

Solo se conocen teoremas que caracterizan grafos con inmersiones en superficies
mediante menores (o menores topoldgicos) prohibidos, en el caso del plano proyecti-
vo. Dicha caracterizacién fue dada por Archdeacon, Glover, Huneke y Wang {2, 3, 21}

con una lista de 35 menores prohibidos y otra lista de 103 menores topoldgicos pro-
hibidos.

Aunque no se han dado explicitamente otras listas de menores o de menores
topolégicos prohibidos, se conocen algunos resultados que consideramos conveniente
recordar aqui:

Tiene sentido caracterizar por menores prohibidos toda familia de grafos definida
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por una propiedad hereditaria por menores; esto es, todo menor de un grafo que
verifica la propiedad (por ejemplo, “admitir inmersién en una superficie S”) también
verifica la misma propiedad. Lo mismo puede decirse de los menores topoldgicos.

En el caso de los menores, ademds, Robertson y Seymour [38] demostraron en
1990 que las listas de menores prohibidos siempre estaban formadas por una cantidad
finita de grafos.

Cuando es posible caracterizar por menores prohibidos, también se puede obtener
una lista finita de subgrafos prohibidos. Una forma de obtener la lista de menores
topolégicos prohibidos a partir de la de menores prohibidos se presenta en [13].

Del anélisis de este procedimiento se deduce que, cuando existen ambas listas,
todo menor prohibido es también menor topoldgico prohibido.

Ya se conocia (Archdeacon y Huneke [4]) que la caracterizacién de los grafos
que admiten inmersién en una superficie no orientable se podia expresar mediante
una lista finita de menores topolégicos prohibidos. Pero debemos atribuir a Robert-

son y Seymour [38] el resultado para cualquier superficie compacta y para el toro
estrangulado.

Sin embargo, Sirdii y Gvozdjak [40] probaron en 1992 que la lista de subgrafos
prohibidos es infinita para la pseudosuperficie By, con lo que se plantea una cuestién

para cada tipo de pseudosuperficie, que retomaremos mas adelante para cierto tipo
de inmersiones.

0.4 Algunos conceptos algoritmicos

Muchas de las aplicaciones de conceptos que emanan directamente de la Teoria
de grafos aparecen en Informdtica o en campos que se sirven muy a menudo de orde-
nadores. En esta seccién repasaremos brevemente algunos conceptos de algoritmica
que pueden encontrarse de manera mucho mds amplia en el cldsico libro de Aho,
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Hopcroft y Ullmann [1], en el excelente texto de Garey y Johnson [20] o en el libro
de Manber [34].

Existen muchas situaciones practicas en la que es importante determinar si un
grafo es plano o no, y si lo es, encontrar una representacién plana suya; pensemos, por
ejemplo, en el disefio de circuitos impresos. El Teorema de Kuratowski (Teorema 0.2)
no proporciona un método algoritmico eficiente para reconocer a los grafos planos.
En el afio 1974, Hopcroft y Tarjan mostraron en [28] un algoritmo lineal para decidir
si un grafo es plano o no. Otros algoritmos que determinan si un grafo es plano o
no son el de Lempel, Even y Cederbaum [32] y el de Booth y Lueker [11]. En
1985, Chiba, Nishizeki, Abe y Ozawa [14] obtienen un algoritmo que proporciona la
representacién plana de un grafo si éste es plano.

Un algoritmo es, de una forma coloquial, la descripcién paso a paso de un método
para resolver cierta tarea. M4s concretamente, podemos pensar en un algoritmo
como en un programa de ordenador escrito en un determinado lenguaje de progra-
macion.

En general, estaremos interesados en encontrar el algoritmo més eficiente para
resolver un problema. En sentido amplio, el concepto de “eficiencia” esté relaciona-
do con los recursos que se necesitan para ejecutar el algoritmo. Para nosotros, el
algoritmo m4s eficiente quiere decir el “més rapido”, es decir, el que necesita menos
tiempo de ejecucién. Y en este sentido, diremos que un algoritmo es eficiente si
el tiempo que requiere para su ejecucién es polinomial respecto del tamafio de la
entrada; entendiendo por tamafio de la entrada una medida de ella, como puede
ser el nimero de elementos en el caso de ser una lista, el nimero de cifras en caso
de ser un ndmero entero o, en general, el nimero de bits necesarios para su com-
pleta descripcién. En lo que sigue, denotaremos por P a la clase de algoritmos
polinomiales.

El tiempo de ejecucién de un algoritmo es la suma de los tiempos de ejecucion
de sus pasos y viene expresado como una funcién del niimero de datos de la entrada
del algoritmo. Sin embargo, hay que matizar dos aspectos de la afirmacion anterior:
en primer lugar, la naturaleza de esa entrada (y no sélo su tamafo) puede influir
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en el tiempo de ejecucién de un algoritmo, asf que escogeremos como tiempo para
un tamano concreto el del peor de los casos posibles; en segundo lugar, tampoco
estamos interesados en la funcién explicita del tiempo, sino en su crecimiento cuando
el tamafio de los datos va aumentando.

Para poder comparar con mayor rigor la eficiencia de los algoritmos vamos a
definir el orden de una funcién. Dadas f(n) y g(n) dos funciones definidas sobre
IN, diremos que f(n) es del orden de g(n), y lo denotaremos por f(n) = O(g(n)), si
existe una constante ¢ y un niimero natural ny tal que para todo n > ng se cumple
que f(n) < c¢- g(n). En otras palabras, para un n suficientemente grande, la funcién
f(n) es menor que g(n) multiplicada por una constante. La funcién f(n) no sélo
puede ser menor que g(n) sino que puede ser sustancialmente menor. Por ejemplo,
5n% + 15 es de orden O(n?), ya que 5n% + 15 < 6n2 para n > 4. Pero al mismo
tiempo 5n? + 15 es de orden O(n®) ya que 5n% + 15 < n3 para n > 6.

Utilizando el concepto de orden de una funcién, diremos que el algoritmo A es
mas eficiente que el algoritmo B si, siendo f(n) y g(n) las funciones de sus tiempos
respectivos, f(n) es de orden O(g(n)) pero g(n) no es de orden O(f(n)).

0.4.1 Recursién

La recursién es una generalizacién de la induccién matematica. En un algoritmo
recursivo para un grafo G = (V, A), un problema sobre G se transforma en problemas
para un conjunto de grafos relacionados f;(G) que tienen la propiedad de que existe
una funcién c del conjunto de grafos en IN de forma que ¢(G) > ¢(f;(G)) y, ademis,
existe un nimero finito de grafos que mediante ¢ van a cero. En otras palabras, un
algoritmo recursivo sobre grafos reduce un problema sobre un grafo a un problema
sobre un conjunto de grafos que son “menores por la funcién ¢’ que el grafo original
y los casos més pequefios se pueden resolver de una forma més o menos directa.

Un ejemplo cldsico de algoritmo recursivo eficiente sobre grafos es el que usa
biisqueda en profundidad para determinar los bloques de un grafo (ver [36]), que es
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lineal en el nimero de aristas del grafo, i.e., es de orden O(JA(G)}).

0.4.2 Problemas NP-Completos

Existen muchos problemas para los que no se conoce un algoritmo polinomial que
los resuelva. Aunque algunos de ellos podrian tener algoritmos eficientes que ain no
han sido descubiertos. Sin embargo, se piensa que para muchos de ellos no existe tal
algoritmo. Desde luego seria muy conveniente poder distinguir estos dltimos para
no tratar de buscarles un algoritmo eficiente que a la postre pueda resultar que no
tienen. En particular trataremos con una clase especial de problemas denominados
NP-completos (ver [1, 20, 34)).

Podemos agrupar los problemas NP-completos en una clase debido a que to-
dos son equivalentes, es decir, existe un algoritmo eficiente para un problema NP-
completo si y sélo si existe un algoritmo eficiente para todos los problemas NP-
completos. Se cree que no existe ningin algoritmo eficiente para los problemas
NP-completos, pero no hay ninguna prueba de ello. Incluso si existiera un algorit-
mo eficiente, serfa tan complejo que, hasta la fecha, la comunidad cientifica no ha
realizado serios esfuerzos por intentar encontrarlo.

En esta memoria nos vamos a restringir a problemas de decisién; esto es, consid-
erarremos exclusivamente problemas cuya respuesta es SI o NO. Esto no restringe
el niimero de problemas que podemos abordar ya que la mayoria de los problemas
pueden convertirse ficilmente en un problema de decisién.

Un problema de decisién puede ser considerado como un problema de re-
conocimiento de un lenguaje. Sea U el conjunto de todas las posibles entradas
del problema de decisién y sea L el conjunto de todas las entradas cuya respuesta
por parte del algoritmo es Si. El problema de decisién consiste en determinar si
una entrada concreta pertenece a L o no. En adelante L se denominard lenguaje

correspondiente al problema, y usaremos las palabras lenguaje y problema indistin-
tamente.
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Sean L; y Ly dos lenguajes de los espacios de entrada U; y U, respectivamente.
Diremos que L; es polinomialmente reducible a L, si existe un algoritmo polinomial
que convierte cada entrada u; € U; en una entrada uy € U, de forma que u; € L,
si y s6lo si ug € Ly. Como el algoritmo es polinomial respecto del tamaio de u; y
asumiendo que el tamafio estd bien definido en U; y U,, el tamafio de u, también es
polinomial respecto del tamafio de u;.

El algoritmo mencionado en la definicién anterior convierte un problema en otro
¥, sl tenemos un algoritmo polinomial para Ly, componiendo ambos algoritmos

obtenemos un algoritmo polinomial para L;. En particular tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 0.3. Si L, es polinomialmente reducible a Ly y existe un algoritmo poli-
nomial para L,, entonces existe un algoritmo polinomial para L.

La nocién de reducibilidad no es simétrica aunque si transitiva. Y el hecho de
que no sea simétrica nos sugiere dar la siguiente definicién: dos lenguajes son polino-
mialmente equivalentes o simplemente equivalentes si cada uno es polinomialmente
reducible al otro.

Un algoritmo no determinista consta de, adem4s de todas las operaciones regu-
lares de un algoritmo determinista, una operacién muy poderosa que denominaremos
ordculo (eleccién no determinista o eleccién-nd). Esta primitiva ests asociada con
un niimero determinado de elecciones de forma que, para cada eleccién, el algorit-
mo toma un camino distinto (podemos suponer sin pérdida de generalidad que el
numero de elecciones es dos). La diferencia entre los algoritmos deterministas y
no deterministas radica en cémo reconocen un lenguaje tales algoritmos. Diremos
que un algoritmo no determinista reconoce un lenguaje L si, dada una entrada z,
es posible convertir cada elecciéon del ordculo encontrada durante la ejecucién del

algoritmo en una eleccién real de forma que el algoritmo aceptard z si y sélo si
z € L.

En otras palabras, el algoritmo debe dar, para todas las entradas z € L, al
menos un camino posible para que la salida sea aceptar la entrada. Observemos



0.4. ALGUNOS CONCEPTOS ALGORITMICOS 27

que la definicién no es simétrica ya que puede haber muchas posibles elecciones que
nieguen que z esté en L y aiin asi estar, pues basta con que una de las elecciones lo
verifique.

La clase de los problemas para los que existe un algoritmo no determinista que
corre en tiempo polinomial respecto de la entrada se denomina NP. Parece razonable
pensar que la clase de los problemas NP es mucho més poderosa que la clase de los
problemas P. Una buena prueba de ello serfa encontrar un problema NP que no
sea un problema P, pero esto atin no ha sido posible. Tampoco se ha demostrado
lo contrario, es decir, que todo problema NP pueda ser resuelto por un algoritmo
determinista en tiempo polinomial respecto de la entrada (i.e. P=NP).

A continuacién vamos a definir dos clases, que contienen numerosos e importantes
problemas de la clase NP, todos equivalentes entre si , y de los que se ignora si estdn
en P.

1. Un problema X se denomina NP-duro si todo problema NP es polinomial-
mente reducible a X.

2. Un problema X se denomina NP-completo si X estd en la clase NP y X es
NP-duro.

Por la propia definicién se tiene que si algin problema NP-duro est4 en la clase
P entonces P=NP.

Cook demostré la existencia de problemas NP-completos en [15], en particular
probé que el problema de la satisfacibilidad (SAT), que tiene como entrada un
conjunto U de variables y una coleccién C de cldusulas sobre U, y que decide si
existe una asignacién de valores de verdad que satisfaga C, es un problema NP-
completo.

Una vez que tenemos un problema NP-completo es relativamente sencillo probar
que otro problema también lo es. Dado un problema Y, para demostrar que es
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NP-completo, basta probar que el problema SAT, o cualquier otro problema NP-
completo, es polinomialmente reducible a Y. Este procedimiento queda descrito en
el siguiente resultado:

Lema 0.4. Un problema X es NP-completo si se verifican las dos condiciones sigu-
ientes.

1. X estd en la clase NP.

2. Emiste un problema NP-completo polinomialmente reducible a X .

Con este resultado finalizamos el presente capitulo y la introduccién de los con-
ceptos bésicos de los que haremos uso a lo largo de toda la memoria.



Parte 1

Pseudosuperficies con una célula
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Capitulo 1

Células no caracterizables por
menores

M. Knor probé en [30] que los grafos que admiten una inmersién en una pseu-
dosuperficie cualquiera S son caracterizables en funcién de menores prohibidos si
y sélo si S consiste en una pseudosuperficie S’ con, a lo més, un punto singular y
algunas (o ninguna) esferas pegadas a S’ siguiendo una estructura arborescente. En
este capitulo mostraremos algunos ejemplos de pseudosuperficies no caracterizables
por menores, concretamente toda pseudosuperficie que conste de una tnica célula
con dos o més puntos singulares, dando grafos que admiten una inmersién en estas
pseudosuperficies y menores suyos que no las admiten.

1.1 Introduccion

Sea S una pseudosuperficie. Si S contiene como subespacio topoldgico a una
esfera con exactamente un punto singular, diremos que S es esféricamente reducible.
En caso contrario diremos que S es esféricamente irreducible. De toda pseudosuper-
ficie S se puede obtener otra esféricamente irreducible S’ borrando sucesivamente las
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esferas pegadas por exactamente un punto singular. Ademds S’ estd determinada
de forma tnica por S.

Knor obtiene en [30] el siguiente resultado que nos muestra a las pseudosuperficies
caracterizables por menores.

Teorema 1.1. Sea S’ una pseudosuperficie. Sea S’ la pseudosuperficie esféricamente
wrreducible que se obtiene de S borrando sucesivamente las esferas pegadas por
ezactamente un punto singular. Entonces S es caracterizable por menores si y solo
si S' contiene a lo mds un punto singular.

Diremos que un grafo G es prohibido para una (pseudo)superficie S dada respecto
a un orden parcial < si G no admite una inmersién en S pero H si la admite, para
todo grafo H tal que H < G.

1.2 Células no caracterizables por menores

Como consecuencia del Teorema 1.1 se tiene que toda pseudosuperficie que
consta de una tnica célula con dos o mds puntos singulares no es caracterizable
por menores. En esta seccién vamos a dar, para cada pseudosuperficie de ese tipo,
ejemplos de grafos que admiten una inmersién en ella y tales que contienen como
menor a otro que no la admite.

El siguiente resultado, publicado en [8], caracteriza a los grafos que admiten una
inmersién en B;.

Teorema 1.2. Un grafo admite una inmersién en By si y sdlo si algin corte suyo
es plano.

A partir de este Teorema podemos enunciar el siguiente Lema, en el cual se
utiliza el grafo Cy x Ky + K;. C4 es un ciclo de orden 4, y el producto Cy X K5 es
el usual en Teoria de grafos.
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Fig. (a) Fig. (b)

Figura 1.1: Inmersiénes en By y B1#B;.

Lema 1.3. Sea H = Cy x Ko + K y sea u € V(H) el vértice inducido por K.
Entonces toda inmersién de H en B, coloca necesariamente a u en el punto singular.

Demostracién. Sea v; con i = 1,...,8 cada uno de los vértices de H distintos de

Por el Teorema 1.2 se puede ver que H admite una inmersién en B; sin mas que
cortar el vértice u en dos vértices u; y up, ambos de valencia 4, tal como muestra la
Figura 1.1 (a), y verificar que el grafo resultante es plano.

Supongamos que H admite una inmersién en B; sin estar u en el punto singular.
Si la inmersién lleva un vértice v de H en el punto singular distinto de u, el grafo
inducido por el corte del punto singular en la pseudosuperficie debe ser plano y
contiene como subgrafo a H — v, con lo que H — v también debe ser plano.

Si la inmersién lleva un punto interior de una arista e de H en el punto singular,
sea v un extremo de e distinto de u. El grafo inducido por el corte del punto singular
en la pseudosuperficie debe ser plano y contiene como subgrafo a H — v.

Pero si v es un vértice distinto de u, es facil observar que H — v contiene una
subdivisién de K3, con lo cual no es plano y llegamos a contradiccién con la hipdtesis
de partida.O
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Figura 1.2: La pseudosuperficie C,.

La siguiente proposicién nos muestra un ejemplo de un grafo que admite una
inmersién en By#B; y tal que un menor suyo no la admite.

Proposicién 1.4. H = (Cy x K3+ K1) + e+ (Cy x K2+ K;) admite una inmersion
en B1#B; pero H/e no la admite.

Demostracién. Consideremos H = (Cy X Ky + K3) + e+ (Cy X K2 + K;), donde
e = {u, v} siendo u y v los vértices inducidos por K, en cada una de las copias de
Cy x K3+ K; (véase la Figura 1.1 (b)). A partir de la inmersién de Cy x K3+ K en
B; que nos muestra la Figura 1.1 (a) es facil construir una de H en B,#B; sin més
que considerar dos copias de la misma y afiadir e, por ejemplo, por la cara exterior
(Figura 1.1 (b)). Por tanto H admite una inmersién en B;#B;.

Sin embargo H/e no admite una inmersién en B #B; ya que, elegidos dos vértices
cualesquiera de H/e y cortados ambos una vez de forma cualquiera el grafo resultante

no es plano al contener una subdivisién de Ks. Puesto que H/e es un menor de H,
se tiene el resultado.0
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P

Figura 1.3: Construccién de C3 a partir de Ts.

1.3 Generalizacién a otras pseudosuperficies

1.3.1 Pseudosuperficies esféricas

En general se conoce con el nombre de pseudosuperficie esférica a aquella
pseudosuperficie que resulta de efectuar un niimero finito de identificaciones de pun-
tos en una cantidad finita de esferas.

Llamaremos C, a la pseudosuperficie obtenida identificando n puntos distintos
de una esfera entre si, para n > 2. Por tanto B, = C, (véase la pseudosuperficie Cy
en la Figura 1.2).

La pseudosuperficie C, puede obtenerse también de la siguiente forma:
consideremos en T,_;, la suma conexa de n — 1 toros, n — 1 meridianos distin-
tos tales que su interseccién es un unico punto P y cada meridiano pasa por una
{inica asa. Entonces C, resulta de contraer los n — 1 meridianos anteriores al punto
P (véase como ejemplo la Figura 1.3).

A partir de esta construccién obtenemos un resultado interesante que usaremos
posteriormente.

Lema 1.5. Toda inmersion de un grafo en C, induce otra en Tp_1, conn 2> 2.0
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Puesto que C, tiene un solo punto singular, los grafos que admiten una inmersién
en esta pseudosuperficie son caracterizables por menores [9, 30].

Consideremos ahora la pseudosuperficie C, , = C,#C,, para p,q > 2. (Observe-
mos que B;#B,=C,2). La siguiente proposicién nos muestra un grafo que admite

una inmersién en esta pseudosuperficie tal que contiene a otro como menor que no
la admite.

Consideremos p+g—2 copias del grafo Cy X Ko+ K7 y sean uy, ..., Up—1 ¥ V1, .y Vg1
los vértices inducidos por K; en las p — 1 primeras copias y en las ¢ — 1 siguientes
respectivamente. Consideremos los grafos H, y H, obtenidos respectivamente iden-
tificando los uy, ..., up_1 en un nuevo vértice que llamaremos u y los vy, ..., -1 €n
un nuevo vértice que llamaremos v. Definimos el grafo H(p, q) = Hp + e+ Hy donde
e = {u,v}.

Proposicién 1.6. El grafo H(p,q) admite una inmersidn en C, 4 pero H(p, q)/e no
la admite, con p,q > 2.

Demostracion. Por construccién, el grafo H(p,q) es sumergible en Cp 4. Sea H
la inmersién de Cy X K3 + K; en B; que nos muestra la Figura 1.1(a). Pegando
respectivamente p — 1 y ¢ — 1 copias de H por los vértices resultantes del corte de
los u; y v; que quedan en la cara exterior y afiadiendo la arista {%,7} donde @ y
¥ son los dos vértices que quedan al realizar los pegamientos anteriores, obtenemos
una inmersién de H(p, q) en C,,. La Figura 1.1(b) muestra esta inmersidn en el caso
p=gqg=2

Para, concluir la demostracién, consideremos el grafo H(p, ¢)/e = Hptq—1. Vamos
a probar a continuacién que el grafo H(p, ¢)/e no admite una inmersién en C, 4, con
lo que se tiene el resultado ya que H(p,q)/e es un menor de H(p,q).
Supongamos lo contrario. Vamos a llamar o y 8 a los dos puntos singulares de
Cp,q, de entornos homeomorfos al pegamiento por un punto de p y ¢ discos abiertos
respectivamente, y w € V(H(p, g)/e) al vértice que resulta de la contraccién de la
arista e en H(p,q).

Consideremos una inmersién de H(p,q)/e en Cp, y supongamos que [ es un
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Figura 1.4: La pseudosuperficie Cyp,,... 5,

punto singular en el que no es llevado w por dicha inmersién. El grafo inducido en
H(p,q)/e por el corte de B contiene a H', grafo resultante de borrar un vértice en
H(p, q) /e distinto de w. Por tanto H' admite una inmersién en Cp. De ello tenemos,
aplicando el Lema 1.5, que H' admite una inmersién en T,_;. Sin embargo, H' tiene
p~+q— 2 bloques cada uno de los cuales contiene un Kjy por lo que y(H') > p+q-2,
mientras que y(T,_;) = p — 1. Puesto que y(H') < (Tp-1, se obtiene que ¢ <1 lo
cual es una contradiccién con el hecho de que ¢ > 2.0

Una generalizacién de la pseudosuperficie anterior es la que definimos a
continuacién.

Sean p; > p; > ... > p, niimeros naturales con p; > 2 para ¢ = 1,...,7. Definimos
Cpr,...pr = Cp ##...#Cp, (ver Figura 1.4).

También para esta pseudosuperficie vamos a dar un grafo que admite una inmer-
sién en ella y tal que un menor suyo no la admite.

Consideremos el grafo H = H(py,p2) U (r — 2)K5 donde H(p1,p2) es el grafo
definido en la demostracién de la Proposicién 1.6 y u,v € V(H(p,p2)) ¥
e € A(H(p1,q2)) se definen también en dicha demostracién.

Proposicién 1.7. El grafo H admite una inmersion en Cp,, ., pero H/fe no la
admite, donde py,....,p, € N, py 2 p2 > ... 2 pr 2> 2.
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Figura 1.5: Una inmersién de H(2,2) U K5 en Cy 2.

Demostracién. Podemos construir una inmersién de H en Cp, . ,. a partir de la
de H(py1,p2) en Cp, p, que nos muestra la demostracién de la Proposicién 1.6 y de
una de K5 en C;. La Figura 1.5 nos muestra una inmersién de H(2,2)U K5 en Cz 2.

Al igual que en los anteriores resultados concluiremos probando que H/e no

admite una inmersién en C,, . ,,.
Para ello, supongamos lo contrario. Consideremos una inmersién de H/e en Cp, . p,
y sea w € V(H/e) el vértice que resulta de la contraccién de la arista e en H.
Consideremos el grafo inducido por el corte de r — 1 puntos singulares de C,,,.. 5, en
los que no es llevado w por dicha inmersién.
Este grafo contiene al grafo H' que resulta de borrar r — 1 vértices de H/e distintos
de w. Por tanto H' admite una inmersién en C,, y, por el Lema 1.5, en T, ;. Sin
embargo H' contiene al menos p; + p; — 2 bloques con un Kj en cada uno de ellos,
por lo que v(H') > p; + ps — 2 mientras que y(Tp,—1) = p1 — 1. Como p; > 2
llegamos a contradiccién.O

1.3.2 Pseudosuperficies no esféricas

Una pseudosuperficie no esférica resulta de efectuar un nimero finito de identi-
ficaciones de puntos en una coleccién de superficies al menos una de las cuales tiene
género (orientable o no) mayor que uno. Denotamos por v(G) al género orientable
de un grafo Gy por 4(G) al género no orientable de G.
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El género orientable de un grafo es la suma del género de cada uno de sus bloques
(véase [6]). Esto no es cierto en general en el caso no orientable. No obstante se
verifica el siguiente resultado.

Lema 1.8. Sea G un grafo y sean G; con i = 1,...,n sus bloques. Supongamos que
n

G =1y #(G;) =1 62, para todo i = 1,...,n. Entonces 7(G) = Y 7(Gi)-
i=1

Demostracién. En las hipétesis del enunciado, ningiin bloque de G verifica la
relaciéSn 4 = 2y + 1. En este caso %(G) = 2n — > u(G;) con u(G;) =
i=1
max{2 — 2v(G;), 2 — (G;)} (véase [42]).

Sean Gi,...,Gx los bloques de G con género no orientable 1 y Giy1,...,Gn los
bloques de G con género no orientable 2. Entonces p(G;) = 1 parai = 1,...,ky
w(G;) =0 parai=k+1,...,n. Por tanto 4(G) = 2n — k.

n

Por otra parte > 7(G;) = k + 2(n — k) = 2n — k. De ambas igualdades se tiene
i=1
el resultado.O

Observemos que y(Kg) = 7(Ks) = 1; sin embargo Kg no admite una inmersién
en B, segin el Lema 1.2, ya que ningtn corte suyo es plano. Asimismo y(Cy X
K, 4+ K;) = 1 ya que es sumergible en B;. Sin embargo 7(Cs x Ka + K)) = 2,
pues admite una inmersién en la Botella de Klein (IPy(IR)#IP;(IR)) segiin muestra
la Figura 1.6(a) pero no la admite en IP;(IR), al contener a uno de los subgrafos
prohibidos que nos muestra la Figura 1.6(b) (véase [21]).

Sean p; > p; > .. > p, numeros naturales con p; > 2 para ¢ = 1,..,r1.
Consideremos la pseudosuperficie S#Cp, ... »,, donde S es una superficie, orientable o
no, de género al menos uno. Vamos a dar ejemplos de grafos, segin sea S orientable
0 no, que admiten una inmersién en esta pseudosuperficie y tales que contienen un
menor no sumergible en ella.

Vamos a distinguir dos casos, segiin sea S orientable o no orientable.
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5 Fig.(a) ° Fig.(b)

Figura 1.6: Inmersién de Cy x K3 + K en IPy(IR)#IP2(IR) y uno de los subgrafos
prohibidos para P2(IR).

Caso 1. S orientable: Consideremos el grafo H = H(p;,pe) U (r — 2)K5 U gK;

donde g es el género de S, H(p,,p2) es el grafo definido en la demostracién de
la Proposicién 1.6 y u,v € V(H(p1,p2)) y € € A(H(p1, g2)) se definen también
en dicha demostracién.

En estas condiciones, podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 1.9. El grafo H admite una inmersion en S#C,, . . pero H/e

no la admite, donde S es una superficie de género orientable y py, ...,pr € N,
PL2p2>...2pr > 2.

Demostracion. Podemos construir una inmersion de H en S#Cp, . p, a partir
de la de H(pi,p2) en Cp,, que nos muestra la demostracién de la
Proposicién 1.6 y sabiendo que Kj es sumergible en C; y que gK§ es sumergi-

ble en S por el Lema 1.8. La Figura 1.7 nos muestra una inmersién de
H(2, 2) U K5 U K6 en 'H'#Cz,z,g.

A continuacién probaremos que H/e no admite una inmersiéon en S#Cp, .. 5.
Supongamos lo contrario. Consideremos una inmersién de H/e en S#Cp, ... »,
y sea w € V(H/e) el vértice que resulta de la contraccién de la arista e en
H. Consideremos el grafo inducido por el corte de r — 1 puntos singulares de
S#Cp,,...p. €n los que no es llevado w por dicha inmersién. Este grafo contiene
al grafo H' que resulta de borrar r — 1 vértices de H/e distintos de w. Por
tanto H' admite una inmersién en S#C,, y, por el Lema 1.5 y el Teorema de
clasificacién de superficies de Brahana [49], en S#T,,—;.
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Figura 1.7: Una inmersién de H(2,2) U K5 U Kg en T#Co 2.

Sin embargo H' contiene al menos g+p; +p, —2 bloques con un K5 en cada uno
de ellos, por lo que y(H') > g+p;+p,—2 mientras que y(S#Tp, 1) = g+p1—1.
Como p; > 2 llegamos a contradiccién.O

Caso II. S no orientable: Consideremos el grafo H = H(p;,ps) U (r — 2)(Cy x

K, + K1) U §Kg donde § es el género no orientable de S, H(py,p;) es el grafo
definido en la demostracién de la Proposicién 1.6 y u,v € V(H(p1,p2)) ¥
e € A(H(pi1,¢q2)) se definen también en dicha demostracién.

En estas condiciones, procedemos a enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 1.10. El grafo H admite una inmersién en S#Cp, ... pero Hfe
no la admite, donde S es una superficie de género mno orientable y
PL,uPr €N, pr2p2>..2p >2.

Demostracién. Podemos construir una inmersién de H en 5’#(3,,1,,,,,,,, a partir
de la de H(p1,p2) en Cp, p, que nos muestra la demostracién de la Proposi-
cién 1.6 y sabiendo que Cy x K, + K; es sumergible en C, (Figura 1.1) y que
§K¢ es sumergible en S por el Lema 1.8.

Supongamos que H/e admite una inmersién en S #Cp,,...p.- Consideremos una
inmersién de H/e en S#C,,,. . v sea w € V(H/e) el vértice que resulta de la
contraccién de la arista e en H.

Consideremos el grafo inducido por el corte de los r — 1 puntos singulares de
S #Cp,....». €1 los que no es llevado w por dicha inmersién. Este grafo contiene
al grafo H' que resulta de borrar r — 1 vértices de H/e distintos de w. Por
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tanto H' admite una inmersién en S‘#Cp1 y, por el Lema 1.5 y el Teorema
de clasificacién de superficies de Brahana [49], en 5'#'11‘,,1_1 que, al ser S no
orientable, es homeomorfa a la suma conexa de S y 2p; — 2 planos proyectivos,
cuyo género no orientable es § + 2p;, — 2.

Sin embargo H' estd formado, en el peor de los casos, por § + 1 bloques de
género orientable y no orientable 1 y p; 4+ p; — 3 bloques de género orientable
1 y no orientable 2. Por el Lema 1.8, ¥(H') = § + 2p; + 2p> — 5. Por tanto
g+ 2p1+2p;, — 5 < g+ 2p; — 2 de donde 2p, < 3. Como ps > 2 llegamos a
contradiccién.O



Capitulo 2

El invariante s

Las definiciones de género orientable o no orientable procede del hecho de que
cualquier grafo es sumergible en alguna superficie orientable y no orientable. Pode-
mos extender esta definicién utilizando familias de pseudosuperficies con la siguiente
propiedad: dado un grafo G, existe una pseudosuperficie de la familia tal que G se
puede sumergir en ella. En este capitulo definimos un nuevo invariante de grafos a
partir de una familia de esta forma y obtenemos explicitamente este nimero para
cualquier grafo completo y bipartito completo.

2.1 Introduccion

Konig observé que todo grafo es sumergible en una superficie orientable dada.
Basta con dibujar el grafo en el plano y afiadir por cada corte de aristas un asa
(es decir, en el punto de corte se realiza la suma conexa de la superficie dada y
un toro) . Ya que un corte de aristas también puede evitarse anadiendo un plano
proyectivo (es decir, en el punto de corte se realiza la suma conexa de la superficie
dada y un plano proyectivo), obtenemos que todo grafo es también sumergible en
una superficie no orientable.

43
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Tanto el género orientable como el no orientable son conocidos para el grafo

completo K, y para el grafo bipartito completo K, ,, para todo p, g enteros positivos.
(ver [24, 37, 49]).

Dado un grafo G existe un entero positivo n tal que G puede ser sumergido en
Gn. Como se dijo antes, es suficiente dibujar el grafo en el plano y evitar todos los
cortes de aristas anadiendo un plano proyectivo.

A partir de que todo grafo puede ser sumergido en G,,, podemos definir un nuevo
invariante topoldgico de un grafo.

Dado un grafo G definimos el invariante s de G, y lo denotaremos por s(G),
como el minimo entero positivo m tal que G puede ser sumergido en G,,,.

En las secciones siguientes vamos a encontrar el valor del invariante s del grafo
completo K, para cualquier entero positivo p, asi como del grafo bipartito completo
K, , para todos p, g enteros, positivos y que cumplan que p < g. Para simplificar,
denotaremos s(p) en lugar de s(X,). De la misma forma, utilizaremos la notacién
s(p, q) en vez de s(K,,).

Terminaremos esta seccién con un resultado previo.

Lema 2.1. Sea G un grafo que admite una inmersién en G,. Entonces eziste una
inmersion de G en G, tal que todo punto singular es un vértice o un punto interior
de una arista, cuyos extremos son puntos singulares. Ademds, para toda arista de
G existe a lo mds un punto interior suyo que es llevado por dicha inmersidén en un
punto singular de G,.

Demostracion. Sea I una inmersién de G tal que un punto singular « es un punto
interior de una arista e incidente con un punto no singular v. Entonces I'/{v, a} es
también una inmersién de G con un punto final de e en un punto singular.
Iterando el proceso llegamos a que se cumple la primera parte del enunciado.

Supongamos para terminar que G admite una inmersién en G, tal que dos puntos
interiores de una arista a € A(G) van a puntos singulares de G,. Segin acabamos
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de ver, podemos suponer que los extremos de a son también puntos singulares. Sean
a1, oy los puntos singulares extremos de la arista a y 81, B2 los puntos singulares
interiores a la arista a. Borrando a y cortando G, por los puntos f8; y B2 obtenemos
una inmersién de G — a en G,_,. Anhadimos a esta inmersién una hoja en o, y otra
en ay. Sean v; y v, los puntos de G,_, en los que lleva la inmersi6én a los extremos de
las hojas afiadidas que no son oy ni ay. Identificando v; con v, y otros dos puntos
cualesquiera de G,_, que no sean singulares ni estén ocupados por la inmersién,
obtenemos una nueva inmersién de G en G, en la que sélo un punto interior de a
pasa por un punto singular de G,, el punto v; = v,.00

2.2 El invariante s del grafo completo

En esta seccién vamos a calcular s(p) para cualquier p entero positivo.

En primer lugar, vamos a mostrar una cota inferior para s(p).

Proposicién 2.2. Sea p un nimero entero positivo, p > 3. Sea una inmersion de
2T
K, en Gyp). Entonces s(p) > % - 7]) — 2k + 6 donde k es el mimero de vértices de

K, que le corresponden puntos singulares de Gyp) en la inmersion.

Demostracién. Como K, tiene k vértices en puntos singulares de Gs(p), s(p) — k
puntos singulares son puntos interiores de aristas de K.

Si quitamos todas esas aristas procedentes de K, y cortamos los k vértices que
caen en puntos singulares, entonces obtenemos un nuevo grafo plano con p + k
vértices y (8) — (s(p) — k) aristas. (Ya que el grafo completo K, tiene (%) aristas).

Por la férmula de Euler

(5)- 6w -n<swrn-o
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Desarrollando

2
Pz—— —s(p)+k<3p+3k—6

[Nl

A partir de esta desigualdad, tenemos que

2
s(p)Z%—%—Qk—{—G.D

Como consecuencia obtenemos los siguientes corolarios:

Corolario 2.3. En las condiciones de la Proposicion 2.2 se tiene que
2

7
s(p) > max{% - -2?3 — 2k + 6, k}.

Demostracion. Basta tener en cuenta que s(p) > k y la desigualdad de la Proposi-
cién 2.2.0

Corolario 2.4. Fn las condiciones de la Proposicion 2.2 se liene que
2
p°—1lp+12

s(p) 2 ———

Demostracidn. Obsérvese que k < p. Aplicando la Proposicién 2.2, obtenemos
p?* —1lp+12
5 .

que s(p) > a

Utilizando esta cota inferior, podemos enunciar el siguiente resultado, el cual
nos muestra los valores de s(p) cuando p > 12. El caso p = 12 en la Figura 2.1 fue
publicado por Heawood en [27].

211 12
Teorema 2.5. s(p) = I%—— para p > 12.
2-11 12
Demostracion. Tan sélo necesitamos probar que p————ij_— es una cota su-

perior de s(p).
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Figura 2.1: Un grafo con p vértices sumergido en G,.

Podemos ver en la Figura 2.1 una inmersién de un grafo con p vértices y 3(2p)—6
aristas en G, en donde los puntos que tienen el mismo nimero estan identificados. A
partir de esta inmersién podemos obtener otra de K, en gp +(2)-(32)-6) simplemente

dibujando las aristas que faltan a través de los nuevos (5) — (3(2p) — 6) puntos
singulares.

2 _
PP 1lp+12

Simplificando esta expresién tenemos que s(p) < 5

Para completar totalmente este resultado, vamos a encontrar s(p) para p < 12.
Para tal fin, necesitamos un Lema previo:

Lema 2.6. Sea G un grafo. G admite una inmersién en G, si y solo si G se puede
sumergir en Gn_1 o bien eziste un corte de G que admite una inmersion en G,_1 ,
en la que los vértices resultantes del corte no ocupan puntos singulares.
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Demostracion. Haremos la demostracién por induccién en n.
Para n =1 ya estd probado en el Teorema 1.2.
Supongamos el resultado cierto para n y probémoslo para n + 1.

Consideremos una inmersién I de G en G, ;. Si algin punto singular no
es un vértice ni el punto medio de una arista de I', tenemos ya que el grafo G se
puede sumergir en la pseudosuperficie G,,.

Sea o un punto singular de G, ocupado por un vértice de I'. Si cortamos «,
inducimos un corte de T', que llamaremos I'’. Pero resulta que I’ es la inmersién de
un grafo resultante de cortar un vértice de G en G,.

Si G se puede sumergir en G,, entonces G admite una inmersién en G, 1.
Si un corte de G admite una inmersién en G, en las condiciones del enunciado,
consideremos dicha inmersién y sean a;, oy los vértices resultantes del corte. Iden-
tificando a; y ay en G, obtenemos una inmersién de G en G,y; como queriamos
demostrar.0

Ahora estamos en disposicién de calcular los restantes valores de s(p):
Obsérvese que s(p) = 0 para p < 4 ya que K, es un grafo plano.

Utilizando el Lema 2.6, podemos calcular s(p) para p = 5,6, 7,8 de la siguiente
manera;

K5 no es plano pero cortando cualquier vértice de dicho grafo ya obtenemos un
grafo plano, de tal forma que lo podemos sumergir en G, y asi tenemos que s(5) = 1.

Ks no se puede sumergir en G; porque el grafo que resulta de cortar cualquier
vértice de dicho grafo no es plano. Sin embargo, K¢ si se puede sumergir en G, (ver
Figura 2.2, donde los vértices con el mismo nimero estdn identificados). Por tanto
se deduce que s(6) = 2.
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Figura 2.2: Inmersiones de Kg, K7 y Kg en Gs, G3 ¥ G4 respectivamente.

K no es sumergible en G, porque, si no, el grafo que resulta de quitarle cualquier
vértice, Kg, se podria sumergir en G;. Sin embargo, K7 es sumergible en G3 como
muestra la Figura 2.2. Llegamos entonces a que s(7) = 3.

K3 no es sumergible en G3 ya que, si no, el grafo que resulta de quitarle cualquier
vértice, K7, se podria sumergir en G,. Pero la Figura 2.2 muestra una inmersién de
Kjg en G4, y tenemos que s(8) = 4.

Para obtener los restantes invariantes s necesitamos un resultado previo, probado
en [26].

Teorema 2.7. El minimo niumero de vértices de Ky que hemos de cortar en dos
nuevos vértices para obtener un grafo plano es 6.0

El siguiente resultado muestra el valor de los restantes invariantes s.

Teorema 2.8. Se cumplen los siguientes enunciados.

1. s(9) =6.
2. 5(10) = 7.

3. s(11) = 10.
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Figura 2.3: Inmersiones de Ky, K19 y K13 en Gg, G7 y Gs respectivamente.

Demostracion. Podemos ver en la Figura 2.3 una inmersién de Ky, K19 y K;1 en
Gs, G7 y Gio respectivamente, por lo tanto s(9) < 6, s(10) < 7y s(11) < 10. Vamos
a probar las desigualdades contrarias.

Por el Corolario 2.3 obtenemos que s(9) > 5 asi que vamos a suponer que
s(9) = 5. Utilizando la Proposicién 2.2 tenemos que k = 5. Esto quiere decir que al
cortar 5 vértices de Ky es posible encontrar un grafo plano procedente de él. Esto
es una contradiccién con el Teorema 2.7. P=or tanto, s(9) > 6.

Aplicando nuevamente el Corolario 2.3 llegamos a que s(10) > 6. Supongamos
ahora que s(10) = 6. Entonces, el grafo Ky, resultante de quitar cualquier vértice
de Kjo, se podria sumergir en Gs, lo cual es una contradiccién con s(9) = 6.

Para finalizar la prueba, obtenemos directamente del corolario 2.3 que s(11) >
10.0

Con idea de unificar todos los resultados obtenidos en esta seccién, insertamos
una tabla donde se puede consultar los distintos valores que tiene el invariante s
cuando se trata del grafo completo K.

p [<4]s]6]7[8]9]10]11] >12
s(p) | 0 J1]2[3|4[6] 7 |10]e=test
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En particular, para algunos valores de p, tenemos la siguiente tabla:

p |<4(5|6|7|8|9|10|11|12|13 14|15 16|17 |18]|19]20
s(p)012346710121927364657698296

2.3 El invariante s del grafo bipartito completo

En esta seccién calcularemos s(p, ¢) para todos p, g enteros, positivos y con p < ¢.
Veamos en primer lugar una cota inferior para s(p, q).

Proposicién 2.9. Sean p y q enteros positivos con p < q. Entonces:

s(p,q) > pg—3p—3q+4 (2.1)
s(r,) 2 Bl —p—q+2 (2:2)

Demostracidn. Supongamos que tenemos una inmersién del grafo bipartito com-
pleto K, , en la pseudosuperficie Gy(p,q)-
Por el Lema 2.1, sabemos que para toda arista del grafo existe a lo més un punto
interior suyo que es llevado por dicha inmersién en un punto singular de Gsp,q)-
Por tanto, supongamos que tenemos h vértices del grafo K, , que son puntos singu-
lares y que k puntos singulares son puntos interiores de aristas del grafo bipartito
completo. Es evidente que h + k = s(p, g).

Si cortamos todos los puntos singulares de la pseudosuperficie, obtenemos un
grafo con p + ¢ + h + 2k vértices y con pq + k aristas. Pero si quitamos las hojas
de éste tltimo grafo, obtenemos otro grafo G con p + ¢ + h vértices y con pg — k
aristas, y se tiene que G es bipartito y plano.

Por ser G un grafo plano de contorno al menos cuatro, se cumple que AG) £
2V (G) — 4. Por tanto
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pg—k<2(p+q+h)—4, esdecir
pg—2p—29+4<k+2h

Como k + 2h = s(p, q) + h, obtenemos

s(p,q) +h>pqg—2p—29+4 (2.3)

Al ser p + g > h, sustituimos en 2.3 y tenemos s(p,q) > pg — 3p — 3¢ + 4.

Como también se cumpple que s > h, sustituimos nuevamente en 2.3 y obtenemos
la desigualdad s(p, q) > _2q_ —p—q+2.0

A partir de este Teorema ya podemos obtener todos los valores de s(p, q).

Teorema 2.10. Se cumplen los siguientes enunciados

s(3,9) =1 para q = 3,4

s(3,9) =2 para ¢ = 5,6

s(3,9) =3 paraq=17

s(3,9) = q — 5 para todo q > 8

Demostracién. En la Figura 2.4 podemos ver una inmersién del grafo K34 en G;

y se deduce por tanto que s(3,4) < 1. Adem4s, por la Proposicién 2.9 obtenemos
que s(3,4) > 1.

Si en la misma figura quitamos el vértice 4, obtenemos una inmersién del grafo

K33 en G; y tenemos que s(3,3) < 1. Nuevamente por la Proposicién 2.9 llegamos
a que s(3,3) > 1.
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En la misma Figura 2.4 tenemos el grafo K3 ¢ sumergido en la pseudosuperficie
Go, lo cual nos lleva a que s(3,6) < 2. Si en la Proposicién 2.9 sustituimos p =3y
g = 6 obtenemos que s(3,6) > 2.

Si en dicha figura quitamos el vértice 6, tenemos una inmersién de K35 en G,
también y por tanto se deduce que s(3,5) < 2. De la misma forma que anteriormente
llegamos a que s(3,5) > 2.

Si en la Figura 2.5 eliminamos los vértices 8,9, ... ,q obtenemos una inmersién
del grafo K37 en la pseudosuperficie Gs, lo cual nos asegura que 5(3,7) £ 3. Pero
utilizando la Proposicién 2.9 tenemos que s(3,7) > 3.

Al quitar los vértices 9,10, ... ,q en la Figura 2.5, llegamos a que el grafo Ksg
se puede sumergir en Gs y por tanto s(3,8) < 3. Recurriendo nuevamente a la
Proposicién 2.9 obtenemos que s(3,8) > 3.

Para finalizar la demostracién, observemos que en la Figura 2.5 hay una inmer-
sién del grafo Kj, en la pseudosuperficie G,_5, ya que los puntos singulares son los
tres vértices a, b y ¢ del grafo K3, y las ¢ — 8 aristas {b,9},{b,10},...,{b,q} de
dicho grafo también. Es, por tanto, evidente que s(3,¢) < g — 5.

Para demostrar la otra desigualdad, recurrimos a la Proposicién 2.9 y como p = 3,
podemos suponer que h < 3. Sustituyendo ésta dltima desigualdad en 2.3 obten-
emos

5(3,9) +3>s(3,¢)+h>3¢—6—-2¢+4
De donde nos queda que s(3,¢) > ¢—5. O

Teorema 2.11. s(4,q9) = ¢ — 2 para todo q > 4.

Demostracién. La cota inferior la obtenemos a través de la Proposicién 2.9,
simplemente sustituyendo p = 4.

Para la cota superior, observemos que en la Figura 2.6 tenemos una inmersién

del grafo K, 4 en la pseudosuperficie G,_» donde los puntos singulares son los vértices
2,3,4,...,q— 1 de dicho grafo.
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A a c

Fig.a Fig.b

¢

Figura 2.4: Inmersiones de K34 y K36 en G; y G respectivamente.

(o]

Figura 2.5: Una inmersién de K3, en G,_s.
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Figura 2.6: Una inmersién de K44 en Gg_s.

A partir de las dos cotas tenemos el resultado deseado; es decir, s(4,q) =q — 2.
O

Teorema 2.12. Se cumplen las siguientes igualdades:

e 5(5,q) = f%(!—B] para 5 < ¢ < 16.

e s(5,q) = 2q — 11 para todo ¢ > 16.

Demostracidn.

. 3
e Veamos primero que s(5,q) = [—29- — 3] para 5 < ¢ < 16.
Para la cota inferior, basta sustituir p = 5 en la Proposicién 2.9. Las cotas
superiores las especificaremos una a una dando cada inmersién.

5(5,5) < 5 ya que en la Figura 2.7.a podemos ver una inmersién del grafo Kss
en Gs.

s(5,6) < 6 porque en la Figura 2.7.b tenemos el grafo Ksg¢ sumergido en la
pseudosuperficie Gs.
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Fig. a Fig.b

Figura 2.7: Inmersiones de K55 y K56 en Gs y Gs respectivamente.

En la Figura 2.8.a observamos una inmersién del grafo K57 en Gg y por tanto
se cumple que s(5,7) < 8.

De la misma forma, tenemos en la Figura 2.8.b al grafo K5s sumergido en la
pseudosuperficie Gy y se deduce que s(5,8) < 9.

5(5,9) < 11 porque en la Figura 2.9.a tenemos una inmersién del grafo Ksg
en Gi;.

También se cumple que s(5,10) < 12 puesto que en la Figura 2.9.b observamos
que el grafo K 1o estd sumergido en Gy,.

En la Figura 2.10.a podemos ver una inmersién de Kj 1; en la pseudosuperficie
G4, y se tiene que s(5,11) < 14.

También en la Figura 2.10.b observamos que hemos podido sumergir el grafo
K512 en Gy, de donde se deduce que s(5,12) < 15.

En la Figura 2.11 observamos una inmersién del grafo K514 en Gyg y se cumple
que s(5,14) < 18.

Pero en la misma Figura 2.11, si eliminamos el vértice 14 (en cursiva, y las
aristas incidentes con él punteadas), tenemos al grafo K13 sumergido en Gi7
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Figura 2.8: Inmersiones de K57 y K53 en Gg y Gg respectivamente.

y deducimos que s(5,13) < 17.

s(5,15) < 20 ya que si en la Figura 2.12 eliminamos los vértices 16,17,... ,q,
obtenemos una inmersién de Kj 15 en Gy.

De la misma forma, si en dicha Figura 2.12 quitamos los vértices 17,...,¢
también tendremos al grafo Kj ;6 sumergido en Gy, por lo cual 5(5,16) < 21.

e Veamos ahora que s(5,¢) = 2¢ — 11 para todo ¢ > 16.

Para la cota inferior, basta sustituir p = 5 en la Proposicion 2.9 y ya tenemos
que s(5,¢9) > 2¢ — 11.

Para la cota superior, basta observar que en la Figura 2.12 tenemos una in-
mersién de un grafo con 5+ ¢ vértices en la pseudosuperficie Gs.4, donde todos
los vértices del grafo son puntos singulares. A partir de aqui podemos con-
struir ficilmente una inmersién del grafo bipartito completo K54 en Gag-11,
simplemente introduciendo las ¢ — 16 aristas que le faltan al grafo por otros
tantos puntos singulares. De esta forma, s(5,¢) < 2¢ —11.0

Teorema 2.13. Se cumplen las siguientes igualdades:
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Figura 2.11: Inmersién de Ks5 14 en glg.
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e 5(6,9) =2q — 4 para 6 < ¢ < 10.

e s(6,9) = 3q — 14 para todo q > 10.

Demostracion.

e Veamos en primer lugar que s(6,q) = 2¢ — 4 para 6 < ¢ < 10.

Para la cota inferior, basta sustituir p = 6 en la Proposicién 2.9 y ya tenemos
que s(6,q) < 2q — 4.

Las cotas superiores las daremos una a una, especificando cada inmersion.

5(6,6) < 8 porque en la Figura 2.13.a tenemos una inmersién del grafo Keg
en la pseudosuperficie Gs.

Asimismo en la Figura 2.13.b observamos que el grafo K7 estd sumergido en
G1o, por lo cual s(6,7) < 10.

También se cumple que s(6,8) < 12 puesto que en la Figura 2.13.c tenemos
una inmersién de K g en Gia.

En la Figura 2.14 observamos una inmersién del grafo bipartito completo K,
en Gy, y por lo tanto s(6,9) < 14.

Para finalizar, vemos que en la Figura 2.15, si eliminamos los vértices 11,12, ... ¢,
tenemos una inmersién del grafo Kg 19 en Gis, con lo cual 5(6,10) < 16.

e Veamos ahora que s(6,q) = 3¢ — 14 para todo ¢ > 10.

Para obtener la cota inferior, basta sustituir p = 6 en la Proposicién 2.9 y ya
tenemos que s(6,q) < 3¢ — 14.

Para la cota superior, observemos que en la Figura 2.15 tenemos una inmersion
de un grafo con 6 + g vértices en Ggy4, donde todos los vértices de dicho
grafo son puntos singulares. A partir de esta inmersién podemos dar otra
del grafo bipartito completo Kg, en la pseudosuperficie Gsq_14, simplemente
introduciendo las 2(¢g — 10) aristas que le faltan al grafo K¢, por otros nuevos
puntos singulares. De tal forma, s(6,q) < 6 + ¢+ 2(g — 10); es decir, 5(6,q) <
3q —14.0




Fig. ¢
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Figura 2.14: Inmersién de Kgg en Gi4.
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Veamos los casos que faltan

Teorema 2.14. Se cumplen las siguientes igualdades

e 5(7,7) =13
o 5(7,8)=15
Demostracion.

e 5(7,7) > 13 sustituyendo p = 7 y ¢ = 7 en la Proposicién 2.9.

Ademds, si observamos la Figura 2.16, tenemos una inmersién del grafo K,
en Gy3 por lo cual s(7,7) < 13.

e 5(7,8) > 15 haciendo uso nuevamente de la Proposicién 2.9.

Para demostrar la otra desigualdad, observemos que si en la Figura 2.17 elimi-
namos los vértices 9,10, ... ,q, asi como los vértices ag, ay, . . . , a,, Obtenemos
una inmersién de K7 g en G;5, donde los puntos singulares son todos los vértices
del grafo. Por tanto, s(7,8) < 15.0

Teorema 2.15. s(p,q) = pg — 3p — 3q + 4 para todo p > 7 y para todo q > 8.

Demostracion. La cota inferior se obtiene a partir de la Proposicién 2.9.

Para demostrar la otra desigualdad, observemos que en la Figura 2.17 tenemos
una inmersién de un grafo con p + g vértices en la pseudosuperficie G,,. En dicha
inmersién, denotamos por a;,as,...,a, a los p vértices y a los otros ¢ vértices -
los llamamos 1,2,3,...,¢. A partir de aqui , podemos sumergir el grafo biparti-
to completo K, , en la pseudosuperficie Op+q+pg—ap~4q+4= Gpg—3p—3q+4, Simplemente
dibujando las aristas que faltan a través de los nuevos pqg — 4p — 4q + 4 puntos
singulares.O]
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Figura 2.15: Inmersién de un grafo de 6 + ¢ vértices en Ggy,.
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Figura 2.16: Inmersién de K77 en Gis.

Figura 2.17: Inmersién de un grafo de p + ¢ vértices en G,
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A continuacién, insertamos una tabla donde se recogen todos los valores que
tiene el invariante s cuando se trata del grafo bipartito completo K 4

g— | <213(4|5|6| 7 |819|10(11{12]13 |14 |15 > 16
p 01010}(0}|O0 0
4 qg — 5

P - 2

p % _ 3] 2¢ — 11
p | 3¢ — 14

4 pg—3p—3q¢+4

p pq—¥3p—3q+4

En particular, para ciertos valores de p y de g, tenemos la siguiente tabla:

g— |[<23|4|5|6| 7| 8|9 (10f11}12{13|14|15|16| 17| 18
p<2{ 0 [ojojololo]lo|ojOojO|O|O|O]|]O|O]O|O
p=3 1|1l2]2(3|3|4[5|6|7|8)9(10]|11}12] 13
p=4 2134567189111 {12]13]14]|15]| 16
p=>5 4679 w]12l13(15]16|18{19]|21|23 25
p=6 (s (10] 121416192225 |28 31{34]37] 40
p="T 13[15]19 (23| 2731(35(39|43 |47 |51 55
p=38 20(25(30(35|40[45|{50|55|60|65 70
p=9 31 (374314915561 |67 |73|79| 85
p

Il
[y
[a)

44151 ]5865(72|79 86|93 100




Parte 11

Pseudosuperficies con dos células
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Capitulo 3

Infinitud del Teorema de
Kuratowski

Siran y Gvozdjak probaron en [40] que la pseudosuperficie que resulta de identi-
ficar dos esferas en dos puntos no tiene un teorema de Kuratowski finito.

En este capitulo ampliaremos este resultado, probando en primer lugar que al
identificar dos esferas en n puntos, con n > 3, se obtiene un Teorema de Kuratowski
infinito, y posteriormente demostraremos que las pseudosuperficies que resultan de
identificar dos superficies cerradas en n puntos paran > 2, no admiten un teorema de
Kuratowski finito y mostraremos familias infinitas de grafos minimales prohibidos en

n
la pseudosuperficie S II §’, donde S y S’ previamente seran esferas y posteriormente
cualquier superficie cerrada, con n > 2.

3.1 Preliminares

Siraii y Gvozdjak [40] obtuvieron el siguiente resultado:

71
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Figura 3.1: Una identificacién de S y S’ en n puntos.

Teorema 3.1. Sin > 3 entonces H, (ver Figura 3.2) es un grafo minimal prohibido

2
para S() 1I S().D

Ahora vamos a probar algunos resultados previos que nos haran falta posterior-
mente.

3
Lema 3.2. Sea G un grafo conero. G es un grafo sumergible en So II Sy si y sélo
st G tiene dos subgrafos planos G1 y Go tal que V(G,) N V(Gq) = {v1,vs,v3} ¥
E(G1) U E(G,) = E(QG), donde v; € V(G) parai=1,2,3.

3
Demostracion. Necesaria: Una inmersién de G en Sy IT Sy puede ser construida

dibujando G; en una célula y G, en la otra de tal forma que v;, v, y v5 coinciden con

los puntos singulares en ambos casos. Esto es posible porque G; y G son planos.

Suficiente: Hemos visto ficilmente que el resultado es cierto cuando G es plano.

En otro caso, necesitamos las dos células de Sy ﬁ So para poder dibujar G en dicha
pseudosuperficie. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que tres vértices de
G (v1, v2 ¥ v3) son en los puntos singulares.

Sea G = (ViU {vy, v2,v3}, E1) un subgrafo de G donde V; es el conjunto de vértices
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Uy = VUp U Up—1 Up = Vo
w
Vo= Up V1 H Un—1 Un = Up
n

2
Figura 3.2: Una familia infinita de grafos prohibidos en Sp II So.

que estdn en una célula y E; es el conjunto de aristas con al menos un extremo en
Vi y las aristas con ambos finales en {v;,v2,v3} que estdn en la célula.

De una forma similar definimos Gy = (V3 U {v1, v, v3}, E2) como otro subgrafo de
G, donde V; es el conjunto de vértices que estdn en la otra célula y E; es el conjunto
de aristas con al menos un extremo en V; y las restantes aristas con ambos finales
en {vy,v2,v3}.

Es facil comprobar que estos grafos cumplen las condiciones del lema, ya que
V(G1) N V(Ga) = {v1,vs,v3} por definicién y ademss E(G:) U E(G,) = E(G) por
la construccién llevada a cabo. O

Como consecuencia del Lema 3.2 tenemos el siguiente resultado:

3
Lema 3.3. H, admite una inmersién en Sy 11 Sy, para cualquier entero positivo n.

Demostracién. Se deduce del Lema 3.2 considerando el subgrafo inducido por
{uo, u1, w1} como G y como Gy el resto del grafo. Obsérvese que G4 es plano al igual
que Gy y cumplen las condiciones del Lema 3.2. Por tanto, H, se puede sumergir

3

€n SOHSO. a

Dado un grafo G, sea j(G) el minimo entero positivo tal que G admite una
i(G)
inmersién en Sy H So. En el capitulo siguiente trabajaremos ampliamente con este
nuevo concepto al que denominaremos invariante j.
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Corolario 3.4. Sin > 3 entonces j(H,) = 3.

Demostracidn. Por el Lema 3.3 ya tenemos que j(H,,) < 3. Pero ademés j(H,) >
2
3 puesto que H,, estd prohibido en Sy IT .Sy. O

De esta forma, obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.5. Sean n grafos, G, ..., G,. Entonces J(U Gi) = Zj(Gk).
k=1 k=1

Demostracion. Vamos a probar el resultado por induccién en n. El cason =1
es trivial.

J(G1)+3(G2)
e n = 2. Es facil construir una inmersién de G; UG5 en S H Sp a partir
i(G1) 3(G2)
de la inmersién de G; en Sy H So y la inmersién de G en Sy H So. Por
tanto, j(G1 U G2) < j(G1) + 7(G2).
' 3(G1UG2)
Ahora, vamos a considerar una inmersién de G; U G5 en Sy H So-
J(G1UGz)
Si la inmersién de G, contiene r puntos singulares de Sy H Sy, con
r < j(Gy U G3), entonces la inmersién de G, contiene, como mdximo,
J(G1 U G2) — r puntos singulares.
Asi que

r > j(G1)
J(G1UG2) =1 2 j(Ga).
A partir de estas desigualdades tenemos que j(G1 U G2) > j(G1) + j(G2).

e Vamos a suponer ahora que el resultado se cumple para n > 2 y veamos si es
cierto para n + 1.
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n+1
Entonces tenemos que](U Gy) = j((U Gp)UGp41) = (Z](Gk )45 (Gri1) =
k=1 k=1 k=1

n+l

> i(Gy).o
k=1

n
3.2 Familias minimales prohibidas para Sy II Sy

En esta seccién vamos a dar una familia infinita de grafos minimales pI‘OhlbldOS

en Sy I_I Sy, para cualquier n > 3. Como consecuencia, obtendremos que So H So
no tiene un teorema de Kuratowski finito.

Vamos a considerar la familia de grafos H!, que se explicita en la Figura 3.3.
Tenemos el siguiente resultado:

3
Teorema 3.6. Sin > 3 entonces H!, es un grafo minimal prohibido para So 11 So.-

3
Demostracidn. En primer lugar probaremos que H}, no es sumergible en Sp IT So.
Supongamos lo contrario.

Los dos tnicos conjuntos de corte con tres vértices son {u;, v, w;}, 1 = 0,....,n—
1y {uj,vj_1,w;}, j = 1,..,n. Podemos considerar {ug, vo, wo} sin pérdida de
generalidad.

Es facil comprobar que el subgrafo H!, — v — {ug, v} — {vo, wo} no es plano y la
condicién del Lema 3.2 no se cumple, lo cual es una contradiccién.

3

Para terminar la prueba, vamos a ver que H!, — e es sumergible en Sy IT Sp, para
cualquier e € E(H'). Teniendo en cuenta la simetria, existen sélo cuatro tipos de
aristas en H), denominadas a,b,c y d en la figura 3.3.

H! — a satisface las condiciones del Lema 3.2, eligiendo como G el subgrafo
inducido por {b,¢c,d} y G2 = (H,, — a) — G;. Por tanto, cuando seleccionamos una
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Upn = Wy

3
Figura 3.3: Una familia infinita minimal prohibida en Sy II S.

arista del tipo a el problema ya esté resuelto.

H], —b también cumple que es sumergible en S fI So, ya que si tomamos como G el
subgrafo inducido por {a, c} y como G; el resto del grafo, estamos en las condiciones
del Lema 3.2 y podemos aplicarlo.

H], — c cumple las condiciones del Lema 3.2, simplemente eligiendo como G, el
subgrafo inducido por {a,b} y como G, el subgrafo Ga2 = (H], — ¢) — G;. De esta

forma tenemos que H], — c es sumergible en Sy H So.
H, — d satisface las condiciones del Lema 3.2, eligiendo el subgrafo inducido por
{a,b,b'} como G, y definiendo G5 como el resto. En este caso, también se cumple

3
que H, — d es sumergible en Sy I1 .Sy, O

Vamos a generalizar este resultado a la pseudosuperficie S I"i S, en donde
seguiremos viendo que el Teorema de Kuratowski es infinito, ya que daremos una
familia infinita de subgrafos prohibidos a partir de la familia H, definida anterior-
mente, distinguiendo cuando m es par o impar.

Ademds veremos que también podemos dar otra familia infinita de subgrafos pro-
hibidos en funcién de H},, cuando m es impar.

Teorema 3.7. Se verifican los siguientes enunciados:

1. {2H, U 5K} es una familia infinita de subgrafos minimales prohibidos en
m

So IT Sy, conn >3 y m impar, m > 5.
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2. {Hn U mT_2K5} es una familia infinita de subgrafos minimales prohibidos en

m
So IT Sy, conn >3 ym par, m > 2.

Demostracion:

1. Veamos primero que 2H, U m_2—§K5 no se puede sumergir en la

pseudosuperficie Sy ﬁ S, con m impar y m > 5. Para ello, vamos a cal-

cular el valor de j(2H, U 22 K5).

Por el Lema 3.5 se tiene que j(2H, U 2K3) = j(2H,) + j(%52Ks) =

2§(Hy) + 252 j(Ks).

Pero por el Corolario 3.4, sabemos que j(H,) = 3 y ademés j(Ks) = 2 porque
2

K5 no es plano y lo podemos sumergir en Sy I Sy introduciendo K5 — € en
una esfera y la arista e en la otra esfera.
Por tanto, j(2H, U Z2K;5) =6+m —5=m+1.

Probemos ahora que si a la familia {2H, U %2 K5} le quitamos una arista,

si se puede sumergir en Sy ﬁ S,. Para ello, distinguiremos dos casos: cuando
e € K5 y cuando e € H,,.

Supongamos que e € K5. En este caso, observamos que (2Hn U ’"——2—_5K5) —e=
2H, U ™K U K; + K.

Utilizando nuevamente el Lema, 3.5 tenemos que j(2H, U ﬂziK5 UKy +K3) =
§(2H) + §(251Ks) + 5 (Ke + Ka) = 24(Ha) + 525(Ks) + §(Ka + Ka).

Pero ya sabemos que j(H,) =3y j(Ks) = 2 y ademiés j(Kz+ K3) = 0 ya que
dicho grafo es plano.

Por tanto, j ((2H,UZ2K5) —e) =6+m—T=m— 1.

Supongamos ahora que e es una arista que hemos quitado de H,. Entonces,
3((2H, U B8 Ks) — €) = j(Hy — €) + j(Hn) + %525 (Ks) por el Lema 3.5.
Pero j(H,—e) = 2 por el Teorema 3.1, de manera que j ((2H, U %2K;) —¢) =
2+3+m—-5=m

2. Tenemos que demostrar que la familia {Hn U ’—”2L2K5} no es sumergible en la

pseudosuperficie Sy inI So con m pary m > 2.
Utilizando el Lema 3.5 tenemos que j(H, U ™52Ks) = j(H,) + j(252Ks) =
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Por el Corolario 3.4 y teniendo en cuenta que j(Ks) = 2 llegamos a que
JH,UZ2K)=3+m—-2=m+1.

Veamos por dltimo que si a H, U m'z:ng le eliminamos una arista, se puede

realizar la inmersién en Sy ﬁ So. Supongamos nuevamente los dos casos
anteriores: e € Kj, o bien e € H,,.

Si e € K;, se tiene que (H, U %52K5) — e = H, U 2 K5 U K, + K.
Haciendo uso del Lema 3.5 y del Corolario 3.4 tenemos que j(H, U m—z‘}-Ks U
Ky + K3) = j(Hn) + j(%52Ks) + j(Ka + K3) =3 +m—4=m— 1.

En el caso de que e € Hy, tenemos que j((H, U %2K;) —e) = j(H, —€) +
mT‘2 j(Ks) = 2+ m — 2 = m, razonando de forma andloga que en el apartado
anterior. O

4
Proposicién 3.8. H, es sumergible en Sy I1 S.

4
Demostracidn. Vamos a dar una inmersién de H, en Sy II Sp. En una de las
esferas introducimos el subgrafo inducido por {uo, v, v, u;} que lo llamaremos G,
y en la otra célula el resto del grafo que lo denotaremos G5. Observemos que G es

plano al igual que G; y que los puntos singulares son los cuatro vértices utilizados
en (G;.0

Corolario 3.9. j(H}) = 4 para todo n > 3.

Demostracidn. Vamos a probar que j(H]) = 4 por doble desigualdad.

Por el Teorema 3.6 ya sabemos que H), estd prohibido en Sy fI So y por tanto
J(HL) 2 4

Para la cota superior, utilizamos la proposicién anterior, donde damos propiamente
la inmersién, y ya tenemos que j(H}) < 4.0

Corolario 3.10. {H,’LU m?—Ks} es otra familia infinita de subgrafos minimales

m
prohibidos para Sy I1 Sy con n > 3 y m impar, m > 5.
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Demostracz’o’n En primer lugar vemos que H, U m‘3 2= Ks no se puede sumergir en

So I So, ya que por el Lema 3.5 j(H, U 22 K5) = ](H’) + m=34(K5).

Utilizando el Corolario anterior y que j(K5) = 2 llegamos a que J(HLURSBK:) =
44+m—-3=m+1.

También dicha familia cumple que al quitarle una arista si se puede realizar una
inmersién en Sy Ini So. Vamos a distinguir el caso en el que e € K5 y aquel otro
cuando e € Hj,.

Cuando la arista que eliminamos es de wun Ks mnos queda
{H, Um=8K; UK, + K3} y se tiene que j(H, U2 K; UK, + K3) =4+m—5 =
m — 1, ya que K, + K3 es plano.

En el caso de que suprimamos una arista de H, obtenemos que j((Hj — e)u
m=3Ks) = j(H,—e)+252j(Ks5) = 3+m—3 = m. Hemos utilizado que j(H,—e) =3
gracias al Teorema 3.6. O

Como consecuencia de los Teoremas 3.1, 3.6 y 3.7 podemos obtener el resultado
principal de esta seccién.

n
Teorema 3.11. Sy II Sy tiene un teorema de Kuratowski infinito para n > 2.0

3.3 Familias de grafos prohibidas para S, Il .5,

Sea S, una superficie de género p, orientable o no, y sea S, otra superficie de
género ¢, el cual puede ser orientable o no orientable.

Ahora vamos a dar una familia infinita de grafos minimales prohibidos en S i Sqs
para cualquier n > 2 y p,q > 1, tanto en el caso orientable como no orientable.
n

Como consecuencia, Sy II S, no tiene un teorema de Kuratowski finito.

Necesitamos algunos resultados previos.

Battle, Harary, Kodama y Youngs probaron en [6] que v(G) = Z v(G;) donde ¥(G)

i=1
es el género orientable del grafo G y G; son los bloques del grafo G parai =1,...,n
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Figura 3.4: Una inmersién de H, en Ts.

A partir de los resultados de Stahl y Beineke [42] también tenemos la siguiente
propiedad, la cual es similar a la anterior pero para el género no orientable.

Lema 3.12. Sea G un grafo tal que %(G;) = 1 para cualquier G; blogue de G,
i=1,...,n. Entonces (G) = Z’y(Gi).D
i=1

De acuerdo con el Lema anterior, obtenemos el género orientable y no orientable
de las familias H, y H},.

Lema 3.13. v(H,) = Y(H,) = v(H)}) = (H]) = 1, para cualgquier n > 3.

Demostracién. Para n > 3, H, y H, no se pueden sumergir en el plano ya que
ambos contienen K33 como menor topoldgico .
Sin embargo, es ficil construir una inmersién de H, en el toro como muestra la
Figura 3.4, con lo cual y(H,) = 1. La inmersién de HJ, en el toro es totalmente
similar, y a partir de ella tenemos que y(H}) = 1.
En la Figura 3.5 podemos observar una inmersién de H,, en el plano proyectivo, de
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q ‘ “('

Figura 3.5: Una inmersién de H,, en P3(IR).

donde se deduce que ¥(H,) = 1. De forma totalmente andloga se construye una
inmersién de H! en el plano proyectivo y se obtiene que (Hy) = 1.0
Pasemos a enunciar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.14. Sean S, y S, dos superficies de género p y g respectivamente
(orientable o no) con p,q > 1. Se verifican los siguientes enunciados:

1. {(p+q+1)H,U™3K;} es una familia infinita de subgrafos prohibidos en
Sp I1 Sy, conn >3 ym impar, m > 3.
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2. {(p+q+1)H, UT2K;} es una familia infinita de subgrafos prohibidos en
Sp 1Sy, conn >3 ym par, m > 2.

Demostracion.

1. Para probar el primer enunciado vamos a suponer que (p+ ¢+ 1)Hj, U ™2 K,
m
para cualquier n > 3, se puede sumergir en S, I1 S, con m impar, m > 3.

Obsérvese que S, m Sq = (Sp#So) I (So#S,) ,donde # representa la suma
conexa de dos superficies.

Sea k la cantidad de K5 que se pueden sumergir en S, 6 S;. Por lo tanto, hay
(=2 — k) K5 sumergibles en Sy I S0, ya que como Kj no es plano, cualquier
inmersién de K5 debe contener al menos 2 puntos singulares de Sy ﬁ So.

Sea h la cantidad de H,, que se pueden sumergir en S, 6 S,. Por lo tanto, hay
(p+¢+1— h) H], sumergibles en Sy i So, teniendo en cuenta que HJ, no es
sumergible en Sy fI So (por el Teorema 3.6) y cualquier inmersién de H, debe
contener al menos 4 puntos singulares de Sy ﬁ So-

Obsérvese que k, h > 0y p+q > k+h por el Lema 3.13 y por tanto p+q—k—h >
0.

Podemos enunciar otra relacién utilizando el nimero de puntos singulares:

m—2(1—n—2_—3—k)—4(p+q+1—h)20

Desarrollando:
3+2k—4p—4¢—-4+4h >0

y de aqui
2k+4h > 1+ 4p+4q

Pero como k£ + h > 0, obtenemos

2k +4h > 1+ 4k +4h
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Por tanto, 1 4+ 2k < 0 lo cual es una contradiccién, puesto que k£ > 0.
Para probar la minimalidad de (p + ¢ + 1)H, U 253K, vamos a sumergir
m
(p+q+1)H, U™2K;) —een S, 11 S,
Primero, consideremos que e es una arista que hemos quitado de Ks. Entonces
m
podemos sumergir p H, en S,, ¢ H', en S,;, H, U 22K;5 en Sy I Sy (por el
Corolario 3.10) y K5 — e en cualquier cara plana y por lo tanto ya tenemos la
inmersién.
Finalmente, si e es una arista que hemos quitado de H},, podemos sumergir p
m
H} enS,,qHen S,y (H,’l—e)UmT‘:*Ks en Sy II Sy utilizando el Corolario 3.10.

2. Para probar el segundo enunciado supongamos que (p +¢ + 1) H, U Z2K; se
m
puede sumergir, para cualquier n > 3, en S, I S, con m par, m > 2.
m m
También tenemos nuevamente que S, IT1 S, = (Sp#So) IT (So#5S,)-

Al igual que antes, sea k la cantidad de K5 que se pueden sumergir en S, 6
S, y sea h la cantidad de H,, sumergibles en S, 6 S;. Asi que hay (%2 — k)

K5 que se puede sumergir en Sy I So y hay (p+g+1— h) H, sumergibles en
m
So I Sp.

2
Pero H, no se puede sumergir en Sy IT Sy (por el Teorema 3.1) y por lo
tanto cualquier inmersién de H, debe contener al menos 3 puntos singulares

de So inI S().
Una vez més p +q > k + h por el Lema 3.13 y usando el nimero de puntos
singulares, tenemos que
-2
m—2(m—2———k)—3(p+q+1—h) >0
Desarrollando
2+4+2k—3p—-3¢—-3+3h >0

y de aqui
2k+3h>1+3p+3¢q

Pero como p + ¢ > k + h obtenemos

2k+3h>1+3k+3h
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Por tanto, 1 4+ k£ < 0 lo cual es una contradiccién, ya que k£ > 0.

Para probar la minimalidad de (p + ¢ + 1)H, U 1"7‘21{5 seguimos un
razonamiento similar.
Si e la hemos quitado de un Kj entonces podemos sumergir p H, en S,, ¢ H,

en Sy, H,U m——2—‘4K5 en Sy inI So (por el Teorema 3.7) y K5 — e en cualquier cara
plana y por tanto ya tenemos la inmersién.

Finalmente, si e es una arista que la hemos eliminado de H,,, podemos sumer-
girpH,en Sy, q Hyen S,y (H, —e) U %‘—21(5 en Sy inI So (utilizando el
Teorema 3.7).0 :



Capitulo 4

El invariante j

En el Capitulo 2, hemos definido el invariante s a partir de que cualquier grafo se
puede sumergir en la pseudosuperficie G,,. En este capitulo utilizamos otras familias
de pseudosuperficies, concretamente Sy ﬁ So, con la siguiente propiedad: dado un
grafo G, existe una pseudosuperficie de la familia tal que G se puede sumergir en ella.
De esta forma definimos otro nuevo invariante de grafos a partir de las familias de
esta forma y obtenemos explicitamente este nimero para cualquier grafo completo
y bipartito completo.

4.1 Introduccion

Ya se dijo en el Capitulo 2 que todo grafo es sumergible en una superficie ori-
entable dada, simplemente dibujando el grafo en el plano y afiadiendo por cada corte
de aristas un asa (es decir, en cada punto de corte se realiza la suma conexa de la
superficie dada y un toro.)

Tanto el género orientable como el no orientable son conocidos para el grafo
completo K, y para el grafo bipartito completo K 4, para todo p, ¢ enteros positivos.

85
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n
Figura 4.1: Las pseudosuperficies Sp 11 Sy y Go.

(ver [24, 37, 49)).

Dado un grafo G existe un entero positivo n tal que G puede ser sumergido en

n
So IT Sy como consecuencia del siguiente resultado, que probaremos posteriormente.

Teorema 4.1. Para todo entero positivo p existe otro entero positivo n tal que K,

n
admite una inmersién en Sy II Sy.0

n
A partir de que todo grafo puede ser sumergido en Sy II Sy, podemos definir otro
nuevo invariante topoldgico de un grafo.

Dado un grafo G definimos el invariante j de G, y lo denotaremos por j(G), al
n

minimo entero positivo n tal que G' admite una inmersién en Sy II Sp.

En las secciones siguientes vamos a encontrar el invariante j del grafo completo
K, para cualquier entero positivo p, asi como del grafo bipartito completo K, , para
todos p, g enteros, positivos y que cumplan que p < ¢. Para simplificar, denotaremos
por j(p) en lugar de j(K,). De la misma forma, utilizaremos la notacién j(p, q) en
lugar de j(K,,).

Terminaremos esta seccién, al igual que hacfamos en el Capitulo 2, con un resul-
tado previo.

n
Lema 4.2. Sea G un grafo que puede ser sumergido en Sy I1 Sy. Entonces eziste
n

una inmersion de G en Sy 11 Sy tal que todo punto singular es un vértice o un punto
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_interior de una arista uniendo dos puntos singulares. Ademds, para toda arista de
G egziste a lo mds un punto interior suyo que es llevado por dicha inmersion en un

n
punto singular de Sy 11 Sy.

Demostracién. Andloga a la demostracién del Lema 2.1.00

4.2 El invariante j del grafo completo

En esta seccién, procederemos a calcular j(p) para cualquier p entero positivo.

El siguiente resultado muestra una cota inferior para j(p).

N (
Proposicién 4.3. Sea p un entero positivo, p > 6. Entonces j(p) > % - —21—) -

2k + 12 donde k es el nimero de vértices de K, que caen en puntos singulares de
i(p)
Sp LI Sp.

Demostracién. Supongamos que la inmersién de K, tiene k vértices en puntos
i(p)
singulares de Sy H So. Por lo tanto j(p) — k puntos singulares son puntos interiores
de aristas de K.

i(p)
Sean p; y p, el nimero de vértices de K, en cada esfera de Sy H Sy respectiva-
mente, de manera que no son puntos singulares. De esta forma, p; + k +p2 = p.

Asumiendo que la inmersién es éptima, tenemos en ambas esferas p; +ky p2 +k
triangulaciones planas respectivamente. Por la férmula de Euler, una triangulacion
plana con q aristas y n vértices verifica que ¢ = 3n — 6, y asi obtenemos que

(2)- 6610 <362+ B =643+ ) 6
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(K, tiene () aristas).
Desarrollando, nos quedaria

2
%“‘ —j(p)+k§3p1+3p2+6k—12

DO |3

De donde

2
j(p)z%—— —3p— 2 +12

Do

A partir de esta desigualdad tenemos que

2
j(p)z%—%ﬁ—zkﬂz.u

Obtenemos inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 4.4. En las condiciones de la Proposicion 4.8 se tiene que
2

ilp) > max{% - Zél-)- — 2k + 12, k}.

Demostracion. Teniendo en cuenta que j(p) > k y la desigualdad de la Proposi-
cién 4.3, se obtiene el resultado.0

Corolario 4.5. En las condiciones de la Proposicion 4.8 se tiene que
2

. p°—1lp+24

i) 2 ————

Demostracion. Observemos que k < p. Aplicando la Proposicién 4.3 obtenemos
que

2
: p°_7p
>—=—-—=-2p+12
25 -5 -2+
Y simplificando, nos queda que

2
. p°—1lp+ 24
i > T2 g
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P
Figura 4.2: Un grafo con p vértices sumergido en Sy II Sp.

Utilizando esta cota inferior, podemos enunciar uno de nuestros resultados fun-
damentales.

2
. —1lp+24
Teorema 4.6. j(p) = 2—————58_’_— parap > 12.
2 - 11p+24 .
Demostracion. S6lo necesitamos probar que L—zp—-’_— es una cota superior

de j(p). Podemos ver en la Figura 4.2 una inmersién de un grafo con p vértices y

p
2(3p — 6) aristas en Sp I Sy, donde los puntos que tienen el mismo nimero estan
identificados.

A partir de esta inmersién, podemos obtener que K, se puede sumergir en
p+(5)—2(3p—6)

So H Sy dibujando las aristas restantes a través de los nuevos () —2(3p—6)

puntos singulares. Por tanto, s(p) < (7)—2(3p—6) y operando se obtiene el resultado
deseado.O

Para finalizar esta seccién necesitamos encontrar j(p) para p < 12.

Observemos que j(p) = 0 para p < 4 ya que K, es un grafo plano.



90 CAPITULO 4. EL INVARIANTE J

2
K5 no es plano, pero se puede sumergir en Sy II Sy dibujando K5 — e en una
esfera y la arista e en la otra. De esta forma, j(5) = 2.

A partir de ahora, sean {1, ...,p} los vértices de K,,.

4

K se puede sumergir en Sy IT Sy. La forma de hacerlo es dibujando el K, induci-
do por {1, ...,4} en una esfera, con todos sus vértices ocupando puntos singulares y
el complementario en la otra esfera. Sin embargo, la inmersién no es posible hacerla

3
en Sp I1 Sy porque K¢ — K3 no es plano. Por lo tanto, deducimos que 7(6) = 4.

5
K7 se puede sumergir en Sy IT Sy. Vamos a llamar K al K inducido por {1, ..., 5}.
Podemos dibujar K — e en una esfera con todos sus vértices en puntos singulares y
el complementario en la otra esfera. Pero observemos que esto no es posible hacerlo
4

en Sy II Sy ya que K7 — K4 no es plano. Por todo lo anterior, tenemos que j(7) = 5.

6

Kj se puede sumergir en Sy IT Sy. Sea K el Kg inducido por {1, ...,6}. Podemos
dibujar (K — {4,5}) U {{6,1},{6,3},{6,5}} en una esfera con todos sus vértices en
los puntos singulares y el complementario en la otra esfera. Sin embargo Kz no se

5
puede sumergir en Sy IT Sy como consecuencia de que Ky — (K5 — €) no es plano.
De esta forma deducimos que j(8) = 6.

Para probar nuestro préximo teorema, necesitamos un resultado previo probado
en [7].

Lema 4.7. Todo grafo plano con al menos nueve vértices tiene un complementario
no plano.O

El siguiente teorema muestra el valor de los restantes invariantes j.

Teorema 4.8. Se cumplen los siguientes enunciados.

1. j(9) =8.
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2. j(10) = 11.
3. j(11) = 15.

Demostracidén: Podemos ver en la Figura 4.3 una inmersién de Ky, K19 y K11 en
11 15

So Ii So, So I1 Sy v S I Sy respectivamente, donde los circulos rellenos de negro son
vértices en puntos singulares, los vértices con forma de cuadrado no estén en puntos
singulares y los circulos en blanco son puntos singulares de la pseudosuperficie, pero
no son vértices.

A partir de tales inmersiones, tenemos que j(9) < 8, 5(10) < 11 and j(11) < 15.
Ahora vamos a probar las desigualdades contrarias.

Utilizando el Corolario 4.4, obtenemos que j(9) > 7. Vamos a suponer que
§(9) = 7. Entonces k = 7, y de esta forma existe un subgrafo plano de Ky cuyo
complementario es también plano. Sin embargo, esto es una contradiccién con el
Lema 4.7. Por lo tanto, j(9) > 8.

Haciendo uso una vez mas del Corolario 4.4 obtenemos que j(10) > 9. Si
suponemos que j(10) = 9 entonces k = 9 y si j(10) = 10 resulta que k¥ > 9.
En ambos casos tenemos que existe un subgrafo plano de Kjp o Kjo — € con un
complementario plano, lo cual es una contradiccién con el Lema 4.7.

Por el Corolario 4.4, tenemos que j(11) > 12. Pueden presentarse los siguientes
€asos:

Si j(11) = 12 6 j(11) = 13 entonces k > 11, y por lo tanto existe un subgrafo plano
de K;; con un complementario plano. Pero esto es una contradiccién como ya
hemos visto.

Si j(11) = 14 entonces k > 10.

e Supongamos que k = 11. En este caso, existe un subgrafo plano G’
de Ky, — {e1,es,e3} cuyo complementario es también plano, donde e; €
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E(K1;) para i = 1,2,3 y podemos suponer que son disjuntas ya que de
lo contrario K1, — {e;, ez, €3} contiene a Ky como subgrafo, el cual no
puede descomponerse en dos grafos planos. Podemos suponer ademds
que G' es una triangulacién porque en caso contrario, podemos afadir
algunas aristas del complementario para obtenerla. En concreto, existen
1249 triangulaciones de 11 vértices cada una de ellas. Al quitarles tres
aristas disjuntas de todas las formas posibles se obtienen 1037043 grafos.
De ellos hay 468638 no isomorfos y se ha comprobado mediante el uso de
un ordenador que ninguno de ellos es plano.

¢ Finalmente, vamos a suponer que k = 10. Entonces existe un subgrafo
plano de Ki; — {e;,es,€e3,e4} cuyo complementario es también plano,
donde e; € E(Ky;) parai = 1,2, 3. Por el Lema 4.2 e; no es incidente con
v para i = 1,2, 3, 4, siendo v el vértice que no cae en un punto singular.

Sea G el subgrafo plano de Kj; — {ey, €3, €3, €4} que contiene a v y cuyo
complementario es también plano. G — v es periplano por el hecho de
que v es adyacente con todos los otros vértices de G. De la misma forma,
G — v es periplano maximal razonando de la misma forma que antes. Es
conocido que existen 82 grafos periplanos maximales de 10 vértices; es
decir, existen 82 triangulaciones de poligonos de 10 vértices. Cogemos
los complementarios de los 82 grafos, que tienen 28 aristas, y le quitamos
4 aristas de todas las formas posibles. Por cada uno de los 82 grafos
generamos (%48) grafos. En total obtenemos, pues, (25) - 82 = 1678950
grafos. Se ha comprobado mediante el uso de un ordenador que ninguno
de ellos es plano.

En ambos casos obtenemos una contradiccién a partir de que hemos supuesto
que j(11) = 14 y por lo tanto j(11) > 15 y la demostracién estd concluida.O

Con idea de unificar todos los resultados obtenidos en esta seccién, insertamos
una tabla donde se puede consultar los distintos valores que tiene el invariante j
cuando se trata del grafo completo K.
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p {<4|5|6(7|8]9]|10}11 > 12

i) | o |2]4]5]6|8]11]15]| =ttt

En particular, para algunos valores de p, tenemos la siguiente tabla:

i) 0 [2]4(5({6|8|11|15|18|25|33 |42 |52|63]|75]|88|102

4.3 El invariante j del grafo bipartito completo

En esta seccién vamos a dar explicitamente el valor de j(K),) con p < g. Para
simplificar la notacién, pondremos j(K,4) = j(p, q).

Observemos que si p < 2 el grafo K, , es plano y para este caso tenemos que
j(p,q) = 0.

Procederemos a partir de ahora buscando j(p, ¢q) para distintos valores de p.

Teorema 4.9. j(3,¢9) = ¢ — 1 para todo q > 3.

Demostracién. Vamos a probar la féormula anterior por doble desigualdad. Lla-
maremos a, by c a los tres vértices de K34 de valencia ¢ y denotaremos 1,2,3,...,q
a los vértices de K34 de valencia 3.

g—1
La Figura 4.4 nos muestra una inmersién de K34 en Sy H So, donde los vértices
a, 1, 2, ..., ¢ — 2 caen en los puntos singulares de la pseudosuperficie. Por tanto

J3,9) <g-—1.

Demostraremos la otra desigualdad por induccién en gq.



4.3. EL INVARIANTE J DEL GRAFO BIPARTITO COMPLETO 95

F IO S

q-2

q—1

Figura 4.4: Una inmersién de K34 en Sp H So-

3(3,3) > 2 puesto que K33 no es plano.

2
j(3,4) > 3 puesto que si existiera una inmersiéon de K34 en Sp I Sy una de las
esferas contendria un Kj 3.

3
j(3,5) > 4 ya que si hubiera una inmersién de K35 en So II Sy obtendriamos un
K33 en una de las esferas.

Supongamos ahora que j(3,q) > ¢—1 y probemos que j(3,¢+1) > q. Para ello,
vamos a suponer que j(3,¢g+1) < g —1.

Los g — 1 puntos singulares tienen que ser vértices del grafo, ya que si hubiera
una arista que pasara por un punto singular, se tendria que el grafo K3, — Ko
contiene a Kj3,. Por tanto, los ¢ — 1 puntos singulares son vértices del grafo, pero
pueden ser los de valencia 3 6 los de valencia g + 1. Veamos, pues, todos los casos
posibles.

Si los tres vértices de valencia ¢ + 1 est4n ocupando puntos singulares, nos fal-
tarfan introducir 5 vértices de valencia 3. Pero de cualquier forma que se haga,
siempre obtendremos un Kj 3.
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Si hay dos vértices de los de valencia ¢+ 1 que estdn ocupando puntos singulares,
nos faltan por introducir uno de valencia ¢ + 1 y cuatro de valencia 3. De cualquier
manera, siempre tendremos un Ks 4.

También obtendremos siempre un K33 en los dos casos que faltan; es decir, si
un vértice de los de valencia ¢+ 1 estd ocupando un punto singular, o bien si no hay
ningun vértice de valencia ¢ + 1 en los puntos singulares.

Por tanto, j(3,¢+1) > q.
De las dos desigualdades obtenemos que j(3,¢ + 1) = ¢.O

Teorema 4.10. j(4,q) = q para todo q > 4.

Demostracién. j(4,q) < g ya que si descomponemos el grafo Ky, de la forma

q
2K4, podemos dar una inmersién de Ky, en Sy I Sy introduciendo en cada una
de las esferas cada uno de los grafos Ky y poniendo los ¢ vértices en los puntos
singulares.

Ademss, j(4,q) > j(3,9) y por tanto j(4,q) > g — 1.
Veamos ahora que j(4, q) > ¢, razonando por induccién en g.

Vamos a denotar a partir de ahora por a, b, ¢ y d a los cuatro vértices de Ky g4
de valencia q y por 1,2,...,q a los g vértices de K;, de valencia 4.

3
j(4,4) > 4 ya que si j(4,4) = 3 tendriamos una inmersién de K4 en Sy II

So. Evidentemente, los tres puntos singulares de la pseudosuperficie tienen que ser
vértices del grafo. Se pueden presentar los siguientes casos:

Si los tres puntos singulares son vértices del tipo a, b, ¢ 6 d, resulta que una de
las esferas contiene un K4 lo cual no puede ser.

Si los tres puntos singulares estdn ocupados por dos vértices del tipo a, b, ¢ 6 d
y el otro es del tipo 1,2, 3,4, obtenemos que una de las esferas contiene un Kj3, lo
cual es imposible.
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Los casos restantes son analogos por simetria.

Supongamos ahora que j(4,q — 1) > ¢ — 1 para ¢ > 5, y vamos a demostrar que
j(4,9) > q. Para ello, supongamos que j(4,9) < ¢ — 1. Nuevamente tenemos que
suponer que los ¢ — 1 puntos singulares de la pseudosuperficie son vértices del grafo
tal como se razoné previamente. Podemos tener los siguientes casos:

Si los cuatro vértices de valencia ¢ estdn ocupando puntos singulares, tenemos
que introducir en la pseudosuperficie cinco vértices de los de valencia 4. Pero de
cualquier forma siempre vamos a obtener un Kj 3.

Si hay tres vértices de los de valencia g ocupando puntos singulares, ain nos
faltan por introducir en la pseudosuperficie uno de los de valencia ¢ y cuatro de los
de valencia 4. De cualquier manera, siempre vamos a tener un Kj 3.

Si dos vértices de los de valencia g estdn en puntos singulares, resulta que tenemos
que introducir dos de los de valencia q y tres de los de valencia 4. De esta forma
siempre vamos a obtener un Kj 4.

También va a surgir un K33 cuando consideremos que uno de los de valencia ¢
es un punto singular y tendremos un K34 al suponer que ningin vértice de los de
valencia ¢ estd ocupando un punto singular.

Por tanto, j(4,¢q) > q.
De las dos desigualdades probadas tenemos que j(4,¢) =¢q. O

Para estudiar los siguientes j(p, ¢) necesitamos un resultado previo:

Proposicién 4.11. Sean p y q enteros positivos con p < ¢q.  Entonces
j(p,q) > pg—2p—2¢—1—s+8 donder y s es el nimero de vértices de K,
y K, respectivamente, que estdn en puntos singulares.

Demostracidn. Supongamos que tenemos una inmersién de K 4 en la pseudosu-

——
T
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i(p9)
perficie Sy H So, donde r son los vértices de K, que estdn en puntos singulares, s
son los vértices de K, en puntos singulares de la pseudosuperficie y k es el niimero de
puntos singulares ocupados por aristas del grafo K, ,. Est4 claro que r+s+k = j(p.q)

Consideremos el grafo G definido por K, , — {k aristas}, siendo las k aristas que
estdn ocupando los puntos singulares. Sean G; y G los subgrafos de G' que ocupan
cada una de las dos esferas de la pseudosuperficie.

Se tiene que V(G;) + V(G2) = p+ q + r + s, ya que los puntos singulares son
vértices de GG y G5 simultdneamente.

Ademis, A(G4) + A(G2) =pg — (j(p,q) — T — 3).

Por ser G; y G5 grafos de contorno cuatro se cumple que
2V(G,) —4 > A(Gy),
2V(Gs) — 4 > A(G»).

Sumando ambas expresiones llegamos a que
2p+q+r+s)—8>pg—j(p,q) +r+s.
Desarrollando j(p,q) > pg—2p—2¢—r—s+8. O

Como consecuencia inmediata de este resultado tenemos el siguiente Corolario:

Corolario 4.12. En las condiciones de la Proposicién anterior se tiene

J(p,q) > pg—3p—3q+38, (4.1)
i(pq) > f%g—p—q+4]- (4.2)

Demostracién. Si en la desigualdad de la Proposicién anterior utilizamos que
r < py que s < g obtenemos que j(p,q) > pg — 3p — 3¢ + 8.
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2,
ag 2 6

a3 1 a3 8

pt+q
Figura 4.5: Inmersién de un grafo bipartito con p + ¢ vértices en Sy H So-

Si en la misma Proposicién tenemos en cuenta que r+ s < j(p, ¢) llegamos a que
. pq
i 2[5 -p-g¢+4]. O

Teorema 4.13. Se cumplen los siguientes enunciados

o j(5,0) =2 ~1] para5 <g <12,

e j(5,9) = 2q — 7 para todo q > 12.

Demostracidn.

3
e Veamos que j(5,9) = "_2‘1 — 1] cuando 5 < ¢ < 12.
Para la cota inferior, basta sustituir p = 5 en el Corolario 4.12.

Para la cota superior, lo haremos especificando cada inmersién. En cada una
de ellas, los vértices con el mismo nombre estan identificados y cada uno ocupa
un punto singular.

8
En la Figura 4.6.a tenemos una inmersién de K5 en Sp I1 So. Por lo tanto,
j(5,6) < 8.
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Fig.a Fig. b

8 11
Figura 4.6: Inmersiones de K56y Ksg en So I1 Sp y Sp I Sy respectivamente.

Pero en la misma inmersién de la Figura 4.6.a, si quitamos el vértice 6 ya
tenemos el grafo K55 sumergido en Sy fI So. Se deduce que j(5,5) < 7.

En la Figura 4.6.b podemos ver una inmersién del grafo K5 s en la pseudosu-
perficie S ﬁ So. Entonces, j(5,8) < 11.

En la misma Figura 4.6.b, si quitamos el vértice 8 obtenemos el grafo Ks
sumergido en Sy }_% So- De aqui j(5,7) < 10.

Por la Figura 4.7 sabemos que el grafo Kj 9 se puede sumergir en la pseudo-
superficie Sy ﬁ So. Se deduce, por tanto, que j(5,10) < 14.

Procediendo igual que antes, si en la Figura 4.7 quitamos el vértice 10,
obtenemos una inmersién de K54 en Sy ﬁ So. Por tanto, j(5,9) < 13.

Si observamos la Figura 4.8, eliminando los vértices 13,14,15,...,q, vemos

17
una inmersién del grafo K12 en la pseudosuperficie Sp II Sp. Es por tanto
evidente que j(5,12) < 17.

Si en dicha figura eliminamos los vértices 12,13,14, ... , ¢, tenemos que el grafo

16
K311 se puede sumergir en Sp I Sy. Tenemos entonces que j(5,11) < 16.
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14
Figura 4.7: Una inmersién de K519 en Sp IT So.

e Veamos ahora que j(5,q) = 2¢ — 7 cuando ¢ > 12.
La cota inferior se obtiene simplemente sustituyendo p = 5 en el Corolario 4.12.

Para demostrar la cota superior, basta tener en cuenta la inmersién de la Figu-

ra 4.8 donde tenemos el grafo K;, sumergido en la pseudosuperficie
2q-7

So H So. Observemos que los puntos singulares son los 5 4 g vértices del
grafo y los puntos interiores de las ¢ — 12 aristas {b,13}, {b,14},..., {b,q},
representados en blanco en la figura.O

Teorema 4.14. Se verifican los siguientes enunciados:

e j(6,6) =10,

o j(6,7) = 12.
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297
Figura 4.8: Una inmersién de K5, en Sy H So-
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Fig. a

10 12
Figura 4.9: Inmersiones de K6 y Kg7 en Sp II So y So I S respectivamente.

Demostracidn. Veamos primero que j(6,6) = 10.

En primer lugar, j(6,6) < 10 ya que en la Figura 4.9.a podemos ver una inmer-

10
sién de Kgg en Sp I Sy, en la cual los vértices identificados con el mismo nombre
son puntos singulares.

Por otra parte, si utilizamos el Corolario 4.12 llegamos a que j(6,6) > 8 (uti-
lizando (1.1)) y que j(6,6) > 10 (utilizando (1.2)). Por tanto, j(6,6) > 10.

Veamos ahora que j(6,7) = 12.

Tenemos que j(6,7) < 12 porque en la Figura 4.9.b podemos ver una inmersién
12

de Kg 7 en Sp IT Sp. Al igual que antes, todos los vértices identificados con el mismo
nombre, son puntos singulares.

Ademis, si hacemos uso del Corolario 4.12 obtenemos que j(6,7) > 11 (utilizan-
do (1.1)) y que 5(6,7) > 12 (utilizando (1.2)). Por tanto, 5(6,7) > 12.0

Teorema 4.15. Sean p y q dos enteros positivos tales que p > 6 y q¢ > 8. Entonces
i(p,q) =pg—3p—3q+38.
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Demostracién. Tenemos que j(p, q) > pq — 3p — 3¢ + 8 por el Corolario 4.12.

Para demostrar la otra desigualdad observemos que en la Figura 4.5 tenemos
una inmersién de un grafo bipartito con p + ¢ vértices y 4p + 4¢ — 8 aristas en

P+q
So II Sy, donde los puntos con el mismo nidmero estin identificados. En dicha

inmersién denotamos por ay, as, . .. , a, a los p vértices y a los g vértices los llamamos
1,2,...,q.

A partir de esta inmersién podemos obtener que el grafo bipartito completo
p+g+pg—4p—4g+8 pg—4p—4g+8

Kp,q se puede sumergir en la pseudosuperficie Sy H So = So H So,

dibujando las aristas restantes a través de los nuevos pg—4p—4q+8 puntos singulares.
O

De la misma forma que en la seccién anterior, recogemos todos los valores
obtenidos para el invariante j, cuando se trata del grafo bipartito completo K, 4, en
la siguiente tabla:

718{9(10(11| >12
000|000 0
qg — 1
q
[%—1] 29 — 7
10| 12 pqg—3p—3¢q+8
pq—3p—3q+8

En particular, para ciertos valores de p y de g, tenemos la siguiente tabla:
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ol1w0l11]12]13]14}15
ololojojo|o0]oO
g8l 9]10{11(12]13|14
9101112131415
1112141517 19|21 |23
2023126293235
1511923 [27|31(35]|39|43]|47
24 [ 29| 3439 |44 |49 |54 | 59
35|41 (4753596571

48 | 55162169 |76 |83
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Capitulo 5

Relaciones entre invariantes de
grafos

Las definiciones de género orientable o no orientable proceden del hecho de que
cualquier grafo es sumergible en alguna superficie orientable y no orientable. En
los Capitulos 2 y 4 hemos extendido esta definicién utilizando familias de pseudo-
superficies con la siguiente propiedad: dado un grafo G, existe una pseudosuperficie
de la familia tal que G se puede sumergir en ella; en concreto hemos utilizado las
familias {So i So/n € N} y {Gn/n € IN}. En este capitulo vamos a determinar
las relaciones existentes entre estos nuevos invariantes definidos asi como las exis-
tentes entre ellos y otros invariantes clasicos: el género, el género no orientable, la
escision (splitting number), el cruzamiento (crossing number), el grosor (thickness)
y el exceso (coarseness).

107
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5.1 Introduccién

En el Capitulo 4 demostramos que dado un grafo G existe un entero positivo n

n
tal que G puede ser sumergido en Sy IT Sy (Teorema 4.1). A partir de esta propiedad
hemos definido el invariante j de un grafo cualquiera G, denotado por j(G), como
n

el minimo entero positivo n tal que G admite una inmersién en Sy IT S;.

Asimismo dado un grafo G existe un entero positivo n tal que G puede ser
sumergido en G,, tal como resaltamos en el Capitulo 2. Como consecuencia de ello
definimos el invariante s de cualquier grafo G, s(G), como el minimo entero positivo
m tal que G puede ser sumergido en G,,.

En este capitulo vamos a determinar en primer lugar las relaciones que se verifican
entre el invariante j y el invariante s. En concreto vamos a responder a la siguiente
cuestién. Si tenemos una familia de grafos cuyo invariante j estd acotado, ;Lo
estd también el invariante s?. En caso afirmativo, determinar la cota éptima. En
este caso la respuesta es afirmativa y si G es un grafo tal que j(G) = j entonces
5(@) < j — 1. Demostraremos que tal acotacién es éptima.

Analizaremos también a la cuestién reciproca que, en este caso, tiene respuesta
negativa, tal como probaremos posteriormente. No obstante, si nos restringimos al
caso en que G es un grafo ciibico, obtenemos que si s(G) = s entonces j(G) < 2s.

En segundo lugar vamos a plantear idénticas cuestiones entre los invariantes j y
s y algunos invariantes cldsicos: el género orientable «y, el no orientable ¥, la escisidn
o, el cruzamiento v, el grosor 0 y el exceso £.

El grosor de un grafo G, denotado por 6(G), es el menor nimero de subgrafos
planos de G cuya unién es G. Evidentemente, el grosor de un grafo es uno si y sélo
si el grafo es plano.

Dado un grafo G, la escisién de G, denotada por o(G), es el menor nimero & tal
que G se puede obtener a partir de un grafo plano G’ mediente identificaciones de
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k vértices (de dos vértices cada una). Claramente, o(G) = 0 si y sélo si G es plano.

El cruzamiento de un grafo, denotado (@), es el menor nimero k tal que G
puede ser dibujado en el plano con un méximo de k cruces de aristas. Es obvio que
el cruzamiento de un grafo es cero si y solamente si el grafo es plano.

El exceso de un grafo G, denotado por £(G), es el mayor nimero de subgrafos
no planos disjuntos por aristas contenido en G.

5.2 Relacion entre los invariantes j y s

Nuestro objetivo es determinar si podemos acotar el valor del invariante s de un
grafo en funcién del invariante j o viceversa y, en caso de que esto sea posible, obtener
la cota éptima. Vamos a concretar el problema en dos cuestiones que resolveremos
a lo largo de esta seccidn.

Consideremos la familia de grafos A, = {G/j(G) < n}. Nos preguntamos si
existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € A, se tiene que
s(@) < m(n).

El siguiente resultado nos va a permitir responder de forma afirmativa a la
cuestion anterior.

Teorema 5.1. Sea G un grafo no plano. Entonces se verifica que s(G) +1 < j(G).

Demostracién. Consideremos la pseudosuperficie G,. Ya sabemos que esta pseu-
dosuperficie est4 formada por la suma conexa de n toros estrangulados, pero también
la podemos considerar como se muestra en la Figura 5.1.

Mediante un estrangulamiento conveniente tenemos que G, se transforma en
n+l

la pseudosuperficie Sy HSD. Por tanto, si un grafo G admite una inmersién en
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Figura 5.1: Una pseudosuperficie homeomorfa a G,,.

n+l1
So H So también la admite en G,,.

Sea G un grafo no plano. Entonces j(G) > 2. Si j(G) = n+1 entonces s(G) < n
y por tanto se tiene que s(G) + 1 < j(G).O

Por tanto la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa en el caso de grafos
no planos, y la funcién buscada es m(n) = n — 1. En el caso de grafos planos la
solucién del problema es trivial puesto que ambos invariantes son nulos.

Queremos ahora determinar si la cota que nos da el Teorema 5.1 es éptima. Es
decir, siguiendo con la formulacién inicial del problema, nos preguntamos si existe
otra funcién m, : IN — IN, estrictamente menor que m a partir de un cierto natural
y tal que para cualquier grafo G € A, se tiene que s(G) < my(n).

Consideremos el grafo obtenido de identificar p grafos K5 en un punto, que

P P 2
denotaremos v K. Vamos a determinar s(\/ Ky yj (v Ks).

=1 i=1 =1

Teorema 5.2. Se verifican los siguientes enunciados.

1. 8(\/ Ks) =D.
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2. j(\/Ks)=p+1.

=1

Demostracién. Como el género orientable de un grafo es la suma del género

P P

orientable de sus bloques ([6]) tenemos que fy(\/ K5) = p, por lo que s(\/ Ks) >p
i=1 i=1

ya que G, se puede obtener de una esfera con p asas estrangulando un paralelo en

cada una de ellas.

Por otra parte, en K, un vértice cualquiera puede cortarse en dos de forma que el
grafo resultante sea plano. Efectuando esta operacién en cada uno de los p K5 en un

vértice que no sea el que comparten, se obtiene un grafo plano tal que al identificar
P

los p cortes hechos induce una inmersién de \/ Ks en G, (véase Figura 5.2.a, donde

i=1
P

los vértices con el mismo nombre estéan identificados), por lo que s(V Ks) <p. De

=1

»
ambas s(v K5) = p.

i=1
Probemos ahora el segundo enunciado. Por el Teorema 5.1 y puesto que hemos

P ? P
probado que s(v K5) = p se tiene que ](V K;) > s(\/ Ki)+1=p+1

i=1 =1 i=1
p p+1
La otra desigualdad se tiene a partir de la inmersién de v Ks en Sy H So que
=1
nos muestra la Figura 5.2.b, donde los vértices 1, 2 ,..., p, p + 1 ocupan puntos

singulares, las aristas punteadas estdn en una célula y el resto del grafo en la otra.

P
La inmersién anterior nos demuestra que j (V Ks) < p+1,y, de ambas desigual-

i=1

p
dades obtenemos j(\/ K;)=p+1.0
i=1
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4 p+l
Figura 5.2: Inmersiones de V Ksen G,y Sy H So.-

=1

P
Por tanto, para esta familia de grafos se cumple la igualdad; es decir, s(\/ Ks)+

i=1
p

1= (V Kj5). Como consecuencia, la cota anterior es éptima.
i=1

Vamos a plantear ahora el problema reciproco del que acabamos de tratar. Con-
sideremos la familia de grafos B, = {G/s(G) < n}. Nos preguntamos ahora si

existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € B, se tiene que
J(G) < m(n).

La respuesta a la pregunta anterior es negativa en general. Consideremos la
familia de grafos {V;,/k € IN}. El grafo V}, que llamaremos grafo-ventilador de orden
k, puede verse en la Figura 5.3.a. Cortando el vértice o se obtiene un grafo plano,

por lo que V; admite una inmersién en G; para todo k €IN (véase Figura 5.3.b).
Por tanto, s(Vi) < 1.

Sin embargo j(Vi) crece a medida que lo hace k, segiin nos muestra el siguiente
resultado.
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Fig. a

Figura 5.3: El grafo V; y una inmersién suya en Gj.

Proposicién 5.3. j(V,42) > n+2, para todo n €IN.

Demostracidn. Veamos en primer lugar que el resultado es cierto para n = 1.
Supongamos que j(V3) = 2. Puesto que V; es 3-conexo, existe una arista z € A(V3)
tal que V3 — z es plano.

Por la simetria del grafo, podemos limitarnos a las aristas de tipo a, b, ¢, 6 d
que nos muestra la Figura 5.4. Si = es una arista de uno cualquiera de los tipos
anteriores, se puede comprobar que el grafo V3 — x contiene a una subdivisién de Kj

en todos los casos. Por tanto Vi — z no es plano, lo que contradice nuestra hipétesis;
luego j(Vs) > 3.

Supongamos ahora por hipétesis de induccién que j(Vp42) > n+2. Supongamos
n+2

que j(Vny3) = n + 2. Consideremos una inmersién de V,,3 en So H So, en la que
podemos suponer que algiin punto singular es un vértice distinto de o. Borrando un
vértice que ocupe un punto singular de la pseudosuperficie que no sea c, inducimos
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Figura 5.4: Tipos de aristas del grafo V3.

n+1
una inmersién de V,,,5 en Sy II Sy, lo que contradice nuestra hipdtesis de partida.
Por tanto j(Vp43) > n+ 3.0

No obstante, si a la formulacién del problema anterior afiadimos la restriccién
de que el grafo G sea cibico podemos encontrar una funcién m que satisface las
condiciones de dicho problema. Para ello, necesitamos el siguiente lema:

Lema 5.4. Si G es un grafo cibico se tiene que s(G) < n si y solo si existen z,

Zo, ..., T aristas de G tal que G — {z1,... ,z,} es plano.
Demostracion.
Suficiente: Como G — {z1,...,z,} es plano basta afiadir n toros estrangulados

para que el grafo G' se pueda sumergir en G, y ya tenemos que s(G) < n.

Necesaria: Sea s(G) = s < n. El grafo inducido de cortar los s puntos singulares
en la pseudosuperficie es plano. Este grafo contiene como subgrafo al grafo construi-
do de la siguiente forma: borramos cada arista de G que pasa por un punto singular;
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por ser G ciibico, del corte de cada vértice que est4 en un punto singular, resulta
un nuevo vértice de valencia 1. Borramos la arista incidente con dicho vértice.

Sean zi,... , 7, las aristas borradas. El grafo que hemos construido es por tanto
G — {z1,...,x,}, con s < n, que es plano por ser subgrafo de otro grafo plano.O

Ahora estamos en condiciones de probar la siguiente relacion:

Teorema 5.5. Si G es un grafo cibico, se tiene que j(G) < 2s(G).

Demostracion. Gracias al Lema 5.4, podemos construir una inmersién del grafo

2n
cibico G en la pseudosuperficie Sy II Sy, dibujando G — {1, ... ,Zn} en una de las
esferas y pasando las n aristas que faltan por puntos singulares.

De esta forma ya tenemos que j(G) < 2s(G).0

Como consecuencia del Teorema 5.5, una funcién que satisface las condiciones
exigidas en el problema anterior es m(n) = 2n.

En [17] los autores probaron que el problema que tiene como datos de entrada
un grafo cibico G = (V, A) y un entero positivo K < #A y que decide si el grafo G
puede transformarse en un grafo plano con, a lo més, K cortes de vértices en dos,
es NP-completo.

Otra consecuencia del Teorema 5.5 y del Lema 5.4 es el siguiente resultado, que
se obtiene de forma inmediata.

Teorema 5.6. El problema que tiene como datos de entrada un grafo cibico G =
(V, A) y un entero positivo K < #A y que decide si s(G) < K es NP-completo.O
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5.3 Relacidn entre s y el género orientable

En esta seccién vamos a determinar si podemos acotar el valor del invariante s
de un grafo en funcién del género orientable del mismo o viceversa y, en caso de
que esto sea posible, obtener la cota éptima. Vamos a concretar el problema en dos
cuestiones que resolveremos a lo largo de esta seccién.

Consideremos la familia de grafos A, = {G/s(G) < n}. Nos preguntamos si
existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € A, se tiene que

Y(G) < m(n).

El siguiente resultado nos va a permitir responder de forma afirmativa a la
cuestién anterior.

Teorema 5.7. Sea G un grafo no plano. Entonces se verifica que v(G) < s(G).

Demostracion. Puesto que la pseudosuperficie G, se obtiene a partir de la suma
conexa de n toros estrangulados, toda inmersién de un grafo en G,, induce otra en
T,, es decir, en la suma conexa de n toros. Por tanto se tiene que v(G) < s(G).0

Por tanto, la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa y una funcién en las
condiciones del enunciado del problema es m(n) = n.

Ademds, la cota que nos da el Teorema 5.7 es éptima. Es decir, siguiendo con la
formulacién inicial del problema, no existe otra funcién m; : IN — IN, estrictamente
menor que m a partir de un cierto natural y tal que para cualquier grafo G € A, se
tiene que y(G) < my(n).

P P
Consideremos de nuevo el grafo v Ks. Sabemos que s(\/ Ks) = p por el Teore-
=1 =1
ma, 5.2 y puesto que el género orientable de un grafo es la suma del género orientable
D
de sus bloques ([6]) tenemos que 'y(\/ K;) = p. Por tanto, para esta familia de grafos

i=1

se da la igualdad entre v y s.
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sse Vk?
o Vk2
eos Vi3
XX Vick

?
Fig. b

Fig. a

Figura 5.5: El grafo A y una inmersion suya en T.

Vamos a plantear ahora el problema reciproco del que acabamos de tratar. Con-
sideremos la familia de grafos B, = {G/7(G) < n}. Nos preguntamos ahora si

existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € B, se tiene que
s(G) < m(n).

La respuesta a la pregunta anterior es negativa en general. Consideremos la
familia de grafos {Ax/k € IN}. El grafo Ay, que llamaremos grafo-anular de orden
k, puede verse en la Figura 5.5.a. El grafo A; admite una inmersién en T, tal como
puede verse en la Figura 5.5.b, por lo que v(Ag) = 1 para todo k¥ €IN.

Sin embargo s(Aj) crece a medida que lo hace k, segiin nos muestra el siguiente
resultado.

Proposicién 5.8. s(A,43) > n+ 1, para todo n €IN.
Demostracién. Veamos en primer lugar que el resultado es cierto para n = 1.

Supongamos que s(A4) = 1. Entonces podemos cortar un vértice de A4 en dos de
tal forma que el grafo resultante es plano.
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Figura 5.6: Tipos de vértices del grafo A,.

Por la simetria del grafo, podemos limitarnos a los vértices de tipo a 0 8, que nos
muestra la Figura 5.6. Tanto el vértice & como el 8 pueden cortarse en dos vértices
de valencia 1 y 3 respectivamente o bien en dos vértices de valencia 2. Puede
comprobarse que en todos los casos el grafo resultante contiene una subdivisién de
K3 3, por lo que no es plano y llegamos a contradiccién con la hipdtesis de partida.

Supongamos ahora por hipétesis de induccién que s(A4,43) > n+1. Supongamos
que s(Apts4) = n+ 1. Consideremos una inmersién de A,;4 en G,;. Borrando un
vértice que ocupe un punto singular de la pseudosuperficie inducimos una inmersién
de A,43 en Gy, lo que contradice nuestra hip6tesis de partida. Por tanto S(A,44) >
n-+ 2.0

5.4 Relacidon entre s y el género no orientable

Vamos a determinar en esta seccién si podemos acotar el valor del invariante s
de un grafo en funcién del género no orientable del mismo. Vamos a concretar el
problema en los mismos términos que en las secciones precedentes.
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Consideremos la familia de grafos A, = {G/s(G) < n}. Nos preguntamos si
existe una funcién m : IN — N tal que para cualquier grafo G € A, se tiene que
7(G) < m(n).

El género orientable y el no orientable de un grafo estan relacionados mediante la
siguiente desigualdad: 4 < 2y+1. Como consecuencia de la misma y del Teorema 5.7
se obtiene que ¥(G) < 2s(G) +1, por lo que podemos responder de forma afirmativa
a la cuestién anterior, siendo m(n) = 2n + 1 una funcién en las condiciones del
problema anterior. No obstante esta funcién es mejorable a partir del siguiente
resultado.

Teorema 5.9. Sea G un grafo no plano. Entonces se verifica que 7(G) < 2s(G).

Demostracidén. El toro estrangulado G; puede obtenerse estrangulando un ciclo
esencial en la botella de Klein que, como sabemos, tiene género no orientable 2. Por
tanto una inmersién de un grafo en G, induce otra en la suma conexa de n botellas
de Klein, que es una superficie no orientable de género 2n.0

Por tanto la funcién m;(n) = 2n verifica las condiciones del problema anterior y
mejora a la funcién m obtenida anteriormente (es estrictamente menor). Adem4s la
funcién m, es éptima, es decir, no existe otra funcién my : IN — IN, estrictamente
menor que m; a partir de un cierto natural y tal que para cualquier grafo G € A,
se tiene que ¥(G) < ma(n).

- Para ver esto, consideremos el grafo K7 — Cy. Este grafo admite una inmersién
en Gi, tal como puede verse en la Figura 5.7, la cual induce otra inmersién de este
mismo grafo en la botella de Klein. Sin embargo K7—Cjy no admite una inmersién en
IP,(IR) al contener a Dg, uno de los 35 menores prohibidos para el plano proyectivo
[2, 3, 21]. Por tanto s(K7 — Cy) =1y (K7 — Cy) = 2.

P
Vamos a definir el grafo H, = U(K7 —Cy). A partir de la inmersién de K7 — Cy

=1
en G, que vemos en la Figura 5.7 podemos construir de forma inmediata otra de H),

en Gp, por lo que s(H,) < p. Asimismo K7 — Cy es un subgrafo de K7 y v(K7) =1
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Figura 5.7: Inmersién de K; — C4 en G;.

[24], por lo que y(H,) = p [6] con lo que s(H,) > p (por el Teorema 5.7). De ambas
desigualdades s(H,) = p.

Por otra parte, aplicando la férmula de Stahl y Beineke [42] que nos da el género
no orientable de un grafo en funcién de el de sus bloques, tenemos que 4(H,) = 2p.
Por tanto s(H,) = 25(H,).

Vamos a plantear ahora el problema reciproco del que acabamos de tratar. Con-
sideremos la familia de grafos B, = {G/4(G) < n}. Nos preguntamos ahora si
existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € B, se tiene que

s(@) < m(n).

La respuesta a la pregunta anterior es negativa en general puesto que ya lo era
para el género orientable. En [5] los autores observan que v(G) no esté acotado en
funcién de 7(G). De hecho, consideremos el grafo G, que nos muestra la Figura 5.8;
Thomassen demuestra en [47] que v(G,) A mientras que 4(G,) = 1, para todo

p > 1, ya que la Figura 5.8 nos muestra una inmersién del grafo G, en IP;(RR).

Como por el Teorema 5.7 se tiene que v(G,) < s(G,) entonces s(Gp) — 00
p—roo

mientras que (Gp) = 1.
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Figura 5.8: Inmersién de G, en IPy(IR).

5.5 Relacion entre los invariantes sy o

Fl invariante ¢(G), denominado escisién del grafo G y que ha sido definido en
la introduccién de este Capitulo, parece, en principio, guardar una estrecha relacién
con el invariante s; de hecho, ambos valores coinciden cuando G es un grafo cibico
segin veremos posteriormente.

En esta seccién vamos a determinar si podemos acotar el valor del invariante s
de un grafo en funcién de la escisién del mismo o viceversa y, en caso de que esto
sea posible, obtener la cota 6ptima. Como antes, vamos a concretar el problema en
dos cuestiones que resolveremos a lo largo de esta seccién.

Consideremos la familia de grafos A, = {G/s(G) < n}. Nos preguntamos si

existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € A, se tiene que
a(G) < m(n).

El siguiente resultado nos va a permitir responder de forma afirmativa a la
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cuestién anterior.

Proposicién 5.10. Sea G un grafo. Entonces se verifica que o(G) < s(G).

Demostracién. Supongamos que s(G) = s y supongamos que G admite una
inmersién en G, en la que k puntos singulares son ocupados por vértices y s — k
puntos singulares son ocupados por aristas. Por el Lema 2.1 los extremos de estas
aristas han de ocupar puntos singulares. Sea G el grafo inducido por el corte de los
s puntos singulares en la superficie (subdividimos las aristas que pasan por puntos
singulares para que resulte un grafo). Entonces G; es plano.

Efectuemos ahora en G la siguiente secuencia de cortes: cada vértice que ocupaba
un punto singular en la inmersién anterior es cortado de la misma forma descrita
antes. De cada arista que pasaba por un punto singular cortamos un extremo de
tal forma que el nuevo extremo de la arista resultante del corte tenga valencia 1.
Sea (G2 el grafo resultante de esta secuencia de cortes. Por construccién G, es Gy
menos algunas hojas, con lo que G, también es plano. Como realizando s cortes de
vértices en G hemos obtenido un grafo plano, se tiene que ¢(G) < s(G).0

Por tanto, la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa y una funcién en las
condiciones del enunciado del problema es m(n) = n.

Ademds, la cota que nos da la Proposicién 5.10 es éptima. Es decir, siguiendo
con la formulacién inicial del problema, no existe otra funcién m; : N — IN,
estrictamente menor que m a partir de un cierto natural y tal que para cualquier
grafo G € A, se tiene que o(G) < m;(n).

P p
Consideremos el grafo U K5. Veamos que s(U K5) = p. De forma anéloga a la

1=1 i=1
p

que nos muestra la Figura 5.2.a podemos dar una inmersién de U Ksen Gy, conlo

i=1
p

que s(U Ks) < p. Por otra parte, sumando los géneros de sus bloques ([6]) tenemos
i=1
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p P
que 'y(U K3) = p con lo que aplicando el Teorema 5.7 se tiene que s(U Ks) > p.
i=1 1=1

P
De ambas desigualdades se deduce que s(U Ks) = p.

=1

P
Por la Proposicién 5.10 a(U Ks) < p. Por otra parte, para obtener un grafo

i=1
p

plano a partir de una secuencia de cortes en U K5 hay que realizar al menos un

i=1
P
corte en cada Kjs, con lo que O'(U K3) > p. De ambas consideraciones tenemos que
P =y P
O'(U K5) = p. Tenemos, pues, que s(U Ks) = U(U Kj5) para todo p €IN.
i=1 i=1 i=1

Otro resultado que nos relaciona s con la escisién es el siguiente.

Teorema 5.11. Sea G un grafo. s(G) =1 si y sdlo si o(G) = 1.

Demostracion. Si s(G) = 1 entonces cortando un vértice se obtiene un grafo
plano, luego o(G) < 1, pero G no puede ser plano (e. 0. c. s(G) = 0), con lo que
o(G) > 1.

Razonamos de forma anéloga si la hipétesis es o(G) = 1.0

Vamos a plantear ahora el problema reciproco del que acabamos de tratar. Con-
sideremos la familia de grafos B, = {G/o(G) < n}. Nos preguntamos ahora si

existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier grafo G € B, se tiene que
s(G) < m(n).

La respuesta a la pregunta anterior es negativa para n > 2. Consideremos la
familia de grafos {B,/k € IN}. El grafo B; puede verse en la Figura 5.9, donde
vértices con el mismo nombre estdn identificados. A partir del grafo By puede
obtenerse un grafo plano con sélo dos cortes del vértice o tal como vemos en la misma
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Figura 5.9: El grafo By y un 2-corte suyo plano.

Figura 5.9, con lo que o(B;) < 2 para todo k €IN. De hecho o(B;) = 2 ya que, a
partir de la Proposicién 5.12 se tiene que s(B;) > 2, luego, por el Teorema 5.11,
o(Bg) > 2 para todo k €IN.

Sin embargo s(By) crece a medida que lo hace k, seglin nos muestra, el siguiente
resultado.

Proposicién 5.12. s(B,,,3) > n+ 1, para todo n €IN.

Demostracidn. Veamos primero que el teorema se verifica para n = 1. Supong-
amos que s(By) = 1. Entonces efectuando un corte en algtin vértice de B; obtenemos

un grafo plano. Nombraremos los vértices segiin se muestra en la Figura 5.9 haciendo
k=4,

Si cortamos algin v;;, entonces el subgrafo inducido por los vértices U y o



5.5. RELACION ENTRE LOS INVARIANTES S Y o 125

contiene a K5 como menor, con 4,5 = 1,...,4. Por simetria, nos sucede lo mismo

cortando a alglin u;;. Supongamos, pues, que cortamos el vértice o en dos, que
llamaremos a; y as5.

Si la valencia de alguno de ellos (e. g. de ;) es mayor o igual que 9 entonces o4
es adyacente con al menos 5 vértices del conjunto {u;;/i =1,2,3,4;5 = 1,4} o bien
del conjunto {v;;/i =1,2,3,4;j = 1,4}. En este caso el subgrafo inducido por o y
los 5 vértices adyacentes contiene a K5 como menor.

Por tanto (o) = §(c2) = 8. Pero también en este caso el grafo resultante del

corte contiene a K5 como menor, con lo que llegamos a contradiccién y, por tanto
8 (B4) Z 2.

Supongamos ahora por hip6tesis de induccién que s(Bp3) > n+1. Supongamos
que $(Bpi4) = n + 1. Consideremos una inmersién de B, 4 en G,;1. Borrando un
vértice que ocupe un punto singular de la pseudosuperficie que no sea ¢ inducimos

una inmersién de B,,3 en G,, lo que contradice nuestra hipétesis de partida. Por
tanto S(By,4) > n+2.0

No obstante para todo grafo G € B, se tiene que s(G) = 1 a partir del Teore-
ma 5.11.

Para concluir esta seccién, mostraremos que el problema que decide si 3(G) < K,
siendo G un grafo cibico, es NP-completo.

En [17] los autores probaron que el problema que tiene como datos de entrada
un grafo cibico G = (V, A) y un entero positivo K < #4 y que decide si el grafo G
puede transformarse en un grafo plano con, a lo méds, K cortes de vértices en dos,
es NP-completo.

En grafos cubicos, el invariante s y el invariante escisidn de un grafo, coinciden
ambos. Vamos a probarlo por doble desigualdad.

Ya sabemos que 0(G) < s(G) por la Proposicién 5.10. Tenemos que probar que
$(G) < 0(G) cuando G es un grafo ciibico. Supongamos que tenemos una inmersién
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de G con o(G) cortes. Sea G el grafo que se obtiene al hacer o(G) cortes, pudiendo
cortar cada vértice varias veces. Tomemos un vértice u € V(G). Si dicho vértice
no se corta 6 se le hace un sélo corte ya hemos terminado. En el caso de que se le
hagan dos cortes, observemos que el grafo que se obtiene en G* es homeomorfo a
otro en el que se realiza un corte al vértice u y otro corte a un punto interior de una
arista incidente con u. Por tanto, en cualquier caso, se tiene que s(G) < o(G).

Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado de forma inmediata:

Teorema 5.13. El problema que tiene como datos de entrada un grafo cibico G =
(V, A) y un entero positivo K < #A y que decide si s(G) < K es NP-completo.O

5.6 Relacion entre los invariantes j y v

El invariante v(G), denominado cruzamiento del grafo G ya ha sido definido en
la introduccién de este Capitulo.

En esta seccién vamos a determinar si podemos acotar el valor del invariante j de
un grafo en funcién del cruzamiento del mismo o viceversa y, en caso de que esto sea
posible, obtener la cota 6ptima. Como en secciones anteriores, vamos a concretar el
problema en dos cuestiones que resolveremos a lo largo de esta seccién.

Consideremos la familia de grafos A, = {G/v(G) < n}. Nos preguntamos si

existe una funcién m : N — IN tal que para cualquier grafo G € A, se tiene que
i(G) < m(n).

El siguiente resultado nos va a permitir responder de forma afirmativa a la
cuestién anterior.

Proposicién 5.14. Sea G un grafo. Entonces se verifica que j(G) < 2v(G).

Demostracién. Supongamos que G es un grafo tal que ¥(G) = n. Entonces
existen a;, ay,...,a, aristas de G tales que G — {a;,as,...,a,} es plano. Sean v,
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V3,...,Um 10s extremos de las aristas anteriores, donde n+1 < m < 2n. Consideremos

una inmersién de G — {as, as, ..., a, } en una esfera. Identificando los puntos vy,...,Um

con m puntos de otra esfera y dibujando las aristas ay,...,a, en la segunda esfera
m

hemos construido una inmersién de G en Sy II Sy con m < 2n. Por tanto j(G) <
2n.00

Por tanto, la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa y una funcién en las
condiciones del enunciado del problema es m(n) = 2n.

Adems4s, la cota que nos da la Proposicién 5.14 es éptima. Es decir, siguiendo
con la formulacién inicial del problema, no existe otra funcién m; : N — NN,
estrictamente menor que m a partir de un cierto natural y tal que para cualquier
grafo G € A, se tiene que j(G) < m;(n). Para demostrarlo, veamos antes un lema
previo.

P
Lema 5.15. j(U K;) = 2p.

=1

P 2
Demostracion. La Figura 5.10 nos muestra una inmersién de U Ky en Sy I Sy,
e
» 1
donde los puntos singulares son 1, ..., 2p, con lo que j (U Ks) < 2p.
i=1
P

m
Por otra parte, consideremos una inmersién de U Ky en Sy II Sy, para cierto

=1
m €NN. Por cada K5 que dibujemos en una esfera hay que pasar al menos una arista
por la otra esfera. Ademds los K5 son disjuntos, luego cada una de estas aristas pasa
por, al menos, dos puntos singulares. Por tanto m > 2p. De ambas desigualdades

)
concluimos en que ](U Ks) =2p.0

i=1

P P
Consideremos el grafo U K. Por el Lema 5.15 se tiene que 7 (U Ks) = 2p. Por

=1 t=1
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p 2p
Figura 5.10: Inmersién de U K5 en Sy I1.S;.

=1

P
otra parte l/(U Ks) = p. En efecto, la Figura 5.10 nos muestra un dibujo plano

=1

P

de U K5 con p cruces. Por otra parte como v(K5) = 1, por cada Kj dibujado en
=
' P

el plano ha de haber necesariamente un cruce con lo que I/(U Ks) > p. De ambas

=1

P
desigualdades se obtiene la igualdad. Hemos llegado por tanto a que j (U K;) =

=1
4

21/(U K5).

=1

Como en secciones anteriores, vamos a plantear ahora el problema reciproco del
que acabamos de tratar. Consideremos la familia de grafos B, = {G/j(G) < n}.
Nos preguntamos ahora si existe una funcién m : IN — IN tal que para cualquier
grafo G € B, se tiene que v(G) < m(n).

La respuesta a la pregunta anterior es negativa para n €IN. Consideremos el grafo
K2, obtenido de duplicar n veces todas las aristas de K5 excepto una, subdividiendo
las aristas anadidas para evitar aristas miltiples (ver Figura 5.11). Puesto que
v(K5) = 1, cualquier dibujo de K5 en el plano tiene como minimo un cruce de dos
aristas. Al menos una de esas estd n veces duplicada en K¢, por lo que cualquier
dibujo de K en el plano contiene al menos n cruces de aristas. Por otra parte,
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Figura 5.11: Dibujo de K¥ en IR? con n cruces.

la Figura 5.11 nos muestra un dibujo de K? en el plano con n cruces, donde la
arista sin duplicar est4 en trazo grueso y los cruces se han sefalado con un circulo
transparente. Por tanto v(K?) = n.

Sin embargo, si llamamos e a la arista de K? que no fue duplicada en el Kj

’ 5 4 "
original, K? — e es plano, por lo que K? admite una inmersién en Sy IT So sin mas
que sumergir K? — e en una esfera y e en la otra, siendo los extremos de e llevados

2
por la inmersién en los puntos singulares de Sy IT Sp. Por tanto j(KZ) = 2 para
todo n €IN.
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5.7 Otras relaciones

Los invariantes 6(G) y £(G), denominados respectivamente grosor y exceso del
grafo G ya han sido definidos en la introduccién de este Capitulo.

En esta seccién vamos a determinar si podemos acotar el valor del invariante
J de un grafo en funcién del grosor del mismo o viceversa. Procederemos de igual
forma con el exceso de un grafo.

Al contrario que en las secciones anteriores, no vamos a formalizar excesivamente
el problema de relacionar los invariantes antes mencionados. Concretamente, en lo
que se refiere al grosor, el siguiente resultado nos muestra que si el invariante j estd
acotado para una determinada familia de grafos, también lo estd el grosor.

Teorema 5.16. Sea G un grafo. Entonces 0(G) < j(G).

Demostracién. Supongamos que j(G) = n. Entonces G admite una inmersién

en Sy fI Sp. Puesto que podemos suponer que toda arista que pase por un punto
singular tiene sus extremos en otros dos puntos singulares, tenemos, en el peor de los
casos, n — 2 aristas que pasan por puntos singulares. Sean ey, ...,e,_2 dichas aristas.
Sean ademds G y G los subgrafos de G — {ey, ..., e,_2} inducidos por el corte de

n
los n puntos singulares de Sy I Sy. Por construccién G; y G5 son planos. Por tanto
G1, G, €1, ...,en_2 €s una descomposicién de G en n subgrafos planos disjuntos por
aristas, con lo que 8(G) < n.O

La cota que nos muestra el resultado anterior dista mucho de ser 6ptima. Tratar
de hallar una cota éptima parece una tarea compleja y queda como problema abierto.

El reciproco no es cierto, es decir, existen familias infinitas de grafos con el grosor
acotado y para los cuales el invariante j crece indefinidamente.

n
Consideremos el grafo U K. La Figura 5.10 nos muestra una descomposicién de

=1
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U K en dos grafos planos, el primero de los cuales es U Ks—{{1,2},{3,4}, ... {p, 2p}}

n
y el segundo grafo estd formado por todos los vértices de UK5 y sé6lo las aris-

=1

n
tas {1,2}, {3,4}, ..., {p,2p}. Puesto que UK5 no es plano, esto demuestra que

i=1

0(U K35) = 2 para todo n €IN. Sin embargo se tiene por el Lema 5.15 que ](U Ks) =

=1 i=1

2n.

Respecto al exceso, existen familias infinitas de grafos con el invariante j acotado
y para los cuales el exceso crece indefinidamente.

Consideremos el grafo LE, obtenido de duplicar n veces todas las aristas de Ks,
subdividiendo las aristas afiadidas para evitar aristas multiples (ver Figura 5.12).
De forma natural podemos descomponerlo en n subgrafos homeomorfos a K5 y, por
tanto, no planos, con lo que £(G) > n. Sin embargo L} admite una inmersién en

2
So I Sy para todo n €IN, sin méas que dibujar una “n-arista” en una de las esferas
y el resto del grafo en la otra.

El problema reciproco, es decir, estudiar la acotacién de £ en funcién de la de j,
queda abierto.
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Parte 111

Pseudosuperficies con mas de dos
células
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Capitulo 6

Algoritmos en pseudosuperficies

En este capitulo presentamos dos algoritmos que deciden si un grafo admite una
inmersién en una pseudosuperficie. El primero lo hace para una pseudosuperficie

2

concreta (Sp IT Sp) en tiempo polinomial. El segundo es independiente de la pseudo-
superficie, es decir, tiene como entrada un grafo y una pseudosuperficie cualesquiera
y decide si dicho grafo admite una inmersién en esa pseudosuperficie.

6.1 Introduccién

Robertson y Seymour muestran en [39] un algoritmo que comprueba si un grafo
admite una inmersién en una superficie en tiempo O(n?). De forma natural podemos
plantearnos si existen algoritmos que determinen en tiempo polinomial si un grafo
es sumergible en una pseudosuperficie dada.

En este capitulo desarrollamos un algoritmo que decide, en tiempo polmomlal

si un grafo admite una inmersién en una pseudosuperficie concreta: So II So. Este
algoritmo no es extensible a una pseudosuperficie cualquiera, ya que se basa en que

los 84 grafos 2-conexos minimales prohibidos para la pseudosuperficie So I_I Sp son

135
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conocidos (véase [10]).

No obstante lo anterior presentaremos posteriormente un algoritmo que tiene
como entrada un grafo y una pseudosuperficie cualesquiera, y que decide si dicho
grafo admite o no una inmersién en esa pseudosuperficie. Aunque trabaja en tiempo
exponencial, el interés que suscita no es tanto el algoritmo en si sino la existencia
del mismo. Concluiremos con un ejemplo aplicado a una pseudosuperficie concreta.

2
6.2 Un algoritmo para Sy II .S

En esta seccién damos un algoritmo que decide en tiempo polinomial (en realidad

2
O(n?)) si un grafo admite una inmersién en Sy II S;. Este algoritmo se basa en un
algoritmo de planaridad en tiempo lineal (e. g. [28])

2
Sea G un grafo con n vértices. jAdmite G una inmersién en Sy IT Sy?.

G es 3-conexo o subdivisién de 3-conexo: Quitamos una arista de todas las
formas posibles y aplicamos un algoritmo de planaridad. Si el grafo resultante

es plano = |SI | FIN. En otro caso = FIN.

G es 2-conexo y no 3-conexo: Existe {u,v} pareja de corte de G. Sean G; y G,
el resultado del corte y sea e la arista uv. Sean G} = Gy +e, G5 = G2 +e.
Pueden darse varios casos:

1. G, y G, planos = |SI | FIN.

2. G1 y G2 no planos. Entonces G contiene uno de los 84 grafos 2-conexos
2
minimales prohibidos en Sy IT1 Sy = FIN.
3. G1 no plano y G5 plano. De nuevo se presentan dos casos.
2
(a) G3 es plano. Entonces G admite una inmersién en Sp IT .S si y sélo

si G7 la admite. Por tanto aplicamos el algoritmo con G} como
entrada.
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(b) G3% no es plano. Entonces G contiene uno de los 84 grafos 2-conexos

2
minimales prohibidos en Sy II Sy = FIN.

G no es 2-conexo: Tres casos.

1. G tiene 2 o mas bloques no planos. Entonces G contiene uno de los 84

2
grafos 2-conexos minimales prohibidos en Sy II S = FIN.

2. G tiene un solo bloque Gy no plano. Entonces G admite una inmersion

2
en Sy I1 S, si y s6lo si Gy la admite. Por tanto aplicamos el algoritmo
con G; como entrada.

2

3. G plano = |SI| FIN.

Observemos que este algoritmo trabaja en tiempo O(n?). Su funcionamiento se
basa en un algoritmo de planaridad en tiempo lineal (e. g. {28]).

~ Tengamos en cuenta, ademas que los grafos G; y G son estrictamente menores
que G, por lo que la recursién es finita, y que la deteccién de los bloques de un grafo
se realiza en tiempo lineal.

Como ya hemos indicado anteriormente, este algoritmo no es generalizable a
otras pseudosuperficies.

6.3 En una pseudosuperficie cualquiera

Thomassen probé en [45] que el problema que tiene como entrada un grafo G
y una superficie S y que decide si G admite una inmersién en S es NP-completo.
Incluso el problema que tiene como entrada un grafo ciibico G y una superficie
S y que decide si G admite una inmersién en S es también NP-completo, segin
demuestra el mismo autor en [46).
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(=X V=

Figura 6.1: Obtencién de S a partir de &.

Nuestro objetivo en esta seccién es encontrar un algoritmo que tenga como en-
trada un grafo G y una pseudosuperficie & y que decida si G admite una inmersion
en &. Por los resultados obtenidos por Thomassen comentados anteriormente y
puesto que la entrada (G, ) es mas general que la entrada (G, S), es de esperar
que los algoritmos como el que buscamos no sean polinomiales, por lo que no nos
preocuparemos de la eficiencia de nuestro algoritmo.

El que vamos a describir a continuacién, que llamaremos Algoritmo A, es ex-
ponencial. Se basa a su vez en otro algoritmo que tiene una entrada maés restrictiva
y que llamaremos Algoritmo B, que también es exponencial. Describiremos en
primer lugar el Algoritmo B dejando para después el Algoritmo A que es el algo-
ritmo general. Como ya hemos comentado anteriormente, el interés del Algoritmo
A estriba en que prueba la existencia de tales algoritmos y no en su implementacién.

Antes de describir los algoritmos, vamos a dar algunos resultados previos.

Lema 6.1. Sea G una pseudosuperficie cualquiera. Entonces existe una superficie

S tal que para todo grafo G sumergible en & se tiene que G admite una inmersion
en S.

Demostracion. Consideremos un punto singular a de &. Un entorno de o es
homeomorfo a la unién en « de n discos. Cortemos de G un entorno de ¢, con lo que
resultan n agujeros en &. Consideremos una esfera con n agujeros e identifiquemos
los bordes de cada uno de los agujeros de la esfera con cada uno de los agujeros de &
(ver Figura 6.1). Repitiendo este proceso con todos los puntos singulares se obtiene
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Figura 6.2: El grafo Cp,(K5).

una superficie o una unién disjunta de superficies. En este ltimo caso obtendriamos
una superficie conectando las distintas componentes conexas entre si mediante la
suma conexa de esferas.

Si llamamos S a la superficie resultante del proceso, se tiene por construccién
que una inmersién de un grafo en G induce una inmersién de ese grafo en 5.0

El siguiente lema nos muestra el género del grafo C,(Ks), que puede verse en la
Figura 6.2.

Lema 6.2. El grafo Cy(Ks) es 2-conexo y v(Cn(Ks)) = 7(Cn(Ks)) = n, para todo
n €IN.

Demostracion. Por construccién, si borramos un vértice de Cn(K5s), con n €N,
resulta un grafo conexo.

La Figura 6.3.a nos muestra una inmersién de C,(K3) en una superficie de género
no orientable n y en la Figura 6.3.b podemos ver una inmersién de Cy(Kj) en una
superficie de género orientable n, por lo que 7(Cyr(Ks)) < ny 7(Cn(Ks)) < 7.

Por otra parte C,(Ks) contiene al grafo n K5 como subgrafo. Puesto que y(n K5) =
#(n Ks) = n, se tiene que v(Cy(K35)) > ny ¥(Cn(Ks)) > n.0
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Fig.a

Fig. b

Figura 6.3: Inmersiones de Cp,(K5).
6.3.1 Descripcién del Algoritmo B

A continuacién vamos a construir un algoritmo, que llamaremos Algoritmo
B. Este algoritmo tiene como entrada un grafo G y una pseudosuperficie & tal
que todas sus células son superficies y todos sus puntos singulares poseen entornos
homeomorfos a la unién en un punto de dos discos de los que, al menos uno, pertenece
a una célula con un solo punto singular; y que decide si G admite una inmersién en

6.

El Algoritmo B se basa, a su vez, en otro algoritmo, que llamaremos Algo-
ritmo B; y que tiene la misma entrada que el Algoritmo B, siendo, ademés, la
pseudosuperficie & conexa. El Algoritmo B; decide si G admite una inmersién en

6.

Descripcién del Algoritmo B,
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La entrada de este algoritmo es un grafo G y una pseudosuperficie & conexa tal
que todas sus células son superficies y todos sus puntos singulares poseen entornos
homeomorfos a la unién en un punto de dos discos de los que, al menos uno, pertenece
a una célula con un solo punto singular. Supongamos que & tiene n puntos singulares
y sean aj, ...,a, dichos puntos singulares.

El algoritmo decide si G admite una inmersién en &. Para ello se basa en un
algoritmo que teniendo como entrada un grafo G y una superficie S decida si G
admite una inmersién en S. Tales algoritmos existen pues, como hemos mencionado
anteriormente, Thomassen probé en [45] que el problema de decidir si G admite una,
inmersién en S es NP-completo. No obstante y precisamente por la NP-completitud,
es de esperar que tales algoritmos no sean polinomiales.

Observemos, ademds, que si n = 0 entonces & es una superficie o una unién
disjunta de superficies; en este caso definimos el Algoritmo B; como cualquiera de
los algoritmos citados en el parrafo anterior o bien cualquiera de los algoritmos a los
que hace referencia el Lema 6.3. Por tanto supondremos que n > 1.

A partir de un algoritmo que decide si un grafo admite una inmersién en una
superficie, podemos disefiar otro que decida si un grafo admite una inmersién en la
pseudosuperficie consistente en la unién disjunta de una coleccién de superficies, tal
como nos muestra el siguiente lema.

Lema 6.3. Eziste un algoritmo cuya entrada es (G, Sy, ..., Sp), donde G es un grafo
y Sy, ..., Sp superficies para cualquier n €N, y que decide si G admite una inmersidn
n

en I_l S;.
=1

Demostracion. Sean Gy, ..., Gy las componentes conexas de G, con k > 1. Vamos
a llamar algoritmo GS a un algoritmo cualquiera que, teniendo como entrada un
grafo y una superficie, decida si el grafo admite una inmersién en la superficie.
Demostraremos este resultado construyendo un algoritmo en las condiciones del
enunciado, al que llamaremos algoritmo GPS.
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Descripcion del algoritmo GPS.
Sin =1 entonces aplicamos el algoritmo GS a la entrada (G, Sy).

Si n > 1 entonces consideremos los grafos Gf y G5, para todo 8 € I, donde
Gf y Gg son uniones disjuntas de componentes conexas de G que vienen dadas en
funcién de los elementos del conjunto I = {8 = (b, ..., b)/b; € {1,0},Vi=1,...,k},
de tal forma que, dado S € I, G; C G’f Sb=1yG; C Gg < b; = 0, para todo
i=1,..k

n n—1
Consideremos, ademaés, LI S; = (U S,-) |_| Sp. Aplicamos el algoritmo GPS a

=1 i=1
n~1

la entrada G LI S; | y el algoritmo GS a la entrada (Gz, w). Siexiste § € I para

=1
la que el algorltmo GPS y el algoritmo GS responden afirmativamente, entonces

GHU&FW.

i=1

En otro caso |G 7L>|_| S;| FIN.O

Enunciemos otro resultado previo, cuya demostracién es inmediata.

Lema 6.4. Sea G un grafo 2-conero y & una pseudosuperficie en las condiciones
de la de la entrada del Algoritmo B. Entonces G admite una inmersion en G si y
sélo si existe S célula de G tal que G admite una inmersién en S.0

A continuacién pasamos a describir el Algoritmo B;.

Paso I. Computamos el grado de conexién de G. Si G es 2-conexo, para toda célula
S de G aplicamos el algoritmo GS referido en el Lema 6.3 a la entrada (G, S).
Si la respuesta del algoritmo GS es afirmativa para alguna entrada entonces

[G o6 ]FIN.



6.3. EN UNA PSEUDOSUPERFICIE CUALQUIERA 143

Si, por el contrario, la respuesta del algoritmo GS es negativa para todas las
entradas entonces |G <& & | FIN.

Si G no es 2-conexo vamos al paso siguiente.

Paso II. Vamos a usar un contador ¢ que inicializamos con el valor c:=1. Sic > n
entonces saltamos al Paso III. Cortamos la pseudosuperficie & por el punto
singular a,. Resulta de dicho corte una pseudosuperficie &, con n — 1 puntos
singulares y una superficie S, (célula de &). Sean Gj, ..., G las componentes
conexas de GG donde, eventualmente, k puede ser 1.

Al igual que en el Lema 6.3, consideremos los grafos Gf y G2, para todo 8 € I,
donde G% y G? son uniones disjuntas de componentes conexas de G que vienen
dadas en funcién de los elementos del conjunto I = {8 = (b1,...,b)/b; €
{1,0},Vi = 1,...,k}, de tal forma que, dado 8 € I, G; C Gf Sb=1y
G; C G’g & b; =0, paratodoi=1,..,k.

Aplicamos de forma recursiva el algoritmo B; a la entrada (G?,6,) v el
algoritmo GS referido en el Lema 6.3 a la entrada (G5, S.). Si existe 8 € I

para la que la respuesta de ambos algoritmos es afirmativa entonces |G — &
FIN.

En otro caso, si G admite una inmersién en &, ha de utilizarse el punto singular
o, en la inmersién, es decir, la inmersién habra de llevar un vértice o un punto
interior de una arista de G en a..

Incrementamos el contador en una unidad, ¢ := ¢+ 1 y volvemos al Paso II.
Paso III. Si el flujo del algoritmo todavia no ha sido interrumpido, de existir una

inmersién de G en G, ésta debe usar los n puntos singulares en la forma
descrita anteriormente.

Sea S, la célula de & que contiene a todos los puntos singulares de la pseudo-
superficie y sean Sy, ..., S, las otras células.

Computamos los puntos de corte de G y supongamos que G tiene m puntos
de corte, que llamaremos v, ..., V. Si m < n entonces |G <4 & | FIN.

Paso IV. Consideremos {v;,,...,v;, } C {v1, ..., Um}.
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Vamos a cortar en dos cada v;; con j = 1,...,n de forma que exista un subgrafo
de G, que llamaremos G', tal que u;; € V(G') para todo j = 1,...,n donde u;;
es uno de los dos vértices resultantes del corte de v;;. Si esto no fuera posible,
hacemos otra eleccién del conjunto {v;,,...,vi, } y repetimos la operacién. Si
encontrar G’ en las condiciones descritas no fuera posible para ningin conjunto
{vi, -y vi, } C {v1, ..., Uy } entonces |G < S | FIN.

Consideremos G = G' U G” para todo G’ en las condiciones anteriores, donde

G" = G — G'. Por construccién G' N G" = (). Aplicamos el algoritmo GS

referido en el Lema 6.3 a la entrada (G',S,) y el algoritmo GPS, también
n

detallado en el Lema 6.3, a la entrada (G", I__I Si)-
=1

Si en alglin caso los algoritmos GS y GPS dan una respuesta afirmativa
entonces FIN.

En otro caso repetimos el Paso IV haciendo otra eleccién del conjunto {v;,, ..., v;, }.

Si para ninguna de estas elecciones se obtiene una respuesta afirmativa de los
algoritmos GS y GPS entonces |G <4 & | FIN.

Observemos que el proceso recursivo del algoritmo es finito pues, en cada paso,
resulta una pseudosuperficie con un punto singular menos que la anterior. Puesto que
la pseudosuperficie inicial tiene un niimero finito de puntos singulares, la recursién
comprende, a lo més, este nimero de pasos.

Descripcién del Algoritmo B

La entrada de este algoritmo es un grafo G y una pseudosuperficie G en las
condiciones descritas en el Algoritmo B; excepto en que & puede no ser conexa.

Sean Gy, ..., Gy las componentes conexas de G, con k €IN.

Paso I. Computamos las componentes conexas de &. Supongamos que & tiene n
n

componentes conexas &y, ..., &, con n €IN. Denotaremos, pues, & = Ll G;.

=1
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Si n = 1 entonces &; = &. Aplicamos el Algoritmo B, a la entrada (G, 6).

Si n > 1 entonces nos vamos al Paso II.

Paso II. Consideremos los grafos Gf y G5 para todo B € I, donde Gf y G2 son
uniones disjuntas de componentes conexas de G que vienen dadas en funcién
de los elementos del conjunto I = {8 = (by, ..., be)/b; € {1,0},Vi = 1,...,k},
de tal forma que, dado 8 € I, G; C G/f Sb=1yG; C th & b; = 0, para
todoi=1,..., k.

n-1
Aplicamos el Algoritmo B a la entrada (Gf , I_I Gi) y el Algoritmo B,
=1

a la entrada (G%,S,). Si existe 8 € I para la cual el Algoritmo B y el
Algoritmo B; responden afirmativamente, entonces FIN.

En otro caso |G & | FIN.

6.3.2 Descripcién del Algoritmo A

A continuacién vamos a construir un algoritmo, que llamaremos Algoritmo A,
que tiene como entrada un grafo G y una pseudosuperficie &, y que decide si G
admite una inmersién en &.

Todo punto singular de & tiene un entorno homeomorfo a la unién en ese punto
de n discos abiertos con n > 2 (véase [33]). Consideremos el conjunto Ag de puntos
singulares a de G tales que o posee un entorno homeomorfo a la unién en un punto
de al menos tres discos abiertos o bien que no pertenece a una célula cuyo tnico
punto singular es a. Si Ag = () entonces aplicamos directamente el Algoritmo B

a la entrada (G, &), por lo que vamos a suponer lo contrario. Sea, pues, #A4e =k
donde k£ < N,.

Paso 1. Consideremos un punto singular « del conjunto anterior y vamos a cortarlo
en los puntos ay,...,a,,, donde m es la cantidad de discos abiertos que posee
un entorno de «, de tal forma que ay,...,a,, poseen entornos homeomorfos a




146 CAPITULO 6. ALGORITMOS EN PSEUDOSUPERFICIES

discos abiertos. En cada a; para i = 1,...,m vamos a pegar la superficie
S#IP5(IR), donde S es una superficie de género el minimo de los géneros de
las superficies en las condiciones del Lema 6.1 para la pseudosuperficie G. Sea
G, la pseudosuperficie resultante. Obsérvese que, por construccién, los a; no
son elementos de Ag, por lo que #A4g, =k — 1.

Consideremos todos los grafos que resultan de cortar un punto interior a una
arista de G de todas las formas posibles (subdividimos la arista y cortamos
el vértice anadido) y todos los grafos que resultan de cortar un vértice de G
en m’' nuevos vértices, donde 2 < m’ < m. Sea G el conjunto de los grafos
resultantes de pegar a cada uno de los grafos anteriores el grafo C,(Kj) (véase
Figura 6.2) en cada vértice resultante del corte, donde n = 7(S#P3(IR)).

Por construccién se tiene que si alglin elemento de G admite una inmersién
en G; entonces G admite una inmersién en &. En efecto, supongamos que
G' € G admite una inmersién en &;. Entonces el género de Cn(K3) y su
grado de conexién obliga a que la inmersién lleve estos bloques a S#IPy(R),
por lo que los vértices resultantes del corte que originaron G' van a ay,...,Gpy.
Cortando en &, los puntos singulares a,...,a,, € identificando estos, se induce
una inmersién de G en .

Paso II. Si Ag, = () entonces aplicamos el Algoritmo B a la entrada (G', G;),
para todo G’ € G. Si para una de estas entradas se obtiene una respuesta

positiva, entonces FIN.

Si la respuesta es negativa para todo G’ € G entonces |G G | FIN .

As, # 0, entonces aplicamos de forma recursiva el Algoritmo A a cada
entrada (G, G,) para todo G' € G.

Observemos que el proceso recursivo del Algoritmo A es finito, pues en cada
etapa decrece en una unidad el cardinal de Ag. Al final de la recursién se obtiene
una pseudosuperficie con las siguientes caracteristicas:

1. Todas sus células son superficies.
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Figura 6.4: La pseudosuperficie ¥.

2. Todos sus puntos singulares son homeomorfos a la unién en un punto de dos
discos.

3. Al menos uno de esos discos pertenece a una célula con un solo punto singular
(el del pegamiento de los dos discos).

Por tanto, la pseudosuperficie obtenida cumple las condiciones exigidas para la
entrada del Algoritmo B.

Para terminar esta seccién, y a modo de ejemplo, vamos a describir el algoritmo
A tomando una pseudosuperficie concreta para la entrada.

Ejemplo 2. Sea ¥ la pseudosuperficie que se obtiene de identificar un punto de
P, (R), el punto singular de By y un punto singular de By en un mismo punto
(véase la Figura 6.4) y sea G un grafo cualquiera. ;Admite G una inmersidn en T

Vamos a aplicar el algoritmo A a la entrada (G, T).

Paso I. Comprobamos si la pseudosuperficie ¥ tiene algin punto singular con un
entorno homeomorfo a la unién en un punto de al menos tres discos abiertos
o bien que no pertenece a una célula cuyo tnico punto singular sea él. En-
contramos dos de tales puntos singulares, uno con entornos homeomorfos a la
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unién en un punto de 5 discos abiertos, que denotamos P, y otro que pertenece
a una uUnica célula que tiene, ademds, otro punto singular, que denotaremos
Q (véase la Figura 6.4). Por tanto y siguiendo la notacién del algoritmo,

Ag = {P’Q}'

Consideremos el punto singular P del conjunto anterior y vamos a cortarlo en
los puntos Py, Py, P, Py y Ps.

Si aplicamos el procedimiento descrito en la demostracién del Lema 6.1 a la
pseudosuperficie ¥ obtenemos la superficie To#IP;(IR) donde (T, #IP2(IR)) =
5.

En cada P; para ¢ = 1,...,5 vamos a pegar la superficie To#IP(R)#P>(R).
Sea ¥, la pseudosuperficie resultante, que puede verse en la Figura 6.5. Obsérvese
que Az, = {Q}.

Consideremos todos los grafos que resultan de cortar un punto interior a una
arista de G' de todas las formas posibles (subdividimos la arista y cortamos
el vértice ahadido) y todos los grafos que resultan de cortar un vértice de G
en m nuevos vértices, donde 2 < m < 5. Sea G(G) el conjunto de los grafos
resultantes de pegar a cada uno de los grafos anteriores el grafo Cg(Ks) en
cada vértice resultante del corte, ya que 7(T,#IP2(IR)#IP2(IR)) = 6.

Por construccién se tiene que si algin elemento de G(G) admite una inmersién

en ¥; entonces G admite una inmersién en ¥.

Paso II. Ag, = {Q} # 0. Por tanto, aplicamos el algoritmo A a cada entrada
(G', %) para todo G’ € G(G).

Consideremos el punto singular ) y vamos a cortarlo en los puntos Q; y Qs.

Si aplicamos el procedimiento descrito en la demostracién del Lema 6.1 a la
pseudosuperficie ¥; obtenemos la superficie Ty 5#P;(IR) donde ¥(T15#P2(R)) =
31.

En @, y Q2 vamos a pegar la superficie Tj5#IP;(IR)#IP3(IR). Sea T la
pseudosuperficie resultante (véase la Figura 6.6). Obsérvese que Ag, = 0.

Consideremos todos los grafos que resultan de cortar un punto interior a una
arista de G’ de todas las formas posibles (subdividimos la arista y cortamos
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Figura 6.5: La pseudosuperficie ¥;.
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Figura 6.6: La pseudosuperficie ¥, y sus componentes conexas, de arriba a abajo,
ula 2/(27 ﬂ3 Yy u4'
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el vértice afiadido) y todos los grafos que resultan de cortar un vértice de G’
en 2 nuevos vértices. Sea G(G') el conjunto de los grafos resultantes de pegar
a cada uno de los grafos anteriores el grafo C32(K5) en cada vértice resultante
del corte, ya que (T 5#P2(R)#IP2(IR)) = 32.

Por construccién se tiene que si algin elemento de U G(G') admite una

G'eg(G)
inmersién en T, entonces G admite una inmersién en ¥.

Paso III. Puesto que Ag, = 0, llamamos (como a un subprograma) al algoritmo
B aplicéndolo a la entrada (H, ;) donde H € U G(@").
G'eg(Q)
Sean {I; las componentes conexas de Tq, con 1 = 1,2,3,4 (segin nos muestra
la Figura 6.6).

Sean Hj, ..., H las componentes conexas de H, con k €IN. Consideremos los
grafos Hf y Hf , para todo B € I, donde Hf y Hf son uniones disjuntas de
componentes conexas de H que vienen dadas en funcién de los elementos del
conjunto I = {# = (by, ..., b)/b; € {1,0},Vi =1,..., k}, de tal forma que, dado
B el, HiCHfﬁbizlyHiCHgﬁbi=0, para todo i =1, ..., k.

Paso IV. Aplicamos el Algoritmo B; a la entrada (H]‘_3 ,41) que describimos a
continuacion.

Paso IV.1. Para simplificar la notacién, nombramos A = Hf . Si Hes
2 — conezo, aplicamos el algoritmo GS (véase Lema 6.3) a la entrada
(H,8) con S € {Tys#P3(R)#P2(IR), So, T2#P2(IR)#IP2(IR)}, que son
las células de ;. Si la respuesta del algoritmo GS es afirmativa para
alguna entrada entonces Ho 4 |

Si, por el contrario, la respuesta del algoritmo GS es negativa para todas
las entradas entonces |H A |

Si G no es 2-conexo vamos al paso siguiente.

Paso IV.II. Cortamos la pseudosuperficie {{; por el punto singular P;. Re-
sulta de dicho corte la pseudosuperficie (T15#P2(R)#P2(IR)) V Sp y la
superficie To# Py (IR)#P2(IR).
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Consideremos los grafos flf y ﬁf , para todo § € I, construidos tal como
se describe en el Paso III.

Aplicamos de forma recursiva el algoritmo B; a la entrada (ﬁf , (5
#IP,(R)#IP5(IR)) V Sp) y el algoritmo GS referido en el Lema 6.3 a
la entrada (HY, To#Py(R)#IP5(IR)). Si existe 8 € I para la que la

respuesta de ambos algoritmos es afirmativa entonces |H < £f; |

En otro caso, si H admite una inmersién en ;, ha de utilizarse el punto
singular P, en la inmersion, es decir, la inmersién habra de llevar un
vértice o un punto interior de una arista de H en Pj.

Volvemos al Paso IV.II con el otro punto singular Q.

Paso IV.III. Si el flujo del algoritmo todavia no ha sido interrumpido, de

existir una inmersién de H en {1, ésta debe usar los puntos singulares P
y @1 en la forma descrita anteriormente. La célula de {; que contiene a
los dos puntos singulares es S.

Computamos los puntos de corte de H y supongamos que H tiene m

puntos de corte, que llamaremos vy, ..., Um. Sim < 2 entonces H b i |

Paso IV.IV. Consideremos {v;,, ..., v;,} C {v1, ., U }-

Vamos a cortar en dos cada v; con j = 1,..,n de forma que exista
un subgrafo de H, que llamaremos H', tal que u; € V(H') para todo
J =1,...,ndonde u;; es uno de los dos vértices resultantes del corte de v;,.
Si esto no fuera posible, hacemos otra eleccién del conjunto {v;,, ..., v, }
y repetimos la operacién. Si encontrar H' en las condiciones descritas no
fuera posible para ningin conjunto {vi,...,v;,} C {v1, ..., Um} entonces

HD sl |

Consideremos H = H' U H" para todo H' en las condiciones anteri-
ores, donde H” = H — H'. Por construccién H' N H" = . Apli-
camos el algoritmo GS referido en el Lema 6.3 a la entrada (H',S,)
y el algoritmo GPS, también detallado en el Lema 6.3, a la entrada
(A", T1s#P3(R)#P3(IR) U To#P5 (R)# P2 (R)).

Si en algiin caso los algoritmos GS y GPS dan una respuesta afirmativa
entonces |H < Uyl
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En otro caso repetimos el Paso IV.IV haciendo otra eleccién del conjunto
{vi,, -, v, }. Si para ninguna de estas elecciones se obtiene una respuesta

afirmativa de los algoritmos GS y GPS entonces Hb i |

4
Paso V. Aplicamos de forma recursiva el Algoritmo B a la entrada (H{,9 , U ﬂi) .
=2
Si existe B € I para la cual el Algoritmo B y el Algoritmo B; responden

afirmativamente, entonces FIN.

En otro caso |G % | FIN.

6.4 Problemas abiertos

Para terminar, quedan abiertos los siguientes problemas: caracterizar las pseu-
dosuperficies que poseen un teorema de Kuratowski finito y determinar si para
cualquier pseudosuperficie existe un algoritmo que decida en tiempo polinomial si
un grafo dado admite una inmersién en ella. En relacién con la primera de las
cuestiones proponemos la siguiente conjetura:




Capitulo 7

Teoremas de Kuratowski en
bosques

En este capitulo, probaremos que todas las pseudosuperficies denominadas bosques
y formadas por esferas y planos proyectivos poseen los mismos grafos 2-conexos pro-
hibidos, esto es, los 90 grafos 2-conexos prohibidos para el plano proyectivo [2, 3, 21].
Los no 2-conexos prohibidos dependerdn de cada bosque en concreto, algunos de los
cuales explicitaremos.

7.1 Introduccion

Sea S una pseudosuperficie. Si S contiene como subespacio topolégico a una
esfera con exactamente un punto singular, diremos que S es esféricamente reducible.
En caso contrario diremos que S es esféricamente irreducible. De toda pseudosuper-
ficie S se puede obtener otra esféricamente irreducible S’ borrando sucesivamente las
esferas pegadas por exactamente un punto singular. Ademds S’ estd determinada
de forma tdnica por S.

155
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4R M 43 M4

Figura 7.1: Algunos bloques de grafos prohibidos no 2-conexos.

Diremos que un grafo G es prohibido para una (pseudo)superficie S dada respecto
a un orden parcial < si G no admite una inmersién en S pero H si la admite, para
todo grafo H tal que H < G.

Un bosque es una pseudosuperficie en la que toda curva cerrada simple de Jordan
estd contenida en una sola célula. La Figura 7.2 nos muestra un ejemplo. Un IP5(IR)-
So bosque es un bosque en el que toda célula es una esfera o un plano proyectivo.

Hemos elegido IP;(IR)-Sp-bosques para evitar cualquier configuracién similar a
la de la bananas surface. Ademads, IPy(IR) y Sy son las tinicas superficies con un
Teorema de Kuratowski explicito.

Proponemos la siguiente conjetura en base a los resultados obtenidos en este
trabajo.

Conjetura 7.1. Todo IP; (IR )-Sy-bosque tiene un conjunto de grafos prohibidos fini-
to.

En adelante, vamos a usar la siguiente notacién: denotamos por AV B a la
pseudosuperficie obtenida identificando un punto de A con exactamente un punto
de B, donde Ay B son células. GV G es el grafo obtenido identificando un vértice
del grafo G; con un vértice del grafo G5. Si el grafo resultante depende de los
vértices identificados, éstos se explicitan. Notaremos Gy ~ G = G4 VK3 VGy y
G1VG2 = G1 A% K3 \Y Gz.
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Figura 7.2: Ejemplo de pseudosuperficie denominada bosque.
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7.2 Grafos 2-conexos prohibidos

Es evidente que el conjunto de obstrucciones minimales para cualquier So-bosque
es {Ks, K33}, esto es, el conjunto de obstrucciones minimales para el plano. Por
tanto, podemos suponer que al menos una célula de cada P(IR)-So-bosque es un
plano proyectivo.

Para demostrar nuestro resultado principal vamos a distinguir grafos minimales
prohibidos 2-conexos y no 2-conexos. El siguiente resultado nos muestra cudles
son los grafos minimales 2-conexos prohibidos en todo IP3(IR)-Se-bosque. Para de-
mostrarlo necesitamos varios lemas previos.

Lema 7.2. Sea G un grafo 2-conezo y sea B un IP2(IR)-Sy-bosque tal que al menos
una de sus células es un plano proyectivo. Entonces G admite una inmersion en B
si y sdlo si G admite una inmersidn en Po(RR).

Demostracion. Es evidente puesto que al menos una de las células de B es
un plano proyectivo.

Supongamos que G no admite una inmersién en IP3(IR). Consideremos una
inmersién de G en B. En dicha inmersién ha de haber necesariamente dos vértices
de G en dos células distintas de B. Puesto que G es 2-conexo, por el Teorema
de Menger ha de haber dos caminos disjuntos de G que conectan los dos vértices
anteriores. Por tanto hay un ciclo que pasa por dos células de B con lo que llegamos
a contradiccién pues B es un bosque.O

A continuacién presentamos otro resultado previo.

Lema 7.3. Sea G un grafo 2-conezo no sumergible en IP5(IR). Entonces eziste H €
M;(IPy(IR)) tal que H es 2-conezo y H <, G.

Demostracion. Puesto que G no es sumergible en IPy(IR) existe H € M;(IP3(IR))
tal que H <; G. Si H es 2-conexo se tiene el enunciado, luego supongamos que H
no es 2-conexo.
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La demostracién de este resultado concluye tomando de forma exhaustiva todos
los grafos O-conexos y 1-conexos de M;(IPy(IR)), transforméndolos en 2-conexos
afiadiendo aristas (o caminos) vértice-vértice, vértice-arista o arista-arista, y com-

probando que en todos los casos los grafos obtenidos contienen como menor topoldgico
a algin 2-conexo de M (IPy(IR)).

Los grafos 0-conexos y 1-conexos de M;(IP2(IR)) son K5 U K5, KsU K33, K33U
K33 o bien H; V Hy, donde H;, con i = 1,2, es K5, K33 o bien cualquiera de ellos
con una arista subdividida. En este tiltimo caso pegamos el vértice que subdivide a
la arista. Se obtienen 13 grafos en total (véase [2, 3, 21]). O

Teniendo en cuenta los resultados anteriores ya podemos enunciar y demostrar
el teorema principal de esta seccién.

Teorema 7.4. Sea B un IPy(IR)-S;-bosque tal que al menos una de sus células es
un plano proyectivo. G es un grafo 2-conezo prohibido en B si y sélo si G es un
grafo 2-conexo prohibido en IPo(IR).

Demostracion. Sea G un grafo minimal 2-conexo prohibido en IPy(IR). Por
el Lema 7.2, G no admite una inmersién en B. Sea H un grafo tal que H <; G. Por
ser G minimal en IP;(IR), H admite una inmersién en IP,(IR) y, por el Lema 7.2, en
B. De ambas se obtiene que G es un grafo 2-conexo prohibido en B.

Supongamos que G es un grafo 2-conexo prohibido en B. Por el Lema 7.2,
G no admite una inmersién en P2(IR). Usando el Lema 7.3 se tiene que existe
H € M;(P3(IR)) con H 2-conexo y H <; G. Supongamos que H # G. Puesto que
H no admite una inmersién en IPy(IR), por el Lema 7.2, H tampoco es sumergible
en B. Puesto que H es un menor topolégico de G, llegamos a contradiccién con la
minimalidad de G en B.

Por tanto H = G con lo que G es un subgrafo 2-conexo prohibido en IPy(IR).0
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Bq G

Ky ~ K Ky V K5 KsVKs
Figura 7.3: Los grafos K5 ~ K5, K5V K5 y K5V K.

7.3 Bosques caracterizables por menores

Observemos que no todos los conjuntos de obstrucciones minimales en IPy(IR)-
Se-bosques pueden ser obtenidos usando el orden <3. Por ejemplo, K5 ~ K5 ad-
mite una inmersién en P, (IR)VSyVIP3(IR) y K5 V K5 no la admite. Sin embargo
K5V K5 <3 K5 ~ K5 (véase Figuras 7.3 y 7.4). Para abreviar, diremos que un
bosque es caracterizable por menores en vez de afirmar que el conjunto de obstruc-
ciones minimales en dicho bosque puede obtenerse usando el orden <j.

Knor obtiene en el Teorema 1.1 el resultado que nos muestra cuales son las
pseudosuperficies caracterizables por menores.

Como consecuencia de este resultado y de [38] los IP;(IR)-Sg-bosques que veri-

fiquen las condiciones del enunciado poseen un teorema de Kuratowski finito usando
los érdenes <; y <s.

7.4 Grafos no 2-conexos prohibidos

El conjunto de grafos prohibidos no 2-conexos depende de cada IP,(IR)-So-bosque
en particular. Algunos de los bloques que los forman son los siguientes: Kj, Kj3,
subdivisiones de K5 y K33, K5 y C,, (véase Figura 7.1).

Como ejemplo, observemos que K5VKs es un grafo minimal prohibido para
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Figura 7.4: Los ]P2 (IR)-So-bosques IPz (IR)VSQVS()VIPQ (]R) ) ]P2 (]R) VIP2 (]R) ’
1P2 (]R)VS()VIPQ (]R,) y ]Pz (IR,) U ]Pg (]R,) .

Py (R)VS,VSoVIP,(R), v K5 ~ Ks es un grafo minimal prohibido para IP»(IR)
U IPo(IR), ambos usando el orden <; (véase Figura 7.3).

Adtn cuando cada bosque en particular tenga distintos grafos no 2-conexos pro-
hibidos, proponemos la siguiente conjetura:

Conjetura 7.5. Todo IP,(IR)-Sp-bosque tiene un conjunto de grafos no 2-conexos
prohibidos finito.

Una idea de la demostracién seria la siguiente: puesto que las células de mayor
género son planos proyectivos, los bloques no planos de los grafos prohibidos tienen
género, a lo mis, 1 pues de lo contrario contendrian a un 2-conexo prohibido en
P, (IR). Por minimalidad, estos bloques han de ser Kj, K33 o subdivisiones de éstos.
Puesto que el bosque tiene una cantidad finita de células, el nimero de bloques no
planos ha de ser finito también.

Por otra parte, el resto del grafo, que es plano, ha de ser tal que al quitar un
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@
|32 | 52

ey

3 3
Figura 7.5: Los grafos \/ H;, Hy V, Hy Vy Hs, (Hy V H) U Hy y | Hs.

=1 =1

elemento, tome una forma parecida a un 4rbol en el que se han sustituido algunos
vértices por ciclos, no mucho mayores que el nimero de células adyacentes a una
dada, para que los bloques no planos del grafo resultante puedan ser llevados a
planos proyectivos y el grafo resultante pueda sumergirse en el bosque. De ambos
razonamientos se obtendria el enunciado.

Observemos que, de probarse esta conjetura, y usando el Teorema 7.4 se tendria
la Conjetura 7.1.

Finalmente, vamos a estudiar varios casos particulares:

7.5 Teoremas de Kuratowski en bosques concre-
tos.

En esta seccién mostramos los menores minimales y los menores topoldgicos no
2-conexos prohibidos para algunos IP5(IR)-So-bosques.

En primer lugar, estudiaremos los bosques IP;(R)UIP2(IR) y P, RyU---UP, (R)J

n veces
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Dichos bloques son caracterizables por menores por el Teorema 1.1, pero ademads
también daremos la lista de los menores topolégicos prohibidos.

Teorema 7.6. Los menores minimales no 2-conezos prohibidos para P2 (IR )UIP, (IR)

3

son {Hy; V Hy} U {U Hi} donde H; € {K5, K33} coni=1,2,3.
i=1

Demostracion. Es facil ver que los grafos dados no admiten una inmersion en

P, (IR)UIP, (IR); pero sin embargo, los grafos que resultan de quitarles un elemento o
efectuar una contraccién a los dados, sf se pueden sumergir en dicha pseudosuperficie.

Por otra parte se comprueba que la lista est4 completa de forma exhaustiva; es
decir, tomamos un grafo H minimal no 2-conexo prohibido. Sucede que los bloques
de H admiten una inmersién en IP3(IR). Pero ademds, dichos bloques tienen que ser
un K5 o un Kj33. Pueden ocurrir los siguientes casos:

e Hay dos bloques pegados por un punto. En este caso llegamos a que es uno
de los del enunciado del Teorema.

e Hay tres bloques disjuntos. También llegamos a que es uno de los casos del
enunciado.

e Hay dos bloques disjuntos. En esta situacién, dicho grafo admite una inmersién
en IP5(IR), lo cual es una contradiccién.

Por tanto, se llega a que H es uno de los grafos arriba enumerados.

Vamos ahora a contar el nimero de menores minimales no 2-conexos prohibidos
de este bosque. Observamos que grafos del tipo H; V Hy hay 3 distintos y del tipo
3

U H; hay 4 distintos. En total son 7.
=1
Pero ya sabemos que los 2-conexos prohibidos de este bosque son los mismos que

los de IP5(IR) por el Teorema 7.4, que en total son 29.
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Figura 7.6: Algunos bloques de grafos prohibidos en IP5(IR)-Sp-bosques.

Como consecuencia, IP;(IR)UIP,(IR) tiene 36 menores minimales prohibidos. O

Procederemos ahora a calcularle a este mismo bosque, los menores topoldgicos
prohibidos.

Teorema 7.7. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos para IP5 (R )UIP, (R)

3
son {U Hi} U{HyV Hy} U{H, ~ Hy}, donde H; € {K5,K33} coni=1,2,3.
i=1

Demostracién. Todos los grafos del enunciado no se pueden sumergir en la
pseudosuperficie IP;(IR)UIP2(IR), pero si a dichos grafos le quitamos una arista se
puede realizar la inmersién. La familia {H; ~ H,} posee CR(4,2) = 10 grafos ya
que H; puede ser alguno de los cuatro grafos de la Figura 7.6, al tratarse de menores
topologicos.

Por tanto, menores topolégicos no 2-conexos existen 24 ya que ademdas hay que
3

considerar los 4 que surgen de la familia | | H;, y tener en cuenta que grafos del tipo
y

i=1
H, vV H, existen CR(4,2) = 10 puesto que H; con i = 1,2 puede ser alguno de los
cuatro grafos de la Figura 7.6. Por otra parte, los menores topolégicos 2-conexos
son los mismos del plano proyectivo por el Teorema 7.4, que en total son 90.

Asi pues, el bosque IPy(IR)UIP2(IR) tiene 114 menores topoldgicos prohibidos.O.

Vamos a generalizar este resultado, dando los menores minimales y los menores
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topolégicos prohibidos del bosque P2(R) U - - - U Py (R)

n veces

Teorema 7.8. Los menores minimales no 2-conezxos prohibidos para el bosque

n veces ntl

]rpz(R) U"'UP2(R)‘ son {UH,} U {H1 \Y Hg}, donde Hi S {K5,K3’3} con
i=1

i=1,2,3.

Demostracion. Esta claro que los grafos que se describen en el enunciado no
admiten una inmersién en el bosque citado; pero los grafos que resultan de quitarles
un elemento o efectuar una contraccién a los grafos dados, si la admiten.

La lista est4 completa por el mismo razonamiento seguido en el Teorema 7.6.

Para finalizar, vamos a contar el nimero de menores minimales no 2-conexos

prohibidos de este bosque.
n+1

Grafos de las familia U H; } existen n + 2 ya que H; puede ser un K5 o un Kj3.

=1
Ademss, grafos del tipo {H, V Hy} hay 3. A esta cantidad hay que afiadir los 29
menores 2-conexos prohibidos del plano proyectivo.

Por tanto, la pseudosuperficie Py (R) U - - - U Po(R) tiene 34+n menores minimales

n VECGS

prohibidos.O.

n veces

Teorema 7.9. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos para el bosque @(R) U---UP(R)
n+l
son {U Hz} U {H1 \% H2} U {Hl ~ Hg}, donde Hi € {K5, K3’3} coni= 1, 2, 3.

i=1

Demostracion. Los grafos dados en el enunciado son todos los menores topolégicos
prohibidos por el mismo razonamiento utilizado en el Teorema 7.7.

n+1
A la hora de contar el total de ellos, observemos que grafos de la familia { U H,-}

=1
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existen n + 2 ya que h; puede ser un Kjs o bien un Kj33. De la forma {H; V H,}
hay CR(4,2) = 10 grafos porque, en este caso, el bloque H; puede ser alguno de
los cuatro grafos de la Figura 7.6. También existen 10 grafos del tipo {H; ~ Ha}
puesto que los H; juegan el mismo papel que en el caso anterior. El total de menores
topolégicos no 2-conexos prohibidos es, pues, de 22+n. Pero a esta cantidad tenemos
que sumarles los 90 menores topolégicos del plano proyectivo.

Por tanto, el bosque Py(R) U---UPy(R) posee 112 + n menores topoldgicos

n veces
prohibidos.O.

A continuacién, vamos a calcular los menores minimales del bosque IP,(IR)VIP;(IR)
¥, en general, de Po(R) V - - V P,(R). A este tltimo bosque lo denotaremos, por co-

n veces

modidad, de la forma \/ IP,(IR) . Estas pseudosuperficies ya sabemos que son carac-

n
terizables por menores. Pero también hallaremos los menores topol6gicos prohibidos
para los citados bosques.

Teorema 7.10. Los menores minimales no 2-conexos prohibidos para P2 (IR )VIPy(IR)

3 3
son {(Hlsz)UHg}U{U H,}U{\/ H,«}U{Hlqugv,,Hg} donde H; € {Ks, K33}

i=1 i=1

coni=1,23.

Demostracién. Es evidente que los grafos dados en el enunciado del Teorema
no admiten una inmersién en la pseudosuperficie IP2(IR)VIP;(IR) y sin embargo, los
grafos que resultan de quitarles un elemento o efectuar una contraccién a los grafos
dados, si la admiten.

Por otra parte se comprueba que la lista estd completa de forma exhaustiva; es
decir, tomamos un grafo H no 2-conexo prohibido y, distinguiendo casos, se llega a
que H es uno de los grafos arriba enumerados.
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Por tltimo, vamos a contar el nimero de menores minimales no 2-conexos pro-
hibidos de este bosque. Observemos que grafos del tipo (H 1VH,)UHj3 hay 6 distintos,

mientras que del tipo U H; hay 4 distintos, del tipo \/ H; nos encontramos con 4

’L...

distintos. Sin embargo, de la forma H, V, HyV, H3 ex1sten 9 grafos distintos porque
cuando H, = K33 hay que distinguir los dos casos en los que el par u,v juegan el
mismo papel dentro del K33 6 no. En total, obtenemos 23 menores minimales no
2-conexos prohibidos.

Pero ya sabemos por el Teorema 7.4, que los 2-conexos prohibidos son los 29 del
plano proyectivo.

Como consecuencia, IP;(IR)VIP,(IR) tiene 52 menores minimales prohibidos.O

En lugar de calcular los menores minimales prohibidos del bosque IP2(IR)VIP;(IR)
vamos a calcular los menores topolégicos prohibidos de dicho bosque y veremos que
el nimero total de grafos sera a muy distinto.

Teorema 7.11. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos del bosque IP2 (IR)VIP, (IR )

3 3
son {(H1VH2)UH3}U{U H,}U{V Hi}U{HIVquvag} donde H; € {K5,K3,3}

i =1 i=1
coni=1,2,3.

Demostracidn. Tal como se dijo en el Teorema anterior, todos estos grafos no

admiten una inmersién en el bosque, pero al quitarles una arista se pueden sumergir
en IPy(R)VIP(IR).

Observemos que grafos del tipo {(H; V Hz) U H3} hay ahora CR(4,2) -2 = 20 ya
‘ 3

que H; puede ser alguno de los grafos de la Figura 7.6. En cuanto a la familia U H;
=1
sigue habiendo 4 ya que H; puede ser un K5 o un Kj3 3. Por otra parte, grafos de la
3

forma \/ H; existen CR(4, 3) = 20.
i=1
Tan s6lo quedan por contar los grafos de la forma H; V, H» V, Hs. Los grafos que

estdn en los extremos, a los cuales hemos llamado H; y Hs, pueden ser algunos de
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Figura 7.7: Algunos bloques de grafos prohibidos en IP2(IR)-Sg-bosques.

los cuatro grafos de la Figura 7.6. Distingamos dos casos:

e Si H; y Hj son grafos distintos de la lista, tenemos seis parejas distintas para
poder colocar en los extremos del grafo. Pero H, puede ser cualquiera de los
17 grafos de la Figura 7.7. En dicha figura, el grafo 2 y el grafo 3 son iguales,
salvo que en 2 el vértice e se identifica con un H; exterior y el vértice ¢ se
identifica con un H; interior, mientras que en el grafo 3 los vértices ¢ y e estdn
intercambiados. Andlogamente ocurre con las parejas 4 —5, 11 — 12y 13 —14.

Por tanto, el total de casos es 6 - 17 = 102.

e Si H, y Hj son dos grafos iguales, tenemos cuatro parejas posibles para colocar
en los extremos del grafo. Pero en este caso, Hy puede ser uno de los 13 grafos
de la Figura 7.7 ya que las parejas 2-3, 4-5, 11-12 y 13-14 se reducen a uno
sélo por la simetria. Por tanto, el total de casos es 4 - 13 = 52.

Como consecuencia de lo anterior, la familia {H; V,, H V, H3} posee 154 grafos.

En total, obtenemos 198 menores topolégicos no 2-conexos prohibidos. A ésta



7.5. TEOREMAS DE KURATOWSKI EN BOSQUES CONCRETOS. 169

cantidad tenemos que afiadirle los 90 menores topolégicos 2-conexos prohibidos del
plano proyectivo.

Por tanto, el bosque IP5(IR)VIP2(IR) posee 288 menores topolégicos prohibidos.O.

Vamos a generalizar los dos resultados anteriores con el bosque \/ Py(R).

n

Teorema 7.12. Los menores minimales no 2-coneros prohibidos para la

k n+1
pseudosuperficie V Py(R), conn > 3, son { (V Hi) U U Hj) } U {H; Va4
n i=1

j=k+1

2 4
Hy Vv, H3} U { (v H,) U V H,)} donde H; € {Ks, K33} coni=1,2,3 y con
i=1 =3

k=1,23,...,n+1.

Demostracidn. Es obvio que los grafos dados en el enunciado del Teorema no se

pueden sumergir en el bosque V IP,(IR). Sin embargo, al efectuar una contraccion

n
de dichos grafos, o bien al quitarles un elemento, los grafos resultantes si admiten
una inmersién en la pseudosuperficie.

También se comprueba que la lista estd completa de forma exhaustiva; es decir,
tomamos un grafo H no 2-conexo prohibido y, distinguiendo casos, se llega a que H
es uno de los grafos arriba enumerados.

En dltimo lugar, vamos a contar el niimero de menores minimales no 2-conexos

prohibidos que tiene este bosque en concreto. Observemos que cuando k = 1 obten-
n+l

emos la familia {U Hi} en la cual existen CR(2,n + 1) = n + 2, que es la misma

=1

n+1
cantidad de grafos que podemos encontrar en la familia { \/ H,-} la cual se obtiene
i
parak=n+1. '
k n
Cuando nos referimos a los grafos de la familia {(V Hi> U H]-) }, con
1=1 j=k+1

oty Sy
SRR g, »

T
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n n

2 < k < n, podemos decir que hay Y CR(2,7)-CR(2,n—i+1) = Z(H—l)( —1+2).
=2

Por tltimo, ya sabemos por el Te(z)rema anterior que ex1sten 9 grafos distintos del

tipo H; Vv, HyV, H;. Es obvio que la familia { (V H,-) U \/ H j) } posee 6 grafos
v Y.

distintos.

En total, hay 19+ 2n+ Z(z +1)(n —i+2) grafos no 2-conexos prohibidos. Si a esta

cantidad, le ahadimos los 29 menores minimales 2- conexos prohibidos llegamos a la

conclusién de que el bosque \/ IP2(IR) tiene 48+2n+2(2+ 1)(n—i+2) menores min-
n =2

. n 2n3 + 3n?
imales prohibidos. Teniendo en cuenta que ) % = —n—+—6m, llegamos a que
i=1
3 2
, .. . + 9n* + 14n + 276
el nimero de menores minimales prohibidos de \/ IPy(IR) es i i 5
D n

A continuacién, mostramos una tabla donde se puede observar la evolucién del

nimero de menores minimales prohibidos de la pseudosuperficie \/ IP,(R), en fun-

n
cién de los valores de n.

n 21314 5 6 |--- 20
Nam. menores | 52 | 71 190 | 116 | 150 | --- | 2026

Teorema 7.13. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos para el bosque

k n+1
VIPQ(]R,), conn 2 3) son {(v Hz) U ( U H])} U {Hl Vu H2 Vy H3} U
n i=1 Jj=k+1

{(\2/Hi> \/H)} U{(H, ~ Hy) U (HsV H)} U {(Hi ~ Hy) U (Hs ~

H4)} U {H1 A% H2 i H3} U {Hl ~ H2 ~ H3} donde Hz € {K5, K3,3} cont = 1, 2,3 Yy
conk=1,2,3,... ,n+1. (Para las cuatro dltimas familias, véase Figura 7.8).
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Figura 7.8: Algunos menores topolégicos no 2-conexos prohibidos en \/ P,(IR).

n

n+1l
Demostracion. La familia {U Hi} tiene n+ 2 grafos distintos ya que H; puede
et
: n+1
ser un K5 o un Ks3. Pero en la familia {V H,-} podemos encontrar CR(4,n +

(n+4)(n+3)(n+2) =

1) = 5 ya que H; puede ser alguno de los cuatro grafos de la
Figura 7.6. Grafos del tipo H; V, Ho \/,, H; hay 154 por el Teorema 7.11. Ademds,

grafos de la familia { (\/ H; ) ( U H]> } con 2 < k < n, existen Z CR(4,1)-
j=k+1 =2
n((+3)(E+2)(E+1) o

(n—i+1) = 5 (

2 4 2
grafos del tipo (\/ Hi) U V H j) existen 55 ya que grafos de la forma V H; hay

i=1 j=3 i=1

— i+ 2). Hay que tener en cuenta que

* 10-10 — 10
CR(4,2) = 10, los mismos que del tipo V H;. El total de casos es ———— = 95.

, 2
Jj=3
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Por 1ltimo, vamos a contar la cantidad de grafos que poseen las familias de la
Figura 7.8. En la familia a existen 10-10 = 100 grafos ya que H; puede ser algunos
de los cuatro grafos de la Figura 7.6. Grafos del tipo b existen CR(10,2) = 55 por el

2 4
mismo razonamiento utilizado en la familia { (\/ Hi) U \/ Hj) } En los grafos
i=1 j=3

de la forma c, observemos que H; y H; pueden ser algunos de los cuatro grafos de
la Figura 7.6 mientras que H, es uno de los 17 grafos de la Figura 7.7. El total es
4-17-4 = 272. La familia denominada d tiene 154 grafos tal como se detalla en el
Teorema, 7.11.

También hay que tener en cuenta los 90 menores topolégicos 2-conexos prohibidos
del plano proyectivo.

Por tanto, el bosque V IP5(IR) , posee la siguiente cantidad de menores topolégicos

n

prohibidos:
3 2 2 n . . 2 . 1
882+t +9n? + 6n+24+2(z+3)(z+ )@+ )(n—i+2)
6 = 6
n 3 2 n 4 2 3 2
Teniendo en cuenta que > i% = —z—u?én——lhﬁ S = P——t—g—ﬂ y que
i=1 =1
n o, 6n°+ 150t +10n° — n_ (4 +2)(i+ 1 .
= n® + 15n* + 10n n llegamosaquez(z+3)(l+ )@+ )(n—z+2)A=
i=1 30 i=2 6
5

+ 20n* + 135n° + 400n% — 76n — 480
120 ‘

De esta forma, el nimero de menores topolégicos prohibidos del bosque V P>(R)

n
€s:

n° 4+ 20n* + 155n% + 580n2 + 564n + 105840
' 120

Para finalizar, mostramos una tabla donde se puede observar la evolucién del
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numero de menores topolégicos del bosque \/ IP;(R) en funcién de n

n

n 2 3 4 5 6 7T - 20
Ndm. menores topolégicos | 288 | 990 | 1112 | 1318 | 1644 | 2135 | --- | 66576

A partir de ahora vamos a trabajar con otro tipo de bosques, concretamente con
Py(R)VSeVIP2(IR), IPo(R)VSeVSeVIP2(R), y en general con el bosque
Py(R)V SyV---V Sy VIP2(R) al cual por comodidad notaremos de la forma

N’

nveces
]Pg (]R,) VIIS()Vle (IR) .

Ya sabemos que estos bosques no son caracterizables por menores, segiin lo dicho
en las secciones anteriores. Por tanto, el objetivo serd ahora encontrar los menores
topolégicos prohibidos.

Teorema 7.14. Los menores topolégicos no 2-conexos prohibidos para el bosque
3

]P2 (]R)VS()V]Pg (IR) son {U H, U{HIVHg} donde Hz S {K5,K3,3} coni = 1,2,3.

=1

Demostracion. Es facil comprobar que los grafos dados en el enunciado no
admiten una inmersién en IPo(R)VSoVIPy(IR), puesto que K5 y K33 son menores
topolégicos prohibidos para Sp.

Sin embargo, al suprimir una arista de cualquiera de ellos, ya si admite una inmersién
en el citado bosque puesto que H;—{e} se puede sumergir en Sp con H; € {Ks, K33}

Ademis la lista estd completa, ya que si tomamos un grafo H no 2-conexo pro-
hibido y distinguimos casos, se llega a que H es uno de los grafos del enunciado.

Por tltimo, vamos a calcular el nimero de menores topolégicos no 2-conexos
3

prohibidos que posee dicho bosque. Observemos que grafos del tipo UH,- hay 4
=1



174 CAPITULO 7. TEOREMAS DE KURATOWSKI EN BOSQUES

distintos; de la forma H; V H, existen CR(4,2) = 10, ya que al tratarse de menores
topoldgicos, los grafos H; con ¢ = 1,2 puede ser alguno de los cuatro que se muestran
en la Figura 7.6. En total, son 14.

Ademas tenemos que anadir los menores topoldgicos 2-conexos prohibidos, que ya
sabemos que son los de IP3(IR) por el Teorema 7.4, y éstos son 90 en total.

Como consecuencia, el bosque IPy(IR)VS,VIPy(IR) tiene un total de 104 menores
topoldgicos prohibidos.O

Teorema 7.15. Los menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos para el bosque

3
1P, (IR )VS,VS,VIPy (IR) son {U H,} U{H,V H}U{H, V K3V H,} donde H; €
i=1

{Ks, K33} coni=1,2,3.

Demostracion. En primer lugar, observamos que todos los grafos que se detallan
en el enunciado no admiten una inmersién en Py (IR)VSoVSyVIP2(IR).
Sin embargo, cuando eliminamos una arista de cualquiera de ellos, si se puede
sumergir en el citado bosque.

Ademds, la lista estd completa de forma exhaustiva, ya que al tomar un grafo
H no 2-conexo prohibido y distinguir todos los casos posibles, llegamos a que H es
uno de los grafos que se describen en el enunciado.

Para finalizar, vamos a hacer un recuento de todos los menores topolégicos no 2-
conexos prohibidos que posee este bosque. Observamos que las dos primeras familias
son las mismas que las del Teorema anterior y en total se obtienen 14 grafos. Ademds,
grafos del tipo H; V K3 V H; existen CR(4,2) = 10 en total ya que los grafos H; con
1 = 1,2 pueden ser algunos de los cuatro que se muestran en la Figura 7.6. En total,
este bosque posee 24 menores topolégicos no 2-conexos prohibidos. A ésta cantidad
hay que afiadirle los 90 menores topoldgicos 2-conexos prohibidos.

Por tanto, llegamos a la conclusién de que la pseudosuperficie IP3 (IR ) VS, VS VP, (IR)
tiene en total 114 menores topoldgicos prohibidos.O

Teorema 7.16. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos para el bosque
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3
P2 (R)VvnSoVIP, (R) son {U Hi} U{HiVH}U{H,VTK3V Hy},_ 5 ., donde

1
Hi S {K5,K3’3} coni= 1, 2, 3.

Demostracidn. Es evidente que todos los grafos del enunciado no admiten una
inmmersién en el bosque Py (IR)VnSoVIP2(IR), pero si a cada uno de dichos grafos le
suprimimos una arista, llegamos a que si admiten una inmersién en dicho bosque.

La lista estd completa por el mismo razonamiento utilizado anteriormente.

Procederemos a contar el niimero de menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos
de este bosque. Las dos primeras familias son las mismas del Teorema 7.14, que
poseen en total 14 grafos distintos. La familia {H; VrKsV Ha},_;, ,_; tiene
10(n — 1) grafos distintos ya que H; puede ser alguno de los cuatro grafos que se
muestran en la Figura 7.6 y ademés existen n — 1 familias distintas. En total,
obtenemos 14 + 10(n — 1) = 10n + 4 menores topolégicos no 2-conexos prohibidos.

A ésta cantidad tenemos que afiadir los 90 menores topoldgicos 2-conexos prohibidos
de Py(IR).

Por tanto, el bosque IPy(IR)VnS,VIP,(IR) tiene un total de 10n + 94 menores
topolégicos prohibidos.O

A continuacién, mostramos una tabla donde se puede observar como va evolucio-
nando el niimero de menores topolégicos del bosque IP;(IR)VnSyVIP2(IR), en funcién
de los valores de n.

no 123|456 |7 [--]20
Ndm. menores toplégicos | 104 | 114 | 124 | 134 | 144 | 154 | 164 | --- | 294

Nota 7.17. Supongamos que H; € {Ks,K33}. Podemos observar que el grafo
H, V K3V H, no se puede sumergir en IP(IR)VnSyVIP2(IR) con n > 2, sin embargo
dicho grafo si admite una inmersién en P5(IR)VS,VIP3(IR).
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De las misma forma, el grafo H;V2K3V H; no es sumergible en IPy(IR)VnSyVIP,(IR)
con n > 3, pero si lo es en IP2(IR)VnSgVIP2(IR) con n < 2.

En general, el grafo H,Vr K3V H, no admite una inmersién en P, (IR)VnSyVIP, (R)
con n > r + 1, pero se puede sumergir en IP5(IR)vnSyVIP2(IR) con n < r.

Andlogamente ocurre con los grafos Hy - K3V Hy, y Hy - K3 - H

Acontinuacién, enunciamos dos corolarios que se obtienen a partir de que un
grafo G admita una inmersién en IP;(IR)VnSyVIP,(IR)

Corolario 7.18. Siun grafo G admite una inmersién en Py (R)VrSoVIP2 (R), tam-
bién la admite en Py (IR )VnSoVIP(IR) Vn <r

Corolario 7.19. Siun grafo G admite una inmersién en Py (R )VnSoVIP, (R), tam-
bién la admite en la botella de Klein.

Seguidamente, vamos a calcular los menores topolégicos prohibidos de otros
nuevos bosques.

Denotamos por F;,(Sp) a la pseudosuperficie formada por una esfera en la cual n
puntos distintos de dicha esfera se identifican con n puntos pertenecientes a planos
proyectivos distintos (véase Figura 7.9). De la misma manera, definimos Fy,(P,) co-
mo la pseudosuperficie formada por un plano proyectivo en el cual n puntos distintos
de dicho plano proyectivo se identifican con otros n puntos pertenecientes a planos
proyectivos distintos (véase Figura 7.10).

Observemos que tanto F,,(Sp) como F,,(IP;) son bosques no caracterizables por
menores y vamos a proceder a calcular sus menores topoldgicos prohibidos.

Teorema 7.20. Los menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos para F,(Sy) son

n+1
{U Hz} U {H1 \% H2} U {H1 ~ H2 ~ H3}, donde H, c {K5,K3,3}.

i=1
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Figura 7.9: La pseudosuperficie Fy,(Sp).
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Demostracion. Es evidente que todos los grafos que se detallan en el enunciado
no se pueden sumergir en F,,(S;). Sin embargo, al eliminar una arista de cualquiera
de ellos, el grafo resultante si admite una inmersién en el citado bosque.

Ademds, la lista estd completa, ya que si cogemos un grafo H no 2-conexo y
razonamos igual que en el Teorema 7.6, llegamos a que H es uno de los grafos que
se describen en el enunciado.

Por ultimo, vamos a contar el niimero total de menores topolégicos no 2-conexos
n+1

prohibidos que tiene este bosque. Observemos que grafos del tipo U H; existen

CR(2,n+ 1) = n+ 2. De la forma H; V H, obtenemos 10 grafos dilstlintos por el
mismo razonamiento que se ha utilizado en casos anteriores. En cuanto a la familia
{H, ~ H; ~ H3;} hay que decir que posee los mismos grafos que H; V Hy V Hj,
que son 154 por el razonamiento utilizado en el Teorema 7.11 .En total, obtenemos
166 + n menores topldgicos no 2-conexos prohibidos. A ésta cantidad tenemos que

afadirle los menores topoldgicos 2-conexos prohibidos, que ya sabemos que son los
90 de IP3(IR) por el Teorema?7.4.

Como consecuencia, el bosque F,(Sy) tiene 1256+n menores topoldgicos prohibidos.O

Teorema 7.21. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos para F,(P;) son
los que se decriben en la Figura 7.11, donde H; € {Ks, K33}, k=0,1,...,n+1.

Demostracion. Observamos que ninguno de los grafos del enunciado admite una
inmersién en el citado bosque pero si a dichos grafos le suprimimos una arista ya si
se puede sumergir en dicha pseudosuperficie.

Hay que tener en cuenta que en la familia a, si hacemos k& = 0, obtenemos n + 2
bloques H; disjuntos. Pero si k = n+1, el resultado es un H; con otros k+ 1 bloques
pegados a él por k + 1 puntos distintos.

La lista estd completa de forma exhaustiva utilizando el mismo razonamiento
seguido en el Teorema 7.6.
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Figura 7.11: Menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos para F,(Py).
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Figura 7.12: El bosque IP2(IR) V,, IP2(IR) V, Sp V, P2(RR).

En este Teorema no procedemos a contar el nimero de menores topolégicos,
dada la dificultad del recuento de la familia a.

Seguidamente, vamos a estudiar los menores topolégicos prohibidos de algunos
bosques con cuatro células. Consideremos el bosque que se representa en la Figu-
ra 7.12, en el cual tres de sus células son planos proyectivos y una de ellas es una
esfera. Dicho bosque lo notaremos por Py(IR) V, P2(IR) V, Sp V, IP2(IR).

Teorema 7.22. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos del bosque IPo(IR)
Vu IPo(R) V, SoVy Po(R) son los que se describen en la Figura 7.18, con H; €
{Ks, K33}

Demostracién. Es evidente que todos los grafos del enunciado del teorema
cumplen la propiedad de que no pueden ser sumergidos en el bosque citado. Sin
embargo, al eliminar una de las aristas de cada uno de dichos grafos si se pueden
sumergir en la pseudosuperficie en cuestidn.

La lista de grafos estd completa razonando de la misma forma que en el Teore-
ma 7.6.

Por 1{ltimo procederemos a contar el niimero total de menores topolégicos no
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Figura 7.13: Menores topolégicos no 2-conexos prohibidos para el bosque IP2(IR) V,,
Po(IR) Vy So Vy IP2(IR).
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2-conexos prohibidos que posee este bosque.

3
Grafos del tipo \/ H;, los cuales se describen en a, hay CR(4,3) = 20 ya que al
=1
trabajar con menores topoldgicos, los H; pueden ser algunos de los cuatro grafos de
la Figura 7.6.

2 4
Vamos a contar el total de casos de la familia { (v Hi> U \/ H j) }, ala cual
i=1 =3

2
hemos denominado b en la Figura 7.13. Grafos de la forma V H; hay CR(4, 2) = 10,
=1

4
10-10-10
los mismos que del tipo \/ H;. El total de casos es OT + 10 = 55.

=3

4

Grafos de la familia {U Hi}, denominada por c, existen 5 ya que H; puede ser
i=1

un Ks o bien un Kj 3.

La familia {H, V,, H> V, H3}, la cual hemos llamado d en la Figura 7.13, posee
154 grafos por el Teorema 7.11

2 4
La familia { (v Hi> U U Hj) }, denominada por e, tiene 30 grafos distintos
i=1 =3

2 4

ya que del tipo \/ H; hay CR(4,2) = 10 grafos y de la forma U Hj existen 3 grafos
i=1 i=3

distintos. Por tanto, el total de casos es 3 - 10 = 30.

Cuando tratamos la familia H, V H, ~ Hj, denominada f, el nimero de grafos
es 4-17-4 = 272 puesto que H; y H; pueden ser alguno de los cuatro grafos de
la Figura 7.6 mientras que Hs es alguno de los 17 grafos de la Figura 7.7. Hay

que considerar los 272 casos porque no se repite ninguno ni existe ningin tipo de
simetria.
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En la familia g, la cual es H; ~ Hy ~ Hs, existen los mismos casos que en la
familia d porque los H; juegan el mismo papel. Por tanto, existen 154 grafos en la
familia g.

La familia h posee CR(4, 3) = 20 grafos ya que H; puede ser alguno de los cuatro
de la Figura 7.6.

Al tratar la familia i, observamos que el nimero de grafos que existen es 4-
CR(4, 2) = 40.

Por el mismo razonamiento utilizado para la familia %, se llega a que la familia j
también posee 40 grafos.

En la familia k, el nimero de casos es igual que en la familia h puesto que los
H; juegan un mismo papel. Por tanto, hay 20 grafos en dicha familia.

En resumen, el nimero total de grafos no 2-conexos prohibidos es 810. A ésta
cantidad hay que afiadirle los 90 grafos 2-conexos prohibidos de IP2(IR).

Por tanto, el bosque P3(IR) V, P2(R) V,SoV, IP2(IR) posee 900 menores
topolodgicos prohibidos.O

A continuacién vamos a describir de qué forma son todos los menores topologicos
no 2-conexos prohibidos del bosque de la Figura 7.14, en el cual vemos que las
cuatro células que lo componen son planos proyectivos y al cual denominaremos

3
(V ]132(IR)> V Py(R).

=1

Teorema 7.23. Los menores topoldgicos no 2-coneros prohibidos del bosque

3
(V P, (IR)) VIPy(IR) son de la forma que se describen en la Figura 7.15 y donde
i=1

Hi S {Ks,K3,3}.

Demostracidn. Es facil comprobar que todos los grafos del enunciado del Teorema
no admiten una inmersién en el citado bosque, pero si a cualquiera de dichos grafos
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3
Figura 7.14: La pseudosuperficie v Py(R) | vIP2(R).

i=1
le suprimimos una arista ya si se puede realizar la inmersién.

Ademis la lista estd completa razonando de forma similar que en la demostracién
del Teorema, 7.6.

Por 1ltimo vamos a proceder a contar el nimero de menores topolégicos no 2-

conexos prohibidos que posee este bosque. Para ello, analizaremos las familias una
a una.

¢ La familia a tiene 6 grafos ya que H; puede ser un K5 o un Kj 3.

¢ Vamos a contar el nimero de grafos que posee la familia { H,V, HyV, H3V, Hy},
a la cual hemos denominado b. Los grafos que estdn en los extremos, a los que
hemos llamado H; y Hy, pueden ser algunos de los cuatro que aparecen en la
Figura 7.6. Sin embargo los grafos que estdn en el interior, a los que hemos

denominado H; y Hj, pueden ser algunos de los 17 grafos que se muestran en
la Figura 7.7.

Por tanto, el niimero total de grafos que hay en la familia { H,V, HoV, H3V,, Hs }
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Figura 7.15: Menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos en (V P, (]R)) VIP2(R).
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4.17-17-4 — - 21717 .
o 17 1"; 4 17+4.17=4 17 1724+4 17

En la familia ¢ existen CR(4,4) = 35 grafos, ya que H; puede ser alguno de
los cuatro grafos de la Figura 7.6.

=34 - 69 = 2346.

Grafos de la forma d hay 1768. Dicha cantidad se ha obtenido mediante el uso
de un ordenador y eliminando todos los isomorfos entre ellos.

La familia e posee 10 - 4 = 40 grafos, ya que de la forma H; V H, existen 10
grafos y del tipo H; U Hy U Hy hay 4 grafos.

En f hay 10 grafos de la forma H; V H, y otros 20 del tipo H3 V Hs V H;s. El
total es 200.

Ya hemos visto anteriormente que el niimero de grafos de (H;V Hz)U(H3 V Hy)
es 55. Por tanto, la familia g posee 110 grafos.

En la familia h hay 154 - 10 = 1540 grafos porque de la forma H; V H existen
10 grafos, mientras que hay 154 del tipo H; V Hy V Hj.

Al contar el nimero de grafos de 7, obtenemos que hay 17- CR(4, 2) - 4 = 680.

Es facil obtener que la familia j posee 154 - 3 = 462 grafos, ya que hay 3 de la
forma H; U Hy y 154 del tipo H3 V Hy V Hs.

Obtenemos 20 - 3 = 60 grafos de la familia k& puesto que existen 3 del tipo
H1UH2 y20 de H1VH2VH3.

La familia [ tiene 4 - 17 - 17 - 4 = 4624 grafos ya que Hy y H, pueden ser uno
de los cuatro de la Figura 7.6, mientras que Hy y H3 son uno de los 17 de la
Figura 7.7.

El nimero de grafos de la familia m es el mismo que el de b puesto que los
bloques H; juegan el mismo papel. Son, pues, 2346 grafos.

En la familia n nos encontramos con los mismos grafos que en [; es decir, 4624.

Las familias 7i y o tienen el mismo nimero de grafos que la familia b. Por
tanto, poseen 2346 grafos cada una de ellas.
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Figura 7.16: La pseudosuperficie IP3(R) V IP2(R) V IP2(IR).

e En el Teorema 7.22 se han contado todos los grafos que tienen las familias
p,t,u,v, que son 120 grafos entre las cuatro familias.

e Las familias q y r poseen la misma cantidad de grafos. Dicho niimero es 4832
para cada una de ellas. El célculo ha sido realizado mediante la ayuda de un
ordenador y descartando todos los isomorfos.

e Cuando queremos calcular el niimero de grafos de la familia s, observamos que
tiene la misma cantidad que la familia d ya que los bloques H; juegan el mismo
papel. Dicha cantidad es de 1768 grafos.

Por tanto, el niimero total de menores topolégicos no 2-conexos prohibidos es de
35085. A ésta cantidad hay que afiadirle los 90 grafos 2-conexos del plano proyectivo.

3
En conclusidn, el bosque (\/ IPZ(]R)) VIP3(IR) tiene 35175 menores topoldgicos
i=1

prohibidos.O.

Seguidamente vamos a describir todos los menores topolégicos prohibidos no 2-
conexos que posee el bosque IP;(IR) V IPo(IR) V IP2(IR) el cual esta representado en
la Figura 7.16, y en el que observamos que las tres células son planos proyectivos.

Teorema 7.24. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos del bosque IPy (IR )V
Py (R)V IPy(IR) son los dados en la Figura 7.17, donde H; € {Ks, K33}
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Figura 7.17: Menores topolégicos no 2-conexos prohibidos en IP2(IR) V IPy(IR) V
P,(IR).

Demostracion. Es evidente que todos los grafos del Teorema cumplen que no
admiten una inmersién en el bosque; sin embargo, al quitarles una arista se puede
realizar dicha inmersién.

La lista estd completa por el mismo razonamiento utilizado anteriormente.

Por dltimo vamos a contar todos los menores topol4gicos no 2-conexos prohibidos
de este bosque. Grafos del tipo a existen 5, ya que H; puede ser un K5 o un Kj3.

Del tipo b hay CR(4, 3) = 20 puesto que al tratarse de menores topoldgicos, H;
puede ser alguno de los cuatro grafos de la Figura 7.6.

Si consideramos la estructura ¢, ya hemos calculado en el Teorema 7.23 que
existen 2346 grafos.

También se calcul6 en el Teorema 7.11 que grafos de la familia {H; V Hy V H3}
existen 154 y, por tanto, hay 2 - 154 = 308 grafos del tipo d.
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Por el Teorema 7.22 ya sabemos que grafos del tipo e existen 55.

Hay que calcular los grafos que existen del tipo f, que ya sabemos que son 1768
por el Teorema 7.23.

Para concluir, sefialar que son 30 los grafos existentes del tipo g.

Por tanto, el niimero de menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos es 4532.
A ésta cantidad hay que sumarle los 90 menores topolégicos del plano proyectivo.

En resumen, el bosque Py(IR) V IP2(IR) V IP2(IR) tiene 4622 menores topoldgicos
prohibidos.0

Para concluir esta seccién, vamos a describir los Teoremas de Kuratowski para al-
gunos bosques con pocas células y que no se pueden englobar en los casos estudiados
anteriormente.

Empezaremos con el bosque (IP2(IR) V IPy(IR)) U IP2(IR), el cual es caracteri-
zable por menores por el Teorema 1.1. También daremos los menores topoldgicos
prohibidos.

Teorema 7.25. Los menores minimales no 2-coneros prohibidos para el bosque

(IPg(IR)V]Pz(]R)) U]PQ(IR) son {OHZ} U {\3/H,} U {Hl Vau H2 VU H3}U {(Hl \%

=1 1
Hg) U (H3 \Y H4)} U {(H1 \% HQ) UH3U H4} donde H; € {K5, K3’3}.

Demostracién. Es evidente que los grafos descritos en el enunciado del Teorema
cumplen que no admiten una inmersién en el citado bosque; pero si a dichos grafos
le quitamos un elemento o efectuamos una contraccién ya si se pueden sumergir en
dicho bosque.

La lista estd completa razonando de la misma forma que en el Teorema 7.6.
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Para finalizar, vamos a contar el niimero de menores no 2-conexos prohibidos que
4

posee este bosque. Grafos de la familia {U H,} existen 5 puesto que H; puede ser

i=1
3

un K5 o un K33. De la misma forma, {\/ Hi} tiene 4 grafos distintos. La familia
i=1

{Hy Vu Hy V, H3} posee 9 grafos porque cuando Hy = K33 hay que distinguir los

dos casos en los que el par u, v juegan el mismo papel dentro del K33 6 no. Ademas,

tenemos 6 grafos distintos del tipo {(H; V H2) U (H;3 V Hy)}. En cuanto a la familia

{(H1V H,) U H3 U H,}, sefialar que tiene 3 - 3 = 9 grafos distintos.

En cuanto a la cantidad de menores minimales 2-conexos prohibidos, ya sabemos
que tiene los mismos que IP5(IR); es decir, 29 grafos.

Por tanto, el bosque (IP;(IR) V IP2(IR)) U IP5(IR) posee 62 menores minimales
prohibidos.0

Teorema 7.26. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos del bosque (IPy(IR)
VIP;(IR)) U IP2(IR) son los que se describen en la Figura 7.18.

Demostracion. Los grafos del enunciado son todos los menores topoldgicos no
2-conexos prohibidos por un razonamiento andlogo al del Teorema 7.13.

A la hora de contar el total de todos ellos, observamos que grafos de la familia

4
{U Hi}, denominada a, existen 5 puesto que H; puede ser un K5 o un Ks3. De la
=1

3
forma b; es decir, {\/ H,-} hay CR(4, 3) = 20 grafos porque H; puede ser alguno de
=1

los cuatro grafos dezla Figura 7.6. Ya se demostré en el Teorema 7.11 que la familia

{H1 V4 Hy V, H3}, llamada c, posee 154 grafos. Ademds, tenemos CR(10,2) = 55
grafos del tipo {(H; V Hy) U (H; V Hy), 6 d, tal como se vié en el Teorema 7.13. En
cuanto a la familia e, podemos decir que hay 10 - 3 = 30 grafos con la estructura
(HyVH3)UH3UH,. En el Teorema 7.22 se contaron todos los grafos existentes de las
familias f y g; cuando nos referimos a {H, V H, ~ H3} existen 272 grafos, mientras
que {H, ~ Hy ~ H3} posee 154. La familia denominada h tiene 4- CR(4,2) = 40
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Figura 7.18: Menores topolégicos no 2-conexos prohibidos en (PP3(IR) V IP2(IR)) U
Py (R) .
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grafos, al igual que la familia 7. Por dltimo, existen CR4, 3) = 20 grafos en la familia
J ya que los H; juegan el mismo papel que en la familia b. No hay que olvidar los
90 grafos 2-conexos de IPy(IR).

En conclusién, el nimero total de menores topolégicos prohibidos del bosque
(IP2(R) V IPy(IR)) U Py(IR) es de 880 grafos.

Seguidamente, nos centraremos en el bosque (IP2(IR) vV Py(R)) U (IP2(R) V
IP2(IR)). Observamos que también es caracterizable por menores por el Teorema, 1.1.
Asi pues, procederemos a dar la lista de menores minimales y de menores topolégicos
prohibidos.

Teorema 7.27. Los menores minimales no 2-conezxos prohibidos del bosque (IP(IR)

\Y ]Pz(]R)) U (IPQ(]R) \% IPQ(IR,)) son {UH}U {\/H}U{Hl Vu HQV H3}U
{(H1VH2) (H3VH4)UH5}U{(H1VH2)UH3UH4UH5} donde H; € {K5,K33}

Demostracion. Los grafos del enunciado son todos los menores minimales no
2-conexos prohibidos por el mismo razonamiento seguido en el Teorema 7.25

5
Procederemos a contar la cantidad de ellos. Grafos de la familia {U H,-} hay 6

=1

3

distintos. Del tipo \/ H; existen 4. De la forma H, V, H, V, H3 obtenemos 9 grafos
i=1

distintos; cuando nos referimos a la familia {(H;V Hy)U(H3V Hy)UH5} hay 6-2 = 12

grafos. Ademds, existen otros 12 grafos de la familia {(H; V Hs) U H3 U Hy U Hs}.

Hay que tener en cuenta también los 29 menores minimales 2-conexos prohibidos de

Py (R).

Asi pues, el bosque (IP2(R) V IP5(IR)) U (IP2(R) V IPy(IR)) posee 72 menores
minimales prohibidos.O

Teorema 7.28. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos del bosque (IP2 (R)
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Figura 7.19: Menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos en (IP3(R) V IP;(IR)) U

(IP2(R) V IPy(IR)).

VvV IP;(R)) U (IP,(R) V IP3(IR)) son los que se describen en la Figura 7.19, donde

H; € {K5,K33}.

Demostracién. Estd claro que todos los grafos que se describen en el enunciado
cumplen que no se pueden sumergir en el bosque mencionado; pero si a dichos grafos
le suprimimos una arista, ya se puede realizar dicha inmersién.

La lista est4 completa por un razonamiento andlogo al seguido en el Teorema 7.6.

A la hora de contar el nimero de menores topolégicos, tenemos lo siguiente. La

5
familia {U Hi}, denominada a, tiene 6 grafos, ya que H; puede ser un K5 o0 un

1=1
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K3 3. Ya sabemos por el Teorema 7.26 el nimero de grafos de las familias b, ¢, f y
3
g; en concreto, \/ H; 3 posee 20 grafos, hay 154 del tipo H; V, H2 V, H3, asi como

=1
272 grafos de la familia {H; V Hy ~ H3} y otros 154 del tipo H; ~ Hy ~ Hj.

Observemos que hay 10 -4 = 40 grafos del tipo d, 6 lo que es lo mismo, de la
forma, (H1 \% Hg) U H3 U H4 U H5.

En la familia {(H, V H2) U (H; V Hy) U Hs}, a la que hemos llamado e, nos
podemos encontrar con 55 - 2 = 110 grafos distintos.

La cantidad de grafos que existen en las familias h, 7 y j se han estudiado en el
Teorema 7.26. El total es de 100 grafos distintos.

No olvidemos, por tltimo, los 90 menores topoldgicos 2-conexos prohibidos de
Py (R).

En total, el bosque (IP2(IR) V IP2(IR)) U (IP2(IR) V IPy(IR)) posee 946 menores
topoldgicos prohibidos.O

Ya hemos estudiado los menores topoldgicos prohibidos del bosque IPo(IR) V SaVv
IP2(IR). A continuacién, procederemos al estudio de este mismo bosque afiadiéndole

un plano proyectivo disjunto; es decir, hallaremos los menores topolégicos prohibidos
del bosques (IP,(IR) V S;V Po(R)) U IPo(IR).

Teorema 7.29. Los menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos del bosque (IP5(R)
V SV Py (R)) U IP2(IR) son los que se describen en la Figura 7.20, donde H; €
{K5) K3,3}'

Demostracion. Se cumple que todos los grafos del enunciado no admiten una
inmersién en el mencionado bosque, pero si a dichos grafos le eliminamos una arista
ya se obtiene dicha inmersién.
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Figura 7.20: Menores topolégicos no 2-conexos prohibidos en (IP2(IR) V SV IP2(IR))
U IPy(R).

La lista estd completa por un razonamiento similar al del Teorema 7.6.

A la hora de contar el nimero de grafos de dicho bosque llegamos a que la familia
a posee 5 grafos distintos, la familia denominada b tiene otros 10 grafos, mientras
que existen 154 grafos de la familia ¢. Ademds, hay CR(4,3) = 20 grafos de la
familia d y, por dltimo, la familia e tiene 4- CR(4, 2) = 40 grafos distintos. También
tenemos que contar con los 90 menores topoldgicos 2-conexos prohibidos de IPy(IR).

En resumen, el bosque (IP2(IR) V S;v IP2(IR)) U IP5(IR) posee 319 menores
topolégicos prohibidos.O

Para concluir esta seccién, vamos a calcular los menores minimales y menores
topoldgicos prohibidos del bosque (IP2(IR) V IP3(IR)) U Po(IR) U IPy(IR).

Teorema 7.30. Los menores minimales no 2-conexos prohibidos del bosque (IP;(IR)

V ]PQ(]R)) U ]Pg(]R) U Ipz(]R,) son {OHi}U{\S/Hi}U{Hl\/qu\/ng}U{(Hlv

=1 1
Hg) U (H3 \% H4)} U {(H1 \% Hg) U H3 U H4 U H5} donde Hi € {K5, K3)3}.
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Demostracién. Es ficil ver que los grafos dados en el enunciado no admiten una
ionmersién en el bosque mencionado; pero los grafos que resultan de quitarles un
elemento o realizar una contraccién a los dados, si se pueden sumergir en dicha
pseudosuperficie. '

La lista estd completa de forma exhaustiva siguiendo un razonamiento similar al
del Teorema 7.6.

Para finalizar, vamos a proceder a contar todos los menores minimales de este
5

bosque. La familia {U Hi} tiene 6 grafos distintos. Ademés, obtenemos 4 grafos
i=1
3

cuando nos referimos a la familia V H; ;. Existen 9 grafos del tipo H; V, HaV, H3

i=1

tal como se explicé en el Teorema, 7.10. La familia {(H; V Ho) U (H;3 V Hy)} posee 6
grafos distintos, y obtenemos 3-4 = 12 grafos de la forma (H; V Hz) U H3 U Hy U Hs.
No hay que olvidar los 29 menores minimales 2-conexos del plano proyectivo.

Por tanto, el bosque (IP2(R) V IP2(R)) U IP2(IR) U P2(IR) tiene 66 menores
minimales prohibidos. O

Teorema 7.31. Los menores topoldgicos no 2-conezos prohibidos del bosque (IPy(IR)
V IP2(R)) U Py(R) U PPy (R) son los que se describen en la Figura 7.21, donde
H; € {K5, K33}

Demostracién. Todos los grafos de la Figura 3 cumplen la propiedad de que no
admiten una inmersién en el bosque citado en el enunciado; pero si a cada uno de
dichos grafos le eliminamos una arista ya si se puede realizar la inmersién.

La lista esta completa razonando igual que en el teorema 7.6.
El nimero de menores topoldgicos de todas estas familias estdn ya averigua-

dos en Teoremas anteriores. Procederemos, pues, simplemente a recordar dichas
cantidades.
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Figura 7.21: Menores topoldgicos no 2-conexos prohibidos en (IP2(IR) V IP2(IR)) U
P2(R) U IP2(RR).
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La familia a tiene 6 grafos. En cambio, b tiene 20. Hay 154 grafos del tipo ¢y
55 se engloban dentro de la familia d. Cuando nos referimos a grafos de la forma
e hay 40, pero en f existen 272. Los bloques H; de la familia g juegan el mismo
papel que los de c y, por tanto, también posee 1545 grafos. Entre las familias h, i y
J surgen 100 grafos. Ademés tenemos los 100 de la familia k y los 55 de [. Hay que
tener en cuenta los 90 grafos 2-conexos del plano proyectivo.

Por tanto, el bosque (IP2(R) V IP2(R)) U IP2(IR) U IP5(IR) pose 1046 menores
topolégicos prohibidos.
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