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A CHORROS CAPILARES

Memoria presentada por
Josefa Guerrero Millán
para optar al grado de

Doctor por la Universidad de Sevilla

Sevilla, Julio de 2011

Directores del trabajo

Dr. Heliodoro González
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Garćıa Garćıa
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5. Conclusiones y ĺıneas de trabajo futuras 111
5.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación y aplicaciones

El t́ıtulo de la tesis, Aplicación de campos eléctricos a chorros ĺıquidos
capilares, abarca un campo muy amplio, que engloba aplicaciones tales
como la producción de aerosoles a partir de chorros cargados (Clopeau &
Prunet-Foch, 1989), producción de nanoesferas y nanotubos (Jayasing-
he, 2006), electrospinning (Doshi & Reneker, 1995), o la estimulación
electrohidrodinámica (Goedde & Yuen, 1970b; Crowley, 1981, 1983).

En esta tesis nos centraremos justamente en la última de estas apli-
caciones, la estimulación electrohidrodinámica (EHD), que se basa en la
aplicación de campos eléctricos sobre una porción localizada en la super-
ficie del chorro capilar para producir gotas de caracteŕısticas controladas
(tamaño, tasa de producción, etc.).

Un chorro capilar es t́ıpicamente generado mediante la emersión de
un ĺıquido, por diferencia de presión, de un orificio circular. En función
de la velocidad de salida se pueden encontrar distintos reǵımenes, en
sentido creciente de la velocidad (Reitz & Bracco, 1986): goteo (dripping
mode), rotura capilar (Rayleigh mode), atomización inducida aerodinámi-
camente (wind-induced atomization) y atomización (atomization). En el
régimen de goteo, no se forma un chorro propiamente dicho, sino que el
ĺıquido se desgaja directamente del orificio de salida en un proceso go-
bernado esencialmente por las fuerzas capilares (Lasheras & Hopfinger,
2000). En el régimen de rotura capilar, con velocidades mayores, las fuer-
zas de inercia empiezan a tener un papel importante (Rayleigh, 1945).
Los esfuerzos debidos a la presencia del gas exterior son los responsables
de la atomización inducida aerodinámicamente, que se caracteriza por
una rotura en gotas de tamaño algo menor que en el régimen anterior
(Gordillo & Pérez-Saborid, 2005). Finalmente, el régimen de atomización
se caracteriza por la rotura en muy finas gotas desde el mismo orificio de
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salida como consecuencia del efecto conjunto de la turbulencia generada
en el conducto de salida y de los esfuerzos aerodinámicos (Reitz & Brac-
co, 1986). De todos estos reǵımenes, la estimulación EHD es aplicable en
principio tanto al régimen de rotura capilar como al de atomización indu-
cida aerodinámicamente, pero en las aplicaciones las velocidades suelen
ser tales que podamos restringirnos exclusivamente al régimen de rotura
capilar. Omitiremos por tanto los efectos aerodinámicos en esta tesis.

El amplio estudio al que han sido sometidos los chorros ĺıquidos se
debe a la gran cantidad de aplicaciones tecnológicas en los que están pre-
sentes. Normalmente, los chorros ĺıquidos capilares aparecen en procesos
industriales donde se desea incrementar el cociente superficie/volumen
del ĺıquido, por ejemplo, en combustiones, reactores qúımicos, etc.; o
para aplicar a un objeto un ĺıquido en forma de gotas (pinturas, pul-
verización de pesticidas, impresión por chorro de tinta, etc.). También
están presentes en procesos como la citometŕıa de flujo o la clasificación
de células (Shapiro, 2003). La electrificación de los chorros permite un
mayor control de estos procesos ya que las fuerzas eléctricas pueden cam-
biar la estabilidad de los chorros o la trayectoria de las gotas cargadas
creadas a partir de la rotura del chorro. Se puede encontrar una amplia
revisión de este tipo de aplicaciones en Basaran (2002). En nuestro caso,
la aplicación localizada de campos eléctricos poco después de la salida
produce una rotura muy regular en cuanto al tamaño de las gotas, que
es uno de los objetivos habituales de cualquier estimulación de chorros
capilares.

Respecto a los tipos de estimulación (Middleman, 1995; Barbet, 1997;
Lee, 2003), existen múltiples posibilidades, que podemos clasificar en
dos categoŕıas: (i) estimulación aplicada antes o en la salida del chorro
y (ii) estimulación aplicada en la superficie del chorro ya formado. Al
primer tipo pertenecen varias técnicas de estimulación, la mayoŕıa de
ellas funcionando en régimen de goteo (drop-on-demand).

La estimulación por piezoeléctricos (figura 1.1a) actúa cambiando el
volumen de ĺıquido del depósito situado justo antes de la salida. Esto
produce la eyección del ĺıquido y una disminución de la presión en el
depósito. La ventaja de este tipo de estimulación es que los aumentos y
decrementos de la presión pueden ser usados para optimizar la generación
de gotas satélite monodispersas, aśı como alterar el diámetro de las gotas
producidas. Dependiendo del caudal, este tipo de estimulación también
puede funcionar como mecanismo de drop-on-demand.

La estimulación por burbuja (bubble jet) es un mecanismo de drop-
on-demand (figura 1.1b). Usa impulsos eléctricos aplicados a elementos
resistivos en contacto con el fluido cerca del orificio de salida. Estos ele-
mentos al calentarse provocan la evaporación de una pequeña cantidad
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Figura 1.1: Tipos de estimulación (Lee, 2003): (a) Estimulación por pie-
zoeléctricos, (b) Estimulación por burbuja, (c) Estimulación acústica fo-
calizada, (d) Estimulación mediante una placa flexible, (e) Estimulación
de un fluido electroreológico y (f) LIFT process inkjet.

de ĺıquido que producirá cambios de presión debido a que se forman bur-
bujas de vapor. Este pulso de presión es usado para eyectar el fluido a
través de un orificio, que con los parámetros adecuados dará lugar a una
única gota. Una variante de este dispositivo es generar la burbuja de gas
mediante una descarga eléctrica producida por electrodos a alto voltaje
que estaŕıan en contacto con el ĺıquido. Una posible desventaja de este
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tipo de métodos son las posibles alteraciones en la composición qúımica
del ĺıquido que se pueden dar debido al calentamiento.

La estimulación acústica focalizada es otro dispositivo de drop-on-
demand (figura 1.1c). Este método consiste en dirigir un haz de ultraso-
nido focalizado con una lente acústica sobre la superficie de un menisco.
La presión generada se usa para eyectar el ĺıquido a través de un orificio y
generar gotas. La ventaja de este método es que es inmune a los posibles
bloqueos del orificio de salida, ya que éste es grande en comparación con
el diámetro del haz de la perturbación. Otra ventaja es la facilidad con
que puede cambiarse el diámetro de las gotas generadas cambiando sólo
la distancia entre el transductor y el ĺıquido, lo que equivale a cambiar el
diámetro del haz que incide sobre el menisco. La región cercada por la es-
timulación debe estar ausente de perturbaciones en el ĺıquido ya que esto
podŕıa desestabilizar la distancia lente-superficie del ĺıquido. La enerǵıa
necesaria para generar gotas por este método es unas 25 veces mayor que
la usada por las técnicas de calentamiento. Este requerimiento energéti-
co no parece que sea una desventaja en la estimulación de ĺıquidos con
cargas delicadas como células vivas, protéınas y ADN, ya que ha sido
utilizado en aplicaciones de biotecnoloǵıa con éxito.

Otro mecanismo de drop-on-demand se consigue haciendo que la placa
donde se sitúa el orificio de salida sea flexible (figura 1.1d). El movimiento
de la placa es controlado por un mecanismo mecánico que permitirá con-
trolar la eyección del ĺıquido. Existen distintas formas de conseguir un
movimiento controlado de la placa, por ejemplo, mediante la deposición
sobre la placa de una fina capa de material piezoeléctrico, o de mate-
rial térmico bimorfo, o por la atracción electrostática generada por una
diferencia de potencial impuesta entre la placa donde está el orificio de
salida del chorro y un electrodo colocado dentro del depósito.

El dispositivo llamado electro-rheological fluid inkjet, también de tipo
drop-on-demand, utiliza un fluido que, bajo la acción de campos eléctricos
intensos, sufre una transición de un fluido newtoniano a un fluido plástico.
Éste se caracteriza por tener una gran disminución de presión, relativa
a la presión umbral necesaria para el que el fluido se eyecte, de forma
que el fluido no se desplaza. Cuando el campo eléctrico deja de actuar,
el fluido tiene una viscosidad suficientemente baja de modo que forma
un chorro de alta velocidad y se eyecta una microgota (figura 1.1e). La
principial desventaja que presenta este método es que no es válido para
cualquier tipo de ĺıquido, además de ser necesarios campos del orden de
los kilovoltios por miĺımetro para conseguir la transición de fase en el
fluido.

Una variación de este método, conocida como liquid ink fault tolerant
process inkjet, consiste en imponer sobre el menisco un campo eléctrico
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con una amplitud por debajo del umbral necesario para la eyección, de
forma que un aumento de temperatura produzca el cambio necesario en
la tensión superficial del ĺıquido para generar gotas (figura 1.1f).

A la categoŕıa de estimulación en superficie corresponden la estimula-
ción termocapilar y la estimulación electrohidrodinámica. En la primera,
un haz láser de intensidad modulada calienta la superficie del chorro,
generando una distribución de temperaturas (Nahas & Panton, 1990).
Como la tensión superficial depende de la temperatura, se presentan dos
efectos: (i) un decremento de la presión capilar en la región más caliente,
donde la tensión superficial es más baja, y (ii) se generan esfuerzos tan-
genciales debido al efecto Marangoni generado por el gradiente de tensión
superficial. Para un estudio detallado de este problema se remite al lector
al trabajo de Barbet (1997).

La estimulación EHD consiste en colocar un electrodo, a distinto po-
tencial eléctrico que el del chorro, cerca de la superficie de éste y muy
próximo al orificio de salida. Los esfuerzos eléctricos aplicados sobre la
superficie del chorro darán lugar a una perturbación de una longitud de
onda bien definida. Si el potencial al que está sometido el electrodo es
un pulso (estimulación EHD intermitente) se conseguirá romper una pe-
queña porción del chorro en gotas aisladas (Crowley, 1981, 1983; Hrdina
& Crowley, 1989; Bardeau et al., 1994; Atten et al., 1995). Si el potencial
es periódico, se conseguirá una rotura en gotas monodispersas (Goedde
& Yuen, 1970b; Spohn & Atten, 1993; Barbet, 1997).

La ventaja de la estimulación en superficie frente a los otros tipos que
se han comentado anteriormente es que permite fijar con relativa facili-
dad la longitud de onda de la perturbación, mientras que la estimulación
antes o en la salida del chorro genera perturbaciones de varias longitu-
des de onda superpuestas, que pueden interferir entre śı dando lugar a
patrones más complejos de estudiar. Incluso si estamos interesados en
estos patrones, es fácil conseguir y controlar la superposición de distintas
longitudes de onda con estimulación en superficie (Barbet, 1997). Por
todo ello, desde el punto de vista de la investigación básica de dinámica
de chorros capilares, la estimulación en superficie ofrece ventajas claras.
El trabajo de esta tesis está principalmente enfocado a la caracterización
de la estimulación EHD, pero el formalismo desarrollado es aplicable a
cualquier tipo de estimulación en superficie.
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1.2. Antecedentes

1.2.1. Chorros ĺıquidos sin campo eléctrico aplicado

Los chorros ĺıquidos han atráıdo la atención de los investigadores des-
de hace siglos. Mariotte (1686) observa que un chorro que emerge de un
orificio se rompe en gotas, aunque no identifica la fuerza responsable de
la inestabilidad. Fueron Young (1805) y Laplace (1805) quienes desarro-
llaron una teoŕıa sobre la tensión superficial. Gauss (1828) consolidó la
formulación matemática de los fenómenos de tensión superficial, pero sin
establecer aún una conexión entre esta fuerza y la inestabilidad de los
chorros. El primero en hacer experimentos relacionados con la rotura de
chorros fue Savart (1833). Eliminó cualquier posible fuente de perturba-
ción del chorro y se dio cuenta que no pod́ıa evitar la rotura en gotas,
aunque, como le pasó a Mariotte (1686), no identificó la fuerza responsa-
ble de la inestabilidad. Fue finalmente Plateau (1846) quien relacionó la
rotura de los chorros con la tensión superficial, al verificar que la superfi-
cie del chorro disminúıa ante perturbaciones de longitud de onda mayores
que el diamétro del chorro sin perturbar (Plateau, 1863). También fue
el primero en realizar experimentos cuantitativos sobre esa inestabilidad
(Plateau, 1873).

Rayleigh (1878, 1879) estableció que la inercia interviene en contra
del crecimiento de las perturbaciones de onda muy larga, que implican un
gran desplazamiento de ĺıquido. El estudio lineal temporal de la inesta-
bilidad de chorros (Rayleigh, 1878), que consiste en seguir al chorro con
la misma velocidad con la que sale del orificio, y observar el crecimiento
de las perturbaciones, le permitió predecir que, en ausencia de viscosi-
dad, las perturbaciones que crecen más rápidamente son aquellas cuya
longitud de onda es aproximadamente nueve veces el radio inicial del
chorro. Eso selecciona el tamaño t́ıpico de las gotas, lo cual corroboró ex-
perimentalmente. Revolucionó las técnicas experimentales, aplicando por
primera vez iluminación estroboscópica (Rayleigh, 1882a) y técnicas fo-
tográficas (Rayleigh, 1891) a este estudio. Pudo observar aśı las gotas
satélites. También extendió su análisis modal a chorros ĺıquidos muy vis-
cosos, demostrando que en ese ĺımite son favorecidas las perturbaciones
de longitud de onda muy larga.

Tratando de caracterizar la influencia del baño gaseoso exterior sobre
un chorro ĺıquido con cierta velocidad, Weber (1931) volvió a derivar la
relación de dispersión para viscosidad arbitraria, que ya hab́ıa obteni-
do Rayleigh (1882b). Usó una aproximación de onda larga con la que
pudo calcular aproximadamente cómo crećıan las perturbaciones cuando
el ĺıquido es viscoso. Fue Chandrasekhar (1961) quien analizó numérica-
mente el problema con una viscosidad arbitraria. Tomotika (1935) tuvo
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en cuenta el efecto del baño exterior sobre una columna ĺıquida infinita,
considerando densidades arbitrarias para el chorro y el baño exterior.

Muchos de los trabajos experimentales sobre chorros capilares realiza-
dos hasta el momento, entre los que destacan los de Haenlein (1931), Do-
nelly & Glaberson (1966) y Goedde & Yuen (1970a), González & Garćıa
(2009), han ido encaminados, entre otros objetivos, a comprobar los re-
sultados del análisis perturbativo lineal.

A pesar de la gran cantidad de trabajos publicados (Eggers, 1997;
Lin, 2003; Eggers & Villermaux, 2008) sobre chorros capilares, el análisis
modal temporal, es decir, la determinación y descripción de los modos
naturales en que puede descomponerse cualquier pequeña perturbación
del chorro respecto de su estado base, no ha sido completado hasta muy
recientemente. Quizás, la falta de interés sobre un análisis modal sis-
temático sea debida a que se puede describir la caracteŕıstica principal
de la evolución sólo considerando un único modo, el cual es inestable
para longitudes de onda mayores que el peŕımetro del chorro sin pertur-
bar (2πR). No obstante, los restantes modos, aunque estables, no dejan
de ser necesarios para comprender completamente el comportamiento de
este sistema f́ısico. Finalmente, este análisis temporal ha sido realizado
por Garćıa & González (2008). En él, como propuso Lord Rayleigh, el
chorro sin perturbar es considerado como una columna en reposo. Garćıa
y González establecen que, además de los dos modos capilares ya cono-
cidos, llamados capilar subdominante el estable, y capilar dominante el
inestable, hay que tener en cuenta un infinito numerable de modos es-
tables conocidos como modos hidrodinámicos. Los modos capilares, que
surgen de la competición entre las fuerzas de inercia y capilar, inducen
una deformación importante en la forma del chorro y la combinación de
estos dos modos es suficiente para describir cualquier perturbación en la
forma del chorro y en su velocidad media. Por otro lado, los modos hidro-
dinámicos tienen su origen en la competencia entre la inercia y la fuerza
viscosa, y están descritos por un campo de velocidades recirculatorio y
generan pequeñas deformaciones en el chorro. Los modos hidrodinámicos
han sido previamente descritos en los puentes ĺıquidos (Nicolás & Vega,
2000) pero han sido ignorados en los chorros. Los dos modos capilares
junto con la familia infinita de modos hidrodinámicos forman una base
completa para describir cualquier perturbación axisimétrica en un chorro
capilar viscoso.

Un enfoque distinto, más realista, es el análisis espacial del proble-
ma de inestabilidad, es decir, adoptando un sistema de referencia fijo en
el orificio. Las perturbaciones crecerán o decrecerán espacialmente a lo
largo de lo que se conoce como chorro semiinfinito. Aśı lo hicieron Ke-
ller et al. (1973), quienes demostraron en el caso no viscoso, que si la
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velocidad del chorro es suficientemente alta (velocidades mucho mayores
que la velocidad t́ıpica de propagación de las ondas capilares), el análisis
espacial de inestabilidad conduce a los resultados obtenidos en el análisis
temporal. Además de los modos capilares, emparentados con los men-
cionados en el análisis temporal, Keller et al. encontraron otra familia
infinita de modos sin contrapartida en el análisis temporal y con carac-
teŕısticas sorprendentes: factor de crecimiento mayor que el del modo
capilar dominante y una longitud de onda muy grande. En el art́ıculo de
Keller no vienen muy bien descritos estos modos, y además se considera
que su comportamiento no es f́ısico. Debido a su gran longitud de onda,
se descartó observarlos experimentalmente. Por otro lado, Bogy (1978)
dio argumentos radiativos para excluirlos también de su análisis.

También hay constancia de otro modo, mencionado por Busker &
Lamers (1989), en el caso no viscoso, que apareció en literatura gris (co-
municación privada de Boersma a estos autores). Aunque este modo no
aparece en el art́ıculo de Keller, en el de Busker sólo se menciona su
existencia y su localización asintótica para velocidades altas. Más recien-
temente, Le Dizès (1997) lo ha tenido en cuenta en la búsqueda de modos
globales en chorros capilares.

Paralelamente al avance que supuso el trabajo de Keller, los conceptos
de inestabilidad convectiva y absoluta desarrollados inicialmente para el
estudio de plasmas fueron aplicados a problemas de inestabilidad hidro-
dinámica (Briggs, 1964; Bers, 1983; Huerre & Monkewitz, 1990). Según
estas teoŕıas, la localización de los ceros y las ramas en el plano complejo
k de una relación de dispersión no da toda la información f́ısica relevante
sobre su estabilidad. La relación de dispersión surge de manera natural
como el denominador de la transformada de Fourier espacio-temporal
de la función de Green para cualesquiera condiciones de contorno. La
función de Green se obtiene de la trasformada inversa con el apropiado
contorno de Bromwich en los planos complejos ω y k satisfaciendo las
condiciones de causalidad (Briggs, 1964). Es necesario pues monitorizar
el movimiento de los ceros cuando se hace la parte imaginaria de la fre-
cuencia tender a cero. Este procedimiento define una clara separación de
los ceros (polos de la transformada de la función de Green) que afectan
al flujo aguas arriba y aguas abajo y sólo entonces los polos revelan la
naturaleza creciente o decreciente de sus modos asociados.

Estos conceptos de inestabilidad absoluta y convectiva fueron por
primera vez aplicados a los chorros por Leib & Goldstein (1986a). En
este primer art́ıculo, los autores consideran un chorro no viscoso y un
perfil de velocidades de Hagen-Poiseuille, incluyendo como ĺımite el perfil
plano. La existencia de la inestabilidad absoluta, que se manifiesta por la
presencia de perturbaciones que se amplifican desde la salida del chorro,
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no necesita una descripción completa de los modos espaciales que surgen
de la relación de dispersión. Sólo es necesario mostrar la coalescencia
de dos de estos modos provenientes de semiespacios diferentes del plano
complejo k cuando la parte imaginaria de la frecuencia tiende a cero.
Como consecuencia de esto, la caracterización del conjunto completo de
los modos no se presenta en ese trabajo. Lo mismo ocurre con la extensión
al estudio del chorro viscoso (Leib & Goldstein, 1986b). Aśı pues, la
tarea de encontrar y describir todos los modos espaciales ha sido siempre
evitada. Esta es una laguna dentro del estudio fundamental de los chorros
capilares que este trabajo pretende completar.

1.2.2. Chorros ĺıquidos sometidos a campos eléctri-
cos

El primero estudio, tanto teórico como experimental, sobre el efec-
to del campo eléctrico radial sobre un chorro conductor no viscoso fue
realizado por Melcher (1963). Concluyó que el efecto del campo era de-
sestabilizador para perturbaciones axisimétricas, excepto para longitudes
de onda muy largas. También predijo y comprobó que las perturbacio-
nes no axisimétricas pueden ser más inestables que las axisimétricas para
campos suficientemente intensos. El papel de la viscosidad fue analiza-
do más adelante por Saville (1971). Más recientemente, González et al.
(2003) estudiaron la estabilidad del chorro viscoso bajo la acción de un
campo radial alterno.

El estudio de un campo tangencial sobre columnas ĺıquidas dieléctri-
cas no viscosas fue llevado a cabo por Nayyar & Murty (1960). Para
ĺıquidos conductores con pérdidas, el análisis de estabilidad bajo el efecto
de un campo eléctrico tangencial fue realizado por Mestel (Mestel, 1994;
Mestel, 1996). La estabilidad de fluidos dieléctricos usando el modelo de
conductor con pérdidas, Taylor–Melcher leaky dielectric model (Saville,
1997) sin efectos electrocinéticos fue estudiado por López-Herrera et al.
(1999). El efecto de un campo tangencial sobre una interfaz entre dos
fluidos aislantes siempre es estabilizante (Melcher, 1963).

El análisis lineal ha permitido comprender el efecto del campo eléctri-
co sobre el tamaño de las gotas y la longitud de rotura del chorro. En los
trabajos anteriores se ha puesto de manifiesto los mecanismos de actua-
ción de un campo eléctrico sobre una superficie libre ciĺındrica cargada.
En el caso de chorros conductores deben distinguirse dos de estos meca-
nismos: (i) el efecto punta, que frente a una deformación de la superficie
da lugar a un incremento de la presión hacia el exterior en dichos puntos
que ayuda al crecimiento de la inestabilidad, (ii) el efecto de la inhomo-
geneidad del campo en geometŕıa ciĺındrica (dependencia radial del tipo
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1/r). Dado que la superficie libre es equipotencial, el campo se intensifica
en los puntos más cercanos al eje; aśı ocurre también con la presión elec-
trostática, lo cual se opone al crecimiento de la inestabilidad. Se trata de
dos efectos contrapuestos, si bien el segundo es independiente de la lon-
gitud de onda de las perturbaciones, el primero asociado a la curvatura
de la superficie, aumenta para pequeñas longitudes de onda y compite
con la estabilización debida a las fuerzas capilares.

Los trabajos mencionados hasta ahora consideraban el efecto que los
campos eléctricos tienen sobre chorros cuando se aplican en toda la lon-
gitud. Frente a esto, primero Goedde & Yuen (1970b) y posteriormen-
te, Crowley (1981, 1983) consideraron la aplicación local de los campos
eléctricos como herramienta de estimulación, como una opción más sen-
cilla y práctica a la generada por piezoeléctricos. La estimulación no se
ejercerá a la salida del chorro como ocurre con otros tipos de estimula-
ción como la piezoeléctrica o la acústica, sino que se aplica aguas abajo,
pero aún en la región donde el ruido natural no se ha amplificado dema-
siado. Esto tiene la ventaja de que se pueden diseñar separadamente el
orificio de salida y el electrodo, para que sean lo más eficientes posibles,
cada uno en su objetivo. Goedde & Yuen (1970b) realizaron un estu-
dio experimental donde se centraron en ver la influencia de los efectos
no lineales sobre los factores de crecimiento de las ondas superficiales.
Crowley (1983) resolvió el problema lineal de un chorro infinito perfecta-
mente conductor descrito mediante el modelo de Lee, que entraba en un
electrodo coaxial situado muy cerca de la superficie del chorro, generan-
do una presión eléctrica tipo escalón, de anchura igual a la longitud del
electrodo. Obtuvo unos resultados que estaban en buen acuerdo con las
medidas de longitud de ruptura del chorro. Para conseguir longitudes de
rotura más cortas con campos débiles, ideó un dispositivo compuesto por
una serie de electrodos, del tal forma que se optimizaba la separación y
la fase con la que actuaba cada uno. En esta ĺınea se encuentran también
los trabajos de Spohn & Atten (1993) y Barbet (1997), donde se estudia
la longitud de rotura del chorro como función del voltaje aplicado y del
número de electrodos equidistantes usados. En estos trabajos se aborda
el problema de la estimulación dividiendo el espacio en dos regiones, una,
aquella donde es aplicada la estimulación, y otra, donde ésta ya no actúa,
y se produce el crecimiento de las perturbaciones. Además se simplifica
el tratamiento en la primera zona suponiendo que el ĺıquido es perfecto.
A este respecto, en esta memoria se desarrolla un tratamiento espacial
del problema de estimulación que no requiere división alguna en regiones
ni restricción a ĺıquidos no viscosos.
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1.2.3. Modelos unidimensionales

Los modelos unidimensionales surgen en vista de la dificultad que en-
traña resolver las ecuaciones que gobiernan la evolución de una columna
ĺıquida. El primer modelo aplicado a chorros fue el construido por Mel-
cher & Warren (1971). Consideraron independientes de la coordenada
radial la presión y la velocidad axial, y despreciaron la velocidad radial.
Aunque los resultados no eran malos, el campo de velocidades no ve-
rificaba la ecuación de continuidad y se encontraron inconsistencias en
la deducción de los términos viscosos. El modelo de rodajas no viscoso
de Lee (1974) desprecia la dependencia radial de la velocidad axial y la
presión, mientras que la velocidad radial dependerá linealmente de esta
coordenada. Eggers & Dupont (1994) y, de forma independiente, Garćıa
& Castellanos (1994), generalizaron este modelo al caso con viscosidad
basándose en la hipótesis de esbeltez. En la aproximación lineal, este re-
sultado coincide con el obtenido por Weber (1931). El modelo de Cosserat
surgió en el contexto de la mecánica de barras sólidas y fue extendido
su uso a chorros por Green (1976). Fue justificado a partir del promedio
radial de las ecuaciones de Navier–Stokes, aśı como su extensión a fluidos
no newtonianos por Bousfield et al. (1986). Este modelo es inconsistente
con algunos términos viscosos, por lo que puede fallar a viscosidades al-
tas. Sorprende el excelente comportamiento del modelo lineal no viscoso,
puesto de manifiesto por Bogy (1978b, 1979), quien comparó los modelos
lineales de Lee y Cosserat con los resultados de Rayleigh (1878) sin vis-
cosidad. Garćıa & Castellanos (1994) dedujeron otro modelo, el modelo
promediado, donde se estiman los términos viscosos despreciados en el
modelo de Cosserat, aśı como un modelo de orden superior, el modelo
parabólico, donde la dependencia de la velocidad axial y de la presión
es cuadrática en la coordenada radial. Resulta clave mantener intacto el
término de presión capilar para obtener buenos resultados con los mode-
los unidimensionales ya que es éste el término que gobierna la dinámica
del chorro.

Desde un sistema de referencia fijo (análisis espacial), no se han en-
contrado muchos trabajos. Podemos mencionar el de Bogy (1978), que
usa el modelo de Cosserat y emplea argumentos radiativos para eliminar
los modos inerciales. También tenemos el trabajo de Pimbley (1976), que
usa el modelo de Lee para justificar la formación de gotas a partir de un
problema de condiciones de contorno.

Los modelos unidimensionales han sido una herramienta muy útil a
la hora de estudiar la dinámica de los chorros capilares. El hecho de
que estos modelos funcionen tan bien ha hecho que su uso se extien-
da a muchos campos, por ejemplo, el trabajo de López-Herrera et al.
(1999) en electrosprays, la impresión por chorro de tinta (Barbet, 1997),
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o en la modelización de rotura de fluidos no newtonianos (Clasen et al.,
2006; Hoever et al., 2010). En chorros newtonianos perfectamente con-
ductores bajo los efectos de unos esfuerzos radiales, López-Herrera et al.
(2005) ha usado el modelo unidimensional promediado para encontrar
soluciones numéricas. López-Herrera & Gañán-Calvo (2004) investigaron
experimentalmente el efecto tanto de la viscosidad como de la ampli-
tud del campo aplicado sobre el tamaño de las gotas satélite y la carga
acumulada para chorros conductores bajo la acción de un campo radial.
Compararon sus resultados experimentales con los obtenidos a partir de
un modelo unidimensional consiguiendo un buen acuerdo para moderadas
amplitudes del campo eléctrico aplicado.

1.3. Un primer acercamiento al problema

La estimulación EHD sobre chorros conductores produce esfuerzos so-
bre la superficie del chorro, que son puramente normales cuando el chorro
es conductor perfecto, pero que tienen una componente tangencial si la
conductividad es finita. Es previsible, y aśı se mostrará en esta tesis, que
los esfuerzos más importantes sean los normales en la mayoŕıa de los casos
prácticos. Por otra parte, este tipo de estimulación está caracterizada por
generar perturbaciones de pequeña amplitud, al menos en comparación
con otros sistemas tales como los piezoeléctricos. Esto justifica que a lo
largo de toda la tesis podamos restringirnos a un tratamiento lineal. Con
base en estas dos premisas, podemos construir un modelo sencillo que
nos permita comprender el mecanismo de estimulación principal, que es
el de los esfuerzos normales. También, al final de este apartado haremos
un breve comentario acerca de los efectos de un esfuerzo tangencial sobre
la superficie del chorro.

Desde un punto de vista f́ısico, el efecto de cualquier estimulación
puede ser un cambio en la velocidad de las part́ıculas fluidas a la salida
de la región de estimulación, unido a una deformación de la superficie
del chorro. Esto conduce a una clasificación en cuanto a la naturaleza de
la estimulación. Se dirá que la naturaleza de la estimulación es de tipo
impulso cuando su efecto es esencialmente un cambio en la velocidad
del chorro manteniendo su superficie sin perturbar. Cuando lo que se
consigue es una deformación de la superficie sin cambio en la velocidad,
se estará ante una estimulación tipo deformación. En la situación más
general aparecerán condiciones mixtas, con una velocidad y deformación
iniciales.

A la vista de los resultados experimentales existentes sobre estimula-
ción EHD aplicada a un chorro conductor, podemos decir que el efecto es
un cambio en la velocidad debido al impulso ejercido por la fuerza eléctri-
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ca. Un primer acercamiento a este problema puede consistir en calcular
el impulso que siente una part́ıcula fluida en la región de estimulación. El
efecto básico que ejerce el campo eléctrico sobre el chorro es la aplicación
de una presión electrostática distribuida de manera no uniforme sobre su
superficie. Las diferencias de presión aplicadas implican una fuerza axial,
responsable del impulso ejercido sobre el fluido. Esto se puede justificar
considerando un modelo de rodajas para describir el chorro. Desprecian-
do términos no lineales y viscosos, podemos escribir la componente axial
de la conservación del momento, referida a un sistema que se mueve con
la velocidad del chorro, como

ρ
∂w

∂t
= −∂p

∂z
, (1.1)

donde w(z, t) es la velocidad axial en cualquier punto de una rodaja y
p(z, t) su presión. Por otra parte, el equilibrio de esfuerzos normales en
la superficie del chorro se escribe

p+ pE = γκ ≃ 0, (1.2)

donde pE = 1/2ϵ0E
2, es la presión electrostática, con E el módulo del

campo eléctrico en la superficie del chorro y donde hemos despreciado el
salto capilar γκ, producto de la tensión superficial por la curvatura de la
superficie. De todo lo anterior podemos sacar la imagen sencilla de una
fuerza axial responsable del impulso dada por

F =
∂pE
∂z

. (1.3)

Para el campo generado por un electrodo se usará una aproximación
que retenga las caracteŕısticas esenciales: una campana de anchura 2d
dada por

E(z, t) =
1

2

[
1 + cos

(πz
d

)]
cos(ωt) − d < z < d. (1.4)

Queda por tanto la presión eléctrica como

pE(z, t) = pE0(z) [1 + cos(2ωt)] . (1.5)

El impulso que sufre una part́ıcula debido a una fuerza F es

∆v =

∫ ∞

−∞
F dt. (1.6)

Como la zona de estimulación está limitada a la región −d < z < d, la
integral se reescribirá de este modo
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Figura 1.2: Presión eléctrica y fuerza asociada como función de la coor-
denada axial.

∆v =

∫ t(d)

t(−d)

F (z(t), t) dt, (1.7)

donde t(−d) y t(d) son los instantes en los que la rodaja fluida pasa por
las posiciones −d y d respectivamente, z(t) es la posición de la rodaja
en el instante t y F (z(t), t) es la fuerza ejercida sobre dicha rodaja, que
depende de su posición en la campana de campo eléctrico y del instante
t. Como ∆v << v0 (v0 es la velocidad del chorro), se puede aproximar la
expresión (1.7) por

∆v =

∫ d

−d

F

(
z,

z

v0

)
dz

v0
. (1.8)

Sustituyendo la fuerza por su expresión se llega a

∆v =

∫ d

−d

1

8v0

[
1 + cos

(πz
d

)]2
cos2

[
ω

(
z

v0
+ t0

)]
dz, (1.9)

donde t0 es el instante en el que la part́ıcula fluida llega al centro de la
campana.

Integrando se obtiene la siguiente expresión para el impulso,

∆v =
3π4 sen(y) sen (v0yt0/d)

4v0 [(π2 − y2)(4π2 − y2)]
(1.10)

que es el cambio en la velocidad que sufre una part́ıcula fluida a la salida
de la región de estimulación. El parámetro y = 2ωd/v0 es una frecuencia
adimensional y da cuenta del cociente entre el peŕıodo de la estimulación
y el tiempo de paso de la part́ıcula fluida por la región de estimulación.
El término sen(v0yt0/d) pone de manifiesto que una part́ıcula fluida pue-
de experimentar un impulso positivo, negativo o nulo, dependiendo del
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Figura 1.3: Módulo del cambio de velocidad en función del parámetro
adimensional y = 2ωd/v0.

instante concreto en que entra en la región de estimulación. La expresión
(1.10) se ilustra en la figura 1.3.

Este tipo de análisis ha sido realizado por Hrdina & Crowley (1989)
usando para la distribución espacial de campo una función uniforme en
toda la región de estimulación, y por Barbet (1997) usando también una
distribución tipo campana, pero diferente a la considerada por nosotros.

De esta expresión se puede deducir qué longitud de onda es estimulada
con mayor amplitud, a saber

λ = 2d. (1.11)

Esto se podŕıa haber deducido de la figura 1.2: cuando una part́ıcula
fluida entra en la región de estimulación (punto 1) empieza a sentir una
fuerza en sentido aguas abajo cada vez de mayor amplitud hasta que llega
al punto 2 (el punto de máxima pendiente en la campana de presión),
donde la amplitud de la fuerza se hace máxima. Luego la amplitud de la
fuerza empieza a disminuir hasta que se llega al punto 3, donde se hace
nula y la fuerza cambia su sentido (aguas arriba). La amplitud vuelve a
crecer hasta que llega al máximo en la posición 4. A partir de este punto la
amplitud vuelve a decrecer hasta llegar al final de la estimulación (punto
5). Estas amplitudes están moduladas temporalmente como se ha visto
en la ecuación (1.5) como cos(2ωt).

Para determinar cuándo el impulso que sufre una part́ıcula fluida se
hace máximo, podemos simplificar la situación suponiendo que la part́ıcu-
la sólo sufre dos “tirones” en la región de estimulación. Para que el im-
pulso sea máximo se ha de cumplir que cuando dicha part́ıcula pase por
el punto 2, la fuerza sea máxima (cos(2ωt) = 1) y cuando llegue al pun-
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Figura 1.4: Campana de presiones extendida y la fuerza asociada, donde
“máx” indica un máximo temporal (cos(2ωt) = 1) y “0” indica un cero
en la dependencia temporal (cos(2ωt) = 0).

to 4 sea cero (cos(2ωt) = 0). Estos dos puntos están separados por una
distancia,

d = v0
T

2
, (1.12)

donde T es el peŕıodo de la estimulación. Esto es equivalente a λ = 2d,
que concuerda con lo obtenido a partir de la expresión del impulso.

Cuando no se dan estas condiciones óptimas, el impulso neto será me-
nor. A partir de este razonamiento se deduce también por qué no estimula
un esfuerzo constante: se iŕıan compensando los impulsos por pares y a
la salida el impulso neto será cero.

En el caso de una campana muy extendida (figura 1.4), las “colas”
actúan de manera negativa. Agrupando los esfuerzos por pares, se puede
deducir el esfuerzo neto que sufre una part́ıcula fluida. En la figura 1.4 se
observa cómo la mayor parte del impulso que sufre la part́ıcula se debe
a los tirones en los puntos C y D, como se comentó antes. Si nos fijamos
en el siguiente par de puntos, B y E, vemos que el impulso neto actúa en
sentido contrario al mayor de los impulsos, punto C. El siguiente par, A
y F, śı que dan un impulso neto positivo, pero de menor amplitud que
el anterior. Se puede concluir entonces que una campana de presiones
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extendida es menos eficiente que una más estrecha.
Con respecto a los esfuerzos tangenciales, no tenemos un modelo sen-

cillo que permita hacer predicciones cuantitativas. Sin embargo, si po-
demos desarrollar cierta intuición a partir de argumentos cualitativos.
En concreto, debemos esperar que los esfuerzos eléctricos aplicados en la
superficie se difundan al interior del fluido debido a su carácter viscoso.
Por tanto, la viscosidad debe jugar un papel más importante en este tipo
de estimulación. Su análisis detallado se verá posteriormente.

1.4. Organización del trabajo

Los resultados de este trabajo no se restringen a la mera caracteriza-
ción de la estimulación EHD, sino que por un lado el formalismo es útil
para la descripción de cualquier tipo de estimulación realizada mediante
esfuerzos en la superficie del chorro, y por otro, se han obtenido resulta-
dos relativos a la dinámica del chorro que tienen interés por si mismos.
Nos referimos a la descripción de los modos espaciales. Por ello, la or-
ganización más natural de la tesis nos parece aquella en la que primero
se plantee el problema fluidomecánico de un chorro sometido a esfuerzos
superficiales de cualquier origen, y posteriormente se aborde el problema
eléctrico propio de la estimulación EHD.

Para ello, en el caṕıtulo dos se presentarán las ecuaciones y condicio-
nes de contorno que describirán la dinámica del problema fluido sometido
a cualquier tipo de estimulación superficial. Se resolverá el problema flui-
do sometido a una estimulación puntual con una dependencia temporal
armónica (problema de la señal), mediante el formalismo de la función
de Green. En esta solución aparecerá una combinación de los modos del
sistema. Se mostrará un estudio detallado del análisis espacial del cho-
rro capilar y se comprobará que la función de Green es una herramienta
imprescindible para la comprensión de los modos espaciales.

Una vez realizado el análisis modal, el objetivo del caṕıtulo tres es
realizar un estudio análogo mediante los modelos unidimensionales, lo
cual suministra una herramienta de análisis más simple y, como se verá,
suficientemente precisa. Se estudiarán los modos que aparecen en cada
uno de los modelos y se comprobará su bondad comparando los resultados
obtenidos para la función de Green con los del caso 3D.

La caracterización de la estimulación EHD se realizará en el caṕıtulo
cuatro. Aunque en general están acoplados el problema fluidomecánico y
eléctrico, en la práctica estos problemas pueden considerarse desacopla-
dos. Se resolverá el problema eléctrico mediante el método de los elemen-
tos finitos usando el software comercial COMSOL Multiphysics y a partir
de sus resultados se obtendrán los esfuerzos eléctricos que actúan sobre
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el chorro. Para comprobar y entender estos resultados numéricos, se pro-
pondrá un modelo circuital del problema. A partir del estudio numérico
se diseñará un estimulador que actúe de forma eficiente. Por último, pa-
ra dicho diseño, se estudiará la respuesta del chorro a la estimulación.
Para ello se calculará la convolución de la función de Green obtenida
en caṕıtulos anteriores con los esfuerzos que se han obtenidos de forma
numérica. De estos resultados se podrá obtener mucha información, como
por ejemplo, cómo afecta la estimulación a cada uno de los modos espa-
ciales, o a qué tipo de condición de contorno corresponde la deformación
y velocidad obtenidas a la salida de la estimulación. También se verá cuál
de las dos componentes de la estimulación, normal o tangencial, es más
eficiente.



Caṕıtulo 2

Estimulación mediante
esfuerzos en la superficie del
chorro

2.1. Configuración geométrica

El sistema que se pretende estudiar es un chorro ĺıquido que emerge
a través de un orificio, circular muchas de las veces, siendo el medio
exterior aire a presión atmosférica. Aunque para velocidades mayores que
la velocidad capilar (velocidad de propagación de las ondas capilares) se
puede estudiar la dinámica del chorro desde un sistema de referencia que
se mueve con la velocidad del chorro (Rayleigh, 1945), en este trabajo se
hará desde un sistema de referencia fijo (Keller et al., 1973; Bogy, 1979).
Pasar de un sistema al otro se traducirá en una transformación galileana
de coordenadas aplicada a las ecuaciones y las condiciones de contorno.
T́ıpicamente la estimulación se realiza a cierta distancia del orificio de
salida, de manera que los posibles efectos asociados a la relajación del
perfil inicial de velocidades no intervienen en la zona de estimulación.
Por ello, podemos suponer que el chorro es una columna ĺıquida que se
extiende hasta el infinito en ambos sentidos y que posee un perfil plano
de velocidades.

Conseguir una determinada distribución de campos eléctricos en la
superficie del chorro requerirá una configuración de electrodos apropia-
da. En este caso se busca un efecto localizado de la estimulación, para lo
que se necesitará, además de un electrodo sometido a potencial, otros dos
conectados a tierra para apantallar el campo (González & Garćıa, 2009),
tal y como se muestra en la figura 2.1. Aśı pues, el montaje estará com-
puesto por tres electrodos coaxiales situados muy cerca de la superficie
del chorro.
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Figura 2.1: Esquema de la configuración chorro-electrodos.

2.2. Propiedades del fluido

El ĺıquido que formará el chorro se considera incompresible, newto-
niano y termodinámicamente homogéneo, es decir, no se contemplan ni
gradientes de temperatura ni de concentración. Aśı pues, se consideran
constantes y uniformes todas las propiedades del fluido: ρ, la densidad,
µ, la viscosidad dinámica, y γ, la tensión superficial.

La influencia de este baño ha sido estudiada por Tomotika (1935),
aunque restringiéndose a una velocidad igual a la del chorro. Si la den-
sidad del fluido exterior es pequeña, el baño no influye mecánicamente
en la evolución del chorro. Al ser la densidad y viscosidad cinemática del
gas t́ıpicamente tres órdenes de magnitud menores que las del ĺıquido, se
podrá despreciar su efecto siempre que la velocidad de emersión no sea
demasiado elevada (Sterling & Sleicher, 1975; Gordillo & Pérez-Saborid,
2005; González & Garćıa, 2009). Como segunda consecuencia importante,
el perfil de velocidades del chorro podrá tomarse como plano.
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2.3. Ecuaciones y condiciones de contorno

fluidomecánicas

2.3.1. Ecuaciones de volumen

La conservación de la masa para un fluido incompresible exige que se
cumpla la ecuación de continuidad

∇ · v = 0. (2.1)

La evolución del campo de velocidades estará gobernada por la ecuación
de Navier–Stokes,

∂v

∂t
+ v · ∇v = ∇ ·Tm + fvol, (2.2)

en la cual, Tm es el tensor de esfuerzos mecánicos y fvol es la densi-
dad de fuerza volumétrica. En el caso que incumbe a este trabajo, no
habrá fuerzas en volumen, ya que se despreciará el efecto de la gravedad,
y las fuerzas ejercidas por el dispositivo de estimulación estarán aplica-
das en la superficie. En el caso de la estimulación EHD justificaremos la
ausencia de fuerzas eléctricas en volumen en el caṕıtulo .

El tensor de esfuerzos mecánicos viene dado por

Tm = −P I+Tv, (2.3)

donde P es la presión, I es el tensor identidad, y Tv es el tensor de
esfuerzos viscoso, que para fluidos newtonianos e incompresibles tiene la
siguiente forma:

Tv = µ
(
∇v + (∇v)t

)
, (2.4)

donde el supeŕındice t indica la transposición del tensor ∇v.

2.3.2. Condiciones de contorno

La forma del ĺıquido que constituye la columna, lo que se llamará in-
terfaz, se expresará matemáticamente como

G(r, t) = 0, (2.5)

donde r es el vector de posición.
La primera condición que debe cumplirse en la interfaz es que el fluido,

por definición, no puede atraversarla; esto es la condición cinemática(
∂G

∂t
+ v · ∇G

)∣∣∣∣
G(r,t)=0

= 0. (2.6)
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También se exigirá una condición de equilibrio de esfuerzos en la inte-
faz. En general, los tensores de esfuerzos mecánicos y esfuerzos externos
toman valores distintos a cada lado de la interfaz. La fuerza neta por
unidad de área que por ello se produce tiene que compensarse con el sal-
to capilar de presiones. La presión capilar es proporcional a la curvatura
media de la superficie, siendo la constante de proporcionalidad la tensión
superficial. La condición de equilibrio de esfuerzos queda como

Pen −Tv · en + ||T|| · en = (∇ · en)en, (2.7)

donde se ha tomado como referencia la presión exterior a la columna y
T son los esfuerzos externos actuando sobre la superficie libre del chorro.
Sus signos han sido elegidos de acuerdo con la dirección positiva de las
coordenadas radial y axial. El śımbolo ||(·)|| indica que hay que evaluar
el salto de una magnitud dada (·) en la interfaz. El vector en es unitario
y normal a la interfaz, y viene dado por

en =
∇G

|∇G|

∣∣∣∣
G(r,t)=0

=
1

Kn

er −
Fz

Kn

ez, (2.8)

donde Kn = (1 + F 2
z )

1/2
y, er y ez, los vectores unitarios en la dirección

radial y axial en coordenadas ciĺındricas respectivamente. En general, la
forma que tendrán los esfuerzos externos T será

T = Tnen + Ttet, (2.9)

siendo Tn y Tt las componentes normal y tangencial del esfuezo aplicado
y

et =
Fz

Kn

er +
1

Kn

ez, (2.10)

el vector unitario tangente a la interfaz.

2.3.3. Adimensionalización

Se usarán como escalas, para las distancias, a (radio del chorro sin
perturbar), para el tiempo, tc = (ρa3/γ)1/2 (tiempo capilar), para la ve-
locidad, a/tc (velocidad capilar), y para la presión, γ/a (presión capilar).
A la vista de esto surgen dos números adimensionales: una velocidad adi-
mensional β = v0(ρa/γ)

1/2 (de aqúı en adelante la llamaremos velocidad
del chorro), y el número de Ohnesorge, C = µ/(γρa)1/2.

Es necesario justificar la adimensionalización elegida basada en las
fuerzas capilares, cuando lo usual en la literatura es la inercia advectiva.
En trabajos previos sobre evolución espacio-temporal de chorros capilares
se presentan los resultados en función del número de Weber (We ≡ β2) y
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el número de Reynolds (Re ≡ ρv0a/µ), en lugar del número de Ohnesor-
ge, que está relacionado con los anteriores según la identidad C = β/Re.
En la literatura no se suelen encontrar argumentos para justificar las
escalas escogidas. La principal ventaja de las escalas elegidas en este tra-
bajo es que sólo se tiene un número adimensional, β, que depende de la
velocidad del chorro, que será el parámetro de control en un experimento.
Por otro lado, el número de Ohnesorge, depende exclusivamente de las
propiedades del fluido y de la geometŕıa, y normalmente en un experi-
mento estará fijado. Además de estas consideraciones de tipo práctico, se
encuentran otras de tipo teórico:
(i) Las fuerzas capilares constituyen una mejor referencia que la inercia
advectiva para medir todas las fuerzas, debido a que en la evolución del
chorro, el papel de la inercia es advectar un crecimiento causado por la
capilaridad y, eventualemente, por la viscosidad. La inercia tiene como
papel la selección de la longitud de onda de las perturbaciones, pero no
de sus amplitudes.
(ii) El análisis espacial obtenido mediante esta adimensionalización se
relaciona con el análisis temporal mediante el ĺımite de velocidades altas,
β ≫ 1 de forma natural.
Por otro lado, el número de Reynolds tiene un papel clásico en la determi-
nación de la escala t́ıpica de longitudes en la difusión radial del momento
axial (Sevilla, 2011). Esta caracteŕıstica se encuentra espećıficamente en
el análisis de los modos hidrodinámicos. El número de Reynolds también
predice el rango de velocidades para el cual el chorro no es turbulento,
pero estas propiedades no parecen ser suficientes para justificar el uso de
esta adimensionalización clásica.

Ecuaciones de volumen adimensionalizadas

Se denotará a partir de ahora con el supeŕındice “∗” a las variables con
dimensiones, que son las que hasta ahora hemos manejado. Las variables
que no lleven ese supeŕındice se entenderá que son adimensionales.

Para fluidos newtonianos e incompresibles, el tensor de esfuerzos vis-
cosos adimensional tiene la siguiente forma

Tv = C
(
∇v + (∇v)t

)
, (2.11)

por lo que las ecuaciones de Navier–Stokes y de continuidad quedarán
como sigue

∂v

∂t
+ v · ∇v = −∇P + C∇2v. (2.12)

∇ · v = 0. (2.13)
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Condiciones de contorno adimensionalizadas

La expresión que define a la interfaz para una geometŕıa ciĺındrica es

G(r, z, t) ≡ r − F (z, t) = 0, (2.14)

La ecuación de equilibrio de esfuerzos quedará de la misma forma,

Pen −Tv · en + ||T|| · en = (∇ · en)en. (2.15)

que en términos de las componentes normal y tangencial a la superficie
quedan

P − (∇ · en)

− 2C

K2
n

[
∂U

∂r
+

∂F

∂z

(
∂F

∂z

∂W

∂z
− ∂U

∂z
− ∂W

∂r

)]
− ||Tn|| = 0,

(2.16)

||Tt||+ C

[
2
∂F

∂z

(
∂U

∂r
− ∂W

∂z

)
+ (1− F 2)

(
∂W

∂r
+

∂U

∂z

)]
= 0, (2.17)

donde estas expresiones están evaluadas en r = F (z, t), y se ha usado la
expresión de la velocidad en coordenadas ciĺındricas

v = Uer +Wez. (2.18)

2.3.4. Ecuaciones y condiciones de contorno lineali-
zadas

Se ha justificado en el caṕıtulo anterior la pertinencia de un trata-
miento lineal del problema de estimulación. Se propone pues la siguien-
te expresión para el campo de velocidades y la presión en coordenadas
ciĺındricas

v = βez + δv, (2.19)

P = 1 + p, (2.20)

siendo δv ≪ β y p ≪ 1. El campo de velocidades perturbado presen-
tará las siguientes componentes δv(r, z, t) = u(r, z, t)er + w(r, z, t)ez.

La ecuaciones de continuidad y Navier–Stokes quedarán como sigue

∇ · δv = 0, (2.21)

∂δv

∂t
+ β

∂δv

∂z
= −∇p+ C∇2δv. (2.22)
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A partir de aqúı, y por economı́a en la escritura, se evitará el uso de δv y
se escribirá para la magnitud perturbada v. El siguiente paso será linea-
lizar las condiciones de contorno. La condición cinemática quedará como
sigue

∂f

∂t
+ β

∂f

∂z
− u = 0, (2.23)

donde se ha hecho uso de la expresión linealizada de la interfaz,

G(r, t) ≡ r − 1− f. (2.24)

Para linealizar las componentes de la ecuación de equilibrio de esfuer-
zos, se necesitará también la expresión del tensor viscoso en coordenadas
ciĺındricas,

Tv = C


2
∂U

∂r
0

∂W

∂r
+

∂U

∂z

0 2
U

r
0

∂W

∂r
+

∂U

∂z
0 2

∂W

∂z

 . (2.25)

Las componentes normal y tangencial del balance de esfuerzos linea-
lizados presentan la forma

p− f − ∂2f

∂z2
− 2C

∂u

∂r
+ ||Tn|| = 0, (2.26)

−C

(
∂w

∂r
+

∂u

∂z

)
+ ||Tt|| = 0. (2.27)

Para llegar a estas ecuaciones se ha usado la expresión linealizada del
vector unitario normal a la interfaz,

en = er −
∂f

∂z
ez. (2.28)

2.4. Análisis modal de la función de Green

A continuación se obtendrá una solución general para una estimula-
ción armónica con una dependencia espacial tipo pulso, o lo que es lo
mismo, la función de Green del sistema. Se supondrá que el chorro es in-
finito a ambos lados del punto de aplicación de la estimulación. Durante
la caracterización de la función de Green surgen de manera natural los
modos espaciales asociados a los chorros capilares. Aunque los capilares
son los que dominan el comportamiento del sistema, la base de modos
no hab́ıa sido completada ni comprendida en su totalidad. Se hará nece-
sario completar la base de los modos para poder construir la función de
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Green del sistema. Para el caso en que la estimulación esté aplicada en la
salida del chorro, como ocurre con la estimulación piezoeléctrica, dando
lugar a que el perfil de velocidades del chorro no sea plano, la función
de Green que aqúı se obtendrá no será válida, aunque previsiblemente
el espectro de modos coincida con el del problema que aqúı se resuelve.
Este problema aún no está resuelto. En realidad, f́ısicamente nunca se va
a encontrar con un chorro infinito en ambos sentidos, siempre tendrá un
inicio, un orificio de salida. Aqúı se trabajará bajo la hipótesis de que
los modos que se encuentran aguas arriba no van a interaccionar con el
orificio, ya que como se verá a lo largo de este caṕıtulo, todos los modos
situados aguas arriba son modos que decaen.

2.4.1. La función de Green

El objetivo del problema fluidomecánico es resolver el conjunto de
ecuaciones (2.21) a (2.23), (2.26), y (2.27).
La situación habitual es una estimulación armónica, aśı que se conside-
rará este tipo de dependencia para las dos componentes de los esfuerzos
Tn(z)e

iωt y Tt(z)e
iωt, donde ω es la frecuencia adimensional impuesta (se

han mantenido los śımbolos Tn y Tt como funciones sólo de z porque no
hay ambigüedad). Cualquier otro tipo de estimulación puede considerarse
como la superposición de estimulaciones armónicas de distinta frecuencia.
Se asumirá que la funciónQ(r, z, t) ≡ {p(r, z, t), u(r, z, t), w(r, z, t), f(z, t)}
es también armónica,

Q(r, z, t) = Re[q(r, z)eiωt], (2.29)

donde q es una función compleja. Se define la transformada de Fourier
en la coordenada axial como

q̃(r, k) =

∫ ∞

−∞
q(r, z)e−ikz dz, (2.30)

con k = kr+ iki compleja en general. Las ecuaciones de volumen (2.21) y
(2.22) sujetas a las condiciones de regularidad en el eje r = 0 han sido for-
malmente resueltas por Rayleigh (1882b) (véase también Chandrasekhar
(1961) y Garćıa (1998)) dando las magnitudes transformadas,

p̃(k, r) = −A i(ω − βk)I0(kr)

kI1(k)
, (2.31)

ũ(k, r) = AI1(kr)

I1(k)
− B I1(kvr)

I1(kv)
, (2.32)

w̃(k, r) = A iI0(kr)

I1(k)
− B ikvI0(kvr)

kI1(kv)
, (2.33)
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donde se ha usado la notación usual para las funciones de Bessel modifi-
cadas, y A y B son constantes a determinar a partir de las restantes con-
diciones de contorno. Se define k2

v ≡ k2− i(ω−βk)/C. También se puede
presentar introduciendo un nuevo parámetro, ktemp ≡ ω/β, que permi-
te reescribir su expresión como k2

v ≡ k2 − iRe(ktemp − k). El parámetro
ktemp puede interpretarse como un número de onda (real) en la formula-
ción temporal, lo cual tiene más significado que la frecuencia a la hora
de determinar cuándo se vuelve inestable el chorro.

Sustituyendo (2.31)–(2.33) en las ecuaciones (2.23), (2.26), (2.27) se
obtiene en forma matricial,

L · x = T (2.34)

donde

x =

 f̃
A
B

 ; T =

 0

T̃n

T̃t

 ;

L =


−i(ω − βk) −1 1

−1 + k2 −i
ω − βk

k

I0(k)

I1(k)
+ 2kC

I ′1(k)

I1(k)
−2kvC

I ′1(kv)

I1(kv)

0 2ikC −iC
k2
v + k2

k

 .

(2.35)
Las primas indican derivadas con respecto al argumento y T̃n y T̃t son
las transformadas de los respectivos esfuerzos. Dado que el sistema es
lineal, se pueden tratar de forma independiente los efectos de los esfuerzos
normales y tangenciales, obteniendo las soluciones haciendo T̃n = 0 y
T̃t = 0 respectivamente. Sustituyendo la solución de (2.34) en (2.31)–
(2.33), se puede expresar el resultado como sigue

q̃ = q̃nT̃n + q̃tT̃t, (2.36)

siendo (
q̃n

q̃t

)
=

(
p̃n ũn w̃n f̃n
p̃t ũt w̃t f̃t

)
, (2.37)

con (
p̃n
p̃t

)
=

(
{L−1}22
{L−1}23

)
i(ω − βk)

I0(kr)

kI1(k)
, (2.38)(

ũn

ũt

)
=

[(
{L−1}22
{L−1}23

)
I1(kr)

I1(k)
+

(
{L−1}32
{L−1}33

)
I1(kvr)

I1(kv)

]
, (2.39)(

w̃n

w̃t

)
=

[(
{L−1}22
{L−1}23

)
iI0(kr)

I1(k)
+

(
{L−1}32
{L−1}33

)
ikvI0(kvr)

kI1(kv)

]
, (2.40)
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f̃n
f̃t

)
=

(
{L−1}12
{L−1}13

)
, (2.41)

donde {L−1}ij es el elemento ij de la inversa de la matriz L. Estos ele-
mentos tienen un factor común D(k, ω)−1, siendo D(k, ω) = det(L). La
relación de dispersión, D(k, ω) = 0 juega un papel fundamental en la
estructura de la solución. Es importante darse cuenta que ninguna otra
singularidad aparece en estas expresiones.

Usando el teorema de convolución es posible expresar la solución de
la siguiente forma

q(r, z) =

∫ ∞

−∞
dz′ [Gn(r, z − z′)Tn(z

′) +Gt(r, z − z′)Tt(z
′)] (2.42)

donde se pueden identificarGn yGt como una función de Green vectorial
asociada a la componente normal y tangencial de los esfuerzos respecti-
vamente: (

Gn(r, z)
Gt(r, z)

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikz

(
q̃n(r, k)
q̃t(r, k)

)
. (2.43)

Estas funciones de Green son la respuesta del sistema, en términos de
presión, velocidades radial y axial y deformación, a un pulso espacial
tipo delta de Dirac con una dependencia temporal armónica actuando
como esfuerzos normal y tangencial. Aunque la formulación resulta más
compacta con los dos esfuerzos actuando de forma simultánea, tal y como
se ha hecho, es más claro para el posterior análisis presentar los efectos
de ambos esfuerzos de forma separada.

2.4.2. El caso no viscoso

Por claridad, y debido a la peculiaridad que presenta el formalismo
visto anteriormente en el caso de ĺıquidos no viscosos, presentamos a con-
tinuación expĺıcitamente la función de Green para número de Ohnesorge
cero. El ĺımite de C → 0 hace que la condición de contorno dada por la
componente tangencial del equilibrio de esfuerzos pierda su sentido, es
decir, (2.27) desaparecerá de acuerdo con la exigencia de que no hayan
esfuerzos tangenciales en un ĺıquido perfecto. Aśı, se restringe el proble-
ma a esfuerzos normales y la constante de integración B se hace cero
en las expresiones (2.32) y (2.33) y en las expresiones que se deriven de
éstas. En lugar de (2.34) se tendrá esta otra más simple

 −i(ω − βk) −1

−1 + k2 −i
ω − βk

k

I0(k)

I1(k)

(
f̃n
A

)
=

(
0

T̃n

)
. (2.44)
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Las expresiones de las magnitudes transformadas quedan de la siguiente
forma

p̃n =
(ω − βk)2

D(k, ω)

I0(kr)

kI1(k)
, (2.45)

ũn =
−i(ω − βk)

D(k, ω)

I1(kr)

I1(k)
, (2.46)

w̃n =
(ω − βk)

D(k, ω)

I0(kr)

kI1(k)
, (2.47)

f̃n =
1

D(k, ω)
, (2.48)

donde la relación de dispersión es

D(k, ω) = (ω − βk)2
I0(k)

kI1(k)
+ (1− k2). (2.49)

Ya se verá que esta última relación es muy útil en varios aspectos de este
trabajo.

2.5. Modos espaciales

Una vez determinada la función de Green se puede establecer una
conexión con los modos espaciales del sistema. En principio, la integra-
ción en la variable k se hará sobre el eje real del plano complejo k. Sin
embargo, esta integración debe hacerse con cuidado teniendo en cuenta
el origen de cada uno de los polos del integrando (2.43), es decir, los
ceros de la relación de dispersión D(k, ω) presentes en el denominador de
todas las componentes de la función de Green. De hecho, la formulación
adoptada en la sección anterior es estrictamente no f́ısica, ya que estamos
trabajando con una estimulación que presenta una dependencia temporal
sinusoidal, a la cual no se le ha establecido un comienzo en un instante de
tiempo determinado. Se puede hacer el śımil con un cicuito eléctrico en
corriente alterna. La solución estacionaria del circuito, que normalmente
se obtiene usando la notación de fasores, no presenta un comienzo tem-
poral propiamente dicho, sino la misma dependencia temporal armónica
que la fuente que alimenta al circuito. Si queremos encontrar una solución
rigurosa debemos considerar que la fuente se ha conectado en un instan-
te determinado (que podemos establecer como origen de tiempos), y en
consecuencia añadir a la solución armónica un transitorio. La omisión
de transitorios, que en sistemas estables es trivial si sólo nos interesa el
comportamiento asintótico, resulta peligrosa en sistemas intŕınsecamente
inestables, como en el caso del chorro. La manera de formular correcta-
mente este tipo de problemas está descrita en la literatura (Briggs, 1964;
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Bers, 1983; Huerre & Monkewitz, 1990), y se conoce como “problema de
la señal” (signaling problem). Aśı, mejor que considerar de entrada una
dependencia temporal sinusoidal para la solución, se debeŕıa resolver el
problema suponiendo que los esfuerzos empiezan a actuar en t = 0, pro-
poniendo la dependencia temporal, Tn = Re[Tn(z)H(t)eiωt] y de forma
análoga para Tt, siendo H(t) la función de Heaviside o función escalón
(cero para t < 0 y uno para t > 0). En lugar de admitir una depen-
dencia temporal armónica para la solución, se aplicará la transformada
de Fourier en la variable temporal (siendo ω′ la variable transformada)
como primer paso en la resolución del problema. El resultado será una
combinación de un transitorio más una solución estacionaria (Huerre &
Rossi, 1998).

G(z, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

ei(kz−ω′(k)t)

(ω′(k)− ω) ∂D
∂ω′

∣∣
(k,ω′(k))

dk︸ ︷︷ ︸
transitorio

+
e−iωt

2π

∫ ∞

−∞

eikz

D(k, ω)
dk︸ ︷︷ ︸

estacionario

(2.50)
El estado estacionario es justo lo que se ha obtenido en la sección

anterior, para el cual, el sistema estará caracterizado por la frecuencia
forzadora ω. El término transitorio describe un proceso análogo al de la
respuesta del sistema frente a un pulso temporal.

La formulación en términos de un problema de la señal presenta dos
ventajas. La primera es que del comportamiento del estado transitorio
se puede discutir si el sistema es absoluta o convectivamente inestable,
de acuerdo al criterio de la coalescencia de modos (Briggs, 1964), cuya
aplicación a los chorros capilares se verá en la sección 2.7. La segunda,
si el problema de la señal tiene sentido, se puede aplicar el argumento
de causalidad para determinar el contorno de integración para hacer la
transformada inversa de Fourier en el plano complejo ω′ y k. De acuerdo
con este principio, el contorno de integración en el plano ω′ debe ser una
ĺınea horizontal situada sobre todos los ceros de la relación de dispersión
temporal (es decir, las soluciones de la relación de dispersión para k real);
esta elección asegura que para t < 0 el sistema presenta la solución nula.

En el plano complejo k, el contorno de integración inicial es el eje real
y los ceros de la relación de dispersión están divididos en dos grupos, uno
en el semiplano inferior y otro en el superior, y aplicando el teorema de
los residuos, se determina la función de Green para z > 0 y z < 0 res-
pectivamente. Por continuación anaĺıtica, se puede deformar el contorno
de integración en el plano complejo ω′ haciendo la parte imaginaria de
la frecuencia tender a cero y siguiendo el movimiento de los polos en el
plano k. El contorno de integración en este plano debe deformarse si-
multáneamente de modo que los ceros se mantengan en su semiplano de
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w rɂ

wɂi

L

Figura 2.2: Contorno elegido para hacer la transformada inversa de Fou-
rier en el plano complejo ω′. Cada polo es solución de la relación de
dispersión D(k, ω′

i(k)) = 0. El contorno debe estar por encima de todas
las singularidades temporales.

origen, aśı se formarán “muescas” en el contorno inicial. Como la frecuen-
cia se hace real al final del proceso, se obtendrán las soluciones espaciales
de la relación de dispersión (figura 2.3). Si este proceso de deformación
del contorno de integración no es posible continuarlo hasta el final por-
que se produzca la coalescencia de dos modos provenientes de semiplanos
diferentes, se tendrá inestabilidad absoluta en el sistema y la respuesta
debida al estado estacionario no será relevante ya que la respuesta del
transitorio hace el sistema inestable en cada posición (figura 2.4).

Vamos a considerar por el momento un escenario sin inestabilidad ab-
soluta. Los polos de la función de Green están divididos en dos grupos y
la función de Green se construirá según se ha visto en el párrafo anterior
para z < 0 y z > 0 como suma de los residuos asociados a los polos de ca-
da conjunto. Se puede considerar cada término de cada suma de residuos
como la contribución de un modo espacial al sistema cuando se está apli-
cando un forzamiento de frecuencia ω. La primera caracteŕıstica de estos
modos viene de su localización en el plano complejo y de su asignación al
semiplano inferior o superior. Respecto a la dirección de propagación, de-
pende sólo del signo de Re(k): si es positivo, el modo representa una onda
que se propaga aguas abajo y, por el contrario, si el signo es negativo,
será una onda que se propaga aguas arriba. Por otra parte, la estabili-
dad vendrá dada por el signo de Im(k) y por la pertenencia del modo al
semiplano superior o inferior: como ejemplo relevante para este trabajo,
si Im(k) < 0 y el polo pertenece al semiplano inferior (z < 0), el modo
decae cuando decrece z (será estable), pero si con la parte imaginaria
de k negativa, el polo pertenece al semiplano superior (z > 0), el modo
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Figura 2.3: Deformación del contorno de Fourier F en el plano complejo
k y el asociado L en el plano complejo ω′ para ver la asignación de polos
en cada semiplano.
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Figura 2.4: Deformación del contorno de Fourier F en el plano complejo
k y el asociado L en el plano complejo ω′ hasta llegar a una situación de
inestabilidad absoluta.
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crece cuando lo hace z y por tanto es inestable. Habrá pues ocho posibles
casos (figura 2.5) describiendo la dirección de propagación, crecimiento
o decrecimiento, y z positiva o negativa (Ashpis & Reshotko, 1990).

Aunque no se ha probado de forma rigurosa que se han obtenido
todos los polos de la función de Green, se tienen argumentos plausibles
para creerlo. Para esta tarea, se ha usado el principio del argumento apli-
cado a un contorno rectangular (Johnson & Tucker, 2009) para evaluar
el número de ceros de una función anaĺıtica englobado en dicho con-
torno (ver Garćıa (1998) para una breve descripción del método con un
contorno circular). La geometŕıa rectangular facilita una búsqueda sis-
temática mediante un teselado en todo el dominio. El método también da
la localización de cada cero. Debe tenerse cuidado de evitar los puntos ra-
ma de la relación de dispersión D(k, ω) definidos por la condición kv = 0,
la cual no es una verdadera rama de corte de la función de Green debi-
do a la dependencia con esta variable en el integrando de (2.38)–(2.41).
La ausencia de ramas de corte en la definición de la función de Green
hace que el espectro de modos sea discreto. Este tipo de espectro es el
que se encuentra cuando se trabaja con sistemas acotados en la dirección
transversal al eje de propagación de las ondas en el sistema (Huerre &
Monkewitz, 1985).

Aunque la función de Green obtenida en este trabajo es espećıfica
de una estimulación superficial, los modos espaciales que intervienen en
la construcción de la función de Green son universales, en el sentido de
que están presentes en cualquier otra configuración de chorros capilares,
siempre que el flujo base sea el mismo (forma ciĺındrica y perfil plano
de velocidades). Por tanto, problemas del tipo un chorro saliendo de un
orificio, pueden ser formulados de la forma aqúı descrita en términos de
una combinación adecuada de modos que verifique las condiciones de
contorno a la salida del chorro. Esto es muy importante en relación con
la formulación de condiciones de contorno del chorro infinito, para el
cual hay cierta discusión en la literatura (Bogy, 1978; Eggers, 1997). Los
distintos criterios usados para descartar algunos modos basándose en su
comportamiento no f́ısico no son necesarios una vez que estos modos se
asignan a la región a la que pertenecen (z > 0 o z < 0). Esto se verá más
adelante cuando analicemos los distintos modos espaciales que surgen de
nuestra formulación.

2.5.1. Localización de los polos y campos de veloci-
dades

En la figura 2.8 se muestra un ejemplo de la distribución de polos en
el plano complejo k para unos valores fijados de C, β y ω, con las muescas
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Figura 2.5: Efecto de la localización de los polos en el plano complejo k y
su correspondiente dirección de propagación (Ashpis & Reshotko, 1990).
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Figura 2.6: (a) Ramas espaciales correspondientes a los modos más repre-
sentativos obtenidos para los parámetros β = 4.47, C = 0.03 y variando
la frecuencia ω. (b) Detalles de las ramas cerca del origen. En cada rama,
los ćırculos indican valores de k obtenidos para valores enteros de ω/β,
representando el valor uno el ćırculo que se encuentra más a la izquierda.
Se observa que no hay intersección entre la rama capilar subdominante
y la primera hidrodinámica.

apropiadas en el contorno de integración para la correcta asignación de
los polos a la región a la que corresponden: aguas arriba o aguas abajo. Se
pueden observar distintos conjuntos o familias de modos, para los cuales
se ha introducido una nomenclatura que se explicará en las siguientes
secciones.

Una vez que se han localizado los polos de la función de Green, se
completará la caracterización de los modos espaciales examinando sus
correspondientes campos de velocidades y su deformación. Los polos son
los valores kj(ω) de la variable k para las cuales, la matriz L es singu-
lar. Los modos espaciales están determinados excepto en una amplitud
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Figura 2.7: Ramas espaciales correspodientes a los modos capilares y los
dos primeros hidrodinámicos obtenidos para variando la frecuencia ω con
los parámetros (a) β = 4.47, C = 0.03 (ĺınea continua) y C = 0.1 (ĺınea
discontinua), (b) C = 0.03, β = 4.47 (ĺınea continua) y β = 15 (ĺınea
discontinua)

arbitraria, por el núcleo de esta matriz, llegando a una relación entre las
constantes A y B, y la transformada de la deformación f̃ . Se elegirá pues
una normalización basada en la amplitud de la deformación por razones
que se discutirán más adelante. Asumiendo f̃ = 1, las ecuaciones (2.38)–
(2.41) dan las funciones p, u, w y f con una estructura que se podŕıa
resumir como

Qj(r, z, t) = Re
[
q̃j(kj, r)e

i(ωt−kj(ω)z)
]
. (2.51)

Se describirán las caracteŕısticas más significativas del campo de velo-
cidades asociado a cada modo espacial, lo cual ayudará a entender su
comportamiento y su origen f́ısico. Las figuras 2.10 a 2.18 muestran es-
tos campos a lo largo de una longitud de onda, con la correspondiente
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Figura 2.8: Esquema de los polos de la función de Green para valores de
C y β que llevan a una situación de inestabilidad convectiva. Además
se ha elegido una frecuencia en el rango inestable (ktemp < 1). La región
correspondiente a aguas arriba (z < 0) y aguas abajo (z > 0) relativas
al punto donde se ha aplicado la estimulación están englobadas por sus
correspondientes contornos de integración. En la leyenda se muestran los
diferentes śımbolos usados para describir a cada familia de modos. La
posición aproximada de cada modo también se muestra en el esquema.

deformación de la superficie (sinusoide creciente o decreciente) y además
la distribución de las coordenadas del campo de velocidades en la dire-
cción radial, para una frecuencia en el rango inestable, ktemp = 0.7. En
el caso de modos con un fuerte decaimiento, se ha eliminado el término
exp(−kiz) para mayor claridad de la presentación, pero la interpretación
de estas figuras será diferente.
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Figura 2.9: Distribución de velocidades de los modos capilares dominan-
te (ĺınea continua) y subdominante (ĺınea discontinua). Los parámetros
usados son: ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

2.5.2. Modos capilares

Los modos capilares son dos y están localizados en el semiplano supe-
rior (z > 0). El esquema de la figura 2.8 los muestra para ktemp < 1, pero
su localización sufre cambios cualitativos cuando la frecuencia ω vaŕıa.
En la figura 2.6 se muestran sus ramas en el plano complejo k debidas
a la variación de la frecuencia en un amplio rango de valores junto con
ramas correspondientes a otros modos. A los modos capilares se les ha
llamado capilar dominante (Cdom) y subdominante (Csub) debido a que
uno siempre tiene un valor de ki más pequeño que el otro, determinando
aśı el comportamiento asintótico del chorro. El modo capilar dominante
es el responsable de la inestabilidad capilar (ki < 0), que ocurre para
ktemp < 1, mientras que el modo capilar subdominante siempre decae
aguas abajo por ser ki > 0 (Keller et al., 1973; Leib & Goldstein, 1986b).
Para ktemp > 1 ambos modos decaen debido a la viscosidad o son neu-
tros en el caso no viscoso. Ambos se propagan aguas abajo y tienen un
número de onda adimensional que verifica kr ≃ ktemp. Se puede estimar
su localización para C << 1 y tomar ese valor como semilla para calcular
su posición cuando crece C hasta un valor dado. Para este fin, se consi-
derará el caso no viscoso calculado por Keller et al. (1973) para el caso
axisimétrico, D(k, ω) = 0 con la relación de dispersión dada por (2.49).
Si se supone k pequeña, I0(k)/I1(k) ≃ 2/k, y la relación de dispersión se
convierte en un polinomio cuártico en la variable k. Sólo dos soluciones
serán consistentes con la aproximación impuesta, y darán una estimación
para los modos capilares. Las otras dos, con |k| > 1 serán descartadas.

El campo de velocidades para estos modos es significativo en todo el
perfil radial (figura 2.9), tienen un flujo neto no nulo y están claramente
relacionados con la deformación de la superficie del chorro. Para el modo
dominante, f y u están esencialmente en fase, lo cual implica un trans-
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Figura 2.10: Campo de velocidades para los modos capilar dominante
y subdominante. La coordenada axial está escalada con la longitud de
onda. Los parámetros usados son: ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

porte neto de fluido desde los valles hasta las crestas de la deformación.
Por el contrario, para el modo subdominante, f y u están en oposición
de fase, por lo que el fluido se mueve de las crestas hacia los valles. Todas
estas caracteŕısticas aparecen en la figura 2.10. Para ktemp > 1 el modo
capilar dominante se vuelve estable. Cuando se incrementa la frecuencia
hacia el ĺımite de Plateau, ktemp = 1, se produce una transición continua
de igualdad de fase a oposición de fase entre la deformación y la velocidad
radial (figura 2.11).

Los modos capilares son los que mejor se conocen, tanto en el análisis
temporal como en el espacial. En el trabajo de Keller et al. (1973) para
chorros sin viscosidad se establece que el análisis temporal es un ĺımite del
análisis espacial a velocidades altas. En el régimen oscilatorio, el número
de onda para ambos modos puede expresarse de forma aproximada como
k1 ≃ (ω + ωR)/β y k2 ≃ (ω − ωR)/β, siendo ωR la frecuencia de la
relación de dispersión temporal de Rayleigh. Esto se puede interpretar
como el resultado de un corrimiento debido a un efecto Doppler aplicado
sobre dos ondas que viajan en sentidos opuestos, cuando se cambia del
sistema laboratorio a uno que se mueve con la velocidad del chorro. Por
otro lado, la velocidad de grupo de estas ondas es positivo, lo que es
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Figura 2.11: Campo de velocidades para el modo capilar dominante para
diferentes frecuencias ktemp = 0.7, 0.9, y 1.2, C = 0.03 y β = 4.47.

consistente con que ambos modos pertenezcan al semiplano superior del
plano complejo. En la región paramétrica de ktemp < 1, estos modos
son interpretados desde el punto de vista del chorro en reposo como
puramente creciente uno y decreciente el otro al igual que en el análisis
temporal. Además, la viscosidad no va a cambiar este comportamiento.
Aśı, se puede concluir que los modos capilares, en el ĺımite de velocidades
altas, son consecuencia de una transformación galileana aplicada a los
modos temporales, y por tanto, los campos de velocidades descritos en
esta tesis pueden compararse con los mostrados por Garćıa & González
(2008).

Otros cambios se esperan cuando se produzcan grandes variaciones
en la posición en el plano complejo k, entre ellos la coalescencia de mo-
dos. La inestabilidad absoluta del chorro tiene lugar cuando ocurre este
fenómeno, involucrando otro modo definido aguas arriba, lo cual será es-
tudiado en la sección 2.7.

2.5.3. Modos capilares aguas arriba

Los modos que denominaremos capilares aguas arriba son dos y están
localizados en el semiplano inferior, como muestra la figura 2.8, afectando
aśı sólo a los puntos con z < 0. Ambos modos decaen pero se propagan
en distintos sentidos, CUdownward aguas abajo (kr > 0) y CUupward aguas
arriba (kr < 0). Los dos presentan una longitud de onda pequeña, del
orden de β−2. El modo que se propaga aguas abajo fue descrito por Busker
& Lamers (1989) mientras que el modo que se propaga aguas arriba no
aparece en la literatura. La localización de estos modos puede estimarse
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considerando |k| >> 1 y sustituyendo I0(k)/I1(k) ≃ sgn(kr) en (2.49).
El resultado es una ecuación algebraica de cuarto orden, de cuyas cuatro
soluciones, sólo dos serán consistentes con la aproximación de pequeña
longitud de onda que hemos propuesto. Las ramas que se obtienen al
variar la frecuencia se muestran en la figura 2.6, donde se puede observar
como estos polos tiene el mismo ki y el mismo kr pero con distinto signo
para ω = 0, pero para ω ̸= 0 sus valores de k no presentan relación. Las
consecuencias de esto se verán en la sección 2.6.

Para estos modos, el campo de velocidades sólo es significativo cerca
de la superficie libre, con un fuerte decaimiento hacia el eje del chorro,
como muestran las figuras 2.12 y 2.13. Hay un flujo neto no nulo a través
de cualquier sección del chorro. Se ve que f y u presentan un desfase
cercano a π/2.

Los modos capilares aguas arriba resultan, al igual que los modos ca-
pilares, del balance entre la inercia y la capilaridad. Sin embargo hay una
diferencia importante. En el análisis espacial hay un término adicional de
inercia respecto al análisis temporal, la inercia debida la advección. Para
los modos capilares aguas arriba, los términos relevantes en este balance
son la capilaridad y la inercia advectiva. Esta es la razón por la cual estos
modos existen incluso para ω = 0. Este origen advectivo es la causa por
la que estos modos no aparecen en el análisis temporal. Fueron Busker
& Lamers (1989) los primeros que mencionaron la existencia de uno de
ellos y dieron una expresión asintótica en términos del número de Weber
(β2 en este trabajo), a saber

k± = ±β2 +
1

2
− 2ω ±

(
9

8
+ ω − 3ω2

)
1

β2
+O(β−4). (2.52)

De estas dos soluciones, Busker sólo mencionó k+. Desafortunadamente,
tuvieron un lapsus, ya que asignaron a este modo una longitud de onda
muy larga y descartaron encontrarlo experimentalmente y por eso segu-
ramente no le dieron ningún tipo de interpretación. Le Dizès (1997) lo
tuvo en cuenta para construir los modos globales de chorros capilares no
estimulados.

Los modos capilares aguas arriba no son esencialmente diferentes de
las ondas superficiales que surgen en la interfase plana entre dos fluidos
inmiscibles. Estos modos presentan un número de onda grande kr >>
1 y por tanto, la fuerza capilar asociada a la curvatura del chorro es
despreciable frente a una perturbación, que es lo que ocurre en geometŕıa
plana en el problema clásico del fishing line, donde se describen ondas
capilares estáticas delante de un obstáculo situado en la superficie de la
corriente (Lamb, 1931). Además, cualquiera puede obtener evidencias de
la existencia de estos modos en chorros sin más que poner un dedo bajo
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Figura 2.12: Distribución de velocidades de los modos capilares aguas
arriba (el que se propaga aguas abajo en ĺınea continua y el que se propaga
aguas arriba en ĺınea discontinua). Los parámetros usados son: ktemp =
0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

CUdownward
CUupward

Figura 2.13: Campo de velocidades para los modos capilares aguas arriba.
La coordenada axial está escalada con la longitud de onda. Se ha omitido
el amortiguamiento espacial dividiendo las componentes de la velocidad
y la deformación por e−kiz. Los parámetros usados son: ktemp = 0.7,
C = 0.03 y β = 4.47.

un chorro que salga de un grifo en régimen laminar y con velocidad baja;
se observan ondulaciones estáticas de varias longitudes de onda aguas
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Figura 2.14: Chorros de agua impactando en un depósito con agua pura
cuando (a) Q = 3.2 cm3s−1, (b) Q = 4.6 cm3s−1. Las divisiones de la
rejilla son milimétricas (Hancock & Bush, 2002).

arriba. Este mismo fenómeno se ha presentado en chorros que caen sobre
una superficie ĺıquida horizontal (Awati & Howes, 1996; Hancock & Bush,
2002). Como estos modos tienen el mismo número de onda kr con distinto
signo y ki para ω = 0, esto permite la construcción de ondas estáticas
con una fase inicial arbitraria. En este sentido se puede ver claramente la
necesidad de la existencia de un segundo modo capilar aguas arriba para
que la deformación en z = 0 verifique las condiciones impuestas por la
perturbación. Ninguna otra onda estacionaria es posible para ω ̸= 0 a la
vista de la asimetŕıa en la posición de los modos (figura 2.8).

Estos trabajos encuentran un acuerdo entre la longitud de onda me-
dida y la que surge de igualar la velocidad del chorro con la velocidad
de fase obtenida por Rayleigh. En vista de lo dicho en este apartado
estamos en condiciones de interpretar esa igualdad como la relación de
dispersión del caso no viscoso, ecuación (2.49), para frecuencia cero, y
que los modos que se observan son los modos capilares aguas arriba.

2.5.4. Modos inerciales

Los modos inerciales constituyen dos conjuntos infinitos de modos,
uno definido aguas abajo (z > 0) y otro aguas arriba (z < 0). Se les ha
asignado los śımbolos Ii, con ı́ndices positivos para el semiplano superior
y negativos para el inferior. Se pueden localizar aproximadamente para
β >> 1 a partir de los ceros de la función I0(k) según (2.49). Su posición
muy cercana al eje imaginario del plano complejo es bastante insensible
a la variación de los distintos parámetros, como se ve en la figura 2.6a
variando la frecuencia. Por consiguiente, estos modos son evanescentes,
o lo que es lo mismo, prácticamente no presentan carácter propagatorio
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ya que kr es muy pequeño. Este constreñimiento en su localización se
relaja si se consideran modos de mayor orden, como se ve en la figura
2.6a. También se observa en esa figura que es posible una interacción
de los modos inerciales con el modo capilar aguas arriba que se propaga
aguas abajo, aunque ello no ocasiona cambios cualitativos, por ser modos
pertenecientes a una misma región. Por otra parte, el valor absoluto de la
parte imaginaria de k nunca se hace pequeño, incrementándose éste con
el orden del cero asociado, teniendo aśı, cada vez un factor de decaimiento
mayor.

Los campos de velocidades de los modos I1 e I2 están representados
en la figuras 2.15 y 2.16, en la primera los perfiles de ambas componentes
de la velocidad, y en la segunda, un diagrama de flechas. La familia del
semiplano inferior tiene el mismo comportamiento, por eso no será inclui-
da ninguna figura para ilustrarlo. Para la correcta interpretación de estas
figuras se debe tener en cuenta que (i) la superficie libre y la velocidad
están representadas quitando el enorme amortiguamento que presentan,
y que hace a estos modos prácticamente evanescentes y (ii) la coorde-
nada axial recorre una longitud de onda muy larga. Consecuentemente,
la utilidad de estas figuras está en interpretarlas, mejor que como una
representación espacial, como la evolución temporal en un punto fijado.
Para ello debemos tener en mente la relación entre los valores de la coor-
denada espacial y el tiempo, tales que mantienen una fase constante, es
decir, z = (ω/kr)t (ω/kr es la velocidad de fase).

El movimiento del fluido está ordenado radialmente en regiones al-
ternadas cada una con sentidos opuestos; el número de estas regiones
coincide con el número que define el orden del cero de la función de
Bessel asociada a cada modo. La velocidad radial cerca de la superficie
está en oposición de fase con la deformación. En las figuras 2.16, se ha
eliminado el amortiguamiento. A estos modos se les ha llamado inerciales
porque para ellos, la capilaridad y la viscosidad son despreciables.

Los modos inerciales ilustran muy bien la superioridad de un análisis
de estabilidad mediante la función de Green. Sus caracteŕısticas intriga-
ron a Keller y a otros autores, ya que su análisis, basado exclusivamente
en la relación de dispersión, no pod́ıa establecer que la familia con apa-
rente crecimiento teńıa que ser asignada aguas arriba, siendo aśı una
familia de modos que decaen.

2.5.5. Modos hidrodinámicos

Se encuentran dos familias infinitas, una en el semiplano superior y
otra en el inferior (ver figura 2.8). Están simbolizados por Hi, donde el
ı́ndice significará lo mismo que para los modos inerciales. La parte real de
k tendrá un valor cercano a ±ktemp (positivo para la familia de la región
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Figura 2.15: Distribución de velocidades de los dos primeros modos iner-
ciales (el primero en ĺınea continua y el segundo en ĺınea discontinua).
Los parámetros usados son: ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

I
1

I
2

Figura 2.16: Campo de velocidades para los dos primeros modos iner-
ciales. La coordenada axial no está escalada con la longitud de onda.
Se ha omitido el amortiguamiento espacial dividiendo las componentes
de la velocidad y la deformación por e−kiz. Los parámetros usados son:
ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

de arriba y negativo para la de abajo). Su localización se estimará a
partir de los ceros de la función I1(kv), ya que esta función aparece en
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Figura 2.17: Distribución de velocidades de los dos primeros modos hi-
drodinámicos (el primero en ĺınea continua y el segundo en ĺınea discon-
tinua). Los parámetros usados son: ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.
En el segundo modo se observan sendos puntos de anulación del valor
absoluto, que indica una inversión en el sentido de esa componente.

el denominador de algunos de los términos viscosos de la relación de
dispersión, produciendo aśı grandes variaciones cerca de estos ceros y
haciendo aśı posible un balance con los restantes términos. Como kv =
k2 − iRe(ktemp − k), haciendo kv = ix1n, donde x1n es el n-ésimo cero de
la función de Bessel J1(x), se tendrán dos ráıces cercanas a kn = (ktemp+
ix2

1n/Re). Esto implica que estos modos serán modos amortiguados que
se propagan aguas abajo y que están definidos para z > 0. La estimación
para la familia del semiplano inferior (definida para z < 0) dará una ki
aproximada por −Re− x2

1n/Re, lo que indica que decaerán rápidamente
para altos números de Reynolds.

Las dos familias de modos hidrodinámicos, aunque son muy dife-
rentes, tienen en común una longitud de onda adimensional cercana a
2π/ktemp. Sin embargo, sus factores de decaimiento son muy distintos
según acabamos de ver. Los modos hidrodinámicos que están definidos
en la región z > 0 pueden ser interpretados, al igual que los modos ca-
pilares, como una transformación galileana de los modos existentes en el
análisis temporal (Garćıa & González, 2008). La razón es que kr ≃ ktemp

para estas dos familias mientras que ki es bastante cercano al factor de
crecimiento temporal de los modos hidrodinámicos. Por el contrario, la
familia del semiplano inferior (que no ha sido representada en una figura)
presenta un amortiguamiento muy fuerte, con un factor de amortigua-
miento del orden del número de Reynolds, y no tienen conexión alguna
con los modos temporales.

La familia de la región superior (figuras 2.17 y 2.18) tiene una veloci-
dad importante en todo el perfil radial, pero una deformación práctica-
mente despreciable. El campo de velocidades está organizado en rollos,
y habrá tantos rollos como indique el ı́ndice del cero asociado. Entre las



2.5. Modos espaciales 47

H
1

H
2

Figura 2.18: Campo de velocidades para los dos primeros modos hidro-
dinámicos. La coordenada axial está escalada con la longitud de onda. En
el segundo modo se ha omitido el amortiguamiento espacial dividiendo las
componentes de la velocidad y la deformación por e−kiz. Los parámetros
usados son: ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

caracteŕısticas más destacadas de estos modos se encuentran que el factor
de amortiguamiento que presentan tiene origen viscoso, que la deforma-
ción que generan es despreciable y que presentan un campo de velocida-
des recirculatorio. Los cambios más llamativos que aparecen cuando se
comparan los modos espaciales con los temporales (Garćıa & González,
2008) son: (i) que los modos espaciales presentan una velocidad media
no nula, aunque pequeña comparada con el valor máximo del campo de
velocidades, y (ii) que desaparece la interacción entre estos modos y el
modo capilar subdominante descrita en ese mismo trabajo.
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2.6. Aplicación a la estimulación superfi-

cial

El formalismo desarrollado en la sección 2.4.1 da las herramientas
necesarias para analizar la respuesta del chorro a cualquier estimulación
localizada. La localidad es necesaria para garantizar el desacoplamiento
entre las magnitudes dinámicas del fluido y la estimulación, puesto que
si se extendiera a una porción muy extensa del chorro, la amplitud de
deformación creceŕıa hasta hacer el cálculo del campo eléctrico y sus
esfuerzos asociados dependientes de la forma de la interfaz. Retomaremos
esta cuestión en el caṕıtulo 4.

La función de Green nos dice cómo una estimulación tipo delta re-
percute en el campo de velocidades y en la deformación del chorro. Los
modos definidos para z < 0 no serán de interés para el problema de la
estimulación. Para z > 0, la diferencia en la evolución de cada uno de
ellos determinará cuáles interesa tener en cuenta desde un punto de vista
práctico. La figura 2.19 muestra la amplitud de la deformación, como
función de z, para unos esfuerzos normales y tangenciales aplicados en
z = 0. En ambos casos se encuentra una respuesta no trivial cerca del
origen y una amplitud que crece exponencialmente para valores gran-
des de la coordenada axial, como resultado de la estimulación del modo
capilar dominante. La amplitud del modo capilar dominante es la princi-
pal información que puede extraerse de la función de Green, aunque hay
otros modos que decaen lentamente y persisten durante una considerable
porción del chorro.

Estos modos son el capilar subdominante y el primer modo hidro-
dinámico. Si se centra la atención en la comparación mostrada en la
figura 2.19 entre ambos tipos de estimulación, se observa que el esfuezo
tangencial es más eficiente que el normal en términos de la deformación
obtenida, para este caso particular a viscosidad pequeña (C = 0.03). Más
adelante se analizará el papel de la viscosidad para un amplio rango de
valores.

Para describir mejor la evolución espacial del chorro, se ha represen-
tado en la figura 2.20 el módulo de las componentes de la velocidad como
función de la coordenada radial r para tres secciones del chorro, definidas
en z = 0.1, en z = 1 y en z = 5. En esa figura se comparan los efectos
de los esfuerzos normal y tangencial. Tanto la gráfica de la deformación,
como las de las componentes de la velocidad se han obtenido combinando
un número finito de modos. Se han truncado las familias inercial e hidro-
dinámica de manera que el añadir uno más de estos modos supone un
cambio inferior al 1%. Los dos modos capilares siempre son necesarios. El
número de modos tenidos en cuenta vaŕıa del caso z = 0.1 al z = 1 como
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Figura 2.19: Amplitud de la deformación |f | como función de la coor-
denada axial z, correspondiente a la función de Green para un esfuerzo
normal (ĺınea continua) y tangencial (ĺınea discontinua). Los parámetros
usados son ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

sigue: para un esfuerzo normal, la velocidad radial requiere 9 inerciales
y 23 hidrodinámicos para z = 0.1 y ningún inercial y un hidrodinámico;
para la velocidad axial se pasa de 15 inerciales y 31 hidrodinámicos a
un inercial y 6 hidrodinámicos; para el esfuerzo tangencial, la velocidad
radial pasa de 19 inerciales y 35 hidrodinámicos a un inercial y 7 hidro-
dinámicos; la velocidad axial pasa de 9 inerciales y 22 hidrodinámicos a
ningún inercial y 4 hidrodinámicos. Se ve pues que la convergencia no es
uniforme. Sin embargo, como el factor de amortiguamiento es diferente
para cada modo estable, las amplitudes del modo inestable y de los que
decaen más lentamente definirán la evolución espacial aguas abajo. En
este sentido, los pobres resultados que ofrece la combinación de modos
en el origen (punto donde está aplicada la estimulación), debidos a la
convergencia no uniforme de la solución, no serán un serio inconveniente.

La diferencia en la eficiencia de la estimulación es evidente en el caso
de la velocidad también. Los perfiles de velocidad se van suavizando
aguas abajo y tienden al perfil de velocidad generado por el modo capilar
dominante: uniforme para la velocidad axial y lineal para la radial, con
un valor nulo en el eje.

Para ilustrar el cambio en la eficiencia en ambos tipos de estimulación
al variar el número de Ohnesorge, se presenta en la figura 2.21 los perfi-
les radiales de las componentes de la velocidad para un caso más viscoso
(C = 0.5 y manteniendo los mismos parámetros que en la figura 2.20).
Ahora la estimulación debida a los esfuerzos tangenciales es ligeramen-
te más eficiente que la debida a los esfuerzos normales. Obviamente, la
comparación de los perfiles radiales para dos rodajas del chorro muestra
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Figura 2.20: Perfiles radiales para el módulo de las componentes axial, w,
y radial, u de la velocidad asociados a los dos tipos de función de Green
para las posiciones axiales z = 0.1, z = 1 y z = 5. La ĺınea continua
se corresponde al esfuerzo normal mientras que la discontinua lo hace al
tangencial. Los parámetros usados son ktemp = 0.7, C = 0.03 y β = 4.47.

la tendencia hacia el perfil asociado al modo capilar dominante, puesto
que éste crece mientras que los otros modos decrecen.

Una evaluación cuantitativa de la importancia de cada modo en las
dos funciones de Green se obtiene a partir de sus amplitudes, de acuerdo
con la normalización basada en la deformación,
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Figura 2.21: Perfiles radiales para el módulo de las componentes axial, w,
y radial, u de la velocidad asociados a los dos tipos de función de Green
para las posiciones axiales z = 0.1, z = 1 y z = 5. La ĺınea continua
se corresponde al esfuerzo normal mientras que la discontinua lo hace al
tangencial. Los parámetros usados son ktemp = 0.7, C = 0.5 y β = 4.47.

(
fn,j
ft,j

)
= Resk→kj

(
{L−1}32
{L−1}33

)
. (2.53)

Para ilustrar la importancia relativa en términos de la deformación de
cada modo para ambos tipos de estimulación, se presenta en la tabla
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2.1 las amplitudes obtenidas a través de la ecuación (2.53) para unos
valores fijados de los parámetros: β = 4.47, C = 0.03 y ktemp = 0.7, los
mismos que se han utilizado en las figuras 2.19 y 2.20. Se debe distin-
guir entre aguas abajo (z > 0) y aguas arriba (z < 0). Aguas abajo, los
modos capilares son los de mayor amplitud. Son más importantes para
los esfuerzos tangenciales que para los normales. Con respecto a los mo-
dos hidrodinámicos, el primero presenta una amplitud del mismo orden
que los capilares cuando se actúa con un esfuerzo tangencial. A medi-
da que aumenta el orden de estos modos, su amplitud se va haciendo
más y más pequeña. Para los esfuerzos normales, ni siquiera el primer
modo hidrodinámico es comparable con los capilares. Aunque los modos
hidrodinámicos dan una contribución modesta a la construcción de la de-
formación para estos valores particulares de los parámetros, no hay que
olvidar que su contribución al campo de velocidades śı es importante.
Los modos inerciales presentan una amplitud mayor que la de los mo-
dos hidrodinámicos cuando la estimulación la ejerce un esfuerzo normal,
mientras que para un esfuerzo tangencial, la contribución hidrodinámica
es superior a la inercial. Aguas arriba, los modos capilares aguas arri-
ba juegan el papel de los modos capilares y los modos hidrodinámicos
prácticamente se vuelven irrelevantes.

Consideraremos ahora la amplitud del modo capilar dominante, fCdom.
La figura 2.22 muestra su módulo y fase para ambos tipos de estimula-
ción y diferentes valores de los parámetros. Se muestran dos estudios,
uno para analizar el papel de la viscosidad y otro para los cambios en
la velocidad del chorro. Se ve que los esfuerzos tangenciales son más efi-
cientes que los normales, aunque el concepto de eficiencia es relativo a
la formulación propuesta, que mide la importancia de los dos tipos de
estimulación (normal y tangencial) a partir de la amplitud de los esfuer-
zos. No entramos aśı en ninguna consideración energética, tal como la
potencia mecánica suministrada en cada tipo de estimulación.

Con carácter general podemos decir que la respuesta del modo en
función de la frecuencia presenta un pico más o menos pronunciado en
ktemp = 1 para chorros no viscosos y que se desplaza a valores mayores
de ktemp cuando se aumenta la viscosidad. La amplitud de estos picos
decrece con la viscosidad.

La posición y el valor del máximo están determinados por la mı́nima
distancia entre los dos polos capilares en el plano complejo k, como se ob-
serva en la figura 2.6(b). En el caso sin viscosidad, los dos polos coalescen
y se encuentra una amplitud infinita. La superioridad de la estimulación
tangencial resulta más evidente a bajas frecuencias de estimulación. El
caso ω = 0 da una amplitud no trivial para la estimulación debida a los
esfuerzos normales, pero si se calcula esa misma amplitud para el modo
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Esf. Normal Esf. Tangencial
Modo Módulo Fase Módulo Fase

z > 0
Cdom 0.078031 1.38251 0.21565 1.49315
Csub 0.07382 -1.36113 0.14081 -1.59479
H1 0.00450 -0.73230 0.07557 -1.12441
H2 0.00003 1.06889 0.00303 -0.23520
H3 0.00001 3.02601 0.00135 0.74217
I1 0.01760 -2.03957 0.00574 -1.82033
I2 0.00700 -1.77400 0.00353 -1.22685
I3 0.00390 -1.67669 0.00234 -1.11187

z < 0
CUdownward 0.05696 0.07403 0.03912 0.67876
CUupward 0.04450 -3.14119 0.02994 -0.62410

I−1 0.01975 -1.08667 0.00275 0.20926
I−2 0.00916 -1.38398 0.00104 -0.29875
I−3 0.00560 -1.49103 0.00037 -1.15982
I−4 0.00365 -1.55363 0.00041 -2.44503
I−5 0.00241 -1.59362 0.00057 -2.82490
I−6 0.01584 -1.61838 0.00063 -2.96618

Tabla 2.1: Módulo y fase de la amplitud de los modos más relevantes bajo
un esfuerzo normal y tangencial. La fase, medida en radianes es relativa
a la fase de la estimulación. Los parámetros son los habituales.

capilar subdominante, se obtiene la misma amplitud pero en oposición
de fase, evitándose aśı un resultado no realista que implicaŕıa un cambio
en el radio de todo el chorro.

Si se quiere estudiar el efecto del aumento de la velocidad del chorro
en la eficiencia de la estimulación, hay que tener en cuenta que cuando
se aumenta la velocidad, también disminuye el tiempo durante el cual
la estimulación está actuando sobre una longitud de onda fijada. Por
tanto, se esperará que fCdom disminuya cuando la velocidad del chorro
β aumente. Esta es la razón por la cual en la figura 2.22b se representa
βfCdom, lo cual tiene más sentido que representar sólo la amplitud cuando
se vaŕıa β. Como era de esperar, βfCdom depende muy débilmente de
β para valores de ktemp lejanos al pico. Cerca del pico se observa un
crecimiento monótono de esta función de acuerdo con la menor distancia
entre los polos capilares. En el ĺımite de velocidad infinita, el pico se
volverá infinitamente grande y estrecho.
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Figura 2.22: Módulo de la amplitud del modo capilar dominante como
función de la frecuencia forzadora ω, para un esfuerzo normal (ĺınea conti-
nua) y tangencial (ĺınea discontinua). (a) Comportamiento con el número
de Ohnesorge: β = 4.47, C = 0.05, 0.1 0.5. (b) Comportamiento con la
velocidad del chorro para un esfuerzo normal: C = 0.1, β = 3, 10, 30.

2.7. Revisión de la inestabilidad absoluta

Todo lo visto hasta ahora presupone la existencia de un chorro que
surge como tal de un orificio y manifiesta inestabilidad convectiva aguas
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abajo. A continuación consideramos una situación en la que el chorro es
inestable desde la propia salida (inestabilidad absoluta) y en particular
qué aporta a su comprensión nuestro análisis de los modos espaciales.

Es bien conocido que para cada valor del número de Reynolds se tie-
ne un valor cŕıtico del número de Weber Wec(Re) por debajo del cual
el sistema se vuelva absolutamente inestable (Leib & Goldstein, 1986b).
La curva cŕıtica se reproduce en la figura 2.23(a), en términos de los
números adimensionales β y C. Justo en el valor cŕıtico de estos núme-
ros se tiene una inestabilidad absoluta marginal, caracterizada por un
modo con una frecuencia real ωc(C) y número de onda complejo kc(C).
Estas magnitudes están representadas en la figura 2.23(b). Por debajo
de ese valor cŕıtico, ya no se puede llamar espaciales a estos modos sino
más bien espacio-temporales. El esquema de la figura 2.8 corresponde
a frecuencias por debajo de la unidad y velocidades del chorro mayores
que el valor cŕıtico para esta viscosidad, es decir, está en una situación
de inestabilidad convectiva. Cambios en la velocidad del chorro pueden
producir cambios en las posiciones de los modos en el plano complejo. Si
dado un C y β > βc(C), se selecciona una frecuencia ωc(C), todos los
polos serán simples, excepto dos de ellos que tenderán a la coalescencia
(a kc(C)) cuando β → βc(C). Este proceso, representado en la figura
2.24, determina qué modos espaciales son los responsables de la inesta-
bilidad absoluta en los chorros capilares. Se identifican los modos capilar
dominante y capilar aguas arriba que se propaga aguas abajo como los
modos que coalescen. Los dos tienen velocidad de fase positiva. El cam-
po de velocidades es el mismo para los dos cuando se convierten en un
único polo doble, como se ve en la figura 2.24. Hay que hacer notar que
este campo de velocidades difiere de los obtenidos para el modo capilar
dominante y el capilar aguas arriba representados en las figuras 2.10 y
2.13 respectivamente: el modo capilar dominante cambia la fase de la ve-
locidad radial relativa a la deformación de la superficie más o menos en
π/2, mientras que el modo capilar aguas arriba gana en extensión radial,
afectando ahora a toda la sección del chorro. Puede decirse, por tanto,
que cada modo pierde alguna de sus peculiaridades para parecerse entre
ellos.

Sorprende que hasta ahora, ninguno de los autores que ha tocado el
tema de la inestabilidad absoluta se haya preocupado por identificar los
modos que coalescen. Leib & Goldstein (1986b) establecieron la existencia
de un punto de silla (figura 2.25) en la relación de dispersión generada por
ceros que proveńıan de diferentes semiplanos. Yakubenko (1997) asoció la
estructura de isoĺıneas de valores complejos de ω′ cerca del punto de
coalescencia en el plano complejo con un modo que ahora se reconoce
como el primer modo inercial, I−1. Por último Le Dizès (1997), también
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Figura 2.23: (a) Velocidad cŕıtica del chorro como función del número de
Ohnesorge. Esta curva separa la zona de inestabilidad convectiva (arriba)
de la absoluta (abajo) y es equivalente a la obtenida por Leib & Golds-
tein (1986b) en términos de los números de Weber y Reynolds. Para los
valores de estos números que definen la curva se obtiene una inestabili-
dad marginal. (b) Curvas de frecuencia ωc (real), número de onda kc,r y
factor de crecimiento espacial kc,i para las condiciones de inestabilidad
absoluta marginal.

para el caso no viscoso, describió que en la transición de jetting a dripping
interveńıan tres modos globales. De estas tres ramas, dos eran los modos
capilares y la tercera, el modo capilar aguas arriba que se propaga aguas
abajo. Sin embargo, la conclusión que extrajo fue que la transición era un
fenómeno de inestabilidad global y no debido a la inestabilidad absoluta
(local).

La determinación de los modos espaciales que dan lugar a la inesta-
bilidad absoluta puede ayudar a entender la f́ısica subyacente. Las claves
son:
(i) La inestabilidad puede ser vista como una resonancia que surge entre
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con el modo capilar aguas arriba que se propaga aguas abajo cuando
se disminuye la velocidad del chorro hasta su valor cŕıtico βc fijada una
frecuencia ω = ωc = 1.2398 correspodiente al estado marginal.
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Figura 2.25: Punto de silla de la relación de dispersión para unas condi-
ciones de inestabilidad absoluta: β = 1 y C = 0.03, los valores cŕıticos
son k = 0.89374− 0.2968i, ω = 0.753683 + 0.153198i.

dos modos que pertenecen a semiespacios distintos, que alcanzan la mis-
ma longitud de onda para las condiciones cŕıticas. La figura 2.22 puede
entenderse en este sentido.
(ii) Las coalescencia de dos modos con velocidades de grupo con signo
opuesto conlleva la emisión de enerǵıa desde el punto de estimulación, ya
que estas velocidades se hacen cero en las condiciones cŕıticas.
(iii) De los dos modos que interactúan, uno de ellos es inestable, incluso
desde el punto de vista del análisis temporal y el otro modo está asocia-
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do a la advección, que es una caracteŕıstica genuina del análisis espacial.
Parece pues natural que la interacción sea entre un modo que es inesta-
ble en cualquier sistema de referencia con otro que proviene de la inercia
axial del flujo, y por tanto, determinado por un sistema de referencia
laboratorio.



Caṕıtulo 3

Análisis modal de la función
de Green a partir de los
modelos unidimensionales

3.1. Modelos unidimensionales

Los problemas de interfaz libre son en general de resolución costosa
desde el punto de vista computacional. En el caso particular de los cho-
rros capilares, los modelos unidimensionales han surgido como plantea-
miento alternativo más simple, aunque aproximado, para describir flujos
axisimétricos. Estos modelos surgen de imponer como restricción que la
columna debe ser esbelta. La esbeltez de la columna sugiere que las va-
riables fluidomecánicas presentarán una dependencia radial suave, lo que
permitirá desarrollarlas en serie de Taylor alrededor de r = 0 (Garćıa &
Castellanos, 1994; Garćıa, 1998), de acuerdo con el esquema

W (r, z, t) = W0 +
1

2
r2W2 + . . . , (3.1)

U(r, z, t) = −1

2
rW0z −

1

8
r3W2z − . . . , (3.2)

P (r, z, t) = P0 +
1

2
r2P2 + . . . , (3.3)

donde W y U son las componentes axial y radial de la velocidad y P es la
presión. Estas series convergerán rápidamente siempre que la coordenada
radial sea mucho menor que una longitud axial t́ıpica. Dependiendo del
orden en que se trunquen estos desarrollos, se obtendrán unos modelos
más o menos refinados.

El modelo de Lee viscoso se obtiene al truncar el desarrollo en serie
en el primer orden, quedando aśı la velocidad axial y la presión uniformes
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en una rodaja. Luego, se sustituyen los coeficientes W0 y la presión en
la interfase por la velocidad axial media en una rodaja y por un desa-
rrollo de la presión del mismo orden de aproximación del modelo, P0

respectivamente. Las ecuaciones de este modelo quedarán pues

P0 = ∇ · en − CW z + Tn, (3.4)

FzP0 =Fz∇ · en +
C

2

(
(FW )zz + 4FzW z

)
− F

2

(
W t +WW z + P0z

)
+ Tt,

(3.5)

y la condición cinemática

(F 2)t + (F 2W )z = 0, (3.6)

donde los sub́ındices z y r indican derivadas parciales con respecto a la
coordenada axial y radial respectivamente.
La componente normal de la ecuación de Navier–Stokes permanece de-
sacoplada

−1

2
W

2

z +WW zz = 2P2 + (WW z)z + P0zz, (3.7)

lo que supone despreciar la inercia radial en el modelo.
Un modelo de segundo orden es el modelo parabólico, donde la ve-

locidad axial y la presión presentan una dependencia radial cuadrática.
Estas son sus ecuaciones:

W0t +W0W0z = −P0z + C(W0zz + 2W2), (3.8)

P0+
F 2

4

(
W0zt −

1

2
W 2

0z +W0W0zz

)
= ∇ · en

+ C

[
−W0z +

1

2
FFzW0zz − FFzW2 −

F 2

4
(−W0zzz +W2z)

]
+ Tn,

(3.9)

Fz

[
P0 +

F 2

4

(
W0zt −

1

2
W 2

0z +W0W0zz

)]
+

F 3

8

[
W2t +W0W2z +

1

2
(W0zzt −W0z + (W0W0zz)z)

]
= Fz∇ · en + Tt + C

(
1

2
FW0zz + 2FzW0z − FW2

+
F 2Fz

4
(W0zzz + 6W2z) +

F 3

16
(W0zzzz + 2W2zz)

)
,

(3.10)
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y la condición cinemática,

Ft +
1

2
FW0z + FzW0 +

1

8
F 3W2z +

1

2
F 2FzW2 = 0. (3.11)

Este conjunto de ecuaciones se completa con esta última, que está desa-
coplada y sirve de definición de W4:

W2t +W0W2z = −P2z + C

(
W2zz +

4

3
W4

)
. (3.12)

El modelo de Cosserat presenta las mismas variables que el modelo
de Lee (W , F y P0) y se obtiene a partir de las ecuaciones del modelo
parabólico que se acaban de enumerar. Para ello, basta con calcular la
velocidad axial media en una rodaja, y retener los términos de segundo
orden. Para terminar de definir el problema hay que eliminar los términos
viscosos que contienen a la variable W2.

F

2

(
W t +WW z + P0z

)
+ Fz

[
P0 +

F 2

4

(
W zt −

1

2
W

2

z +WW zz

)]
+

F 3

16

(
W zzt −W z + (WW zz)z

)
= Fz∇ · en + C

(
FW zz + 2FzW z +

FzF
2

4
W zzz +

F 3

16
W zzzz

)
+ Tt,

(3.13)

P0+
F 2

4

(
Wzt −

1

2
W

2

z +WW zz

)
= ∇ · en

+ C(−W z +
1

2
FFzW zz +

F 2

4
W zzz) + Tn,

(3.14)

y la condición cinemática, que será la misma obtenida en el modelo de
Lee

(F 2)t + (F 2W )z = 0. (3.15)

El modelo promediado es una versión mejorada del modelo de Cosse-
rat en la que se estimarán adecuadamente los términos viscosos que se
han despreciado en este último,

F

2

(
W t +WW z + P0z

)
+ Fz

[
P0 +

F 2

4

(
W zt −

1

2
W

2

z +WW zz

)]
+

F 3

16

(
W zzt −W z + (WW zz)z

)
= Fz∇ · en + C

(
FW zz + 2FzW z +

FzF
2

4
W zzz +

F 3

16
W zzzz

)
+ Tt,

(3.16)
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P0+
F 2

4

(
Wzt −

1

2
W

2

z +WW zz

)
= ∇ · en

+ C

(
−W z +

1

2
FFzW zz − 3F 2

zW z +
1

2
FFzW zz +

F 2

4
W zzz

)
+ Tn,

(3.17)

(F 2)t + (F 2W )z = 0. (3.18)

La única novedad de todas estas ecuaciones, tal y como se presentan
en esta tesis, es que se ha mantenido la variable presión mientras que en
la literatura se elimina (Eggers & Dupont, 1994; Garćıa & Castellanos,
1994; Garćıa, 1998). Esto permite añadir como términos forzadores los
esfuerzos normal y tangencial. Resolver los modelos con esta formulación
permitirá la comparación de resultados con el caso 3D.

3.2. Ecuaciones lineales y relaciones de

dispersión

En esta sección se obtendrán las ecuaciones linealizadas y la función
de Green para cada uno de los modelos unidimensionales. Para los mo-
delos de velocidad media (aquellos que tienen como variables f , p y w),
Lee, Cosserat y promediado, desarrollamos perturbativamente todas las
magnitudes hasta primer orden escribiendo

W = β + w, (3.19)

P0 = 1 + p, (3.20)

F = 1 + f, (3.21)

donde β es la velocidad adimensional del chorro y w, p, f y son pequeñas
perturbaciones de la velocidad axial media, la presión a orden cero y la
forma de la interfaz, respectivamente.

La introducción de la solución perturbada en las ecuaciones y condi-
ciones de contorno, despreciando términos de orden superior, conduce a
un problema lineal que puede resolverse anaĺıticamente. Para los modelos
de velocidad media, las ecuaciones que describen su evolución son la con-
dición cinemática y las componentes normal y tangencial del equilibrio
de esfuerzos:

ft + βfz +
1

2
wz = 0 (3.22)

−p− C

(
wz +

1

4
mwzzz

)
− 1

4
s(wtz + βwzz)− (f − fzz) = Tn (3.23)
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−1

2
(pz + wt + βwz) + Cwzz +

1

16
s (wtzz + βwzzz)

− 1

16
mwzzzz = Tt

(3.24)

de donde se obtienen las ecuaciones del modelo de Lee haciendo s = 0 y
m = 0, las del promediado s = 1 y m = 0 y las del de Cosserat, s = 1 y
m = 1.

Al igual que se hizo en el caso 3D, aplicando la transformada de
Fourier espacio-temporal, se llega a un sistema de ecuaciones algebraico
para las variables transformadas (p̃, w̃ y f̃):

M · x = T, (3.25)

donde para los modelos de velocidad media se tiene que

x =

 p̃
w̃

f̃

 ; T =

 0

T̃n

T̃t

 ;

y los coeficientes de la matriz M son

M11 = 0,

M12 = ik,

M13 = 2i(−ω + kβ),

M21 = −1,

M22 = −ikC + s(−kω/4 + βk2/4)−miCk3/4,

M23 = −i(−ω + kβ)/2− Ck2 + s(−iωk2/16 + iβk3/16) +mCk4/16,

M31 = 2i(−ω + kβ),

M32 = −(1− k2),

M33 = 0;

El mismo tratamiento se realiza para el modelo parabólico. Al desarrollo
perturbativo visto para los modelos de velocidad media hay que añadirle
estos nuevos términos

W2 = w2, (3.26)

P2 = p2. (3.27)

Aśı, las ecuaciones del modelo parabólico quedan

ft + βfz +
1

2
w0z +

1

8
w2z = 0, (3.28)

pz + w0t + βw0z − C(w0zz + 2w2) = 0, (3.29)
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−p−(f−fzz)−
1

4
(w0tz + βw0zz)+

1

4
C (w0zzz − 4w0z − w2z) = Tn, (3.30)

1

16
(w0tzz + βw0zzz) +

1

8
(w2t + βw2z)

− C

(
w0zz +

1

6
w0zzzz − w2 +

3

8
w2zz

)
= Tt,

(3.31)

Para el modelo parabólico el sistema de ecuaciones presentará cuatro
variables

x =


p̃
w̃0

w̃2

f̃

 ; T =


0
0

T̃n

T̃t

 ;

y los coeficientes de la matriz M son

M11 = ik,

M12 = i(−ω + kβ) + Ck2,

M13 = −2C,

M14 = 0,

M21 = 0,

M22 = ik/2,

M23 = ik/8,

M24 = i(−ω + kβ),

M31 = −1

M32 = −ωk/4 + βk2/4− ikC(k2/4 + 1),

M33 = −ikC/4,

M34 = −(1− k2),

M41 = 0,

M42 = k2C/2 + ik2ω/16− iβk3/16− k4C/16,

M43 = i(−ω + kβ)/8 + C(1 + 3k2/8),

M44 = 0;

Al igual que en el caso 3D, al ser el problema lineal se pueden tratar
separadamente el efecto de los esfuerzos normales y tangenciales, obte-
niendo las soluciones haciendo Tn = 0 y Tt = 0 respectivamente:(

p̃n
p̃t

)
=

(
{M−1}12
{M−1}13

)
, (3.32)(

w̃n

w̃t

)
=

(
{M−1}22
{M−1}23

)
, (3.33)
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f̃n
f̃t

)
=

(
{M−1}32
{M−1}33

)
. (3.34)

La anulación del determinante de estas matrices M dará lugar a las
relaciones de dispersión de cada uno de los modelos:

Lee,

k4 + 6iCβk3 − k2(1 + 2β2 + 6iCω) + 4kβω − 2ω2 = 0; (3.35)

Cosserat,

iCk5β − k4(−4 + β2 + iCω) + 2k3β(12iC + ω)

− k2(4 + 8β2 + 24iCω + ω2) + 16kβω − 8ω2 = 0;
(3.36)

Promediado,

−k4(−4 + β2) + 2k3β(8iC + ω)− k2(4 + 8β2 + 16iCω + ω2)

+ 8iCk2(kβ − ω) + 16kβω − 8ω2 = 0;
(3.37)

Parabólico,

k7β + k5(7β − 4β3) + 2C2k2(192 + 48k2 + 7k4)(kβ − ω)− k6ω

+ k4(−7 + 12β2)ω − 48kβω2 + 16ω3 + 4k2ω(2 + 12β2 + ω2)

− 4k3β(2 + 4β2 + 3ω2)− iC
[
k8 − 3k6(−5 + 6β2) + 256kβω

+ 192k3βω + 36k5βω − 128ω2 − 32k2(2 + 4β2 + 3ω2)

− 6k4(−8 + 16β2 + 3ω2)
]
= 0.

(3.38)

El análisis espacial de estos modelos presenta como novedad los términos
que contienen β respecto al análisis temporal. La hipótesis que justifica la
precisión de los modelos 1D es la gran esbeltez de la columna ĺıquida. Es
de esperar pues que sus relaciones de dispersión den resultados aceptables
en el ĺımite de longitud de onda larga (kr ≪ 1).

3.3. Modos espaciales

El estudio de los modos espaciales que aparecen en cada modelo uni-
dimensional es mucho más fácil que en el caso 3D, ya que, al presentar
relaciones de dispersión polinómicas, se sabe con certeza el número de
modos descritos en cada modelo. El número de modos y su localización
en cada modelo son:

• Modelo de Lee: aguas abajo (z > 0) presenta los dos modos capi-
lares (dominante y subdominante) y aguas arriba (z < 0) presenta
otros dos modos, que se identificarán con los capilares aguas arriba.
Más adelante entraremos en más detalle sobre estos últimos modos.
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• Modelo de Cosserat: presenta cinco modos, tres aguas abajo, los dos
capilares y el primer inercial, y otros dos aguas arriba, uno inercial
y uno de los capilares aguas arriba (el que se propaga aguas arriba).

• Modelo promediado: presenta cuatro modos, tres aguas abajo, igual
que el modelo de Cosserat (los dos capilares y el primer inercial) y
uno inercial, aguas arriba.

• Modelo parabólico: son ocho los modos que captura este modelo.
En la región aguas abajo se encuentran los dos modos capilares, el
primer inercial y el primer hidrodinámico. Aguas arriba se encuen-
tran los dos modos capilares aguas arriba, el primer inercial y el
primer hidrodinámico.

Aqúı, al igual que se vio en el caso 3D, es necesaria la construcción
de la función de Green para la correcta adscripción de los modos a las
soluciones aguas arriba (z < 0) o abajo (z > 0).
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Figura 3.1: Evolución de los modos en el plano complejo k, cuando se
vaŕıa el número de onda 0 < ktemp < 10 y se fija C = 0.03 y β = 4.47;
(a) Lee, (b) Cosserat, (c) promediado, (d) parabólico.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento de los modos con la
frecuencia. Los modos capilares son encontrados en todos los modelos
unidimensionales. Para estos modos (figura 3.2) no se observan grandes
diferencias con el caso 3D en la región inestable (0 < ktemp < 1) mientras
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Figura 3.2: Evolución de los modos capilares en el plano complejo k,
cuando se vaŕıa la frecuencia 0 < ktemp < 10 y se fija C = 0.03 y β = 4.47
para los modelos de Lee (azul), Cosserat (azul claro), promediado (rojo),
parabólico (negro) y 3D (verde).

que en la estable, las diferencias aumentan. Estas diferencias se deben a
que la región kr > 1 se aleja de la hipótesis de longitud de onda larga
en la que se basan estos modelos. A pesar de las diferencias que surgen
respecto al caso tridimensional, las caracteŕısticas de los modos capilares
vistas en el caṕıtulo 2 se mantienen aqúı: el modo capilar dominante es
el único que muestra un carácter inestable en 0 < ktemp < 1, mientras
que el modo capilar subdominante siempre es estable.

El primer modo inercial, tanto aguas arriba como aguas abajo, es
capturado por los modelos de segundo orden. En vista de que el modelo
de Lee no inclúıa el término de inercia radial, parece lógico pensar que este
modelo no encuentre este tipo de modos. Al igual que el caso 3D, estos
modos se encuentran cerca del eje y con un factor de amortiguamiento
cercano a los ceros de I0(k).

Como se vio en la sección 2, una de las principales caracteŕısticas
de los modos hidrodinámicos es su perfil de velocidades recirculatorio.
Los modelos de velocidad media tienen dificultad en reproducir este tipo
de modos, ya que por construcción, presentan un perfil de velocidades
plano. Es sólo el modelo parabólico, con una dependencia radial de la
velocidad menos simplista, el que captura el primer modo hidrodinámico
en las regiones z > 0 y z < 0.

A la vista de la figura 3.1 puede surgir la cuestión de por qué algunos
modelos incluyen los modos capilares aguas arriba. La posición en el plano
complejo de estos modos verifica que kr ≫ 1, por lo que se está lejos de
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la condición de longitud de onda larga. Por otro lado, si se compara la
posición de estos modos con los calculados en el caso 3D, vemos que hay
diferencias de más de un orden de magnitud en el valor de ki. Por tanto,
lo que recogen los modelos unidimensionales son unos modos que están
en el mismo cuadrante que los modos capilares aguas arriba en el caso
3D, y que, como se verá más adelante, ejercen el mismo papel de manera
cualitativa.

3.4. Inestabilidad absoluta

Ya se ha visto el concepto de inestabilidad absoluta como la coales-
cencia de dos modos que provienen de semiespacios diferentes. Es de
esperar pues que, si los modelos unidimensionales reproducen estos dos
modos, el capilar dominante y el capilar aguas arriba que se propaga
aguas abajo, predigan también esta inestabilidad. En principio, sólo los
modelos de Lee y parabólico recogeŕıan la inestabilidad. En cambio, se
verá que también el de Cosserat y el promediado la reproducen. Para
ello, estudiaremos el comportamiento de los modos con la velocidad del
chorro.

En la figura 3.3 se ve que algunos modos cambian su comportamiento
cuando la velocidad tiende a la velocidad cŕıtica:
(i) En el modelo de Lee, los modos no cambian de naturaleza con la ve-
locidad del chorro.
(ii) En el modelo de Cosserat el modo inercial de aguas arriba se compor-
ta como inercial para velocidad alta mientras que para velocidad cercana
a la cŕıtica se comporta como el modo capilar aguas arriba que se propaga
aguas abajo, dando aśı lugar a la coalescencia. El inercial de aguas abajo,
se transforma en hidrodinámico para velocidades cercanas a la velocidad
cŕıtica.
(iii) Los modos inerciales del modelo promediado se comportan igual que
los del modelo de Cosserat.
(iv) En el modelo parabólico, al igual que ocurŕıa en el de Lee, los modos
conservan su naturaleza.
De todo esto se deduce que el carácter de un modo no viene dado por el
nombre que le asignemos fijados unos valores de los parámetros, sino que
es su posición y origen en el plano complejo lo que marcará su carácter.
Este aparente cambio de naturaleza de los modos se debe a que los mode-
los unidimensionales sólo funcionan bien para longitudes de onda larga.
Para velocidades altas, algunos de los modos no están bien reproducidos,
como ya se vio que pasaba con los modos capilares aguas arriba. Cuando
la velocidad se va acercando a la velocidad cŕıtica, estos modos vuelven
a la región kr < 1, por lo que vuelven a ser capturados y se comportan
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como se predijo en el caso 3D.
Una vez visto que estos modelos capturan la inestabilidad, se verá el

aspecto cuantitativo reproduciendo la curva de Leib & Goldstein (1986b)
de velocidad cŕıtica frente a viscosidad. En la figura 3.4 se muestra la
desviación relativa de la velocidad cŕıtica en función de la viscosidad.
Para números de Ohnesorge pequeños, el modelo de Lee es el que presenta
peores resultados, ya que toma el valor βc = 2 para C = 0, que se aleja
bastante del valor dado por Leib y Goldstein βc = 1.733. En concreto, las
desviaciones relativas respecto del modelo 3D para viscosidad nula son:
Lee, 13.07%, Cosserat, 0.86%, promediado, 0.79%, parabólico, 1.70%.
En cambio, para número de Ohnesorge alto, o lo que es lo mismo, para
viscosidad alta, todos los modelos funcionan mejor aunque los términos
viscosos de las relaciones de dispersión sean diferentes. La solución cŕıtica
para viscosidad alta tiende a kc = 0 y ωc = 0, solución que es reproducida
por todos los modelos. Lo que ocurre es que para el caso muy viscoso,
la longitud de onda de las gotas que se forman se hace más larga, y los
modelos unidimensionales funcionan mejor, ya que están basados en la
hipótesis de longitud de onda larga.

3.5. Resultados de la estimulación

En esta sección se pretende comprobar la bondad de los resultados
obtenidos del análisis lineal de estos modelos. Para ello, se repetirán
todos los cálculos hechos en el caso 3D y se compararán. Los resultados
obtenidos se resumen en la tabla 3.1.

El formalismo de la función de Green descrito en las secciones ante-
riores nos da las herramientas necesarias para obtener la respuesta del
chorro sometido a una estimulación superficial. Se resolverá el mismo
problema que en el caso 3D: unos esfuerzos tangenciales y normales apli-
cados en z = 0. Lo que se pretende estudiar es la transferencia de la
estimulación a la deformación y velocidad del chorro. Para ello compara-
remos el módulo de la deformación como función de la coordenada axial
para una estimulación normal y tangencial (figura 3.6).

Bajo las mismas condiciones que en el caso 3D (ktemp = 0.7, β = 4.47
y C = 0.03) se obtienen resultados similares: (i) en las cercańıas de z = 0
la respuesta no es trivial tanto para la estimulación normal como para
la tangencial. (ii) Para z > 0, la amplitud crece exponencialmente como
resultado de la evolución del modo capilar dominante. (iii) Los esfuerzos
axiales son más eficientes que los radiales en términos de la deformación
obtenida.

No cabe esperar que el cálculo de la función de Green dé resultados
fiables en las cercańıas de z = 0, puesto que como hemos visto, no todos
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Figura 3.3: Evolución de los modos en el plano complejo k, cuando se
vaŕıa la velocidad βc < β < 20 (β = 20 → βc) y se fijan C = 0.03 y
la frecuencia cŕıtica de cada modelo: (a) Lee (ωc = 1.4028), (b) Co-
sserat (ωc = 1.2386), (c) promediado (ωc = 1.2479), (d) parabólico
(ωc = 1.2454).
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Figura 3.4: Desviación relativa de la velocidad cŕıtica respecto al caso 3D
frente a la viscosidad, (δβc = (β3D − β1D)/β3D).

los polos que surgen de los modelos unidimensionales se ajustan a la
localización exacta dada por el modelo tridimensional. Sólo es previsible
que el comportamiento asintótico aguas abajo sea descrito correctamente
puesto que depende exclusivamente del modo capilar dominante. Esto es
aśı excepto para el modelo de Lee, que converge más lentamente.

La divergencia entre soluciones es menor para la deformación debida
a un esfuerzo normal. Esto es aśı presumiblemente porque los modelos
de velocidad media presentan un perfil de velocidad plano y con esta
configuración resulta más sencillo reproducir los efectos que produce un
esfuerzo normal. Según el tratamiento aproximado descrito en el caṕıtulo
1, los esfuerzos normales se sufren en toda la sección mientras que los
tangenciales actúan de manera no uniforme sobre el perfil de velocidades.

Si comparamos el módulo de la deformación, llama la atención que
para los modelos de Lee y parabólico, la amplitud de la deformación en la
región z < 0 presenta unas ondulaciones que tienen una longitud t́ıpica
de amortiguación mayor que la que aparece en el caso 3D. Esta diferencia
se debe a que los autovalores de modos capilares aguas arriba, como ya
se ha comentado anteriormente, no están bien descritos por los modelos
unidimensionales de forma correcta en cierto rango de velocidades y fre-
cuencias. En el caso de los modelos unidimensionales, los modos capilares
aguas arriba presentan un ki un orden de magnitud menor que el tridi-
mensional. Estas ondas capilares estacionarias que aparecen aguas arriba
sólo aparecen en estos dos modelos, ya que son los modelos de Lee y
parabólico los únicos que reproducen los dos modos capilares aguas arri-
ba. Para los modelos promediado y de Cosserat, en esta región sólo se
computan un modo inercial y un modo inercial y uno capilar aguas arriba
(el que se propaga aguas arriba), respectivamente. Para los dos casos, lo
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Figura 3.5: Desviación relativa del número de onda y frecuencia cŕıtica
repecto al caso 3D como función del número de Ohnesorge.

que vamos a encontrar es una solución que decae exponencialmente más
como un modo inercial que como un modo capilar aguas arriba.

Para terminar esta comparación, pasaremos a estudiar el módulo de
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Figura 3.6: Módulo de la deformación |f | como función de la coordenada
axial z correspondiente a la función de Green para un esfuerzo normal (iz-
quierda) y tangencial (derecha) para los modelos unidimensionales (ĺınea
sólida) y el caso 3D (ĺınea discontinua). (a)Lee, (b) Cosserat, (c) pro-
mediado, (d) parabólico. Los parámetros usados son C =0.03, β =4.47,
ktemp =0.7.
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Figura 3.7: Módulo de la deformación debida al modo capilar dominante
debido a un esfuerzo normal (ĺınea continua) y a un esfuerzo tangencial
(ĺınea discontinua) para los modelos de Lee (azul), promediado (rojo),
parabólico (negro) y tridimensional (verde). Los parámetros usados son
C = 0.1, β = 4.47.

la amplitud del modo capilar dominante en función de la frecuencia. La
respuesta presenta un pico en ktemp = 1, y su amplitud decae con la
viscosidad. La posición de este pico viene determinada por la mı́nima
distancia entre los dos polos capilares. Todos los modelos unidimensio-
nales que se han usado en este trabajo reproducen bien la posición de los
modos capilares (en la región ktemp < 1), por lo que es lógico que estos
modelos reproduzcan los resultados que se obtuvieron en el caso 3D. De
forma general, se puede destacar, como ya se comentó anteriomente, que
las diferencias son menores cuando la estimulación es radial, y también
son mayores en la región de ktemp > 1, ya que es ah́ı donde deja de
cumplirse la hipótesis de longitud de onda larga. En este caso, es fácil
observar cómo es el modelo de Lee el que presenta peores resultados aun-
que capta toda la topoloǵıa del comportamiento. El modelo parabólico
el que presenta menor divergencia con el caso 3D.
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3D Lee Cosserat Promediado Parabólico

z > 0
2 cap 2 cap 2 cap 2 cap 2 cap

Infinitos hid 1 hid
Infinitos iner 1 iner→1 hid 1 iner→1 hid 1 iner

z < 0
2 CU 2 CU CUupward 2 CU

Infinitos hid. 1 hid
Infinitos iner 1 iner→ CUdownward 1 iner→ CUdownward 1 iner

Inest. abs. (C = 0.03, β = 1) (k, ω)
0.927 + 0.233i 0.912 + 0.219i 0.922 + 0.246i 0.920 + 0.248i 0.929 + 0.244i
0.799− 0.211i 0.799− 0.244i 0.793− 0.218i 0.792− 0.218i 0.803− 0.222i

βc (C = 3) 0.481 0.481 0.482 0.481 0.481
βc (C = 0.001) 1.733 1.959 1.718 1.719 1.763

Máx(fN
Cdom) (C = 0.1, β = 4.47) 0.303 0.294 0.287 0.293 0.302

Máx(fT
Cdom) (C = 0.1, β = 4.47) 0.536 0.585 0.571 0.583 0.546

Tabla 3.1: Resumen de las principales caracteŕısticas de los modelos y su comparación con el caso 3D (CUdownward indica
el modo capilar aguas arriba que se propaga aguas abajo, CUupward indica el modo capilar aguas arriba que se propaga
aguas arriba).
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Caṕıtulo 4

Aplicación de la estimulación
EHD a chorros capilares

4.1. Introducción

En los caṕıtulos anteriores se ha tratado con el problema fluido-
mecánico. En éste se trabajará sobre el problema eléctrico, diseñando
un dispositivo de estimulación. El diseño propuesto para el dispositivo
consta de tres placas metálicas paralelas con un medio dieléctrico entre
ellas. Este dispositivo tipo sándwich presenta un orificio por el se hace
pasar el chorro capilar (figura 2.1). Las placas exteriores están conecta-
das a tierra para apantallar los efectos del campo mientras que la central
es el terminal activo. El objetivo de este caṕıtulo será pues determinar
los parámetros geométricos para que el dispositivo estimule el chorro de
la forma más eficiente, aśı como estudiar la respuesta del chorro a esta
estimulación.

4.2. Problema eléctrico

4.2.1. Ecuaciones eléctricas

El campo electromagnético está gobernado con carácter general por
las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, en sistemas como el que nos
interesa los efectos magnéticos pueden ser omitidos y el campo eléctrico
verifica las ecuaciones de la cuasi-electrostática. La condición que se ha
de cumplir es una comparación entre las enerǵıas magnética y eléctrica,
en la forma (Castellanos, 1998)

1/2µH2

1/2ϵE2
≪ 1 (4.1)
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donde µ es la permeabilidad magnética del medio. El campo magnéti-
co estará producido por los aportes de las corrientes de conducción y
convección. Si domina la corriente de conducción, como ocurre en este
trabajo, la intensidad del campo magnético se puede estimar a partir de
la ley de Ampère como H ∼ σEl, siendo l una distancia caracteŕıstica
del sistema y σ la conductividad del medio. Para soluciones salinas con
conductividad σ < 0.1 S/m y longitudes inferiores a l < 1 mm, se tiene

µσ2l2

ϵ
< 10−5, (4.2)

donde ϵ es la permitividad del medio.
Por tanto se está bajo las premisas que permiten usar las ecuaciones

de Maxwell en el caso cuasi-electrostático: el campo es irrotacional,

∇∧ E = 0, (4.3)

y cumplirá la ley de Gauss,

∇ · (ϵE) = q. (4.4)

donde q es la densidad de carga volumétrica.
Por último, la ecuación de continuidad establece la conservación de

la carga en volumen,

∂q

∂t
+∇ · J = 0. (4.5)

Para un electrolito con dos especies simétricas, la densidad de corrien-
te vendrá dada por

J = e(n+ + n−)µeE− eD∇(n+ − n−) + e(n+ − n−)v, (4.6)

donde e es el valor absoluto de la carga del electrón, µe es la movilidad,
D es el coeficiente de difusión, v es la velocidad, y n+ y n− son las
densidades de iones positivos y negativos.

La ley de Gauss sugiere que las soluciones salinas son electroneutras a
la escala del micrómetro (Saville, 1997). En efecto, la diferencia relativa
en densidades iónicas está dada por el cociente

Λ =
n+ − n−

n0

=
∇ · (ϵE)

en0

∼ ϵE

en0l
, (4.7)

donde n0 es la densidad iónica sin perturbar, n0 ≃ 1023 m−3,E ∼ 105 V/m,
l ∼ 10 µm, y Λ ≃ 10−4, luego el ĺıquido es electroneutro.

También es importante ver la importancia de los términos de difusión.
Si se comparan con la convección
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eD∇(n+ − n−)

e(n+ + n−)µeE
∼ DϵE/l2

2en0µeE
=

(
λD

l

)2

= 10−4. (4.8)

usando que la λD ∼ 1 µm para el agua. Luego los términos de difusión
pueden ser despreciados.

Definiendo σ = 2en0µe se compara la corriente de conducción, σE
con la de convección ρv en soluciones salinas:

|∇ · (ϵE)v|
|σE|

∼ ϵ/σ

l/v
(4.9)

La combinación de parámetros ϵv/(lσ) es lo que se conoce como núme-
ro de Reynolds eléctrico (Saville, 1997). Para valores pequeños de este
número las ecuaciones eléctricas estarán desacopladas de las mecánicas.
Consideraremos como ejemplos dos situaciones muy diferentes: para un
ĺıquido dieléctrico, (por ejemplo, el agua pura, con σ = 10−6 S/m), el
valor de número de Reynolds eléctrico es 102, mientras que para un ĺıqui-
do conductor (agua corriente, σ = 10−2 S/m), el valor que se obtiene es,
0.01. En este último caso se está en condiciones de despreciar el término
de convección y podemos escribir

J = σE, (4.10)

y junto con las ecuaciones (4.3)-(4.5) se llega a(
σ + ϵ

∂

∂t

)
∇ · E = 0. (4.11)

A partir de las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.10) se puede comprobar que si
inicialmente no hay carga en volumen, no se generará carga a no ser que
haya inhomogeneidades en el medio, tales como gradientes de permitivi-
dad o conductividad:

Dqf

Dt
=

σ

ϵ
qf − σE ·

(
∇σ

σ
− ∇ϵ

ϵ

)
(4.12)

donde D/Dt es la derivada sustancial. Si los dos gradientes son nulos la
solución es

qf = qf(0)e−tσ/ϵ. (4.13)

Al no haber carga en volumen ni gradientes de permitividad podemos
admitir que no hay fuerzas eléctricas en volumen, fE (Panofsky & Phillips,
1977):

fE = qE− 1

2
E2∇ϵ+∇

(
1

2
ϵςE2

)
, (4.14)
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donde la fuerza coulombiana (qE) es nula porque no hay carga en vo-
lumen, la fuerza dieléctrica (−E2/2∇ϵ) también lo es porque no hay
inhomogeneidades en la permitividad del medio. En cuanto a la fuerza
electrostrictiva, es conservativa y conviene tratarla como un término de
presión, lo que permitirá demostrar que la dinámica del sistema no se
ve afectada por el fenómeno de electrostricción (Castellanos & González,
1998).

Aunque las ecuaciones de volumen fluidomecánicas y eléctricas no
están acopladas, el problema lo estará a través de las condiciones de
contorno.

4.3. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno que se aplicarán en la superficie del cho-
rro son (Castellanos & González, 1998):
• La presencia de carga eléctrica en la superficie del chorro provoca un
salto en la componente normal del vector desplazamiento que se expresa
de la forma,

en · ||ϵE|| = ϵ0E
out
r − ϵEin

r = qs. (4.15)

donde la notación in y out indica las componentes del campo eléctrico
dentro y fuera del chorro, respectivamente y qs es la densidad superficial
de carga libre.
• La continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico al
pasar de un lado a otro de una superficie se escribe,

en ∧ ||E|| = 0. (4.16)

• Por último, la carga en la superficie debe conservarse

∂qs
∂t

+ V en · ∇qs + V (∇ · en)qs +∇s ·Ks + en · ||J|| − V ||q|| = 0, (4.17)

donde V es la velocidad normal a la superficie, Ks, es la densidad su-
perficial de corriente y ∇s se entiende como el operador nabla menos su
proyección en la dirección normal a la superficie (∇s = ∇− en(en · ∇)).
La densidad superficial de corriente presenta la expresión general para
ĺıquidos electroneutros (Saville, 1997),

Ks = σsEs + qsvs −Ds∇qs, (4.18)

siendo Es el campo eléctrico tangencial a la superficie, σs la conductivi-
dad superficial, vs la componente tangencial del campo de velocidades y
Ds el coeficiente de difusión superficial. Se trabajará bajo las siguientes
simplificaciones:
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(i) Como la corriente de difusión en volumen se ha despreciado, es con-
secuente despreciar también la corriente de difusión en la superficie.
(ii) Se despreciará la corriente de conducción superficial. Aunque esta
simplificación no siempre está justificada, es suficiente para describir
los fenómenos electrohidrodinámicos (Saville, 1997; Zeng & Korsmeyer,
2004). Burcham & Saville (2002) usaron el término de conductividad su-
perficial como un parámetro ajustable para describir ciertos comporta-
mientos experimentales de puentes ĺıquidos dieléctricos sujetos a campos
eléctricos. En chorros con ĺıquidos de mayor conductividad, que son los
candidatos a admitir una estimulación EHD eficaz, estos efectos no deben
manifestarse.

Con todas estas consideraciones, la ecuación de conservación de la
carga en la interfaz queda

∂qs
∂t

+ V en · ∇qs + V (∇ · en)qs +∇s · (qsvs) + en · ||J|| = 0, (4.19)

aunque posteriormente quedará aún más simplificada.

Pasamos a continuación a analizar las condiciones de contorno flui-
domecánicas. El tensor eléctrico asociado a la estimulación presenta la
siguiente expresión en coordenadas ciĺındricas:

TE = χϵ

 1
2
(E2

r − E2
z ) 0 ErEz

0 −1
2
(E2

r − E2
z ) 0

ErEz 0 −1
2
(E2

r − E2
z )

 , (4.20)

donde χ es el número de Bond eléctrico, y viene dado por el cociente
entre la presión eléctrica y la presión capilar, ϵE2a/γ. Las componentes
radial y axial del tensor de esfuerzos eléctrico son:

er ·TE · en =
χϵ

Kn

(
E2

r − E2
z − 2fzErEz

)
, (4.21)

ez·TE · en =
χϵ

Kn

[
2ErEz + 2fz(E

2
r − E2

z )
]
, (4.22)

donde Kn =
√

1 + F 2
z , como se vio en el caṕıtulo 2.

La condición de contorno que acopla el problema fluidomecánico y
el eléctrico es la condición de equilibrio de esfuerzos en la interfaz. Para
linealizar esta condición de contorno se habrá de tener en cuenta que
surgen varios tipos de términos:

• términos del desarrollo en serie de la interfaz (F ≃ 1+f), quedando
una ecuación de primer orden en la deformación f ;
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• términos provenientes del desarrollo en serie del campo eléctrico
(E ≃ E0 + δE), donde el orden cero dará cuenta del campo eva-
luado en la superficie del chorro, mientras que el de primer orden
será la perturbación del campo debido al cambio en la geometŕıa
del chorro.

• Términos provenientes del orden cero del campo comentado en el
ı́tem anterior, E0, que habrá que desarrollarse también y dará un
término de orden cero evaluado en la superficie del chorro sin per-
turbar más otro que será la perturbación del campo evaluada en la
superficie perturbada del chorro (r = 1 + f).

Como la estimulación EHD es débil, sólo se mantendrán los términos
de orden cero del desarrollo del campo. Esta hipótesis es la que desaco-
pla el problema fluidomecánico del eléctrico. Las componentes normal y
tangencial del balance de esfuerzos linealizadas quedan entonces como

p− f − fzz − 2Cur +
χ

2
||ϵ

(
E2

r − E2
z

)
|| = 0, (4.23)

−C (wr + uz) +
χ

2
||ϵ (2ErEz) || = 0. (4.24)

Bajo las mismas aproximaciones la conservación de la carga en la
superficie linealizada, ecuación (4.19), queda

∂qs
∂t

+ v0
∂qs
∂z

+ er · ||σE|| = 0. (4.25)

Como conclusión, las expresiones de los esfuerzos eléctricos aplicados
a la superficie del chorro son

Tn =
1

2
χ||ϵ

(
E2

r − E2
z

)
||, (4.26)

Tt = χ||ϵEr||Ez = χqsEz, (4.27)

que son las magnitudes que definen la estimulación EHD en el formalismo
desarrollado en los dos temas anteriores.

Para el cálculo de los esfuerzos eléctricos se utilizará el método de los
elementos finitos a través del software comercial COMSOL Multiphysics.

4.4. Resolución del problema eléctrico

En esta sección se va a describir la resolución del problema eléctrico
usando el software comercial COMSOL Multiphysics. Como se ha visto
en la sección anterior, se resolverá el problema eléctrico bajo la hipótesis
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Figura 4.1: Esquema del problema a resolver en COMSOL incluyendo las
condiciones de contorno.

de que el chorro se mantiene ciĺındrico. En la figura 4.1 se presenta un
esquema de la geometŕıa usada, aśı como, las condiciones impuestas en
cada contorno.

Se cerrará el dominio con paredes muy alejadas de los electrodos.
Es de esperar que los resultados no dependan apreciablemente de las
condiciones elegidas para estos contornos.

Las condiciones de contorno usadas son: en los electrodos de guarda,
y en la salida del chorro, conexión a tierra; en el eje del chorro, simetŕıa
axial; en las paredes lejanas y al final del chorro, aislamiento eléctrico;
en el electrodo central, un potencial armónico; y por último, en la inter-
faz, se ha impuesto conservación de la carga en la superficie. Aunque la
condición de flujo normal cero al final del chorro no está del todo jus-
tificada, ya que supone que cuando el chorro se rompa en gotas, éstas
nunca estarán cargadas, el contorno estará suficientemente alejado para
que esta condición no afecte a la solución en la región de estimulación. En
un análisis global, donde se estudie la rotura del chorro, esta condición
habrá de escogerse de forma cuidadosa (Atten & Oliveri, 1992).

Describimos a continuación brevemente el uso del software de elemen-
tos finitos en este problema. Los paquetes usados para la resolución han
sido:

- El paquete AC/DC Module 3.5 extiende el entorno de COMSOL
Multiphysics a configuraciones propias de problemas de áreas como
campos electrostáticos, magnetostáticos, aśı como campos con de-
pendencia temporal armónica. La elección de este paquete se debe
a que las condiciones de contorno están definidas sobre el vector
densidad de corriente eléctrica, y por tanto son las que mejor se
adecúan a la implementación de la conservación de la densidad de
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carga superficial en la superficie del chorro.

- Para incluir el efecto de la advección fue necesario definir una va-
riable auxiliar en la superficie del chorro, la densidad superficial
de carga. Esto requirió el uso adicional del paquete Weak form,
boundary.

- El dominio del problema se malló usando elementos triangulares
del tipo Lagrange cuadráticos, que son los que recomienda el soft-
ware para este tipo de problemas. Por último, para la resolución del
problema se utilizó el resolvedor lineal UMFPACK (método multi-
frontal para matrices dispersas y no necesariamente simétricas).

De la simulación numérica se obtendrá el campo eléctrico en el dominio
del problema. A partir de las expresiones (4.26) y (4.27) se obtendrán los
esfuerzos eléctricos que actúan sobre la superficie del chorro, que son las
funciones requeridas para la obtención de la solución.

4.5. Tiempos t́ıpicos del problema eléctri-

co

Para elegir los parámetros del sistema es conveniente tener en cuenta
cuáles son las posibles escalas temporales del problema a resolver:

− El peŕıodo de la estimulación, T = 1/f .

− El tiempo de paso de una part́ıcula fluida por la zona de estimula-
ción, tv = 2d/v0.

− El tiempo de relajación de la carga en volumen, tr = ϵ/σ.

− El tiempo de carga del chorro en su superficie, entendido como un
circuito RC (Atten & Oliveri, 1992), τ = RC.

El tiempo de vuelo dará cuenta de la importancia de la velocidad del
chorro. El tiempo de relajación de la carga es el tiempo que tarda en
difundirse la carga en volumen. Como en este caso no hay carga en volu-
men, porque se está bajo la hipótesis de electroneutralidad, este tiempo
no entrará en juego en el problema. Sin embargo, en la superficie śı se acu-
mulará carga, por lo que habrá un tiempo t́ıpico de difusión de la carga en
la superficie. Para obtener este tiempo se hará una primera aproximación
sencilla al problema. Atten & Oliveri (1992) proponen modelar la inter-
acción chorro-electrodo a partir de una resistencia y un condensador. La
resistencia daŕıa cuenta de las pérdidas asociadas a que el chorro no es un
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conductor perfecto (R = l/(σπa2)), mientras que el condensador daŕıa
cuenta del efecto debido a la diferencia de potencial entre el chorro y el
electrodo (lo modela como un condensador ciĺındrico, C = 2πϵ0/ ln(b/a),
siendo b el radio del electrodo). Aśı llegan a que el tiempo de carga del
circuito RC, τ , será el tiempo de relajación de la carga superficial. Adi-
mensionalizando la ecuación de conservación de la carga superficial con
este tiempo t́ıpico surgen dos números adimensionales,

ω = ωτ, (4.28)

v =
v0τ

d
. (4.29)

El primero es una frecuencia adimensional y marcará el tránsito entre
el comportamiento dieléctrico y el conductor. El segundo es una velo-
cidad adimensional, que dará idea de cuándo los efectos advectivos son
observables.

Para unos valores t́ıpicos σ = 10−2 S/m, d = 1 mm, f = 1 kHz y
v0 = 10 m/s estos números adimensionales toman los valores, ω = 10−4

y v = 10−3.
A la hora de estudiar la respuesta del chorro ante una estimulación

eléctrica, se encuentran tres reǵımenes de comportamiento en función del
parámetro ω:

• Régimen de comportamiento de buen conductor. Se da cuando el
chorro tiene una conductividad alta o está estimulado a baja fre-
cuencia (ω ≪ 1). En este caso, de manera aproximada, el campo
en el interior del chorro es nulo y en el exterior es perpendicular a
la superficie, lo que hace que los esfuerzos también sean normales.

• Régimen de comportamiento dieléctrico. Se da cuando el chorro
presenta una conductividad baja o está estimulado a alta frecuencia
(ω ≫ 1). En este caso el chorro sentirá una perturbación debida a
los efectos de borde de los condensadores que forman los electrodos.
Los esfuerzos eléctricos son virtualmente normales a la superficie
del chorro.

• Régimen intermedio entre los anteriores (ω ∼ 1). Se tendrá una
conductividad no muy alta, o una frecuencia no muy alta. El campo
eléctrico presentará tanto componente normal como tangencial en
la superficie del chorro.

En el problema fluido ya se ha visto que surge otra escala temporal, el
tiempo capilar, tc. En las secciones 4.8 y 4.9 se usará el tiempo capilar pa-
ra adimensionalizar la frecuencia, tal y como se ha hecho en los caṕıtulos
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anteriores, mientras que en la próxima sección, donde se hará un estu-
dio paramétrico de los esfuerzos eléctricos, se usará el tiempo τ para la
adimensionalización.

4.6. Estimación de las magnitudes eléctri-

cas

A partir de las ecuaciones y condiciones de contorno se puede estimar
la amplitud de las diferentes componentes del campo eléctrico. Este tipo
de estimación será de gran ayuda para tener una orientación sobre los
resultados de la simulación numérica.

Para unas condiciones de frecuencia baja, y suponiendo que el ĺıquido
que se está usando es agua corriente (σ = 10−2 S/m), tendrá compor-
tamiento de buen conductor. En este caso se pueden estimar de forma
sencilla la amplitud del campo en la superficie del chorro. La componente
radial externa del campo se aproxima por el cociente entre la diferencia de
potencial entre el chorro y el electrodo de estimulación, V0, y la distancia
que los separa, h:

Eout
r ≃ V0

h
. (4.30)

A partir de las condiciones de contorno se puede calcular una relación
entre la componente radial externa y la componente axial del campo. Del
salto de la componente normal del vector desplazamiento se obtiene una
expresión para la densidad de carga superficial

en · ||ϵE|| = ϵ0E
out
r − ϵE in

r = qs ≃ ϵ0E
out
r , (4.31)

donde, al estar en el régimen de comportamiento conductor, el campo
en el interior del chorro es prácticamente nulo. En ninguno de los otros
reǵımenes se podŕıa hacer esta aproximación.

De la ecuación de conservación de la carga en la superficie se consigue
otra expresión para la densidad de carga superficial

ωqs ≃ σE in
r . (4.32)

Combinando ambas expresiones se llega a la siguiente relación entre las
componentes del campo

Eout
r ≃ σa

ωdϵ0
Ez. (4.33)

Por último, a partir de la ley de Gauss para el volumen, se deriva una
relación entre las componentes axial y radial interior del campo:

Ein
r =

a

d
Ez. (4.34)
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Figura 4.2: Módulo de las componentes del campo eléctrico como función
de la coordenada axial fijados E0 = V0/h = 5103 V/m, σ = 10−2 S/m,
f = 103 Hz, V0 = 1 V y v0 = 10 m/s (ĺınea discontinua) y v0 = 104 m/s
(ĺınea continua).

Con (4.30), (4.33) y (4.34), se tiene una estimación de cada una de las
componentes del campo eléctrico, que servirá de test a la hora de aceptar
los resultados numéricos.

4.7. Estudio paramétrico de los esfuerzos

eléctricos

En esta sección se hará un análisis de la amplitud y distribución de
los esfuerzos eléctricos. Las variables que habrá que tener en cuenta serán
la frecuencia de estimulación, ω, la conductividad, σ, la permitividad, ϵ
y la velocidad del chorro, v0.
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Figura 4.3: Módulo del máximo de las componentes del campo eléctrico
como función de la velocidad adimensional fijados E0 = V0/h = 5103

V/m, σ = 10−2 S/m, V0 = 1 V y f = 103 Hz.

4.7.1. Efecto de la velocidad

Antes de ver cómo vaŕıan los esfuerzos eléctricos con los distintos
parámetros, se confirmará que el efecto de la velocidad (figura 4.2) es
despreciable para unas condiciones experimentales t́ıpicas (Atten & Oli-
veri, 1992). El efecto de la advección es extender el rango de acción del
campo aguas abajo, formándose algo parecido a una cola de una longi-
tud del orden l ∼ v0τ . Como se vio en la sección 4.5, un valor t́ıpico
de la velocidad adimensional es v = 10−3. Será pues necesario aumentar
la velocidad al menos dos órdenes de magnitud para notar algún tipo
de cambio en los valores del máximo de la amplitud de los campos (fi-
gura 4.3). Esos valores no son alcanzables en un experimento, luego se
despreciará el efecto de la advección. No obstante, si el chorro tiene una
conductividad baja este efecto puede no ser tan despreciable.
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Figura 4.4: Módulo de las componentes del campo eléctrico como función
de la coordenada axial fijados E0 = V0/h = 5103 V/m, σ = 10−2 S/m, y
distintos valores de la frecuencia adimensional.

4.7.2. Efecto de la frecuencia

En la figura 4.4 se muestra la distribución axial de las componentes
del campo para diferentes valores de la frecuencia adimensional despre-
ciando los efectos de la advección. La componente radial presenta un
máximo centrado en z = 0 y está confinada a la región de estimulación
para frecuencia baja (figura 4.5). A medida que se aumenta la frecuencia,
el campo se extiende a lo largo de la coordenada axial dejando de estar
limitado a la región de estimulación. Este comportamiento se recoge en la
figura 4.6. Teniendo en cuenta que las ĺıneas de campo son perpendicula-
res a las equipotenciales dibujadas, vemos claramente que en esta última
situación la influencia electrostática entre chorro y electrodos deja de ser
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Figura 4.5: Ĺıneas equipotenciales para una frecuencia f = 103 Hz
(σ = 10−2 S/m, V0 = 1 V).
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Figura 4.6: Ĺıneas equipotenciales para una frecuencia f = 108 Hz
(σ = 10−2 S/m, V0 = 1 V).

importante. Se empiezan a formar dos máximos secundarios centrados en
los electrodos de guarda mientras que la amplitud del máximo principal
decrece. Este decrecimiento se debe a la disminución de carga libre que
se produce al ir aumentando la frecuencia.

Respecto a la componente axial, presenta dos máximos de igual ampli-
tud, desplazados simétricamente de la posición z = 0. Si se representara
la parte real en lugar del módulo, se veŕıa cómo estos máximos presentan
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Figura 4.7: Módulo del máximo de las componentes del esfuerzo como
función de la coordenada axial fijados σ = 10−2 S/m, y distintos valores
de la frecuencia adimensional.

amplitudes de distinto signo, ya que la componente axial del campo tiene
sentido contrario para z > 0 y z < 0. La componente axial es práctica-
mente cero a frecuencias bajas, puesto que estamos en régimen de buen
conductor. A medida que la frecuencia va aumentando, irá aumentando
su amplitud hasta alcanzar asintóticamente un valor ĺımite. En la figu-
ra 4.8 se presentan las componentes de los esfuerzos como función de la
frecuencia adimensional. Para entender estas curvas es necesario tener
presente la expresión que define a los esfuerzos, aśı como la dependencia
axial de las componentes del campo: de (4.26) se deduce que el esfuer-
zo normal a la superficie va como el cuadrado de la componente radial
del campo eléctrico. Aśı, todas las caracteŕısticas que se observan en la
figura 4.4a se reproducirán en la figura 4.7. La componente tangencial
del esfuerzo eléctrico viene dada por la expresión (4.27), el producto de
la densidad de carga superficial libre y la componente axial del campo
eléctrico. Como la componente radial del campo es proporcional a la den-
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Figura 4.8: Módulo del valor máximo de las componentes normales del
campo y del esfuerzo eléctrico como función de la frecuencia para va-
rios valores de la permitividad del ĺıquido. La conductividad está fijada,
σ = 10−2 S/m, V0 = 1 V y v = 0.

sidad de carga superficial, la figura 4.7 se entenderá como el producto de
ésta por la componente tangencial del campo. Para frecuencias bajas, el
campo es normal a la superficie, luego el esfuerzo tangencial tenderá a
cero. A medida que aumenta la frecuencia, se aprecia la formación de
cuatro picos. Aparecen dos en los electrodos de guarda, y otros dos, de
mayor amplitud en ±d/2. Para frecuencias altas, deja de haber carga
libre, luego también tenderá a cero el esfuerzo tangencial.

La dependencia que presenta el esfuerzo normal es similar a la que
tiene la componente radial del campo. Para frecuencias bajas, el esfuer-
zo está localizado en la zona de estimulación, y el máximo se alcanza
en z = 0. A medida que aumenta la frecuencia, el esfuerzo empieza a
extenderse fuera de la región de estimulación, formándose unos máxi-
mos secundarios a la altura de los electrodos de guarda, mientras que la
amplitud del máximo disminuye.

4.7.3. Efecto de la permitividad del ĺıquido

El siguiente parámetro objeto de estudio será la permitividad del
ĺıquido. En la figura 4.8 se representa el máximo de la componente nor-
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mal de los esfuerzos en función de la frecuencia para distintos valores de
la permitividad del ĺıquido. Con esto se pretende ver la importancia de
los efectos capacitivos dentro del chorro. Los efectos del cambio de per-
mitividad sólo afectan a la zona de frecuencia alta. A frecuencia alta y
permitividad baja, los esfuerzos normales tienden a cero. El efecto de la
permitividad puede entenderse en términos de la carga de polarización:
a mayor permitividad, mayor carga de polarización, que actuará como
fuente del campo junto con la carga libre. Luego con mayor permitividad
los efectos dieléctricos a frecuencia alta se suavizan.

4.7.4. Modelo circuital

El objetivo de diseñar un circuito para modelizar el problema eléctrico
es doble: por un lado, sirve de ayuda para entender los resultados de la
simulación numérica y por otro, para obtener expresiones simples de las
componentes del campo eléctrico. Aunque para una descripción fina del
problema se habŕıan de usar elementos distribuidos, lo que se pretende
es utilizar un modelo simple que permita comprender la dependencia del
campo eléctrico con los distintos parámetros que entran en juego.

Para la construcción del modelo, se tendrá en cuenta la interacción
del chorro y los electrodos mediante la introducción de los condensadores
apropiados, aśı como también en la interacción entre electrodos. Para ob-
tener las capacidades del sistema se podŕıa haber hecho uso de la matriz
de capacidades (suponiendo para este cálculo que el chorro es un conduc-
tor perfecto). Eso lleva a un circuito equivalente con 15 condensadores
que daŕıan cuenta de todas las interacciones entre los conductores. Aun-
que en un análisis riguroso habŕıa que tenerlas todas en cuenta, sólo se
mantendrán las interacciones entre las superficies conductoras próximas,
lo cual es una buena aproximación. El carácter resistivo del chorro se
modelará como un conjunto de tres resistencias en serie (Atten & Olive-
ri, 1992), una por cada región que recibe influencia eléctrica principal de
cada uno de los electrodos. Además, para incluir estas influencias eléctri-
cas, a cada una de estas resistencias se les colocará un condensador en
paralelo. Se identifican los elementos circuitales de la figura 4.9 como C1

la capacidad que forman el electrodo de estimulación con los electrodos
de guarda, C2 la que forman el chorro y el electrodo de estimulación y
C3 y C4 la que forman el chorro y cada uno de los electrodos de guarda.
Las resistencias y condensadores (R1, C5), (R2, C6) y (R3, C7) surgen
de dividir el chorro en tres partes, de la salida al primer electrodo de
guarda, la zona de estimulación entre los electrodos y por último, desde
el segundo electrodo de guarda hasta el final del chorro. Se considerarán
las capacidades C3 y C4 iguales a C2, despreciándose aśı los efectos ca-
pacitivos derivados del resto del chorro en influencia con los electrodos
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Figura 4.9: Modelo circuital incluyendo los efectos capacitivos del chorro.

de guarda.
Para terminar de definir el modelo habrá que estimar los valores de

los distintos elementos circuitales. Las resistencias se obtendrán como las
de un hilo de sección circular:

R1 =
L1

σπa2
; R2 =

L2

σπa2
; R3 =

L3

σπa2
, (4.35)

siendo L1 la distancia entre la salida y el primer electrodo de guarda, L2

la distancia entre los dos electrodos de guarda, y L3 la distancia entre el
segundo electrodo de guarda y el final del chorro.

La capacidad de los condensadores formados por el electrodo de es-
timulación y un electrodo de guarda se puede estimar como la de un
condensador de placas planas y paralelas,

C1 =
ϵ0π(D

2 − (h+ d)2)

d
≃ ϵ0πD

2

d
si h, d ≪ D, (4.36)

siendoD el diámetro exterior del electrodo de estimulación, h la distancia
entre el chorro y el electrodo, d la separación entre los electrodos (figura
2.1).

No hay una forma sencilla de estimar la capacidad del condensador C2,
ya que es prácticamente la capacidad de un cilindro frente a un plano. Por
ello se calculará numéricamente a partir de los datos suministrados por
COMSOL de la carga que se acumula en la cara del electrodo enfrentada
al chorro, cuando éste se pone a potencial unidad y el resto se conectan
a tierra.

Por último, las capacidades C5, C6 y C7 se calcularán como las for-
madas por dos rodajas de ĺıquido separadas una longitud L1, L2 y L3,
respectivamente, considerando que en cada sección del chorro el potencial
eléctrico es constante.
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A partir del esquema circuital se comprueba el papel básico que jue-
gan los electrodos de guarda. La función evidente de estos electrodos
es hacer que los puntos marcados como P en el esquema (figura 4.9)
estén a potencial cero. El efecto será un apantallamiento del campo con-
siguiéndose aśı que el campo esté localizado en la región entre electrodos
de guarda.

El siguiente paso es obtener expresiones sencillas para las componen-
tes del campo a partir de la resolución del modelo circuital. La compo-
nente radial del campo será proporcional a la carga que se acumule en el
condensador C2 mientras que la componente axial será proporcional a la
corriente que recorre la resistencia R2. Como su magnitud en principio no
es conocida, se ajustará la amplitud de estas componentes con el máximo
de la amplitud obtenida numéricamente en función de la frecuencia de
estimulación.

En la figura 4.10 se observa que el campo presenta el comportamiento
esperado en todo el rango de frecuencias. A frecuencias bajas el ĺıquido
actuará como conductor. Aśı, la componente axial presentará su valor
mı́nimo, ya que en el caso de conductor perfecto el campo es normal a la
superficie. En cambio, a frecuencias altas, el comportamiento del ĺıqui-
do será el de un material dieléctrico, viéndose, aśı, como la componente
axial del campo se hace máxima, mientras que la radial se hace mı́nima.
Llama la atención que ese mı́nimo no sea cero. Esto es aśı debido a la alta
permitividad del ĺıquido, que genera un gran aporte de la carga de pola-
rización. El efecto de la permitividad se vio en la figura 4.8. Este efecto
se ha incluido en el modelo teniendo en cuenta los efectos capacitivos
del chorro, (condensadores C5, C6 y C7). Aunque esto mejora los resulta-
dos, la conclusión que se extrae es que este modelo circuital no funciona
cuando el chorro está en el régimen de comportamiento dieléctrico, ya
que como puede observarse de la simulación numérica (figuras 4.6 y 4.5),
las ĺıneas de campo no son las t́ıpicamente formadas por un condensador.

A partir de la figura 4.10 se confirma cuál es el tiempo de tránsito
del régimen de comportamiento conductor al régimen de comportamiento
dieléctrico en este problema. Este tiempo está relacionado con el tiempo
de carga del condensador principal:

f ≃ 1

τ
=

σπa2

L2C2

≃ 107Hz, (4.37)

donde se han elegido la capacidad del condensador principal C2 y la dis-
tancia L2 para el cálculo del τ . La elección de la longitud L2 se debe a que
es en esa región donde, en su mayoŕıa, estará confinado el campo eléctri-
co. Y la elección de un único condensador se basa en que esta interacción
es la importante del sistema, siendo en este condensador donde se acu-
mula la mayor parte de la carga generada. Las dimensiones con las que
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Figura 4.10: Comparación del módulo de las distintas componentes del
campo eléctrico obtenidas mediante el modelo circuital y numéricamen-
te (ĺınea sólida con puntos) para una conductividad σ = 0.01S/m, una
permitividad del ĺıquido ϵr = 80, y un potencial aplicado V0 = 1V, inclu-
yendo los efectos capacitivos del chorro. En ĺınea discontinua se muestran
los resultados obtenidos sin incluir los efectos capacitivos del chorro.

se ha trabajado son: a = 100 µm, d = 1 mm, e = 400 µm, h = 200 µm,
L1 = 4 mm, L2 = 2 mm, y L3 = 9 mm. Aunque no es lo habitual, para
las dimensiones de este sistema, casualmente este tiempo es del mismo
orden que el tiempo de relajación de la carga.

También se puede obtener la carga acumulada en cada uno de los
electrodos de guarda como función de la frecuencia a partir del modelo
circuital (figura 4.11). Será la carga asignada a los condensadores se-
cundarios C3 y C4. Existe una frecuencia óptima para la cual, la carga
acumulada en estos electrodos es máxima. Ese máximo no ocurre a la
misma frecuencia en los dos electrodos ya que el sistema no es simétrico
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Figura 4.11: Evolución de la carga acumulada en los condensadores C3 y
C4 como función de la frecuencia (σ = 0.01 S/m y ϵr = 80, V0 = 1V).

respecto del centro del electrodo de estimulación. La falta de simetŕıa se
debe a que la salida del chorro está conectada a tierra mientras que su
“final” está aislado. Esto hará que al poner el electrodo de estimulación
a potencial, se genere una corriente proveniente de la tierra. Para fre-
cuencia baja no se acumula carga, ya que se está en el rango de buen
conductor. A medida que se aumenta la frecuencia, se empieza a acu-
mular carga hasta alcanzar un máximo, para después seguir decayendo
ya que, a mayor frecuencia, el chorro se empieza a comportar como un
dieléctrico, y cada vez hay menos carga libre.

Esta acumulación de carga en los condensadores secundarios explica
las protuberancias que se véıan en las figuras 4.4 y 4.7 en la región de los
electrodos de guarda.

4.8. Respuesta del chorro a la estimulación

Una vez resueltos tanto el problema fluidomecánico como el eléctrico,
se está en condiciones de obtener la respuesta del chorro a la estimulación.
Para ello sólo habrá que calcular la convolución de la función de Green
con los esfuerzos eléctricos. Como se vio en el caṕıtulo 2,

q(r, z) =

∫ ∞

−∞
dz′ [Gn(r, z − z′)Tn(z

′) +Gt(r, z − z′)Tt(z
′)] . (4.38)

Esta integral se resolverá de forma numérica únicamente aguas abajo
de la estimulación. Se ha usado un método de paso constante (regla del
trapecio), con un paso suficientemente fino para asegurar la convergencia
de la integración.
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En el caso de la estimulación EHD y para el ĺıquido que estamos
usando (σ = 10−2 S/m), el esfuerzo normal es mucho más importante
(casi tres órdenes de magnitud) que el esfuerzo tangencial. Será suficiente
pues, obtener la respuesta a la salida de la estimulación debida a este tipo
de esfuerzo para optimizar la geometŕıa del dispositivo estimulador.

Como se hizo en el caṕıtulo 2, se entenderá como efecto relevante de
la estimulación la amplitud de la perturbación a la salida de la región de
estimulación, debida al modo capilar dominante. Esto se hace aśı porque
fuera de esta región, la evolución de la perturbación es conocida, y se
podrá aproximar por

q(r, z) = qCdome
ikCdomz. (4.39)

Será pues la amplitud qCdom el parámetro que se optimizará.

Los ĺımites de integración de (4.38), en lugar de ser infinito, los mar-
cará la extensión del campo eléctrico a lo largo de la coordenada axial
definidos por valores zi y zf . Si el campo está muy extendido, la solución
(la deformación y velocidad del chorro) evolucionará dentro de esta re-
gión de forma apreciable. Es decir, lo que se encontrará a la salida de la
estimulación vendrá muy afectado por el crecimiento de la perturbación
en la región de estimulación. Por tanto, una magnitud más relevante a la
hora de comparar distintas situaciones será

qeq =
qCdom

e−Im(kCdom)zf
, (4.40)

que podemos interpretar como la perturbación equivalente generada en
z = 0 por un pulso tipo delta. La componente elegida de esta magnitud
para su evaluación será la correspondiente a la deformación, feq, puesto
que la norma elegida para las perturbaciones se basa en ella.

Otra consideración previa al estudio de la estimulación EHD que pue-
de resultar útil en la interpretación de los resultados que vamos a ir ob-
teniendo, es tener siempre en mente el modelo sencillo desarrollado en
el caṕıtulo introductorio. En relación con dicho modelo, es bastante re-
velador el cálculo de la perturbación de la velocidad mediante el modelo
de Lee despreciando los términos capilares y viscosos de su formulación,
cuando está sometido únicamente a un esfuerzo normal. Aproximando la
distribución espacial del esfuerzo por una campana sencilla, tal y como
se hizo en la introducción, se reproduce la expresión (1.10) para la per-
turbación de la velocidad obtenida mediante el cálculo del impulso que
sufŕıa una part́ıcula fluida. Esto demuestra que el modelo sencillo predice
unos resultados consistentes con el formalismo que hemos desarrollado en
caṕıtulos posteriores.
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4.9. Diseño del dispositivo estimulador

A la hora de planificar el diseño se debe contar con los siguientes
parámetros: (i) la geometŕıa del sistema (distancia entre electrodos, dis-
tancia chorro-electrodos y espesor de las placas), (ii) la frecuencia impues-
ta, y (iii) la permitividad del medio dieléctrico situado entre las placas
metálicas.

Se buscará optimizar la geometŕıa para un valor de la frecuencia fija-
do. Lo habitual es fijarla en aquella que produce un máximo crecimiento
espacial según la relación de dispersión o en valores próximos a él. Esta
frecuencia vendrá determinada principalmente por el radio del chorro,
además de la densidad y tensión superficial del ĺıquido en cuestión. Una
vez establecida la frecuencia, se plantea la cuestión de en qué orden se
ha de organizar la optimización de los parámetros geométricos del esti-
mulador. En vista de la cantidad de parámetros que debemos manejar,
la idea será ir del más al menos influyente.
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Figura 4.12: Efecto de los electrodos de guarda: ĺıneas equipotenciales
para una configuración con y sin electrodos de guarda (σ = 10−2S/m,
V0 = 1V, f = 103Hz).

Como ilustración de la necesidad de incluir electrodos de guarda, re-
presentamos en la figura (figura 4.12) las equipotenciales de un estimula-
dor sin y con estos electrodos. Vemos que en su ausencia el campo eléctri-
co se extiende a lo largo de un tramo apreciable del chorro. Aceptada su
necesidad, el aspecto a discutir seŕıa la disposición de estos electrodos.
Los electrodos son coaxiales y tienen el mismo radio. Para mejorar la
eficiencia de los electrodos de guarda cuando el electrodo de estimula-
ción está muy alejado del chorro, se podŕıan situar éstos más cerca. La
contrapartida a esta disposición es que se reduce la amplitud máxima del
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Figura 4.13: Distribución de ĺıneas equipotenciales para distintas confi-
guraciones de los electrodos (σ = 0.01 S/m, V0 = 1V, f = 103Hz). La
primera configuración muestra unos electrodos colocados muy cerca del
chorro, siendo la longitud de los electrodos de guarda el doble que la del
electrodo activo. En la segunda se observa la misma configuración pero
con los tres electrodos con la misma longitud. En la tercera configuración
se muestra el efecto de alejar los electrodos de la superficie del chorro.
En la última configuración se pone de manifiesto el efecto de la posición
relativa entre los electrodos de guarda y el electrodo activo.

campo eléctrico en la superficie del chorro (figura 4.13). Por tanto, nos
restringiremos a configuraciones en las que los tres electrodos están a la
misma distancia del chorro (se desestima la última configuración de la
figura 4.13).

Otra cuestión a tratar será la extensión de los electrodos. El efecto
de este parámetro está ı́ntimamente relacionado con los electrodos de
guarda, puesto que será el causante de la “cola” en el campo eléctrico,
o extensión del campo eléctrico fuera de la región entre electrodos. La
cola será irrelevante siempre que la extensión de los electrodos de guarda
sea suficiente para apantallar los efectos del electrodo de estimulación.
Tras varias pruebas numéricas se llega a que, para tener bien localizado
el campo, los electrodos de guarda han de tener al menos un diámetro
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mayor que la longitud del electrodo de estimulación en una distancia 2d,
siendo d la separación entre electrodos (figura 4.13).

El efecto de la permitividad del medio situado entre las placas no
será muy importante. Sólo se verán pequeñas perturbaciones de las ĺıneas
de campo en una región de tamaño del orden de la distancia entre las pla-
cas y puede considerarse un efecto de borde. Aśı pues, si el estimulador
está situado a una distancia del chorro mayor que la distancia entre las
placas, el efecto de la permitividad del medio será despreciable. Normal-
mente se colocarán los electrodos lo más cerca posible del chorro, luego
se estará dentro del rango donde estos efectos se notarán. La permiti-
vidad del medio actuará incrementando los esfuerzos. Si se colocan los
electrodos a una distancia del chorro igual a la mitad de la distancia en-
tre las placas, para las condiciones t́ıpicas de conductividad y frecuencia
se verá un incremento de la amplitud de los esfuerzos de aproximada-
mente un 2% en la componente normal y de un 8% en la componente
tangencial.

Como en todo diseño donde se manejan campos intensos, debemos
tener cuidado con las esquinas de los electrodos. En las puntas es donde
se alcanzan mayores valores del campo, por lo que al colocar los electrodos
cerca del chorro, será en estos puntos donde se dé la mayor posibilidad
de que se generen descargas eléctricas. Para evitarlo se redondearán los
bordes.

El parámetro d, distancia entre electrodos, es el más influyente, ya
que determinará la máxima distancia a la que se va a extender el cam-
po eléctrico. Como ya se adelantó antes, este parámetro marcará, en
principio, la extensión del campo siempre que los electrodos estén lo su-
ficientemente cerca de la superficie del chorro. La forma de los esfuerzos
con este parámetro se muestra en la figura 4.14. Para ambos tipos de
estimulación, la amplitud del esfuerzo crece con d.

Hasta aqúı nos hemos restringido en el proceso de optimización a ar-
gumentos relativos a la distribución de los campos y de los esfuerzos. En
lo que sigue manejaremos ya amplitudes del modo inestable resultantes
de la estimulación, de acuerdo con el criterio de amplitud efectiva desa-
rrollado en la sección 4.8. En la figura 4.15 se ve la amplitud efectiva
de la estimulación para varios valores de la distancia chorro-electrodo.
Se aprecia un aumento inicial brusco hasta llegar a un máximo y lue-
go una disminución suave hasta llegar a un valor asintótico. El máximo
mostrado en la figura es la distancia óptima entre electrodos para que la
estimulación sea eficiente. La zona inicial de crecimiento se debe a que
para d pequeño la campana que forma el campo es muy estrecha y no se
alcanza la distancia óptima, λ/2, entre los puntos de máxima pendiente,
siendo λ la longitud de onda de la estimulación. El decrecimiento que se
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Figura 4.14: Módulo de las componentes del esfuerzo frente a la coorde-
nada axial para varios valores de la distancia entre electrodos. El resto
de parámetros fijados son: ktemp = 0.7, h/a = 1, e/a = 0.5.

observa después del máximo se debe a la influencia negativa de la “cola”
del campo, tal y como se discutió en el caṕıtulo 1. Hay que tener siempre
presente que estos argumentos sólo son válidos para esfuerzos normales
y condiciones iniciales de impulso puro, premisa esta última que se justi-
ficará más adelante. El valor asintótico que se alcanza se debe a que d es
suficientemente grande como para encerrar la mayor parte de la campa-
na de campo eléctrico apreciable, de forma que seguir aumentándolo no
generará un mayor impulso ya que sólo se incluye en la integración una
región donde el campo es prácticamente nulo.

El valor óptimo de la distancia entre electrodos, dmax, cumple la pre-
visión del modelo sencillo de impulso que estamos empleando, formulado
en la introducción, puesto que al variar la frecuencia de estimulación su
valor resulta ser lineal con la longitud de onda asociada a cada frecuencia.
Esto se muestra en la figura 4.16.
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Figura 4.15: Módulo de la amplitud de la deformación computando sólo el
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de la amplitud un factor (e−kizf ) para no tener en cuenta la evolución de
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Figura 4.16: Valor de dmax para el cual se produce la máxima deformación
en función de la frecuencia adimensional. El resto de parámetros fijados
son: h/a = 1, e/a = 0.5.

El siguiente parámetro a estudiar será la distancia chorro-electrodo,
h. Es obvio que al alejar el electrodo de la superficie del chorro, la ampli-
tud del campo disminuirá. Aśı que para ver el efecto geométrico de esta
distancia lo que se puede hacer es fijar el valor del campo en la superficie
del chorro, de forma que la cantidad que se estudie sea |feq|/χ. Con ello
descontamos el efecto de h sobre la amplitud de la deformación y nos
centramos en el efecto de h debido a la extensión del campo.
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Figura 4.17: Módulo de las componentes del esfuerzo frente a la coorde-
nada axial para varios valores de la distancia chorro-electrodos. El resto
de parámetros fijados son: ktemp = 0.7, d/a = 4.5, e/a = 0.5

De la figura 4.17 se observa que, una vez fijado el valor del campo en
la superficie del chorro, un aumento del parámetro h hace que el campo
se extienda.

A partir de una distancia h del orden de d el efecto de los electrodos
de guarda desaparece, extendiéndose el campo más allá de esta posición.

A esta optimización en la geometŕıa se debe añadir como restricción
sobre el parámetro h la posibilidad de descargas tipo corona (efecto Peek)
si su valor es menor que cierto umbral. La dependencia con la frecuencia
del valor óptimo es similar a la obtenida para el parámetro d. Tanto h
como d juegan un papel similar en la determinación de la anchura de
la campana del campo en la superficie del chorro. El parámetro h pre-
sentará pues la misma dependencia con la longitud de onda vista en la
figura 4.16. Para h menores que el máximo, lo que ocurre es que la anchu-
ra de la campana es pequeña, y la distancia entre los puntos de máxima
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pendiente es menor que la distancia óptima (media longitud de onda).
Pasado el valor óptimo, la deformación que se obtiene va disminuyendo
debido a los impulsos en sentido opuesto al principal, que se producen
debido a la extensión del campo fuera los electrodos (figura 1.4).

El último parámetro a estudiar será el espesor de los electrodos. El
efecto del espesor será aumentar la extensión de la zona de máximo del
campo y su valor (figura 4.19). Una vez elegido el valor óptimo de d,
el comportamiento con e será el de aumentar la deformación obtenida a
medida que crece e (figura 4.20). Este parámetro no puede crecer indefi-
nidamente ya que tiene la restricción de que las placas no pueden tocarse
(aqúı también habrá que calcular a qué distancia para esta configuración
de electrodos planos hay descarga eléctrica). Aśı se ve que el valor máxi-
mo que puede obtener e será del orden de d. Para entender el papel de
este parámetro será útil el esquema presentado en la figura 4.21. En esta
figura están representados los puntos de máxima pendiente de la curva de
la presión. Para el caso de los electrodos de mayor espesor, la pendiente
es más pronunciada, luego será más eficiente a la hora de estimular.

Aunque en este estudio se ha supuesto que todos los electrodos tie-
nen el mismo grosor, es sólo el espesor del electrodo de estimulación el
responsable del comportamiento descrito más arriba.

Se puede concluir de este estudio que los parámetros que determinan
la eficacia de la estimulación son la distancia entre los puntos de pen-
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Figura 4.19: Módulo del esfuerzo normal y tangencial frente a la coorde-
nada axial para varios valores del espesor de los electrodos. El resto de
parámetros fijados son: ktemp = 0.7, d/a = 4.5, h/a = 2.

diente máxima de la curva de presión del campo y la distancia entre los
electrodos.

4.10. Respuesta modal a la estimulación EHD

Una vez diseñado el dispositivo estimulador, se verá cómo afecta la
estimulación a cada uno de los modos espaciales del chorro. Para ello en
la tabla 4.1 se ha estudiado el módulo de la deformación equivalente a la
generada en z = 0, |feq|, para diferentes valores de la conductividad del
ĺıquido. De esta tabla pueden sacarse varias conclusiones:
(i) Al igual que se vio en la función de Green, la amplitud del modo
capilar dominante es la mayor para cualquier valor de la conductividad.
(ii) Aunque la función de Green para el esfuerzo tangencial es aproxi-
madamente tres veces que la debida al esfuerzo normal, se ve que para
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Figura 4.21: Diagrama explicativo sobre el efecto del espesor de los elec-
trodos sobre la distribución de campo eléctrico.

conductividades bajas, la diferencia en la amplitud de los esfuerzos no es
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Modo σ = 5S/m σ = 10−2S/m σ = 10−6S/m
Tn

Cdom 6.84 10−11 6.81 10−11 9.66 10−11

Csub 6.49 10−11 6.48 10−11 9.03 10−12

H1 3.98 10−12 3.98 10−12 5.45 10−13

H2 2.94 10−14 2.95 10−14 2.09 10−14

Tt

Cdom 5.63 10−17 2.91 10−14 9.11 10−14

Csub 3.15 10−17 1.68 10−14 6.04 10−14

H1 1.67 10−17 8.90 10−15 3.32 10−14

H2 5.94 10−19 3.32 10−16 6.91 10−15

Tabla 4.1: Módulo de la amplitud, |feq|, de los modos más relevantes
bajo un esfuerzo normal y tangencial. Los parámetros son los habituales:
ktemp = 0.7, C = 0.03, d/a = 4.5, h/a = 2, e/a = 4.

suficiente para generar una deformación mayor que la obtenida por un
esfuezo normal.

Si se añadiera una columna más a la tabla 4.1 para una conductivi-
dad σ = 10−8 S/m, se veŕıa cómo la deformación causada por el esfuerzo
tangencial ya no sigue aumentando, sino que disminuye, ya que estamos
fuera de la región óptima del esfuerzo tangencial. Por tanto, en este ran-
go de valores de la conductividad se puede concluir que la deformación
causada por el esfuerzo tangencial siempre es menor que la causada por
el esfuerzo normal.

4.11. Naturaleza de la estimulación EHD

Hemos discutido en el caṕıtulo introductorio que la estimulación de
chorros se puede realizar mediante mecanismos que producen esencial-
mente un cambio en la velocidad a la salida de la región de estimulación,
o bien, produciendo su deformación. Es lo que se llamó entonces condicio-
nes tipo impulso o tipo deformación, respectivamente. En este apartado
pretendemos analizar qué tipo de estimulación es la electrohidrodinámi-
ca. Para construir un criterio adecuado, se seguirán los pasos dados por
Garćıa & González (2008) en el caso del análisis temporal.

Cualquier perturbación periódica puede escribirse de manera simpli-
ficada como

f(z, t) = Re
[
eiωt

(
fde

ikdz + fse
iksz

)]
, (4.41)

para z > 0 y considerar sólo los modos capilares como una buena apro-
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ximación para describir la perturbación del chorro. Aunque los primeros
modos hidrodinámicos pueden decaer tan lentamente como el modo capi-
lar subdominante, se han despreciado debido a su carácter recirculatorio,
y a que presentan una deformación muy pequeña y una velocidad neta
prácticamente nula (el primer modo hidrodinámico presenta una veloci-
dad neta de aproximadamente 4% del valor máximo de la velocidad en
todo el perfil radial para β = 7.74 y C = 0.03, y el segundo es aún más
pequeño, 0.3%). Los modos inerciales, debido a su carácter evanescente,
también se han despreciado.

Una deformación inicial no definirá de forma única las condiciones de
contorno, la velocidad también ha de ser considerada. Se hará a través
de la velocidad axial media en una rodaja w, que estará ligada con la
deformación a través de la condición de continuidad integrada en una ro-
daja (Garćıa & González, 2008). Para pequeñas perturbaciones su versión
linealizada es la condición cinemática

ft + βfz = −1

2
wz. (4.42)

Usando la condición cinemática se puede escribir la velocidad axial media
como

w(z, t) = Re

[
2ωeiωt

(
fd
kd

eikdz +
fs
kd

eiksz
)]

(4.43)

Las condiciones de contorno del chorro pueden expresarse como

f(0, t) = Re
[
f0e

iωt
]
, (4.44)

w(0, t) = Re
[
w0e

iωt
]
. (4.45)

Comparando las expresiones (4.44) y (4.45) con (4.41) y (4.43) eva-
luadas en z = 0 se llega a

f0 = fd + fs, (4.46)

w0 =

(
ω

kd
− β

)
fd +

(
ω

ks
− β

)
fs, (4.47)

Resolviendo el sistema se obtienen las expresiones de fd y fs

fd = − kd
ω(kd − ks)

(
(ksβ − ω)f0 + ks

w0

2

)
(4.48)

fs =
ks

ω(kd − ks)

(
(kdβ − ω)f0 + kd

w0

2

)
(4.49)
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Bastará pues evaluar el cociente entre los dos aportes, (ksβ − ω)f0
y kdw0/2,que denominaremos Ξ, para el modo capilar dominante para
saber qué tipo de condiciones de contorno genera esta perturbación. Si
Ξ es pequeño, las condiciones se acercan a las de impulso puro, mientras
que si Ξ es muy grande se podrán catalogar como de deformación pura.
Usando las relaciones (4.48) y (4.49) se llega a

Ξ =

∣∣∣∣∣∣ (ksβ − ω)(fd + fs)

ks
2

[(
ω
kd

− β
)
fd +

(
ω
ks
− β

)
fs

]
∣∣∣∣∣∣ , (4.50)

donde se ha eliminado de la amplitud de deformación, la contribución de
la evolución sufrida a lo largo de la zona entre electrodos, al igual que se
ha hecho en secciones anteriores.
En la tabla 4.2 se presentan los resultados tanto para la estimulación
normal como para la tangencial

Parámetros Ξ (esf. normal) Ξ (esf. tangencial)
β = 4.47, C = 0.03 0.213 0.618
β = 4.47, C = 0.5 0.539 0.309
β = 7.74, C = 0.03 0.127 0.508
β = 7.74, C = 0.5 0.302 0.203

Tabla 4.2: Evaluación del tipo de condición de contorno generada por la
estimulación EHD para varias combinaciones de parámetros del problema
(ktemp = 0.7 y la configuración de diseño óptima).

Para los valores t́ıpicos (ktemp = 0.7, β = 4.47 y C = 0.03) y una
configuración no óptima (d/a = 7.5, h/a = 1, e/a = 0.5) se catalogan
las condiciones como de tipo impulso tanto para el esfuerzo normal (Ξ =
0.195) como para el tangencial (Ξ = 0.630).

Está claro que para el caso de velocidad alta y un esfuerzo normal, la
condición de contorno generada es condición de tipo impulso. Lo mismo
se puede decir para velocidades no tan altas. Este resultado justifica los
razonamientos basados en una estimulación tipo impulso usados a lo largo
de toda la tesis. En el caso del esfuerzo tangencial, siguen siendo unas
condiciones de tipo impulso, pero hay un mayor aporte proveniente de la
deformación.

Por último, queda estudiar el papel de la viscosidad. A la vista de los
resultados, la viscosidad ayuda a generar condiciones de tipo impulso para
el esfuerzo tangencial, mientras que para el esfuerzo normal, la presencia
de la viscosidad hace que se incremente el aporte de la deformación.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y ĺıneas de
trabajo futuras

5.1. Conclusiones

1. Se ha desarrollado una herramienta matemática versátil que per-
mite obtener la respuesta hidrodinámica de un chorro capilar ante
una estimulación mediante esfuerzos localizados en su superficie,
tanto normales como tangenciales.

2. Se ha aplicado esta herramienta al caso particular de la estimulación
EHD, aunque igualmente se puede emplear para caracterizar la
estimulación termocapilar, como otro ejemplo relevante.

3. El formalismo empleado ha sido el de una función de Green es-
pećıfica para esfuerzos aplicados en superficie, lo cual ha revelado
una gran riqueza de modos espaciales.

4. Algunos de los modos espaciales encontrados se corresponden con
los encontrados en la literatura, como los dos modos capilares y los
inerciales, pero otros son nuevos, como los hidrodinámicos y uno
de los dos modos capilares aguas arriba.

5. Se han caracterizado de manera exhaustiva los modos espaciales
del chorro, analizando su localización en el plano complejo, su do-
minio de existencia (aguas arriba o aguas abajo), longitud de onda,
carácter estable o inestable y campo de velocidades. Además se ha
discutido su origen f́ısico y su eventual conexión con modos tempo-
rales mediante una transformación galileana.

6. Se han identificado los modos que mediante su interacción producen
la inestabilidad absoluta de los chorros capilares: el modo capilar
dominante y el capilar aguas arriba que se propaga aguas abajo.
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7. La principal fuente de información del análisis modal es la amplitud
del modo capilar dominante, que es el único inestable y por tanto,
el que gobernará la dinámica de la rotura en gotas.

8. Con carácter general, el esfuerzo tangencial es más eficiente que el
normal a igualdad de amplitud de esfuerzos.

9. La simplicidad en el tratamiento matemático justifica la repetición
de todo el cálculo anterior con los modelos unidimensionales (Lee,
Cosserat, promediado y parabólico). Se encuentra, en general, muy
buen acuerdo con el análisis tridimensional en relación a los modos
con número de onda de valor absoluto no muy superior a la unidad,
en consonancia con la hipótesis básica de estos modelos.

10. Los modelos de primer orden (Lee) reproducen cualitativamente los
resultados obtenidos en el caso 3D (amplitud del modo dominante,
velocidad cŕıtica), con diferencias del orden del 10%, mientras que
los modelos de segundo orden (parabólico, promediado y Cosserat)
presentan muy buen acuerdo.

11. Los modelos unidimensionales reproducen la inestabilidad absoluta.

12. Se han caracterizado numéricamente los esfuerzos eléctricos que
actúan sobre la superficie del chorro en régimen óhmico. Se ha he-
cho un estudio paramétrico en conductividad (siempre relativa a
la frecuencia), velocidad del chorro y permitividad. El diseño de
un modelo circuital sencillo ha permitido comprender el comporta-
miento paramétrico de los esfuerzos.

13. Se ha diseñado un dispositivo estimulador. Para ello se han opti-
mizado todas las variables geométricas implicadas en el diseño.

14. Se ha estudiado la respuesta del chorro a la estimulación EHD para
los parámetros óptimos. Se encuentra que el esfuerzo normal es más
eficiente que el esfuerzo tangencial, a pesar de que respecto de la
respuesta hidrodinámica, la conclusión era la contraria.

15. Con carácter general, a la salida de la región de estimulación se
puede considerar que las condiciones de contorno que se han gene-
rado son prácticamente de tipo impulso, puesto que la deformación
generada produce un menor efecto.
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5.2. Ĺıneas futuras de investigación

- El trabajo presentado es de carácter fundamental (modos espacia-
les, respuesta hidrodinámica a la estimulación, etc.) y de diseño, y
será necesario realizar un estudio experimental de todo los aspectos
considerados: optimización de un estimulador EHD, análisis de la
respuesta de dicho estimulador, evidencia de algunos modos espa-
ciales detectables, etc. En este sentido durante el peŕıodo de tesis se
han realizado algunos experimentos y diseñado dispositivos, pero
no se han obtenido todav́ıa resultados que puedan ser incluidos en
esta memoria.

- Como se ha comentado ya a lo largo de este texto, el formalismo
desarrollado permitirá caracterizar la estimulación termocapilar, al
igual que se ha hecho con la estimulación EHD.

- De la misma forma que se ha obtenido una función de Green para
estimulación mediante esfuerzos en superficie, se puede abordar en
el futuro la construcción de funciones de Green para estimulación a
la salida del chorro, o mediante fuerzas definidas en volumen. Cada
uno de estos problemas requerirá un tratamiento espećıfico.

- Todo lo visto en este trabajo corresponde a chorros cuyo estado
base es ciĺındrico y con perfil plano de velocidades inmerso en un gas
sin efectos aerodinámicos apreciables. El trabajo puede extenderse,
aunque previsiblemente ya con un tratamiento no anaĺıtico sino
numérico, a otras situaciones de interés: perfil de velocidades no
plano, efectos del gas exterior, chorros con giros (swirling jets),
etc.

- Aún cuando la teoŕıa desarrollada es lineal, lo cual está justificado
para los niveles t́ıpicos de la estimulación EHD, se puede emplear
los paquetes comerciales de COMSOL para explorar posibles efec-
tos no lineales asociados a estimulación más intensa. Para ello es
conveniente implementar un programa de propósito general de evo-
lución de chorros sujetos a campos eléctricos.

- Otro aspecto teórico que puede ser explorado en el futuro es el
análisis de las consecuencias del carácter no-normal del operador
asociado al problema fluidomecánico. Aunque de problemas simila-
res descritos en la literatura se deduce que estas consecuencias no
deben ser muy importantes, parece conveniente comprobarlo.
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A. Castellanos & A. González, 1998. Nonlinear electrohydrody-
namics of free surfaces. IEEE Trans. Dielec. Electr. Insul., 5 (3), 334–
343.

S. Chandrasekhar, 1961. Hydrodynamic and hydromagnetic stability.
Oxford University, New York/London). Reprinted 1981 (Dover, New
York).

C. Clasen, J. Eggers, M. A. Fontelos, J. Li & G. H. McKin-
ley, 2006. The beads-on-string structure of viscoelastic threads. J.
Fluid Mech., 556, 283–308.

M. Clopeau & B. Prunet-Foch, 1989. Electrostatic spraying of
liquids in cone-jet mode. J. Electrost., 22, 135–159.

J. M. Crowley, 1981. Electrohydrodynamic (EHD) stimulation of jet
breakup. Proc. Second Int. Colloq on drops and bubbles.

J. M. Crowley, 1983. Electrohydrodynamic droplet generators. J.
Electrost., 14, 121–134.

R. J. Donelly & W. Glaberson, 1966. Expermients on the capillary
instability of a liquid jet. Proc. R. Soc. London, 290, 547.

J. Doshi & D. H. Reneker, 1995. Electrospinning process and ap-
plications of electrospun fibers. J. Electrost., 35, 151–160.

J. Eggers, 1997. Nonlinear dynamics and breakup of free-surface flows.
Rev. Mod. Phys., 69 (3), 865–929.

J. Eggers & T. F. Dupont, 1994. Drop formation in a one-
dimensional aproximation of the Navier-Stokes equations. J. Fluid
Mech., 262, 202–221.

J. Eggers & E. Villermaux, 2008. Physics of liquid jets. Rep. Prog.
Phys., 71, 1–79.



Bibliograf́ıa 117
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Universidad de Sevilla.
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H. González, F. J. Garćıa & C. A, 2003. Stability analysis of
conducting jets under ac radial electric fields for arbitrary viscosity.
Phys. Fluids, 15 (2), 395–407.
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Saborid, 1999. One dimensional simulation of the breakup of capillary
jets of conducting liquids. aplication to E.H.D. spraying. J. Aerosol Sci.,
30 (7), 895–912.
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