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Resumen

En esta tesis se aborda la resolución de problemas tridimensionales de Mecánica de la Frac-

tura en materiales transversalmente isótropos y piezoeléctricos. Para ello se ha desarrollado e

implementado una formulación mixta del Método de los Elementos de Contorno.

Esta formulación consiste en el empleo de la Ecuación Integral de Contorno en Desplazamien-

tos (formulación clásica del método) y en Tracciones (formulación hipersingular). De esta forma

tan solo es necesario discretizar la superficie de la grieta y el contorno externo, prescindiendo

de la técnica de subregiones. La discretización se realiza con elementos cuadráticos de 9 nodos

(cuadriláteros) o de 6 nodos (triangulares), siendo del tipo a un cuarto los situados en el frente de

grieta. A partir de los desplazamientos de apertura de grieta de los nodos a un cuarto se obtienen

directamente los Factores de Intensidad de Tensiones, que caracterizan la solución del problema.

La ecuación en Tracciones plantea una serie de dificultades numéricas en su implementación,

que son resueltas aplicando una serie de técnicas propuestas en trabajos anteriores para mate-

riales isótropos y transversalmente isótropos (regularización analı́tica de términos fuertemente

singulares e hipersingulares y técnica de multicolocación). En esta tesis se presentan además al-

gunos avances desde un punto de vista computacional, que permiten disponer finalmente de una

herramienta numérica más robusta, precisa y fiable.

La formulación es aplicada a la resolución de problemas de grietas contenidas en materiales

transversalmente isótropos. En este caso, además de considerar situaciones con carga estática, la

formulación se extiende también al caso dinámico armónico.

Finalmente, se desarrolla por primera vez una formulación de este tipo para materiales piezoeléctri-

cos, análoga a la correspondiente al caso elástico. A partir de la solución fundamental en despla-

zamientos, se han obtenido sus primeras y segundas derivadas, que han sido convenientemente

combinadas para obtener los términos en tracciones y los núcleos de la ecuación hipersingular.

Estos términos han sido regularizados analı́ticamente mediante un procedimiento similar al caso

no piezoeléctrico. Con esta nueva formulación se analizan una serie de problemas estáticos de

sólidos piezoeléctricos con grietas en su interior.
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Lineal 17

2.1. Ecuación Integral de Contorno en Desplazamientos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2. Ecuación Integral de Contorno en Tracciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Capı́tulo 1

Introducción

“La ignorancia afirma o niega rotundamente,

la ciencia duda.”

F.M. Voltaire (1694–1778)

1.1. Antecedentes

La preocupación del hombre por las propiedades resistentes de materiales, utensilios y cons-

trucciones, ası́ como su integridad estructural, data de la más remota antigüedad. Aunque pueda

parecer sorprendente, resulta habitual, sobre todo en lo referente a las técnicas desarrolladas para

satisfacer las necesidades básicas del hombre, que este conocimiento técnico se desarrolle muy

anteriormente a los desarrollos teóricos y matemáticos que justifiquen desde un punto de vista

cientı́fico la validez de la técnica ya establecida.

La formulación matemática de la Mecánica de Sólidos no tiene lugar hasta el siglo XIX, donde

caben destacar ilustres nombres como los de Cauchy, Navier, Poisson o Green. Es entonces cuando

aparecen los conceptos de tensión, deformación, la ley de comportamiento en forma de ley de

Hooke generalizada, y del comportamiento elástico lineal se pasará posteriormente a analizar el

comportamiento no lineal y la plasticidad. Se puede decir que el estudio del proceso resistente

del material se cierra con la Mecánica de la Fractura, que trata de analizar el comportamiento del

material cuando existen grietas, discontinuidades o defectos en su interior, intentando predecir

su capacidad resistente en función de la geometrı́a o estado de cargas, analizando la tendencia a
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2 Introducción

la propagación de la grieta y realizando predicciones sobre la vida útil del material. La Mecánica

de la Fractura comienza a desarrollarse fundamentalmente a partir del trabajo de Griffith (años

20) y posteriormente los de Irwin, Westergaard, Dugdale, Paris o Sih, de forma que se establece

como disciplina de gran interés tecnológico desde mediados del siglo XX.

Es evidente sin embargo que hasta entonces el hombre, sin disponer de conocimientos teóri-

cos, habı́a sido capaz de progresar enormemente en la fabricación de utensilios, maquinaria, edi-

ficación, etc., gracias al conocimiento empı́rico adquirido y perfeccionado a partir de la intuición,

algunas teorı́as primitivas pero admirables (Vitrubio, Galileo, Hooke) y, como no, mediante el

método de prueba y error. No se disponı́a de ningún tipo de conocimiento sobre Mecánica de

la Fractura, aunque cualquier tipo de proceso, herramienta, elemento estructural, etc. estuviese

condicionado por el posible fallo de los materiales, y se encaminasen los esfuerzos a evitar de una

u otra manera ese fallo, en función además de la gravedad de sus consecuencias y la probabilidad

de ocurrir. No es necesario remontarse a la antigüedad para encontrar ejemplos que ilustren este

tipo de situación, ya que incluso disponiendo de conocimiento cientı́fico, la técnica puede ignorar

a éste y seguir su camino de forma más o menos independiente. Ası́ por ejemplo, Paris (1998)

admite haber desconfiado a lo largo de su vida del nivel de seguridad ofrecido por los aviones

comerciales, precisamente por haber sido uno de los autores pioneros y más destacados en el com-

portamiento a fatiga de los materiales y conocedor por tanto de los posibles riesgos existentes en

el funcionamiento de estos aparatos, que seguı́an siendo diseñados ignorando los conocimientos

sobre fatiga de que ya disponı́a la comunidad cientı́fica.

Aunque parece claro por tanto que el desarrolllo tecnológico no requiere necesariamente de

un conocimiento cientı́fico previo, resulta también evidente el hecho de la importancia que tiene

disponer de dicho conocimiento cientı́fico para que la tecnologı́a progrese a mayor velocidad,

con mayor firmeza, con más seguridad y de forma más rentable. En ese sentido, la Mecánica de la

Fractura sigue jugando hoy dı́a un papel fundamental en el diseño y análisis del comportamien-

to de nuevos materiales, métodos de unión, procesos constructivos, nuevos dispositivos, etc. Por

este motivo, hay un gran número de investigadores que participan en proyectos financiados por

entidades públicas o privadas con el objetivo de profundizar en el comportamiento de los mate-

riales con grietas en su interior.

Los primeros trabajos teóricos sobre Mecánica de la Fractura fueron encaminados al estudio

de la modificación que puede producir una grieta en el estado tensional del material. Bajo la

hipótesis de comportamiento elástico y lineal, se encontró que el campo de tensiones en las pro-
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ximidades del frente de grieta presenta una singularidad del tipo 1/
√
r, siendo r la distancia al

vértice de la grieta. Este comportamiento singular, junto con la definición del campo de tensiones

en dicha zona en función de unos factores conocidos como Factores de Intensidad de Tensiones

(FIT) asociados a tres modos desacoplados de apertura de grieta (modos I, II y III) son los resul-

tados fundamentales de la Mecánica de la Fractura Elástica Lineal. Este comportamiento resulta

del todo inadmisible desde un punto de vista fı́sico, debido al carácter singular del campo de

tensiones, que llevarı́a inmediatamente al agotamiento de la capacidad resistente del material, la

propagación de la grieta y el fallo definitivo. En la realidad, el material siempre exhibirá cierto

comportamiento plástico, por lo que existirá una zona plástica alrededor de frente de grieta que

absorbe la energı́a necesaria para mantener el estado tensional en unos niveles acotados y admisi-

bles para el material. Bajo ciertos niveles de carga, la energı́a se invertirá en aumentar la superficie

de la grieta y ésta se propagará, pudiendo ser esta propagación estable o inestable.

En función del tamaño de la zona plástica alrededor del frente de grieta, serán más o menos

aproximadas las predicciones que se puedan realizar bajo el punto de vista de la Mecánica de la

Fractura Elástica Lineal. En materiales que exhiben poca deformación plástica y comportamiento

frágil, los resultados obtenidos bajo la hipótesis de comportamiento Elástico Lineal pueden ser

lo suficientemente aproximadas desde un punto de vista práctico. Desde este enfoque, las inves-

tigaciones suelen ir encaminadas a caracterizar el estado tensional mediante la obtención de los

FIT o la tasa de liberación de energı́a asociada al crecimiento de la grieta, para posteriormente

comparar estos parámetros con otros asociados a una propiedad conocida como Tenacidad a la

Fractura y ası́ poder predecir la tendencia a la propagación de la grieta. La Tenacidad a la Fractura

es una propiedad que depende del material, pero también de la geometrı́a y de las condiciones

de contorno, y para su evaluación resulta fundamental la experimentación.

Desde sus inicios, la Mecánica de la Fractura ha progresado significativamente gracias a las

contribuciones de la comunidad investigadora. De forma simplificada se puede decir que hay

dos aspectos o lı́neas de trabajo fundamentales en los que se pueden dividir los avances reali-

zados. Por un lado, se ha avanzado en el conocimiento sobre el comportamiento del material en

presencia de una grieta, considerando adecuadamente la zona plástica, estableciendo criterios

de propagación, considerando efectos dinámicos y el comportamiento a fatiga, caracterizando

el comportamiento de distintos materiales mediante la obtención de parámetros asociados a la

Tenacidad a la Fractura, normalizando los procedimientos de caracterización, etc.

Por otro lado, se ha extendido la aplicación de la Mecánica de la Fractura a materiales con
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un comportamiento cada vez más complejo y que resultan de interés para las aplicaciones tec-

nológicas más avanzadas. Ası́, se estudia el comportamiento en presencia de grietas de materia-

les anisótropos, materiales no homogéneos, materiales compuestos, materiales o situaciones en

las que se acoplan el comportamiento elástico con otros fenómenos de naturaleza térmica, eléctri-

ca o magnética, etc. El trabajo desarrollado en esta tesis se enmarca fundamentalmente dentro

de esta lı́nea de progreso en el conocimiento acerca del comportamiento de nuevos materiales,

presentándose una serie de herramientas y resultados numéricos para el análisis del compor-

tamiento de materiales transversalmente isótropos y piezoeléctricos.

Para abordar problemas de Mecánica de la Fractura se pueden emplear métodos analı́ticos,

numéricos o experimentales. La principal dificultad de este tipo de problemas radica en el hecho

de existir elevados gradientes de tensión en torno a la grieta, que hace necesario desarrollar técni-

cas especı́ficas según la metodologı́a empleada. Como en cualquier otra rama de la ingenierı́a,

cualquiera de estos métodos presenta una serie de ventajas, inconvenientes y limitaciones, y los

resultados que ofrecen habrán de ser siempre valorados en su justa medida.

Los métodos analı́ticos han permitido resolver de manera exacta (según las hipótesis de cálcu-

lo) algunos problemas concretos y han servido tradicionalmente para clarificar aspectos relativos

al comportamiento del material en presencia de grietas. Sin embargo, solo se pueden obtener solu-

ciones analı́ticas para problemas relativamente sencillos y no se puede plantear una metodologı́a

analı́tica que permita abordar con carácter general cualquier tipo de problema.

Los siempre necesarios métodos experimentales merecen una valoración similar a los méto-

dos analı́ticos en cuanto a sus aportaciones y limitaciones. Estos métodos permiten tan solo la

obtención de resultados sobre algunos parámetros y situaciones concretas, pero presentan la gran

virtud de ofrecer resultados realistas, no sujetos a hipótesis o simplificaciones de cálculo. La re-

alización de ensayos experimentales resulta fundamental para la caracterización del materiales,

validación de métodos o hipótesis de cálculo y la obtención de resultados previos a la aplicación

práctica.

Finalmente, los métodos numéricos constituyen hoy dı́a la herramienta más empleada para

el estudio de problemas de Mecánica de la Fractura, por su versatilidad, flexibilidad y economı́a,

y debido también al acelerado crecimiento de la capacidad de cálculo experimentado gracias al

imparable desarrollo de la informática en los últimos años. Sin embargo, los métodos numéricos

conllevan una limitación inherente y frecuentemente olvidada, y es que constituyen tan solo una

forma de obtener una solución aproximada para un modelo de cálculo simplificado mediante una
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serie de hipótesis de comportamiento.

Entre los métodos numéricos caben destacar los de Diferencias Finitas, el Método de los Ele-

mentos Finitos (MEF) y el Método de los Elementos de Contorno (MEC). Sin lugar a dudas, el

método más versátil y más extendido en la Mecánica de los Medios Continuos es el de los ele-

mentos finitos. El MEF es un método computacionalmente muy eficiente que permite obtener la

solución sobre todo el dominio del problema. Existen un gran número de programas comerciales

basados en este método y que permiten abordar problemas de diversas disciplinas, incluida la

Mecánica de la Fractura.

Frente al MEF, el Método de los Elementos de Contorno ofrece una serie de ventajas para

algunos problemas concretos. Esto hace que no esté tan extendido su empleo a un nivel com-

ercial, pero se trata sin embargo de un método ampliamente difundido en diversos campos de

investigación, como es el caso de la Mecánica de la Fractura. El MEC es un método que permite

reducir el problema al contorno, es decir, el conocimiento de la solución en el contorno permite

conocer la solución en cualquier punto del dominio. Este hecho ofrece automáticamente una serie

de ventajas. En primer lugar, se reduce en un orden la dimensión del problema, ya que en un

problema 2D habrá que hallar la solución tan solo sobre las lı́neas que delimitan el contorno del

problema, y si se trata de un problema 3D será sobre la superficie del contorno. Este hecho reduce

significativamente el número de ecuaciones y de incógnitas del problema, ası́ como el esfuerzo

en la discretización e interpretación de resultados, especialmente en problemas 3D. Los aspectos

fundamentales del método pueden encontrarse en los libros de Brebbia y Domı́nguez (1992) y

Domı́nguez (1993).

Por otro lado, al modelar la presencia de una grieta con el MEC, no se hace necesario dis-

cretizar la parte del dominio cercana a la grieta, en la que existirán grandes gradientes de ten-

siones, que serán en principio difı́ciles de modelar matemáticamente y podrán introducir errores

importantes. Tal y como se explicará con detalle en el capı́tulo 2 de esta tesis, esto es del todo

cierto cuando se emplea la formulación hipersingular del MEC (basada en una Ecuación Integral

de Contorno en Tracciones), y lo es tan solo en parte cuando se emplea la formulación clásica

(basada en una Ecuación Integral de Contorno en Desplazamientos). En este segundo caso, se re-

curre normalmente en el MEC a la aplicación de la técnica de subregiones, consistente en dividir

el dominio en dos o más subregiones por medio de una superficie que contenga a la grieta, para

posteriormente resolver el problema en cada subregión imponiendo entre ellas condiciones de

equilibrio y compatibilidad en la superficie que las separa. Esta técnica se simplifica en aquellos
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casos en que la grieta esté contenida en un plano de simetrı́a.

Aún cuando no se utilice la formulación hipersingular del MEC, este método es ventajoso

con respecto al MEF en cuanto a la representación del campo de tensiones en las cercanı́as del

frente de grieta. En primer lugar, tan solo es necesario discretizar una superficie adyacente a

dicho frente, y no todo el dominio como ocurre en el MEF. En segundo lugar, las incógnitas en

el MEC son los desplazamientos y tracciones en el contorno, pudiendo estar ambos aproximados

por las mismas o por distintas funciones de forma. Esto es una gran ventaja frente al MEF, en

el que las tensiones se obtienen por derivación del campo de desplazamientos obtenido como

solución, con la gran imprecisión que esto puede conllevar cuando existen grandes gradientes

de tensión. Como contrapartida, el MEC necesita para su implementación del conocimiento de

lo que se conoce como solución fundamental, que es la solución a una carga puntual aplicada en

un medio infinito. Por otro lado, plantea una serie de dificultades computacionales que hay que

solventar, como son la integración de núcleos singulares (O ∼ r) , fuertemente singulares (O ∼ r2)

e incluso hipersingulares (O ∼ r3) en la formulación que lleva ese nombre.

Las ventajas que ofrece el MEC hace que sea un método de reconocida eficacia y extendida

aplicación para el tratamiento de problemas en los que se hace necesario modelar un medio in-

finito o tratar problemas con elevados gradientes en el interior del dominio. En Mecánica de la

Fractura se ha aplicado con éxito a la resolución de problemas en 2D y 3D en materiales isótropos

y anisótropos, tanto en casos estáticos como dinámicos en el dominio del tiempo y de la frecuen-

cia. Su aplicación se restringe normalmente al enfoque de la Mecánica de la Fractura Elástica

Lineal, ya que la consideración en torno al frente de grieta de una zona plástica, cuyo tamaño es a

priori desconocido, hace que el método pierda eficiencia. Por tanto, su aplicación será más valiosa

en materiales que exhiban un comportamiento frágil.

Hace aproximadamente 15 años, la formulación hipersingular del método recibió especial

atención por parte de la comunidad cientı́fica especializada en la Mecánica de la Fractura y el

MEC, por lo atractivas que resultan las ventajas que ofrece. Ası́, han surgido diversas técnicas

para tratar la integración de núcleos fuertemente singulares e hipersingulares, ası́ como para re-

spetar los requerimientos de continuidad en los puntos de colocación.

A modo de revisión sobre la aplicación del MEC a la Mecánica de la Fractura en medios elásti-

cos, se pueden consultar los trabajos de Krishnasamy et al. (1992), Tanaka et al. (1994), Aliabadi

(1997), Martin et al. (1998), Chen y Hong (1999) y Ariza (2002).

El empleo sobre un mismo problema de las Ecuaciones Integrales de Contorno en Desplaza-
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mientos (formulación clásica) y en Tracciones (formulación hipersingular) da lugar a lo que se

conoce como formulación mixta del MEC, también denominada formulación dual por algunos

autores.

En esta tesis se analiza el comportamiento de materiales transversalmente isótropos y piezoeléctri-

cos mediante una formulación mixta del MEC que sigue las pautas marcadas por el trabajo previo

de Ariza (2002), abarcando además el análisis dinámico en el dominio de la frecuencia para ma-

teriales transversalmente isótropos.

El tratamiento de los núcleos fuertemente singulares e hipersingulares se realiza de la sigu-

iente manera. En primer lugar, se realiza una elemental transformación mediante un desarrollo

en serie (Guiggiani et al., 1992, Mantic, 1994), y posteriormente los términos de la ecuación re-

sultante se regularizan analı́ticamente dando lugar a una serie de integrales que son a lo sumo

débilmente singulares y pueden integrarse numéricamente sin dificultad. Los requerimientos de

continuidad en el punto de colocación, asociados a la Ecuación Integral de Contorno (EIC) en

tracciones, se consigue empleando una técnica denominada Método de Colocación Múltiple, que

se basa en la idea desarrollada por Gallego y Domı́nguez (1996) en 2D. Todas estas transforma-

ciones se desarrollan de forma analı́tica y previamente a cualquier discretización, por lo que el

resultado final es una nueva expresión de la EIC en tracciones, de carácter general, que habrá que

implementar en un código de elementos de contorno.

En la formulación mixta desarrollada, se combinan la formulación clásica del método con

la formulación hipersingular regularizada, de forma que se aprovechan todas las ventajas que

ofrece el MEC y se consigue abordar cualquier tipo de problema de grietas planas inmersas en los

tipos de materiales a considerar en esta tesis, cuyas caracterı́sticas más importantes se resumen a

continuación.

Los materiales transversalmente isótropos son aquellos que presentan comportamiento isótropo

en todos los planos perpendiculares a una dirección fija conocida como eje de simetrı́a del mate-

rial. Su comportamiento elástico viene definido por 5 constantes elásticas independientes (véase,

por ejemplo, Christensen, 1979). Su comportamiento dinámico viene caracterizado por la existen-

cia de tres velocidades de fase asociadas a cada dirección del espacio, y que se corresponden a

ondas planas cuasi-longitudinales, cuasi-transversales y puramente transversales. Para el estudio

de la propagación de ondas en estos materiales se pueden consultar los trabajos de Musgrave

(1970), Payton (1983) o Sáez (1997).

Existen materiales en la naturaleza que exhiben este tipo de comportamiento y son de in-
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terés en algunas aplicaciones ingenieriles, como son el hielo, algunos terrenos arcillosos o ma-

teriales cristalinos con estructura hexagonal. Pero sin duda son de mayor interés los materiales

compuestos formados por fibras de gran resistencia mecánica (fibra de carbono, de vidrio, etc.)

alineadas en una misma dirección y embebidas en una matriz que las mantiene unidas y que

normalmente es de naturaleza polimérica (por ejemplo resina de epoxy). Desde un punto de vista

macromecánico, este tipo de material compuesto o composite puede ser considerado como un ma-

terial homogéneo con comportamiento transversalmente isótropo, con su eje de simetrı́a elástica

orientado según la dirección de las fibras. Las grietas contenidas en su interior se podrán consi-

derar inmersas en un material homogéneo siempre y cuando su tamaño caracterı́stico sea mucho

mayor que el diámetro de las fibras. En el caso de analizar su comportamiento dinámico, se de-

berá cumplir además que las longitudes de onda asociadas al problema sean mucho mayores que

dicho diámetro.

Estos materiales presentan un comportamiento frágil, por lo que los resultados obtenidos me-

diante un enfoque de la Mecánica de la Fractura Elástica Lineal resultarán de interés práctico.

Se trata además de materiales cuyo empleo se ha extendido notablemente en los últimos 15 años,

empleándose cada vez en situaciones de mayor responsabilidad. Su excelente relación resistencia-

peso, la posibilidad de diseñar sus propiedades resistentes mediante el control de la dirección de

las fibras y la proporción fibra-matriz, ası́ como su capacidad para poder conformar geometrı́as

complejas, han hecho que estos materiales resultan de gran interés en aplicaciones muy compe-

titivas y de gran innovación tecnológica. Ası́ por ejemplo, se emplean en materiales deportivos

(tenis, esquı́, vela, automovilismo, etc), construcciones naúticas y aeronaúticas, y también se em-

plean incluso como material de refuerzo externo en edificación. En la mayorı́a de estas aplica-

ciones los márgenes de seguridad que se manejan son muy pequeños o se trata de aplicaciones

de gran responsabilidad. Esta circunstancia, unida al hecho de su comportamiento frágil, hace

que sea preciso avanzar en el conocimiento acerca de cómo se comportan estos materiales cuando

aparece una grieta en su interior, y ası́ mejorar la seguridad y calidad de sus aplicaciones.

Kassir y Sih (1968) y (1975) obtuvieron las expresiones del campo de desplazamientos y ten-

siones en las inmediaciones del frente de grieta en un material transversalmente isótropo. Con

ello demostraron que el campo de tensiones en estos materiales presenta el mismo tipo de sin-

gularidad 1/
√
r que en materiales isótropos, y se pueden definir el mismo tipo de Factores de

Intensidad de Tensiones asociados a los distintos modos de apertura y que caracterizan el estado

tensional en torno a la grieta. Ası́ pues, el tipo de elemento a un cuarto empleado en materiales
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isótropos por Martı́nez y Domı́nguez (1998) en 2D y Ariza et al. (1997) en 3D para la obtención de

los FIT, también puede ser empleado en materiales transversalmente isótropos.

Existen pocos trabajos en los que se resuelvan problemas de Mecánica de la Fractura en 3D en

estos materiales. En el caso estático, el caso de una grieta circular en un medio infinito fue abor-

dado originalmente por Chen y Soni (1964) y Chen (1966), mientras que el de una grieta elı́ptica

fue abordado por Shield (1951) y Chen (1966). Estos trabajos fueron incluso anteriores al estudio

analı́tico de Kassir y Sih (1968) y (1975). El comportamiento de una grieta elı́ptica en un medio

infinito fue también abordado analı́ticamente por Rajiyah y Atluri (1991), quienes obtuvieron una

solución para estados de carga arbitrarios. Para problemas en medios finitos el autor solo conoce

los resultados obtenidos por Ariza (2002) y Ariza y Domı́nguez (2004).

En el caso dinámico, tan solo ha sido analizado el caso de una grieta circular en un medio

infinito por Tsai (1988), Tsai (1989), Kundu y Boström (1991) y Sáez y Domı́nguez (1999) en el

dominio de la frecuencia, y por Embley y Sih (1971), Sih y Embley (1972) y Rizza y Nair (1999)

en el dominio del tiempo, bajo cargas de impacto. Además del caso de una grieta circular, Ariza

(2002) y Ariza y Domı́nguez (2004b) han obtenido también por primera vez resultados para una

grieta elı́ptica.

En el contexto del MEC, son muy escasas las formulaciones desarrolladas para materiales no

isótropos en 3D. Para problemas estáticos, Ishikawa (1990) y Sáez et al. (1997) han presentado una

formulación basada en la formulación clásica del MEC. La formulación hipersingular 3D ha sido

desarrollada independientemente por Pan y Yuan (2000) y Ariza (2002), empleando en ambos

casos la solución fundamental de Pan y Chou (1976), aunque en el primer caso la aplicación de la

formulación se limita a la resolución de problemas en medios infinitos.

Para problemas dinámicos, tan solo son conocidas la formulación clásica del MEC de Sáez

y Domı́nguez (1999) y la formulación hipersingular de Ariza y Domı́nguez (2004b). En ambos

casos, se utiliza la solución fundamental armónica de Wang y Achenbach (1995).

Muchos de los materiales transversalmente isótropos que se encuentran en la naturaleza son,

además, piezoeléctricos (el cuarzo, la turmalina o la sal Rochelle son algunos ejemplos) . Los ma-

teriales piezoeléctricos son aquellos que presentan un acoplamiento entre la deformación elástica

y el campo eléctrico en su interior. Esto es debido a que son materiales de estructura cristalina

en los que la distribución de cargas positivas y negativas no es simétrica, lo que equivale a la

existencia de un dipolo eléctrico en cada celda de la red cristalina. Si estos dipolos se encuen-

tran alineados, la red cristalina, y por tanto también el material, se deformarán bajo la acción
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de un campo eléctrico . De forma inversa, bajo una acción mecánica, la deformación de la red

cristalina conllevará la aparición de un campo eléctrico. En materiales piezoeléctricos naturales,

este acoplamiento entre el fenómeno elástico y eléctrico es muy bajo. Para poder aprovechar el

fenómeno piezoeléctrico para aplicaciones prácticas, es necesario que este acoplamiento sea más

significativo, por lo que desde hace aproximadamente 60 años se fabrican cerámicas artificiales

en las que este acoplamiento es unas 100 veces mayor que en materiales naturales. La obtención

de estas propiedades pasa por un proceso de polarización en el que el material es sometido a un

campo eléctrico de gran magnitud. Esto hace que el propio proceso de fabricación de los materia-

les piezoeléctricos comerciales sea precisamente la primera causa de existencia de grietas en su

interior.

Las piezocerámicas artificiales de uso más extendido son de la familia de los titanatos de bario

y los plomo circonato titanato (conocidos como PZT). Desde hace algunos años, se persigue ob-

tener mejores prestaciones en algunas aplicaciones mediante la combinación de estos materiales

dando lugar a piezocompuestos. También se están combinando con resinas poliméricas, del mismo

modo que se fabrican composites, y dando lugar a lo que se suele denominar como piezopolı́meros.

Ambos tipos de materiales de materiales compuestos quedan fuera del alcance de esta tesis.

El fenómeno de la piezoelectricidad fue originalmente descubierto por Curie y Curie (1884),

quienes observaron experimentalmente la aparición de cargas eléctricas sobre la superficie de

algunos tipos de cristales cuando estos eran sometidos a esfuerzos mecánicos, y viceversa. Es-

tos cientı́ficos ya propusieron incluso algunos usos prácticos de este tipo de materiales, como

es su empleo para la fabricación de sensores o transductores y actuadores. Efectivamente, es-

tos materiales son ampliamente utilizados para detectar aceleraciones, fuerzas, ondas de presión

(sonidos y ultrasonidos, por ejemplo), etc., que producirán en el interior del material un campo

eléctrico y una densidad de carga eléctrica sobre su superficie que podrá ser fácilmente detec-

tada e interpretada mediante el correspondiente sistema de instrumentación y adquisición de

datos. El fenómeno inverso puede servir para su empleo como actuadores: un sistema de control

emitirá una señal eléctrica que servirá para excitar convenientemente al material piezoeléctrico,

que se deformará y producirá el efecto mecánico deseado. Los materiales piezoeléctricos pueden

formar parte también de lo que se conoce como estructuras inteligentes, en las que se pretende

conseguir una adaptatividad autónoma de la estructura a sus condiciones de uso.

Se trata en definitiva de un tipo de materiales con multitud de aplicaciones prácticas, muchas

de las cuales están aún en desarrollo, despertando un creciente interés entre empresas y centros
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de investigación. Es deseable y necesario por tanto que, una vez más, las aportaciones realizadas

desde la Mecánica de la Fractura sirvan para fomentar el desarrollo tecnológico.

Se debe tener en cuenta además que en la mayorı́a de casos prácticos, más que preservar

la integridad estructural del material piezoeléctrico, será más importante en muchas ocasiones

preservar el carácter funcional del elemento. Es decir, generalmente los materiales piezoeléctri-

cos se emplearán en dispositivos de medición, control, etc., y no tanto como parte de elementos

resistentes de una estructura. En la mayorı́a de los casos el interés radicará por tanto en prede-

cir como podrá afectar la presencia de una grieta, con una determinada forma y ubicación, al

funcionamiento del dispositivo piezoeléctrico en cuestión, y evaluar el riesgo de que éste quede

inservible, en función de la gravedad de las consecuencias derivadas de su mal funcionamiento.

Para mejorar las prestaciones y conocer mejor el comportamiento de elementos fabricados con

materiales piezoeléctricos se han llevado a cabo numerosos trabajos relacionados con la Mecánica

de la Fractura desde un enfoque Elástico y Lineal, justificado por el hecho de que se trata de ma-

teriales cerámicos que exhiben un comportamiento frágil. Entre los primeros trabajos dedicados

a esta materia y que han sentado las bases de este área de conocimiento se pueden destacar los de

Barnett y Lothe (1975), Parton (1976), Deeg (1980), Pak (1990), Suo et al (1992) y Sosa (1992).

Los modelos matemáticos para abordar la Mecánica de la Fractura en estos materiales resul-

tan complejos por varias razones. Por un lado, se trata de un problema en el que las variables

elásticas se acoplan con otras eléctricas, a lo que se suma el inherente carácter anisótropo de estos

materiales debido al desequilibrio en su estructura cristalina necesario para que exista el compor-

tamiento piezoeléctrico. No obstante, esta anisotropı́a se reduce en la mayorı́a de los casos a un

comportamiento transversalmente isótropo.

Un gran número de autores han tratado de resolver y desarrollar formulaciones matemáticas

que sirvan para resolver analı́tica o numéricamente problemas de grietas inmersas en un medio

piezoeléctrico. Ası́, Pak (1992) aplica un método de dislocaciones y dipolos eléctricos distribuidos;

Chen et al (2000) han aplicado la teorı́a de potencial desarrollada por Fabrikant (1989); Lin et al

(2003) utilizan la transformada de Hankel sobre ecuaciones integrales basadas en la aproximación

de los campos de desplazamientos y potencial por medio de funciones de Bessel; Kuna (1998) y

Shang et al (2003) han aplicado el método de los elementos finitos; y finalmente hay que destacar

la extendida aplicación de distintas formulaciones del MEC, siendo una de ellas la que se presenta

en esta tesis.

Es de destacar también el escaso número de trabajos dedicados a la experimentación en este
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campo y publicados hasta la fecha, necesarios para arrojar luz sobre algunos aspectos asocia-

dos al comportamiento de grietas en materiales piezoeléctricos y validar los modelos numéricos

desarrollados. Se pueden destacar en esta lı́nea los artı́culos de Kuna (1998), Heyer et al (1998),

McMeeking (1999), Shindo et al (2001) y Jelitto et al (2005).

En el contexto de los materiales piezoeléctricos, se han formulado diversas soluciones fun-

damentales para el caso de comportamiento anisótropo y transversalmente isótropo, tanto para

problemas 2D como 3D, y para el caso estático o dinámico. Una revisión de los trabajos realiza-

dos en esta lı́nea puede encontrarse en los artı́culos de Ding et al. (2004) y Garcı́a-Sánchez et al.

(2005). Resulta llamativo que el número de artı́culos dedicados a la obtención de expresiones para

distintas soluciones fundamentales es superior al dedicado a la implementación en un código de

elementos de contorno y obtención de resultados sobre problemas concretos.

Para el caso 3D estático que se considera en esta tesis, la solución fundamental propuesta por

Deeg (1980) es probablemente la más conocida, mientras que la obtenida por Dunn y Wienecke

(1996) sea posiblemente la más sencilla. La solución fundamental de Deeg es más general en el

sentido de que es válida para materiales anisótropos mientras que la de Dunn y Wienecke se limita

al caso transversalmente isótropo. Sin embargo, esta limitación no resulta demasiado restrictiva

para su utilización dado que la mayorı́a de cerámicas piezoeléctricas artificiales presentan este

tipo de comportamiento, que es el considerado por la mayorı́a de autores, especialmente en 3D.

Además, la solución fundamental de Deeg presenta un gran incoveniente desde un punto de

vista numérico y computacional, y es que no está expresada en forma explı́cita, sino que queda

en función de una integral. Esto obliga a evaluar esta integral para cada punto de integración, lo

cual es muy costoso computacionalmente, o bien optar por la generación de una base de datos

en la cual después habrá que interpolar para cada punto de integración (Sanz et al, 2005). Esta

situación es similar a la planteada en esta tesis para el caso dinámico transversalmente isótropo,

que resulta mucho más complicada por existir un integrando de carácter oscilatorio en el que

aparece el vector posición del punto de observación.

Por el contrario, la solución de Dunn y Wienecke presenta una forma explı́cita que facilita su

tratamiento numérico. La obtención de esta solución fundamental se realiza mediante un pro-

ceso análogo al utilizado por Pan y Chou (1976) para medios transversalmente isótropos. Este

proceso consiste en la representación de los desplazamientos y potencial eléctrico en función de

un potencial, lo que da lugar finalmente a la obtención de una ecuación armónica cuya resolu-

ción permite obtener la solución fundamental buscada. Las expresiones obtenidas por Dunn y
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Wienecke presentan finalmente una forma compacta y muy similar a la solución de Pan y Chou,

aunque naturalmente algo más compleja.

La solución fundamental de Deeg ha sido empleada, entre otros, por Hill y Farris (1998),

aunque estos autores se limitan a considerar un medio piezoeléctrico sin grietas en su interior,

y Sanz et al (2005), que desarrollan una formulación clásica y general del MEC en Mecánica de la

Fractura.

En general, existen pocas formulaciones matemáticas en medios piezoeléctricos en 3D, y gran

parte de ellas se encuentran basadas en el MEC, aunque la mayorı́a no ofrecen un método simple

y robusto que sirva para afrontar con generalidad problemas de grietas contenidas en medios

piezoeléctricos. Chen y Lin (1995) presentaron una compleja y limitada formulación del MEC;

Zhao et al (1997) desarrollaron una solución fundamental para una discontinuidad unidad en

desplazamientos y potencial eléctrico que después emplearon para abordar el problema de una

grieta plana inmersa en un medio infinito (Zhao et al, 1997b); Qin y Noda (2004) se limitan a pre-

sentar una formulación basada en ecuaciones integrales hipersingulares; Ding y Liang (1999) y

Ding et al. (2004) presentan una formulación del MEC basada en la solución fundamental obteni-

da por los mismos autores, cuyas expresiones guardan cierta similitud con las de Dunn y Wie-

necke (1996); Chen (2003) y Chen (2005) han presentado formulaciones basadas en ecuaciones

integrales hipersingulares con las que ha obtenido resultados para algunos problemas concretos.

En esta tesis se presenta por primera vez una formulación mixta del MEC para materiales

piezoeléctricos, sencilla y robusta, análoga a la desarrollada anteriormente por Domı́nguez et al.

(2000) y Ariza y Domı́nguez (2004) en materiales isótropos y transversalmente isótropos, res-

pectivamente. Ası́, las integrales con núcleos hipersingulares y fuertemente singulares son regu-

larizadas aplicando el teorema de Stokes, siendo reducidas a integrales de lı́nea o de superficie

que son a lo sumo débilmente singulares. La solución fundamental empleada es la de Dunn y

Wienecke (1996), cuyas primeras y segundas derivadas han sido convenientemente obtenidas y

combinadas para obtener las expresiones de la solución fundamental en tracciones y los núcleos

hipersingulares. Estas expresiones, junto con las regularizadas, han sido implementadas en un

código de elementos de contorno que permite resolver cualquier problema de grietas planas con-

tenidas en un plano perpendicular al eje de simetrı́a del material piezoeléctrico transversalmente

isótropo, e inmersas en un medio infinito o finito, internas o intersectando el contorno externo.
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1.2. Organización del documento. Objetivos de la tesis

Aparte de este primer capı́tulo introductorio, este documento se divide en cinco grandes

capı́tulos, además de algunos apéndices donde se incluyen fundamentalmente desarrollos y ex-

presiones matemáticas de interés. Los capı́tulos se corresponden con cada uno de los pasos que

se han ido dando a lo largo del desarrollo de la tesis, por lo que el documento guarda en gran

medida un orden cronológico de la actividad desarrollada. Se ha pretendido que cada bloque sea

autocontenido en la medida de lo posible, con el objetivo de facilitar la tarea de aquellas personas

interesadas en su lectura o estudio.

En el capı́tulo 2 se presenta la formulación mixta del MEC sobre la que se basa esta tesis. En

ella se presentan sus aspectos fundamentales, independientemente del material o el tipo de pro-

blema sobre el que se aplique. Este capı́tulo constituye en gran medida un resumen del trabajo

previo llevado a cabo en la tesis de Ariza (2002). En él se explica a grandes rasgos el proceso de

obtención de la Ecuación Integral de Contorno (EIC) en tracciones (formulación hipersingular) a

partir de la EIC en desplazamientos, ası́ como las técnicas fundamentales desarrolladas para su

implementación (proceso de regularización y Método de Colocación Múltiple). También se pre-

sentan el tipo de elementos que se emplearán en la discretización del contorno y los elementos

a un cuarto empleados junto al frente de grieta para evaluar los Factores de Intensidad de Ten-

siones. Finalmente en este capı́tulo se incluye un apartado relativo a la implementación de la

formulación mixta, que puede resultar de especial interés para los usuarios del código desarro-

llado en esta tesis o para aquellos que necesiten desarrollar un código similar. En este apartado se

detallan aspectos relativos a la construcción del sistema de ecuaciones, simplificaciones prácticas,

normalización del sistema, etc.

En el capı́tulo 3 se presenta la primera aportación significativa de esta tesis, consistente en

una mejora en la implementación de la EIC en tracciones. Desarrollando una extensión a 3D de

la transformación de coordenadas propuesta por Telles (1987) y realizando una serie de estudios

numéricos sobre el número de puntos de integración necesario en cada caso y la ubicación óptima

de los puntos de colocación sobre cada elemento, se pretende mejorar la formulación desde un

punto computacional, haciéndola más robusta y eficiente.

En el capı́tulo 4 se aplica la formulación mixta a materiales transversalmente isótropos. Se

aprovechan los resultados obtenidos del estudio realizado en el capı́tulo anterior para perfec-

cionar la formulación previa desarrollada por Ariza (2002) y obtener nuevos resultados para pro-
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blemas estáticos. En este tipo de problemas se analizan ciertas analogı́as entre el comportamiento

de materiales isótropos y transversalmente isótropos sobre diversas geometrı́as.

La formulación es extendida además al caso dinámico en el dominio de la frecuencia, con el

objetivo de obtener resultados en casos en los que la grieta se encuentra inmersa en un medio

finito, para los que no hay resultados previos conocidos por el autor. En este capı́tulo se explican

las dificultades derivadas de la costosa evaluación de la solución fundamental de Wang y Achen-

bach (1995), y como se solventan estas dificultades mediante la construcción de una base de datos

de una manera eficiente.

En el capı́tulo 5 se presenta por primera vez una formulación mixta del MEC para materia-

les piezoeléctricos. Como introducción, se introducen las ecuaciones e hipótesis que gobiernan el

problema piezoeléctrico, introduciendo la notación extendida de Barnett y Lothe (1975) y Deeg

(1980), y prestando especial atención a algunos aspectos sobre los que existe cierta controversia

entre los distintos autores, como son el tipo de condición de contorno a aplicar sobre las super-

ficies de la grieta. Posteriormente se introduce la formulación mixta del MEC para materiales

piezoeléctricos. Se explica el proceso de obtención de las distintas ecuaciones integrales, su reg-

ularización e implementación, partiendo de la solución fundamental de Dunn y Wienecke (1996)

para materiales piezoeléctricos transversalmente isótropos. A continuación, se abordan aspectos

fundamentales de la Mecánica de la Fractura en materiales piezoeléctricos, definiendo lo que se

conoce como Factores de Intensidad de Tensiones Extendidos (FITEs), que son similares a los FIT

en materiales elásticos pero incluyen un factor asociado a la singularidad en el desplazamien-

to eléctrico. También se explica la metodologı́a especı́fica desarrollada para la evaluación de los

FITEs en este tipo de materiales, basada en una extensión a 3D del formalismo de Stroh (1962)

y de la metodologı́a aplicada en 2D por Garcı́a-Sánchez (2005). Finalmente, se presentan resulta-

dos para diversas geometrı́as y condiciones de contorno. La formulación es validada mediante

comparación con resultados previos existentes en la literatura, y se obtiene también la solución

para varios problemas de interés para los que el autor no conoce la existencia de resultados ante-

riores. También se realiza un estudio análogo al llevado a cabo con materiales transversalmente

isótropos, analizando posibles analogı́as con materiales no piezoeléctricos.

El documento finaliza con un capı́tulo dedicado a resumir las conclusiones más relevantes y

plantear una serie de posibles desarrollos futuros para las lı́neas de trabajo seguidas en esta tesis.





Capı́tulo 2

Formulación mixta del MEC para

problemas 3D de Mecánica de la

Fractura Elástica y Lineal

Tal y como ya se ha comentado, el Método de los Elementos de Contorno (MEC) es una her-

ramienta numérica especialmente adecuada para resolver problemas de Mecánica de la Fractura

en régimen elástico y lineal. Esta virtud radica en dos hechos: en su gran capacidad de represen-

tar altos gradientes de tensión y en el hecho de que tan solo es necesario discretizar el contorno

del problema. En un problema de Mecánica de la Fractura, en el que consideremos una pieza que

contenga una grieta, solo tendrı́amos que discretizar la superficie del contorno de la pieza y la

superficie de la grieta. Esto conlleva una gran ventaja frente a otros métodos numéricos de do-

minio: no se ha de discretizar la zona en el frente de grieta en la que existe una concentración de

tensiones con una singularidad del tipo 1/
√
r. Además, si se considera una grieta en un medio

infinito, tan solo serı́a necesario discretizar la grieta, sin necesidad de simplificar el medio infinito.

Esto es totalmente cierto cuando se usa la formulación mixta del MEC, y lo es parcialmente

cuando se usa la formulación clásica, debido a que cuando se usa la Ecuación Integral de Con-

torno (EIC) en desplazamientos (formulación clásica), la degeneración geométrica que suponen

los labios de la grieta (dos superficies coincidentes pero con distintos grados de libertad) se tra-

duce en una imposibilidad de montar un sistema de ecuaciones independientes para dichos gra-

17
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dos de libertad. El uso de un tipo de ecuación adicional (Ecuación Integral de Contorno en Trac-

ciones) da lugar a la formulación mixta del MEC y solventa este inconveniente.

En los siguientes apartados se realiza un repaso a la formulación de ambas ecuaciones, y se

tratan algunos aspectos fundamentales sobre su implementación en un código de elementos de

contorno.

2.1. Ecuación Integral de Contorno en Desplazamientos

La EIC en desplazamientos en un problema elastostático con fuerzas de volumen nulas, para

un punto interno y de un cuerpo Ω, cuyo contorno es Γ y su normal externa es n(x), tiene la

siguiente forma

ul(y) +

∫

Γ

p∗lk(x,y)uk(x)dΓ−
∫

Γ

u∗lk(x,y)pk(x)dΓ = 0 (2.1)

para l, k = 1, 2, 3, donde uk y pk son las componentes k de los desplazamientos y las trac-

ciones, respectivamente, en el punto x del contorno, respectivamente, y u∗lk, p∗lk son los tensores

de desplazamientos y tracciones de la solución fundamental.

Se debe aclarar en este punto que de aquı́ en adelante se hablará de tracciones al referirse a la

proyección del tensor de tensiones sobre la normal unitaria externa al contorno.

La solución fundamental se puede definir como sigue:

• u∗lk es el desplazamiento en dirección k y en el punto x cuando se aplica una carga unidad en

el punto y en dirección l.

• p∗lk es la tracción en dirección k en el punto x (componente k de la proyección del tensor de

tensiones sobre la normal unitaria externa en el punto x) cuando se aplica una carga unidad en el

punto y en dirección l

El punto y se conoce como ”punto de colocación” y el punto x como punto de observación o

de integración.

Las expresiones de la solución fundamental dependerán de la ley de comportamiento del ma-

terial (isótropo, transversalmente isótropo o anisótropo) y de si el problema es estático o dinámico

(en el dominio del tiempo o de la frecuencia).

La ecuación (2.1) es la base del MEC, ya que permite afirmar que si conocemos las trac-

ciones y desplazamientos en el contorno del problema, podremos obtener los desplazamientos
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en cualquier punto del dominio mediante dicha ecuación.

El MEC consiste por tanto en discretizar el contorno del problema con nodos y elementos, de

forma que a través de las variables nodales y las funciones de forma de los elementos se obtenga

una representación de los desplazamientos y las tracciones en el contorno. Las incógnitas serán

las tracciones y desplazamientos en los nodos, de las cuales serán conocidas a priori unas u otras

según las condiciones de contorno.

La formación del sistema de ecuaciones necesario para hallar estas incógnitas pasa por re-

alizar un paso al lı́mite en el contorno de la ecuación (2.1), de forma que el punto de colocación

pertenezca al contorno. Para tener tantas ecuaciones como incógnitas, esta ecuación se plantea en

tantos puntos de colocación y para tantos grados de libertad como nodos tenga la discretización.

En principio, lo más práctico y sencillo es que los puntos de colocación sean los propios nodos del

contorno, de forma que en el término libre de la ecuación aparezca un desplazamiento nodal.

El paso al lı́mite en el contorno se realiza considerando un punto de colocación sobre el con-

torno Γ. Para un punto del contorno suave, este paso se realiza considerando un contorno modi-

ficado tal y como se representa en la fig. 2.1. Esta modificación consiste en hacer que el punto de

colocación quede en el centro de una semiesfera cuyo radio, ε, se hace tender a cero para obtener

la ecuación deseada (ec. 2.2).

ul(y) + ĺım
ε→o+

{∫

Γε

p∗lk(x,y)uk(x)dΓ−
∫

Γε

u∗lk(x,y)pk(x)dΓ

+

∫

Γ−eε

p∗lk(x,y)uk(x)dΓ−
∫

Γ−eε

u∗lk(x,y)pk(x)dΓ} = 0
(2.2)

Los detalles sobre este proceso de paso al lı́mite se pueden encontrar en la extensa bibliografı́a

dedicada al MEC, como por ejemplo los libros de Brebbia y Domı́nguez (1992) y Domı́nguez

(1993).

El primer término integral de la ec. (2.2) da lugar a un nuevo término acotado que se suma

al término libre, la segunda integral de la ecuación resulta nula al hacer el paso al lı́mite, y las

dos últimas se escribirán a partir de ahora como integrales sobre todo el contorno, aunque real-

mente lo sean en el sentido del valor principal de Cauchy, lo cual no afecta a efectos numéricos y

prácticos.

Ası́ pues, la ec. (2.2) se puede reescribir de la siguiente manera
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Figura 2.1: Geometrı́a del contorno modificado alrededor del punto de colocación.

ul −
1

2
ul(y) +

∫

Γ

p∗lk(x,y)uk(x)dΓ−
∫

Γ

u∗lk(x,y)pk(xa)dΓ = 0 (2.3)

En general, para un punto cualquiera del contorno, la ecuación anterior se puede escribir como

clkul(y) +

∫

Γ

p∗lk(x,y)uk(x)dΓ−
∫

Γ

u∗lk(x,y)pk(x,y)dΓ = 0 (2.4)

donde el coeficiente clk que acompaña al término libre depende de la forma de la superficie

del contorno en el punto de colocación. Para un punto suave del contorno su valor será 1/2 para

l = k y 0 para l 6= k.

Las integrales sobre el contorno que aparecen en cada una de estas ecuaciones se realizan

descomponiéndolas en integrales sobre cada uno de los elementos que discretizan el contorno,

y sobre los cuales a su vez se interpolan los campos de desplazamientos y tracciones a través de

funciones de forma de pequeño soporte asociadas a cada uno de los nodos del elemento, de forma

similar a como se hace en otros métodos numéricos como el Método de los Elementos Finitos. La

ec. (2.4) discretizada en elementos de contorno se puede escribir como

clku
i
l +

NE∑

e=1

∫

Γe

p∗lk(x, x
i)

nne∑

n=1

φnunkdΓe −
NE∑

e=1

∫

Γe

u∗lk(x, x
i)

nne∑

n=1

φnpnkdΓe (2.5)

donde el nodo i es el punto de colocación, NE es el número de elementos de contorno en la

discretización, nne, Γe es el contorno representado por cada elemento, es el número de nodos del

elemento y φn es la función de forma asociada a cada nodo.

Escribiendo la ecuación anterior para cada grado de libertad de cada nodo, y reorganizando

los términos en forma matricial, se llega finalmente al tı́pico sistema de ecuaciones del MEC, que

se puede escribir en forma matricial como
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H · u = G · t (2.6)

donde u y t son vectores de m · n elementos que contienen los desplazamientos y tracciones

nodales respectivamente, siendo n el número de nodos y m el número de grados de libertad de

cada nodo, que será 3 en un problema elástico 3D y 4 en el caso piezoeléctrico 3D, tal y como se

verá en el capı́tulo 5. Obviamente, del conjunto de variables nodales, la mitad serán conocidas

por condición de contorno.

Más detalles sobre todo el proceso de formulación de las ecuaciones y su discretización se

pueden encontrar por ejemplo en el libro de Brebbia y Domı́nguez (1992) y Domı́nguez (1993).

Consideremos el caso en que se construya este sistema para un problema de Mecánica de

la Fractura en el que se haya discretizado el contorno externo del problema y las superficies de

ambos labios de la grieta. Estas últimas las consideramos discretizadas de forma idéntica la una

de la otra, solo que con normal externa opuesta.

Si se analizan las expresiones de la solución fundamental para un caso isótropo estático (ecs.

2.7 y 2.8), que es el más sencillo, se pueden deducir fácilmente las relaciones (2.9) y (2.10)

u∗lk =
1

16πµ(1− ν)r
[(3− 4ν)δlk + r,l r,k ] (2.7)

p∗lk = −
1

8π(1− ν)r2
[
∂r

∂n
[(1− 2ν)δlk + 3r,l r,k ] + (1− 2ν)(nlr,k −nkr,l )] (2.8)

u∗lk(y
+) = u∗lk(y

−) (2.9)

p∗lk(y
+) = −p∗lk(y−) (2.10)

donde y+ e y− son puntos coincidentes de una y otra cara de la grieta. Es decir, u∗lk adopta los

mismos valores para una y otra cara de la grieta, mientras que p∗lk adopta el mismo valor pero

de signo contrario (esta conclusión es evidente atendiendo al sentido fı́sico de la solución funda-

mental y dado que ambas caras de la grieta tienen su normal externa con orientaciones opuestas).

Para otro tipo de medio no isótropo, con otra solución fundamental, ocurrirá exactamente lo mis-

mo. Ası́ pues, se tendrá que los coeficientes correspondientes a las variables nodales de la grieta

serán los mismos para ambas caras en la matriz G y de distinto signo en la matriz H. Este hecho
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habrá de ser tenido en cuenta para el desarrollo de la formulación mixta del MEC, tal y como se

recoge en el apartado 2.6.

Por otro lado, cuando se plantea la ecuación para un punto de colocación de la grieta, se

tendrá una ecuación en la que en el término libre aparecerán los desplazamientos de una y otra

cara de la grieta, ya que el punto de colocación pertenece realmente a ambas caras y en el paso el

lı́mite se generará una semiesfera Γε para cada cara de la grieta, con lo que se obtiene la ecuación

(2.11):

u+l −
1

2
u+l + u−l −

1

2
u−l (y) +

∫

Γ

p∗lk(x,y)uk(x)dΓ−
∫

Γ

u∗lk(x,y)pk(x)dΓ = 0 (2.11)

En la ecuación (2.11) u+l y u−l representan los desplazamientos de una y otra cara de la grieta.

Ası́ pues, la ecuación anterior será la misma si el punto de colocación es un nodo de una u otra

cara de la grieta, ya que de hecho no es posible establecer que el punto de colocación pertenezca a

una u otra cara. Por tanto, no será posible obtener un número suficiente de ecuaciones linealmente

independientes para resolver el problema.

Este inconveniente se ha solventado tradicionalmente mediante la técnica de subdominios.

Ésta consiste en dividir el dominio por medio de una superficie que contenga a la grieta y dis-

cretizar y formular el sistema de ecuaciones para ambas partes del dominio por separado. El

problema completo quedaba resuelto mediante la imposición de ecuaciones de compatibilidad

entre los nodos de la superficie que ha servido para dividir dominio.

Este proceso se simplifica en muchos casos por la presencia de un plano de simetrı́a que con-

tiene a la grieta, de forma que de manera natural era inmediato el planteamiento del problema

mediante la aplicación de condiciones de simetrı́a.

Hay que hacer notar que al resolver el problema mediante subregiones, la superficie del do-

minio cercana al frente de grieta debe de recoger el comportamiento singular del campo de ten-

siones en esa zona. Para ello se han ideado algunos elementos especiales, como el elemento sin-

gular a 1/4 propuesto por Martı́nez y Domı́nguez (1998) en 2D y Ariza et al. (1997) en 3D.

Mediante esta técnica se han obtenido tradicionalmente buenos resultados para un gran número

de problemas de Mecánica de la Fractura. Sin embargo, es evidente que la principal virtud de el

MEC, consistente en la necesidad de discretizar tan solo el contorno del problema, se aprovecha

solo en parte.
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2.2. Ecuación Integral de Contorno en Tracciones

La formulación mixta del MEC consiste en plantear una ecuación distinta sobre una de las

superficies de la grieta: la EIC en tracciones. Ésta se obtiene por derivación de la EIC en despla-

zamientos en el punto de colocación, combinación lineal de las nuevas ecuaciones siguiendo la

ley de comportamiento del material y proyección sobre la normal externa unitaria en dicho punto

de colocación, de forma que en el término libre de la ecuación aparece una componente de las

tracciones en dicho punto. Ası́, para un punto de colocación perteneciente a la grieta tendremos

la siguiente expresión

pl(y) +

∫

Γ

s∗lmk(x,y)Nm(y)uk(x)dΓ−
∫

Γ

d∗lmk(x,y)Nm(y)pk(x)dΓ = 0 (2.12)

donde d∗lmk y s∗lmk son combinaciones lineales de las derivadas en el punto de colocación de

u∗lk y p∗lk respectivamente, y N(y) es la normal externa unitaria en ese punto. La existencia de

un lı́mite en el contorno de esta ecuación requiere que el campo u en el punto de colocación sea

continuo del tipo C1,α. Este requerimiento fue puesto de manifiesto por Martin y Rizzo (1996) y

Martin et al. (1998).

Las expresiones de los núcleos d∗lmk y s∗lmk para el caso isótropo y estático son las siguientes

d∗lmk(x,y) =
1

8π(1− υ)

1

r2
{(1− 2υ)(δklr,m + δkmr,l − δlmr,k) + 3r,lr,mr,k} (2.13)

s∗lmk(x,y) =
µ

4π(1− υ)

1

r3

{

3
∂r

∂n
[(1− 2υ)δlmr,k +

υ(δklr,m − δkmr,l)− 5r,lr,mr,k] + 3υ(nlr,mr,k + nmr,lr,k) + (2.14)

(1− 2υ)(3nkr,lr,m + nmδlk + nlδmk)− (1− 4υ)nkδlm}

Nótese que el término libre de (4.5) se ha escrito con un coeficiente clk=1 para l = k. Esto es

porque, suponiendo que la superficie de la grieta es suave y realizando el mismo tipo de paso al

lı́mite de la EIC en desplazamientos, se tendrı́a el siguiente término libre

σlm(y
+)Nm(y

+)− 1
2
σlm(y

+)Nm(y
+) + σlm(y

−)Nm(y
+)− 1

2
σlm(y

−)Nm(y
+) (2.15)

siendo y+ e y− puntos coincidentes pero pertenecientes a un labio y a otro de la grieta, σlm

son las tensiones y Nm(y
+) es la normal en el punto de colocación. Si suponemos que la grieta
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está autoequilibrada, es decir, que la distribución de tracciones es la misma en uno y otro labio

pero de distinto signo, se tendrá que

pl(y
+) = −pl(y−) (2.16)

σlm(y
+) = σlm(y

−) (2.17)

Por tanto, el término libre se puede poner como

pl(y
+)− 1

2
pl(y

−) + pl(y
+)− 1

2
pl(y

+) = pl(y
+) (2.18)

La hipótesis anterior simplifica la ecuación y no es en absoluto restrictiva, ya que se cumple en

la inmensa mayorı́a de problemas de interés en Mecánica de la Fractura, siendo lo más frecuente

que se den tracciones nulas en las superficies de la grieta.

Ası́ pues, con la formulación mixta del MEC se puede plantear la EIC en desplazamientos en

los puntos de colocación del contorno externo y de una de las superficies de la grieta, mientras

que en los de la otra superficie se escribe la EIC en tracciones. De esta forma queda solventado

el problema de la degeneración del sistema de ecuaciones que supone la presencia de la grieta,

y se tiene un sistema de ecuaciones que permite hallar todas las incógnitas nodales. Se consigue

ası́ que tan solo sea necesario discretizar el contorno externo y la superficie de la grieta, evitando

la división en subdominios.

Análogamente a lo que ocurre con u∗lk y p∗lk, si se analizan las expresiones (2.13) y (2.14) se

puede observar que:

d∗lmk(y
+) = d∗lmk(y

−) (2.19)

s∗lmk(y
+) = −s∗lmk(y

−) (2.20)

siendo de nuevo y+ e y− puntos coincidentes pero pertenecientes a un labio y a otro de la grieta.

La primera de las expresiones anteriores indica que tendrán el mismo valor aquellos términos

de la matriz G del sistema correspondientes a nodos coincidentes pero pertenecientes a distintas

caras de la grieta. En el caso de grietas autoequilibradas que se citaba anteriormente, esto supone

que todos los términos de esta matriz, al multiplicarlos por las tracciones en la grieta, darán lugar

a términos nulos, salvo los correspondientes a la diagonal, que engloban al término libre. Este

hecho evita en la mayorı́a de los casos prácticos la integración sobre los elementos de la grieta

para la evaluación de los términos de G.
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La segunda igualdad indica justo lo contrario y tiene una mayor relevancia. Al igual que

ocurrı́a con la EIC en desplazamientos, los desplazamientos de estos nodos coincidentes van mul-

tiplicados por coeficientes iguales pero de distinto signo, lo cual quiere decir que podrı́amos sacar

factor común y trabajar con una variable que serı́a la diferencia entre estos desplazamientos.

u(y+)− u(y−) = DAG

Esta nueva variable es el Desplazamiento de Apertura de Grieta (DAG), que es suficiente para

calcular el Factor de Intensidad de Tensiones (FIT). Este Factor caracteriza el campo tensional en

el frente de grieta y es lo que generalmente se pretende hallar en un problema de Mecánica de la

Fractura.

Ası́ pues, para resolver un problema de este tipo bastarı́a con discretizar tan solo una de las su-

perficies de la grieta y trabajar con el DAG como incógnita nodal. Esto simplifica la discretización,

el proceso de obtención de las ecuaciones del sistema y la resolución del mismo. En el apartado

2.6 se tratará con más detalle el esquema de integración, discretización y construcción del sistema

de ecuaciones con la formulación mixta del MEC desarrollada.

Hasta ahora solo se han enumerado las ventajas de la EIC en tracciones pero es cierto que

como contrapartida se deben solventar algunas dificultades numéricas en su implementación,

como se comenta en los dos siguientes apartados.

2.2.1. Método de Colocación Múltiple (MCM)

La primera dificultad en la implementación de la EIC en tracciones radica en el requerimiento

de continuidad C1,α en el punto de colocación, como se mencionó anteriormente. Esta condi-

ción ha sido objeto de discusión por parte de diversos autores. Algunos de ellos, han defendido

que basta con satisfacer algunas condiciones relajadas de continuidad. Cruse y sus colaboradores

(Huang y Cruse, 1994, Cruse y Richardson, 1996, Richardson et al., 1997) han mantenido esa pos-

tura y han obtenido buenos resultados en diversos problemas, aunque no ha sido demostrado

que estas condiciones relajadas de continuidad sean teóricamente suficientes. En cualquier caso,

diversos trabajos muestran la necesidad de que el campo de desplazamientos cumpla el requer-

imiento de continuidad C1,α para la existencia analı́tica de un lı́mite en el contorno (Krishnasamy

et al., 1990, Tanaka et al., 1994, Martin y Rizzo, 1996, Martin et al., 1998).

Para cumplir rigurosamente este requerimiento de continuidad, diversos autores han aplicado
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distintas técnicas. Una de ellas es el empleo de elementos especiales que garanticen este tipo de

continuidad entre unos elementos y otros, como propusieron Sladek et al. (1992) y Young (1996).

El inconveniente que ofrece esta técnica es que la implementación de este tipo de elementos en un

código de elementos de contorno es complicada. Otra posibilidad es el empleo de elementos dis-

continuos, como hicieron Portela et al. (1992) y Mi y Aliabadi (1992), pero ello supone un aumento

del número de ecuaciones e incógnitas del sistema, con la complicación que ello conlleva.

En este trabajo se respeta el requerimiento de continuidad de una forma más sencilla. Se

trata de una extensión de la idea de Gallego y Domı́nguez (1996) para dos dimensiones, y que

Domı́nguez et al. (2000) extendieron a tres dimensiones, como queda recogido en la tesis de Ariza

(2002).

Esta técnica consiste en desplazar los puntos de colocación hacia dentro del elemento, en lugar

de situarlos en las posiciones nodales. De esta forma, si se trabaja con elementos cuadráticos, se

respeta automáticamente el requerimiento de continuidad en los puntos de colocación, al igual

que ocurre con elementos discontinuos. La diferencia con este tipo de elementos estriba en que

los desplazamientos y tracciones en el punto de colocación son referidos a las variables nodales

a través de las funciones de forma, de manera que las incógnitas siguen siendo dichas variables,

sin incorporar nuevas incógnitas. Por tanto, los elementos siguen siendo continuos.

Para cada nodo se consideran tantos puntos de colocación como elementos contengan al nodo

y ası́ se obtendrán otras tantas ecuaciones para cada grado de libertad nodal. Las ecuaciones fi-

nalmente se suman ponderadamente para dar lugar a una sola ecuación por grado de libertad. La

utilización de varios puntos de colocación por nodo ralentiza en parte el proceso de obtención del

sistema de ecuaciones, pero se obtienen matrices con mayor grado de simetrı́a y más equilibradas,

lo que mejora el posterior proceso de resolución del sistema.

La distribución de los puntos de colocación en los elementos empleados se representa en la

figura 2.2, mientras que en el apartado 3.3 se justifica numéricamente la posición más adecuada

para estos puntos.

2.2.2. Regularización

La segunda dificultad con la que hay que enfrentarse al trabajar con la EIC en tracciones es la

necesidad de integrar los núcleos hipersingulares (O ∼ r−3), que aparecen en los términos s∗lmk,

y fuertemente singulares (O ∼ r−2), que aparecen en los términos d∗lmk. Para ello se aplica en
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este trabajo el proceso de regularización propuesto por Domı́nguez et al. (2000) para problemas

de potencial y elasticidad en materiales isótropos, y Ariza y Domı́nguez (2004) para materiales

transversalmente isótropos.

En este apartado se describe a grandes rasgos este proceso, prescindiendo del rigor matemático

necesario para llevarlo a cabo. Para una revisión en profundidad se remite a los trabajos anterior-

mente citados y a la tesis de Ariza (2002).

El proceso de regularización planteado pasa por considerar un desarrollo en serie de Taylor

en el punto de colocación de dos términos para el campo de desplazamientos y de un término

para el de las tracciones.

uk(x) = uk(y) + uk,h(y)(xh − yh) +O(r1+α) (2.21)

pk(x) = σkh(x)nh(x) = σkh(y)nh(x) +O(rα) (2.22)

Estos términos se sustraen del campo de desplazamientos y tracciones de la EIC en tracciones,

y dan lugar por otro lado a nuevos términos en la ecuación, tal y como aparece en la ec. (2.23).

pl(y) +

∫

Γ

{s∗lmkNm [uk(x)− uk(y)− uk,h(y)(xh − yh)]− d∗lmkNm [pk(x)− pk(y)]} dΓ

+uk(y)

∫

Γ

s∗lmkNmdΓ + uk,h(y)

∫

Γ

s∗lmkNm(xh − yh)dΓ− pk(y)

∫

Γ

d∗lmkNmdΓ = 0

(2.23)

Sobre esta nueva ecuación será sobre la que se realize el paso al lı́mite en el contorno, según

se detalla en las referencias citadas anteriormente.

Las integrales en las que aparece la diferencia entre los campos de desplazamientos y trac-

ciones y sus desarrollos en serie son evaluables numéricamente sin dificultad, ya que son de

orden débilmente singular. Para ello se emplea una técnica tradicional en elementos de contorno

(Lachat y Watson, 1976) consistente en dividir la integración sobre el elemento en regiones trian-

gulares, realizando una transformación de coordenadas cuyo jacobiano cancela la singularidad

del integrando.

Los nuevos términos que aparecen en la EIC en tracciones son regularizados mediante la apli-

cación fundamentalmente del teorema de Stokes, y dan lugar a integrales de superficie y de lı́nea

sobre el contorno Γ. Estas integrales son regulares o débilmente singulares, con lo que pueden

ser evaluadas sin dificultad. En la ec. (2.24) quedan recogidas en los términos Ilk, Jlhk y Klk. Sus
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expresiones para materiales isótropos y transversalmente isótropos pueden ser consultadas en los

trabajos de Ariza y Domı́nguez citados anteriormente.

pl(y) +
∫

Γ
{slmkNm [uk (x)− uk(y)−uk,h(y)(xh − yh)] −

dlmkNm [pk (x)− pk(y)]} dΓ + (2.24)

[uk(y)Ilk + uk,h(y)Jlhk + pk(y)Klk] +

Hay que hacer notar que este proceso de regularización se realiza de forma analı́tica y previ-

amente a cualquier discretización. Esto quiere decir que, una vez realizado el esfuerzo analı́tico

para obtener la expresión anterior, solo quedará discretizarla en elementos de contorno, en la

forma en que se detalla en los apartados 2.3 y 2.6.

El proceso de regularización se tratará con mayor profundidad cuando se presente la formu-

lación mixta del MEC para materiales piezoeléctricos desarrollada en esta tesis (capı́tulo 5).

2.3. Implementación de la EIC en tracciones

La discretización de la EIC en tracciones regularizada (ec. 2.24) se realiza de forma análoga a

la de la EIC en desplazamientos. Sin embargo, el proceso de regularización que se ha de aplicar a

la primera hace recomendable la aplicación de dicha regularización a tan solo una zona cercana al

punto de colocación, que es donde se dan los problemas de integración de núcleos hipersingulares

y fuertemente singulares, y en el resto de la discretización aplicar la ecuación sin regularizar.

Ası́ pues, la ecuación que se implementa finalmente en el código de elementos de contorno es

la siguiente

pl(y) +

∫

Γ0

{slmkNm [uk (x,)− uk(y)−uk,h(y(xh − yh)] −

dlmkNm [pk (x)− pk(y)]} dΓ +
[
uk(y)I

0
lk + uk,h(y)J

0
lhk + pk(y)K

0
lk

]
+

∫

Γ−Γ0

{
sSlmk(x,y)Nm(y)uk(x)− dSlmk(x,y)Nm(y)pk(x)

}
dΓ (2.25)

donde Γ0 es la región sobre la que se aplica el proceso de regularización. En este trabajo se ha

mantenido el criterio adoptado en la tesis de Ariza (2002), consistente en considerar esta región

como el elemento que contiene al punto de colocación.
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Esta estrategia simplifica el proceso de regularización, pero obliga a evaluar integrales cuasi

singulares de orden de hasta r−3 en los elementos próximos al punto de colocación. La evaluación

de este tipo de integrales se discutirá en el capı́tulo siguiente.

2.4. Elementos empleados para la discretización.
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Figura 2.2: Elementos cuadráticos curvos empleados en la discretización del contorno, en coorde-

nadas cartesianas y naturales. Se representan los nodos (◦) y los puntos de colocación (×) cuando

se aplica el Método de Colocación Múltiple.

Para discretizar tanto el contorno externo (cuando éste existe) y la superficie de la grieta

se emplean elementos cuadráticos, lagrangianos e isoparámetricos, triangulares (de 6 nodos) o

cuadriláteros (de 9 nodos). En la fig. 2.2 se presentan estos elementos en su forma generalizada

en coordenadas cartesianas y en coordenadas naturales. Marcados con una X se encuentran los

puntos de colocación considerados sobre cada elemento cuando se aplica la técnica de multicolo-

cación al plantear la EIC en tracciones.



30 Formulación mixta del MEC para problemas 3D de Mecánica de la Fractura Elástica y Lineal

2.5. Mecánica de la Fractura: campo asintótico de desplazamien-

tos y tensiones

En problemas de Mecánica de la Fractura se estará interesado en caracterizar el campo de ten-

siones y desplazamientos que tiene lugar en presencia de una grieta. El análisis de estos campos

en las cercanı́as del frente de grieta dará la información necesaria acerca de la tendencia de la

grieta a propagarse y su modo de propagación.

Dentro del enfoque de la Mecánica de la Fractura Elástica Lineal, Irwin (1957) obtuvo las ex-

presiones del campo asintótico de tensiones y desplazamientos en un problema plano y para un

material isótropo, mientras que las expresiones de los campos tridimensionales fueron obtenidas

por Kassir y Sih (1966). Estas últimas se recogen en las expresiones (2.26) y (2.27), en las que las

componentes de desplazamientos y tensiones y sus expresiones vienen referidas a las coorde-

nadas locales que aparecen en la fig. 2.3. Estas expresiones son válidas para valores de r mucho

menores que la dimensión de la grieta en sentido normal al frente de grieta, es decir, en ellas se

recogen los términos dominantes del campo asintótico de desplazamientos y tensiones.

σnn =
KI(s)√
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y
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Figura 2.3: Coordenadas locales en el frente de grieta referidas a los distintos modos de apertura.

Las direcciones n y t se encuentran en el plano tangente a la superficie de la grieta, siendo n

normal al frente de grieta y t tangencial al mismo. La dirección z es perpendicular a dicho plano.

El sistema polar r-θ se encuentra en el plano n-z, mientras que la coordenada s recorre el frente de

grieta.

Como se aprecia en (2.26), el campo singular de tensiones (singularidad del tipo 1/
√
r) viene

caracterizado por los Factores de Intensidad de Tensiones (FIT) KI , KII , y KIII , asociados los

distintos modos fundamentales de apertura de una grieta (fig. 2.4). Los FIT definen por tanto

la solución de un problema de Mecánica de la Fractura Elástica Lineal, como es el caso que nos

ocupa.
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Figura 2.4: Posibles modos de apertura de una grieta.

Los FIT se pueden definir de forma genérica, y para cualquier tipo de comportamiento del

material, según (2.28).

KI = ĺım
r→0

√
2πr σzz|θ=0

KII = ĺım
r→0

√
2πr σnz|θ=0 (2.28)

KIII = ĺım
r→0

√
2πr σtz|θ=0

Hay que tener en cuenta sin embargo que hay situaciones en las que las expresiones (2.26) y

(2.27) del campo asintótico en las cercanı́as del frente de grieta no son correctas, como es el caso en

que el frente de grieta intersecta con un borde libre del contorno. En este caso el frente de grieta no

es continuo, violándose ası́ una de las hipótesis bajo las que se obtienen las expresiones del campo

asintótico. Esta es una situación compleja que ha sido abordada por muy diversos autores desde

distintos puntos de vista. Quizá sea Folias (1975) el primer autor en abordar esta cuestión desde

un punto de vista tridimensional y advertir un cambio en el orden de la singularidad del campo

de tensiones en torno al punto de intersección del frente de grieta con el contorno o borde libre

(también denominado esquina de aquı́ en adelante), ası́ como la influencia del módulo de Poisson.

Bazant et al. (1979), basándose en criterios energéticos, analizaron la influencia del ángulo de

incidencia del frente de grieta con el borde libre sobre el grado de singularidad del campo de

tensiones, y llegaron a la conclusión de que una grieta en propagación tiende a formar con el

borde libre un ángulo crı́tico para el que se mantiene la singularidad del tipo 1/
√
r. Este ángulo

crı́tico es diferente para los modos I y los modos II y III, siendo también distinto el grado de la
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singularidad del campo de tensiones en función del ángulo para los distintos modos (Benthem,

1980, Bazant et al., 1979). Si esta singularidad es del tipo 1/rλ, el parámetro λ será un indicador

de este grado de singularidad, y lo habitual será que λ = 0,5. En el entorno de la esquina, para un

ángulo recto de intersección, se tendrá para el modo I que λ < 0,5 mientras que en los modos II

y III λ > 0,5. Esto lleva a que cuando se hallan numéricamente los FIT en esa zona, manteniendo

la definición dada en (2.28), se tiene que teóricamente KI tenderá a cero mientras que KII y KIII

tenderán a infinito.

Un trabajo muy ilustrativo y práctico sobre este fenómeno es el desarrollado por Nakamura

y Parks (1988) para modo I y por los mismos autores (Nakamura y Parks, 1989) para modos II y

III. Mediante un análisis por elementos finitos de una placa delgada con una grieta pasante, ana-

lizan el grado de singularidad del campo de tensiones, las zonas de aplicación aproximada de las

hipótesis de tensión o deformación plana, la zona donde el efecto de la esquina es significativo, el

efecto del módulo de Poisson y el acoplamiento de los modos II y III (bajo una carga antisimétrica

en el plano asociada a modo II aparecen por efecto Poisson tensiones correspondientes a modo

III).

Nakamura y Parks concluyen que para r ≥ 1,5t (siendo r la distancia al frente de grieta y t

el espesor de la placa) se cumplen las hipótesis de tensión plana, que se supone generalmente

de aplicación en una placa delgada. Ya en zonas más cercanas al frente de grieta (r ≤ 0,5t) se

observan variaciones del campo de tensiones a lo largo del espesor, y en la zona muy cercana al

frente de grieta (r ≤ 0,005t) predomina un estado de deformación plana. Finalmente, el efecto de

la esquina es apreciable para r ≤ 0,03t (r ≤ 0,008a según predice Agrawal y Kishore, 2001 a partir

de un análisis numérico aplicando el MEC sobre un especı́men con una grieta recta central de

tamaño 2a). Los tamaños de estas zonas de transición son iguales para carga simétrica (modo I) o

antisimétrica (modos II y III), y resultan prácticamente independientes del módulo de Poisson. En

cuanto a la aparición de modo III acoplado con el modo II, el factor KIII resulta creciente desde

el centro de la placa hacia el exterior, y aunque KII y KIII tiendan a infinito en el borde libre,

la relación KIII/KII se encuentra acotada y depende del módulo de Poisson y del ángulo que

forman el frente de grieta y la superficie libre (Nakamura y Parks, 1989, Benthem, 1980).

El tamaño de las zonas de transición, especialmente la zona de influencia de la esquina, es

demasiado pequeño como para ser captado claramente su efecto con las discretizaciones que nor-

malmente se emplean en el análisis numérico de este tipo de problemas (Nakamura y Parks, 1989,

Kacianauskas et al., 2005, Agrawal y Kishore, 2001)). Además, y tal y como advierten también
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Nakamura y Parks (1988,1989), estos resultados serán matizados en la realidad por la presencia

de una zona plástica en torno al frente de grieta, y su consideración práctica dependerá de la

influencia de dicha zona. No obstante, estos estudios resultarán de interés para analizar la propa-

gación de grietas en estas situaciones, especialmente en materiales frágiles.

El hecho de que KII , bajo su definición habitual, tienda a infinito en el borde libre llevarı́a a

pensar que bajo modo mixto o carga antisimétrica la grieta empezarı́a a propagarse en el borde

libre (lo cual parece ser coherente con los resultados experimentales obtenidos por Aoki et al.

(1990)). Esta forma de propagación llevarı́a a una forma convexa del frente de grieta, contraria a

la forma habitual que presenta cuando se propaga en modo I. Determinado comportamiento del

suelo en planos de deslizamiento de fallas puede ser un ejemplo de esta situación (Nakamura y

Parks, 1989), si bien es cierto que normalmente la grieta cambiará precisamente de dirección para

propagarse en modo I y este fenómeno no sea apreciable.

Por otro lado, Murakami y Natsume (2002) consideran paradójico que KIII se haga infinito

en el borde libre cuando debiera ser nulo por condición de contorno en el borde libre. Según estos

autores, KIII se hace singular en una zona infinitesimal, concluyendo que el efecto de la esquina

puede ser despreciado, en contraposición a las observaciones de Jin y Noda (1994), que advierten

de la importancia de la consideración del modo III en placas que no sean ”muy delgadas”. Mu-

rakami y Natsume (2002) comprueban también que se obtiene una singularidad del tipo 1/
√
r

para los modos II y III a lo largo de todo el frente de grieta cuando la grieta forma con el borde

libre el ángulo crı́tico predicho por Bazant et al. (1979) y Pook (1994).

Este último autor presenta unos interesantes resultados acerca de la influencia del módulo de

Poisson y el grado formado por el frente de grieta y la superficie libre sobre el grado de singulari-

dad del campo de tensiones. En base a este estudio concluye que el efecto de la esquina tiene poca

importancia desde un punto de vista práctico para modo I, mientras que sugiere un modelo de

grieta con forma de porción de elipse, y no semielipse, para el estudio de crecimiento de grietas

por fatiga en modo II, de forma que el frente de grieta forme con la superficie libre el ángulo

crı́tico correspondiente.

A la vista de todos estos resultados y conclusiones teóricas, analı́ticas o numéricas, en parte

contradictorias entre sı́, resulta necesario obtener alguna evidencia experimental sobre la influen-

cia de la esquina en el campo de tensiones y la propagación de la grieta, especialmente en modos

II y III. Para ello se podrı́a llevar a cabo un estudio similar al llevado a cabo por Heyder et al.

(2005) para modo I, en el que se comprueba que efectivamente la grieta se propaga formando o
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tendiendo a formar siempre el ángulo crı́tico para el que se recupera la singularidad 1/
√
r, tal y

como predecı́an Bazant et al. (1979).

Aunque no sea el objetivo principal de esta tesis, el efecto de la esquina será tenido en cuenta

en al análisis de algunos de los problemas que se aborden. En los casos transversalmente isótropo

y piezoeléctrico los campos asintóticos en torno al frente de grieta son del mismo tipo que en el

caso isótropo, y el concepto de los FIT sigue siendo de aplicación. En el caso piezoeléctrico aparece

además una singularidad del tipo 1/
√
r en torno al frente de grieta en el campo de inducción o

desplazamiento eléctrico. Esto da lugar a la definición de un Factor de Intensidad de Desplaza-

miento Eléctrico. En cuanto al efecto de la esquina, el autor no conoce estudios previos sobre su

efecto en estos materiales no isótropos, aunque es de esperar que el efecto sea similar. En cualquier

caso, los resultados obtenidos serán estudiados con más detalle en los capı́tulos correspondientes.

2.5.1. Evaluación de los Factores de Intensidad de Tensiones (FIT)

Para evaluar los FIT, tal y como se definieron en (2.28), se emplean elementos a 1/4 tridimen-

sionales. Estos elementos reproducen el comportamiento del tipo
√
r de los desplazamientos en

el frente de grieta. Se utilizan elementos de este tipo a lo largo de dicho frente y a partir del DAG

de los nodos a 1/4 (nodos 4, 8 y 9 en la fig. 2.5) se puede obtener la evolución del FIT a lo largo

del frente de grieta. Para que este tipo de elementos funcionen correctamente, se han de construir

con las lı́neas 1-8-7, 2-9-6 y 3-4-5 normales al frente de grieta. También han de ser planos, aunque

Ariza (2002) llegó a obtener buenos resultados para grietas no planas con elementos a 1/4 con

curvatura pequeña.

De esta forma, y gracias a la ubicación de los nodos a 1/4, se puede comprobar que se cumple

la siguiente relación

ξ2 = 2
√

(r/L)− 1
siendo r la coordenada natural correspondiente a un sistema de coordenadas polar contenido

en un plano perpendicular al frente de grieta y con su origen situado en el frente de grieta, y L la

longitud del elemento a 1/4 en sentido normal al frente de grieta.

Del desarrollo de las funciones de interpolación a lo largo de las lı́neas del elemento normales

al frente de grieta, sustituyendo ξ2 por su relación con r, se tiene que

u = u1 + (−3u1 − u7 + 4u8)

√
r

L
+ (2u1 + 2u7 − 4u8) r

L
(2.29)
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Figura 2.5: Elemento a 1/4 tridimensional en coordenadas cartesianas en su forma más general y

en coordenadas naturales

La expresión (2.29) es válida para lı́nea recta formada por los nodos 1-8-7. Para las lı́neas

formadas por los nodos 2-9-6 y 3-4-5 las expresiones serı́an análogas.

Para r=L/4 el desplazamiento obtenido será el del nodo a 1/4 (u8 en la expresión 2.29), que

se puede igualar al valor del desplazamiento según (2.27) particularizada para r = L/4 y de

ahı́ obtener la expresión que permite obtener los FIT a partir de los desplazamientos de los nodos

a 1/4 para materiales isótropos.

Aunque las expresiones (2.27) vienen en función del campo de desplazamientos, es más prácti-

co trabajar con el campo del DAG, que es el que realmente caracteriza la apertura de la grieta y

resulta independiente del origen del sistema de coordenadas. Atendiendo a la simetrı́a de las

expresiones (2.27), éstas se podrı́an poner en función del DAG sin más que tener en cuenta que

DAG=2u. De esta forma, se puede escribir finalmente la relación entre los DAG de los nodos a 1/4

y los FIT para los distintos modos de apertura de grieta en un material isótropo según (2.30).

KI =
µ

2(1− ν)

√

2π

L
∆uz

KII =
µ

2(1− ν)

√

2π

L
∆un (2.30)

KIII =
µ

2

√

2π

L
∆ut

donde µ es el módulo de elasticidad transversal del material, ν el módulo de Poisson, ∆ui el

DAG del nodo a un cuarto (según las direcciones representadas en la fig. 2.3) y L la longitud del

elemento en la dirección normal al borde de la grieta.



2.6 Construcción y organización del sistema de ecuaciones 37

En general, el campo asintótico de desplazamientos, o más convenientemente, del DAG, se

puede escribir de forma genérica y simbólica como

∆u = K · f(θ)
√
r (2.31)

donde K son los FIT y f es una función de la coordenada polar θ y las constantes elásticas

del material Cij . Particularizando esta expresión para r = L/4, θ = 0, e igualándola con los

desplazamientos de los nodos a 1/4 se obtienen los FIT a partir de estas incógnitas nodales.

Los casos particulares de materiales transversalmente isótropos y piezoeléctricos se tratarán

en sus capı́tulos correspondientes.

2.6. Construcción y organización del sistema de ecuaciones

En este apartado se pretende dar una visión general acerca de cómo se plantea la formulación

mixta del MEC desarrollada, pretendiendo servir de explicación práctica e incluso de guı́a básica

para su implementación en un código de elementos de contorno. Para ello se presentará un esque-

ma sobre el proceso de construcción del sistema de ecuaciones necesario para resolver problemas

de Mecánica de la Fractura, distinguiendo entre distintas configuraciones posibles del medio que

contiene a la grieta: grieta inmersa en un medio infinito, grieta inmersa en el interior de un medio

finito, y grieta que intersecta con el contorno externo del problema (lo que se denominará de

aquı́ en adelante como grieta de borde).

Como ya se ha adelantado anteriormente, la formulación mixta del MEC (denominada tam-

bién formulación dual por otros autores) debe su nombre al empleo tanto de la EIC en desplaza-

mientos (formulación clásica) como la EIC en tracciones (formulación hipersingular). Mediante

el empleo de ambas ecuaciones se pretende generar una formulación lo más robusta, eficiente y

versátil posible, aprovechando al máximo las ventajas que ofrece el MEC frente a otros métodos

numéricos.

En los siguientes esquemas, para el sistema de ecuaciones clásico H·u = G·t se distinguirá en-

tre tres tipos de subcontornos:

-e: contorno externo

-c+ y c−: una y otra cara de la grieta

Los indicadores (e, c+ y c−) se utilizarán simbólicamente como subı́ndices de submatrices
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de G y H y de los vectores t y u. El primer subı́ndice de las submatrices indicará que se trata

de ecuaciones construidas con puntos de colocación sobre nodos pertenecientes al subcontorno

indicado, mientras que el segundo subı́ndice indica el subcontorno sobre el que se integra la

solución fundamental que corresponda. Los subı́ndices de los vectores indicarán el subcontorno

al que pertenecen las variables nodales.

A continuación se describe la forma en que obtiene el sistema de ecuaciones a resolver para

las distintas configuraciones de grieta.

Grieta en medio infinito

En este caso tan solo es necesario discretizar la superficie de la grieta, quedando definido

ası́ exactamente que la grieta se encuentra inmersa en un medio infinito. No es preciso por tanto

discretizar el medio o un subdominio hasta una distancia suficientemente lejana a la grieta, como

ocurre con otros métodos de dominio (por ejemplo el Método de los Elementos Finitos) o en la

formulación clásica del MEC, con los que se obtiene tan solo un modelo aproximado del medio

infinito, además de resultar más compleja la discretización.

Haciendo uso de la formulación hipersingular, considérese tan solo las ecuaciones que se ob-

tienen con puntos de colocación sobre una de las superficies de la grieta (ec. 2.32)

(

Hc+c+ Hc+c−

)




uc+

uc−



 =
(

Gc+c+ Gc+c−

)




tc+

tc−



− (t+) (2.32)

El último término que aparece en la ec. (2.32) corresponde al término libre en tracciones de la

formulación hipersingular. Teniendo en cuenta las relaciones (2.19) y (2.20) se tendrá que:

Hc+c+ = −Hc+c−

Gc+c+ = Gc+c−

Definiendo el DAG como ∆u = uc+ − uc− , y considerando que la grieta se encuentra au-

toequilibrada, que es lo más habitual (tc+ = −tc−), se tiene que el sistema con el que se trabaja

finalmente será

Hc+c+ ·∆u = tc+ (2.33)

La EIC que se implementará (escrita de forma simbólica por simplicidad) será por tanto la

siguiente:
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∫

Γ
c+

s∗ ·N ·∆u = −tc+ (2.34)

Hay que recalcar que aunque se discretice tan solo una de las superficies de la grieta, realmente

se está modelando con ello la existencia de una grieta con sus dos superficies coincidentes. La

condición de contorno más habitual en estos casos es la existencia de una presión interna en la

grieta (tracciones conocidas), y se obtendrá como solución del problema el DAG en la grieta.

Imponer una presión interna en la grieta supone resolver el mismo problema clásico en el que la

grieta es sometida a tracción en el infinito.

Grieta en medio finito

En el caso en que se tenga una grieta en un medio finito, será necesario discretizar el contorno

externo además del de la grieta. Si consideramos las ecuaciones construidas a partir de puntos de

colocación en una de las caras de la grieta (EIC en tracciones) y en el contorno externo (EIC en

desplazamientos) se tendrá el siguiente sistema simbólico de ecuaciones.




Hc+c+ Hc+c− Hc+e

Hec+ Hec− Hee












uc+

uc−

ue







+








0

0

c · ue







=




Gc+c+ Gc+c− Gc+e

Gec+ Gec− Gee












tc+

tc−

te







−








t+

0

0








(2.35)

En el primer miembro de la ec. (2.35) se ha introducido un vector con el término libre de la

EIC en desplazamientos, afectado por el coeficiente c que depende de la geometrı́a del contorno

y que para un punto del contorno suave adopta el valor de 1/2. Estos coeficientes se pueden

hallar a partir de consideraciones geométricas, pero es más sencillo hallarlo a partir del resto

de coeficientes de la matriz H mediante la condición de que un movimiento de sólido rı́gido

no produce tensiones ni por tanto tracciones (véase por ejemplo el libro de Domı́nguez, 1993).

Atendiendo de nuevo a las relaciones (2.19) y (2.20), y sus análogas para la formulación clásica

(2.9) y (2.10) se tendrá que

Hc+c+ = −Hc+c− Hec+ = −Hec−

Gc+c+ = Gc+c− Gec+ = Gec−
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Considerando de nuevo el caso más habitual de grieta autoequilibrada, que incluye el caso

más frecuente en que las tracciones en la grieta sean nulas, se llega finalmente al sistema (2.36)




Hc+c+ Hc+e

Hec+ Hee








∆u

ue



+




0

c · ue



 =




Gc+e

Gee





(

te

)

−




t+

0



 (2.36)

Las variables nodales del problema serán el DAG y tracciones (autoequilibradas) en la super-

ficie de la grieta, y desplazamientos y tracciones en los nodos del contorno externo.

Las EIC a utilizar serán las que aparecen simbólicamente escritas en (2.37).

∫

Γ
c+

s∗ ·N ·∆u+
∫

Γe

s∗ ·N · ue =
∫

Γe

d∗ ·N · te − tc+ si pto. coloc. ∈ Γc+

c · ue +
∫

Γ
c+

p∗ ·∆u+
∫

Γe

p∗ · ue =
∫

Γe

u∗ · te si pto. coloc. ∈ Γe (2.37)

Grieta de borde

En esta configuración se tendrá un grieta que intersecta con el contorno externo del problema.

El esquema seguido en los casos anteriores, en los que solo se discretiza una cara de la grieta,

sobre cuyos puntos de colocación se escribe la EIC en tracciones y se trabaja con el DAG como

incógnita nodal, se podrı́a mantener en este caso pero serı́a necesario hacer algún cambio en el

esquema de colocación o el tipo de elementos a emplear.

Para escribir la EIC en tracciones es necesario que la geometrı́a del contorno en el punto de

colocación sea suave para que las tracciones estén unı́vocamente definidas, y además se ha de

cumplir el requerimiento de continuidad C1,α en dicho punto. Estas condiciones no se dan pre-

cisamente en la intersección de la grieta con el contorno externo, donde se produce además una

discontinuidad en el campo de desplazamientos. Para solventar estas dificultades, una opción

serı́a el empleo de elementos discontinuos o al menos semidiscontinuos, siguiendo un esquema

similar al utilizado por Garcı́a et al. (2004) en 2D, aunque en 3D resultarı́a bastante más complejo.

En la formulación mixta que aquı́ se presenta, y que ya fue desarrollada ası́ por Ariza (2002), se

opta por discretizar ambas caras de la grieta, escribiendo en una de ellas la EIC en desplazamien-

tos y en otra la EIC en tracciones. De esta forma los elementos pueden seguir siendo continuos y

se obtienen además resultados cuya visualización e interpretación resulta más sencilla.

De esta forma, el sistema de ecuaciones que se construye es el que aparece en (2.38).
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






Hc+c+ Hc+c− Hc+e

Hc−c+ Hc−c− Hc−e

Hec+ Hec− Hee















uc+

uc−

ue







+








0

1/2uc+ + 1/2uc−

c · ue







=








Gc+c+ Gc+c− Gc+e

Gc−c+ Gc−c− Gc−e

Gec+ Gec− Gee















tc+

tc−

te







−








t+

0

0








(2.38)

En este sistema aparecen los desplazamientos de una y otra cara de la grieta en el término

libre de la EIC en desplazamientos escrita sobre la grieta, lo que impide que se pueda trabajar con

el DAG a partir de la EIC en desplazamientos, tal y como se explicó anteriormente (ec. 2.11). Al

mantener como incógnitas nodales los desplazamientos en una y otra cara de la grieta, el primer

miembro de (2.38) no se puede simplificar. En el segundo miembro se pueden seguir haciendo

las mismas consideraciones sobre grieta autoequilibrada e igualdad de términos asociados a la

integración sobre una y otra cara de la grieta, por lo que se cancelan los términos que multiplican

a las tracciones nodales en la grieta, salvo el término libre de la EIC en tracciones.

De esta forma queda el sistema simplificado que se recoge en (2.39).








Hc+c+ Hc+c− Hc+e

Hc−c+ Hc−c− Hc−e

Hec+ Hec− Hee















uc+

uc−

ue







+








0

1/2uc+ + 1/2uc−

c · ue







=








Gc+e

Gc−e

Gee








(

te

)

−








t+

0

0








(2.39)

Las EIC que habrá que utilizar se pueden escribir simbólicamente como se recoge en (2.40).
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∫

Γ
c+

s∗ · N · uc+ +
∫

Γ
c−

s∗ · N · uc− +
∫

Γe

s∗ · N · ue = −tc+ +
∫

Γe

d∗ · N · te , si pto. coloc. ∈ Γc+

1

2
(uc+ + uc−) +

∫

Γ
c+

p∗ · uc+ +
∫

Γ
c−

p∗ · uc− +
∫

Γe

p∗ · ue =
∫

Γe

u∗ · te , si pto. coloc. ∈ Γc−

c · ue +
∫

Γ
c+

p∗ · uc+ +

∫

Γ
c−

p∗ · uc− +

∫

Γe

p∗ · ue =

∫

Γe

u∗ · te , si pto. coloc. ∈ Γe (2.40)

Normalización del sistema

El sistema de ecuaciones H · u = G · t considerado hasta ahora, ha de ser reorganizado para

constituir un sistema del tipo A · x = b donde en el vector x estarán las incógnitas nodales y

el vector b se construirá a partir de las variables nodales conocidas por condición de contorno,

multiplicadas por los términos de H o G, según corresponda.

Para que este sistema de ecuaciones sea resuelto de una forma más eficiente y el método resulte

más robusto, es conveniente que los coeficientes de la matriz A sean de un orden parecido. Del

mismo modo es deseable que los términos del vector b y del vector solución x sean también de

un orden similar. La forma de conseguir ésto en la medida de lo posible es lo que se entiende

aquı́ por normalización del sistema.

En este sentido, hay que tener en cuenta que tanto los términos de los vectores u y t, como

los de las matrices H y G son de un orden distinto. Si atendemos a la expresión de la solución

fundamental, hay que tener en cuenta que la solución en tracciones se obtiene por derivación de

la solución en desplazamientos y combinación según la ley de comportamiento del material. Si

se trabaja en unidades del sistema internacional, se tendrá que las constantes elásticas son del

orden de 1011, lo cual quiere decir que los términos de u∗lk son del orden de 1011 veces menores

que los de p∗lk. Cuando se obtienen los términos de la solución fundamental hipersingular se

vuelve a aplicar derivación y combinación según la ley de comportamiento, lo cual da lugar a

que los términos d∗lmk sean del mismo orden que los de p∗lk, mientras que los términos de s∗lmk

son del orden de 1011 veces superiores. En cuanto a las incógnitas nodales, los valores de los

desplazamientos serán también normalmente del orden de 1011 veces menores que las tracciones.

Para conseguir que el sistema de ecuaciones sea finalmente más o menos homogéneo lo que se

hace es multiplicar o dividir términos de H, G, u o t, por un factor que sea del orden de las cons-

tantes elásticas del material. En materiales isótropos, el factor elegido es el módulo de elasticidad
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transversal del material (µ), mientras que en materiales transversalmente isótropos se conside-

rará el factor C44 de la ley de comportamiento, que es el módulo de elasticidad transversal en el

plano de isotropı́a (definido en el capı́tulo 4).

En la ec. (2.41) se presenta un esquema de la forma en que se construye el sistema Ax=b

normalizado por medio de el factor µ. El subı́ndice c indica que se trata de EIC en desplazamientos

(ecuación clásica), mientras que el subı́ndice H indica que se trata de EIC en tracciones (ecuación

hipersingular). Ambos tipos de ecuaciones dan lugar a términos de H y G que pasan a formar

parte de la matriz A cuando multiplican a incógnitas del problema, mientras que el vector b

se construye a partir de estas matrices cuando multiplican a los valores de u o t conocidos por

condición de contorno (escritos como u o t).

A
︷ ︸︸ ︷

Gc · µ
Gh

Hc

Hh/µ

·
·
·
·

x
︷ ︸︸ ︷

tc/ · µ
th/ · µ
uc

uh

=

=

=

=

b
︷ ︸︸ ︷

Hc · uc
Hh/µ · uh
Gc · tc

Gh/µ · th

(2.41)

Según este esquema las tracciones que se obtengan como incógnitas del sistema deberán ser

multiplicadas posteriormente por el factor de normalización para obtener su verdadero valor.

Para el caso piezoeléctrico, la normalización del sistema se hace más complicada por intervenir

en la ley de comportamiento constantes de valores muy dispares. En al capı́tulo 5 se explicará co-

mo se realiza de forma muy sencilla el proceso de normalización para ese tipo de materiales.





Capı́tulo 3

Avances en el tratamiento numérico

de la EIC en tracciones

3.1. Introducción

En este capı́tulo se tratan aspectos numéricos relativos a la implementación de la EIC en trac-

ciones en el código de elementos de contorno desarrollado. Este análisis pretende servir como

justificación de la validez del método desarrollado, ası́ como mejorar en la medida de lo posible

la eficiencia del mismo.

Para ello se seguirán considerando problemas estáticos, ya que los núcleos hipersingulares y

fuertemente singulares, a los cuales se debe la dificultad en la implementación de esta ecuación,

están presentes tan solo en la parte estática de la solución fundamental, y no en la parte dinámica.

Esto es ası́ tanto para materiales isótropos como transversalmente isótropos y piezoeléctricos, por

lo que en la mayor parte del capı́tulo se considerarán materiales del primer tipo, ya que el código

sobre el que hay que trabajar es más sencillo y las conclusiones a las que se llegue serán aplicables

del mismo modo en otros tipos de materiales. No obstante, en estos casos se puede requerir un

mayor nivel de exigencia en la eficiencia numérica en algunos tipos de problemas, por lo que en

los capı́tulos posteriores se presentarán aplicaciones y estudios numéricos sobre algunos casos

concretos en materiales no isótropos.

45
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3.2. Evaluación de integrales cuasi-singulares

Como ya se comentó en el capı́tulo anterior, la EIC en tracciones es regularizada tan solo sobre

el elemento que contiene al punto de colocación. Esto obliga a integrar directamente los núcleos

hipersingulares y fuertemente singulares sobre los elementos próximos al punto de colocación.

En teorı́a, estas integrales son no singulares y por tanto se pueden integrar numéricamente

de forma directa, mediante una cuadratura simple de Gauss, por ejemplo. Sin embargo, es bien

sabido que la evaluación de este tipo de integrales puede ser delicada desde un punto de vista

numérico por su carácter cuasi-singular, y su evaluación ha de ser precisa debido al hecho de que

su peso en la construcción de los términos de las matrices G y H es muy significativo, especial-

mente cuando se trabaja con núcleos hipersingulares. Una evaluación imprecisa de este tipo de

integrales puede llevar por tanto a resultados finales erróneos.

Con el objeto de evaluar este tipo de integrales correctamente se puede pensar en principio

en la necesidad de considerar un número suficiente de puntos de integración, de forma que el

error que se cometa sea aceptable. Esta opción es válida siempre y cuando se tenga en cuenta que

este número dependerá del grado de proximidad del punto de colocación al elemento sobre el

que se integre. En caso contrario, si en el código de elementos de contorno se considera el mismo

número de puntos de integración en todas las situaciones, éste resultará ineficiente y el tiempo de

computación puede resultar excesivo si se utiliza un número elevado, mientras que será impreciso

si se utiliza un número demasiado pequeño.

El hecho de que el carácter singular de los núcleos a integrar aumenta con la aproximación

del punto de colocación al elemento sobre el que se integre, y que por tanto se requiere distinto

número de puntos de integración en función de la distancia relativa del punto de colocación al

elemento, hace que sea frecuente la programación de lo que se conoce como métodos adaptativos

de integración. Un estudio empı́rico sobre número de puntos de integración, posición del punto

de colocación respecto del elemento de integración y errores cometidos fue realizado por Bu y

Davies (1995) para núcleos del tipo 1/r y 1/r2.

En la implementación de estos métodos hay que tener presente que un mayor grado de adaptación

supone un mayor esfuerzo de programación y complejidad en el código, además de un coste

computacional que debe en todo caso ser rentable, por lo que se debe llegar a una solución de

compromiso.

El método adaptativo más sencillo e inmediato consiste en evaluar la distancia relativa del
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punto de colocación al elemento de integración y utilizar un mayor o menor número de puntos

de integración en función de dicha distancia relativa. En función del número de intervalos consi-

derados en la distancia relativa y posibilidades de número de puntos de integración a considerar

el método será “adaptativo” en mayor o menor medida.

Una alternativa que permite fácilmente un alto grado de adaptación y resulta incluso más

sencilla de implementar es aplicar la técnica de subdivisiones. Esta técnica consiste en realizar una

serie de divisiones sobre el elemento de integración y en cada una de ellas realizar una cuadratura

con los puntos de integración que se consideren oportunos. Esto equivale a dividir la integración

en partes, pudiendo aumentar significativamente y con poco esfuerzo el número total de puntos

de integración utilizados, en la medida en que se realicen más o menos divisiones en el elemento.

Esta técnica fue utilizada por Watson (1979) y es la que también emplearon Ariza (2002) y Ariza

y Domı́nguez (2004) en el trabajo previo al que aquı́ se presenta.

La técnica de subdivisiones puede ser mejorada si en vez de realizar una subdivisión uniforme

del elemento se realiza una subdivisión no uniforme en función de la distancia y posición relativa

entre el punto de colocación y el elemento, de forma que las subdivisiones serán de menor tamaño

en las zonas más próximas al punto de colocación. Además, pueden emplearse distinto número

de puntos de integración en las distintas subdivisiones. Lachat y Watson (1976), Jun et al. (1985)

y Bu y Davies (1995) son algunos de los autores que han propuesto esquemas de integración de

este tipo.

Otra opción alternativa a la técnica de subdivisiones es realizar una transformación de co-

ordenadas sobre el dominio de integración, de forma que se introduce un jacobiano en la inte-

gración que tienda a cancelar el carácter cuasi-singular del núcleo a integrar. Este tipo de trans-

formaciones conllevan además una redistribución de los puntos de integración sobre el elemento,

concentrándose en las proximidades del punto de colocación. El carácter adaptativo de este tipo

de transformaciones proviene precisamente de esta redistribución de los puntos de integración,

además del hecho de que su efecto es más acusado en la medida en que el punto de colocación se

encuentre más cerca del elemento. Entre este tipo de técnicas la más conocida y de más extendida

aplicación en el MEC es la transformación polinómica propuesta por Telles (1987). Otras trans-

formaciones son las propuestas por Takahashi y Nori (1973) a través de una doble exponencial,

Johnston (1999) utilizando una función sigmoidal o por Johnston y Elliott (2005) por medio de

una función seno hiperbólico.

Tal y como señala Telles (1987), la aplicación de una transformación de coordenadas ofrece una
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ventaja importante frente a la técnica de subdivisiones. Esta ventaja radica en el hecho de que con

esta última el mayor grado del polinomio que se puede integrar exactamente sobre el elemento

vendrá dado por el menor número de puntos de integración que se emplee en las subdivisiones,

mientras que este grado será significativamente mayor cuando solo se haga una transformación

de coordenadas, ya que en este caso el número de puntos de integración que se distribuyan sobre

todo el elemento será mayor que el que se utilice en cada una de las subdivisiones. Por tanto,

aplicando una transformación de coordenadas se podrá integrar con exactitud una función de

mayor orden aun cuando el número total de puntos de integración sea mucho menor.

Otras técnicas más complejas para la evaluación de integrales cuasi-singulares consisten en la

manipulación de los núcleos de integración. Por ejemplo, Granados y Gallego (2001) proponen

una descomposición o regularización en el plano complejo de los núcleos para problemas en 2D,

y Niu et al. (2005) proponen una integración por partes y una posterior transformación de los

residuos cuasi-singulares en integrales de lı́nea.

Como se ha señalado anteriormente, en el trabajo previo a esta tesis realizado por Ariza (2002)

y Ariza y Domı́nguez (2004) se aplicaron subdivisiones uniformes para la evaluación de integrales

cuasi-singulares. Con el objeto de mejorar la robustez y fiabilidad de la formulación, ası́ como

poder afrontar con garantı́as problemas cada vez más complejos, se ha considerado oportuno la

mejora del proceso de evaluación de integrales cuasi-singulares. Para ello se ha decidido imple-

mentar la transformación de Telles.

Esta transformación consiste en realizar una redistribución de puntos de Gauss mediante una

transformación polinómica de coordenadas. Los puntos tienden ası́ a concentrarse en las cercanı́as

del punto de colocación, y de esta forma se puede evaluar mejor el comportamiento singular de

los núcleos a integrar. Esta redistribución es tanto más acusada cuanto más próximo esté el punto

de colocación al elemento de integración. Además, el jacobiano asociado a la transformación de

coordenadas tiende a cancelar dicho comportamiento singular.

La redistribución de los puntos de Gauss se ilustra en la fig. 3.1. En esta figura se representan

las posiciones de 6x6 puntos de Gauss distribuidos sobre un elemento normalizado de 2x2 para

distintas posiciones del punto de colocación. En la fig. 3.1a se consideran puntos de colocación

cercanos al nodo de de la esquina superior derecha y en la fig. 3.1b son cercanos al nodo central

del lado superior. En la leyenda se indican las coordenadas del punto de colocación en cada caso.

La transformación aplicada, tal y como se propone en el artı́culo de Telles (1987), está definida

por unos parámetros optimizados para integrandos con singularidad del tipo 1/r y 1/r2. En nue-
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Figura 3.1: Redistribución de 6x6 puntos de integración de Gauss al aplicar la transformación de

Telles para distintas coordenadas del punto de colocación: cercanas al nodo de esquina superior

derecha (a) y al nodo central del lado superior(b).
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stro caso, la singularidad llega a ser de orden 1/r3, pero la optimización de los parámetros para

este caso no diferirı́a mucho de los valores propuestos, al menos para los niveles de proximidad

del punto de colocación al elemento que se van a considerar.

La transformación de Telles, si bien mejora los resultados de las integrales a evaluar, supone

sin embargo en pequeño esfuerzo computacional para llevarla a cabo. Este esfuerzo debe ser

minimizado para que la transformación sea computacionalmente rentable.

La transformación propuesta por Telles está formulada en principio para problemas en dos

dimensiones. Su aplicación pasa por hallar el punto del elemento más cercano al punto de colo-

cación, y la distancia entre ambos. A partir de estos dos parámetros se hallan los cuatro coefi-

cientes del polinomio de tercer grado de la transformación, según las expresiones que aparecen

en el artı́culo original.

La extensión a tres dimensiones que se realiza en este trabajo es una simplificación de la que

realmente debiera hacerse en este tipo de problemas. Sin embargo, el propio Telles aconseja re-

alizarla de esta manera por ser más simple y no suponer apenas pérdida de precisión en los

resultados.

Esta forma simplificada consiste en realizar la transformación para las dos coordenadas natu-

rales ξ1 y ξ2 de manera independiente. Esto lleva a una redistribución de los puntos de integración

según patrones rectilı́neos paralelos a los ejes ξ1 y ξ2 (como aparece an la fig. 3.1), cuando lo ideal

serı́a una redistribución de forma radial con el origen en el punto de colocación.

Desde un punto de vista computacional, el proceso crı́tico en este proceso es localizar el punto

del elemento más cercano al punto de colocación, ya que un algoritmo ineficaz ralentizarı́a mucho

el proceso de integración. Además, se ha de tener en cuenta que la transformación se hace menos

perceptible, además de innecesaria, cuanto más lejos está el punto de colocación del elemento.

Ası́ pues, lo primero que debe hacerse es establecer una distancia relativa mı́nima entre el

punto de colocación y el elemento a partir de la cual no se llevará a cabo la transformación. La

forma más rápida y sencilla de aplicar este criterio es hallar la distancia del punto de colocación

a cada uno de los nodos del elemento, y si la menor de estas distancias es mayor que la dis-

tancia crı́tica establecida, entonces puede concluirse que la transformación no es necesaria y la

integración sobre el elemento puede hacerse mediante simple cuadratura de Gauss.

En este trabajo, se ha considerado esta distancia crı́tica como una frontera entre lo que lla-

maremos “cerca” o “lejos” del elemento. Cuando el punto de colocación se encuentre “cerca”

del elemento se llevará a cabo la transformación de Telles y se utilizará un número de puntos
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de integración que será mayor que el que se use cuando el punto de colocación esté “lejos” del

elemento.

Se ha comprobado, mediante la resolución de distintos problemas con distintos valores de

distancia crı́tica y distintos números de puntos de integración según se encuentre el punto de

colocación cerca o lejos del elemento, que el valor adecuado para la distancia crı́tica suele estar

entre 2 y 3 veces el tamaño caracterı́stico del elemento. Este tamaño caracterı́stico se toma según

cada una de las dos coordenadas naturales por separado, ya que la transformación se aplica a

cada una por separado. El tamaño caracterı́stico en cada dirección (L1 y L2) será

L1 =
∥
∥x(1, ξ̄2)− x(−1, ξ̄2)

∥
∥

L2 =
∥
∥x(ξ̄1, 1)− x(ξ̄1,−1)

∥
∥

donde ‖ · ‖ indica la distancia entre dos puntos en el espacio cartesiano, y ξ̄1, ξ̄2 son las coor-

denadas naturales del punto del elemento más cercano al punto de colocación.

En el caso de que la distancia del punto de colocación al nodo más cercano sea menor que la

distancia crı́tica establecida, se pasará a hallar con mayor precisión el punto más cercano. Este

proceso es necesario en la mayorı́a de métodos adaptativos de integración, y resulta crı́tico su

realización, por lo que ha de llevarse a cabo de manera eficiente, sencilla y suficientemente aprox-

imada. Existen técnicas para ello desarrolladas por algunos autores (Bialecki et al., 1993), pero

pueden resultar excesivamente complejas para los objetivos que habitualmente se persiguen.

En este trabajo, el proceso ideado para realizar esta operación se basa en la hipótesis de que el

punto más cercano siempre estará en el contorno del elemento. Esta hipótesis será aplicable en los

problemas que se van a considerar aquı́, en los que se considerarán grietas planas y perpendicu-

lares a alguna de las superficies de la pieza que las contenga, que estará compuesta por superficies

perpendiculares entre sı́ (prisma, cilindro). Se supone además que las superficies de este contorno

externo paralelas a la superficie de la grieta, para las cuales podrı́a ser falsa la hipótesis anterior,

estarán lo suficientemente lejos de la grieta como para que no sea necesario la transformación de

Telles.

El proceso iterativo desarrollado para encontrar el punto más cercano se resume de la sigu-

iente manera. Una vez localizado el nodo más cercano al punto de colocación, se consideran los

nodos del contorno adyacentes a uno y otro lado del primero, y un punto en posiciones interme-
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dias entre cada par de nodos. Se tiene ası́ un conjunto de 5 puntos en los que la posición central

es el nodo más cercano y las posiciones extremas son también nodos del elemento.

De este nuevo conjunto se vuelve a tomar de nuevo el punto más cercano al punto de colo-

cación (solo será necesario evaluar la distancia de los dos nuevos puntos considerados). Sobre

este punto se realiza la operación análoga a la anterior: se consideran los dos puntos del conjun-

to anterior adyacentes al más cercano y se considera un punto adicional en posición intermedia

entre cada pareja. De esta forma se tiene un nuevo conjunto de 5 puntos sobre el que se puede

repetir la operación anterior.

Repitiendo el proceso un número finito de veces, se puede obtener con suficiente precisión el

punto del elemento más cercano al punto de colocación. En este trabajo se ha comprobado que

con 5 iteraciones se consiguen excelentes resultados, teniendo en cuenta además que en muchos

casos el punto más cercano coincide con el nodo más cercano.

En el caso de problemas con geometrı́as más complicadas, en las que el punto más cercano

pudiera estar en el interior del elemento, se podrı́a desarrollar un método con la misma filosofı́a

que el aquı́ planteado, aunque obviamente serı́a algo más complejo.

Hasta ahora, se han considerado tan solo las integrales cuasi-singulares que hay que evaluar

sobre los elementos cercanos al punto de colocación, pero también sobre el propio elemento hay

que evaluar una serie de integrales de lı́nea sobre el contorno del elemento cuyos integrandos son

incluso fuertemente singulares. Estas integrales son en realidad cuasi-singulares ya que el punto

de colocación se encuentra a una cierta distancia del contorno del elemento.

Para evaluar estas integrales también se aplica la transformación de Telles. En este caso, al

ser una integral de lı́nea que se descompone en la suma de la integral a lo largo de cada uno de

los lados del elemento, se puede aplicar la transformación tal y como aparece en el trabajo de

Telles para elementos de contorno en problemas bidimensionales. En este caso, una forma simple

y bastante aproximada de encontrar el punto del lado del elemento en cuestión más cercano al

punto de colocación, es suponer que éste será el que tenga el mismo valor de la coordenada

natural perpendicular a dicho lado que el punto de colocación.
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3.3. Número de puntos de integración y posición de puntos de

colocación

Para evaluar las integrales cuasi-singulares de manera eficiente, se hace necesario hacer un

estudio numérico del proceso de integración para decidir la cantidad de puntos de integración

que se deben emplear y la posición más adecuada para los puntos de colocación al aplicar el

Método de Colocación Múltiple. En principio, interesará por un lado utilizar el menor número

de puntos de integración posible para reducir el tiempo computacional, y por otro lado que los

puntos de colocación estén lo más cerca posible del nodo en que se plantea la ecuación, para

que la matriz del sistema sea de diagonal dominante en la medida de lo posible. Sin embargo,

ambos objetivos han de alcanzarse sin comprometer la fiabilidad y robustez de la formulación

desarrollada. En este apartado se resumen las conclusiones a las que se llegó tras realizar este

estudio.

Para analizar las integrales cuasi-singulares sobre un elemento que no contiene al punto de

colocación, se evaluaron las integrales que aparecen en las expresiones (3.1) para distintos números

de puntos de Gauss y distintas posiciones del punto de colocación respecto al elemento.

∫

Γ0

s∗lmkdΓ

∫

Γ0

d∗lmkdΓ

(3.1)

siendo s∗lmk y d∗lmk los términos de los núcleos de la solución fundamental hipersingular, y Γ0

un elemento de contorno normalizado (superficie cuadrada de 2x2, del tipo representado en la

fig. 3.1).

En el código de elementos de contorno completo estas integrales vienen afectadas por las fun-

ciones de forma del elemento y la normal en el punto de colocación. Para este estudio, por simpli-

cidad, se ha considerado tan solo la expresión de los núcleos s∗lmk y d∗lmk, ya que las funciones de

forma son suaves y regulares. Se ha tomado además las expresiones de estos núcleos para el caso

isótropo, ya que son más sencillas que las del caso transversalmente isótropo y piezoeléctrico,

mientras que el carácter singular es el mismo en todos los casos.

Se han considerado distintas posiciones del punto de colocación a lo largo del eje Y (perpendic-

ular a uno de los lados), de la diagonal y de la normal del elemento. A lo largo de estas direcciones
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se obtuvieron resultados para 6x6, 7x7, 8x8, 12x12 y 20x20 puntos de Gauss. A modo de ejemplo,

en las figuras 3.2 y 3.3 se muestran una serie de gráficos con los resultados obtenidos para uno de

los términos s∗lmk (concretamente el término s∗333), que sirven como ilustración de los resultados

obtenidos.

En la fig. 3.2a aparece el resultado de integrar el término s∗333 (eje de ordenadas) para dis-

tintos puntos de colocación con coordenadas (0,Y,0), representándose la coordenada Y en el eje

de abscisas. La leyenda indica el número de puntos de Gauss al que corresponde cada curva de

resultados y si se ha aplicado la transformación de Telles (CT) o no (ST).

En la fig. 3.2b aparece una estimación de los errores cometidos en cada caso. Esta estimación

se realiza calculando el tanto por cierto de diferencia entre el valor obtenido y el que se obtiene

con 20x20 puntos de Gauss y la transformación de Telles. Esta estimación es válida para llegar

a las conclusiones que se buscan, ya que se observó en todos los casos una mayor convergencia

de los resultados cuando se aplica la transformación de Telles y cuanto mayor es el número de

puntos de Gauss.

En las figs. 3.3a y 3.3b se presentan el mismo tipo de resultados para puntos de colocación

(0,1,Z), localizados sobre el nodo intermedio de un lado del elemento. Los valores de la coordena-

da Z se representan en el eje de abscisas. En la representación de los errores estimados se puede

observar que para la mayorı́a de series de resultados se obtienen valores que quedan fuera del

margen de error representado.

De estas dos representaciones se puede concluir que en el caso de aproximación del punto de

colocación según el eje Y se obtienen buenos resultados con 12x12 puntos de Gauss y hasta una

aproximación relativa al elemento de 0.1. Sin embargo, cuando el punto de colocación se acerca

según la dirección Z, no parece razonable situar el punto de colocación más allá de una distancia

relativa de 0.15 al elemento.

Hay que aclarar que estas distancias de aproximación se referirán, en el desarrollo del código

de elementos de contorno completo, a las coordenadas naturales del punto de colocación sobre

el elemento al que pertenezca. Es decir, al hablar de una aproximación relativa de 0.15 se quiere

decir que el punto de colocación tendrá unas coordenadas naturales en el elemento sobre el que

se ubique que adoptarán los valores ξ1, ξ2= 0 o ±0.85, según el nodo de que se trate.

También se debe señalar que las conclusiones anteriores serán válidas siempre que el tamaño

del elemento sobre el que se ubique el punto de colocación sea similar al tamaño del elemento

sobre el que se realiza la integración. Esta condición se cumplirá siempre en discretizaciones bien
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(a)

(b)

Figura 3.2: a) Valores de integración del término s∗333 para distintos puntos de colocación a lo largo

del eje Y del elemento. b) Estimación de errores cometidos (en tanto por ciento).
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(a)

(b)

Figura 3.3: a) Valores de integración del término s∗333 para distintos puntos de colocación a lo largo

de la dirección (0,1,Z) del elemento. b) Estimación de errores cometidos (en tanto por ciento).
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construidas.

Analizando las integrales de lı́nea sobre el elemento regularizado se obtienen conclusiones

similares en cuanto al número de puntos de Gauss necesario y la situación de los puntos de

colocación.

Para llegar a esta conclusión se obtuvieron las contribuciones de este tipo de integrales a los

términos de las matrices H y G. Se trabajó con un elemento normalizado como el considerado

anteriormente y distintas posiciones del punto de colocación, cercanas a un nodo de esquina y a

un nodo en el medio de un lado del elemento.

A modo de ejemplo, en la fig. 3.4a se muestra la contribución al término (3,15) de la matriz H

de dimensión 3x27 asociada a la integración sobre el propio elemento, para distintas posiciones

(X,X,0) del punto de colocación, en la dirección de la diagonal y próximas al nodo 5 del elemento

(el término representado serı́a por tanto la contribución a un término de la diagonal de la matriz H

del sistema). En la fig. 3.4b se muestra la estimación del error cometido, en esta ocasión estimado

con respecto al resultado obtenido con 30 puntos de Gauss para la integración en cada lado del

elemento.

En la fig. 3.5 se realiza la misma representación pero para el nodo 4 del elemento y el término

(3,12) de la matriz, que se encuentra en el medio de un lado del elemento.

En ambas representaciones se puede observar que parecerı́a también razonable utilizar la

transformación de Telles para poder situar los puntos de colocación a una distancia de 0.1 o 0.15

del nodo, y utilizar 12 puntos de Gauss en la integración sobre cada uno de los lados del elemento.

Las conclusiones a las que se llega tras analizar la evaluación de integrales cuasi-singulares

desde fuera del elemento y las integrales de lı́nea al integrar sobre el propio elemento coinciden

entre sı́.

Sin embargo, la conclusión final se ve modificada por el análisis de las integrales de superficie

débilmente singulares que hay que realizar sobre el propio elemento. Estas integrales se evalúan

mediante la técnica tradicional de división del elemento en cuatro triángulos sobre los que se re-

aliza la integración (Lachat y Watson, 1976). Cada uno de estos triángulos se transforma en un

dominio cuadrado sobre el que se distribuyen los puntos de integración en la forma habitual. La

transformación del triángulo en cuadrado conlleva un jacobiano que tiende a cancelar el compor-

tamiento débilmente singular del integrando.

Para ilustrar la influencia de este tipo de integrales, en la fig. 3.6 se representa la contribución

de las integrales de superficie sobre el propio elemento al término (3,12) de la matriz H, para
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(a)

(b)

Figura 3.4: a) Contribución de integrales de lı́nea sobre el propio elemento al término (3,15) de la

matriz H, para distintas posiciones del punto de colocación a lo largo de la diagonal (X=Y) del

elemento. b) Estimación de errores cometidos (en tanto por ciento).
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(a)

(b)

Figura 3.5: a) Contribución de integrales de lı́nea sobre el propio elemento al término (3,12) de

la matriz H, para distintas posiciones del punto de colocación a lo largo de la dirección X del

elemento. b) Estimación de errores cometidos (en tanto por ciento).
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distintos puntos de colocación de coordenadas (X,0,0) cercanas al nodo 4 del elemento. Se observa

como la diferencia en los resultados obtenidos para distinto número de puntos de Gauss es mucho

mayor que en el otro tipo de integrales consideradas. Además, estas diferencias se hacen mayores

y los resultados son más inestables cuanto más próximo se encuentra el punto de colocación al

nodo. Esto se aprecia aún más claramente en la fig. 3.6b, donde se representa la estimación del

error cometido en cada caso (el error se estima con respecto al valor obtenido con 30x30 puntos

de Gauss).

La razón más plausible para el comportamiento indeseable de este tipo de integrales es la

degeneración de algunos de los triángulos en que se divide el elemento cuando el punto de colo-

cación se va aproximando al nodo. Esto concuerda además con el hecho de que cuando el punto

de colocación coincide con el nodo (X=1 en la fig. 3.6), se obtiene un buen resultado con cualquier

número de puntos de Gauss. En esta situación el elemento se divide en tres triángulos bien pro-

porcionados, en vez de en cuatro con dos de ellos muy deformes.

Hay que señalar aquı́ que se comprobó numéricamente que la evaluación de estas integrales

no se ve modificada por la inclusión de la transformación de Telles. Ésta se aplicó sobre el dominio

cuadrado resultante de la transformación de los triángulos en que se divide el elemento para

evaluar este tipo de integrales, obteniéndose ı́dénticos resultados que cuando no se introduce

la transformación de Telles. Esto es debido al hecho de que, mediante la técnica de división del

elemento en triángulos, los integrandos pierden su carácter singular y la transformación de Telles

carece de sentido.

A la vista de la fig. 3.6 y de otras del mismo tipo que no se muestran aquı́ por simplicidad, se

concluye que para evaluar estas integrales parece recomendable por tanto el empleo de 20x20

puntos de Gauss y situar los puntos de colocación a una distancia de 0.25 de las posiciones

nodales. Esto modifica la distancia que se recomendaba a partir del análisis de las integrales

cuasi-singulares, que permitı́a una posición más favorable de los puntos de colocación, en cuanto

al objetivo de lograr en la medida de lo posible matrices del sistema con diagonal dominante. Para

conseguir esto serı́a necesario plantear un método alternativo para la evaluación de integrales de

superficie sobre el elemento que contiene al punto de colocación. Esta labor se plantea como un

desarrollo futuro del trabajo que aquı́ presentado.
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(a)

(b)

Figura 3.6: a) Contribución de integrales de superficie sobre el propio elemento al término (3,12)

de la matriz H, para distintas osiciones del punto de colocación a lo largo de la dirección X del

elemento. b) Estimación de errores cometidos (en tanto por ciento).
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3.4. Análisis sobre ejemplos numéricos

En este apartado se van a mostrar una serie de ejemplos numéricos sobre problemas concretos

obtenidos con la formulación mixta de elementos de contorno mejorada. Con esta serie de resul-

tados se pretende demostrar la robustez de la formulación, y el resultado de las mejoras desde

un punto de vista numérico desarrolladas en el presente trabajo. Esto se hará a continuación con

ejemplos numéricos en materiales isótropos, mientras que en los capı́tulos siguientes se hará con

materiales transversalmente isótropos y piezoeléctricos.

3.4.1. Grieta elı́ptica en medio infinito isótropo

Un problema clásico y de gran interés en Mecánica de la Fractura es el de una grieta de forma

elı́ptica en un medio isótropo infinito sometida a tracción uniforme (o presión interna) en ambas

caras. Para este problema existen soluciones analı́ticas (Irwin, 1962, Kassir y Sih, 1966).

Este ejemplo servirá como primera muestra de las mejoras obtenidas mediante la aplicación

de la transformación de Telles. Para ello se ha considerado un material isótropo (módulo de ciza-

lladura µ = 106 Pa, módulo de Poisson ν = 0,3) y se ha resuelto el problema para las distintas

discretizaciones de la grieta que se muestran en la fig. 3.7. La diferencia fundamental radica en el

tamaño (L) de los elementos a 1/4 en la dirección perpendicular al frente de grieta. Esta diferencia

es importante ya que el FIT lo vamos a extraer del campo de desplazamientos en estos elementos,

según la metodologı́a presentada en el capı́tulo 2 (apartado 2.5.1).

Este tamaño es mayor en la malla a (L = 1)) que en la b (L = 0,5), mientras que la malla c

(L = 0,75) es un caso intermedio. Esto hace que la malla a presenta elementos a 1/4 con peor

relación de aspecto para φ = 0o, mientras que esto ocurre en el caso b para φ = 90o, siendo φ el

ángulo polar definido en la figura 3.8.

En la figura 3.9 se representan los resultados obtenidos con y sin la transformación de Telles

(CT y ST en la leyenda), utilizando el mismo número de puntos de Gauss en ambos casos. Se

muestra la evolución del FIT en modo I adimensionalizado a lo largo del frente de grieta (por

simetrı́a, tan solo se representa el intervalo 0 ≤ φ ≤ π/2).

Al ser un problema relativamente sencillo, se obtienen buenos resultados en todos los casos.

Sin embargo, puede observarse como los resultados obtenidos sin la transformación de Telles

difieren sensiblemente de la solución analı́tica cuando la relación de aspecto de los elementos a

1/4 se hace elevada (en torno a φ = 0o para el caso a y a φ = 90o para el caso b). Este fenómeno
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(a) L=1

(b) L=0.5

(c) L=0.75

Figura 3.7: Distintas discretizaciones para grieta elı́ptica.

b
af

Figura 3.8: Geometrı́a de grieta elı́ptica de semiejes a y b.
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no se observa cuando se aplica la transformación de Telles, lo cual es un indicador de la mayor

robustez alcanzada en la formulación implementada.

Figura 3.9: Evolución del FIT en modo I. Grieta elı́ptica en medio infinito.

3.4.2. Barra prismática isótropa con grieta de borde sometida a tracción uni-

forme

En este apartado se va a considerar un problema más complicado, consistente en una pieza

prismática con una grieta de borde sometida a tracción uniforme. El esquema del problema y el

tipo de discretización empleada se representan en la fig. 3.10, siendo H/a=0.175, W/a=3 y t/a=2.

El material considerado es el mismo que el del caso anterior.

Los resultados obtenidos por Ariza (2002) para este problema estaban en buen acuerdo con

los obtenidos por otros autores mediante distintas aproximaciones numéricas (Raju y Newman,

1977, Mi y Aliabadi, 1992, Li et al., 1998). Ası́ se muestra en la fig. 3.11, donde ’HBEM’ representa

los resultados de Ariza aplicando la formulación mixta de elementos de contorno que ha servido

de punto de partida del presente trabajo. En dicha figura se muestra la evolución del FIT adimen-

sionalizado frente a una coordenada s que recorre el frente de grieta (con origen en el centro de

éste) adimensionalizada con el ancho del prisma (W). Por razones de simetrı́a, solo se representa

la mitad de la gráfica.
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2  H

s

W
t

a

Figura 3.10: Barra prismática con grieta de borde sometida a tracción uniforme
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 R a j u  &  N e w m a n  H / a = 1 . 7 5
 R a j u  &  N e w m a n  H / a = 6
 M i  &  A l i b a d i  H / a = 1 . 7 5
 M i  &  A l i b a d i  H / a = 6
 H B E M  H / a = 1 . 7 5
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(p a

)0.5

s / W

Figura 3.11: Comparación del FIT normalizado modo I para grieta recta de borde.
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Figura 3.12: Valor del FIT en pieza prismática con grieta de borde utilizando subdivisiones

Para ilustrar el efecto de las las mejoras obtenidas gracias al estudio numérico presentado a lo

largo de este capı́tulo, se van a presentar una serie de resultados para el problema de la fig. 3.10,

que se ha resuelto con distintas discretizaciones de la grieta. La primera de ellas (tipo A) consiste

en una discretización uniforme con elementos de dimensiones 0.25*0.25, y las tres restantes (tipo

B) de diferencian en la longitud L de los elementos a 1/4 en la dirección perpendicular al frente

de grieta (L=0.25, L=0.125 y L=0.18).

Los resultados representados en la fig. 3.12 han sido obtenidos aplicando la técnica de subdi-

visiones, mientras que los de la fig. 3.13 han sido obtenidos aplicando la transformación de Telles,

en la forma en que se ha presentado en este capı́tulo.

Con la técnica de subdivisiones el número de puntos de integración utilizado es mucho mayor

que al aplicar la transformación de Telles, con lo que el tiempo de computación crece sensible-

mente. Sin embargo, tal y como puede apreciarse en las figs. 3.12 y 3.13, los resultados obtenidos

con subdivisiones son menos satisfactorios que con la transformación de Telles. Con subdivisiones

se observa una variación apreciable de los resultados de una discretización a otra, e incluso en al-

gunos casos llegan a tener un caracter oscilatorio no deseable. Con la transformación de Telles se

obtienen por el contrario resultados muy estables y apenas dependientes de la discretización.

El carácter oscilatorio de algunos resultados que se aprecia en la fig. 3.12 se puede relacionar

con la discretización de cada caso. Los resultados más precisos y estables son los obtenidos con la
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Figura 3.13: Valor del FIT en pieza prismática con grieta de borde utilizando transformación de

Telles

discretización tipo A, en la que los elementos a 1/4 son todos cuadrados, y la tipo B con L = 0,18,

en la que los elementos a 1/4 tienen una buena relación de aspecto a lo largo de todo el frente

de grieta. Sin embargo, en la malla tipo B con L = 0,25, se tienen elementos con mala relación

de aspecto en los extremos de la grieta (s = 0,5W ), mientras que con L = 0,125 esto ocurre en

la parte central del frente de grieta (s = 0). Estas zonas son precisamente las que muestran un

comportamiento oscilatorio en los resultados en cada caso. Este comportamiento no se aprecia

en absoluto cuando se aplica la transformación de Telles, por lo que se consigue claramente una

aproximación más robusta.





Capı́tulo 4

Materiales transversalmente

isótropos. Problemas estáticos y

dinámicos

4.1. Introducción

En este capı́tulo se aplicarán, en materiales transversalmente isótropos, los resultados del

análisis numérico presentados anteriormente para materiales isótropos. Como ya se apuntó en-

tonces, se persigue conseguir una eficiente utilización desde un punto de vista numérico de la

EIC en tracciones, de cara a aplicar la formulación mixta del MEC en problemas de Mecánica

de la Fractura, aprovechando sus ventajas. Esto se llevará a cabo en problemas tridimensionales

estáticos y dinámicos en el dominio de la frecuencia.

A modo de introducción y resumen de conocimientos necesarios para el análisis de estos pro-

blemas, en el siguiente apartado se tratará el comportamiento en estos materiales.

A continuación se presentará la formulación empleada, atendiendo fundamentalmente aque-

llos aspectos particulares para el tipo de problemas que se van a resolver y que no se trataron en

el capı́tulo 2, como es el tratamiento de la solución fundamental armónica.

Finalmente, se presentarán finalmente algunos resultados numéricos obtenidos.

69
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4.2. Comportamiento de materiales transversalmente isótropos

Los materiales transversalmente isótropos son aquellos que presentan comportamiento isótropo

en todos los planos perpendiculares a una direcciónón fija (x3 , por ejemplo ).

Existen en la naturaleza un número considerable de materiales que presentan un compor-

tamiento transversalmente isótropo y que tienen interés desde un punto de vista ingenieril. Los

materiales cristalinos con estructura hexagonal, algunos tipos de terrenos arcillosos o el hielo son

algunos ejemplos.

Además, hay otros materiales fabricados por el hombre que presentan este tipo de compor-

tamiento, como son los materiales compuestos formados por un polı́mero reforzado con fibras

alineadas unidireccionalmente. En este caso y para el tipo de problema que nos ocupa, el mate-

rial ha de estudiarse desde un punto de vista macromecánico, es decir, la grieta deberá tener un

tamaño caracterı́stico mucho mayor que el diámetro de las fibras. Además, en el caso de proble-

mas dinámicos, la longitud de onda que se propaga en el medio deberá ser mucho mayor que

dicho diámetro.

La mayorı́a de materiales piezoeléctricos de interés práctico también presentan comportamien-

to elástico transversalmente isótropo, aunque acoplado con el fenómeno piezoeléctrico, tal y como

se verá en el capı́tulo siguiente.

La ley de comportamiento de los materiales transversalmente isótropos, escrita según dos

direcciones (1 y 2) contenidas en el plano de isotropı́a y el eje de simetrı́a (dirección 3) normal a

dicho plano, puede escribirse como
















σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12

















=

















C11 C12 C13 0 0 0

C12 C11 C13 0 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 (C11 − C12)/2

















×

















ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε31

2ε12

















(4.1)

En la ecuación (4.1) puede observarse que el comportamiento viene definido por cinco cons-

tantes elásticas independientes.

Un material isótropo puede considerarse como un caso particular de este tipo de compor-

tamiento. En este caso se tendrı́a que C11 = C33 = λ+ 2µ; C44 = µ y C12 = C13 = λ (siendo λ y µ

las constantes de Lamé).
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Aunque la ley de comportamiento de un material transversalmente isótropo queda definida

por la matriz de rigidez que aparece en (4.1), puede resultar complicada la interpretación de las

constantes Cij de dicha matriz, ası́ como su caracterización experimental para un material con-

creto. Por ello es frecuente manejar en la práctica otro tipo de constantes, llamadas constantes

ingenieriles, de más fácil interpretación y obtenibles directamente mediante la realización de en-

sayos para la caracterización del material. Estas constantes aparecen en la ley de comportamiento

del material escrita en función de la matriz de flexibilidad (ec. 4.2), que matemáticamente se ob-

tiene como la inversa de la matriz de rigidez.

















ε11

ε22
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




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



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
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

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






1
E11
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E11

−ν31
E33

0 0 0

−ν12
E11

1
E11
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E33

0 0 0
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E11
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1
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0 0 0

0 0 0 1
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0 0

0 0 0 0 1
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0

0 0 0 0 0 1
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










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


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
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
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















(4.2)

En la expresión (4.2) se ha tenido ya en cuenta la equivalencia elástica entre las direcciones

1 y 2. Las relaciones matemáticas entre los términos de la matriz de rigidez y flexibilidad son

fácilmente deducibles (véase, e.g. Christensen, 1979). Los factores Eij son los módulos de elasti-

cidad longitudinal asociados al eje de simetrı́a del material (E33) y a una dirección contenida en

el plano de simetrı́a (E11). Los factores νij son coeficientes de Poisson asociados a la contracción

en dirección j producidas por tensiones normales en dirección i. Por último, los factores Gij son

los módulos de cizalladura asociados a tensiones tangenciales σij .

Se puede deducir que (véase, e.g. Christensen, 1979)

ν13
E11

=
ν31
E33

G12 =
E11

2(1 + ν12)

con lo que queda finalmente que solo 5 constantes elásticas son independientes.

También resulta interesante tener en cuenta la existencia de cotas para los coeficientes de Pois-

son, al igual que ocurre en materiales isótropos. Ası́ se tienen las siguientes condiciones que han

de cumplir estos coeficientes (véase, e.g. Christensen, 1979):
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−1 ≤ ν12 ≤ 1

|ν31| ≤
(
E33

E11

)1/2

(4.3)

|ν13| ≤
(
E11

E33

)1/2

En cuanto al comportamiento dinámico de los materiales transversalmente isótropos, hay que

señalar que el tipo de ondas que se propagan en el medio son distintas al caso isótropo, y sus

velocidades son dependientes de la dirección de propagación. Cuando se resuelve la ecuación de

equilibrio dinámica armónica en términos de desplazamientos para un material anisótropo con

fuerzas de volumen nulas, se obtienen tres tipos de ondas planas como solución del problema.

Estas ondas serán cuasi-longitudinales o cuasi-transversales. La ecuación caracterı́stica del mate-

rial definirá tres velocidades de fase para cada dirección. La representación de cada una de estas

tres velocidades para cada dirección define una superficie de tres hojas. En el caso de materiales

transversalmente isótropos habrá una hoja correspondiente a ondas puramente transversales y

las otras dos serán cuasi-transversales y cuasi-longitudinales, respectivamente. Para un estudio

exhaustivo de la propagación de ondas en estos materiales se pueden consultar los trabajos de

Musgrave (1970), Payton (1983) o Sáez (1997).

Los materiales isótropos también pueden ser considerados como un caso particular desde el

punto de vista dinámico. En este caso las velocidades son las mismas en cualquier dirección,

y solo hay una velocidad para ondas puramente longitudinales y otra para ondas puramente

transversales. La superficie representativa de las velocidades de fase estará compuesta en este

caso por dos superficies concéntricas.

Ası́ pues, la formulación que aquı́ se presenta es por tanto válida para materiales isótropos y

transversalmente isótropos. Esto permite validar la formulación por comparación con los resulta-

dos obtenidos por otros autores para materiales isótropos, en el caso de que no existan resultados

previos para materiales transversalmente isótropos.

4.3. Formulación

La formulación desarrollada para resolver problemas dinámicos en el dominio de la frecuencia

en materiales transversalmente isótropos es básicamente la misma que en el capı́tulo anterior. La
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EIC en desplazamientos para un punto del contorno y la EIC en tracciones para un punto de la

grieta se pueden escribir según 4.4 y 4.5 respectivamente..

clkul(y, ω) +

∫

Γ

p∗lk(x,y, ω)uk(x, ω)dΓ−
∫

Γ

u∗lk(x,y, ω)pk(x, ω)dΓ = 0 (4.4)

pl(y, ω) +

∫

Γ

s∗lmk(x,y, ω)Nm(y)uk(x, ω)dΓ−
∫

Γ

d∗lmk(x,y, ω)Nm(y)pk(x, ω)dΓ = 0 (4.5)

donde se puede observar que ahora los núcleos de la solución fundamental dependen de la

frecuencia ω. Esto quiere decir que los tensores u∗lk(x,y, ω) y p∗lk(x,y, ω) son las tracciones y des-

plazamientos en dirección k en un punto x del contorno cuando en el punto y actúa una fuerza de

amplitud unidad y frecuencia ω en dirección l.

Los núcleos d∗lmk y s∗lmk serán de nuevo combinaciones lineales de u∗lk y p∗lk, según la ley de

comportamiento del material.

Ası́ como en problemas estáticos el coeficiente del término libre de la EIC en desplazamientos

se hallaba de forma simplificada mediante la condición de que un movimiento de sólido rı́gido

no produce tensiones ni tracciones en el material (esto evita el cálculo geométrico del coeficiente

clk), en dinámica se simplifica el cálculo de una forma similar (Domı́nguez, 1993). En el caso de

la EIC en tracciones, el coeficiente del término libre es conocido bajo la hipótesis de que la grieta

conforma un contorno suave y se trata de una grieta autoequilibrada (véase apartado 2.2).

La solución fundamental se puede dividir en una parte correspondiente al caso estático y

otra correspondiente a la parte oscilante que debe añadirse para representar el caso dinámico

armónico:

u∗lk(x,y, ω) = uRlk(x,y, ω) + uSlk(x,y)

p∗lk(x,y, ω) = pRlk(x,y, ω) + pSlk(x,y)

d∗lmk(x,y, ω) = dRlmk(x,y, ω) + dSlmk(x,y)

s∗lmk(x,y, ω) = sRlmk(x,y, ω) + sSlmk(x,y) (4.6)

siendo uSlk, pSlk, dSlmk y sSlmk los términos correspondientes a la solución fundamental estática,

y uRlk, pRlk, dRlmk y sRlmk la parte adicional correspondiente al caso dinámico.
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La parte estática empleada parte de las expresiones obtenidas por Pan y Chou (1976) para

uSlk y σSlmk(x,y) (p∗Slk (x,y) = σSlmk(x,y)nm(x)). Las expresiones de d∗lmk son equivalentes a las de

σ∗lmk salvo por un cambio de signo, debido a que en un caso los desplazamientos se derivan en el

punto de observación (x) y en el otro se derivan en el punto de colocación (y). Los términos sSlmk se

obtienen combinando las derivadas de los términos de σSlmk, y sus expresiones fueron obtenidas

por Ariza (2002).

Merece la pena señalar en este punto un detalle importante sobre la implementación de la

solución fundamental que aparece en el trabajo de Pan y Chou (1976). En su artı́culo no se especi-

fica que las expresiones que aparecen allı́ para los desplazamientos y tensiones son estrictamente

válidas para valores de z positivos (siendo z la coordenada relativa del punto de observación re-

specto al punto de colocación en el sentido del eje de simetrı́a del material). Del mismo modo, las

expresiones de los términos sSlmk obtenidas de forma directa por derivación y combinación de las

expresiones de las tensiones, tienen la misma restricción.

Este inconveniente se puede solventar fácilmente en su implementación en el código de ele-

mentos de contorno, teniendo en cuenta las condiciones de simetrı́a y antisimetrı́a que deben

cumplir los distintos términos de la solución fundamental u∗lk, d∗lmk y s∗lmk. En primer lugar, se

evalúan normalmente las expresiones que aparecen en los trabajos citados anteriormente, pero

trabajando con el valor absoluto de la coordenada z, y cambiando el signo de la componente z de

la normal en el punto de observación que aparece en los términos de s∗lmk en caso de que el valor

de z sea negativo. Una vez que se tienen evaluadas las distintas expresiones, y siempre que z sea

negativo, se deberá cambiar el signo a los términos impares en z, que serán aquellos que tengan

un número impar de subı́ndices ’3’, es decir:

si l=3 y m,k=1,2 , o si m=3 y l,k=1,2 o si k=3 y m,l=1,2, o si l=m=k=3

entonces u∗lk(−z) = −u∗lk(z) ,d∗lmk(−z) = −d∗lmk(z) y s∗lmk(−z) = −s∗lmk(z)

Esta corrección no parece haber sido tenida en cuenta adecuadamente en el trabajo de Ariza

y Domı́nguez (2004), lo que podrı́a explicar algunas diferencias en resultados numéricos que se

verán al final de este capı́tulo.

Respecto a la parte dinámica de la solución fundamental, ésta se puede obtener mediante la

sustracción de la parte estática a la solución fundamental armónica obtenida por Wang y Achen-

bach (1995). El valor de sus términos tiende a cero con la frecuencia, de forma que haciendo ω=0

se obtendrı́a la solución de un problema estático.
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Ası́ como la parte estática, aun siendo más complicada que la del caso isótropo, tiene expre-

siones explı́citas para los distintos términos de la solución fundamental, la parte dinámica se

expresa como una integral sobre una esfera de radio unidad centrada en el punto de colocación.

Este hecho condiciona sobremanera la implementación eficiente de la formulación desde un pun-

to de vista computacional, por los motivos que se detallarán más adelante. En la ec. 4.7 se recoge

la expresión de la parte dinámica de la solución fundamental en desplazamientos

uRlk(x,y, ω) =
i

16π2

∫

|n|=1

3∑

m=1

Am
lk(n, ω)e

ikm|n·x|dS(n) (4.7)

donde n es la normal unitaria externa a la esfera de radio unidad centrada en el punto de

colocación, km = ω/Cm es el número de onda asociado a la velocidad de fase Cm en dirección

n, y x es el vector de posición del punto de integración respecto al punto de colocación . Los

términos Am
lk(n, ω) para un material transversalmente isótropo con eje de simetrı́a x3, son

A3
l3(n, ω) = A3

3l(n, ω) = A3
33(n, ω) = 0

Am
lk(n, ω) =

{
nlnk
1− n23

M

C

κm
c2m

}

C44

A3
lk(n, ω) =

{

−
[
nlnk
1− n23

− δlk

]
κ3
c23

}

C44

Am
33(n, ω) =

{
K

C

κm
c2m

}

C44

Am
l3(n, ω) = Am

3l(n, ω) =

{

−κ5nln3
1

C

κm
c2m

}

C44

para l, k, m = 1, 2 (4.8)

donde cm son las tres velocidades de fase asociadas a las ondas transversales, cuasi-longitudinales

y cuasi-transversales caracterı́sticas de este tipo de materiales, adimensionalizadas con
√

C44/ρ,

y sus expresiones son:

c1 =
{
0,5(B − (B2 − 4A)0,5

}0,5
, c2 =

{
0,5(B + (B2 − 4A)0,5

}0,5
,

c3 =
{
0,5κ4(1− n23) + n23

}0,5
(4.9)
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siendo

A(n3) = κ1n
4
3 + κ3n

2
3(1− n23) + κ2(1− n23)

2

B(n3) = (κ1 + 1)n
2
3 + (κ2 + 1)(1− n23)

C(cm, n3) = (κ1 + 1)n
2
3 + (κ2 + 1)(1− n23)− 2c2m

M(cm, n3) = κ1n
2
3 + (1− n23)− c2m

K(cm, n3) = n23 + κ2(1− n23)− 2c2m
κ1 = c̄33, κ2 = c̄11, κ3 = 1 + κ1κ2 − (c̄13 + 1)

κ4 =
1

2
(c̄11 − c̄12), κ5 = c̄13 + 1, c̄mn =

Cmn

C44
(4.10)

El término
√

C44/ρ utilizado para adimensionalizar las velocidades de fase coincide con la ve-

locidad de ondas transversales en la dirección del eje de simetrı́a de un material transversalmente

isótropo, y en cualquier dirección en un material isótropo.

Los términos d∗Rlmk y σRlmk(x,y) (p∗Rlk (x,y) = σRlmk(x,y)nm(x))se obtienen por combinación de

las derivadas primeras de los desplazamientos, que tienen la forma

u∗Rlk,q =
i

16π2

∫

|n|=1

3∑

m=1

ikmnqsign(n · x)Am
lk(n, ω)e

ikm|n·x|dS(n) (4.11)

Los términos s∗Rlmk se obtienen por combinación de las derivadas segundas de los desplaza-

mientos, que tienen la forma

u∗Rlk,pq = − i

16π2

∫

|n|=1

3∑

m=1

Am
lk(n, ω)k

2
mnpnqe

ikm|n·x|dS(n)−

i

16π2

∫

|n|=1

3∑

m=1

2Am
lk(n, ω)kmnpnqe

ikm|n·x|δ(n · x)dS(n) (4.12)

La segunda integral de la anterior expresión se puede convertir en una integral de lı́nea sobre

una circunferencia de radio unidad perpendicular al vector x:

∫

|n|=1

3∑

m=1

2Am
lk(n, ω)kmnpnqe

ikm|n·x|δ(n · x)dS(n) =

∫

|d|=1, n·x=0

3∑

m=1

2Am
lk(n, ω)kmnpnqe

ikm|n·x| 1

|x|dl(n) (4.13)

La evaluación de estas integrales para obtener la solución fundamental en cada punto de in-

tegración resulta muy costosa desde el punto de vista computacional. Este inconveniente se ve
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acentuado por el hecho de que dichas integrales necesitan de un mayor número de puntos de

integración cuanto mayor es la distancia entre el punto de integración y el punto de colocación,

ya que el integrando se hace más oscilatorio según crece x.

Para solventar esta dificultad, algunos autores han desarrollado diversas técnicas. Sáez (1997)

y Sáez y Domı́nguez (1999) aplicaron una transformación de coordenadas para agilizar el pro-

ceso de evaluación de la solución fundamental. Sáez y Domı́nguez (2000) propusieron también

la utilización de soluciones de campo lejano basándose en los trabajos de Lighthill (1960) sobre

estimación asintótica de integrales de Fourier. Otra alternativa (Wilson y Cruse, 1978) es la gen-

eración numérica de una base datos en la cual interpolar para evaluar la solución fundamental en

cada punto.

En la tesis de Ariza (2002) se opta por esta segunda alternativa, que en principio es más sen-

cilla, y se consiguieron resolver problemas dinámicos de grietas inmersas en un medio infinito.

Esta técnica es la que se va aplicar aquı́ también, aunque de forma más completa, de forma que se

puedan resolver problemas más generales, pudiendo estar la grieta en un medio finito o infinito,

y prestando especial atención a los aspectos computacionales asociados a su implementación, tal

y como se detalla en el apartado siguiente correspondiente al proceso de generación de la base de

datos.

Por otro lado, para los problemas dinámicos se ha mejorado la fase de construcción del mon-

taje del sistema de ecuaciones final mediante la construcción por separado de las matrices re-

sultantes de la integración de los núcleos asociados a la parte estática y dinámica. Con esto se

consigue reducir el tiempo de computación por los dos motivos que se exponen a continuación.

El primero de ellos es que se utiliza un número de puntos de integración adecuado para cada

caso, ya que toda la problemática en cuanto a la integración numérica que se planteó en el capı́tulo

anterior solo afecta a la parte estática. La parte dinámica es regular, salvo la integral sobre la

circunferencia de radio unidad que aparece en las derivadas segundas de los desplazamientos,

pero que es débilmente singular y no plantea problemas de integración. Ası́ pues, el número de

puntos de integración necesario para la parte dinámica es mucho menor que para la parte estática,

y no son necesarios técnicas de regularización, transformación de Telles o subdivisiones, con lo

que ası́ se consigue invertir el menor tiempo posible en la integración y evaluación de los términos

asociados a la parte dinámica.

La segunda ventaja de separar la parte del sistema de ecuaciones correspondiente de la parte

estática y la correspondiente a la parte dinámica se observa a la hora de resolver un mismo pro-
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blema para varias frecuencias distintas. En estos casos, la parte estática habrá que obtenerla sólo

una vez, y sumarle posteriormente para cada frecuencia la parte dinámica que le corresponda.

Además, la construcción del sistema correspondiente a la integración de la parte dinámica o

regular se simplifica por el hecho de que en la ecuación clásica no es necesario distinguir la técnica

de integración sobre cada elemento en función de si el punto de colocación está dentro o fuera

del elemento, ya que las integrales no son singulares. En la formulación hipersingular se hace

necesaria esta distinción para la integración de la parte de los términos sRlmk correspondientes a

la integración sobre la circunferencia de radio unidad, que es débilmente singular.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que los puntos de colocación deben ser los mismos

que los empleados en la parte singular, para construir coherentemente el conjunto del sistema de

ecuaciones.

Por lo demás, la formulación mixta del MEC es la misma que la presentada en el capı́tulo

2. Tan solo se debe puntualizar que, al plantear la EIC en tracciones, solo se aplica el proceso de

regularización a la parte estática de la solución fundamental, ya que la parte dinámica no presenta

un comportamiento singular que de lugar a problemas de integración numérica. Ası́, la ecuación

se puede escribir de la siguiente manera:

pl(y, ω) +

∫

Γ0

{
sSlmkNm [uk (x, ω)− uk(y, ω)−uk,h(y, ω)(xh − yh)] −

dSlmkNm [pk (x, ω)− pk(y, ω)]
}
dΓ + (4.14)

[
uk(y, ω)I

0
lk + uk,h(y, ω)J

0
lhk + pk(y, ω)K

0
lk

]
+

∫

Γ−Γ0

{
sSlmk(x,y, ω)Nm(y)uk(x, ω)− dSlmk(x,y, ω)Nm(y)pk(x, ω)

}
dΓ +

∫

Γ

{
sRlmkNmuk(x, ω)− dRlmkNmpk(x, ω)

}
dΓ = 0.

donde de nuevo Γ0 es el elemento que contiene el punto de colocación, y Γ − Γ0 es el resto del

contorno.

Las expresiones de Ilk, Jlhk y Klk para materiales transversalmente isótropos, que contienen

integrales regulares o débilmente singulares, válidas para grietas planas perpendiculares al eje de

simetrı́a del material, se pueden encontrar en la tesis de Ariza (2002).
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4.3.1. Generación de base de datos para la evaluación de parte dinámica de la

solución fundamental

Como ya se comentó anteriormente, hasta ahora (Ariza, 2002) solo se habı́an resuelto pro-

blemas para grietas contenidas en el plano de simetrı́a del material y en un medio infinito. Esto

quiere decir que tan solo era necesario plantear la EIC en tracciones, y de ésta solo era necesario

conocer los valores de los núcleos s∗lmk, suponiendo que ambas caras de la grieta están sometidas

a las mismas tracciones pero de signo contrario (según se explicó en el apartado 2.2 y su consid-

eración según el apartado 2.6). Por tanto, solo se hacı́a necesario la generación de una base de

datos para puntos contenidos en el plano de simetrı́a del material, a lo largo de una dirección

cualquiera contenida en dicho plano. En esta base de datos se recogı́an los valores de la primera

integral que aparece en la expresión (4.12), mientras que la segunda integral, que es débilmente

singular y se realiza sobre una circunferencia de radio unidad, se obtiene para cada punto de

integración mediante una cuadratura de Gauss monodimensional.

En este trabajo, se ha planteado la evaluación de la parte dinámica de la solución fundamen-

tal para resolver problemas de grietas con cualquier orientación en medios finitos o infinitos.

Sin embargo, hay que señalar que la orientación de la grieta está limitada, ya que para la parte

estática de la EIC en tracciones solo se dispone de la regularización de los términos necesarios

para resolver problemas de grietas planas contenidas en el plano de simetrı́a del material. Serı́a

por tanto preciso hallar todos los términos necesarios para un problema más general, al igual que

se ha hecho con los términos de la parte dinámica, para poder resolver cualquier tipo de proble-

ma sin limitaciones en cuanto a la orientación y forma de la grieta. Sin embargo, la limitación en

la formulación aplicada no es excesivamente restrictiva, ya que resulta adecuada para resolver la

mayorı́a de problemas de interés práctico que se suelen plantear.

Por tanto, la base de datos diseñada en este trabajo se genera variando dos coordenadas del

punto de observación: la distancia al punto de colocación sobre el plano de simetrı́a (plano x1−x2)

y el ángulo azimutal con respecto al eje x3. Por otro lado, se han añadido los términos necesarios

para evaluar las expresiones de sRlmk para problemas más generales y se han incluido los términos

adecuados para evaluar uRlk, pRlk y dRlmk.

Esto hace que el tamaño de la base de datos crezca mucho en comparación con la situación an-

terior, lo cual ralentiza el desarrollo del programa, no solo por ser necesario invertir mayor tiempo

en su construcción, sino por el requerimiento de memoria a utilizar por el computador. Esto se ve
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acentuado por el hecho de que en la formulación dinámica se trabaja en variable compleja, lo cual

duplica automáticamente la cantidad de memoria requerida. En este punto se aprovechan todas

las ventajas desde un punto de vista computacional extraı́das del estudio numérico presentado

en el capı́tulo anterior para problemas estáticos, además de las distintas técnicas o estrategias que

se exponen a continuación y que han sido necesarias para gestionar adecuadamente los recursos

computacionales y llevar a cabo una eficiente implementación de la formulación dinámica.

En primer lugar, para una optimización de la evaluación de las integrales sobre la esfera y

circunferencia de radio unidad, se pueden realizar subdivisiones sobre ellas en función de la dis-

tancia entre el punto de colocación y de integración (módulo del vector x), ya que la función a

integrar se hace más oscilante conforme aumenta dicha distancia. Al ser integrales no singulares,

el método de las subdivisiones aplicado sobre estos dominios de integración (esfera o circunferen-

cia) es adecuado y sencillo para formular un método adaptativo de integración (véase el apartado

3.2). Lo único que habrá que asegurar será que el número de puntos de integración en cada sub-

división sea capaz de integrar adecuadamente las oscilaciones que sufra el integrando en dicha

subdivisión.

Además, hay que tener en cuenta que dada la simetrı́a de las funciones que aparecen en estas

integrales con respecto al plano n · x = 0, bastará con realizar la integración tan solo sobre media

esfera (por ejemplo sobre la semiesfera en la que n · x > 0).

Por otro lado, y en busca de ocupar la menor cantidad de memoria posible, se construirá la

base de datos para el menor número posible de términos de la solución fundamental. Para ello

se considerarán las siguientes relaciones de simetrı́a en los términos ulk, dlmk (o σlmk que es lo

mismo salvo un cambio de signo) y ulk,pq , para los que se construye la base de datos:

u∗lk = u∗kl

d∗lmk = d∗mlk

u∗lk,pq = u∗kl,pq = u∗lk,qp = u∗kl,qp

Hay que señalar que la base de datos se construye para los términos de la segunda derivada

de los desplazamientos y no para los términos s∗lmk directamente. La razón de ello estriba en

que en los términos s∗lmk aparece la normal del punto de integración (se construye a partir de las

derivadas de las tracciones en el punto de observación). Por ello se construye la base de datos de

las derivadas segundas de los desplazamientos, y una vez realizada la interpolación para hallar



4.3 Formulación 81

sus valores en el punto de integración, se construyen los términos s∗lmk para ese punto concreto

del contorno.

También merece la pena indicar que la parte de los términos u∗lk,pq correspondiente a la integral

sobre la circunferencia no se pueden evaluar de forma directa en todos los casos a partir de una

base de datos. El motivo es que se trata de un término débilmente singular que se podrá evaluar

a partir de cierto valor de |x|, y por tanto el punto sobre el que interpolar podrı́a caer fuera de los

lı́mites de la base de datos generada y necesitarı́a una evaluación directa, prescindiendo de la base

de datos, la cual tendrı́a que tener además un conjunto de puntos y una interpolación distinta a

la del resto de términos. En este trabajo se ha preferido evaluar siempre estos términos de forma

directa, ya que resulta más sencillo y al ser una integral de lı́nea no penaliza excesivamente los

tiempos de computación.

La base de datos se construye para una serie de valores del vector x que une el punto de

colocación y de observación, variando su componente sobre un plano x′y′ (se varı́a solo x′ y se

mantiene nula y′) y su componente z′ (siendo z′ el eje de simetrı́a del material). De esta forma se

puede considerar que se tiene una retı́cula plana de puntos en los que se conocen los valores de

los términos de la solución fundamental, y partir de ellos se puede conocer el valor para cualquier

punto que sea necesario mediante interpolación (fig. 4.1). A la hora de interpolar se considera que

el sistema x′y′z′ se encuentra situado tal que el vector x se encuentra contenido en el plano x′z′ de

la base de datos, y con componente z′ positiva. En función de esta componente y de su proyección

sobre el plano xy o x′y′ se puede interpolar en la base de datos.

Una vez realizada la interpolación en el sistema x′y′z′ para obtener los valores de u′lk, d′lmk

y u′lk,pq , se obtienen los términos p′lk = −d′lmkn
′
m , d′lk = dlmkN

′
m y s′lk = s′lmkN

′
m , habiendo

referido la normal en el punto de integración n y la normal en el punto de colocación N al sistema

x′y′z′ (los términos s′lmk se obtienen a partir de u′lk,pq y la normal n′). Los tensores u′lk, p′lk, d′lk y

s′lk son referidos finalmente al sistema original xyz premultipicándolos por una matriz de giro T

y postmultipicándolo por su traspuesta TT . Esta matriz de giro T (también utilizada en su forma

traspuesta para referir los vectores n y N al sistema x′y′z′) es la que aparece en (4.15), teniendo en

cuenta que el sistema x′y′z′ es un sistema cartesiano dextrógiro, al igual que el sistema xyz.
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x

y

z = z '

x

x 'a

P u n t o s  d e  l a  b a s e  d e  d a t o s

Figura 4.1: Esquema simbólico de retı́cula de puntos de base de datos , sistemas de coordenadas

y vector posición del punto de observación o integración con respecto al punto de colocación.

T =








cosα −senα 0

senα cosα 0

0 0 1








si z≥ 0

(4.15)

TT =








cosα senα 0

senα −cosα 0

0 0 −1








si z< 0

Una cuestión fundamental que queda por abordar es el tamaño de la base de datos. Este

tamaño dependerá fundamentalmente de dos parámetros: las dimensiones del modelo a analizar

y la frecuencia a la que se esté trabajando. Cuanto mayor sea la dimensión del dominio de tra-

bajo, resulta evidente que la retı́cula ficticia de la base de datos deberá abarcar un mayor espacio

geométrico y por tanto tendrá un mayor número de puntos. Por otro lado, conforme aumente la

frecuencia del problema considerado, el carácter oscilatorio de la solución fundamental aumenta,

y por tanto se hace necesario que la densidad geométrica de puntos de la base de datos sea mayor.

Para gestionar de manera eficiente el tamaño de la base de datos en función de estos dos
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no puntos/onda Err. máx. Interp. Lineal ( %) Err. máx. Interp. cúbica ( %)

8 7.6 0.85

10 4.9 0.42

12 3.4 0.23

14 2.5 0.13

16 1.9 0.08

18 1.5 0.05

20 1.23 0.03

22 1.0 0.02

Tabla 4.1: Errores máximos cometidos según tipo de interpolación y número de puntos por onda

parámetros, se ha hecho un estudio monodimensional sobre el error cometido al evaluar en un

punto el valor de una sinusoide (función seno que representa un ciclo de onda) por interpolación

entre un número determinado de puntos en los que se conoce con precisión el valor de dicha

sinusoide. En la tabla 4.1 se recogen los errores máximos que se cometen en esta interpolación

para distintos valores del número de puntos distribuidos uniformemente a lo largo de la sinusoide

y en los que se conoce exactamente su valor. Se muestran los resultados para una interpolación

lineal (se interpola entre 2 puntos) y cúbica (se interpola entre 4 puntos).

Si se admite un error máximo admisible de hasta un 1 %, se observa como con una interpo-

lación lineal serı́an necesarios 22 puntos por onda, mientras que con una interpolación cúbica

basta con 8 puntos para cometer un error máximo del 0.85 %. Se escoge por tanto este segundo

tipo de interpolación, con el que el tamaño de la base de datos podrá ser casi tres veces menor que

con la interpolación lineal, con el consecuente ahorro en el empleo de memoria y reducción en el

tiempo de generación de la base de datos. Esta ventaja es fundamental para afrontar modelos de

grandes dimensiones geométricas o problemas de alta frecuencia.

El procedimiento para determinar el tamaño de la base de datos será el siguiente. En primer

lugar, se caracteriza el tamaño geométrico del modelo por la mayor dimensión de su proyección

en plano xy y su mayor dimensión según el eje z (parámetros Distb y DistZ, según la fig. 4.2).

Estas dimensiones serán las de la retı́cula ficticia formada por los puntos de la base de datos, de

la cual queda por determinar la distribución de sus puntos. Para ello, se establece que la mayor

distancia (∆rmax) entre puntos de la base de datos debe ser menor que 1/8 de la menor longitud
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x '

z '

D i s t b
D i s t b

D i s t ZD i s t Z

D o m i n i o  d e l  p r o b l e m a

Figura 4.2: Dimensiones Distb y DistZ que caracterizan el dominio y las coordenadas sobre las

que se extienden los puntos de la base de datos.

de onda que tenga lugar en el problema en cuestión (teniendo en cuenta que debe haber 8 puntos

por onda, según se comentó anteriormente). Esta condición se recoge en la ec. (4.16), donde es

necesario hallar previamente la mı́nima velocidad de fase de entre las dadas por las expresiones

(4.9) para las distintas direcciones del espacio (distintos valores de n3).

∆rmax =
λmin

8
=

cmin

ω/2π

8
(4.16)

Por otro lado, suponiendo por simplicidad que se van considerar el mismo número de puntos

(N) a lo largo de las distancias Distb y DistZ, se tendrá que la máxima distancia entre puntos de la

base de datos (∆rbase) vendrá dada por la ec. (4.17).

∆rbase =

√
(
DistZ

N

)2

+

(
Distb

N

)2

(4.17)

Para que el error cometido en la interpolación sea admisible se deberá cumplir que rbase ≤
rmax, lo cual se traduce en una cota para el número N (ec. 4.18).

N ≥ 8ω

cmin2π

√

DistZ2 +Distb2 (4.18)

Se toma N como el primer valor entero mayor que el valor obtenido según 4.18 y con esto

ya se tienen definidos los parámetros Distb, DistZ y N que determinan la ubicación de los pun-
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tos de la base de datos para los que se ha de evaluar la solución fundamental y sobre los que

posteriormente se deberá interpolar.

Al tratarse la base de datos de una retı́cula plana de puntos, la interpolación será bidimension-

al y no monodimensional como se hizo en el estudio sobre número de puntos necesarios por onda

recogido en la tabla 4.1. Esto hace que la interpolación cúbica monodimensional con 4 puntos se

transforme en una interpolación lagrangiana en 16 puntos, que realmente supone una interpo-

lación de mayor grado, con lo que la cota del error estimada anteriormente será efectivamente

menor. Una interpolación de este tipo y una revisión sobre cuestiones relativas a la construcción

de una base de datos similar puede encontrarse en el libro de Schclar (1994), aplicado a la evalu-

ación de la solución fundamental elastostática anisótropa 3D.

4.4. Obtención de Factores de Intensidad de Tensiones (FIT)

El proceso de obtención de los FIT en materiales transversalmente isótropos sigue el proced-

imiento general relatado en el apartado 2.5. Los términos del campo asintótico de tensiones y

desplazamientos en las cercanı́as del frente de una grieta plana perpendicular al eje simetrı́a del

material fueron obtenidos por Kassir y Sih (1968) y (1975) y se recogen en las expresiones (4.19)

y (4.20) para estado de carga simétricos (modo I) y en (4.24) y (4.25) para estados de carga anti-

simétricos (modos II y III).Las componentes de tensiones, desplazamientos y sus expresiones se

refieren a las coordenadas locales que ya se definieron en la fig. 2.3.

Para un estado simétrico se tiene que:
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σnn =
KI

2β1
√

(rπ)

{

C13m1 − C11n1

n
1/2
1 (1 +m1)

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)1/2

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)−1/2 −

C13m2 − C11n2

n
1/2
2 (1 +m2)

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)1/2

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)−1/2

}

+ 0
(
r0
)

σtt =
KI

2β1
√

(rπ)

{

C13m1 − C12n1

n
1/2
1 (1 +m1)

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)1/2

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)−1/2 −

C13m2 − C12n2

n
1/2
2 (1 +m2)

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)1/2

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)−1/2

}

+ 0
(
r0
)

(4.19)

σzz =
KIC44

2β1
√

(rπ)

{

n
1/2
1

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)1/2

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)−1/2 −

n
1/2
2

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)1/2

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)−1/2

}

+ 0
(
r0
)

σnz =
KIC44

2β1
√

(rπ)

{[(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)1/2 − cos θ

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)−1/2 −

[(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)1/2 − cos θ

]1/2

×
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)−1/2

}

+ 0
(
r0
)

σtz = 0
(
r0
)

σnt = 0
(
r0
)

y
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un = −KI

√

(r/π)

β1

{

n
1/2
1

1 +m1

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)1/2

]1/2

− n
1/2
2

1 +m2

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)1/2

]1/2
}

+ 0 (r)

ut = 0 (r) (4.20)

uz = −KI sin θ
√

(r/π)

β1

{

m1

n
1/2
1 (1 +m1)

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

1 sin2 θ
)1/2

]−1/2

− m2

n
1/2
2 (1 +m2)

[

cos θ +
(
cos2 θ + n−1

2 sin2 θ
)1/2

]−1/2
}

+ 0 (r)

donde n1 y n2 son las raı́ces de la ecuación caracterı́stica

C11C44n
2 + [C13 (C13 + 2C44)− C11C33]n+ C33C44 = 0 (4.21)

y

mj =
(C13 + C44)nj
C33 − C44nj

, j = 1, 2 (4.22)

β1 = C44

(

n
1/2
1 − n

1/2
2

)

(4.23)

En general, n1 y n2 son raı́ces reales o complejas conjugadas (e.g., son reales para el magnesio

y complejas conjugadas para el zinc). Cuando n1 y n2 son complejas conjugadas, debe tomarse la

parte real de n1/21 y n
1/2
2 , de manera que desplazamientos y tensiones resulten igualmente reales

(Elliot, 1948).
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Para un caso de carga antisimétrico se tienen las siguientes expresiones

σnn =
KII

2α2C44 (m1 −m2)
√

(rπ)

{
(1 +m2) (C13m1 − C11n1)n

−1
1
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}
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)

σzz =
KII (n1n2)
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n
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1/2
1
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(4.24)

σtz =
KIII
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)
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y

un = −KII (n1n2)
1/2
sin θ

√
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uz =
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donde

n3 =
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y

α2 =
(1 +m1) (1 +m2)

m1 −m2

[

1

n
1/2
1

− 1

n
1/2
2

]

(4.27)

Las expresiones anteriores son más complicadas que las correspondientes al caso isótropo,

por intervenir en mayor medida las constantes elásticas del material, pero en lo fundamental

son similares: la singularidad del campo de tensiones es del mismo tipo 1/
√
r y el campo de

desplazamientos sigue también una ley del tipo
√
r.

Según las propiedades del elemento a 1/4 y el procedimiento indicado en el apartado 2.5.1, se

pueden obtener las expresiones que relacionan los FIT con los desplazamientos obtenidos de los

nodos a 1/4, que se recogen en (4.28).

KI =

√
π

2L
∆uz

β1
m1

1+m1
− m2

1+m2

KII =

√
π

2L
∆un

C44

(√
n2 −

√
n1
)
(1 +m1)(1 +m2)

(m2 −m1)
√
n1n2

(4.28)

KIII =

√
π

2L
∆ut

C44√
n3
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donde L es la longitud del elemento a 1/4 en la dirección normal al frente de grieta, y el resto de

parámetros han sido definidos anteriormente.

4.5. Análisis de un problema de referencia y ajuste de parámet-

ros de la formulación

En este apartado se presenta un problema estático pero de geometrı́a muy exigente, que

servirá como banco de pruebas de la formulación y como medio para optimizar la implementación

de la parte estática, lo cual es necesario para aprovechar todas las ventajas que ofrecen las técni-

cas desarrolladas en el capı́tulo anterior y construir una formulación eficiente y robusta tanto para

problemas estáticos como dinámicos, que permita afrontar con garantı́as la resolución de proble-

mas para los que no se conocen resultados previos, y evitar que los resultados obtenidos puedan

ser imprecisos o dependientes de la discretización utilizada.

El problema en cuestión consiste en una barra prismática sometida a tracción uniforme y con

una grieta en forma de 1/4 de cı́rculo situada en torno a una esquina a la altura del plano medio

de la pieza. El esquema del problema y su discretización se presentan en las figs. 4.3 y 4.4, siendo

H/W = 4 y W/a = 2.

Este problema ya fue resuelto por Ariza y Domı́nguez (2004) para dos tipos de materia-

les transversalmente isótropos: un material compuesto grafito-epoxy (C11=13.92 GPa; C33=160.7

GPa; C12=6.92 GPa; C13=6.44 GPa; C44=7.07 GPa) y otro laminado compuesto con mayor grado

de anisotropı́a (C11=5.37 GPa, C33=251.168 GPa, C12=1.34 GPa, C13=3.35 GPa y C44=5 GPa). En el

trabajo de Ariza y Domı́nguez (2004) también se obtuvieron resultados para un material isótropo

(G=100 GPa, ν=0.3), y en este caso se consiguió un buen acuerdo con los obtenidos por Li et al.

(1998).

En el apartado correspondiente a resultados numéricos de este capı́tulo se analizará con ma-

yor profundidad los resultados obtenidos para este problema en diversos materiales, y se comen-

tarán algunas diferencias encontradas con respecto a los resultados de otros autores y sus causas.

En el presente apartado se pretende tan solo realizar un análisis numérico de la eficiencia de la

formulación desarrollada y su implementación. Para ello, se ha resuelto el mismo problema con

distintas discretizaciones de la grieta y se van a comparar los resultados obtenidos con la técnica

de subdivisiones y los obtenidos mediante la aplicación de la transformación de Telles en la forma
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que se explicó en el capı́tulo anterior.

H

W
W

a

s z

s z

Figura 4.3: Esquema del problema de pieza prismática con grieta en esquina en forma de 1/4 de

cı́rculo.

En este último caso se van a comparar también resultados obtenidos con distinto número de

puntos de Gauss según el punto de colocación está “cerca” o “lejos” del elemento de integración,

ası́ como distintas distancias crı́ticas para distinguir entre “cerca” y “lejos”, tal y como se defi-

nió este concepto en el apartado 3.2. También se mostrará un ejemplo de los resultados obtenidos

con distinta ubicación de los puntos de colocación (según se comentó en el apartado 3.3). Esta

ubicación se representa en la última columna de la tabla 4.2, donde aparece la diferencia entre las

coordenadas naturales del punto de colocación y a las coordenadas nodales.

En la tabla 4.2 solo se muestran las combinaciones de los parámetros anteriores más represen-

tativas de entre los numerosos casos considerados, que son para las que se van a presentar los

resultados obtenidos.

Con cada una de estas combinaciones se resolvió el problema para las cuatro discretizaciones

de la grieta que aparecen en la fig. 4.5, y se presentan una serie de figuras para comparar y

analizarlos distintos resultados obtenidos. Los resultados se obtuvieron para el material transver-

salmente isótropo con mayor grado de anisotropı́a de los citados anteriormente (composite lami-

nado), por ser el que supone un mayor grado de exigencia desde un punto de vista numérico.

En la leyenda de las siguientes figuras aparece una referencia al tipo de combinación referido
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Figura 4.4: Discretización empleada en problema de grieta de esquina.

Combinación Ptos. Gauss Ptos. Gauss Distancia Distancia

”lejos” ”cerca’’ crı́tica pto. coloc.-nodo

P1 20 20 2 0.25

P2 6 6 2 0.25

P3 12 6 2 0.25

P4 20 6 2 0.25

P5 20 6 2 0.15

P6 20 6 3 0.25

Tabla 4.2: Combinaciones de números de puntos de Gauss, distancia crı́tica para la aplicación de

transformación de Telles y ubicación relativa de puntos de colocación.
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en la tabla 4.2 y a la malla de que se trate. A la hora de analizar los gráficos se debe tener en

cuenta que el rango representado en el eje de ordenadas varı́a de unos a otros, con el objeto de

poder apreciar bien los resultados en cada caso.

A B

C D

Figura 4.5: Discretizaciones de la grieta de esquina

En la fig. 4.6 se muestran los resultados obtenidos con la combinación P1, que es la que mayor

número de puntos de integración utiliza, y la técnica de subdivisiones. Se observa como con esta

técnica se obtienen resultados bastante aproximados con 3 de las 4 mallas, pero con una de ellas,

precisamente la que tiene elementos con peor relación de aspecto, los resultados se alejan mucho

de la solución real. Esto no ocurre con los resultados obtenidos con las mejoras introducidas en la

formulación desarrollada en este trabajo, lo que demuestra de nuevo su robustez.

En las figuras siguientes se compararán los resultados de las distintas combinaciones de la

tabla 4.2 con los de la combinación P1, que es la que mejores resultados debe proporcionar pero a

costa de un mayor coste computacional, para ası́ intentar hallar la combinación más eficiente de

los parámetros que aparecen en la tabla 4.2.

En la fig. 4.7 se muestran los resultados obtenidos con la combinación P2, que es precisa-

mente la que utiliza un menor número de puntos de integración. A la vista de la fig. 4.7 se con-

cluye inmediatamente que es necesario aumentar dicho número de puntos, ya que los resultados

obtenidos son inexactos y muy dependientes de la discretización utilizada.

Con la configuración P3 se aumenta considerablemente el número de puntos de Gauss con

respecto a la combinación P2 cuando el punto de colocación se encuentra cerca del elemento

sobre el que se integra. Sin embargo, se observa en la fig. 4.8 como los resultados distan mucho

de ser tan precisos y estables como los obtenidos con la combinación P1.
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Figura 4.6: Resultados grieta de esquina. Combinación P1 y subdivisiones

Figura 4.7: Resultados grieta de esquina. Combinación P1 y P2
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Figura 4.8: Resultados grieta de esquina. Combinación P1 y P3

Con la combinación P4 se considera el mismo valor de número de puntos de Gauss que en P1

cuando el punto de colocación se encuentra ”cerca” del elemento. Se puede ver en la fig. 4.9 que

los resultados con esta combinación se aproximan bastante a los de la combinación P1, pero es

necesario introducir alguna mejora.

La siguiente combinación (P5) sirve para comprobar qué ocurre si se ubican los puntos de

colocación más cerca de la posiciones nodales (distancia 0.15 frente la de 0.25 considerada hasta

ahora). Los resultados se muestran en la fig. 4.10. Como era previsible, de acuerdo con las conclu-

siones extraı́das al respecto en el capı́tulo anterior, esto no hace sino empeorar los resultados con

respecto a la situación anterior (P4).

Por último, se considera una última combinación (P6), igual que P4, con la que se obtuvieron

resultados próximos a los deseados, pero aumentando de 2 a 3 la distancia crı́tica sobre la que

cambiar el número de puntos de Gauss y aplicar o no la transformación de Telles. El resultado

(fig. 4.11) es que se consiguen resultados tan buenos como con la combinación P1.

La combinación P6 es por tanto la mejor encontrada, ya que se consigue con ella unos ex-

celentes resultados, necesitando un tiempo de computación total tres veces menor que con la

combinación P1 y dos veces menor que con subdivisiones.

La combinación P6 será por tanto la combinación que se use en lo sucesivo. Sin embargo, a la
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Figura 4.9: Resultados grieta de esquina. Combinación P1 y P4

Figura 4.10: Resultados grieta de esquina. Combinación P1 y P5
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Figura 4.11: Resultados grieta de esquina. Combinación P1 y P6

vista de la mejorı́a de los resultados al pasar de la combinación P4 a P6, es razonable pensar que

se podrı́a optimizar aún más el número de puntos de Gauss a emplear en cada caso si se amplı́a

el abanico de posibilidades de dicho número en función de la distancia del punto de colocación

al elemento sobre el que se integra. En este trabajo se ha considerado sin embargo que no resulta

rentable la programación en el código de esta posibilidad.

4.6. Resultados numéricos

4.6.1. Propiedades de los materiales

En los siguientes ejemplos numéricos se considerarán algunos materiales además de los ya

presentes en el problema analizado en la sección anterior. Las propiedades de todos ellos se reco-

gen en la tabla 4.3, incluyendo todas las constantes que aparecen tanto en la matriz de rigidez

como en la matriz de flexibilidad, además de la densidad, cuyo valor es necesario para el com-

portamiento dinámico. A partir de estas últimas se puede observar como la relación entre los

módulos de elasticidad en la dirección del eje de simetrı́a (E33) y en el plano de isotropı́a (E11) es

mayor para el composite laminado que para el grafito-epoxy, y la de éste a su vez es mayor que la

del vidrio-epoxy. Esta relación es un indicador del grado de anisotropı́a del material y da lugar a
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Isótropo Vidrio epoxy Grafito Epoxy Composite laminado

Ctes. Rigidez

C11 (Pa) 3.50e6 1.46e10 1.39e10 5.37e9

C33 (Pa) 3.50e6 3.82e10 1.61e11 2.52e11

C12 (Pa) 1.50e6 5.61e9 6.92e9 1.34e9

C13 (Pa) 1.50e6 6.68e9 6.44e9 3.35e9

C44 (Pa) 1.00e6 4.34e9 7.07e9 5.00e9

C66 (Pa) 1.00e6 4.51e9 3.50e9 2.02e9

Ctes. flexibilidad

E11 (Pa) 2.6e6 1.20e10 1.04e10 5.01e9

E33 (Pa) 2.6e6 3.38e10 1.57e11 2.48e11

ν12 0.30 0.33 0.488 0.243

ν31 0.30 0.33 0.309 0.499

ν13 0.30 0.117 0.0205 0.0101

G13 (Pa) 1e6 4.34e9 7.07e9 5.00e9

G12 (Pa) 1e6 4.51e9 3.50e9 2.02e9

Densidad 5000 1700 1578 -

Tabla 4.3: Propiedades mecánicas de los materiales utilizados en los ejemplos numéricos

que el módulo de Poisson ν13 pueda resultar muy pequeño en este tipo de materiales, en los que

habitualmente se pretende disponer de una mayor rigidez en el sentido en el que normalmente

actúen las cargas que ha de soportar (dirección 3).

4.6.2. Problemas estáticos

4.6.2.1. Prisma con grieta recta

En esta sección se va a analizar el comportamiento de una pieza prismática con una grieta

recta en su interior con distintas disposiciones: grieta de borde, grieta central y doble grieta de

borde. Para estas tres configuraciones se utilizarán las mismas discretizaciones pero aplicando

condiciones de simetrı́a en los planos que correspondan. También se utilizará una discretización

con un espesor relativamente pequeño y otra de gran espesor, entendiendo por espesor la dimen-
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Figura 4.12: Esquema de la geometrı́a básica de prisma con grieta recta de borde (H/W = 1,75,

W/a = 2

sión en la dirección del frente de grieta. La discretización de pequeño espesor servirá para simular

un comportamiento bidimensional, y los resultados obtenidos servirán para analizar el carácter

tridimensional de la segunda.

La geometrı́a del problema y las discretizaciones empleadas aparecen en las figuras 4.12, 4.13 y

4.14. En esta última las dimensiones y la discretización del problema son las mismas que las que se

utilizaron en el apartado 3.4.2, e igualmente se consideran 4 discretizaciones distintas de la grieta

para constrastar la estabilidad y robustez de los resultados. La primera de ellas (tipo A) consiste

en una discretización uniforme con elementos de dimensiones 0.25*0.25, y las tres restantes (tipo

B) son del tipo que aparece en la fig. 4.14, pero variando la longitud L de los elementos a 1/4 en

la dirección perpendicular al frente de grieta (L=0.25, L=0.125 y L=0.18).

En la pieza de pequeño espesor (t/W = 0,25) se simulan condiciones de deformación plana

impidiendo el desplazamiento en dirección x en las caras perpendiculares a dicha dirección, mien-

tras que éstas se dejan como superficies libres de tracciones para simular condiciones de tensión

plana. Esto no deja de ser una aproximación, que serı́a mejor cuanto menor fuese el espesor del

modelo.

A continuación se muestran los resultados obtenidos para las distintas configuraciones, para

posteriormente extraer una serie de conclusiones sobre el conjunto de situaciones analizadas.
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Figura 4.13: Discretización del prisma de pequeño espesor y de la superficie de la grieta

(t/W=0.25)

A B (L=0.25)

B (L=0.125)B (L=0.18)

Figura 4.14: Discretización del prisma de gran espesor (t/W=1.5) y distintas discretizaciones con-

sideradas para la grieta
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KI/σ
√
πa KI/KI isótr.

Isótropo 2.930 1

Vidrio Epoxy 5.836 1.992

Grafito Epoxy 6.547 2.234

Compos. Lam. 7.920 2.703

Tabla 4.4: Resultados para grieta recta de borde en “deformación plana”

4.6.2.1.1. Prisma con grieta recta de borde. Para validar el modelo ’2D’ en este tipo de proble-

ma se resolvió previamente una configuración en la que H/W = 2, para la que existen resultados

previos (Brown y Strawley, 1966, Rooke y Cartwright, 1976). A partir del DAG del nodo a 1/4

ubicado en el centro del especimen y simulando condiciones de deformación plana se obtiene

un FIT de valor KI = 2,84σ
√
πa mientras que Brown y Strawley (1966) predice un valor de

KI = 2,897σ
√
πa, lo cual supone una diferencia del 2 %, que sirve para admitir el modelo “2D”

como válido.

A continuación se resuelve el mismo problema para un valor de H/W = 1,75. En la fig. 4.15 se

muestra la evolución del FIT adimensionalizado a lo largo del espesor de la pieza (la coordenada

s tiene su origen en el centro de la pieza) para distintos materiales y simulando condiciones de

deformación plana y tensión plana. Se puede observar como el valor del FIT es sensiblemente dis-

tinto para cada material, obteniéndose mayores valores cuanto mayor es su grado de anisotropı́a.

En todos los casos se obtiene una evolución similar entre los casos que simulan deformación plana

y tensión plana. En el caso de “deformación plana” no aparece apenas variación del FIT a lo largo

del espesor, tal y como era predecible, si bien aparece un pequeño efecto en los extremos (borde

libre o esquina), donde hay un ligero descenso en su valor. Bajo condición de “tensión plana”

este efecto del borde libre es más acusado, y en general se observa una ligera variación del FIT a

lo largo del espesor, ası́ como un valor superior al caso de “deformación plana”, si bien la difer-

encia entre ambas situaciones es pequeña (inferior al 5 %), tal y como era predecible (Rooke y

Cartwright, 1976).

En la tabla 4.4 aparecen los FIT en deformación plana obtenidos para cada material, y su

relación con el obtenido para el caso isótropo. Estos resultados serán comparados con los de otras

configuraciones y analizados posteriormente.

A continuación se representan los resultados para la geometrı́a de mayor espesor en la figu-
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Figura 4.15: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta recta de borde en prisma “2D”

(H/W = 1,75)

ra 4.16, donde se recoge la evolución del FIT para cada material considerado y para cada dis-

cretización del problema. Para cada material se obtienen unas diferencias menores del 3 % entre

los resultados obtenidos con las distintas discretizaciones. En todos los casos se observa además

un brusco descenso del FIT en las proximidades del borde libre. Esto concuerda con las observa-

ciones realizadas en el apartado 2.5, donde se analizaba el hecho de que en la intersección normal

del frente de grieta con un borde libre el orden de la singularidad es menor que 1/
√
r (Folias,

1975, Bazant et al., 1979, Benthem, 1980) por lo que si se obtiene el FIT a partir de su definición

habitual, como es este caso, sucede que el FIT ası́ obtenido tiende a cero en el borde libre. Las

discretizaciones utilizadas no son lo suficientemente refinadas en las proximidades de esta in-

tersección como para analizar con detalle este fenómeno. No obstante, resulta significativo que

conforme el tamaño de los elementos en esas zonas se va haciendo menor, se obtiene una mayor

caı́da del FIT en el borde libre.

Los resultados para materiales transversalmente isótropos de la figura 4.16 muestran cierto

desacuerdo con los presentados por Ariza y Domı́nguez (2004). La razón de ello podrı́a estar en

errores en la implementación de los términos s∗lmk de la solución fundamental, y en una incorrecta

evaluación de los FIT en el caso del material grafito-epoxy. Los resultados aquı́ presentados se
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Figura 4.16: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta recta de borde en prisma de gran

espesor (t/W = 1,5, H/W = 1,75, W/a = 2)

pueden considerar como una corrección de los anteriormente obtenidos por Ariza y Domı́nguez

(2004). En el caso isótropo los resultados concuerdan entre sı́ y ambos están también de acuerdo

con los previamente obtenidos por Li et al. (1998).

Por otro lado, y al igual que ocurrı́a en el caso ”2D”, se obtiene un mayor valor del FIT con-

forme aumenta el grado de anisotropı́a del material. Si la evolución del FIT para cada material

se adimensionaliza con el valor del FIT que le corresponde en deformación plana, se obtiene la

evolución que aparece en la fig. 4.17 (para una mayor claridad, en este tipo de representaciones

se representará el resultado para una discretización concreta, ya que los resultados son similares

para el resto de discretizaciones).

En la fig. 4.17 se observa como el FIT adimensionalizado con respecto al de deformación plana

presenta una evolución prácticamente idéntica en todos los materiales. Tan solo se observa una

evolución algo más acusada para el grafito-epoxy, aunque en cualquier caso presenta una difer-

encia menor del 3 % con respecto al resto de materiales, los cuales a su vez difieren entre sı́ en

menos de un 1 %. Estas diferencias podrı́an ser justificadas por la existencia de errores numéricos

y el efecto de la propia discretización utilizada. El efecto de la variación de las constantes elásticas

es otra justificación razonable, pero en cualquier caso resulta prácticamente inapreciable su efecto
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Figura 4.17: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta recta de borde en prisma de gran

espesor (t/W = 1,5, H/W = 1,75, W/a = 2) adimensionalizado con el FIT en deformación plana

a la vista de la variedad de combinaciones consideradas. La cuantificación de su efecto requerirı́a

un estudio analı́tico y numérico con mayor detalle, lo cual queda fuera del alcance de esta tesis.

También se observa con mayor claridad en la fig. 4.17 la evolución relativa del FIT. Se observa

su tendencia decreciente desde el centro hacia los extremos, siendo su valor prácticamente con-

stante a lo largo de la mayor parte del espesor. En la parte central su valor coincide con el de

deformación plana, como era previsible, y difiere en menos de un 5 % con respecto a este valor en

todo el espesor salvo en una “capa lı́mite” que abarca aproximadamente un 10 % del espesor y en

la que el FIT decrece rápidamente. Es significativo que en el caso de “tensión plana” (fig. 4.15) se

observa también una “capa lı́mite” del 10 % del espesor, aunque en este caso la discretización es

aún menos refinada en ese sentido y resulta más difı́cil de determinar.

4.6.2.1.2. Prisma con grieta recta central. Según el esquema de la fig. 4.12, imponiendo despla-

zamientos nulos según la dirección y en la cara del prisma y=0, se estará especificando que ese es

un plano de simetrı́a y se estará modelando un prisma con una grieta recta central y pasante en

su interior (fig. 4.18).

Es lógico pensar que la condición de contorno de simetrı́a impide el giro de esta cara del
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Figura 4.18: Esquema de la geometrı́a básica de prisma con grieta recta central (H/W = 1,75,

W/a = 2)

KI/σ
√
πa KI/KI isótr. KI central/KI borde

Isótropo 1.420 1 0.485

Vidrio Epoxy 3.327 2.343 0.570

Grafito Epoxy 4.256 2.997 0.650

Compos. Lam. 5.446 3.835 0.688

Tabla 4.5: Resultados para grieta recta central en “deformación plana”

prisma, lo cual reduce la apertura de grieta y por tanto el valor del FIT disminuirá con respecto

al caso anterior. Esto se refleja si se comparan los resultados “2D” para este problema (fig. 4.19)

con los de la grieta recta de borde (fig. 4.15). Por lo demás, se observan en ambos problemas el

mismo tipo de comportamiento en los casos de “deformación plana” y “tensión plana”. También

se vuelven a obtener mayores valores del FIT para mayores valores del grado de anisotropı́a.

En la tabla 4.5 se recogen los FIT en deformación plana obtenidos para los distintos materiales

considerados, ası́ como su relación con el caso isótropo y con la situación de grieta recta de borde.

Se puede observar como ambas relaciones son completamente distintas para cada material, indi-

cando ası́ que el cambio de configuración en la geometrı́a del problema afecta de manera muy

diferente a cada uno de ellos.

Para el caso isótropo, el valor obtenido del FIT en deformación plana es KI/σ
√
πa = 1,420,

mientras que Isida (1975) obtuvo un valor de KI/σ
√
πa = 1,43. Este resultado sirve para validar
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Figura 4.19: Resultados de prisma con grieta recta central “2D” (t/W = 0,25, H/W = 1,75, W/a =

2)

de nuevo la metodologı́a desarrollada.

En la fig. 4.20 se muestran la evolución del FIT para la pieza de mayor espesor. Resulta lla-

mativo en este caso que la evolución es ligeramente creciente desde el centro de la pieza hacia

los extremos, existiendo finalmente una zona (elemento más cercano al borde libre) donde esta

tendencia cambia bruscamente y el valor del FIT disminuye bruscamente. Este fenómeno resulta

independiente de la discretización utilizada y del material de que se trate. No obstante, esta caı́da

en el valor del FIT puede estar asociada a la intersección del frente de grieta con una superficie

libre, tal y como se comentó en el apartado anterior. Sin embargo, el hecho de que este descenso

solo sea registrado en un único elemento de la discretización indica que serı́a necesario un análisis

en mayor profundidad, con una discretización más fina, para poder analizar qué ocurre en esta

zona.

La evolución del FIT adimensionalizado con el valor correspondiente a la situación de ”de-

formación plana”para cada material se muestra an la figura 4.21. Al igual que en el caso anterior,

la evolución del FIT adimensionalizado de esta manera resulta prácticamente independiente del

material. Las diferencias entre distintos materiales son menores del 5 %, y pueden estar produci-

das por errores numéricos, efecto de la discretización, etc. De nuevo es el material grafito-epoxy
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Figura 4.20: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta recta central en prisma de gran espesor

(t/W = 1,5, H/W = 1,75, W/a = 2)

el que muestra una evolución algo más acusada, mostrando los otros tres materiales un compor-

tamiento casi idéntico entre sı́.

En este caso se observa de nuevo cómo los valores del FIT difieren en menos de un 5 % con

respecto al valor de deformación plana en todo el espesor salvo en una zona próxima al borde

libre que tiene una dimensión aproximada del 10 % del espesor (|s/t| ≥ 0,4).

4.6.2.1.3. Doble grieta recta de borde. En este caso se impone una condición de simetrı́a en el

plano y = W (fig. 4.12) impidiendo el desplazamiento en dirección y en ese plano. De esa forma

la geometrı́a del problema que se está modelando queda representado en la figura 4.22.

En la fig. 4.23 se muestran los resultados para esta geometrı́a simulando un problema bidi-

mensional. Se obtienen de nuevo el mismo tipo de resultados que en los dos casos anteriores,

pudiéndose sacar por tanto las mismas conclusiones. El único efecto significativo es una mayor

diferencia entre los valores en “deformación plana” y “tensión plana” para el material grafito

epoxy. En la tabla 4.6 se muestran el FIT para cada material en condiciones de “deformación

plana”, y su relación con el valor del caso isótropo por un lado y con su valor correspondiente

para el caso de una sola grieta recta de borde. Estas relaciones sirven para comprobar de nuevo
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Figura 4.21: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta recta central en prisma de gran espesor

(t/W = 1,5, H/W = 1,75, W/a = 2) adimensionalizado con el FIT en deformación plana
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Figura 4.22: Esquema de la geometrı́a básica de prisma con dos grietas rectas de borde (H/W =

1,75, W/a = 2)
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Figura 4.23: Resultados de prisma con doble grieta recta de borde “2D”(t/W = 0,25, H/W = 1,75,

W/a = 2)

como el cambio en la geometrı́a del problema afecta de manera muy distinta a cada uno de los

materiales.

Representando los valores del FIT obtenidos para la configuración de mayor espesor (fig. 4.24)

se obtiene de nuevo una tendencia decreciente en el valor del FIT desde el centro hacia los ex-

tremos. Además, los resultados son de nuevo muy poco dependientes de la discretización uti-

lizada, y se detecta en mayor medida el efecto del borde libre cuanto más fina es la malla en sus

proximidades

Los resultados anteriores, adimensionalizados con el resultado correspondiente a cada ma-

KI/σ
√
πa KI/KI isótr. KI bordedoble/KI borde

Isótropo 1.451 1 0.495

Vidrio Epoxy 3.561 2.454 0.610

Grafito Epoxy 5.056 3.484 0.772

Compos. Lam. 7.138 4.919 0.901

Tabla 4.6: Resultados para doble grieta recta de borde en “deformación plana”
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Figura 4.24: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta en prisma de gran espesor (t/W = 1,5,

H/W = 1,75, W/a = 2) con dos grietas rectas de borde

Figura 4.25: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta en prisma de gran espesor (t/W = 1,5,

H/W = 1,75, W/a = 2) con dos grietas de borde, adimensionalizado con el FIT en deformación

plana
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terial en deformación plana (fig. 4.25) permiten extraer las mismas conclusiones que en los dos

casos anteriores.

4.6.2.1.4. Conclusiones. En los tres apartados anteriores se han estudiado distintas configura-

ciones para un prisma con una grieta recta en su interior. De su análisis se pueden extraer una

serie de conclusiones que se resumen a continuación, aunque la mayorı́a de las cuales se han

mencionado ya en cada uno de los casos.

Se ha observado como la configuración geométrica del problema afecta de manera muy dis-

tinta a cada uno de los materiales considerados. Por otro lado, los valores del FIT, para una misma

geometrı́a y estado de cargas, resultan mayores cuanto mayor es el grado de anisotropı́a del ma-

terial.

En todos los materiales y discretizaciones se ha visto reflejado el efecto del borde libre, de-

tectándose una caı́da brusca en el valor del FIT, que teóricamente debiera tender a cero en dicha

región (Folias, 1975, Bazant et al., 1979, Benthem, 1980). Esta disminución en el valor del FIT es

más acusada cuanto más fina es la malla en la zona próxima al borde libre. Para sacar conclusiones

más determinantes serı́a necesario un estudio en mayor detalle de este fenómeno en los distintos

materiales con discretizaciones más refinadas en esas zonas, ası́ como un estudio en el interior del

dominio en la zonas cercanas al frente de grieta, del estilo a los realizados por Agrawal y Kishore

(2001) y Nakamura y Parks (1988).

En todos los materiales se ha detectado una variación del FIT prácticamente idéntica cuando

éste se adimensionaliza con el valor correspondiente a un estado de deformación plana. Las difer-

encias encontradas en todos los casos son inferiores al 7 % (siendo normalmente inferiores al 3 %)

y pueden ser debidas más a errores o inestabilidades numéricas que a un diferente comportamien-

to de los materiales. Los diferentes valores de las propiedades mecánicas ası́ como las relaciones

entre ellas para los materiales considerados hacen pensar en la escasa influencia que tienen éstas

sobre la evolución del FIT una vez adimensionalizado éste convenientemente. A pesar de estos

resultados, serı́a necesario un estudio numérico más riguroso y, sobre todo, un estudio analı́tico

en detalle, para determinar cual es la verdadera influencia de las constantes elásticas en los re-

sultados. En cualquier caso, a la vista del estudio realizado se puede concluir que en problemas

tridimensionales de este tipo se puede conocer a priori la solución para un material transver-

salmente isótropo a partir de la solución de un problema al que se pueda asimilar en deformación

plana junto con la solución del problema tridimensional para un material isótropo (estas dos
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situaciones son normalmente más fáciles de resolver e incluso se pueden encontrar resultados

previos de otros autores). Este método de aproximación puede conllevar un error aceptable para

la mayorı́a de casos prácticos.

Por último, serı́a interesante llevar a cabo un análisis de este tipo en materiales anisótropos,

y comprobar si se cumple esta misma analogı́a entre problemas 2D y 3D con respecto al caso

isótropo.

4.6.2.2. Prisma con grieta de esquina en forma de cuarto de cı́rculo

En esta sección se vuelve a analizar el problema que ya se planteó en la sección 4.5, donde

sirvió para establecer una serie de criterios en la implementación de la formulación desarrollada

y mostrar su eficiencia.

La geometrı́a del problema y las discretizaciones utilizadas se muestran en las figuras 4.3,

4.4 y 4.5. En la fig. 4.26 aparecen los resultados obtenidos para los materiales considerados en los

ejemplos anteriores y cuyas propiedades se recogen en la tabla 4.3. En dicha figura se representa la

evolución del FIT adimensionalizado a lo largo del frente de grieta (θ es una coordenada angular

que recorre el frente de grieta).

Se puede observar como existe muy poca diferencia entre los resultados obtenidos para los

distintos materiales transversalmente isótropos, que sı́ difieren significativamente con respecto a

los del material isótropo. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en las secciones anteriores,

esto muestra de nuevo como la variación de la geometrı́a del contorno y de la grieta afectan de

distinta manera según el material que se trate.

Se han obtenido resultados para cada material con las distintas discretizaciones que se mostraron

la fig. 4.5. En todos los casos se ha encontrado muy poca diferencia entre los resultados obtenidos

con las distintas discretizaciones, tal y como ya se comprobó en el apartado 4.5 para el material

composite laminado. Para facilitar la interpretación de la figura 4.26 solo se muestran los resulta-

dos para una de las discretizaciones consideradas.

Hay que admitir una apreciable discrepancia entre los resultados aquı́ presentados y los obtenidos

por Ariza y Domı́nguez (2004) para los materiales transversalmente isótropos en consideración.

Como ya se comentó en el caso del prisma con grieta recta de borde, esta discrepancia pudiera

ser debida a errores en la implementación de los términos s∗lmk de la solución fundamental y/o

en la evaluación de los FIT para el material grafito-epoxy, ya que en el caso isótropo se obtienen
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Figura 4.26: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta en prisma con grieta circular en forma

de 1/4 de cı́rculo

resultados en concordancia con los valores previos obtenidos por Ariza y Domı́nguez (2004) y Li

et al. (1998).

El valor del FIT obtenido muestra una tendencia creciente desde el centro de la pieza (θ = 45o)

hacia los extremos (borde libre) en todos los casos. Esto indicarı́a que si la grieta se propaga lo

harı́a en principio sobre la superficie del contorno o en su zona próxima. Algo parecido (aunque

con una evolución más suave del FIT) se obtuvo en el caso de un prisma con una grieta recta

central en su interior. Sin embargo, en aquel caso era apreciable una “capa lı́mite” en la que el

valor del FIT disminuı́a significativamente, y esto resulta justificado por el hecho de que en la

superficie libre el grado de la singularidad es menor que 1/
√
r, como ya se comentó anteriormente

(apartado 2.5). Esta “capa lı́mite” también se observaba en los casos de grieta recta de borde

(sencilla o doble).

En el caso de la grieta de esquina en forma de 1/4 de cı́rculo tan solo se ha observado clara-

mente esta “capa lı́mite” en una de las discretizaciones empleadas (tipo A, fig. 4.5), y muy ligera-

mente en otra de ellas (tipo C, fig. 4.5), mientras que en las otras dos no se ha observado ningún

efecto de este tipo. Esta situación queda reflejada en las figuras 4.6 a 4.11 para el caso del com-
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posite laminado, y se repite de la misma manera en todos los materiales considerados. Li et al.

(1998) observaron este efecto en los resultados obtenidos con una malla del tipo aquı́ utilizado,

mientras que con una malla muy poco refinada no observaron este efecto. Los autores justificaron

este hecho por la razón de que la segunda discretización no era lo suficientemente refinada para

captar el efecto del borde libre. Esta justificación parece plausible, y de hecho concuerda en cierta

medida con las observaciones realizadas en la sección anterior sobre el efecto de la discretización

en las proximidades del borde libre. Sin embargo, en el problema que ahora nos ocupa no parece

haber una relación tan clara entre el tipo de discretización y el efecto de borde libre que se obser-

va en cada caso, a la vista de los distintos tipos de mallas empleadas. Al igual que en la sección

anterior, se puede llegar a la conclusión de que se hace necesario un estudio con mayor profun-

didad y detalle sobre el comportamiento de la grieta en las proximidades de la superficie libre.

No obstante, dado que diversos autores (e.g. Bazant et al., 1979, Pook, 1994) afirman que el grado

de la singularidad del campo de tensiones depende del ángulo con que la grieta intersecta con la

superficie libre, serı́a interesante investigar también el efecto adicional que tiene la curvatura del

frente de grieta en dicho punto de intersección. A falta de un estudio numérico más profundo,

podrı́a pensarse que esta curvatura puede afectar al grado de la singularidad del campo de ten-

siones en esa zona y por tanto puede justificar la inexistencia de una “capa lı́mite” en los casos

analizados.

Respecto a la evolución del FIT en función del material, se puede observar una tendencia

muy similar para todos los materiales. En el caso del prisma con grieta recta (apartado anteri-

or) esta semejanza entre el comportamiento de distintos materiales se pudo comprobar con la

representación del FIT relativo respecto a una situación de deformación plana. En el problema

del prisma con una grieta de esquina no existe un problema bidimensional con el que se pueda

asimilar directamente. Sin embargo, si se representa la evolución del FIT relativo respecto al FIT

obtenido en cada caso en el centro de la pieza (θ = 45o) se tiene el resultado representado en la

figura 4.27. En dicha figura se puede comprobar como efectivamente la evolución relativa del FIT

resulta de nuevo prácticamente idéntica para todos los materiales.

4.6.3. Problemas dinámicos

En esta sección se presentan una serie de resultados para problemas dinámicos de grietas

inmersas en medios transversalmente isótropos sometidos a una carga dinámica, utilizando la
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Figura 4.27: Evolución del FIT a lo largo del frente de grieta en prisma con grieta circular en forma

de 1/4 de cı́rculo, adimensionalizado con el FIT en el punto medio del frente de grieta

formulación presentada a lo largo del capı́tulo.

En primer lugar se analizará la respuesta dinámica de una grieta circular en un medio infinito

bajo un frente de ondas normal a su superficie. Este problema no es del tipo que se pretende re-

solver con la metodologı́a desarrollada a lo largo de este trabajo. Sin embargo, antes de comenzar

a obtener resultados de problemas de grietas en medios finitos transversalmente isótropos, sobre

los que habrá muy pocos o ningún resultado previo obtenido por otros autores, conviene com-

probar el correcto funcionamiento del código desarrollado sobre algún otro problema de menor

complejidad y para el que existan resultados previos.

Posteriormente se estudiará el comportamiento dinámico de un prisma con una grieta de for-

ma circular en su interior, y finalmente se obtendrá la respuesta dinámica de una placa con una

grieta elı́ptica en su interior, con distintas configuraciones geométricas.

En estos casos, los resultados se presentarán como la amplitud del FIT en función de la frecuen-

cia, de tal forma que este barrido en frecuencia de lugar a la obtención de un espectro que con-

stituye la Función de Respuesta en Frecuencia del problema en cuestión. Este resultado servirı́a

para obtener la evolución temporal del FIT ante una excitación no armónica, a partir de la trans-
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formada inversa de Fourier de la función en frecuencia resultante de multiplicar la Función de

Respuesta en Frecuencia y el espectro de la excitación.

Hay que advertir que para realizar este paso al dominio del tiempo se hace necesario disponer

de un espectro en frecuencia preciso, ya que los resultados pueden ser muy sensibles a pequeños

errores en dicho espectro. Esto es aún más complicado y computacionalmente costoso en mate-

riales transversalmente isótropos, en los que, tal y como se verá en los siguientes ejemplos, se

obtienen espectros más complejos que en el caso isótropo, necesitándose un barrido en frecuencia

más fino para su obtención.

Por otro lado, para una aplicación más realista y práctica del análisis en frecuencia, serı́a nece-

sario la consideración del comportamiento viscoelástico del material, de forma que la magnitud

de los picos que aparecen en la Función de Respuesta en Frecuencia puedan ser correctamente

evaluados. La no consideración del amortiguamiento interno del material hace que los picos del

espectro tiendan matemáticamente a un valor no acotado (se trata de frecuencias de resonancia),

aunque numéricamente se obtengan valores finitos en estos picos (se podrı́a hablar de cierto tipo

“amortiguamiento numérico” ficticio).

La determinación del amortiguamiento en materiales compuestos que exhiben un compor-

tamiento transversalmente isótropo no es sencilla (Yin-Tao et al, 2001, Saravanos y Chamis, 1991,

Ni y Adams, 1984). No obstante la suposición de invariabilidad de los coeficientes de Poisson (e.g.

Christensen, 1981, Hilton, 2001) simplifica la consideración del comportamiento viscoelástico del

material (Melo y Radford, 2003) y su inclusión en la formulación desarrollada no es complica-

da. Sin embargo, la difı́cil evaluación experimental de los correspondientes coeficientes de amor-

tiguamiento y la escasez de resultados existentes en cuanto a dicha caracterización hacen difı́cil

la obtención de resultados numéricos prácticos y precisos.

En esta tesis no se ha abordado la inclusión del amortiguamiento del material, siendo éste un

posible desarrollo futuro del trabajo realizado, ası́ como la obtención de resultados en el dominio

del tiempo.

4.6.3.1. Grieta circular en medio infinito bajo un frente de ondas incidente normal a su super-

ficie

En este apartado se presentan los resultados obtenidos para una grieta circular en un medio

infinito bajo la acción de un frente ondas incidente en dirección normal a la grieta. La grieta
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está contenida en el plano de isotropı́a del material, luego las ondas incidentes se desplazan en la

dirección del eje de simetrı́a del material.

Este problema, para material isótropo y transversalmente isótropo, ya fue resuelto por Ariza

(2002) y Ariza y Domı́nguez (2004b), además de otros autores como Kundu y Boström (1991) o

Tsai (1988).

a b

Figura 4.28: Discretizaciones grieta circular en medio infinito para baja (a) y alta (b) frecuencia

En este caso, se han obtenido resultados para dos tipos de materiales: un material isótropo

de distintas propiedades al considerado en los apartados anteriores (E=69.15 GPa, ν=0.25, ρ=2770

kg/m3) y un material compuesto grafito-epoxy ya considerado anteriormente y cuyas propiedades

se recogen en la tabla 4.3.

En ambos casos se han obtenido los resultados para kta = 2, kta = 10 y kta = 20, siendo

kt el número de onda asociado a ondas puramente transversales viajando la dirección del eje de

simetrı́a del material (kt = ω/
√

C44/ρ) y a el radio de la grieta. Esto equivale a una frecuencia ω

de 2106.66, 10533.31 y 21066.62 s−1 para el material isótropo y 1411.120, 7055.6 y 14111.3 s−1 para

el material grafito-epoxy.

Para el valor más bajo de la frecuencia se han obtenido resultados con la discretización de la

grieta que aparece en la fig. 4.28a, mientras que para valores superiores se ha considerado una

malla más refinada (fig. 4.28b) para poder obtener una buena representación de la solución del

problema.

En las figuras 4.29 y 4.30 se muestran los resultados para el material isótropo y transver-

salmente isótropo, respectivamente (la formulación mixta del MEC desarrollada aparece en estas

figuras con el nombre de FMMEC). Se representa la amplitud del DAG armónico, normalizado

con respecto al DAG en el centro de la grieta en el caso estático, a lo largo del radio adimensional-

izado de la grieta. Obviamente, el problema tiene simetrı́a de revolución y con esta representación



118 Materiales transversalmente isótropos. Problemas estáticos y dinámicos

queda definida la solución del problema completo.

El acuerdo es excelente entre los resultados obtenidos y los presentados por Ariza y Domı́nguez

(2004b) y Kundu y Boström (1991). Tan solo para el máximo valor de frecuencia se encuentran

ciertas discrepancias entre los resultados de los distintos autores. Como es lógico, los valores

obtenidos presentan mayor acuerdo con los de Ariza y Domı́nguez (2004b) que con los de Kun-

du y Boström (1991), aunque hay que resaltar la dificultad numérica asociada a la obtención de

buenos resultados para valores elevados de la frecuencia, tal y como se recoge en ambos trabajos

previos.

Se puede observar como para baja frecuencia la deformación de la grieta es parecida a la del

caso estático, existiendo una amplificación dinámica del DAG. A medida que aumenta la fre-

cuencia, la deformación de la grieta se va haciendo más compleja, pero desciende la amplitud

de los movimientos. Se puede observar también como el material isótropo y el transversalmente

isótropo ofrecen un comportamiento cualitativamente similar, atendiendo a la forma de las cur-

vas obtenidas, caracterizada por el número y ubicación de puntos de inflexión y de máximos y

mı́nimos relativos.

4.6.3.2. Prisma con grieta circular en su interior

En esta sección se analiza el comportamiento de un prisma de sección cuadrada con una grieta

circular en su interior sometido a tracción armónica, y estando la grieta contenida en el plano de

simetrı́a del material. El centro de la grieta coincide con el baricentro del prisma. La geometrı́a

del problema se muestra en el esquema de la figura 4.31 (H = 2W , W = 2a), mientras que la

discretización empleada se muestra en la figura 4.32.

Se han obtenido resultados para tres materiales distintos: un material isótropo, un material

grafito-epoxy y otro del tipo glass-epoxy. Estos dos últimos ya han sido considerados en ejemplos

anteriores y sus propiedades se recogen en la tabla 4.3, mientras que el material isótropo (módulo

de cizalladura µ = 76,923GPa, módulo de Poisson ν = 0,2 y densidad ρ = 5000kg/m3) tiene

distintas propiedades a los considerados en ejemplos anteriores, con el fin de poder comparar

con los resultados previos obtenidos por Ariza (2002).

La respuesta en frecuencia de la pieza se representa en las fig. 4.33, 4.34 y 4.35 para los ma-

teriales isótropo, grafito-epoxy y vidrio-epoxy, respectivamente. En estas figuras se representa la

evolución del FIT, adimensionalizado con el FIT obtenido en el caso estático (frecuencia nula), con
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Figura 4.29: Resultados grieta circular, material isótropo, en baja y alta frecuencia
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Figura 4.30: Resultados grieta circular, material transversalmente isótropo, en baja y alta frecuen-

cia
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Figura 4.31: Geometrı́a del prisma con grieta circular en su interior (H = 2W , W = 2a)

Figura 4.32: Discretización del contorno del prisma y de la grieta circular en su interior
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KI/σ
√
πa

Isótropo 0.334

Grafito-epoxy 1.427

Vidrio-epoxy 1.342

Tabla 4.7: Valores del FIT en grieta circular en el interior de prisma bajo carga estática.

Figura 4.33: Respuesta dinámica de prisma con grieta cirular en su interior. Material isótropo

respecto a la frecuencia adimensionalizada kta, siendo kt el número de onda asociado a ondas pu-

ramente transversales viajando la dirección del eje de simetrı́a del material (kt = ω/
√

C44/ρ) y a

el radio de la grieta. Los resultados del caso estático para cada uno de los materiales considerados

se recogen en la tabla 4.7.

En el caso isótropo se puede comprobar como los resultados obtenidos con la formulación de-

sarrollada para materiales transversalmente isótropos concuerdan con los obtenidos previamente

por Ariza (2002) con una formulación para materiales isótropos.

No existen resultados previos para este tipo de problema en materiales transversalmente

isótropos, al menos que sean conocidos por el autor. En estos casos se observa con respecto al

caso isótropo una distribución menos uniforme de las frecuencias de resonancia del problema,

debido a la generación de un mayor número de tipos de ondas y a la dependencia espacial de la
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Figura 4.34: Respuesta dinámica de prisma con grieta cirular en su interior. Material grafito-epoxy

Figura 4.35: Respuesta dinámica de prisma con grieta cirular en su interior. Material vidrio-epoxy
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Figura 4.36: Geometrı́a de placa con grieta elı́ptica centrada en su interior (H =W , H = 4t, t = 4b,

b = 0,5a)

velocidad de propagación de éstas. En el caso del grafito-epoxy se observa incluso una gran prox-

imidad entre las dos primeras frecuencias naturales, lo cual constituye una zona de frecuencia

crı́tica para este problema y con ese material.

4.6.3.3. Placa con grieta elı́ptica centrada en su interior

En este caso se analiza la respuesta dinámica de una placa sometida a tracción con una grieta

elı́ptica centrada en su interior y perpendicular al eje de simetrı́a del material. En la figura 4.36

aparece un esquema del problema analizado, con las dimensiones y la definición del ángulo φ

necesario para identificar los puntos del frente de grieta sobre los que se mostrarán los resultados

obtenidos. La discretización del contorno externo y de la superficie de la grieta se presenta en la

figura 4.37.

El problema se ha resuelto para los mismos materiales considerados en el ejemplo anterior. Los

resultados obtenidos se presentan en las figuras 4.38, 4.39 y 4.40. En estas figuras se representa el

valor adimensionalizado del FIT obtenido en función de la frecuencia adimensionalizada. Al igual

que ocurre en el caso estático para materiales isótropos (Raju y Newman, 1977) y transversalmente

isótropos (Ariza, 2002), se obtiene en el semieje menor de la grieta elı́ptica (φ = 90o) un mayor

valor del FIT que en el semieje mayor (φ = 0o). La respuesta dinámica de la grieta en estos dos
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Figura 4.37: Discretización del contorno la placa y la grieta elı́ptica en su interior

puntos es semejante para cada uno los materiales, salvo en algunos intervalos de frecuencias en

los que se puede producir una mayor amplitud del DAG en el semieje mayor.

4.6.3.4. Prisma con grieta elı́ptica no centrada en su interior

En esta sección se analiza un caso similar al anterior pero en el que la grieta no está centrada

con respecto a la dimensión del espesor t del prisma. En la figura 4.41 se muestra un esquema

del problema, similar al del caso anterior pero en en el que se incluye un esquema de la posición

de la grieta. Las proporciones geométricas del problema son: H = W = 2t, W = 4a, b/a = 0,4,

b/h = 0,4.

La discretización del contorno externo y de la superficie de la grieta se muestra en la figura

4.42.

Se han obtenido resultados para los mismos materiales considerados en los dos ejemplos ante-

riores: material isótropo (µ = 76,923GPa, ν = 0,2, ρ = 5000kg/m3), grafito-epoxy y vidrio-epoxy.

En las figuras 4.43, 4.44 y 4.45 se muestra la respuesta respecto a la frecuencia normalizada kta del

FIT normalizado en tres puntos caracterı́sticos del frente de grieta definidos por φ = −90o (punto

del semieje menor más próximo a la superficie del prisma), φ = 0o (punto del semieje mayor) y

φ = 90o (punto del semieje menor más alejado de la superficie del prisma).

Como es lógico, y al igual que en el caso anterior, se cumple que para una geometrı́a de la
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Figura 4.38: Respuesta en frecuencia de placa con grieta elı́ptica. Material isótropo

Figura 4.39: Respuesta en frecuencia de placa con grieta elı́ptica. Material grafito-epoxy
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Figura 4.40: Respuesta en frecuencia de placa con grieta elı́ptica. Material vidrio-epoxy

grieta en forma de elipse se tiene un mayor valor del FIT en el semieje menor. En este caso se

cumple además que en el punto más cercano al contorno del prisma (φ = −90o) se tiene un

mayor valor del FIT que en el lado opuesto del semieje menor. Estas relaciones se cumplen en

la mayor parte del espectro y para todos los materiales analizados, y concuerdan con el análisis

estático de este tipo de problemas realizado por Ariza (2002).

Por otro lado, aún cuando en el caso estático y con la geometrı́a estudiada se tienen valores

del FIT muy próximos a los obtenidos si la grieta estuviera en un medio infinito (Ariza, 2002), se

observa sin embargo una gran influencia del contorno externo cuando se analiza la respuesta en

frecuencia de la pieza, resultando un espectro mucho más complejo que el obtenido por Ariza y

Domı́nguez (2004b) para una grieta elı́ptica en un medio infinito.
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Figura 4.41: Geometrı́a de prisma con grieta elı́ptica no centrada en su interior (H = W = 2t,

W = 4a, b/a = 0,4, b/h = 0,4)

Figura 4.42: Discretización del contorno la placa y la grieta elı́ptica en su interior
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Figura 4.43: Respuesta en frecuencia de placa con grieta elı́ptica no centrada. Material isótropo

Figura 4.44: Respuesta en frecuencia de placa con grieta elı́ptica no centrada. Material grafito-

epoxy
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Figura 4.45: Respuesta en frecuencia de placa con grieta elı́ptica no centrada. Material vidrio-

epoxy



Capı́tulo 5

Materiales piezoeléctricos

5.1. Introducción

En este capı́tulo se presenta el desarrollo de la formulación mixta del MEC para problemas

de Mecánica de la Fractura 3D en materiales piezoeléctricos. Esta formulación es análoga a la

desarrollada anteriormente por Ariza (2002) para materiales isótropos y transversalmente isótro-

pos, y que posteriormente ha sido analizada y mejorada según se ha detallado en los capı́tulos

anteriores. La extensión de la formulación al caso piezoeléctrico conlleva una dificultad añadida

derivada de la inclusión de las variables eléctricas asociadas al problema, además del necesario

proceso de obtención de los núcleos de las ecuaciones por derivación de la solución fundamental

y su regularización analı́tica para la integración numérica.

En este capı́tulo, se planteará en primer lugar el problema piezoeléctrico, incluyendo las ecua-

ciones que lo gobiernan, de forma similar a cómo se formula del problema elástico en su forma

más general. Esta formulación se desarrollará en forma compacta de forma subindicada, pres-

tando especial atención a los subı́ndices y a las definiciones de cada variable, lo cual resulta fun-

damental para simplificar y realizar de forma ordenada la implementación de la formulación en

un código de elementos de contorno. También se resaltarán aspectos particulares del problema

piezoeléctrico, ası́ como algunas cuestiones que siguen siendo objeto de debate entre la comu-

nidad cientı́fica en cuanto al comportamiento de estos materiales, como es el caso de la consid-

eración de las condiciones de contorno en las superficies de la grieta.

Una vez definidas las variables que intervienen en el problema piezoeléctrico, y formulado

131
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éste en su forma general, se pasarán a revisar los aspectos fundamentales asociados a la Mecánica

de la Fractura. Se definirán entonces los Factores de Intensidad de Tensiones Extendidos (FITEs)

y la forma de evaluarlos según la metodologı́a desarrollada en esta tesis.

Posteriormente, se presentará en detalle la formulación mixta del MEC desarrollada para

medios piezoeléctricos, prestando especial atención al proceso de obtención de los términos nece-

sarios para la formulación de la EIC en desplazamientos y la EIC en tracciones, con su regular-

ización correspondiente.

Finalmente, se cerrará el capı́tulo con una sección dedicada a la presentación de una serie de

resultados numéricos. En primer lugar, se validará la formulación mediante algunos ejemplos

sencillos para los que existen soluciones analı́ticas previas. Posteriormente se presentarán resul-

tados para los que el autor no conoce la existencia de resultados previos.

5.2. El problema piezoeléctrico

5.2.1. Ecuaciones que gobiernan el problema

La formulación completa del problema piezoeléctrico, incluyendo las causas de la existencia

de este fenómeno y su enfoque desde distintos puntos de vista, puede encontrarse en la obra de

diversos autores (véase, e.g., Cady, 1964, Tiersten, 1969 o Ikeda, 1996). En esta tesis se conside-

rará el problema piezoeléctrico lineal, elástico, bajo la hipótesis de pequeños desplazamientos y

deformaciones. Por simplicidad, y en aras de una mayor efectividad en el planteamiento del pro-

blema, en este apartado se presentarán las ecuaciones que gobiernan este problema y que resultan

necesarias para desarrollar la formulación de elementos de contorno objeto de ese capı́tulo, sin

entrar en profundidad en el origen y proceso de obtención de estas ecuaciones, ni en la definición

o justificación de las variables eléctricas asociadas al problema. Para un tratamiento en mayor

profundidad se remite al lector a los trabajos previos de otros autores, tales como las referencias

citadas anteriormente.

Al igual que el problema elástico, el problema piezoeléctrico se puede plantear en función de

un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que se pueden dividir en ecuaciones de equili-

brio, compatibilidad y ley de comportamiento del material.

A partir del equilibrio de fuerzas de un paralelepı́pedo infinitesimal se puede escribir la

ecuación de equilibrio estático como
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σij,i +Xj = 0 (5.1)

donde σij es el tensor de tensiones elástico y Xi son las fuerzas de volumen.

Por otro lado, el equilibrio de cargas eléctricas aplicado al mismo elemento infinitesimal se

puede escribir como

Di,i = qf (5.2)

siendo D el vector desplazamiento eléctrico y qf la densidad de carga libre.

Las ecuaciones de compatibilidad asociadas a la deformación del medio se pueden escribir

como la definición del tensor de deformaciones:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) (5.3)

mientras que el equivalente en el caso eléctrico es la definición del campo eléctrico E como el

gradiente cambiado de signo del potencial eléctrico φ.

El = −φ,l. (5.4)

En las ecuaciones anteriores de equilibrio y compatibilidad no se ha mostrado ningún acoplamien-

to entre las variables elásticas y eléctricas. Este acoplamiento tan solo existe en la ley de compor-

tamiento del material, por lo que para expresar con mayor claridad la forma en que ocurre este

acoplamiento se opta por presentar esta ley de forma explı́cita (ec. 5.5).
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σxx = C11εxx + C12εyy + C13εzz + e31φ,z

σyy = C12εxx + C11εyy + C13εzz + e31φ,z

σzz = C13(εxx + εyy) + C33εzz + e33φ,z

σyz = 2C44εyz + e15φ,y

σxz = 2C44εxz + e15φ,x

σxy =
1

2
(C11 − C12)εxy

Dx = 2e15εxz − ε11φ,x

Dy = 2e15εyz − ε11φ,y

Dz = e31(εxx + εyy) + e33εzz − ε33φ,z (5.5)

En las expresiones 5.5 las constantes Cij son las constantes elásticas del material ([N/m2] en

unidades S.I.), eij son las constantes piezoeléctricas ([N/(V · m)] en unidades S.I.) y εij son las

constantes dieléctricas del material ([N · V −2] en unidades S.I.). Hay que recordar que el Voltio

se define como la diferencia de potencial existente entre dos puntos tales que hay que realizar

un trabajo de 1 Julio para trasladar de uno a otro una carga eléctrica de 1 Culombio (siendo el

Culombio la unidad elemental de carga eléctrica definida en el S.I.). También se puede decir por

tanto que la diferencia de potencial (Voltaje) entre dos puntos es el trabajo necesario para mover

un Culombio (C) entre dichos puntos: [C][V]=[N][m].

En el caso de un material piezoeléctrico transversalmente isótropo, se tendrán en total 10

constante independientes: 5 constantes elásticas (C), 3 piezoeléctricas (e) y 2 dieléctricas (ε). El

acoplamiento entre las variables elásticas y eléctricas, es decir, el fenómeno piezoeléctrico, viene

determinado por las constantes piezoeléctricas.

En forma matricial, esta ley de comportamiento se puede escribir como

σij = Cijklεkl + elijφ,l

Di = eiklεkl − εilφ,l (5.6)

donde los subı́ndices i,j,k,l adoptan valores entre 1 y 3 que se corresponden con las direcciones

y subı́ndices x,y,z respectivamente que aparecı́an en las expresiones 5.5.
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Esta ley de comportamiento se puede escribir de diversas formas, tomando otras variables

independientes en lugar de las tensiones y el desplazamiento eléctrico, aunque para el desarrollo

de la formulación que aquı́ se presenta sólo se aplicará la ley de comportamiento en la forma en

que se ha escrito en (5.5). En rigor, según las variables independientes consideradas en (5.5), se

debe especificar que las constantes elásticas contenidas en C han de ser obtenidas bajo campo

eléctrico constante, mientras que las constantes dieléctricas contenidas en ε se obtienen bajo una

condición de deformación constante. Esta consideración tiene poca influencia desde un punto

de vista práctico, ya que la diferencia que se puede dar con respecto a otras situaciones es muy

pequeña. Por tanto, de aquı́ en adelante se prescindirá de realizar esta especificación. Las distintas

formas en que se puede escribir la ley de comportamiento y las diferencias en las constantes

según las variables independientes escogidas se puede encontrar, por ejemplo, en la obra de Ikeda

(1996).

Una vez presentadas las ecuaciones que gobiernan el problema planteado, conviene escribir

éstas en lo que se conoce como notación extendida, introducida originalmente por Barnett y Lothe

(1975) y posteriormente utilizada por muchos autores. Con esta notación se consigue escribir de

forma compacta la formulación del problema por medio de la definición de pseudotensores y pseu-

dovectores. Para ello se trabajará con unos subı́ndices asociados a las variables consideradas que

tomarán valores entre 1 y 4 (por la inclusión de las variables eléctricas) y que se representarán

con letra mayúscula, mientras que los subı́ndices asociados a las coordenadas cartesianas adop-

tarán valores entre 1 y 3 y se denotarán con letra minúscula. El empleo de esta notación resulta

fundamental para desarrollar e implementar de forma ordenada y eficiente la formulación mixta

del MEC que aquı́ se presenta.

Para escribir las ecuaciones de equilibrio en notación extendida se introduce la matriz de ten-

siones extendida ΣiJ (matriz tensión-desplazamiento eléctrico), que se define como

ΣiJ =







σij para J = 1, 2, 3

Di para J = 4
(5.7)

De esta forma la ecuación de equilibrio se puede escribir como

ΣiJ,i + bJ = 0 (5.8)

donde bJ es el vector columna de fuerzas de volumen extendido (fuerza y carga eléctrica).

El vector de desplazamiento extendido (UK) se puede escribir como



136 Materiales piezoeléctricos

UK =







uk para K = 1, 2, 3

φ para K = 4
(5.9)

y las ecuaciones de compatibilidad en su forma extendida se pueden escribir como la defini-

ción del pseudotensor de deformaciones extendido Zkl:

ZKl =







1
2 (uk,l + ul,k) para K, l = 1, 2, 3

φ, l para K = 4
(5.10)

Finalmente, la ley de comportamiento en notación extendida se puede poner como

ΣiJ = EiJKlZKl (5.11)

siendo EiJKl la matriz de constantes electro-elástica,

EiJKl =







Cijkl para J,K = 1, 2, 3

elij para J = 1, 2, 3 K = 4

eikl para J = 4 K = 1, 2, 3

−εil para J,K = 4

(5.12)

Dada la simetrı́a en las constantes elásticas del material (EiJkl = EiJlk para k=1,2,3), se puede

escribir la ley de comportamiento como

ΣiJ = EiJKlUK,l (5.13)

Por último, cabe definir el vector de tracciones extendido como la proyección de las tensiones

extendidas sobre la normal exterior al problema:

TJ = ΣiJni = EiJKlUK,lni (5.14)

5.2.2. Condiciones de contorno

Para acabar de cerrar el problema piezoeléctrico quedan imponer las condiciones de contorno

del problema. En el caso de presencia de grietas en el interior del sólido piezoeléctrico, la im-

posición de condiciones de contorno en las superficies de la grieta no resulta trivial (véanse las
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revisiones de Ou y Chen, 2003 y Chen y Hasebe, 2005), y es por ello que se le dedica un apartado

especı́fico a este tema.

Al igual que en el problema elástico, en el problema piezoeléctrico se pueden definir en princi-

pio tanto condiciones de contorno en desplazamientos y potencial eléctrico como en tracciones o

densidad superficial de carga eléctrica (proyección sobre la normal externa al contorno del vector

desplazamiento eléctrico). Estas condiciones de contorno se pueden escribir como:

ui = ūi en Γ
ui (5.15)

Φ = Φ̄ en ΓΦ (5.16)

σij · ni = tj = t̄j en Γ
tj (5.17)

Di · ni = q = q̄ en Γq (5.18)

donde ūi y Φ̄ son los desplazamientos y potencial eléctrico prescritos sobre la parte del con-

torno Γui y ΓΦ repectivamente, mientras que t̄i y q̄ son las tracciones y densidad de carga eléctrica

prescritos sobre la parte del contorno Γti y Γq respectivamente. Siendo Γ el contorno del proble-

ma, se ha de cumplir que:

Γui ∩ Γti = Ø

Γui ∪ Γti = Γ

ΓΦ ∩ Γq = Ø

ΓΦ ∪ Γq = Γ (5.19)

En notación extendida, las condiciones de contorno anteriores se pueden formular por tanto

como:

UI = ŪI en Γ
UI

ΣiJ · ni = TJ = T̄J en Γ
TJ (5.20)
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La imposición de condiciones de contorno sobre las superficies de la grieta desde un punto de

vista mecánico no plantea dificultad. Normalmente en ellas se imponen tracciones nulas, ya que

se trata de superficies libres de tensiones, salvo cuando se aplican cargas aplicadas directamente

sobre los labios de la grieta. La situación más habitual de este tipo se suele dar cuando se considera

una presión interna en el interior de la grieta, que se modela como tracciones normales no nulas

y autoequilibradas en las superficies de la grieta. La imposición de desplazamientos prescritos en

las superficies de la grieta es menos habitual desde un punto de vista práctico, aunque fı́sicamente

puede ser posible y su modelización matemática no supone ninguna dificultad.

Sin embargo, la imposición de condiciones de contorno eléctricas sobre la grieta no resulta

inmediato, ya que el espacio en el interior de la grieta interactúa desde un punto de vista eléctrico

con sus superficies, lo cual no ocurre con las variables mecánicas. En efecto, el medio existente en-

tre los labios de la grieta, que en el caso más habitual será aire o vacı́o, es susceptible en cualquier

caso de ser polarizado eléctricamente y por tanto se ha de establecer una condición de equilibrio

en desplazamiento eléctrico sobre las superficies de la grieta.

La primera aproximación en la imposición de condiciones de contorno eléctricas sobre la su-

perficie de una grieta sea probablemente la realizada por Parton (1976), quien consideró que el

desplazamiento y potencial eléctricos debı́an ser continuos a través de la grieta, es decir, se debı́a

imponer la existencia de un mismo desplazamiento y potencial eléctrico en una y otra cara de la

grieta. Esta condición es la que se conoce como condición de contorno permeable, y no es más

que una condición de continuidad y equilibrio sobre dos superficies adyacentes que a todos los

efectos funcionarı́an como si de un medio continuo se tratara desde un punto de vista eléctrico.

Una condición similar es la que aplican algunos autores (por ejemplo McMeeking, 1990) que

consideran el material piezoeléctrico inmerso en un medio dieléctrico, de forma que en el interior

de la grieta existe un fluido conductor, situación en la que se puede considerar que el potencial

eléctrico es nulo en ambas caras de la grieta (Suo et al, 1992).

Ahora bien, en un caso más general, en el momento en que la grieta sufra una cierta apertura,

entre ambas caras existirá un medio con el que deberán de cumplir continuidad y equilibrio. La

condición mecánica de equilibrio resulta evidente:

σ+ijn
+
j = −p

σ−ijn
−
j = p (5.21)
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siendo p la presión interna en la grieta, pero además deberá cumplirse una condición eléctrica

de equilibrio:

(Di −Dv
i )ni = 0 (5.22)

n× (∇φ−∇φv) = 0 (5.23)

donde el superı́ndice v se refiere al vacı́o o medio que haya en el interior de la grieta, y el

resto de variables se refieren a una u otra cara de la grieta. La condición de continuidad de la

componente tangencial del campo eléctrico (ec. 5.23) puede ser sustituida por la continuidad en

el potencial (Toupin, 1956), teniéndose entonces que

φ = φv (5.24)

Estas condiciones de contorno son más rigurosas que las anteriores y se suelen denominar

como “exactas”. Un gran número de autores reconoce que se trata de las condiciones más ade-

cuadas, aunque suelen ser posteriormente simplificadas en su aplicación de forma que el debate

sobre la conveniencia en el empleo de un tipo de condición de contorno u otra sigue abierto.

A continuación se describen con mayor detalle las distintas condiciones de contorno que

aparecen en la literatura, sus implicaciones, simplificaciones que conllevan, e incluso la opinión

de algunos autores al respecto.

Condición de contorno exacta

Parton y Kudryatsev (1988), Hao y Shen (1994), Kogan et al. (1996) y Lin et al (2003), son

algunos de los autores que consideran que el medio existente entre los labios de la grieta debe

ser considerado como un medio dieléctrico con sus correspondientes propiedades, en el que se

puede considerar que se producirá un campo eléctrico constante. A veces se denomina este tipo

de condición como PKHS debido al nombre de los autores que la consideraron originalmente

(Parton y Kudryatsev en 1988 y Hao y Shen en 1994). La situación considerada se traduce en las

siguientes condiciones de contorno:

D+ · n+ = Dv · n+

D− · n− = Dv · n− (5.25)
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siendo n+ y n− la normal externa en una y otra cara de la grieta, D+ y D− el desplazamiento

eléctrico en una y otra cara de la grieta y Dv el desplazamiento eléctrico en el espacio entre ellas.

Considerando este espacio como un medio dieléctrico homogéneo, y teniendo en cuenta la

continuidad de potencial eléctrico entre las superficies de la grieta y el medio en su interior, se

cumplirá además que

φ+ − φ− = φv+ − φv− = Ev · n−(u−n − u+n ) =
Dv · n−

εv
(u−n − u+n ) (5.26)

donde el subı́ndice n indica que se trata de la componente asociada a la dirección normal a la

superficie de la grieta (dirección de apertura de grieta en modo I), y Ev = D
v

εv
es el campo eléctrico

en el espacio interior a la grieta.

La consideración de esta condición de contorno equivale a resolver un problema con dos do-

minios: el medio piezoeléctrico y el medio entre las superficies de la grieta. Sin embargo, las

variables asociadas a dicho espacio no serán en general de interés, por lo que las condiciones de

contorno a considerar para la resolución del problema piezoeléctrico se podrı́an escribir como:

D+
n = −D−

n

D−
n (u

−
n − u+n ) = εa(φ

+ − φ−) (5.27)

es decir, en las caras de la grieta se tienen cargas iguales pero de signo contrario (que es

una condición similar a la de una grieta autoequilibrada en tracciones mecánicas, como se da,

por ejemplo, al estar sometida a presión interna). La segunda condición en (5.27) implica el

conocimiento de la permitividad del medio presente en el interior de la grieta.

Condición de grieta permeable. Como ya se comentó anteriormente, la condición de grieta

permeable fue el primer tipo de condición de contorno considerada sobre las superficies de la

grieta (Parton, 1976), y sigue siendo utilizada por algunos autores, aunque en determinadas cir-

cunstancias en las que puede resultar adecuada. Por ejemplo, Heyer et al (1998) realizan experi-

mentos en los que el espacio interior a la grieta es rellenado con una solución de NaCl en agua,

sobre la que se aplica un potencial eléctrico constante, de forma que en el modelo numérico se

considera una condición de grieta permeable o conductora. La condición de grieta permeable se

puede formular como
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D+
n = −D−

n

φ+ = φ− (5.28)

Esta condición de contorno supone que la componente normal del desplazamiento eléctrico y

el potencial eléctrico se pueden considerar como continuos a través de la grieta.

Esta condición, sin embargo, coincide con la formulada al principio de esta sección como exac-

ta para el caso de una grieta cerrada, lo cual resulta bastante intuitivo. Si en la ec. (5.27) se impone

que φ+ = φ−, y Dn 6= 0, entonces deberá cumplirse que u+n = u−n , lo que significa que no hay

apertura de grieta, y viceversa, si u+n = u−n y Dn 6= 0 entonces se tiene que φ+ = φ−.

Por tanto, y de acuerdo también con Ou y Chen (2003) y Wang y Mai (2004), la condición de

contorno de grieta permeable desde un punto de vista eléctrico solo será válida si la grieta se

encuentra cerrada o bien el espacio interior está ocupado por un fluido conductor (permitividad

infinita). En ese caso, las tracciones en las caras de la grieta podrán ser no nulas y la grieta se en-

contrará autoequilibrada. En el caso de que en la grieta se activen modos tangenciales de apertura

(modos II y III), la condición de grieta permeable seguirá siendo adecuada.

Condición de grieta impermeable

Este tipo de condición de contorno es el asumido por la mayorı́a de autores, por ser la más

simple de implementar y resultar bastante realista en principio. Pak (1990), Sosa (1991), Suo et al

(1992), Wang (1992), Qin (2001), Qin y Noda (2004) o Garcı́a-Sánchez et al. (2005) son algunos de

los autores que han optado por su empleo.

La condición de impermeabilidad se traduce en la ausencia de flujo eléctrico a través de las

superficies de la grieta, lo que equivale a imponer que la componente normal del desplazamiento

eléctrico sobre dichas superficies es nula:

Dn = 0 (5.29)

Esta condición resulta equivalente desde un punto de vista matemático a la imposición de

tracciones mecánicas nulas sobre la superficie de la grieta.

La condición de grieta impermeable se basa fundamentalmente en el hecho de que la permi-

tividad eléctrica de un material piezoeléctrico es habitualmente mucho mayor que la del medio

existente en el interior de la grieta (aire o vacı́o).
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Figura 5.1: Esquema del problema planteado por Pak (1990).

Entre los textos que analizan el empleo de unas condiciones de contorno u otras, cabe destacar

el trabajo realizado por Pak (1990). Este autor justifica el empleo de la condición impermeable

sobre un problema bidimensional antiplano en el que una grieta orientada según la dirección x

del plano de isotropı́a x-y de un material piezoeléctrico transversalmente isótropo, es sometida a

tensión tangencial en el infinito σ∞zy (fig. 5.1). Partiendo de las condiciones de contorno exactas,

y suponiendo que la tensión tangencial en la grieta es nula (lo cual es lo más habitual, y casi la

única condición posible en caso de admitir que en el interior de la grieta existe aire o vacı́o), se

tendrá que (según la ley de comportamiento reflejada en la ec. 5.5):

2C44εyz − e15E
p
y = 0 (5.30)

donde el superı́ndice p indica que se trata de una magnitud asociada al material piezoeléctrico,

frente al superı́ndice v que hace referencia al vacı́o o espacio interior de la grieta. Por otro lado,

la condición de continuidad del desplazamiento eléctrico normal a la grieta (Dy en este caso),

teniendo en cuenta de nuevo la ley de comportamiento (5.5), lleva a la siguiente condición

2e15εyz + ε11E
p
y = εaE

v
y (5.31)

De la condición (5.30) se tiene que
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εyz =
e15
C44

Ep
y (5.32)

y sustituyendo en (5.31) se tiene que

Ep
y

Ev
y

=
εa

e2
15

C44
+ ε11

(5.33)

Dado que (en unidades S.I.) e15 ∼ 10, C44 ∼ 1010, ε11 ∼ 10−10 y εa ∼ 10−3ε11, Pak (1990)

concluye que

εa
e2
15

C44
+ ε11

<< 1 (5.34)

y que por tanto Ep
y ha de tender a cero para que Ev

y mantenga un valor finito.

Pak (1990) apunta además que no serı́a necesario realmente que el material piezoeléctrico

tuviera una permitividad eléctrica mucho mayor que la del medio en el interior de la grieta, ya

que es suficiente que se cumpla la condición e215
C44

>> εa.

El mismo autor admite que para concluir que Ep
y = 0 se deberı́a de cumplir que el material

piezoeléctrico tuviera una permitividad dieléctrica infinita (ε11 → ∞). También admite que exis-

tirá un campo eléctrico en el interior de la grieta, y que será mayor que el que exista en el material

piezoeléctrico, pero que no será lo suficientemente grande como para tener que considerar ten-

siones de Maxwell o el fenómeno de electroestricción. Finalmente, considera razonable considerar

como condición de contorno que el campo Ep
y sea nulo, con lo que quedan desacoplados el pro-

blema en el medio piezoeléctrico y en el espacio en el interior de la grieta, donde las variables

eléctricas no son de interés.

Discusión sobre las distintas condiciones de contorno

El espléndido trabajo de Pak (1990) parece razonable y lo corrobora el hecho de que la gran ma-

yorı́a de autores consideran acertada la hipótesis de grieta impermeable. Sin embargo, se puede

pensar que el campo eléctrico en la grieta puede alcanzar un valor lo suficientemente elevado co-

mo para que el desplazamiento eléctrico en el interior de la grieta (Dv = εaE
v) adquiera un valor

que no ha de ser necesariamente próximo a cero o despreciable, lo cual llevarı́a a la necesidad de

considerar la condición de contorno exacta. Esta opinión es compartida por ejemplo por Kogan et

al. (1996) y Ou y Chen (2003).

Otro aspecto a tener en cuenta en el trabajo de Pak (1990) es que su desarrollo está aplicado

sobre un problema antiplano (fig. 5.1) en el que la grieta está contenida en el plano xy del material
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(plano de isotropı́a), siendo el eje z el eje de simetrı́a del material, y está sometida a unas tensiones

σyz aplicadas en el infinito. Esto quiere decir que al imponer la condición de contorno de tensiones

tangenciales nulas sobre la grieta (ec. 5.30), aparece la componente del campo eléctrico normal a

la grieta (Ep
y ), según la dirección de apertura de grieta considerada por el autor.

Sin embargo, en los problemas de Mecánica de la Fractura en materiales piezoeléctricos transver-

salmente isótropos considerados por la mayorı́a de autores, se considera como dirección nor-

mal de apertura de la grieta la dirección del eje de simetrı́a del material (dirección z según el

planteamiento de Pak). En esta situación, la condición de grieta impermeable (Dz = 0) no se

puede deducir a partir de las condiciones de tensiones tangenciales nulas sobre las superficies de

la grieta (σyz = σxz = 0), ya que éstas se relacionan a través de la ley de comportamiento del ma-

terial con las componentes Ex y Ey del campo eléctrico, pero no con la componente Ez que es la

que está directamente relacionada con Dz . No hay por tanto un razonamiento análogo al de Pak

que permita concluir que la condición de grieta impermeable Dz = 0 es una condición aceptable.

Por otro lado, considerando el acoplamiento entre el medio piezoeléctrico y el espacio entre la

grieta que aparece en la condición de contorno exacta (ec. 5.27), no parece aceptable que por ser

εa muy pequeño entonces D+
n → 0. Aun cuando εv = 0, serı́a igualmente razonable pensar desde

un punto de vista matemático que el DAG sea nulo y se tendrı́a entonces que la grieta permanece

cerrada y la condición de contorno de grieta permeable serı́a la adecuada.

Hay que tener en cuenta además que, aunque εa → 0, el salto de potencial eléctrico en la grieta

es del orden de 1012 veces mayor que el DAG (en unidades S.I.), por lo que la igualdad en la ec.

(5.27) puede cumplirse con un valor de D+
n finito y no necesariamente próximo a cero.

No obstante, si el DAG no es nulo, entonces la condición de impermeabilidad resultarı́a razo-

nable. A esta conclusión llegan también Wang y Mai (2004) mediante un planteamiento matemático

más complejo y riguroso, llegando incluso a cuantificar la validez de la hipótesis de impermea-

bilidad. Para un problema plano de una grieta en un medio infinito, concluyen que para valores

del DAG mayores que el 1 % de la semilongitud de la grieta, la hipótesis de impermeabilidad

ofrecerá resultados suficientemente aproximados (con diferencias a lo sumo del orden del 10 %

con respecto a la consideración de condición de contorno exacta).

También resulta oportuno realizar una observación adicional sobre la implicación que supone

en determinados casos la imposición de condiciones de contorno impermeables, independiente-

mente de que resulten suficientemente aproximadas para modelar matemáticamente el acoplamien-

to eléctrico con el espacio en el interior de la grieta.
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Considérese el caso de un sólido piezoeléctrico con una grieta en su interior y sometido a la

acción de una densidad de carga eléctrica D0
n en su contorno externo normal a la grieta, mientras

que se mantienen tracciones mecánicas nulas en todo el contorno externo y superficies de la grieta.

Este tipo de problema es considerado por gran número de autores y también será analizado en

los ejemplos numéricos que se presenten en esta tesis.

La consideración de impermeabilidad eléctrica en la grieta en estos casos no parece tener de-

masiado sentido fı́sico, a juicio del autor y según las observaciones realizadas por Kogan et al.

(1996). Basta con pensar que si se parte de una situación inicial en la que la grieta se encuen-

tra cerrada y se aplica posteriormente la densidad de carga eléctrica antes mencionada, la solu-

ción al problema será la presencia de un desplazamiento eléctrico constante D0
z en todo el medio

piezoeléctrico, manteniéndose la grieta cerrada y comportándose como si de un medio continuo

se tratara. Esta será la solución puesto que cumple todas las ecuaciones del problema piezoeléctri-

co, considerando las condiciones de contorno exactas, que equivaldrı́an en esta situación al caso

permeable. Las deformaciones inducidas εzz y la variación de potencial según z se obtendrán al

hacer σij = 0, Dz = D0
z y Dx = Dy = 0 en la ley de comportamiento.

La imposición sobre las superficies de la grieta de desplazamiento eléctrico normal nulo (condi-

ción impermeable) solo tendrı́a sentido en el caso de que en el problema planteado se partiera de

una situación en la que la grieta presentase ya cierta abertura, y siempre admitiendo como válida

la condición impermeable frente a la condición exacta. Es decir, se trata de un problema de interés

siempre que se superpusiera a otro que implicase una apertura inicial de la grieta. Una posibi-

lidad para que esto se cumpla es el caso considerado por Kogan et al. (1996), quien además de

imponer un desplazamiento eléctrico en el infinito impone también que el desplazamiento según

la dirección normal a la grieta sea nulo en el infinito. Un caso más sencillo puede ser la superposi-

ción del desplazamiento eléctrico con la acción de tracciones mecánicas en el sentido normal a la

grieta.

Un ejemplo análogo que puede servir para entender un poco mejor este fenómeno es el caso

termoelástico. Si se considera un medio elástico con una grieta en su interior, sometido a una tem-

peratura constante y tracciones nulas sobre su contorno externo, parece claro que la solución a este

problema será una distribución de temperatura constante en todo el medio, que no sufrirá ten-

siones mecánicas por tratarse de una situación isostática y un campo uniforme de temperatura,

pero sı́ tendrán lugar deformaciones térmicas.

Parece también razonable pensar que en el momento en que la grieta se abriera (por efecto



146 Materiales piezoeléctricos

de la aplicación de tracciones mecánicas superpuestas a la temperatura, por ejemplo), se tendrı́a

entonces un problema de conducción térmica acoplado entre el material elástico y el medio en

el interior de la grieta. Además, y siguiendo con la analogı́a termoelástica, en caso de que la

conductividad térmica de este medio fuese muy pequeña, esto no serı́a suficiente para considerar

que el flujo térmico en la superficie de la grieta sea nulo, aunque ésta pudiera ser una hipótesis

razonable a efectos prácticos.

Conclusiones acerca de las condiciones de contorno

En este apartado dedicado a las condiciones de contorno sobre las superficies de la grieta en

un problema piezoeléctrico, se han presentado y analizado los distintos tipos de condiciones que

se pueden imponer, sus implicaciones y la conveniencia en su empleo en distintas situaciones.

La condición de grieta permeable resulta adecuada sólo cuando la grieta se encuentra cerra-

da o en su espacio interior existe un medio conductor (permitividad infinita), mientras que la

condición impermeable no parece tener una justificación fı́sica ni matemática del todo rigurosa y

admisible. Además, se ha razonado por qué la aplicación de este tipo de condición de contorno

puede resultar incluso en algunos casos incorrecta desde un punto de vista fı́sico.

Parece por tanto que las condiciones de contorno más adecuadas son las condiciones exactas,

que admiten el acoplamiento eléctrico entre el medio piezoeléctrico y el medio en el interior de la

grieta.

Sin embargo, y tal y como apunta también Qin (2001), la consideración de las condiciones

exactas resulta compleja desde un punto de vista matemático y computacional (el problema se

convierte en no lineal y mal condicionado) por lo que su implementación puede resultar engo-

rrosa. Una herramienta numérica avanzada en este sentido es la desarrollada recientemente por

Wu y Wu (2006) aplicando el Método de los Elementos Finitos con un elemento hı́brido con una

función de transición especı́fica en el frente de grieta.

No obstante, hay que señalar que el trabajo de algunos autores parece indicar que los resulta-

dos obtenidos con la condición impermeable o exacta no difieren excesivamente entre sı́, aunque

las diferencias pudieran ser relevantes en ciertas aplicaciones. Ası́, Hao y Shen (1994) encuentran

que la singularidad del campo de potencial eléctrico en las proximidades de la grieta (asociado

al factor KIV que se definirá en el apartado siguiente) es mayor cuando se considera la condi-

ción impermeable en lugar de exacta, lo cual en principio puede llevar a pensar que la condición

impermeable estará normalmente del lado de la seguridad. Por otro lado, Lin et al (2003) anali-

zan una grieta circular con condiciones de contorno exactas e impermeables y obtienen el mismo
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valor de KI para las distintas condiciones de contorno. Sin embargo, estos autores sı́ encuentren

diferencias en la influencia que el campo eléctrico tiene sobre la tendencia a la propagación de

la grieta. Mientras que con la condición exacta esta influencia es independiente del criterio de

propagación empleado, con la condición impermeable se observa una influencia distinta según el

criterio aplicado.

Recientemente, Chen y Hasebe (2005) han realizado una exhaustiva revisión sobre la influen-

cia de las condiciones de contorno según los resultados obtenidos por un gran número de autores,

y resulta sorprendente el gran número de resultados contradictorios existentes en la literatura. Es-

tas contradicciones parecen tener su causa en la influencia de las zonas con comportamiento no

lineal en torno al frente de grieta, los niveles de carga mecánica y eléctrica considerados, las cons-

tantes del material, etc., aunque la cuantificación y justificación del efecto de cada uno de estos

fenómenos resulta aún una incógnita.

Como conclusión final se puede decir que sigue siendo necesario la realización de estudios en

profundidad acerca del acoplamiento eléctrico entre el material piezoeléctrico y el medio en el in-

terior de la grieta, que puede ser aún más complejo en el caso de problemas dinámicos. Es preciso

por tanto un mayor desarrollo analı́tico y numérico, que ha de ir acompañado de la realización

de estudios experimentales que ilustren la realidad del fenómeno. Solo ası́ se podrá avanzar en

la determinación de las condiciones de contorno más adecuadas para cada problema, ası́ como

conseguir resultados numéricos realistas y prácticos, o al menos poder disponer de ciertas cotas

de los errores cometidos. Todo lo que sea avanzar en ese sentido favorecerá la aportación al desar-

rollo tecnológico que debe suponer el conocimiento sobre Mecánica de la Fractura en materiales

piezoeléctricos.

5.3. Mecánica de la Fractura en materiales piezoeléctricos

En materiales piezoeléctricos se distinguen los mismos modos de apertura de grieta (modos

I,II y III) que ya se presentaron para el caso más general en la sección 2.5 (fig. 2.4). En el caso

elástico no piezoeléctrico se definen unos Factores de Intensidad de Tensiones (FIT) que carac-

terizan el campo singular de tensiones en las inmediaciones del frente de grieta y se encuentran

directamente relacionados con cada uno de los modos de apertura (KI , KII y KIII ). En el ca-

so piezoeléctrico aparece también una singularidad del tipo 1/
√
r en el campo de tensiones y

desplazamiento eléctrico, y un comportamiento del tipo
√
r en los desplazamientos y potencial
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eléctrico (Suo et al, 1992, Sosa, 1992, Pak, 1992). Esto lleva a definir un parámetro similar a los

FIT de las tensiones mecánicas, que se conoce como KIV y está asociado a la singularidad en el

campo de desplazamiento eléctrico.

Al conjunto formado por los factores KI , KII , KIII y KIV se conoce como Factores de Intensi-

dad de Tensiones Extendidos (FITEs), y caracterizan el campo asintótico del problema piezoeléctri-

co en torno al frente de grieta. La definición del conjunto de FITEs se recoge en (5.35), de manera

similar a como se hizo en las expresiones (2.28) para los FIT pero incluyendo ahora el factor KIV .

KI = ĺım
r→0

√
2πr σzz|θ=0 (5.35)

KII = ĺım
r→0

√
2πr σnz|θ=0 (5.36)

KIII = ĺım
r→0

√
2πr σtz|θ=0 (5.37)

KIV = ĺım
r→0

√
2πr Dz|θ=0 (5.38)

Algunos autores definen un factor de intensidad de campo eléctrico, asociado a la singula-

ridad del campo eléctrico y no del desplazamiento eléctrico, e incluso a veces asociado a una

componente distinta de la normal a la superficie de la grieta (Heyer et al, 1998).

Los FITEs caracterizan la solución del problema pero no sirven para establecer directamente

un criterio de propagación de la grieta, al contrario de lo que ocurre en materiales elásticos no

piezoeléctricos, debido a que no permiten tener en consideración directamente la influencia del

campo eléctrico sobre la tendencia a la propagación de la grieta y a la imposibilidad de definir y

evaluar una tenacidad a la fractura (Park y Sun, 1995, Qin, 2001).

Otros criterios de propagación propuestos para materiales piezoeléctricos son la tasa de lib-

eración de energı́a total, la tasa de liberación de energı́a mecánica de deformación y la tasa de

liberación de energı́a local. Hasta el momento, ninguno de ellos ha demostrado ser lo suficien-

temente robusto en su aplicación, por lo que no existe aún un criterio de propagación que sea

comúnmente aceptado. Un repaso teórico sobre los distintos criterios, sus limitaciones e inconve-

nientes en su aplicación puede encontrarse en el trabajo de Qin (2001) y Chen y Hasebe (2005).

La propagación de la grieta queda fuera del alcance de esta tesis, por lo que se considera

que los problemas que se planteen quedarán resueltos mediante la obtención de los FITEs, que

caracterizan la solución del problema y a partir de los cuales se podrı́an evaluar otros parámetros

asociados a criterios de propagación.
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Para la evaluación de los FITEs se ha extendido a 3D el procedimiento aplicado en 2D por

Garcı́a-Sánchez (2005). Este procedimiento se puede entender bien como el resultado de una ex-

tensión a 3D del formalismo de Stroh (1962) desarrollado en 2D para materiales piezoeléctricos

por Barnett y Lothe (1975) y Deeg (1980), y utilizado por Pak (1992) para la obtención del campo

asintótico de desplazamientos y tensiones extendidos en las cercanı́as del frente de grieta, o bien

como la aplicación de las expresiones matriciales de dicho campo obtenidas por Suo et al (1992).

A continuación se presentan los pasos fundamentales en el proceso de evaluación de los FITEs,

sin entrar en detalle en el formalismo de Stroh y prescindiendo de los desarrollos matemáticos en

los que se basa el procedimiento. Para un estudio en mayor profundidad se pueden consultar las

referencias anteriores.

La primera premisa en la que se basa el formalismo de Stroh consiste en suponer una solución

del desplazamiento extendido del tipo

UK = AK · f(m · x+ pn · x) (5.39)

siendo x el vector posición y m y n dos vectores unitarios ubicados en el plano normal al frente

de grieta.

Introduciendo esta expresión del desplazamiento en las ecuaciones de Navier (obtenidas a

partir de la introducción de la ley de comportamiento y ecuaciones de compatibilidad en las

ecuaciones de equilibrio) se obtiene finalmente un sistema de ecuaciones que se puede plantear

como el siguiente problema de autovalores y autovectores:

|N− pαI| = 0 (5.40)

donde pα son los autovalores de la matriz N, que es de dimensión 8x8. Esta matriz depende de

las constantes del material y se puede escribir en submatrices de dimensión 4x4 (ec. 5.41) según

la definición de las constantes en la ec. (5.11) (los subı́ndices IJ de estas constantes se correponden

con los subı́ndices de cada submatriz de 4x4).

N =




(E3IJ3)

−1 · E3IJ1 (E3IJ3)
−1

E1IJ3 · (E3IJ3)
−1 · E3IJ1 − E1IJ1 E1IJ3 · (E3IJ3)

−1



 (5.41)

Los autovectores correspondientes a autovalores con parte imaginaria positiva se agrupan en

una matriz Z de dimensión 8x4 que se subdivide en dos submatrices A y L de dimensión 4x4:
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Z =




A

L



 (5.42)

Definiendo la matriz Y como

Y = iAL−1 (5.43)

y teniendo en cuenta la relación de las variables nodales del elemento a 1/4 con el compor-

tamiento del tipo
√
r de los desplazamientos y potencial eléctrico (Pak, 1992, Suo et al, 1992), de

manera análoga a como se detalló en la sección 2.5.1 se pueden escribir finalmente los FITEs en

función del DAG extendido de los nodos a 1/4 según la siguiente expresión:







KII

KIII

KI

KIV







=

√
π

2L
Re(Y)−1







∆un

∆ut

∆uz

∆Φ







(5.44)

donde L es la longitud del elemento a un cuarto en dirección perpendicular al frente de grieta.

5.4. Formulación mixta del MEC para materiales piezoeléctricos

La formulación mixta del MEC desarrollada para materiales piezoeléctricos es esencialmente

la misma que la que se ha tratado en los capı́tulos anteriores. La diferencia fundamental radica en

el empleo de una solución fundamental diferente y la inclusión de las variables eléctricas.

En esta sección se pretende introducir tan solo el desarrollo de la formulación para materiales

piezoeléctricos en notación extendida, lo cual resulta de gran utilidad para su implementación.

Por otro lado, se remitirá a los apéndices correspondientes para la consulta de las expresiones de

la solución fundamental y sus derivadas, ası́ como los términos resultantes de la regularización

de la ecuación hipersingular.

La Ecuación Integral de Contorno (EIC) en desplazamientos (formulación clásica) en un punto

interno y del dominio del problema, cuyo contorno es una superficie regular Γ, en ausencia de

fuerzas de volumen y densidad volumétrica de carga eléctrica, se expresa como sigue,

UK(y) +
∫

Γ

T ∗
KM (x,y)UM (x)dΓ−

∫

Γ

U∗
KM (x,y)TM (x)dΓ = 0 (5.45)
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donde T ∗
KM (x,y), U

∗
KM (x,y) es la solución fundamental del problema. En esta tesis se ha em-

pleado la solución fundamental de Dunn y Wienecke (1996), cuyas expresiones aparecen en el

apéndice A. En el trabajo de estos autores aparecen las expresiones de la solución fundamen-

tal en desplazamientos U ∗
KM (x,y). A partir de las derivadas de estas expresiones se obtienen las

expresiones de la solución fundamental en tracciones según la definición de éstas:

T ∗
KM =

∂

∂xc
U∗
BKEaMBcna (5.46)

siendo na la normal en el punto de observación x. Las expresiones de la primera derivada de

los términos U∗
KM (x,y) aparecen en el apéndice A.

La solución fundamental de Dunn y Wienecke (1996) es válida para materiales piezoeléctricos

transversalmente isótropos y presenta la gran ventaja de estar formulada con expresiones ex-

plı́citas. El método de obtención de esta solución y las expresiones finales guardan gran similitud

con la solución fundamental de Pan y Chou (1976) para materiales transversalmente isótropos,

que ya fue empleada en el capı́tulo 4 de esta tesis.

Existen otras soluciones fundamentales para materiales piezoeléctricos anisótropos, como es la

solución de Deeg (1980), que son más generales pero no disponen de expresiones explı́citas, lo que

hace más engorrosa su implementación y conllevan un mayor coste computacional. Además, el

comportamiento transversalmente isótropo es el que exhiben la mayorı́a de materiales piezoeléctri-

cos de interés tecnológico. Recientemente, Ding et al. (2004) han presentado una solución con

ciertas similitudes a la ofrecida anteriormente por Dunn y Wienecke (1996), aunque algo más

compleja en su implementación.

La ecuación (5.45) se ha escrito para un punto interno del dominio. Al hacer el paso al lı́mite

para un punto del contorno aparecerá un coeficiente afectando al término libre, tal y como se

explicó en el capı́tulo 2. Las consideraciones sobre este término libre en la formulación para ma-

teriales piezoeléctricos son idénticas a las realizadas en aquel capı́tulo, por lo que aquı́ se pre-

scindirá por simplicidad de dicho paso al lı́mite y la justificación del coeficiente que acompaña al

término libre en cada caso.

Derivando la ecuación (5.45), combinando estas ecuaciones derivadas según la ley de compor-

tamiento del material piezoeléctrico y proyectando según la normal en el punto de colocación, se

obtiene la siguiente EIC en tracciones (formulación hipersingular) en la que en el término libre

aparecen las tracciones en el punto de colocación:
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TJ(y) +
∫

Γ

s∗iMJ (x,y)Ni(y)UM (x)dΓ−
∫

Γ

d∗iMJ (x,y)Ni(y)TM (x)dΓ = 0 (5.47)

donde Ni es la normal en el punto de colocación y los términos s∗iMJ , d∗iMJ , se definen como

s∗iMJ
def
=

∂

∂yl
T ∗
KMEiJKl (5.48)

d∗iMJ
def
=

∂

∂yl
U∗
KMEiJKl (5.49)

La derivación respecto a yl indica que se trata de una derivación respecto a la posición del

punto de colocación, que es igual que la derivada respecto al punto de observación (en ese caso

la derivación serı́a respecto xl) pero cambiada de signo.

Según la definición de la solución fundamental en tracciones a partir de los desplazamientos

(ec. 5.46) y la expresión (5.48), se pueden poner finalmente los núcleos hipersingulares s∗iMJ como

s∗iMJ =
∂

∂yl

∂

∂xc
U∗
BKEiJKlEaMBcna (5.50)

Las expresiones de las segundas derivadas de los términos de la solución fundamental en des-

plazamientos, necesarias para la obtención de los núcleos s∗iMJ , se recogen también en el apéndice

A.

El orden de las singularidades que aparecen en la solución fundamental es el mismo que en

materiales no piezoeléctricos, por lo que en la EIC en tracciones aparecen núcleos fuertemente

singulares e hipersingulares cuya integración numérica resulta complicada. Para solventar esta

dificultad se aplica en la formulación para materiales piezoeléctricos la misma técnica de regu-

larización empleada por Ariza (2002) para materiales isótropos y transversalmente isótropos, y

que ya fue descrita a grandes rasgos en el capı́tulo 2. De esta forma, la EIC en tracciones que se

implementa finalmente es la siguiente:

TJ(y) +
∫

Γ0

{s∗iMJ (x,y)Ni(y)[UM (x)− UM (y)− UM,h(y)(xh − yh)]

−d∗iMJ (x,y)Ni(y)[TM (x)− TM (y)]}dΓ + [UM (y)IMJ (x,y) + UM,h(y)JMhJ (x,y)]

+

∫

Γ−Γ0

{s∗iMJ (x,y)Ni(y)UM (x)− d∗iMJ (x,y)Ni(y)TM (x)}dΓ = 0 (5.51)

donde Γ0 es la región sobre la que se aplica el proceso de regularización. En este trabajo se ha

mantenido el criterio adoptado en la tesis de Ariza (2002), consistente en considerar esta región
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como el elemento que contiene al punto de colocación. En los elementos adyacentes se deberán

evaluar integrales cuasi singulares, para lo que se aplican de nuevo las técnicas presentadas en el

capı́tulo 3.

La regularización de los núcleos fuertemente singulares e hipersingulares que da lugar a los

términos IMJ y JMhJ , se realiza aplicando el Teorema de Stokes, transformado integrales de su-

perficie en integrales de lı́nea. Para ello, en las expresiones de los núcleos a regularizar se iden-

tifican términos del tipo que aparecen en las siguientes relaciones, y teniendo en cuenta éstas se

aplica de forma inmediata el Teorema de Stokes sobre estos términos:

n3N3

r3
= ∇×

[
(r×N)
r3

]

· n (5.52)

n3N3r,h
r2

= ∇×
[
(eh ×N)

r

]

· n (5.53)

n3N3r,hr,cr,l
r2

=
1

3
δcl∇×

[
(eh ×N)r2,l

r

]

· n+ 1
3
δhl∇×

[
(ec ×N)r2,l

r

]

+
1

3
δch∇×

[
(el ×N)r2,h

r

]

· n

+
2

3
δclδch∇×

[
(eh ×N)

r

]

· n− 2
3
δclδch∇×

[
(eh ×N)r2,c

r

]

· n (5.54)

siendo r = x-y el vector posición del punto de observación respecto del de colocación, y r =

|x-y| su módulo. Los términos e son vectores unitarios según las direcciones cartesianas indicadas

por sus subı́ndices.

En el proceso de regularización llevado a cabo para la formulación en materiales piezoeléctri-

cos transversalmente isótropos, se ha considerado que la superficie de la grieta es plana y per-

pendicular al eje de simetrı́a del material (N1 = N2 = n1 = n2 = 0). Esto simplifica el proceso

de regularización y, aunque limita la aplicabilidad de la formulación desarrollada, hay que tener

en cuenta que la situación considerada es la que despierta mayor interés desde un punto de vista

práctico y ası́ lo consideran la mayorı́a de autores.

Esta simplificación tiene las mismas consecuencias que en materiales no piezoeléctricos (Ariza,

2002). Ası́ se tiene que son nulos los términos Klk que aparecen en la EIC regularizada a imple-

mentar en su forma más general (ec. 2.25), por lo que no han sido incluidos en la expresión (5.51),

y también resultan nulas las integrales de superficie que aparecen en los términos IMJ y JMhJ .
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Todos los detalles del proceso de regularización se pueden encontrar en la tesis de Ariza

(2002), mientras que las expresiones de los términos IMJ y JMhJ de la formulación para mate-

riales piezoeléctricos desarrollada en esta tesis se pueden encontrar en el apéndice B.

Finalmente, e independientemente del proceso de regularización, queda hacer un comentario

relativo a la implementación de la formulación y la normalización del sistema de ecuaciones. Ya

se resaltó en el capı́tulo 2 (apartado 2.6) que el sistema de ecuaciones resultante de la aplicación

del MEC es un sistema mal condicionado, en el que aparecen términos de muy distinto orden de

magnitud. Este fenómeno se hace aún más acusado al utilizar la formulación mixta del MEC, en

la que se emplean en el mismo sistema la EIC en desplazamientos y la EIC en tracciones. En el

capı́tulo 2 se explicó entonces una técnica de normalización del sistema de ecuaciones por medio

de las constantes elásticas del material.

En el caso piezoeléctrico, este mal condicionamiento del sistema se hace todavı́a más sig-

nificativo al aparecer constantes en la ley de comportamiento del material de muy distinto or-

den de magnitud. En unidades S.I., las constantes elásticas son del orden de 1010, las constantes

piezoeléctricas son de orden unidad, y las constantes dieléctricas son de orden 10−10. Además,

en el vector solución de desplazamientos o tracciones extendidas existe la misma diferencia en el

orden de magnitud entre variables eléctricas y elásticas.

Para solucionar este inconveniente se propone trabajar en GPa para las tracciones mecánicas

y en GV para el potencial eléctrico (la unidad de carga eléctrica seguirá siendo el Culombio

y los desplazamientos seguirán refiriéndose en metros). De esta forma, introduciendo en estas

unidades las constantes de la ley de comportamiento del material y las condiciones de contorno

del problema, se obtendrá un sistema de ecuaciones mejor condicionado. La solución del proble-

ma obtenida será en GPa para las tracciones y GV para el potencial eléctrico.

5.5. Ejemplos numéricos

5.5.1. Generalidades

Para cerrar el capı́tulo dedicado a la formulación mixta del MEC para materiales piezoeléctri-

cos, se presentan una serie de resultados numéricos obtenidos con dicha formulación. Se analizan

situaciones de grietas inmersas en medios infinitos y finitos, estando la grieta inmersa en el inte-

rior del dominio o intersectando el contorno externo del problema, y se consideran tanto cargas
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mecánicas como eléctricas. Los resultados son comparados con resultados previos obtenidos por

otros autores cuando éstos existen.

Por simplicidad, en ocasiones se colocará el superı́ndice “mec” a los FITEs obtenidos bajo

condición de carga mecánica y “elec” para carga eléctrica. Esto servirá para referirse con mayor

comodidad a una u otra situación de carga, sin querer esto decir en ningún caso que la definición

de los FITEs sea distinta por el hecho de ir acompañado de este superı́ndice.

A la hora de presentar valores de los FITEs, resulta conveniente adimensionalizarlos de for-

ma que sus valores sean fácilmente comparables con otras configuraciones e independientes de

la solicitación aplicada. Esto no suele plantear dificultad en problemas no piezoeléctricos, ası́ co-

mo en los factores Kmec
I y Kelec

IV , cuyos valores adimensionalizados habituales son Kmec
I /σ/

√
πa

y Kmec
IV /Dz/

√
πa respectivamente, siendo σ y Dz la tensión mecánica y desplazamiento eléctrico

aplicados, y a es una dimensión caracterı́stica de la grieta. La dificultad que supone en este sentido

el comportamiento piezoeléctrico es que los FITEs asociados al campo de tensiones y desplaza-

miento eléctrico tienen distintas unidades y por tanto los factores “cruzados” (Kelec
I y Kmec

IV ) no

pueden ser adimensionalizados con respecto a la solicitación aplicada. Lo que se plantea en es-

ta tesis como mejor alternativa para una correcta e inequı́voca interpretación de los resultados

es mantener el mismo factor de adimensionalización en función de la solicitación, de forma que

se presentarán valores de Kelec
I /Dz/

√
πa y Kmec

IV /σ/
√
πa que no serán adimensionales pero se

consigue que estos valores sean independientes del valor de la solicitación y no inducir a errores

en el empleo de las unidades. En los ejemplos numéricos que se analizan en esta tesis, y salvo

que se especifique lo contrario, los factores Kmec
I /σ/

√
πa y Kmec

IV /σ/
√
πa tendrán dimensiones de

[GN/C] y [C/GN] respectivamente.

En todos los ejemplos se considerará el mismo material piezoeléctrico. Se trata de una cerámi-

ca comercial de la familia de los plomo circonato titanato, conocida como PZT4, que ha sido

empleada por un gran número autores como material de referencia. Queda fuera del alcance de

esta tesis el análisis de la posible influencia que puedan tener las propiedades del material en los

resultados obtenidos. Las propiedades del PZT4 se recogen en la tabla 5.1.

5.5.2. Grieta circular en medio infinito bajo carga mecánica y eléctrica

El problema de una grieta circular inmersa en un medio infinito es el problema más elemental

en Mecánica de la Fractura 3D, y al mismo tiempo resulta de gran interés. Esto hace que nu-



156 Materiales piezoeléctricos

Constantes elásticas (×1010N/m2) C11 13.9

C12 7.78

C13 7.43

C33 11.3

C44 2.56

Constantes piezoeléctricas (C/m2) e31 -6.98

e33 13.84

e15 13.44

Constantes dieléctricas (×10−9C/(V ·m)) ε11 6.00

ε33 5.47

Tabla 5.1: Propiedades del material PZT4 considerado en los ejemplos numéricos.

merosos autores lo hayan tratado desde diversos enfoques matemáticos, llegando incluso a obte-

ner soluciones analı́ticas que sirven posteriormente como banco de pruebas para la validación de

otros métodos numéricos más generales.

En el caso de materiales piezoeléctricos, la obtención de soluciones cerradas para problemas

concretos de Mecánica de la Fractura se hace aún más complicado que para materiales que no ex-

hiben comportamiento piezoeléctrico. Sin embargo, en el caso de una grieta circular en un medio

infinito, los campos de tensión y campo eléctrico son similares en ambos casos, dando lugar a

expresiones análogas para los FITEs.

La mayorı́a de los trabajos desarrollados se centran en el modo I de apertura de grieta, que

lleva asociados los factores de intensidad de tensiones KI y KIV . Entre los trabajos que tratan

este problema desde un punto de vista analı́tico se encuentran los de Huang (1997), que llega a

expresiones muy complicadas, Zhao et al (1997b), quienes llegan a expresiones compactas tanto

para las discontinuidades de desplazamientos y potencial eléctrico en la grieta como para los

FITEs, y por último Chen et al (2000), quienes obtienen también una expresión clara para los

FITEs. Todos estos autores tratan el problema considerando para la grieta condiciones de contorno

impermeables, con las que se llega a las siguientes expresiones para los FITEs.

KI = 2

√
a

π
σz KIV = 2

√
a

π
Dz (5.55)
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donde σz es la presión interna o tracción a la que es sometida la grieta en el infinito, y Dz es

la densidad de carga o desplazamiento eléctrico en las caras de la grieta o aplicada en el infinito.

Se puede observar como las expresiones son análogas a las del caso elástico no piezoeléctrico.

Se puede comprobar también como los FITES KI y KIV están desacoplados el uno del otro. Es

decir, KI solo depende de la carga mecánica impuesta y KIV solo depende de la carga eléctrica

impuesta. Esto no quiere decir sin embargo que bajo carga eléctrica no se produzca discontinuidad

de desplazamientos en la grieta o ausencia de tensiones mecánicas en el medio piezoeléctrico, ni

tampoco que la carga mecánica no de lugar a discontinuidad de potencial eléctrico en la grieta o

que haya ausencia de campo eléctrico en el medio. Chen et al (2000) muestran incluso como, bajo

carga eléctrica, el campo de tensión mecánica normal al plano de la grieta (σz) es nulo en el plano

de la grieta (z = 0) pero no lo es para z 6= 0.

Para analizar el problema con la formulación hipersingular del MEC desarrollada, se ha dis-

cretizado la grieta con la malla de elementos de contorno que aparece en la figura 5.2. Tan solo

una cara de la grieta necesita ser discretizada, empleando para ello 64 elementos cuadráticos iso-

praramétricos de 9 nodos, siendo del tipo a 1/4 los adyacentes al frente de grieta.

Figura 5.2: Discretización de la grieta circular (64 elementos)

En la figura 5.3 se muestra el perfil a lo largo del radio de la grieta de la discontinuidad de

desplazamiento normal a la grieta y potencial eléctrico cuando la grieta se encuentra sometida

tanto a carga mecánica como eléctrica. Los resultados obtenidos con el modelo numérico desarro-

llado se comparan con los resultados obtenidos por Zhao et al (1997b), mostrando un alto grado

de acuerdo. Se puede observar como los desplazamientos producidos bajo carga eléctrica coinci-

den con el potencial eléctrico obtenido bajo carga mecánica, tal y como era de esperar, y son no
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nulos, lo que demuestra el acoplamiento electromecánico existente, aunque este acoplamiento no

se refleje en los FITEs.
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Figura 5.3: Perfil radial de la discontinuidad en desplazamiento y potencial eléctrico. a(m) es el

radio de la grieta, p(Pa) es la presión interna de la grieta o tracción impuesta en el infinito para

el caso de carga mecánica, y Dz(C/m2) es la densidad de carga impuesta en las superficies de la

grieta o en el infinito para el caso de carga eléctrica.

En cuanto a los FITEs obtenidos a partir de los desplazamientos de los nodos a 1/4, según el

procedimiento explicado con anterioridad (apartado 5.3), se tienen los resultados adimensionali-

zados de KI para carga mecánica y KIV para carga eléctrica que se recogen en la tabla 5.2.

El error cometido respecto al valor teórico de estos FITEs es muy pequeño.

Tal y como se comentó anteriormente, los trabajos y resultados anteriores se referı́an a condi-

ciones de grieta impermeables, para las que se obtenı́an unas expresiones similares y análogas

a las del caso elástico. Estas expresiones sin embargo resultan distintas en el caso de considerar

condiciones de contorno exactas. Kogan et al. (1996), abordan el problema de una inclusión con

forma esférica considerando condiciones de contorno exactas, y obtienen la solución para la grieta

circular como un caso degenerado, hallando las correspondientes expresiones de los FITEs. Por
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Error

KI/p/
√

a/π 1.9895 0.525 %

KIV /Dz/
√

a/π 1.9901 0.495 %

Tabla 5.2: Resultados de FITEs modo I y error cometido

otro lado, Lin et al (2003) realizan un análisis muy interesante del modo I de apertura de la grieta

circular, considerando también condiciones de contorno exactas y estudiando el efecto de la pre-

sencia de un campo eléctrico aplicado desde el infinito. En ambos trabajos se llega a la conclusión

de que los FITEs asociados al modo I dependen exclusivamente de la carga mecánica y no de la

carga eléctrica. La expresión del KI obtenida por estos autores es igual a la del caso de condición

de contorno impermeable, mientras que la de KIV es distinta, resultando proporcional a KI a

través de un factor dependiente de la permeabilidad eléctrica del espacio interior de la grieta y el

campo eléctrico existente en dicho espacio.

Según estos resultados, una carga eléctrica, considerando condiciones de contorno exactas y

tracción nula en el infinito, no producirá la apertura de la grieta ni por tanto su propagación. Esto

quiere decir también que la consideración de la condición impermeable da lugar a singularidades

en el desplazamiento eléctrico en el frente de grieta, que pueden carecer de sentido fı́sico según

Kogan et al. (1996). En este trabajo se puntualiza sin embargo que en el caso de considerar una

carga eléctrica con desplazamiento mecánico impedido en el infinito, entonces sı́ se producirı́an

singularidades en el campo de tensiones mecánicas y desplazamiento eléctrico en el frente de

grieta. Estos resultados están directamente relacionados con las observaciones realizadas en el

apartado dedicado a las condiciones de contorno sobre las superficies de la grieta en un proble-

ma piezoeléctrico (sección 5.2.2), donde se advertı́an algunas limitaciones en la consideración de

impermeabilidad eléctrica en la grieta.

En cuanto a los modos II y III de apertura para la grieta circular, han sido muy pocos los au-

tores que los hayan abordado en sus trabajos. Kogan et al. (1996) resuelven de nuevo esta situación

como un caso degenerado de inclusión con forma esférica, pero las expresiones obtenidas para

los FITEs quedan en función de una serie de constantes a resolver a partir de un sistema de ecua-

ciones, y no ofrecen resultados numéricos. En esta ocasión, estos autores consideran que para los

modos II y III las condiciones de contorno exactas coinciden con las impermeables.

Chen et al (2000), obtienen la solución para una grieta circular sometida a tensión tangencial



160 Materiales piezoeléctricos

constante y a una fuerza puntual tangencial, pero las expresiones de los campos de desplaza-

mientos, potencial eléctrico y FITEs son muy complicadas. Para una tensión tangencial constante,

Zhao et al (1997b) obtiene expresiones compactas para los FITEs asociados a los modos II y III

idénticas a las del caso elástico no piezoeléctrico, gracias a la obtención de un módulo de Poisson

equivalente para este tipo de materiales, y ofrecen resultados para algunos materiales concretos.

En dicho artı́culo se definen también unos FITEs asociados al desplazamiento eléctrico en modo

II y III, que son proporcionales a los mecánicos y que no parecen tener mucho sentido. De hecho,

el autor no conoce ningún otro trabajo en que se definan este tipo de FITEs.

En la fig. 5.4 se nuestra la evolución de estos factores de intensidad de tensión adimensio-

nalizados a lo largo del frente de grieta. Los resultados obtenidos con la formulación del MEC

desarrollada se comparan con los resultados obtenidos por Zhao et al (1997b), obteniéndose de

nuevo un elevado grado de acuerdo. Por simetrı́a, solo se muestra 1/4 del frente de grieta.
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Figura 5.4: Valores de los factores KII y KIII para grieta circular en medio infinito

5.5.3. Grieta elı́ptica en medio infinito sometida a carga eléctrica o mecánica

El problema de una grieta plana de forma elı́ptica inmersa en un medio infinito resulta de ma-

yor interés que el de una grieta circular. Se trata de una geometrı́a más realista, que implica tam-
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f a
b

x

y

Figura 5.5: Geometrı́a de grieta elı́ptica.

bién una mayor complejidad a la hora de analizar su comportamiento. En materiales piezoeléctri-

cos, son muy pocos los autores que han aportado soluciones para este problema, ya sea desde un

punto de vista analı́tico o numérico. Wang y Huang (1995) llegaron a expresiones muy complejas

para la solución del problema cuando la grieta es sometida a tracción mecánica o densidad de

carga eléctrica uniforme. Estas expresiones contenı́an además algunos errores (Zhao et al, 1997b),

por lo que Shang et al (2003) las analizaron de nuevo para obtener finalmente a partir de ellas las

mismas expresiones de los FITEs KI y KIV que ya obtuvieran previamente Zhao et al (1997b) de

forma analı́tica. Estas expresiones son las siguientes:

KI =
(a2 sin θ2 + b2 cos θ2)1/4

E(k)

√

π
b

a
σz (5.56)

KIV =
(a2 sin θ2 + b2 cos θ2)1/4

E(k)

√

π
b

a
Dz (5.57)

donde σz es la presión interna o tracción a la que es sometida la grieta en el infinito, y Dz es

la densidad de carga o desplazamiento eléctrico en las caras de la grieta o aplicada en el infinito,

a y b son los semiejes de la elipse (a ≥ b) y E(k) es la integral elı́ptica de segundo orden con

argumento k = (1− (b/a)2)1/2 (ec. 5.58).

E(k) =

∫ π/2

0

(1− k2sen2φ)1/2dφ (5.58)

Particularizando para a = b, se obtienen las expresiones correspondientes al problema de una

grieta circular. Se observa, al igual que en aquel caso, que los FITEs KI y KIV están desacopla-

dos. Es decir, KI solo depende de la tracción mecánica y KIV solo depende de la carga eléctri-

ca impuesta. También se observa como sus expresiones son análogas a las del caso elástico no
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piezoeléctrico, obtenidas por Irwin (1962). Según Zhao et al (1997b)) estas conclusiones son ex-

tensibles para cualquier otra geometrı́a de la grieta, aunque en su trabajo solo se analizan grietas

contenidas en un medio infinito, y es de suponer que esta relación con la solución en un medio

no piezoeléctrico es de aplicación tan solo en aquellos problemas en los que los FIT del problema

no piezoeléctrico no dependan de las constantes elásticas.

Desde un punto de vista numérico, la grieta elı́ptica ha sido analizada por Shang et al (2003)

aplicando el método de los elementos finitos, y por Chen (2005), aplicando un método de inte-

gral de parte finita sobre ecuaciones hipersingulares integro-diferenciales. Los resultados de estos

trabajos muestran un buen acuerdo son la expresión analı́tica de los FITEs. También presentan re-

sultados sobre otros tipos de geometrı́as de grietas inmersas en un medio infinito pero de escaso

interés práctico, como son el caso de grietas con forma cuadrada y rectangular (Chen, 2005), y los

casos de un cuarto y de la mitad de un cı́rculo y de una elipse (Shang et al, 2003).

En todos los trabajos previos que analizan el caso de una grieta elı́ptica y que han sido citados

anteriormente se consideran condiciones de contorno impermeables en las caras de la grieta. No

existen resultados conocidos por el autor para condiciones de contorno exactas, que sı́ existen

para una grieta circular (Kogan et al., 1996, Lin et al, 2003) y en cuyo caso se han encontrado

discrepancias relevantes con el caso impermeable, según se comentó en la sección anterior.

Aquı́ se presentan los resultados obtenidos con la formulación mixta del MEC (FMMEC) de-

sarrollada para materiales piezoeléctricos transversalmente isótropos, considerando que la grieta

está contenida en un plano perpendicular al eje de simetrı́a o eje de polarización del material.

La discretización con elementos de contorno se muestra en la fig. 5.6, y está formada por 84 ele-

mentos isoparamétricos de 9 nodos, siendo del tipo a 1/4 los que se encuentran en el frente de

grieta. Los resultados se han obtenido para el material del tipo PZT4, lo cual afectará a los campos

de desplazamientos y potencial eléctrico pero no a los valores de los FITEs. Se han considerado

dos tipos de carga: presión interna o tracción mecánica en el infinito, o bien inducción eléctrica

uniforme en el interior de la grieta o en el infinito.

En la fig. 5.7 se presenta el perfil de la discontinuidad del desplazamiento normal a la grieta

y del potencial eléctrico para un valor φ = 0 del ángulo paramétrico de la elipse (definido en la

fig. 5.5) tanto para el caso de carga eléctrica como mecánica. Se ha comprobado que, al igual que

ocurre con la solución de Zhao et al (1997b), este tipo de representación respecto a la coordenada

’radial’ adimensionalizada es independiente del ángulo φ. Con la representación de la fig. 5.7

queda caracterizado por tanto el campo de desplazamientos y potencial eléctrico en la grieta. El
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Figura 5.6: Discretización para la grieta elı́ptica.

acuerdo con los resultados obtenidos por Zhao et al (1997b) es excelente.
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Figura 5.7: Perfil radial de la discontinuidad de desplazamiento y potencial eléctrico en una grieta

elı́ptica bajo carga mecánica y eléctrica.

En la fig. 5.8 se muestra la evolución de los FITEs KI y KIV adimensionalizados a lo largo

del ángulo φ de la elipse. Debido a la simetrı́a de los resultados solo se muestra un cuarto de la

representación. Se puede observar un elevado grado de acuerdo con el valor analı́tico, siendo el

error cometido menor del 1 %. Hay que hacer hincapié en que los valores numéricos de KI y KIV

obtenidos coinciden entre sı́ para carga mecánica y eléctrica, respectivamente, tal y como ocurre

con las expresiones analı́ticas obtenidas por Zhao et al (1997b) .

Para los modos II y III, se aplica una tensión tangencial uniforme en la dirección del semieje
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

φ / (π/2)

K
I/σ

z/(π
 b

)0.
5 ,  

 K
IV

 /D
z/(π

 b
)0.

5

Zhao et al (1997b)
K

I
, K

IV
 FMMEC

Figura 5.8: Valores de los factores KI y KIV para una grieta elı́ptica sometida a tracción mecánica

y desplazamiento eléctrico respectivamente.

menor de la elipse. Los resultados se comparan con la solución analı́tica obtenida por Kassir

y Sih (1966) para medios elásticos isótropos, en cuyas expresiones se introduce el módulo de

Poisson equivalente obtenido por Zhao et al (1997b) para diversos materiales piezoeléctricos. Los

resultados numéricos obtenidos muestran un buen acuerdo con los valores analı́ticos (fig. 5.9).

5.5.4. Grieta circular en cilindro

En esta sección se analiza el caso de una grieta circular inmersa en una pieza cilı́ndrica. El eje

del cilindro coincide con la dirección del eje de simetrı́a del material, mientras que la grieta es

perpendicular a dicho eje y se encuentra centrada en el plano medio del cilindro. Se analiza el

comportamiento de la pieza cuando es sometida a tracción o desplazamiento eléctrico uniforme

en sus caras extremas. La geometrı́a del problema y la discretización del contorno externo se

muestra en la fig. 5.10. La discretización de la grieta es la misma que la empleada para la grieta

circular en un medio infinito (fig. 5.2)

Una vez analizados con éxito los problemas de grietas inmersas en un medio infinito, y va-

lidada por tanto la formulación hipersingular del MEC, este problema sirvió para una primera

comprobación de la correcta implementación de la formulación mixta (empleo de formulación
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Figura 5.9: Valores de los factoresKII yKIII para una grieta elı́ptica sometida a tensión tangencial

uniforme.

clásica además de la hipersingular). En primer lugar se consideró un cilindro de un radio mucho

mayor que el de la grieta (R = 10a), de forma que simulase el comportamiento de la grieta en un

medio infinito, y se obtuvieron resultados plenamente satisfactorios. La misma geometrı́a ha sido

utilizada también por Shang et al (2003) con un material PZT5H y aplicando el Método de los

Elementos Finitos. El empleo de este método obliga a recurrir a este tipo de geometrı́a (dominio

mucho más grande que el tamaño de la grieta) para simular un medio infinito, lo cual supone una

desventaja frente al MEC.

Posteriormente se analizó el problema para la geometrı́a “finita” de la fig. 5.10 (H = R = 2a).

Los resultados obtenidos son comparados con los publicados previamente por Sanz et al (2005),

obtenidos mediante una formulación clásica del MEC, aprovechando la simetrı́a del problema y

utilizando elementos a un cuarto singulares. Este problema también ha sido estudiado por Yang

y Lee (2003), abordándolo como un problema axisimétrico y aplicando la teorı́a del potencial y la

transformada de Hankel. Sin embargo, sus resultados no son comparables con los aquı́ obtenidos

debido a que estos autores aplican la condición de contorno permeable en la grieta, además de

considerar un material distinto (PZT6B).

El desplazamiento y potencial eléctrico en una de las caras de la grieta para carga mecánica y

eléctrica se representa en la fig. 5.11. El acuerdo con los resultados previos obtenidos por Sanz et
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Figura 5.10: Esquema de grieta circular en el interior de pieza cilı́ndrica (H = R = 2a) y dis-

cretización del contorno externo.

al (2005) es excelente.

Los valores de los FITEs se recogen en la tabla 5.3. Se pueden apreciar pequeñas diferencias

con los valores obtenidos por Sanz et al (2005) en los valores ’cruzados’ de los FITEs, es decir, en el

factor KIV cuando se considera carga mecánica y en KI para excitación eléctrica. Esto es debido

a problemas de cancelación existentes al evaluar la expresión (5.44). Esto hace que aunque las

diferencias en los desplazamientos obtenidos sean muy pequeñas, se pueden obtener diferencias

importantes al evaluar estos valores de los FITEs según el método propuesto.

Carga mecánica KI/(σz
√
πa) KIV /(σz

√
πa) (C/GN)

Sanz et al (2005) 0.691 0.00705

FMMEC 0.6908 0.0068

Carga eléctrica KI/(Dz
√
πa) (GN/C) KIV /(Dz

√
πa)

Sanz et al (2005) 1.81·10−4 0.663

FMMEC 1.91·10−4 0.664

Tabla 5.3: FITEs para grieta circular en pieza cilı́ndrica.
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Figura 5.11: Valores de los desplazamientos y potencial en grieta circular en el interior de un

cilindro bajo carga mecánica y eléctrica.

5.5.5. Prisma con grieta recta

Esta sección es similar a la que lleva el mismo tı́tulo en el capı́tulo dedicado a materiales

transversalmente isótropos. Al igual que entonces, se considerarán diversas configuraciones en

los que una grieta recta contenida en un prisma intersecta con el contorno externo.

Partiendo de una geometrı́a básica (fig. 5.12, con H/W = 1,75 y W/a = 2), e imponiendo

condiciones de simetrı́a en uno de los planos normales al eje y que aparece en la figura, se tendrán

en total 3 tipos de problemas: grieta de borde, grieta central y doble grieta de borde.

En cada una de estas configuraciones se analizará una situación en las que con un pequeño

espesor del prisma (t/W = 0,25) y aplicando las condiciones de contorno en desplazamientos

adecuadas se puede simular un problema plano, tanto en una situación de deformación plana

como de tension plana. Para simular el caso de deformación plana se restringe el desplazamiento

según x en las caras normales a dicha dirección (fig. 5.12) y en tensión plana estas superficies

quedan libres. El valor de los FITEs en deformación plana vendrá dado por el valor obtenido en

la parte central de la pieza. Esta metodologı́a ya fue validada en su aplicación para materiales

transversalmente isótropos (capı́tulo 4).
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Figura 5.12: Esquema de la geometrı́a básica de prisma con grieta recta (H/W = 1,75, W/a = 2

Posteriormente se analizará el caso en que el prisma tenga un gran espesor (t/W = 1,5), con

el objeto de analizar el efecto tridimensional del problema. Las discretizaciones empleadas para

los casos de pequeño y gran espesor del prisma aparecen en las fig. 5.13 y 5.14 respectivamente,

y coinciden con las empleadas para materiales transversalmente isótropos.

A continuación se resumen los resultados obtenidos con cada configuración y posteriormente

se discutirán los aspectos más relevantes en un apartado de conclusiones.

5.5.5.1. Grieta recta central

En la fig. 5.15 se representa un esquema del tipo de problema que se analiza.

Para este tipo de problema, aunque con una geometrı́a algo diferente (H = W = 4t = 2a),

existen resultados previos obtenidos por Sanz et al (2005) utilizando una formulación clásica del

MEC a partir de la solución fundamental de Deeg (1980). En la fig. 5.16 se comparan los despla-

zamientos extendidos a lo largo del plano medio de la grieta obtenidos por Sanz et al (2005) con

los obtenidos con la formulación desarrollada en esta tesis. Se puede observar como la diferen-

cia en los resultados es inapreciable (inferior al 1 %). En la tabla 5.4 aparecen los valores de los

FITEs obtenidos a partir de estos desplazamientos extendidos. Los valores obtenidos presentan
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Figura 5.13: Discretización del prisma de pequeño espesor (t/W=0.25) y de la superficie de la

grieta

Figura 5.14: Discretización del prisma de gran espesor (t/W=1.5) y de la superficie de la grieta
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Figura 5.15: Esquema del problema de grieta recta central (H/W = 1,75, W/a = 2)

un alto grado de acuerdo entre sı́. Al igual que ocurre en el ejemplo anterior, los valores de los

FITEs “cruzados” presentan valores muy bajos, y en su proceso de evaluación existen impreci-

siones debido a problemas de cancelación numérica, por lo que en el caso del factor KI bajo carga

eléctrica (Kelec
I ) existen diferencias importantes en los valores obtenidos con ambas formulaciones

del MEC, a pesar de que las diferencias en los desplazamientos utilizados para evaluar los FITEs

son muy pequeñas.

Carga mecánica KI/(σz
√
πa) KIV /(σz

√
πa) (C/GN)

Sanz et al (2005) 1.81 0.162

FMMEC 1.85 0.1678

Carga eléctrica KI/(Dz
√
πa) (GN/C) KIV /(Dz

√
πa)

Sanz et al (2005) 0.017 1.16

FMMEC 0.036 1.15

Tabla 5.4: FITEs para grieta central en deformación plana (H/W = 1, W/a = 2, t/W = 0,25)

En cuanto a la geometrı́a original que nos ocupa (H/W = 1,75, W/a = 2), se recogen en la

fig. 5.17 los valores de los factores KI y KIV obtenidos simulando condiciones de tensión plana y
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Figura 5.16: Desplazamientos en grieta recta central en prisma (H/W = 1, W/a = 2, t/W = 0,25)

deformación plana. Al igual que ocurrı́a en materiales transversalmente isótropos, se observa un

valor ligeramente más alto en el caso de tensión plana, lo cual es lógico por la mayor restricción a

la deformación que existe en el caso de deformación plana. También se observa en el caso de ten-

sión plana una ligera caı́da en al valor de los FITEs en las proximidades del borde libre, como era

de esperar. Resulta más significativo el hecho de que el factor KIV no presenta apenas variación

a lo largo del espesor y su valor es independiente de si se trata de deformación o tensión plana.

Los valores de Kelec
I y Kmec

IV son muy bajos, y en el caso de Kelec
I se obtienen valores muy

dispares entre la situación de deformación y tensión plana. Esto es debido a los ya comentados

problemas de cancelación existentes en su evaluación, ya que las diferencias en los desplazamien-

tos extendidos obtenidos en ambas situaciones situaciones son muy pequeñas.

La evolución a lo largo del espesor de los FITEs obtenidos para el mismo problema pero con

mayor espesor del prisma se presentan en la fig. 5.18. La evolución del factor Kmec
I es similar a

la que se obtiene en materiales no piezoeléctricos (capı́tulo 4), con una evolución creciente des-

de el centro de la pieza hacia los extremos y con una disminución brusca en las cercanı́as de la

intersección del frente de grieta con la superficie libre del contorno externo.

El factor Kelec
IV no presenta apenas variación a lo largo del espesor y tan solo se observa una
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Figura 5.17: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de pequeño espesor (H/W =

1,75, W/a = 2,t/W = 0,25) con grieta recta central en ’deformación plana’ (D.P.) y ’tensión plana’

(T.P.)

Figura 5.18: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de gran espesor (t/W = 1,5)

con grieta recta central.
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Figura 5.19: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de gran espesor (t/W = 1,5)

con grieta recta central, adimensionalizados con los FITEs en deformación plana

ligera disminución de su valor en la intersección con la superficie libre.

Los valores de Kelec
I y Kmec

IV bajo carga mecánica presentan unos valores muy bajos y con

poca variación a lo largo del espesor. Lo más significativo es un aumento del valor de Kelec
I en las

proximidades del borde libre. Esto querrı́a decir que el grado de la singularidad de las tensiones

en esa zona es mayor de 1/
√
r, al contrario de lo ocurre cuando se aplica carga mecánica.

En la fig. 5.19 aparece la evolución a lo largo del espesor de los FITEs adimensionalizados

con el valor obtenido en el centro del prisma de pequeño espesor bajo condición de deformación

plana. Se incluye la misma representación para el caso de un material isótropo, con el objeto de

comparar la evolución obtenida de la misma manera que se hizo en el capı́tulo 4 con materiales

transversalmente isótropos. No se consideran los valores de Kelec
I y Kmec

IV por el hecho de que

existe gran incertidumbre sobre su valor exacto, y a que éste es lo suficientemente pequeño como

para pensar en su poca influencia al aplicar un criterio de fractura.

Se puede observar una evolución similar del factorKmec
I con respecto al caso isótropo, aunque

con valores más elevados con respecto al caso 2D. Sin embargo, en el caso del factor Kelec
IV se

observa de nuevo como no se aprecia apenas el carácter tridimensional del problema, existiendo
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Figura 5.20: Esquema del problema de doble grieta recta de borde (H/W = 1,75, W/a = 2)

tan solo una pequeña disminución de su valor por efecto del borde libre.

5.5.5.2. Doble grieta recta de borde

El esquema de este problema se muestra en la fig. 5.20.

Para este problema, pero con unas proporciones geométricas algo distintas a las que aquı́ se

analizan (H = W = 4t = 2a), también existen resultados previos obtenidos por Sanz et al (2005).

Los desplazamientos extendidos sobre una de las grietas se recogen en la fig. 5.21, y se observa

de nuevo un excelente grado de acuerdo entre los resultados obtenidos con ambas formulaciones

del MEC. Los FITEs obtenidos a partir de estos desplazamientos se recogen en la tabla 5.5. De

nuevo existe un alto grado de acuerdo en los valores obtenidos, salvo en los casos ya comentados

en los que el pequeñas diferencias en los desplazamientos dan lugar a grandes diferencias en los

valores del FIT, como es el caso de Kelec
I .

Para los casos de tensión y deformación plana se representa la evolución de los FITEs en la

fig. 5.22. Los resultados son muy similares a los obtenidos en el ejemplo anterior. Para la pieza

de mayor espesor y sus valores adimensionalizados con respecto al caso de deformación plana

los resultados se recogen en las figs. 5.23 y 5.24 respectivamente. Las observaciones realizadas

para la grieta central son de aplicación para este caso de doble grieta de borde. La diferencia más
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Figura 5.21: Desplazamientos en doble grieta de borde (H/W = 1, W/a = 2, t/W = 0,25)

relevante es que el valor de Kmec
I muestra ahora una evolución decreciente desde el centro de la

pieza haca el borde libre, al igual que ocurre en materiales no piezoeléctricos.

5.5.5.3. Grieta de borde

El esquema del problema que se analiza en este apartado aparece en la fig. 5.12. En este caso

no se conocen resultados previos obtenidos por otros autores para una geometrı́a de este tipo.

Las figs. 5.25, 5.26 y 5.27 son equivalentes a las de los apartados anteriores y de ellas se pueden

extraer el mismo tipo de conclusiones. Cabe destacar el gran aumento del valor del factor Kmec
I

con respecto a los casos anteriores. Este aumento también se observa en materiales no piezoeléctri-

cos, y es debido al hecho de que con esta configuración el especimen es menos rı́gido y la grieta

se abre con mayor facilidad. Sin embargo, y tal y como se observó en el capı́tulo 4 con materia-

les transversalmente isótropos, este aumento varı́a mucho con las propiedades del material. En

este caso, solo se han obtenido resultados para el material PZT4, pero es de esperar que con otros

materiales se produzcan distintas variaciones en el valor de Kmec
I .
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Figura 5.22: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de pequeño espesor (H/W =

1,75, W/a = 2,t/W = 0,25) con doble grieta de borde en ’deformación plana’ (D.P.) y ’tensión

plana’ (T.P.)

Figura 5.23: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de gran espesor (t/W = 1,5)

con doble grieta de borde.
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Figura 5.24: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de gran espesor (t/W = 1,5)

con doble grieta de borde, adimensionalizados con los FITEs en deformación plana.

Figura 5.25: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de pequeño espesor (t/W =

0,25) con grieta de borde en ’deformación plana’ (D.P.) y ’tensión plana’ (T.P.)
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Figura 5.26: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de gran espesor (t/W = 1,5)

con grieta de borde.

Figura 5.27: Evolución a lo largo del espesor de los FITEs en prisma de gran espesor (t/W = 1,5)

con grieta de borde, adimensionalizados con los FITEs en deformación plana.
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Carga mecánica KI/(σz
√
πa) KIV /(σz

√
πa) (C/GN)

Sanz et al (2005) 2.29 0.271

FMMEC 2.17 0.255

Carga eléctrica KI/(Dz
√
πa) (GN/C) KIV /(Dz

√
πa)

Sanz et al (2005) 0.018 1.16

FMMEC 0.033 1.15

Tabla 5.5: FITEs para doble grieta de borde en deformación plana (H/W = 1, W/a = 2, t/W =

0,25)

5.5.5.4. Conclusiones

Del análisis de las distintas configuraciones consideradas para una grieta recta de borde con-

tenida en un prisma se pueden extraer una serie de conclusiones interesantes.

En primer lugar, hay que reseñar que la formulación ha podido ser de nuevo validada con

éxito por comparación con los resultados obtenidos previamente por Sanz et al (2005) a partir

de una formulación clásica del MEC y empleando una solución fundamental distinta a la imple-

mentada en esta tesis. Tan solo se han encontrado algunas diferencias significativas en los valores

“cruzados” de los FITEs (Kelec
I y Kmec

IV ), lo cual es debido a fenómenos de cancelación numérica

en el proceso de evaluación de los FITEs a partir de los desplazamientos de los nodos a un cuar-

to. Estas diferencias también se han podido apreciar entre situaciones de deformación y tensión

plana, cuando en estas condiciones las diferencias deberı́an de ser tan pequeñas como en el resto

de FITEs, tal y como ocurre con otros materiales no piezoeléctricos (véase capı́tulo 4). El hecho de

que estos valores sean muy pequeños, y su difı́cil evaluación numérica, hace pensar que su influ-

encia sea escasa a la hora de aplicar algún criterio de fractura. Para comprobar este punto serı́a

necesario la obtención de otros parámetros asociados a la fractura como son la tasa de liberación

de energı́a (total, de deformación mecánica o local) a partir de los FITEs obtenidos y estudiar su

influencia en distintos materiales, ası́ como comparar los resultados obtenidos con los de otros au-

tores. En el caso de que estos factores “cruzados” fuesen relevantes a la hora de aplicar un criterio

de fractura, serı́a preciso solventar los problemas numéricos asociados al proceso de evaluación

de los FITEs.

Por otro lado, a partir del análisis de los resultados obtenidos en los problemas “2D”, se puede
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decir que en el factor Kmec
I hay una mayor diferencia entre el comportamiento en deformación

y tensión plana con respecto al comportamiento observado en materiales no piezoeléctricos. Por

contra, el valor de Kelec
IV apenas varı́a entre las situaciones de deformación y tensión plana, y es

prácticamente constante a lo largo del espesor en todos los casos, siendo el efecto del borde libre

prácticamente inapreciable.

Aunque los valores de Kelec
I obtenidos en todos los casos sean muy bajos, resulta significativo

que este factor muestra una tendencia inversa a la encontrada hasta ahora en las proximidades

del borde libre. El aumento de este factor en esta zona hace pensar que las tensiones bajo carga

eléctrica muestren una singularidad mayor de 1/
√
r. Por el contrario, en la evolución de Kmec

I

y Kmec
IV se observa una disminución de su valor en las cercanı́as del borde libre. A pesar de que

las discretizaciones empleadas no son excesivamente refinadas en estas zonas, se puede concluir

a la vista de estos resultados que los campos de tensiones y desplazamiento eléctrico bajo carga

mecánica muestran un grado de singularidad menor que 1/
√
r, al igual que ocurre con materiales

no piezoeléctricos (véase el capı́tulo 4 de esta tesis), por lo que su valor ha de tender a cero en

las proximidades del borde libre. No obstante, el autor no conoce estudios previos relativos al

grado de singularidad del campo de tensiones y desplazamiento eléctrico en las proximidades de

un borde libre en el frente de grieta, por lo que para extraer conclusiones más relevantes sobre

este aspecto serı́a necesario disponer de discretizaciones más refinadas en estas zonas, considerar

distintos tipos de materiales, distintas geometrı́as, etc.

Finalmente, hay que destacar un resultado que resulta muy llamativo, y es el hecho de que el

factor Kelec
IV tiene el mismo valor en cada una de las condiciones geométricas analizadas, mien-

tras que el resto de factores presentan variaciones significativas de un caso a otro. Esto debe estar

relacionado también con el hecho observado de que bajo la aplicación de carga eléctrica la pieza

apenas sufre flexión, es decir, los desplazamientos según z, ası́ como el potencial eléctrico, varı́an

solo significativamente con respecto a z, salvo la zona próxima a la grieta. A falta de un estudio

con un mayor número de ejemplos y otras configuraciones geométricas, ası́ como la consideración

de otro tipo de materiales, se puede decir que el factor Kmec
I es más sensible a variaciones ge-

ométricas y condiciones de contorno que en el caso no piezoeléctrico, mientras que el factor KIV

es muy poco sensible a estos factores.
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Figura 5.28: Esquema del problema de pieza prismática con grieta en esquina en forma de 1/4 de

cı́rculo.

5.5.6. Barra prismática con grieta de esquina en forma de un cuarto de cı́rculo

Este problema ya fue analizado también en el capı́tulo 4 y sirvió además para realizar un

ajuste de parámetros de la formulación. La geometrı́a del problema y la discretización empleada

se muestra de nuevo en las fig. 5.28 y 5.29. La única diferencia con respecto a la situación del

capı́tulo 4 es que ahora se considera también la acción de una distribución de carga eléctrica en

las superficies extremas del prisma, además de la carga mecánica. De las distintas discretizaciones

manejadas para este problema en el capı́tulo 4, solo se considerará aquı́ una de ellas para una

mayor claridad en la representación de los resultados, aunque se ha comprobado que se obtienen

resultados muy similares con todas ellas.

La evolución de los FITEs a lo largo del frente de grieta se muestra en la fig. 5.30. Se observa

una evolución del factor Kmec
I del mismo tipo que la que se obtiene en materiales no piezoeléctri-

cos (véase capı́tulo 4), con un valor mı́nimo en la parte central de la pieza y creciente hacia los

extremos. De hecho, adimensionalizando este factor con respecto a su valor en el punto medio del

frente de grieta (θ = 45o), se obtiene una evolución muy parecida (algo más acusada en el caso

piezoeléctrico) a la que se obtuvo para un material isótropo en el capı́tulo 4 (fig. 5.31).
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Figura 5.29: Discretización empleada en problema de grieta de esquina.
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Figura 5.30: Evolución a lo largo del frente de grieta de los FITEs en prisma con grieta de esquina

en forma de 1/4 de cı́rculo.
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Figura 5.31: Evolución a lo largo del frente de grieta de los FITEs en prisma con grieta de esquina

en forma de 1/4 de cı́rculo adimensionalizados respecto a su valor en el punto medio del frente

de grieta.

Por otro lado, y al igual que ocurrı́a en el caso del prisma con grieta recta de borde, el valor

del factor Kelec
IV apenas varı́a a lo largo del frente de grieta (figs. 5.30 y 5.31), lo cual resulta muy

llamativo. Igualmente, cuando la pieza es sometida a carga eléctrica, apenas se aprecia deforma-

ción de flexión en el especı́men. Es decir, se obtienen de nuevo unos valores de desplazamientos

según z y de desplazamiento eléctrico que apenas varı́an con respecto a las direcciones x e y y

solo varı́an significativamente con respecto a z (salvo, lógicamente, en las zonas próximas a la

grieta).

Por tanto, se concluye también de estos resultados que el factor Kmec
I es más sensible a la ge-

ometrı́a, condiciones de contorno y efecto tridimensional que en el caso no piezoeléctrico, mien-

tras que el factor Kelec
IV es muy poco sensible a estas circunstancias. No obstante, serı́a necesario

un estudio sobre distintos materiales, geometrı́as y comparación con problemas bidimensionales

para sacar conclusiones más determinantes sobre este aspecto.

Respecto a los FITEs ’cruzados’ (Kelec
I y Kmec

IV ) se obtienen de nuevo valores muy bajos, y

en el caso de Kelec
I se aprecia una ligera tendencia decreciente desde el centro de la pieza hacia

los extremos, lo cual supone una tendencia inversa a la obtenida con el resto de factores, como
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también ocurrı́a en el caso del prisma con grieta recta de borde.

En cuanto al efecto del borde libre y el grado de singularidad de los campos de tensiones y de-

splazamiento eléctrico en sus inmediaciones, y al igual que ocurrı́a con materiales no piezoeléctri-

cos (véase el capı́tulo 4), no se aprecia una tendencia significativa en ningún caso que lleve a ex-

traer algún tipo de conclusión, ni siquiera contrastando los resultados obtenidos con las distintas

discretizaciones presentadas en el capı́tulo 4.



Capı́tulo 6

Conclusiones y desarrollos futuros

“Hace tiempo estaba indeciso,

pero ahora ya no estoy tan seguro”

Boscoe Pertwee, desconocido autor del siglo XVIII,

citado por Umberto Eco en Kant y el ornitorrinco (1997)

En esta tesis se ha analizado el comportamiento de sólidos transversalmente isótropos y piezoeléctri-

cos con grietas en su interior. Para ello se ha utilizado una formulación mixta del Método de los

Elementos de Contorno, que se ha mostrado como una herramienta numérica robusta y precisa

para abordar este tipo de problemas.

En primer lugar, se han mejorado aspectos computacionales de la formulación, necesarios

para afrontar con garantı́as problemas cada vez más complejos y exigentes desde un punto de

vista numérico. Se ha mejorado la evaluación de integrales cuasi singulares de orden 1/r3, imple-

mentando la transformación de Telles (1987) y generando un método adaptativo de integración

sencillo pero eficiente. Ası́ se ha dado respuesta a uno de los desarrollos futuros planteados origi-

nalmente en la tesis de Ariza (2002).

La aplicación de la formulación mejorada a problemas de Mecánica de la Fractura en ma-

teriales transversalmente isótropos ha dado excelentes resultados. Se han analizado problemas

complejos con diversos materiales, y se han analizado los resultados obtenidos con cada uno de

ellos. Se ha analizado el carácter tridimensional de algunos problemas concretos y se han encon-

trado ciertas analogı́as en los resultados obtenidos independientemente de las constantes elásticas

185
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del material, incluso con materiales isótropos. Sin embargo, también se han encontrado respues-

tas claramente diferenciadas entre los distintos materiales ante variaciones geométricas del pro-

blema. Se ha realizado además un análisis de la influencia de un borde libre sobre el grado de

singularidad del campo de tensiones, es decir, qué ocurre en distintos materiales cuando el frente

de grieta intersecta a una superficie del contorno libre de tensiones.

La formulación mixta del MEC para materiales transversalmente isótropos se ha extendido

al caso dinámico en el dominio de la frecuencia y dominios finitos. Para ello ha sido necesario

realizar variaciones significativas en el código de elementos de contorno, siendo necesario la op-

timización en la generación de una base de datos que permita evaluar la solución fundamen-

tal dinámica armónica de Wang y Achenbach (1995). Con este avance se ha podido obtener por

primera vez la respuesta en frecuencia de distintos especı́menes con comportamiento transver-

salmente isótropo, encontrándose una gran dependencia en la repuesta frente a las propiedades

del material.

Finalmente se ha desarrollado por primera vez una formulación mixta del MEC en 3D para

problemas de Mecánica de la Fractura en materiales piezoeléctricos. Para ello se ha derivado y

combinado dos veces según la ley de comportamiento del material la solución fundamental en

desplazamientos de Dunn y Wienecke (1996) para materiales piezoeléctricos transversalmente

isótropos, y se han obtenido los núcleos necesarios para plantear la EIC en desplazamientos y en

tracciones.

La solución de Dunn y Wienecke (1996) guarda grandes similitudes con la obtenida por Pan

y Chou (1976) para materiales transversalmente isótropos, empleada en esta tesis y previamente

por Ariza (2002). En los núcleos hipersingulares y fuertemente singulares se han encontrado el

mismo tipo de términos, por lo que, una vez identificados dichos términos, se ha procedido a su

regularización aplicando fundamentalmente el teorema de Stokes, de manera análoga al proceso

llevado a cabo por Ariza (2002).

Para cumplir con los requerimientos de continuidad en los puntos de colocación, se ha aplica-

do el Método de Colocación Múltiple, y se han aprovechado todas las mejoras computacionales

desarrolladas anteriormente (transformación de Telles (1987) y método adaptativo de integración).

Para la evaluación de los Factores de Intensidad de Tensión Extendidos (FITEs), se ha llevado

a cabo con éxito una extensión a 3D del método de evaluación empleado por Garcı́a-Sánchez

(2005) en 2D, empleando elementos a un cuarto en el frente de grieta. Con esta técnica, se han

conseguido evaluar eficientemente los FITEs a partir del desplazamiento de apertura de grieta y
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salto de potencial eléctrico en los nodos a un cuarto.

Con la formulación desarrollada se han obtenido resultados para un buen número de ejemplos

numéricos de interés, considerando tanto la acción de un carga mecánica (tracción impuesta) co-

mo una excitación eléctrica (desplazamiento eléctrico o densidad superficial de carga impuesta).

La formulación ha sido validada mediante comparación de los resultados obtenidos para algunos

problemas con resultados previos analı́ticos o numéricos, obteniéndose siempre un elevado gra-

do de acuerdo. Posteriormente se han obtenido resultados para algunos problemas para los que

no existen resultados previos en la bibliografı́a que sean conocidos por el autor.

Con los problemas analizados se ha estudiado la influencia de la presencia de un borde libre,

ası́ como el carácter tridimensional de la evolución de los FITEs a lo largo del frente de grieta.

Los resultados para el FITE asociado a las tensiones mecánicas (KI ) bajo carga mecánica son muy

similares a los obtenidos en materiales no piezoeléctricos. Por el contrario, el FITE asociado al

desplazamiento eléctrico (KIV ) no parece ser influenciado por la existencia de un borde libre,

y también parece estar muy poco afectado por el carácter tridimensional del problema. Parece

razonable pensar que este hecho guarda relación con el carácter “monodimensional” observado

en el campo de desplazamientos y potencial eléctrico obtenido al aplicar una carga eléctrica. Por

otro lado, los FITEs denominados como “cruzados” (KI bajo carga eléctrica y KIV bajo carga

mecánica) presentan unos valores muy bajos en todos los casos.

6.1. Desarrollos futuros

Para avanzar en el estudio del comportamiento dinámico de materiales transversalmente

isótropos, se deberı́an analizar los distintos modelos de amortiguamiento existentes en la bib-

liografı́a e introducirlos en la formulación. Se podrı́a estudiar ası́ el efecto del amortiguamien-

to en materiales con distintas propiedades. Además, con la función de repuesta en frecuencia

obtenida incluyendo el amortiguamiento, se podrı́a obtener también la respuesta temporal ante

una excitación dinámica conocida en el dominio del tiempo, aplicando la transformada rápida de

Fourier, como ya hizo Ariza (2002) en materiales isótropos.

En cuanto a los materiales piezoeléctricos, dado que se trata de un campo de investigación en

el que quedan muchos aspectos por abarcar por la comunidad cientı́fica, y dado que se dispone

de una potente herramienta numérica para analizar problemas en 3D, se plantea un gran número

de posibles avances interesantes.
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En primer lugar, es necesario estudiar la influencia de los FITEs “cruzados” en la aplicación de

criterios de fractura. Aunque no haya ningún criterio de fractura claramente establecido aún para

estos materiales, se deberá analizar la importancia de estos factores sobre las distintas tasas de

liberación de energı́a definidas (mecánica, total o local). En caso de que su influencia sea significa-

tiva, se deberá revisar el procedimiento de obtención de estos factores para evitar los problemas

de cancelación numérica asociados a su proceso de evaluación, y que llevan a obtener resulta-

dos dispares con respecto a otros autores, por resultar excesivamente dependientes de pequeñas

variaciones en los valores del desplazamiento de apertura de grieta o del salto de potencial.

Al igual que en materiales transversalmente isótropos, el efecto tridimensional de diversos

problemas, ası́ como el efecto del borde libre, necesita de un estudio más profundo, con discretiza-

ciones más refinadas que den información más precisa. En materiales piezoeléctricos resulta tam-

bién de interés profundizar en las causas que llevan a que la evolución obtenida del factor KIV

bajo carga eléctrica en los distintos problemas analizados sea prácticamente independiente del

carácter tridimensional del problema y fundamentalmente condicionado por el tamaño de la gri-

eta. El objetivo de estos estudios serı́a extraer finalmente conclusiones relevantes que pudieran

simplificar la resolución de casos prácticos.

En este sentido, serı́a también de interés el estudio de la variación de la respuesta de un ma-

terial transversalmente isótropo conforme se incrementa el acoplamiento eléctrico. Otro aspec-

to relacionado que merecerı́a la pena analizar y que ha despertado el interés de la comunidad

cientı́fica es la capacidad que puede tener la existencia de un campo eléctrico en retardar el crec-

imiento de una grieta.

Otro tema de gran importancia es el estudio numérico de la influencia que tiene la consid-

eración de distintos tipos de condiciones de contorno en las superficies de la grieta. Para ello,

serı́a necesario modificar ligeramente el procedimiento de montaje del sistema de ecuaciones y

emplear un algoritmo distinto para su resolución, ya que el problema pasarı́a a ser no lineal.

También cabrı́a extender la formulación al caso dinámico en el dominio de la frecuencia. Es-

to se podrı́a hacer de forma similar al caso transversalmente isótropo, empleando para ello la

solución fundamental dinámica en el dominio del tiempo obtenida por Wang y Zhang (2005)

para materiales piezoeléctricos, una vez transformada al dominio de la frecuencia mediante una

transformada de Fourier. La metodologı́a empleada en la obtención de esta solución fundamental

es análoga a la empleada por Wang y Achenbach (1995) para el caso transversalmente isótropo,

guardando por tanto en sus expresiones muchas analogı́as. No obstante, y dado que en el caso
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piezoeléctrico la complejidad y coste computacional para la evaluación de la solución fundamen-

tal será aun mayor, serı́a recomendable el empleo de técnicas simplificadas de evaluación, del

tipo de la solución de campo lejano empleada por Sáez (1997) en materiales transversalmente

isótropos.

Finalmente, y según los últimos avances tecnológicos, serı́a también interesante extender la

formulación al caso magneto-electro-elástico, para lo que habrı́a que añadir nuevas variables aso-

ciadas al campo y flujo magnéticos. Este tipo de comportamiento, en el que además del acoplamien-

to electro-elástico existe un acoplamiento con el campo magnético, se consigue mediante la fabri-

cación de materiales compuestos formados por fases piezoeléctricas y piezomagnéticas, no exis-

tiendo el acoplamiento entre los tres fenómenos en ninguna de las fases por separado. Existen

también materiales naturales que exhiben el acoplamiento magneto-electro-elástico, pero al igual

que ocurre con los materiales piezoeléctricos, es necesario recurrir a materiales artificiales que ex-

hiban un nivel de acoplamiento suficientemente elevado para emplearlos en aplicaciones prácti-

cas. Estos nuevos materiales están siendo desarrollados para su aplicación en elementos de con-

trol activo o estructuras inteligentes. Para extender la formulación mixta del MEC en 3D a este

tipo de materiales se podrı́a emplear la solución fundamental de Pan (2002) para el caso estático

y la de Rojas-Dı́az et al (enviado) para el caso dinámico armónico.





Apéndice A

Solución fundamental de Dunn y

Wienecke. Expresiones originales y

derivadas

La solución fundamental de Dunn y Wienecke (1996) para materiales piezoeléctricos transver-

salmente isótropos es similar a la de Pan y Chou (1976) para materiales transversalmente isótro-

pos no piezoeléctricos. El procedimiento de obtención es idéntico y las expresiones finales guardan

muchas similitudes.

Las expresiones de la solución fundamental en desplazamientos que aparecen en el trabajo de

Dunn y Wienecke (1996) se pueden escribir de la siguiente manera:

191



192 Solución fundamental de Dunn y Wienecke. Expresiones originales y derivadas

U11 =D0

(
1

R∗
0

− y2

R0R
∗2
0

)

−
3∑
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Diλi1
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1

R∗
i

− x2

RiR
∗2
i

)

U22 =D0

(
1

R∗
0

− x2

R0R
∗2
0

)

−
3∑

i=1

Diλi1

(
1

R∗
i

− y2

RiR
∗2
i

)

U12 = U21 =D0
xy

R0R
∗2
0

+
3∑

i=1

Diλi1
xy

RiR
∗2
i

(A.1)

UIJ = UJI =

3∑

i=1

AiIλiJ
xJ
RiR

∗
i

para I = 3,4; J= 1,2

UIJ = UJI =

3∑

i=1

AiIλiJ
1

Ri

para I= 3,4; J = 3,4

Siendo:

x,y,z (o x1, x2 y x3) son las coordenadas relativas del punto de observación respecto al pun-

to de colocación (la dirección z coincide con el eje de simetrı́a del material y el plano de

isotropı́a coincide con el definido por las direcciones x-y)

D0 =
1

4πC44ν0

ν0 =
√

C66/C44

Los parámetros νi (i=1,3) se definen a continuación.

−1/ν21 , −1/ν22 y −1/ν23 son las raı́ces de la ecuación cúbica siguiente:

s3 + a
ds

2 + b
ds+

c
d = 0 siendo

a = C11(ε11C33 + 2e15e33)− ε11C13(C13 + 2C44) + C44(ε33C11 + e231)− 2e15C13(e31 + e15)

b = C33(ε11C44 + ε33C11 + e31(e31 + e15))− C13ε33(C13 + 2C44) +

(e31 + e15)(C33e15 − 2C13e33) + e33(C11e33 − 2C44e31)

c = C44(ε33C33 + e233)

d = C11(ε11C44 + e215)

Ri =

√

x2 + y2 + (νiz)
2

R∗
i = Ri + νiz
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λi1 = λi2 = [(C13 + C44) e33 − C33 (e31 + e15)] ν
3
i + (C44e31 − C13e15) νi

λi3 = −C44e33ν
4
i − [e31 (C13 + C44)− e33C11 + e15C13] ν

2
i − e15C11

λi4 = C44C33ν
4
i + [C13 (C13 + 2C44)− C11C33] ν

2
i + C44C11

D1 =
(λ24λ33−λ34λ23)

C44
· 1
4πγt

siendo γt = ν1λ11 (λ34λ23 − λ24λ33) + ν2λ21 (λ14λ33 − λ34λ13) + ν3λ31 (λ24λ13 − λ14λ23)

El resto de términos Di se hallan permutando cı́licamente el ı́ndice i de los términos νi y λiJ

(no es necesario la permutación en el parámetro γt).

A13 =
(
ν21 − 1

) [
ne2λ31

(
ν23 − 1

)
− ne3λ21

(
ν22 − 1

)]
1

2πγa

A14 =
(ν2

1−1)(ν2
2−1)(ν2

3−1)
ν1(ν2

1
−ν2

2)(ν2
1
−ν2

3)
· (−1)
4πγe

siendo

nei = 2
[
−λi1

(
e15ν

2
i + e31

)
+ νiλi3 (e33 − e15) + νiλi4 (ε11 − ε33)

]

γa =
(
ν21 − 1

)
λ11 (n

a
2n

e
3 − na3n

e
2) +

(
ν22 − 1

)
λ21 (n

a
3n

e
1 − na1n

e
3) +

(
ν23 − 1

)
λ31 (n

a
1n

e
2 − na2n

e
1)

γe = (ε11 − ε33)
[
C11 (C44 − C33) + C44 (C33 + 2C13) + C2

13

]
+ C11 (e33 − e15)

2
+

+ C33 (e31 + e15)
2 − C44 (e33 + e31)

2
+ 2C13 [e15 (e15 + e31 − e33)− e33e31]

El resto de términos Ai3 y Ai4 se obtienen a partir de las expresiones dadas para Ai3 y

Ai4 permutando cı́clicamente el subı́ndice i de los términos νi, nei y λiJ (no se realiza per-

mutación en la expresión de γa).

Con esto queda definida la solución fundamental según se recoge en al trabajo de Dunn y

Wienecke (1996).Sin embargo, aunque en dicho trabajo no se diga explı́citamente, las expresiones

anteriores son solo válidas para valores de z positivos. Se puede comprobar fácilmente como las

expresiones (A.1) quedan indeterminadas en el caso de que x = y = 0, z < 0. Esto no ocurre para

valores de z positivos. Algo similar ocurre con la solución de Pan y Chou (1976) para materia-

les transversalmente isótropos, según se comentó en el apartado 4.3, donde se planteó como se

solventaba esta dificultad a efectos de implementación numérica.

En este caso se vuelve a atender a criterios de paridad e imparidad de las expresiones respecto

a z. Para ello hay que tener en cuenta que cuenta la dimensión o subı́ndice 4 es equivalente a la

dimensión o subı́ndice 3 a efectos de paridad e imparidad respecto a z. Ası́ pues, a la hora de su

implementación numérica, las expresiones (A.1) se evaluarán trabajando con el valor absoluto de
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la coordenada z, y posteriormente se tendrán en cuenta las siguientes relaciones (además de la

condición de simetrı́a UIJ = UJI ):

UIJ (x, y, z) = −UIJ (x, y,−z) para (I,J)=(3,1),(4,1),(3,2),(4,2)

UIJ (x, y, z) = UIJ (x, y,−z) para el resto de casos (A.2)

A.1. Primeras derivadas de la solución fundamental en despla-

zamientos

Como ya se comentó en el capı́tulo 5, para la obtención de la solución fundamental en trac-

ciones (T ∗
KM ) y los núcleos d∗iMJ hay que hallar las primeras derivadas de la solución fundamental

en desplazamientos (expresiones A.1). Hay que recodar que para los núcleos d∗iMJ la derivada se

realiza respecto al punto de colocación y por tanto son de distinto signo que las realizadas respec-

to al punto de obervación. Las expresiones de estas últimas son las que se recogen a continuación:
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∂xm
=D0

[

−
R∗
0,m

R∗2
0

−
(

−x2H0,m +
2x

R0R∗2
0

δ1m

)]

−
3∑

i=1

Diλi1

[

−
R∗
i,m

R∗2
i

−
(

−y2Hi,m +
2y

RiR∗2
i

δ2m

)]

∂U12

∂xm
=D0

[
y

R0R∗2
0

δ1m +
x

R0R∗2
0

δ2m − xyH0,m

]

+

3∑

i=1

Diλi2

[
y

RiR∗2
i

δ1m +
x

RiR∗2
i

δ2m − xyHi,m

]

∂UIJ
∂xm

=
3∑

i=1

AiIλiJ
δJm
RiR∗

i

− xj

3∑

i=1

AiIλiJ
Ri,mR

∗
i +RiR

∗
i,m

(RiR∗
i )

2 para I=3,4; J=1,2

∂UIJ
∂xm

=−
3∑

i=1

AiIλiJ
Ri,m

R2
i

para I=3,4; J=3,4 (A.3)

Siendo:

δIJ es la delta de Kronecker

Ri,m =
xm

Ri

[
1 +

(
ν2i − 1

)
δ3m

]

R∗
i,m = Ri,m + νiδ3m
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Hi,m =
Ri,mR∗2

i +2RiR
∗

iR
∗

i,m

(RiR∗2
i )

2

y el resto de parámetros ya han sido definidos con anterioridad.

Al igual que ocurre con las expresiones de los desplazamientos, las expresiones anteriores han

de ser evaluadas con el valor absoluto de la coordenada z, y posteriormente aplicar las siguientes

relaciones (teniendo siempre en cuenta además la condición de simetrı́a UIJ = UJI ):

∂UIJ
∂x1

(x, y, z) =− ∂UIJ
∂x1

(x, y,−z) para (I, J) = (3,1) , (4, 1), (3,2) ,(4,2)

∂UIJ
∂x1

(x, y, z) =
∂UIJ
∂x1

(x, y,−z) para el resto de casos

∂UIJ
∂x2

(x, y, z) =− ∂UIJ
∂x2

(x, y,−z) para (I, J) = (3,1) , (4, 1), (3,2) ,(4,2)

∂UIJ
∂x2

(x, y, z) =
∂UIJ
∂x2

(x, y,−z) para el resto de casos

∂UIJ
∂x3

(x, y, z) =− ∂UIJ
∂x3

(x, y,−z) para (I, J) = (1,1) , (2, 2), (2,1) ,(3,3), (3,4) ,(4,4)

∂UIJ
∂x3

(x, y, z) =
∂UIJ
∂x3

(x, y,−z) para el resto de casos (A.4)

A.2. Segundas derivadas de la solución fundamental en despla-

zamientos

Como ya se apuntó en el capı́tulo 5, para la obtención de las expresiones de los núcleos s∗iMJ

es necesario hallar las expresiones de las segundas derivadas de la solución fundamental en des-

plazamientos. En rigor, la primera de estas derivadas se realiza respecto al punto de observación

y la segunda respecto al punto de colocación. Las expresiones de estas derivadas se recogen a

continuación:

∂

∂yl

∂

∂xm
U∗
11 = D0

[
R∗
0,mlR

∗
0 − 2R∗

0,lR
∗
0,m

R∗3
0

− 2yδl2H0,m − y2H0,ml

+δ2m

(
2δ2l
R0R∗2

0

− 2yH0,l

)]

+

3∑

i=1

Diλi1

[

−
R∗
i,mlR

∗
i − 2R∗

i,lR
∗
i,m

R∗3
i

+2xδl1Hi,m + x2Hi,ml − δ1m

(
2δ1l
RiR∗2

i

− 2xHi,l

)]
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∂

∂yl

∂

∂xm
U∗
22 = D0

[
R∗
0,mlR

∗
0 − 2R∗

0,lR
∗
0,m

R∗3
0

− 2xδl1H0,m − x2H0,ml

+δ1m

(
2δ1l
R0R∗2

0

− 2xH0,l

)]

+

3∑

i=1

Diλi1

[

−
R∗
i,mlR

∗
i − 2R∗

i,lR
∗
i,m

R∗3
i

+2yδl2Hi,m + y2Hi,ml − δ2m

(
2δ2l
RiR∗2

i

− 2yHi,l

)]

∂

∂yl

∂

∂xm
U∗
I=3:4,J=1:2 =

3∑

i=1

AiIλiJ

[

δJl
Ri,mR

∗
i +RiR

∗
i,m

(RiR∗
i )

2

+xJξi,ml + δJm
Ri,lR

∗
i +RiR

∗
i,l

(RiR∗
i )

2

]

∂

∂yl

∂

∂xm
U∗
I=3:4,J=3:4 =

3∑

i=1

AiIλiJ
Ri,mlRi − 2Ri,lRi,m

R3
i

∂

∂yl

∂

∂xm
U∗
1,2 = D0

[

− δ1mδ2l
R0R∗2

0

+ yδ1mH0,l −
δ2mδ1l
R0R∗2

0

+ xδ2mH0,l + xδ2mH0,l

+xyH0,ml + δ1lyH0,m + δ2lxH0,m

]

+

3∑

i=1

Diλi2

[

−δ1mδ2l
RiR∗2

i

+ yδ1mHi,l

−δ2mδ1l
RiR∗2

i

+ xδ2mHi,l + xδ2mHi,l + xyHi,ml + δ1lyHi,m + δ2lxHi,m

]

(A.5)

Siendo:

R∗
i,ml =

∂

∂xm

∂

∂xl
R∗
i = [1 + (ν

2
i − 1)δ3m]

δmlRi − xmRi,l

R2
i,l

= Ri,ml

Hi,ml =
∂

∂xl
Hi,m = [Ri,mlR

∗2
i + 2Ri,mR

∗
iR

∗
i,l

+2(Ri,lR
∗
iR

∗
i,m +RiR

∗
i,lR

∗
i,m +RiR

∗
iR

∗
i,ml)](RiR

∗2
i )

−2(Ri,mR
∗
i + 2RiR

∗
iR

∗
i,m)(Ri,lR

∗2
i + 2RiR

∗
iR

∗
i,l)/(RiR

∗2
i )

3
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ξi,ml =
∂

∂xl

[
Ri,mR

∗
i +R∗

i,mRi

(RiR∗
i )

2

]

=

[

(Ri,mlR
∗
i +Ri,mR

∗
i,l +Ri,lR

∗
i,m +RiR

∗
i,ml)(RiR

∗
i )

−2(Ri,mR
∗
i +RiR

∗
i,m)(Ri,lR

∗
i +RiR

∗
i,l)

]

/(RiR
∗
i )

3

y el resto de parámetros ya han sido definidos con anterioridad. Téngase en cuenta que en las

expresiones auxiliares anteriores siempre se ha derivado respecto a x (punto de integración), ya

que en las derivadas segundas se ha cambiado previamente el signo según el criterio ∂
∂xm

∂
∂xl

=

− ∂
∂xm

∂
∂yl

.

Como se ha dicho anteriormente, las expresiones anteriores de la derivada segunda (UIJ,ml)

solo son válidas para el caso, z = x3 − y3 ≥ 0. Para considerar los casos en que la coordenada

z sea negativa, se procederá de manera similar a como se ha explicado anteriormente para las

expresiones de los desplazamientos y sus derivadas primeras: se evalúan con el valor absoluto

de z, y posteriormente se ha de tener en cuenta que estas funciones cumplen simetrı́a par (f(z) =

f(−z)) en z en todos los términos (I, J,m, l) salvo los que se detallan a continuación, en los que

habrá que aplicar un cambio de signo:

los términos (1, 1, 1, 3), (1, 1, 2, 3), (2, 2, 1, 3), (2, 2, 2, 3), (1, 2, 1, 3), (1, 2, 2, 3), (3, 3, 1, 3),

(3, 3, 2, 3), (3, 4, 1, 3), (3, 4, 2, 3), (4, 4, 1, 3), (4, 4, 2, 3) y sus correspondientes simétricos según la relación

(I, J,m, l) = (J, I,m, l) = (J, I, l,m), son impares con respecto a z (f(z) = −f(−z)).





Apéndice B

Expresiones de los términos IMJ y

JMhJ

Tal y como se comentó en el capı́tulo 5 (apartado 5.4), la regularización de los términos hipersin-

gulares y fuertemente singulares de la formulación para materiales piezoeléctricos, bajo la hipótesis

de grieta plana perpendicular al eje de simetrı́a del material, da lugar tan solo a integrales de lı́nea

que se recogen en los términos IMJ y JMhJ , cuyas expresiones se incluyen a continuación.

B.1. Términos IMJ

Los términos IMJ cumplen una relación de simetrı́a:

IMJ = IJM (B.1)

A continuación se recogen las expresiones de aquellos términos que son no nulos. En sus

expresiones aparecen constantes de la ley de comportamiento del material y otras constantes

definidas en el apéndice A.

199
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I11 =

∮

∂Γ

−((2e215(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34) + 4C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1+

A24λ21ν2 +A34λ31ν3) + C2
44(D0ν

2
0 + 2(D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3))))r

2
,1−

(e215(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34) + 2C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1+

A24λ21ν2 +A34λ31ν3) + C2
44(2D0ν

2
0 +D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3)))r

2
,2)
−→r ×−→N
r3

dl

(B.2)

I21 =

∮

∂Γ

−3(e215(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34) + 2C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1+

A24λ21ν2 +A34λ31ν3) + C2
44(D0ν

2
0 +D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3)))r,1r,2

−→r ×−→N
r3

dl

(B.3)

I22 =

∮

∂Γ

((e215(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34) + 2C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1+

A24λ21ν2 +A34λ31ν3) + C2
44(2D0ν

2
0 +D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3)))r

2
,1−

(2e215(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34) + 4C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1+

A24λ21ν2 +A34λ31ν3) + C2
44(D0ν

2
0 + 2(D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3))))r

2
,2)
−→r ×−→N
r3

dl

(B.4)

I33 =

∮

∂Γ

(C2
13(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31)− 2C13(C33A13λ11ν1 + e33A14λ11ν1 + C33A23λ21ν2+

e33A24λ21ν2 + (C33A33 + e33A34)λ31ν3) + C2
33(A13λ13ν

2
1 +A23λ23ν

2
2 +A33λ33ν

2
3)+

2C33e33(A13λ14ν
2
1 +A23λ24ν

2
2 +A33λ34ν

2
3) + e233(A14λ14ν

2
1 +A24λ24ν

2
2 +A34λ34ν

2
3))
−→r ×−→N
r3

dl

(B.5)
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I34 =

∮

∂Γ

(C13(e31(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31)− e33A13λ11ν1 + ε33A14λ11ν1 − e33A23λ21ν2+

ε33A24λ21ν2 − e33A33λ31ν3 + ε33A34λ31ν3) + C33(−e31A13λ11ν1 + e33A13λ13ν
2
1−

ε33A13λ14ν
2
1 − e31A23λ21ν2 + e33A23λ23ν

2
2 − ε33A23λ24ν

2
2 − e31A33λ31ν3 + e33A33λ33ν

2
3−

ε33A33λ34ν
2
3) + e33(−e31A14λ11ν1 + e33A13λ14ν

2
1 − ε33A14λ14ν

2
1 − e31A24λ21ν2+

e33A23λ24ν
2
2 − ε33A24λ24ν

2
2 − e31A34λ31ν3 + e33A33λ34ν

2
3 − ε33A34λ34ν

2
3))
−→r ×−→N
r3

dl

(B.6)

I44 =

∮

∂Γ

(e231(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31) + e233(A13λ13ν
2
1 +A23λ23ν

2
2 +A33λ33ν

2
3)−

2e33ε33(A13λ14ν
2
1 +A23λ24ν

2
2 +A33λ34ν

2
3) + ε233(A14λ14ν

2
1 +A24λ24ν

2
2 +A34λ34ν

2
3)−

2e31(e33(A13λ11ν1 +A23λ21ν2 +A33λ31ν3)− ε33(A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)))
−→r ×−→N
r3

dl

(B.7)

El resto de términos IMJ son nulos:

I31 = I13 = I32 = I23 = I41 = I14 = I42 = I24 = 0 (B.8)

B.2. Términos JMhJ

En las expresiones de estos términos aparecen también las distintas constantes del material y

las definidas en el apéndice A, ası́ como el término que se define a continuación:

Lhcl = [δcl(
−→e h ×

−→
N)r2,l + δhl(

−→e c ×
−→
N)r2,l + δch(

−→e l ×
−→
N)r2,h + 2δclδch(

−→e h ×
−→
N)(1− r2,c)]

1

3r

para h, c, l=1,2

(B.9)

donde los términos del tipo δij representan la delta de Kronecker y los vectores −→ei son vectores

unitarios según la dirección i.

Los términos JMhJ no nulos se pueden escribir por tanto como sigue:
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J111 =

∮

∂Γ

−(e215(2L111 − L122)(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34)+

2C44e15(2L111 − L122)(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)+

C2
44(D0ν

2
0(L111 − 2L122) + (2L111 − L122)(D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3))))dl

(B.10)

J211 =

∮

∂Γ

−3L112(e
2
15(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34)+

2C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)+

C2
44(D0ν

2
0 +D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2 +A23(λ23 + 2λ21ν2)+

D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3)))dl

(B.11)

J112 = J211 (B.12)

J212 =

∮

∂Γ

(e215(L111 − 2L122)(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34)+

2C44e15(L111 − 2L122)(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)+

C2
44(D0ν

2
0(2L111 − L122) + (L111 − 2L122)(D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3))))dl

(B.13)

J313 =

∮

∂Γ

(−→e 1 ×
−→
N)

r
(C2

13(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31)−

2C13(C33A13λ11ν1 + e33A14λ11ν1 + C33A23λ21ν2 + e33A24λ21ν2 + (C33A33 + e33A34)λ31ν3)+

C2
33(A13λ13ν

2
1 +A23λ23ν

2
2 +A33λ33ν

2
3) + 2C33e33(A13λ14ν

2
1 +A23λ24ν

2
2 +A33λ34ν

2
3)+

e233(A14λ14ν
2
1 +A24λ24ν

2
2 +A34λ34ν

2
3))dl

(B.14)
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J413 =

∮

∂Γ

(−→e 1 ×
−→
N)

r
(C13(e31(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31)− e33A13λ11ν1 + ε33A14λ11ν1−

e33A23λ21ν2 + ε33A24λ21ν2 − e33A33λ31ν3 + ε33A34λ31ν3)+

C33(−e31A13λ11ν1 + e33A13λ13ν
2
1 − ε33A13λ14ν

2
1 − e31A23λ21ν2 + e33A23λ23ν

2
2−

ε33A23λ24ν
2
2 − e31A33λ31ν3 + e33A33λ33ν

2
3 − ε33A33λ34ν

2
3)+

e33(−e31A14λ11ν1 + e33A13λ14ν
2
1 − ε33A14λ14ν

2
1 − e31A24λ21ν2 + e33A23λ24ν

2
2−

ε33A24λ24ν
2
2 − e31A34λ31ν3 + e33A33λ34ν

2
3 − ε33A34λ34ν

2
3))dl

(B.15)

J314 = J413 (B.16)

J414 =

∮

∂Γ

(−→e 1 ×
−→
N)

r
(e231(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31) + e233(A13λ13ν

2
1 +A23λ23ν

2
2 +A33λ33ν

2
3)−

2e33ε33(A13λ14ν
2
1 +A23λ24ν

2
2 +A33λ34ν

2
3) + ε233(A14λ14ν

2
1 +A24λ24ν

2
2 +A34λ34ν

2
3)−

2e31(e33(A13λ11ν1 +A23λ21ν2 +A33λ31ν3)− ε33(A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)))dl

(B.17)

J121 =

∮

∂Γ

(−(e215(2L112 − L222)(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34))−

2C44e15(2L112 − L222)(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)+

C2
44(−(D0ν

2
0(L112 − 2L222))− (2L112 − L222)(D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3))))dl

(B.18)

J221 =

∮

∂Γ

−3L122(e
2
15(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34)+

2C44e15(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)+

C2
44(D0ν

2
0 +D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2 +A23(λ23 + 2λ21ν2)+

D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3)))dl

(B.19)
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J222 =

∮

∂Γ

−(−(e215(L112 − 2L222)(A14λ14 +A24λ24 +A34λ34))−

2C44e15(L112 − 2L222)(A13λ14 +A23λ24 +A33λ34 +A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)−

C2
44(D0ν

2
0(2L112 − L222) + (L112 − 2L222)(D1λ11ν

2
1 +A13(λ13 + 2λ11ν1) +D2λ21ν

2
2+

A23(λ23 + 2λ21ν2) +D3λ31ν
2
3 +A33(λ33 + 2λ31ν3))))dl

(B.20)

J323 =

∮

∂Γ

(−→e 2 ×
−→
N)

r
(C2

13(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31)− 2C13(C33A13λ11ν1 + e33A14λ11ν1+

C33A23λ21ν2 + e33A24λ21ν2 + (C33A33 + e33A34)λ31ν3)+

C2
33(A13λ13ν

2
1 +A23λ23ν

2
2 +A33λ33ν

2
3) + 2C33e33(A13λ14ν

2
1 +A23λ24ν

2
2 +A33λ34ν

2
3)+

e233(A14λ14ν
2
1 +A24λ24ν

2
2 +A34λ34ν

2
3))dl

(B.21)

J423 =

∮

∂Γ

(−→e 2 ×
−→
N)

r
(C13(e31(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31)− e33A13λ11ν1 + ε33A14λ11ν1−

e33A23λ21ν2 + ε33A24λ21ν2 − e33A33λ31ν3 + ε33A34λ31ν3)+

C33(−e31A13λ11ν1 + e33A13λ13ν
2
1 − ε33A13λ14ν

2
1 − e31A23λ21ν2 + e33A23λ23ν

2
2−

ε33A23λ24ν
2
2 − e31A33λ31ν3 + e33A33λ33ν

2
3 − ε33A33λ34ν

2
3) + e33(−e31A14λ11ν1+

e33A13λ14ν
2
1 − ε33A14λ14ν

2
1 − e31A24λ21ν2 + e33A23λ24ν

2
2 − ε33A24λ24ν

2
2−

e31A34λ31ν3 + e33A33λ34ν
2
3 − ε33A34λ34ν

2
3))dl

(B.22)

J424 =

∮

∂Γ

(−→e 2 ×
−→
N)

r
(e231(D1λ11 +D2λ21 +D3λ31) + e233(A13λ13ν

2
1 +A23λ23ν

2
2 +A33λ33ν

2
3)−

2e33ε33(A13λ14ν
2
1 +A23λ24ν

2
2 +A33λ34ν

2
3) + ε233(A14λ14ν

2
1 +A24λ24ν

2
2 +A34λ34ν

2
3)−

2e31(e33(A13λ11ν1 +A23λ21ν2 +A33λ31ν3)− ε33(A14λ11ν1 +A24λ21ν2 +A34λ31ν3)))dl

(B.23)

Siendo el resto de términos JMhJ nulos:

J311 = J411 = J312 = J412 = J113 = J213 = J114 = J214 = J321 =

J421 = J122 = J322 = J422 = J123 = J223 = J124 = J224 = J324 = 0
(B.24)
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