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Resumen de la tesis

La finalidad de este trabajo es la obtención de mejoras en el control de dos tipos
bien diferenciados de procesos, que son:

1. Procesos lineales sometidos a perturbaciones de tipo periódico.

2. Procesos no lineales por lotes (batch) y semilotes.

Ambos tipos de procesos tienen en común la existencia de variables cuya evolución
temporal es periódica, lo cual es bastante habitual en algunos procesos reales. El pro-
blema de control ha surgido en aplicaciones como el proceso de extracción de aceite de
oliva o los procesos qúımicos por lotes.

Para conseguir las mejoras en el control de estos procesos, se han diseñado con-
troladores óptimos, basados en la aplicación de la metodoloǵıa del control predictivo
basado en modelo. En el segundo tipo de procesos se ha empleado la idea del control
iterativo: leyes de control compuestas de un término de memoria conteniendo los datos
del ciclo anterior más un término de corrección basado en las lecturas dadas por los
sensores en el lote actual.

Estos controladores se han aplicado a varios procesos estudiados, en los cuales se ha
realizado una fase de identificación de la dinámica no lineal de los mismos, que es una
aportación de la tesis. Los procesos analizados son la fase de preparación en el proceso
de extracción de aceite de oliva en una almazara, un reactor qúımico por lotes simulado
en una planta piloto de laboratorio y una planta de neutralización de pH probada en
simulación.

Para el primer tipo de problema de control, se ha diseñado como alternativa a
los controladores existentes un controlador denominado mpc-ar, el cual se aplicó a
un subproceso de una almazara. Este controlador se basa en una predicción óptima
que tiene en cuenta además la naturaleza periódica de la perturbación, que se modela
como una señal autorregresiva. Si se considera un modelo integral de la perturbación, se
obtiene el controlador clásico mpc con perturbaciones medibles. La ventaja del método
propuesto sobre el mpc clásico con perturbaciones está en la capacidad que tiene el
mismo para adelantarse al efecto de las perturbaciones. La mejora se nota más cuando
la función de transferencia perturbación-salida presenta una dinámica más rápida que
la correspondiente función entrada-salida y cuando además se puede caracterizar la
perturbación mediante un modelo autorregresivo.



El control de procesos no lineales por lotes se puede realizar mediante el controlador
propuesto inmpc (Iterative Nonlinear Model Predictive Control), que se basa en un
modelo no lineal de la planta. Mediante aproximaciones sucesivas, el controlador trata
de aproximarse cada vez más a las trayectorias de referencia deseadas. Este controlador
es una alternativa a otros controladores no lineales cuando el proceso controlado es de
tipo batch o por lotes, y es una de las aportaciones de la tesis.

De este algoritmo inmpc se ha realizado un análisis de estabilidad, que, en el caso
de que los horizontes sean unitarios, es válido para un tipo de plantas bastante general.
El controlador se ha probado en plantas reales, mostrando buenos resultados, tanto en
simulación como en entornos reales. Se ha realizado también un estudio comparativo
con otros controladores, como los algoritmos de control por aprendizaje iterativo o
algoritmos de control predictivo clásico, lineal y no lineal.
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Caṕıtulo 1

Introducción y objetivos

En esta tesis doctoral se plantea la optimización mediante métodos basados en con-
trol predictivo de procesos sujetos a perturbaciones de tipo periódico o cuasi-periódico
y de procesos de naturaleza repetitiva o por lotes.

Se trata de obtener algoritmos de control que proporcionen una mejora en aspectos
como rechazo de perturbaciones y errores de seguimiento de consigna, siempre que
esté disponible o se pueda encontrar un modelo adecuado, lineal o no lineal, del proceso
en cuestión. El modelo debe ser aproximado y se obtienen buenos resultados aún con
errores de modelado. En este punto entra en juego la robustez que aporta la doble
realimentación de señales, que por un lado proceden de los sensores y son medidas en
el lote en curso, y, por el otro lado proceden de la base de datos histórica de anteriores
lotes. No obstante, se debe tener un especial cuidado en la identificación ya que algunos
parámetros (como el retardo) deben ser estimados con bastante precisión, mientras que
otros admiten un mayor grado de incertidumbre sin afectar a la estabilidad del sistema
en bucle cerrado.

Esta tesis se formula en el marco del Control Predictivo basado en Modelo (mpc).
Las herramientas de este tipo de control se aplican de forma adecuada a los problemas
de control encontrados en esta tesis. Se puede considerar que el mpc es una tecnoloǵıa lo
suficientemente madura como para hacer uso extensivo de ella, pues ya ha sido aplicada
con éxito en el control de diversos procesos industriales. De hecho, ya se ha planteado
el uso de controladores predictivos en procesos por lotes en numerosas ocasiones, como
por ejemplo en Poloski y Kantor (2003).

El trabajo de tesis se puede dividir en dos partes, pues se han estudiado dos tipos
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de sistemas bien diferenciados:

1. Procesos que trabajan en torno a un punto de operación y están sometidos a
perturbaciones de tipo periódico o cuasi-periódico. En este caso se puede suponer
que existen modelos lineales que describen correctamente el sistema, puesto que
el modelo está definido en un entorno de un punto de equilibrio dado.

2. Procesos por lotes y semilotes. Son aquellos procesos de fabricación cuya duración
está limitada, y que por lo tanto son operados ćıclicamente. Es decir, el proceso
consiste en la elaboración ćıclica de un número, posiblemente elevado, de lotes
(batch). Un lote es el producto obtenido como resultado de la realización completa
de un ciclo o iteración. El hecho de tener múltiples repeticiones o iteraciones
del mismo proceso, permite ir recopilando información, y aśı poder ir haciendo
disminuir el error de forma progresiva.

Estos dos tipos de procesos, aunque puede considerarse que ambos poseen como
caracteŕıstica común la existencia de trayectorias periódicas, son muy diferentes en-
tre śı. Nótese además que el primer caso es muy similar al problema de seguimiento
de trayectorias periódicas, de hecho se puede transformar un problema en otro en ca-
so necesario. Pero existe una diferencia fundamental entre los dos tipos de procesos
estudiados: la condición de inicialización idéntica en el caso de procesos por lotes.

En efecto, si el estado en los procesos por lotes no retornara a las condiciones
iniciales del primer lote, ambos tipos de procesos seŕıan equivalentes puesto que podŕıa
transformarse uno en el otro. Es por ello que en el t́ıtulo de esta tesis se denota el
conjunto de los dos tipos de procesos con un sólo nombre: procesos repetitivos.

Los procesos repetitivos han aparecido durante el transcurso de la fase de inves-
tigación de este trabajo en aplicaciones reales (Richalet, 1993). En el proceso de ex-
tracción de aceite de oliva aparecen perturbaciones de tipo periódico y se encuentran
procesos por lote en gran cantidad de procesos qúımicos, en industria farmacéutica y
semiconductores, por ejemplo. Los controladores propuestos intentan dar una solución
eficiente al control de este tipo de procesos para aśı obtener un rendimiento óptimo en
bucle cerrado.

Los procesos por lotes tienen una gran importancia en la industria de procesos
(Nisenfeld, 1996). En el caso de que exista la posibilidad de elección entre tecnoloǵıa
de fabricación por lotes y continua, se puede argumentar que el proceso continuo co-
rrespondiente presenta un mayor rendimiento, lo cual es cierto. Lo que suele ocurrir
en la época actual es que los entornos de fabricación son cambiantes, teniendo que
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adaptarse los mismos a productos novedosos. Esta adaptación debe ser realizada en
el menor tiempo posible, para no demorar la puesta en mercado de los productos. La
ventaja de los procesos por lotes está en que el coste y tiempo de adaptación de los
procesos es menor que en el caso de los procesos continuos (Bonvin, 1998).

Los procesos por lotes se caracterizan por la existencia de diferentes fases del pro-
ceso, que opera siempre en régimen transitorio. La transición de una fase del proceso
a otra diferente implica que los modelos son variantes en el tiempo, y la no existencia
de un punto de operación definido es la causa de la fuerte no linealidad de los mismos.
Aśı, el control y optimización de este tipo de procesos es una tarea ardua.

Por esta razón, se propone usar una metodoloǵıa avanzada para el control de es-
tos procesos, que se base en un modelo que permita obtener resultados óptimos. En
este sentido, los controladores predictivos mpc aportan el marco teórico y las técnicas
necesarias (Camacho y Bordons, 2004) para llevar a buen fin el control de este tipo de
procesos.

1.1. Control predictivo

Las técnicas basadas en control predictivo se han desarrollado bastante en los últi-
mos años, probablemente debido a la formulación básica de estos algoritmos, que es
bastante intuitiva al estar realizada en el dominio del tiempo. El control predictivo
integra control óptimo, estocástico, control de procesos multivariables y con retardos.
Además, no hay ningún impedimento en el concepto del control predictivo que impida
su aplicación a plantas no lineales.

De esta forma, se enumeran a continuación las caracteŕısticas básicas de los contro-
ladores predictivos, que se pueden encontrar con más detalle en Camacho y Bordons
(2004), y son

el uso expĺıcito de un modelo para predecir la evolución futura de las variables
controladas

planteamiento de un problema de optimización de una función objetivo o de
costos que admite, de forma posible, restricciones

estrategia de horizonte deslizante, lo cual implica que en cada instante de tiempo
se resuelve el problema de optimización, aplicando a la planta sólo un elemento
del vector de señales de control calculado.
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Normalmente la función objetivo consta de dos términos, uno que pondera la norma
del error de seguimiento con respecto a una trayectoria de referencia, y el otro que
penaliza el esfuerzo de control. Esta función de costos básica puede tomar diferentes
formas cuando se incluyen restricciones blandas en el problema. En el caso de problemas
multiobjetivo existe una jerarqúıa ordenada de objetivos a alcanzar.

Las restricciones aparecen por diversos motivos: f́ısicos, por seguridad del proceso,
operacionales, por razones de rendimiento... Se pueden emplear también para incluir
en el modelo algunos fenómenos no lineales, como puede ser la saturación de los actua-
dores, tanto en valor absoluto como en pendiente. Otros ejemplos de restricciones son
las de las variables controladas, monotońıa o fase mı́nima, siendo la primera de ellas la
más usada comúnmente.

El modelo de predicción puede ser de varios tipos. Los controladores basados en
modelos lineales suelen usar un modelo incremental, lo cual quiere decir que se usa la
respuesta al escalón en lugar de la respuesta al impulso. La diferencia entre los dife-
rentes modelos de predicción de estos controladores suele estar en el modelo de ruido.
Lógicamente, también se puede plantear el problema de optimización con modelos de
predicción no lineales.

Estos elementos se pueden combinar de diferentes modos, generando aśı la mayoŕıa
de los controladores predictivos existentes, de los cuales se ha mostrado una selección
parcial en la siguiente sección. El concepto de control predictivo se puede aśı aplicar a
muy diferentes tipos de procesos, lo cual ha dado lugar al desarrollo de un gran número
de aplicaciones para estos controladores.

El esquema clásico de obtención de la señal de control (figura 1.1) consiste en

1. leer las variables controladas de los sensores

2. calcular la ley de control, resolviendo el problema de optimización

3. aplicar la señal de control a la planta

4. esperar al siguiente instante de muestreo

Es evidente que la resolución del problema de optimización puede incorporar un
retraso considerable. Debe tenerse en cuenta que en entornos industriales las aplica-
ciones pueden tener multitud de variables que entran en el problema. Una alternativa
es intercambiar los pasos 3 y 4, de forma que se añade un retraso de 1 peŕıodo de
muestreo que se tiene en cuenta fácilmente en el modelo de la planta.
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Modelo

Optimizador

Salidas predichas

Trayectoria
de referencia

Entradas y salidas
pasadas

Entradas
futuras

Errores futuros

Restricciones
Función
de costos

Figura 1.1: Estructura básica del mpc

La otra alternativa existente se comenzó a usar tras la idea que ha surgido última-
mente de usar un esquema diferente que aproveche el tiempo de espera en el cual el
controlador está inactivo. El nuevo esquema que ha aparecido se conoce con el nom-
bre de iteración en tiempo real (Diehl et al., 2002), y se basa en usar los tiempos de
espera entre dos instantes de muestreo para preparar la resolución del problema de
optimización. Estos controladores suelen basarse en un modelo en tiempo continuo de
la planta. Una vez se leen las variables de proceso, la resolución se realiza en muy
poco tiempo, pues los cálculos más importantes ya se han realizado con anterioridad.
De esta forma se eliminan los tiempos inactivos del controlador. Además, mediante
un procedimiento de inicialización adecuado, estos algoritmos inmpc, basados en pro-
gramación cuadrática secuencial sqp, sólo requieren una iteración para alcanzar una
solución cercana al óptimo del problema.
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1.2. Control repetitivo e iterativo

Una primera aproximación al problema y que resulta interesante mostrar en estas
ĺıneas es la enumeración de los controladores más sencillos posibles en los dos tipos
fundamentales de procesos que se analizan para aśı comprobar las dificultades que
aparecen.

El control repetitivo (rc, del término inglés Repetitive Control) se aplica al primer
tipo de procesos (Hara et al., 1985, 1988), mientras que el control por aprendizaje
iterativo (ilc, ó Iterative Learning Control) está pensado para los procesos por lotes
(Moore, 1993).

Veamos primero el control repetitivo, cuya ley de control más básica es:

u(t) = u(t− T ) + K [e(t)] (1.1)

donde T es el peŕıodo de la señal que se repite y K la ganancia.

Se supone que la señal de control debe tener un comportamiento periódico, que,
al ser el sistema lineal, tendrá igual frecuencia que la perturbación. Aśı, la señal de
control es la misma que el peŕıodo anterior u(t−T ) más un término de realimentación
que intenta hacer disminuir el error.

El error en régimen estacionario debe anularse si algunas condiciones se verifican.
En concreto la estabilidad de este sistema puede ser estudiada mediante el estudio de
la función de transferencia.

En el caso de procesos por lotes, el controlador análogo es del tipo ilc y viene dado
por

uk(t) = uk−1(t) + K
[
ek−1(t + d)

]
(1.2)

donde k denote el número de lote y d es el retraso existente. El diagrama de bloques
del controlador se muestra en la figura 1.2

La trayectoria de referencia puede verse como una trayectoria periódica que debe
ser seguida, y aplicar la misma señal de control que en último lote más un término de
corrección. Nótese que las leyes de control (1.1) y (1.2) son prácticamente iguales si se
considera el paso de un lote a otro equivalente al transcurso de un peŕıodo de tiempo
T . Aún aśı, existen varias diferencias esenciales:

ilc realimenta los errores existentes en el peŕıodo anterior, mientras que rc
considera el error en el peŕıodo actual.
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Figura 1.2: Diagrama de bloques del controlador ilc

En el caso de control repetitivo, la transición del estado de un lote al siguiente es
continua. Los procesos por lotes suelen reiniciar el valor del estado al comenzar
un nuevo lote. Por este motivo no se puede establecer una equivalencia entre uk(t)
y u(t + kT ).

De esta forma, los procesos por lotes son sustancialmente diferentes a los repetitivos.
Por ejemplo, baste decir que uk(t) está definido mediante dos ı́ndices, el de lote y el
tiempo transcurrido dentro del lote actual. La reinicialización del estado al transcurrir
un lote completo hace que ambos ı́ndices sean independientes.

Se tiene aśı el concepto de sistemas con dos grados de libertad (sistemas 2D), donde
las condiciones iniciales pasan a ser condiciones de contorno, que han sido estudiados
en la literatura ampliamente.

Los controladores rc e ilc pueden controlar y estabilizar de forma efectiva los pro-
cesos repetitivos. Los procesos con perturbaciones periódicas se podŕıan controlar con
rc, mientras que los procesos por lotes se controlaŕıan con ilc. Ya se ha comentado que
estos dos controladores son prácticamente equivalentes. Existen numerosas variantes de
los mismos que pueden ser empleadas en caso necesario y convenientemente descritas
en la literatura.

Como es de esperar, si estos controladores fueran aplicables a todos los casos con
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resultados óptimos, seŕıa perfecto. El objetivo de los controladores propuestos en esta
tesis es ofrecer una mejora respecto a los controladores de la familia rc e ilc. Las
dificultades principales son, a nuestro entender, las que proceden de la no linealidad
de las plantas de mayor dificultad, como el caso del reactor qúımico, en cuyo caso es
dif́ıcil que las leyes de control (1.1) ó (1.2) puedan dar buenos resultados.

Siempre que esté disponible un modelo adecuado de la planta, estas técnicas de con-
trol basadas en modelo deben mejorar los resultados obtenidos con los controladores
más básicos, pues están basadas en resolución de problemas de optimización que pro-
porcionan el mejor ajuste posible a las trayectorias de referencia dadas.

1.3. Objetivos

Se propone la obtención de controladores diseñados según la metodoloǵıa del control
predictivo con los cuales se asegure la consecución de resultados óptimos en algún
sentido. La estructura de la ley de control debe ser similar a la ecuación (1.2), en la
cual aparece un término que es igual al control en el peŕıodo anterior más un término
de corrección o realimentación. La diferencia fundamental debe estar, como es lógico,
en el término de realimentación, que en el caso general ha de ser no lineal.

En el caso de los procesos sometidos a perturbaciones periódicas, se trata de, me-
diante la optimización de una función objetivo, cancelar el efecto de éstas en las va-
riables controladas del sistema. En caso de existir restricciones, el objetivo ha de ser
minimizar en lo posible el efecto de estas perturbaciones.

En principio, las perturbaciones pueden ser deterministas, o bien estocásticas. Es-
tas últimas se pueden representar como un ruido blanco gaussiano que atraviesa un
sistema lineal invariante en el tiempo. Ambos tipos de perturbaciones se pueden pre-
decir de forma óptima. La inclusión de esta predicción en el problema de optimización
debe mejorar el resultado, sobre todo cuando el retardo sobre la salida del efecto de las
perturbaciones es menor que el retardo del efecto de la señal de control. En cualquier
caso, no se debe confundir esta predicción con la realizada en Control Predictivo Ge-
neralizado (gpc), que se realiza según el modelo CARIMA:

A(z−1)y(t) = B(z−1)u(t− d− 1) + D(z−1)d(t) + C(z−1)e(t) (1.3)

En el gpc se hace la predicción de la salida considerando un tipo de perturbaciones.
En esta tesis se hará una predicción de la perturbación medible en base a un modelo
de la misma. Esta predicción de la perturbación, junto con las medidas disponibles,
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permiten mejorar en algunos casos la predicción realizada en el sistema, y, por consi-
guiente, los errores de seguimiento.

Un tipo de problema relacionado con este último es el de seguimiento de trayec-
torias periódicas. Si los bloques que componen el sistema son lineales, hipótesis que
podemos suponer pues se asume que existe un punto de operación del proceso, se po-
dŕıa transformar, mediante una transformación de bloques, el problema de rechazo de
perturbaciones periódicas en uno de seguimiento de trayectorias periódicas.

Finalmente, el objetivo en los procesos por lotes es el seguimiento de una trayectoria
de referencia de forma óptima, con la mayor precisión posible. Es común en estos
procesos la existencia de perturbaciones de tipo periódico. Tal cual se verá más adelante,
el uso de controladores iterativos resuelve este problema de forma inmediata. Para ello
es necesario que el estado del sistema se reinicie al comienzo de cada lote a un valor
constante.

La estructura del documento se muestra en la figura 1.3, que queda como sigue. En
el caṕıtulo 3 se muestra la solución aportada al primer problema, es decir, el rechazo
de perturbaciones periódicas, incluyendo una sección de resultados en la aplicación del
controlador diseñado en el proceso de extracción de aceite de oliva.

Los caṕıtulos siguientes, a partir del 4, tratan del diseño, e implementación de un
controlador de tipo predictivo no lineal con caracteŕısticas de control iterativo que se
aplica a procesos por lotes. Se incluye un caṕıtulo con la demostración de la conver-
gencia de este controlador (caṕıtulo 5) bajo condiciones bastante generales y otro de
resultados (caṕıtulo 6) que se han obtenido al aplicar el controlador a varios procesos,
que vienen descritos con mayor detalle en los apéndices.



10 Objetivos

Introducción,capítulos 1 y 2Parte I,Procesos sometidos aperturbaciones repetitivas,capítulo 3

Resultados enla almazara,capítulo 3.3

Parte II,Procesos por lotes,capítulos 4, 5 y 6Controlador INMPC,capítulo 4Estabilidad,capítulo 5Aplicacionescapítulo 6
Conclusionescapítulo 7

Figura 1.3: Estructura del documento



Caṕıtulo 2

Control para procesos repetitivos

2.1. Dificultades

Tal como se definió en la introducción, en este trabajo entendemos por procesos
repetitivos el conjunto de los dos tipos de procesos estudiados, en los cuales las per-
turbaciones o bien las trayectorias de referencia son de tipo periódico. Cuando existe
una reinicialización del estado al transcurrir un peŕıodo de tiempo o ciclo, se habla de
procesos por lotes. Si se cumple esta condición, las propiedades del sistema cambian
completamente, pues éste pasa a tener 2 grados de libertad o variables independientes:
el ı́ndice de lote y el tiempo transcurrido desde el comienzo del último lote.

En el primer tipo de problema, se asume que el modelo lineal es válido, pues hay
definido un punto de operación o trabajo. La principal dificultad que se encuentra
está en caracterizar correctamente la perturbación, que puede ser de tipo determinista
o estocástico.

Normalmente, los controladores existentes no contemplan la posibilidad que ofrece el
poder realizar una predicción óptima de la perturbación medible. En el caso del control
predictivo, cuando se debe obtener la predicción de las variables controladas, deben
usarse los valores futuros de las perturbaciones, que en principio no se conocen. La
hipótesis realizada hasta el momento en controladores predictivos consiste en suponer
que la estimación más probable asignará un valor constante a la perturbación, igual al
último medido por los sensores.

El problema viene cuando la perturbación es de tipo periódico, por ejemplo sinu-
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soidal, y la respuesta del sistema a la perturbación es más rápida que la respuesta a
la actuación. En ese caso el controlador predictivo no será capaz de cancelar correc-
tamente la misma, aún cuando las restricciones del problema lo permitan, porque se
está realizando la predicción de forma incorrecta, sin incluir la caracterización completa
con toda la información conocida de la dinámica del sistema y de la perturbación.

En cuanto a los procesos por lotes, la aparición de 2 grados de libertad con sendas
variables independientes o ı́ndices de tiempo provoca por un lado una mayor dificultad
en el análisis y diseño de controladores, pero, por otro lado, facilita algunas tareas como
el rechazo de perturbaciones repetitivas, que en este caso pasa a tener una solución
simple, como se verá en el caṕıtulo 4.

Nótese además que el ı́ndice de lote es una variable discreta, mientras que el tiempo
es una variable continua. El modelo del proceso por lotes tiene por ello naturaleza mixta
continua/discreta, aunque al final se ha preferido discretizar el eje de tiempos para
aśı tener un problema con dos variables temporales en tiempo discreto. El controlador
se implementa sobre este modelo en tiempo discreto.

Es de destacar que en los procesos por lotes no existe un punto de operación de-
terminado, pues el proceso funciona en régimen transitorio, no alcanzando el régimen
permanente. El rango de las variables suele ser amplio, con lo cual el modelo de este
tipo de procesos suele ser no lineal y, a veces, fuertemente no lineal. Las transiciones
en las fases de arranque y parada del proceso inducen también problemas en el control
de estos procesos.

En este contexto, se puede hablar de que el control iterativo es una alternativa
al control geométrico no lineal y adaptativo (Kokotovic y Sussmann, 1989; Marino y
Tomei, 1995) cuando la planta es de tipo repetitivo. Nótese que la ley de control básica
de control iterativo (ecuación 1.2) es sumamente sencilla, y, al mismo tiempo, podŕıa ser
mejorada mediante técnicas de control geómetrico no lineal descritas en Khalil (1996).

Otras dificultades aparecen cuando el tiempo de lote es variable. En ese caso, debe
buscarse una transformación de las ecuaciones del sistema para obtener un problema
en tiempo fijo, si se quieren aplicar las técnicas descritas. Cuando una variable es
estrictamente monótona, se puede usar como ı́ndice de tiempos haciendo un cambio de
variables adecuado.

El concepto de estabilidad en estos sistemas debe ser especificado con cuidado.
El sistema será (asintóticamente) estable si lo es en cada instante de tiempo del lote
tomando como variable de tiempos el ı́ndice de lote. Si el sistema es asintóticamente
estable se pueden alcanzar con error de seguimiento nulo la trayectoria de referencia.
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En el caso práctico muy pocas veces se conseguirá error de seguimiento nulo, debido a
las perturbaciones y ruidos de naturaleza no repetitiva que existen en las aplicaciones
reales.

2.2. Estado del arte

En esta sección se analiza el estado del arte de los procesos por lotes y de los
controladores iterativos, por un lado, y predictivos por el otro. Se debe distinguir entre
los dos problemas fundamentales planteados. Uno es el rechazo de perturbaciones, y el
otro es el control de procesos por lotes. Comenzamos con el primero de ellos.

El rechazo de perturbaciones se ha analizado prácticamente desde el comienzo de
la Teoŕıa del Control Automático, ya que es un problema que aparece en numerosos
procesos y aplicaciones. El tema se estudia en diversos libros desde diversos puntos
de vista. En Marino y Tomei (1995) se pueden encontrar técnicas de control adapta-
tivo y robusto. Camacho y Bordons (2004) muestra técnicas de control predictivo que
consideran perturbaciones medibles.

El control repetitivo rc (Hara et al., 1985, 1988) es el controlador más sencillo
capaz de hacer frente a estas perturbaciones de tipo periódico, como se puede ver en
la ley de control básica de control repetitivo (1.1).

Partiendo de la base teórica general, cada problema o aplicación concreta tiene su
propia forma de resolución del problema de control. Caben citar una gran cantidad de
art́ıculos referentes al tema realizados por autores que han encontrado una aplicación
en la cual aparecen perturbaciones que se deben atenuar. A continuación sólo se mues-
tran unos pocos ejemplos encontrados en la literatura, ya que el mayor interés está, a
nuestro parecer, en los procesos por lotes. El estado del arte del problema de rechazo
de perturbaciones está mejor recogido en los libros citados anteriormente. Aún aśı, se
citan algunos ejemplos a continuación.

Valko y Almasy (1982) muestra la atenuación de perturbaciones en el caso no lineal,
cuando la planta se modela mediante modelos de Hammerstein, por ejemplo una planta
de pH.

En nuestro caso, se considera el rechazo de perturbaciones cuando éstas se pueden
caracterizar mediante un modelo de tipo cuasiestacionario. En este sentido se encuen-
tran numerosos trabajos de este tipo. Bodson y Douglas (1997) estudia el rechazo de
perturbaciones de tipo sinusoidal.
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En Polyak y Halpern (2001) se realiza el estudio de controladores para procesos
sometidos a perturbaciones de tipo determinista o estocástico. Las perturbaciones es-
tocásticas se obtienen al pasar un ruido blanco por un filtro, de forma que se pueden
considerar como ruido coloreado. En el trabajo, usan una teoŕıa para tratar el problema
de la atenuación de las perturbaciones y para resolver otros relacionados.

Bemporad (1998) indica un procedimiento para mejorar el comportamiento de los
controladores mpc robustos en presencia de perturbaciones.

2.2.1. Procesos por lotes

Los procesos por lotes se utilizan para fabricar productos en cantidades finitas. Un
lote de producto se completa en un tiempo determinada, y contiene la cantidad mı́nima
de producto que se va a producir en el subproceso.

En una industria, los lotes se procesan normalmente en diferentes etapas de forma
simultánea. Por ejemplo, en la figura 2.1 se muestra un proceso industrial por lotes
compuesto de dos tanques, una columna y un reactor. En este caso hay que realizar
varias acciones de forma simultánea. Cuando se procesa el lote en la columna, hay que
llenar el tanque superior de forma sincronizada, para poder llevar a cabo posterior-
mente la mezcla en el reactor. Esta tarea se denomina secuenciado (traducción literal
del término sequencing). Lógicamente, en un proceso continuo no se requiere esta fun-
cionalidad, por lo cual se argumenta que los procesos por lotes industriales poseen
mayor complejidad que los procesos continuos industriales.

Este tipo de procesos se caracteriza, entre otras cosas, por la variancia en el tiempo
de los modelos. La mayor parte del funcionamiento sucede en régimen transitorio, y
no existe un punto de operación definido en torno al cual diseñar los controladores.
Usualmente se deben gestionar las fases de arranque y parada del proceso o subproceso
en cuestión, además del tema de la sincronización.

Es por ello que el control de los procesos por lotes es una teoŕıa aún abierta donde
existen posibilidades de aportación de nuevas soluciones y controladores, pues la ma-
yoŕıa de los investigadores en el ámbito del control de procesos han trabajado más en
los procesos continuos.

En esta tesis se han visto los procesos por lotes como un tipo de sistemas descritos
por un modelo dinámico no lineal y que tienen una duración definida finita. Por lo
tanto, la memoria o base de datos histórica de estos procesos va a tener un papel
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TA-1 CL-2 RE-4
TA-2

Figura 2.1: Un proceso por lotes industrial

fundamental en la mejora de los sistemas de control.

En primer lugar, será necesario realizar una primera clasificación de estos procesos
(figura 2.2), que se denotarán en el caso general con el nombre de discontinuos. Esta
clasificación se realiza según la duración, que puede ser constante o variable. Es más
fácil el control de procesos de duración constante, pero debe tenerse en cuenta que en
muchas aplicaciones lo que se persigue es minimizar el tiempo de lote. En esos casos
es posible el uso de técnicas para convertir el problema de duración variable en uno
de duración constante, aunque ello no siempre es posible (Bonnard y de Morant, 1995;
Cueli, 2004a).

También es posible clasificar los procesos discontinuos atendiendo a la existencia de
un caudal no nulo de materia prima interviniente en el proceso, en fases diferentes de
la inicial o de arranque y la final o de parada. Los procesos discontinuos pueden ser,
según este criterio de los tipos:
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Figura 2.2: Tipos de procesos

Lotes También llamados tipo batch. Son aquellos en los cuales toda la materia prima se
introduce en el recipiente donde se realiza el proceso en la fase inicial de llenado.

Semilotes Este nombre seŕıa la traducción literal de la terminoloǵıa semibatch ó fed-
batch. En la fase de llenado de estos procesos sólo se incorpora una parte de
la materia prima, para posteriormente seguir añadiendo poco a poco según la
evolución o necesidades del proceso.

Aśı, el estado del arte de los procesos por lotes resulta más extenso de abordar. El
control iterativo se ha planteado como una alternativa a los controladores no lineales
cuando los procesos son de duración constante o se pueden transformar en tales procesos
mediante alguna técnica.

Se puede decir que uno de los primeros controladores espećıficamente creados para
procesos de duración constante fue el control por aprendizaje iterativo ilc (Iterative
Learning Control). En efecto, el primer concepto de control iterativo surge a finales de
los años setenta, con el concepto de sistemas multipasada ideado por Owens y Rogers. El
concepto de aprendizaje como una forma de aproximar sucesivamente una trayectoria
surge con Uchiyama (1978), con un texto escrito en japonés. El hecho de poder mejorar
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iterativamente la trayectoria mediante aprendizaje permit́ıa obtener unos resultados
muy buenos en cuanto al ajuste a las trayectorias de referencia.

De esta forma, casi todos los trabajos en control iterativo se han aplicado a procesos
por lotes o semilotes de duración constante. Desde el punto de vista de control, los
procesos por semilotes se consideran similares a los procesos por lotes, si bien se tiene
un mayor número de variables de proceso, con lo cual lo más probable es que un proceso
de tipo semilotes sea multivariable.

Siguiendo con la ĺınea histórica, Arimoto et al. (1984) aplicó la idea a robots ma-
nipuladores. Con Arimoto el concepto de control por aprendizaje de trayectorias se
hace conocido en el ámbito cient́ıfico. Su algoritmo de control por aprendizaje iterativo
(ilc) es extremadamente sencillo y fue aplicado con éxito en aplicaciones de robótica.
El algoritmo genera un control compuesto por dos términos (ver ecuación 1.2), uno
idéntico al aplicado en el peŕıodo anterior más otro término de corrección, basado en la
discrepancia de las medidas aportadas por los sensores con la trayectoria de referencia.
Muchos otros autores han aplicado el concepto de aprendizaje al campo de la robótica,
véase como ejemplo (Horowitz, 1993). Este controlador no requiere un modelo preciso
de la planta, y tan sólo tiene una ganancia como parámetro sintonizable. Además tiene
la virtud de poder funcionar en situaciones variadas. Por ejemplo, en el control de brazo
manipulador que agarra una pieza pesada habrá un problema al coger la pieza pues la
dinámica del brazo se modifica en el momento de coger la pieza. El control iterativo, en
caso de converger a una solución, funcionará correctamente antes y después de cargar
la pieza.

Una vez establecida la base del control por aprendizaje iterativo, han surgido muchas
clases de controladores basados en esta idea. Para ver la gran variedad de controladores
surgidos a partir de Arimoto, baste citar algunas monograf́ıas sobre el tema (Bien y
Xu, 1998; Moore, 1993), el art́ıculo recopilatorio Moore (1998a) o el número especial
del Journal of Process Control (Moore y Xu, 2000). Como se puede comprobar, la idea
tuvo gran acogida, existiendo gran cantidad de investigadores que se interesaron por el
tema.

Bone (1995) fue uno de los primeros que aportó la idea de añadir a un controlador
predictivo tipo gpc la capacidad de aprendizaje de trayectorias. En concreto, exten-
dió un controlador predictivo con un lazo de prealimentación que permite incorporar
el mecanismo de aprendizaje. En concreto, el sistema en bucle cerrado funcionará bien
si la parte en lazo cerrado es estable, es decir, si el gpc en el que está basado es capaz
de estabilizar el sistema en el eje del tiempo. Para aumentar la robustez incorpora el
polinomio T al controlador original.
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Las conclusiones a las que llega tras aplicar el controlador a diferentes plantas de di-
ficultad variable, incluyendo fase no mı́nima o multivariable es la obtención de mejoras
respecto al control sin aprendizaje en pocos lotes. En su formulación, las trayectorias
obtenidas en el primer lote son iguales a las obtenidas por un controlador sin apren-
dizaje.

La mayoŕıa de las técnicas de control iterativo encontradas son capaces de cancelar
las perturbaciones repetitivas, que son aquellas que aparecen en las ecuaciones como un
término independiente sumado a las mismas. Además, éstas deben cumplir la condición
de independencia respecto al ı́ndice de lote (p.e. d(t) = dk(t) = dk−1(t)).

La clave para obtener un rechazo de las perturbaciones repetitivas es el uso de
variables incrementales de lote en el diseño y la formulación del controlador. Haciendo
esto, las perturbaciones repetitivas se cancelan de forma automática. Las variables
incrementales x̃ se definen mediante

x̃k(t) = xk(t)− xk−1(t) (2.1)

donde k denota el ı́ndice de lote.

En lo que respecta a controladores por aprendizaje iterativo que se basen en un
modelo, el punto de partida parece ser el algoritmo de Amann (Amann y Owens, 1995;
Amann et al., 1996), donde se emplea un modelo lineal para optimizar una función
objetivo. Cada lote se corresponde con una iteración de tipo Levenberg-Marquardt
(Marquardt, 1963). Es decir, se realiza una búsqueda del mı́nimo siguiendo una direc-
ción de mejora de la función objetivo. Ésta se compone de un término de error más
otro que penaliza el esfuerzo de control, medido como la diferencia entre la señal de
control entre dos lotes consecutivos. El término que penaliza el esfuerzo de control es
el que modula el tamaño del escalón en la iteración que trata de optimizar la función
objetivo. Al final, el algoritmo obtiene la solución del problema, que suponiendo el
modelo de la planta lineal, es única, pues el problema de optimización será convexo. El
algoritmo de Amann se incluye en este trabajo en la sección 4.1.1. Como se mostrará,
puede aplicarse de dos formas:

1. Calculando la variable manipulada al comienzo de cada iteración y aplicando el
resultado a la planta en bucle abierto. Quiere esto decir que la realimentación se
realiza al principio del lote, y que una vez calculada la trayectoria para el lote
completo, se aplica sin modificarla. La información que proporcionan los sensores
se almacena en memoria para calcular la siguiente iteración.

2. Usando una formulación óptima que tiene en cuenta la realimentación del lote
actual. En concreto, Amann obtiene una formulación acausal de la solución del
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problema, que convierte en un procedimiento computacional (causal) resolvien-
do una ecuación de Riccati. Esta ecuación de Riccati se resuelve una sóla vez si
el modelo es lineal invariante en tiempo, y una vez cada iteración en caso con-
trario. De esta forma se incluye realimentación con información procedente del
lote actual.

Lógicamente, ambas formas de aplicar el algoritmo de control tienen sus ventajas
e inconvenientes. La principal ventaja de la primera forma es que se calcula la señal
de control offline, con lo cual se puede aplicar a procesos que presenten una dinámica
rápida, como pueden ser los sistemas mecánicos. La segunda forma de la ley de control
aporta la capacidad de realimentación de datos léıdos de sensores en el lote en curso,
por lo cual la atenuación de perturbaciones será más rápida en este caso.

Los controladores ilc más básicos son adecuados para la aplicación a procesos que
presentan dinámicas rápidas, principalmente robótica, debido a su gran sencillez y baja
carga computacional. El controlador de Amann se puede aplicar también (en su primera
formulación), pues no conlleva una carga computacional excesiva. El hecho de perder la
realimentación de datos léıdos por los sensores en el lote en curso hará que el rechazo
de perturbaciones no periódicas sea más lento, teniendo que esperar al final de lote
para procesar la información recibida y corregir los errores.

Más adelante, algunos investigadores se dieron cuenta de la posibilidad de añadir
restricciones al problema de optimización. Ello permite contemplar la saturación de
actuadores, las restricciones de seguridad en las variables controladas, u otras. En una
secuencia de art́ıculos Lee y Lee (1997), Lee et al. (1999) y Lee et al. (2000) han pro-
puesto una formulación de un controlador iterativo basado en modelo, el cual converge
asintóticamente a la trayectoria de referencia bajo condiciones muy generales e incluye
restricciones en su formulación. Este controlador, conocido con el término inglés Batch
Model Predictive Control ó las siglas bmpc, incluye realimentación de información de
sensores del lote actual sin requerir la resolución expĺıcita de una ecuación de Riccati.
En su lugar emplea un filtro de Kalman que es el encargado de realizar la predic-
ción óptima de las señales suponiendo que se va incorporando información nueva a
las señales mediante términos de innovación. Al añadir el filtro de Kalman, se tienen
nuevos parámetros en el controlador (matrices de correlación de los ruidos). Algunas
veces estos parámetros no se conocen, en cuyo caso algunos autores proponen la sin-
tonización de los mismos, que equivale en último término a situar el polo dominante
de un filtro de ruido.

Evidentemente, cuando la complejidad computacional de estos algoritmos de control
se incrementa, se pueden resolver problemas más dif́ıciles de forma óptima. Esto con-
lleva a requerir tiempos de muestreo mayores, y, por lo tanto, se restringen las posibles
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aplicaciones. El tiempo de muestreo se suele elegir como la décima parte del tiempo
de establecimiento de la respuesta al escalón del sistema. La dinámica de la planta
debe cumplir este requerimiento, y además los procesadores que obtengan la señal de
control deben ser capaces de obtener el resultado del problema de optimización en el
tiempo indicado. En este punto existen posibilidades de acelerar la resolución de estos
problemas de optimización mediante procedimientos numéricos.

Por los motivos descritos, el uso de técnicas avanzadas del tipo control predictivo
con restricciones no siempre está justificado ni es posible. El campo más amplio de apli-
cación de estos controladores debe ser la industria de procesos, qúımica y farmacéutica.
No obstante, aunque los controladores ilc pueden ser fáciles de sintonizar y poner en
marcha, además de tener un diseño muy simple, aparecen dificultades no triviales en la
aplicación a procesos complejos. En concreto, el diseño de controladores para plantas
multivariable es un problema, mayor cuando la planta es no lineal. Buscando en la
literatura, Furuta y Yamakita (1987) proporcionan una metodoloǵıa de diseño para
estrategias de control por aprendizaje iterativo en plantas multivariable.

Además, las plantas de fase no mı́nima presentan dificultades a la hora de ser
controladas por controladores iterativos (Amann y Owens, 1994) o predictivos (Gabin
et al., 2000; Gabin y Camacho, 2002). La generalización multivariable de este fenómeno
conlleva la posibilidad de la existencia de ceros de transmisión inestables en el modelo
de la planta. Si además la planta es no lineal, y tiene dinámica cero no trivial, el
problema se hace mayor, pues los controladores pueden hacer converger el sistema a la
solución errónea. La salida controlada del sistema puede converger en forma aparente,
pero internamente los estados del sistema presentan un comportamiento exponencial.

Los controladores mpc en tiempo continuo basados en flatness (no se ha encontrado
una traducción adecuada al español) deben ser una solución a este problema (Fliess y
Marquez, 2000), porque la formulación evita el problema por la misma construcción de
las trayectorias. Estos sistemas presentan unas variables llamadas salidas planas, que
permiten describir todas las demás, incluyendo los estados, como una función de estas
salidas planas y sus derivadas. De forma que si se consigue que el sistema converja
al origen, necesariamente las demás variables van a converger a valores determina-
dos, siendo aśı imposible la existencia de dinámicas internas inestables en el sistema
controlado.

Todos los sistemas lineales presentan salidas planas. Los sistemas no lineales planos
son linealizables por realimentación dinámica de la salida. La principal dificultad está en
determinar las salidas planas del sistema, pues no existe un método general para ello.

También se han encontrado en la literatura diseños de controladores iterativos para
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sistemas en tiempo continuo basados en funciones de enerǵıa o de Lyapunov modifi-
cadas que poseen propiedades especiales de estabilidad (Xu y Tan, 2003). Finalmente,
puesto que la duración del lote es finita, se puede realizar la transformada wavelet de
las trayectorias, lo cual ha dado lugar a otro tipo de construcción de controladores
iterativos (Bien y Xu, 1998; Xu y Tan, 2003).

Volviendo a los algoritmos de tipo predictivo, más problemas se encuentran en el
algoritmo de Amann o en el bmpc. Las funciones objetivo que plantean ambos pe-
nalizan el error durante todo el transcurso de un lote completo. Esto está muy bien,
pero en algunos casos la duración puede ser excesiva, formándose matrices demasiado
grandes para ser utilizadas en los cálculos numéricos. De forma que debe ser recomen-
dable el uso de estrategias de horizonte deslizante en los procesos por lotes de duración
relativamente larga.

Aplicaciones de los procesos por lotes

En las ĺıneas que siguen se muestran las posibles aplicaciones de los procesos por
lotes, que son muy variadas. Si existe posibilidad de hacer funcionar el sistema de los
dos modos discontinuos (lotes y semilotes), normalmente se elige lotes para reacciones
o procesos lentas y, semilotes para reacciones rápidas y fuertemente exotérmicas. Ello
se debe a que los procesos por semilotes tienen una mayor capacidad de actuación, pues
se puede actuar sobre la entrada de materia prima. Por ejemplo, si la temperatura se
eleva demasiado, se procede a cortar la entrada de material con lo cual la reacción
qúımica se detendrá. Este grado adicional de libertad en la actuación permite que los
procesos funcionen en una zona más cercana al óptimo del problema, alcanzando un
rendimiento ligeramente superior que en los procesos por lotes.

Un gran número de procesos qúımicos y bioqúımicos funcionan o pueden funcionar
por lotes. Entre las aplicaciones están:

Los reactores qúımicos, generalmente de tipo exotérmico, en los que el fun-
cionamiento suele ser por lotes en reacciones lentas, y semilotes cuando la dinámi-
ca de la reacción qúımica es muy rápida (Wright y Kravaris, 1991, 2001).

Aunque muchos procesos de polimerización (Soroush y Kravaris, 1992; Seki et al.,
2001), como la fabricación de materiales plásticos, funcionan de forma continua
por razones de rendimiento, cuestiones relativas a la flexibilidad en la fabricación
hacen que algunos procesos de este tipo funcionen por lotes (Nagy y Agachi,
1997; Silva y Oliveira, 2002) o semilotes (Rantow et al., 2005; Mezghani et al.,
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2002). Lee et al. (1996) usa un control iterativo exclusivamente para la fase de
arranque de un proceso de polimerización.

Los procesos de fermentación mediante bacterias, que muchas veces tienen utili-
dad en la industria farmacéutica u otras casi siempre funcionan de forma discon-
tinua (Impe y Bastin, 1995; Hodge y Karim, 2002).

La producción de medicamentos, fármacos y vitaminas en la industria farmacéuti-
ca (Calam y Ismail, 1980).

Algunos procesos de destilación (Welz et al., 2002; Engell y Fernholz, 2003).

Una planta de enerǵıa solar se podŕıa considerar en casos determinados como
un proceso por lote con ciclo igual a un d́ıa. El inconveniente de esta posible
aplicación está en que la dinámica es tan lenta, que no existiŕıan grandes dife-
rencias en la práctica entre un controlador clásico y uno iterativo. El controlador
clásico funciona mejor que el iterativo en presencia de perturbaciones no repeti-
tivas originadas por variabilidad del tiempo de un d́ıa al siguiente (Nuñez-Reyes
et al., 2005).

Industria de semiconductores (Theodoropoulou et al., 1996; del Castillo y Yeh,
1998), en la cual el número de lotes o iteraciones puede ser considerablemente
alto. De esta forma, es conveniente tener en cuenta un fenómeno que ocurre al
desgastarse la maquinaria, produciendo un ruido de tipo especial que puede ser
compensado mediante filtros espećıficamente diseñados para procesos por lotes
(J. Moyne y Hurwitz, 1998).

El control lote a lote, o run-to-run en inglés (Bonvin, 1998; B. Srinivasan y Ricker,
2001), es un tipo de estrategia de control que trata de optimizar ciertos parámetros
de control, repitiendo los cálculos al iniciar cada lote. En principio es muy parecido a
la estrategia de control predictivo, pues se trata de optimizar una función de costes al
inicio de cada lote.

El control lote a lote es ampliamente usado en la industria de semiconductores,
donde es dif́ıcil contar con sensores en ĺınea. Algunos ejemplos son los sistemas qúımicos
de deposición por vapor, o los sistemas mecánico-qúımicos de pulimentación de las
obleas de silicio. En estos sistemas es prácticamente imposible medir la uniformidad
en el espesor de una oblea de silicio mientras está siendo procesada sin interrumpir, al
menos de forma momentánea, el proceso.

Los sistemas de deposición de vapor (J. Moyne y Hurwitz, 1998) constan de un
recipiente y varias lámparas interiores que elevan la temperatura. El objetivo es man-
tener el espesor de la capa de producto depositado en la oblea uniforme. Obviamente,
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es dif́ıcil, si no imposible, medir espesores de la oblea de silicio en tiempo real y durante
el proceso de deposición. De forma que el control pasa a ser un control de temperatura,
asumiendo que una temperatura constante dará lugar a un espesor uniforme. Una vez
concluido el proceso, ya se puede medir el espesor real y se podrán efectuar correcciones
en el siguiente ciclo. En la industria de semiconductor, las producciones son elevadas.
El control lote a lote permite tomar ventaja de la elevada correlación entre el proceso
de fabricación de una oblea de silicio y la siguiente.

En resumen, las dificultades que se encuentran parecen estar compensadas con la
posibilidad de tener una trayectoria que va aproximándose sucesivamente cada vez más
a la trayectoria de referencia deseada. La posibilidad de controlar plantas no lineales
mediante un procedimiento iterativo de inversión sucesiva de la planta es bastante
atractiva también.

En este sentido el controlador epsac (De Keyser y Cuawenberghe, 1985), inicial-
mente pensado para procesos continuos, aporta la idea fundamental del uso de una
trayectoria base que se va optimizando de forma iterativa. Por mostrar especial interés
para el posterior desarrollo del controlador no lineal para procesos por lotes se va a
explicar en la siguiente sección el funcionamiento del mismo.

A continuación se describen algunos controladores básicos de tipo ilc, que son
fundamentales para la comprensión del funcionamiento de los controladores iterativos.

Control por aprendizaje iterativo ilc

Se ha comentado que los controladores por aprendizaje iterativo son capaces de
aproximar sucesivamente una trayectoria de referencia usando para ello la capacidad
de aprendizaje aportada por la memoria de lotes anteriores. Estas ĺıneas siguen la
introducción al tema realizada por Moore (1993).

Aśı, el control por aprendizaje iterativo puede verse como un tipo de controlador
que intenta mejorar las trayectorias obtenidas basándose en ejecuciones anteriores del
proceso repetitivo. La señal de control consta de un término de memoria del lote anterior
más un término de corrección (ecuación 1.2).

Aunque tiene similitudes con el control óptimo y con el control adaptativo, pre-
senta diferencias fundamentales. Supongamos por ejemplo que se está controlando una
antena de radar. El servomecanismo debe ser capaz de generar un barrido del espacio,
moviéndose a lo largo del azimuth, subiendo en elevación al llegar al final, volviendo
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hacia atrás en la dirección contraria, y descendiendo en elevación hasta llegar al punto
inicial de partida. Este movimiento básico se repite continuamente.

Si aplicamos control óptimo, probablemente conseguiremos alcanzar las especifi-
caciones necesarias en cuanto a sobreoscilación, error de seguimiento o tiempos de
establecimiento. No obstante, si el modelo de la planta cambia, por ejemplo debido
a desgaste, condiciones atmosféricas u otras, la trayectoria dejará de ser óptima. En
el caso de que el modelo de la planta se mantenga idéntico, este controlador dará la
misma trayectoria todas las iteraciones. Un controlador adaptativo trataŕıa de ajustar
los parámetros del controlador cuando las especificaciones se deterioran, de forma que
haŕıa frente a las variaciones en la planta.

Por contra, el control iterativo aprende la trayectoria de referencia, de forma que
si se modifica el modelo, el controlador será capaz de volver a aprender la trayectoria
deseada, tras algunas iteraciones, adaptándose a las diferentes situaciones. Cuando
el modelo de la planta se mantiene, el controlador intentará disminuir el error de
seguimiento en cada iteración, mejorando las prestaciones gracias a la información
existente en la memoria del controlador de anteriores lotes.

La diferencia con el control adaptativo está en que éste modifica los parámetros del
controlador hasta que se alcanza el estado de equilibrio dentro de un mismo lote. En el
control iterativo se va actualizando la trayectoria base en cada iteración, hasta alcanzar
la trayectoria de referencia. Aśı, también cabe hablar de existencia de adaptación en
los controladores iterativos en un sentido amplio del término.

Las condiciones de estabilidad de los diferentes algoritmos tipo ilc dependen del
controlador en concreto. A continuación se enumeran algunas leyes de control por
aprendizaje iterativo ilc, que se aplican a diferentes tipos de plantas. Comenzamos
suponiendo que la planta es lineal, estando descrita por

{
ẋ = Ax + Bu
y = Cx + Du

(2.2)

y controlada mediante la ley de control iterativa

uk+1(t) = uk(t) + Kėk(t) (2.3)

siendo ek(t) = y∗(t)− yk(t).

Si la matriz CB es de rango completo, y además se verifica

‖I − CBK‖i < 1 (2.4)
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entonces la trayectoria yk(t) converge a la trayectoria deseada y∗(t) en el sentido de la
norma λ, que se define mediante

‖x(t)‖λ = sup
0≤t≤T

{
e−λt máx

1≤i≤r
|xi|

}
(2.5)

donde T es la duración del lote y r es la dimensión del vector x. Si la norma λ del
error se anula, se asegura la convergencia de las trayectorias en todos los instantes de
tiempo del lote.

En el caso de que la matriz CB no sea de rango completo, se tiene un resultado
análogo aplicando la ley de control siguiente

uk+1(t) = uk(t) + K
djek(t)

dtj
(2.6)

La condición de convergencia es
∥∥I − CAj−1BK

∥∥
i
< 1 (2.7)

siendo j el entero más pequeño que hace que la matriz CAj−1B tenga rango completo.

Se pueden encontrar también condiciones de estabilidad viendo el sistema desde el
punto de vista de teoŕıa de operadores. En este contexto, la planta se define mediante
yk(t) = Tsu

k(t), y el controlador con

uk+1(t) = Tuu
k(t) + Te

[
y∗(t)− yk(t)

]
(2.8)

Si los operadores Ts, Tu y Te son lineales, la estabilidad viene dada por la expresión

‖Tu − TeTs‖i < 1 (2.9)

y la convergencia con error nulo sólo puede darse cuando Tu = I.

En el caso no lineal también se tienen diversos resultados y controladores ilc. De
especial interés en esta tesis resulta el siguiente obtenido por Hauser (1987), y que se
aplica a las plantas no lineales, variantes en el tiempo y afines en el control siguientes

{
ẋ = f(x, t) + g(x, t)u
y = h(x, t)

(2.10)

controladas mediante

uk+1(t) = uk(t) + L(yk(t), t)
[
ẏ∗(t)− ẏk(t)

]
(2.11)
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Esta ley de control usa un término de corrección que es función de la variable
controlada, y consta de una ganancia que multiplica a la derivada del error. El sistema
converge bajo condiciones de regularidad si f(x, t) y g(x, t) son funciones Lipschitz y
además

‖I − L (h(x, t), t) h(x, t)g(x, t)‖i < 1 (2.12)

2.2.2. Control predictivo

El mpc nos permite sintetizar las leyes de control en una forma óptima, permitiendo
plantear una función de costos que es optimizada por medio de estas técnicas, como
ya se ha comentado en la introducción. Mirando atrás en la historia, el desarrollo de
estos controladores comenzó allá por los años 70 en la industria petroqúımica, aunque
la idea del control en horizonte deslizante es anterior, con el open-loop optimal feedback
de Propoi (1963).

Posteriormente se diseñaron multitud de controladores de tipo mpc, cada uno de
los cuales tiene una aplicación concreta, y entre los que cabe citar los siguientes:

mphc Model Predictive Heuristic Control (Richalet et al., 1978), conocido posterior-
mente con las siglas mac (Model Algorithmic Control), usa un modelo impulsion-
al.

dmc Dynamic Matrix Control (Cutler y Ramaker, 1980) para procesos lineales, basado
en modelo de respuesta al escalón.

scap Sistema de Control Adaptativo Predictivo (Martin-Sanchez y Rodellar, 1996).

pbstc Predictor-Based Self Tuning Control (Peterka, 1984), es un controlador mpc
monovariable de tipo adaptativo.

ephac Extended Horizon Adaptive Control (Ydstie, 1984).

epsac Extended Prediction Self Adaptive Control (De Keyser y Cuawenberghe, 1985),
descrito con más detalle posteriormente.

gpc Generalized Predictive Control (Clarke et al., 1987a,b), el cual posee un modelo
de predicción óptimo basado en ecuaciones Diofánticas.

musmar Multistep Multivariable Adaptive Control (Greco et al., 1984).

murhac Multipredictor Receding Horizon Adaptive Control (Lemos y Mosca, 1985).
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pfc Predictive Functional Control (Richalet et al., 1987), que usa el concepto de fun-
ciones base para el control de procesos posiblemente no lineales.

upc Unified Predictive Control (Soeterboek, 1992).

gpc estable En Kouvaritakis et al. (1992), se propone un controlador gpc cuya fun-
ción objetivo se minimiza sobre un conjunto de posibles controladores estabiliza-
dos. Es decir, en este tipo de técnicas primero se estabiliza el bucle, y después
se optimiza, con lo cual se garantiza que el controlador es estable y, al mismo
tiempo, óptimo.

mpc robusto Este tipo de controladores mpc asumen que los parámetros de la planta
presentan incertidumbres, con lo cual el problema de optimización se convierte
en uno de tipo min-max. Véase por ejemplo Kotare et al. (1995).

mpc heuŕıstico o subóptimo (Scokaert et al., 1999) La idea es obtener una solución
cercana a la función objetivo, aunque no sea estrictamente el óptimo del problema
de optimización. Esto permite el uso de funciones objetivo más complejas o el
control de plantas con modelos no lineales con un tiempo de cálculo aceptable y
sin perder la estabilidad del algoritmo.

nmpc Nonlinear Model Predictive Control. Con estas siglas se denota el control pre-
dictivo basado en modelo no lineal (Kouvaritakis et al., 1999).

Además de estas técnicas que se pueden encontrar en la literatura, están disponibles
una serie de controladores comerciales mpc de diferentes tipos. En la tabla 2.1 se
muestra una selección con los controladores más conocidos en la industria de procesos.

Empresa Controlador Siglas

AspenTech Dynamic Matrix Control dmc
Adersa Identification and Command idcom

Hierarchical Constraint Control hiecon
Predictive Functional Control pfc

Honeywell Profimatics Robust Model Predictive Control Technology rmpct
Predictive Control Technology pct

Setpoint Inc. Setpoint Multivariable Control Architecture smca
Treiber Controls Optimum Predictive Control opc
ABB 3dMPC
Pavillion Technologies Inc. Process Perfecter
Simulation Sciences Connoisseur

Tabla 2.1: Controladores mpc comerciales
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El controlador epsac

El epsac (Extended Prediction Self-Adaptive Control, Control Auto-Adaptativo
con Predicción Extendida) es un algoritmo de control no lineal que presenta especial
interés en el desarrollo de esta tesis. Siguiendo la metodoloǵıa del control predictivo, este
algoritmo plantea la obtención de la señal de control óptima mediante un procedimiento
de tipo iterativo en el caso no lineal (De Keyser y Cuawenberghe, 1985).

Nótese que se puede intentar resolver el problema de optimización directamente
mediante un procedimiento de programación no lineal. Uno de las soluciones al pro-
blema es el uso de técnicas sqp (Sequential Quadratic Programming, Programación
Cuadrática Secuencial), que consiste en resolver el problema no lineal mediante una
sucesión de problemas de optimización cuadrática ó qps. De la misma forma que el
epsac, esta técnica transforma un problema no lineal en una sucesión de problemas
de optimización cuadrática que se pueden resolver. En esta transformación debe existir
algún procedimiento, que puede estar recogido en forma impĺıcita, de linealización del
problema.

En este sentido, se pueden ver estos procedimientos en el caso general como una
aplicación del método de Newton. Oliveira y Biegler (1995) proponen un algoritmo
basado en este principio, que se aplica a plantas no lineales, y del cual se demuestra la
estabilidad.

Aśı, estos controladores son capaces de encontrar la solución del problema de op-
timización no lineal correspondiente. No obstante, aunque ha quedado demostrado el
excelente resultado de la aplicación del epsac en muy diferentes situaciones, no se
ha podido encontrar hasta el momento la razón por la cual este controlador converge
(Lazãr, 2005).

En este punto se encuentra la motivación del especial interés de este controlador
en el estudio actual. Se ha comentado que el epsac usa un procedimiento iterativo,
aśı que cabe encontrar similitudes entre este controlador y el control iterativo, aunque
este último está pensado para procesos por lotes. Aśı, existen conexiones fuertes desde
el punto de vista conceptual entre el esquema iterativo planteado en el epsac y el
utilizado en una de las aportaciones de la presente tesis, el controlador inmpc, el cual
se describe en el caṕıtulo 4. La diferencia fundamental está en el punto de vista utilizado
en el estudio del controlador, que en el caso del inmpc consiste en ver el proceso como
un sistema con dos variables temporales independientes.

A continuación se describe el controlador epsac, suponiendo en primer lugar que la
planta se modela linealmente. El controlador posee las caracteŕısticas básicas del mpc,
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que son:

Cálculo de una predicción mediante un modelo

Especificación de una trayectoria de referencia

Definición de una función de costos que depende de los valores postulados futuros
de la señal de control

Resolución del problema de optimización con restricciones

Figura 2.3: Modelo de ruido del epsac

EPSAC lineal La planta se supone inmersa en ruido, de forma que

ym(t) = y(t) + n(t) (2.13)

donde el ruido n(t) es cuasiestacionario, y se caracteriza mediante el modelo

n(t) =
C(z−1)

D(z−1)
e(t) (2.14)

siendo e(t) ruido blanco aleatorio de media nula.

El modelo nominal de la planta se puede poner como una ecuación en diferencias

y(t) = f (y(t− 1), y(t− 2), . . . , u(t− 1), u(t− 2), . . .) (2.15)

y representa el efecto de la señal de control sobre la variable controlada sin considerar
los ruidos presentes n(t). La función f (·) será no lineal en el caso general.

La metodoloǵıa mpc propone la realización de una predicción de los valores futuros
de la variable controlada y(t + k|t) para poder plantear el problema de optimización
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correspondiente. En el caso del epsac, dado el modelo de la planta (2.13), la predicción
se obtiene aplicando el principio de superposición (figura 2.3)

ym(t + k|t) = y(t + k|t) + n(t + k|t) (2.16)

donde las dos predicciones y(t + k|t) y n(t + k|t) se realizan por separado.

En las siguientes ĺıneas se considera la predicción dada en función de la salida sin
ruido y(t). Al poner la predicción de esta forma, se supone que la planta es estable, en
otro caso el controlador no funcionaŕıa correctamente. Para plantas inestables se debe
usar un modelo de predicción del tipo usado en el gpc, en el cual se deben resolver
las ecuaciones Diofánticas. En nuestro caso suponemos que la planta es estable, con lo
cual se obtiene la predicción iterando la ecuación (2.15) de la forma que sigue:

y(t|t) = y(t) = f (y(t− 1), y(t− 2), . . . , u(t− 1), u(t− 2), . . .) (2.17)

y(t + 1|t) = f (y(t), y(t− 1), . . . , u(t), u(t− 1), . . .) (2.18)

y(t + 2|t) = f (y(t + 1|t), y(t), . . . , u(t + 1|t), u(t), . . .) (2.19)

· · ·

La predicción del ruido se realiza de forma diferente. Usando el valor medido con
ruido ym(t), se puede calcular n(t)

n(t) = ym(t)− y(t) (2.20)

Teniendo en cuenta (2.14), se deduce que la expresión

nf (t) =
D(z−1)

C(z−1)
n(t) (2.21)

es ruido blanco. Como tal, la estimación de sus valores futuros nf (t + k|t) es igual a la
media. Además, el valor actual será igual a

nf (t) = −c1nf (t− 1)− c2nf (t− 2)− · · ·+ n(t) + d1n(t− 1) + d2n(t− 2) + · · · (2.22)

De esta forma se conocen los valores actual y pasados de nf (t), mientras que la esti-
mación de los valores futuros se anula. En este momento se puede obtener la predicción
de n(t) en la forma siguiente

n(t + k|t) =
C(z−1)

D(z−1)
nf (t + k|t) (2.23)
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Los controladores mpc suelen dividir la predicción ya calculada ym(t + k|t) en dos
términos

ym(t + k|t) = yforzada(t + k|t) + ylibre(t + k|t) (2.24)

donde el término de respuesta libre ylibre(t+k|t) no depende de los valores que tome la
señal de control futura, ya que es la respuesta que sigue el sistema cuando se mantiene
la señal de control constante. La respuesta forzada yforzada(t + k|t) se calcula con un
modelo en respuesta al escalón:

yforzada(t + k|t) = gk∆u(t|t) + gk−1∆u(t + 1|t) + · · ·+ gk−m+1∆u(t + m− 1) (2.25)

Se puede agrupar en forma vectorial la predicción desde t+1 hasta t+p, obteniendo
la ecuación de predicción matricial del mpc, dividida en respuesta forzada y libre

y = Gu + f (2.26)

donde los vectores son de dimensión p, siendo éste el horizonte de predicción

Una vez se tiene la predicción se puede optimizar la función objetivo

J = mı́n
u

{‖r− y‖2 + ‖u‖2
λ

}
(2.27)

en presencia o no de restricciones (dependiendo del sistema), lo cual supone un pro-
blema númerico convexo de tipo qp. Para resolverlo debe sustituirse el modelo de
predicción en la función objetivo. r es el vector con la trayectoria de referencia futura.

Una vez se ha resuelto el problema qp, se usa sólo el primer elemento del vector u,
o sea, se aplica a la planta la señal u(t) = u(t− 1) + ∆u(t|t).

EPSAC no lineal En la sección anterior se ha mostrado la forma de dividir la predic-
ción en dos términos: respuesta libre y respuesta forzada. Nótese que esta división entre
respuesta forzada y respuesta libre sólo es válida en el caso lineal, donde se aplica el
principio de superposición. La respuesta forzada sólo se anula en el régimen perma-
nente. En el caso no lineal se debe introducir una división diferente de la predicción
para que se pueda obtener la ley de control. Esto se describe en las siguiente ĺıneas.

Supongamos que la predicción se puede descomponer en dos sumandos, aunque la
planta sea no lineal. Uno de ellos se llamará la respuesta base, y se obtiene tomando
como señal de control futura un valor determinado ubase. El otro término se llamará res-
puesta optimizante, y será el que se tratará de modificar de forma que se minimice la
función objetivo. De esta forma, la predicción será igual a

y(t + k|t) = ybase(t + k|t) + yoptimiz.(t + k|t) (2.28)
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En esta ecuación, yoptimiz.(t+k|t) se calcula mediante una linealización en torno a la
trayectoria base. Digamos que ybase seŕıa la trayectoria nominal, e yoptimiz. se calculaŕıa
de forma práctica mediante un procedimiento de linealización en torno a la trayectoria
nominal.

Aśı, aparentemente esta descomposición en dos sumandos no es exacta en plantas
no lineales, tan sólo es una aproximación basada en un modelo linealizado. La idea del
epsac consiste en ir iterando la señal de control futura consecutivamente hasta que
el término de respuesta optimizante se anule. En ese punto se tiene un mı́nimo del
problema no lineal real, puesto que

al ser yoptim. = 0, la ecuación de predicción es exacta

y además, para pequeñas variaciones en torno a la trayectoria base, la función
de costos será mayor o igual, lo cual quiere decir que se ha alcanzado un mı́nimo
local de la función de costos no lineal

Figura 2.4: Controlador epsac

En cada iteración se plantea un problema de optimización cuyas variables son los
incrementos de la señal de control futura respecto a la trayectoria base (figura 2.4):

δu(t + k|t) = u(t + k|t)− ubase(t + k|t) (2.29)
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El efecto sobre la predicción real y(t+k|t) será no lineal, pero se puede aproximar por
una linealización, como se comentó con anterioridad. De esta forma, el término yoptimiz.

se obtiene a efectos prácticos mediante un modelo lineal. Aśı, yoptimiz.(t+k|t) se obtiene
como el efecto acumulado de una serie de entradas impulsionales y un escalón:

un impulso de amplitud δu(t|t) en tiempo t, que resulta en una contribución
hkδu(t|t) a la predicción de la salida del proceso en el instante t + k,

un impulso de amplitud δu(t+1|t) en tiempo t+1, que resulta en una contribución
hk−1δu(t + 1|t) a la predicción de la salida del proceso en el instante t + k,

· · ·
y finalmente un escalón con amplitud δu(t + m − 1|t) en el instante de tiempo
t + m− 1, resultando en una contribución gt+m+1δu(t + m− 1|t) en la predicción
de la variable controlada.

Por lo tanto, la predicción se puede poner en forma matricial

y = ybase+Gδu (2.30)

donde la matriz G viene dada por

G =




h1 0 · · · 0
h2 h1 · · · 0
...

...
. . . 0

hm hm−1 · · · g1
...

...
...

...
hp hp−1 · · · gp−m+1




(2.31)

Cuando δu se anula, la predicción es igual a la trayectoria base. Nótese que para la
obtención de la trayectoria base se tiene en cuenta el efecto de las señales de control
pasadas, de la señal de control futura ubase y también del ruido que hay en el sistema
n(t).

Al tener la ecuación de predicción, se puede resolver el problema de optimización
con la misma función objetivo que en el caso lineal (ecuación 2.27), lo cual es un
problema del tipo qp. Nótese que existe una relación lineal entre los vectores δu y u,
de forma que el problema sigue siendo cuadrático con restricciones (si las hubiera) de
tipo lineal.
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Una vez resuelto el problema, debe comprobarse si se ha alcanzado el óptimo, en
cuyo caso el término yoptimiz. se anulará. En caso contrario, debe asignarse un nuevo
valor a la trayectoria base, igual al vector de señales de control futuras calculado y
repetir el procedimiento de forma iterativa.

El problema del epsac no está completamente resuelto, pues no se dispone de un
criterio anaĺıtico que nos diga las condiciones en las cuales el procedimiento iterativo
converge a la solución, y tampoco se conoce la velocidad de convergencia del mismo.
Sin embargo, los resultados excelentes obtenidos en varias aplicaciones (Lazãr, 2005)
hacen suponer que estas condiciones deben ser bastante generales. Además, tampoco se
tiene un análisis de la velocidad de convergencia en el caso general. Este dependerá de
las ecuaciones de la planta.



Caṕıtulo 3

Rechazo de perturbaciones
periódicas

3.1. Descripción del problema

Supongamos que tenemos un sistema sometido a perturbaciones medibles. Tal como
se puede esperar, existirán muchas formas de atenuar o cancelar en lo posible las
mismas. Por ejemplo, podemos usar un control con prealimentación diseñado para
minimizar el efecto de las perturbaciones a la salida. Si la perturbación está acotada,
se pueden usar técnicas de control robusto para la minimización del efecto de la misma.

Sin embargo, la solución robusta que optimiza el peor caso posible, puede no ser
adecuada para aplicaciones de rechazo de perturbaciones periódicas porque se tiene
una gran cantidad de información acerca de la dinámica de la perturbación que no se
está teniendo en cuenta en el cálculo de la señal de control, con lo cual los resultados
serán mejorables. En efecto, las perturbaciones, además de ser medibles, pueden ser
predichas de forma óptima, con lo cual se tiene un conocimiento completo de las mismas
que debe aprovecharse para generar controladores eficientes.

Los controladores predictivos son buenos candidatos para tratar de atenuar este
tipo de perturbaciones periódicas. Para ello basta la adición de un predictor óptimo
que proporcione una estimación de los valores futuros de la perturbación a lo largo del
horizonte de predicción.

Las ventajas de introducir esta predicción se notan cuando el efecto de las pertur-

35
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G(z-1)

Gd(z-1)

u y

d

Figura 3.1: Planta con perturbaciones

baciones a la salida es rápido en comparación con el efecto de la actuación. En ese caso
la perturbación no puede cancelarse por prealimentación de la misma a menos que se
incluya el predictor de las perturbaciones.

En este caṕıtulo de rechazo de perturbaciones periódicas suponemos en todo mo-
mento que la planta es lineal, puesto que existe un punto de operación definido en
torno al cual obtener modelos lineales aproximados (figura 3.1). La planta está descri-
ta mediante dos funciones de transferencia, una de entrada a salida G(z−1) y la otra
de perturbación a salida Gd(z

−1). Claramente, si el retraso de la función de transfe-
rencia pertubación a salida es menor que el de la actuación a salida, la perturbación
no puede ser cancelada mediante la actuación, a menos que exista un predictor de
la perturbación que permita al controlador adelantarse a la misma. De esta forma, el
control clásico basado en feedforward no funcionará correctamente aqúı. Es necesario
realizar una estimación de las perturbaciones hacia el futuro para poder compensar
adecuadamente las mismas mediante la señal de actuación.

Aunque esto puede realizarse basándose en metodoloǵıas tales como imc (Internal
Model Control, ver Morari y Zafiriou (1989)), pensamos que este problema puede ser
resuelto en una forma elegante con un controlador predictivo mpc modificado con un
predictor de perturbaciones. La filosof́ıa del control predictivo consiste precisamente
en usar las predicciones para adelantarse al comportamiento previsto de la planta y
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actuar antes de que la misma empiece a funcionar de forma inadecuada. En este caso,
el controlador debe actuar antes de que el efecto de las perturbaciones se aprecie en
la salida controlada. Para esto, es necesario realizar una predicción de las perturba-
ciones, siempre suponiendo que la dinámica de las perturbaciones es más rápida que la
de la actuación. Otras soluciones al problema de la atenuación de las perturbaciones
periódicas se encuentra en Polyak y Halpern (2001).

Este problema ha surgido en el control de la temperatura de una parte del proceso
de extracción del aceite de oliva (ver apéndice A.1). El objetivo de control es mante-
ner las condiciones de operación en el subproceso realizado en el aparato denominado
termobatidora. El problema se considera equivalente a mantener la temperatura en el
tanque inferior de la misma lo más constante posible rechazando las perturbaciones,
ocasionadas por las variaciones de nivel y de la temperatura del agua caliente. La
variable manipulada es el caudal de agua caliente (figura 3.4).

El proceso está caracterizado por los grandes retrasos existentes en la función de
transferencia de actuación a la temperatura. Además, el efecto de las perturbaciones,
en particular del nivel, en la variable controlada, muestra una dinámica rápida con un
retardo relativamente pequeño, aún más notable en reǵımenes de producción altos. Este
hecho hace el rechazo de las perturbaciones periódicas más dif́ıcil e implica la necesidad
de modificar la formulación del controlador para aśı eliminar el efecto del nivel sobre
la temperatura, al menos en el caso nominal. El esquema de control se muestra en la
figura 3.2.

Figura 3.2: Esquema de control con perturbaciones medibles

A la hora de mantener constante la temperatura dentro de la termobatidora, la
principal dificultad que aparece son los cambios abruptos de nivel, aumentados con la
entrada de masa fŕıa procedente del exterior cuando los niveles suben. Estos cambios
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introducen continuas variaciones en el nivel y, por consiguiente, tienen su efecto di-
recto sobre la temperatura debido a que la masa que entra está fŕıa. El nivel afecta
también a la dinámica de la planta (constante de tiempo), aunque este efecto es menos
importante en el régimen normal de operación. Puesto que el nivel puede ser fácilmente
medido por sensores, puede considerarse como una perturbación medible y de esta for-
ma puede ser tomada en consideración por el controlador predictivo como una acción
de prealimentación o perturbación medible.
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Figura 3.3: Perturbaciones: nivel y temperatura del agua

La entrada de masa en el tanque superior de la termobatidora procedente de los
molinos de martillos se realiza de forma todo-nada, pues existe un controlador de
nivel de este tipo, que se encarga de arrancar los molinos de martillos y la bomba de
alimentación cuando el nivel es bajo, y de parar los mismos cuando se alcanza un nivel
máximo, que es medido mediante sondas de nivel. Por este motivo, el caudal de masa
a la entrada se asemeja a un tren de ondas rectangular, y el nivel del primer tanque,
integral del caudal, presenta una forma parecida a un tren de ondas triangular. Cuando
la masa va bajando a los siguientes tanques por los rebosaderos, estas formas de onda
se van suavizando, debido al efecto de filtrado causado por la viscosidad alta de la
masa. Al final, en el último tanque las formas de onda son muy parecidas a sinusoides
de la misma frecuencia a la que el controlador de nivel todo-nada está conmutando la
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entrada de masa. El control de la misma seŕıa bastante más asequible si el controlador
de nivel proporcionara unos niveles estables de operación, pero esto no se lleva a cabo
actualmente en la industria oléıcola, donde la automatización es todav́ıa incipiente.

Figura 3.4: Esquema de una termobatidora

Por otra parte, la otra perturbación importante que aparece en el proceso es la
temperatura del agua caliente, que permite elevar la temperatura dentro de la termo-
batidora. Este agua viene de calderas que proporcionan agua caliente a varios procesos y
otras ĺıneas de producción similares en la almazara, por eso viene afectada por cambios
en la carga.

Por consiguiente, la temperatura a la salida de la termobatidora presenta oscila-
ciones a la frecuencia de las variaciones de nivel con cambios producidos por la variación
de la temperatura del agua caliente. En la mayoŕıa de las instalaciones, el control pid
existente induce otras oscilaciones (ciclo ĺımite) con una frecuencia menor, provocadas
por la no linealidad que existe por la saturación de los caudales de agua.

El controlador diseñado debe ser capaz de reducir o eliminar el efecto de estas per-
turbaciones en el máximo grado posible. Debido a la existencia de ruidos y la saturación
de los actuadores, no se puede llegar a cancelar completamente las perturbaciones, pero
śı se pueden atenuar. El nivel y la temperatura del agua son fácilmente medidas. La
figura 3.3 muestra la evolución de los niveles en los tres tanques de la termobatidora
(la ĺınea sólida corresponde al tanque inferior), aśı como de las variaciones aleatorias
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de la temperatura. Además, la evolución del nivel se puede predecir, pues su dinámica
se puede estimar mediante un balance de masas.

3.2. Solución propuesta

El Control Predictivo basado en Modelo es un candidato interesante para contro-
lar este sistema. Existen muchas aplicaciones de varios controladores de este tipo en
la industria de procesos (Qin y Badgwell, 1997), y también diferentes formulaciones
dependiendo principalmente del tipo de modelo usado para predecir la evolución fu-
tura de las variables controladas de la planta, pero también de la inclusión o no de
restricciones y del tipo de función objetivo a optimizar.

Si el modelo usado es la respuesta al escalón, y se usa un modelo de ruido con un
integrador, el controlador resultante es el conocido dmc, que fue uno de los precursores
de los controladores mpc (Cutler y Ramaker, 1980). Los controladores predictivos
pueden incluir dentro del problema de optimización restricciones de diversos tipos y
además pueden incorporar en el modelo de predicción las perturbaciones medibles. El
controlador propuesto en este caṕıtulo propone una modificación realizada sobre este
modelo de predicción de las perturbaciones medibles.

Además, la formulación predictiva nos permitiŕıa jugar con diferentes funciones ob-
jetivo, las cuales serán optimizadas para obtener la mejor señal de control posible. Por
ejemplo, se podŕıa plantear una función objetivo que pondere el error de seguimiento
de la temperatura en cada uno de los tanques de la termobatidora. La ponderación
relativa del error en cada tanque podŕıa considerar el estado de los niveles de la termo-
batidora, para aśı tener en cuenta la fase de arranque o parada, evitando, por ejemplo,
problemas de sobreoscilación en la fase de arranque. Estos problemas vienen dados por
intentar mantener la temperatura en el tanque inferior cuando aún está vaćıo, o seguir
calentando la masa en la fase de parada, cuando los tanques superiores se han vaciado.
La circulación de agua caliente por los tanques se realiza en paralelo, con lo cual la
capacidad de aportar calor es la misma en los tres tanques, que no se pueden regular
de forma independiente por la misma construcción de la planta. En este trabajo se con-
sidera la solución de tener una función objetivo que penalice el error sólo en el tanque
inferior. Las fases de arranque y parada deben ser gestionadas por otros controladores
en el caso de que no se admita la sobreoscilación inicial.

En cuanto a la implementación más simple imaginable, un pid más un predictor de
Smith, funcionará de forma correcta si los niveles se mantuviesen constantes, y de for-
ma aceptable cuando los niveles son variables. El resultado seŕıa mejorable con niveles
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variables, porque el controlador no es capaz de rechazar correctamente esta pertur-
bación, aún incluyendo un término de prealimentación. Esto es debido a la rapidez del
efecto del nivel sobre la temperatura. La existencia de la saturación debe ser tenida en
cuenta, en caso contrario podrán aparecer ciclos ĺımites con una frecuencia menor que
la de los niveles, tal como ocurre en algunas ocasiones en la almazara.

Tal como se espera, las posibilidades de atenuación de las perturbaciones periódicas
pueden mejorarse mediante la inclusión de la estimación de los valores futuros de las
perturbaciones en el modelo de predicción de la variable controlada. Es decir, el valor
actual de la perturbación viene medido por los sensores. Pero además se conoce una
predicción o estimación óptima de los valores futuros de la perturbación a lo largo
del horizonte de predicción, que debe ser inclúıda en el modelo de predicción de la
temperatura a la salida.

Nótese que todos los controladores predictivos (Camacho y Bordons, 2004) realizan
de forma impĺıcita una predicción de los valores futuros de la perturbación. Normal-
mente, en el modelo se incluye un integrador, con lo cual en el modelo de predicción
intervienen los valores ∆d(t+ i) siendo d(t) la perturbación. Lo que se hace en los con-
troladores predictivos clásicos, tales como dmc o gpc, véase por ejemplo Maciejowski
(2002), es suponer que los valores futuros más probables serán nulos, con lo cual se
asume que la mejor estimación de las perturbaciones será igual al valor actual

d̂(t + i|t) = d(t) (3.1)

En este caso se propone realizar una estimación óptima de la perturbación d̂(t+i|t),
usando un modelo o caracterización autorregresiva de la misma. Esto quiere decir que
la perturbación d(t) se puede modelar como un ruido blanco o término impredecible
e(t) que pasa por un sistema lineal invariante en el tiempo, obteniéndose a la salida
d(t).

En algunos casos, la solución al problema de optimización será muy parecida aunque
se modifique la estimación de la perturbación. En el caso estudiado, esta predicción es
importante, pues no se puede cancelar la perturbación ni aún en el caso nominal sin
ruidos ni saturación de los actuadores a menos que se incluya la predicción óptima de la
perturbación periódica. El algoritmo propuesto se denomina mpc-ar (Model Predictive
Control with Autoregressive Disturbance Model) y es una de las aportaciones de esta
tesis que ha dado lugar a las publicaciones (Bordons y Cueli, 2001, 2004).
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3.2.1. Descripción del controlador MPC-AR

En esta sección, se muestra la formulación del controlador mpc-ar para controlar
sistemas sometidos a perturbaciones periódicas. El controlador consiste en un algoritmo
de tipo predictivo en el cual la función objetivo a minimizar es de tipo estocástico.

El algoritmo de control se basa en el siguiente resultado:

La señal de control que minimiza la función de costos

J = E

{
p∑

i=1

[y (t + i)− w(t + i)]2
}

+ λ

m−1∑
i=0

[∆u(t + i)]2 (3.2)

viene dada por
u = (G′G + λI)−1G′ [fu + E(fd)− w] (3.3)

donde

E {·} denota la esperanza matemática,

u es el vector de incrementos de la señal de control en el futuro, el cual se trata
de optimizar,

fu es la respuesta libre que se obtendŕıa sin tener en cuenta las perturbaciones
medibles,

E(fd) es el valor esperado del término que se debe sumar a la respuesta libre para
tener en cuenta en la predicción la existencia de perturbaciones medibles de tipo
estocástico, y,

w es la trayectoria de referencia

La demostración se muestra a continuación. La función objetivo debe ser expresada
como

J = E [(y − w)′(y − w)] + λu′u (3.4)

Nótese que el operador esperanza E {·} tan sólo se aplica al primer término del fun-
cional. Además, el valor estimado de la variable controlada es la suma de dos términos,
el primero de ellos debido a la señal de control y el segundo debido a las perturbaciones
medibles. Los valores futuros de la perturbación medible son predecibles por un modelo
estocástico. El resto de variables son deterministas.
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Aplicando la linealidad del modelo, el vector de predicción de la salida controlada
de la planta y se puede poner en la forma clásica

y = Gu + f (3.5)

donde Gu es la respuesta forzada, que es la parte de la respuesta de la planta que puede
modificarse mediante acciones de control aún por determinar, y f es la respuesta libre,
que a su vez puede dividirse en dos términos

f = fu + fd (3.6)

fu contiene la respuesta libre completa exceptuando el efecto de las perturbaciones.
Es decir, contiene el efecto de las acciones de control de tiempos pasados, y además, el
modelo de ruido. En este caso, el ruido se considera que sigue un modelo incremental,
tal y como ocurre en el dmc. Es decir,

e(t + i|t) = e(t|t) = y(t)− ŷ(t) (3.7)

donde ŷ(t) es la estimación de la salida en tiempo t tomando en cuenta el modelo de la
planta, en este caso basado en la respuesta truncada al escalón (Camacho y Bordons,
1995) con coeficientes hd(t):

ŷ(t) =
N∑

i=1

hd(i)u(t− i) (3.8)

El modelo de la planta (3.5) se puede sustituir en la función objetivo (3.4). Se tiene
en este caso:

J = E [(Gu + f − w)′(Gu + f − w)] + λu′u = (3.9)

= E [(Gu + fu + fd − w)′(Gu + fu + fd − w)] + λu′u

y aplicando linealidad y teniendo en cuenta que la esperanza de una variable determi-
nista es la misma variable, se llega a

J = u′(G′G + λI)u + 2E(f ′u + f ′d − w′)Gu+

+ E [(fu + fd − w)′(fu + fd − w)] (3.10)

En la ecuación (3.10) nos queda el último término en el cual aparecen aún términos
cuadráticos en fu y fd. Pero estos términos no dependen de la actuación futura, y por
lo tanto no intervienen en la optimización. De esta forma se puede obtener el mı́nimo
del problema sin restricciones haciendo

∂J

∂u
= 0 (3.11)
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Se tiene
2(G′G + λI)u = 2G′ [E[w − fu − fd)] (3.12)

y aplicando la linealidad del operador E, se llega a

u = (G′G + λI)−1G′ [E(w − fu − fd)] =

= (G′G + λI)−1G′ [w − fu − E(fd)] (3.13)

Lo cual indica que la mejor señal de control debe incluir la predicción óptima para
los valores futuros de las perturbaciones. Los algoritmos clásicos de control predicti-
vo estiman, de forma impĺıcita, los valores futuros de la perturbación con un modelo
incremental. La estimación realizada en ese caso seŕıa que la perturbación se manten-
drá constante en el futuro.

El valor esperado de la parte de la respuesta libre debido a las perturbaciones
medibles puede ser calculado como sigue, obteniendo finalmente la ecuación (3.16). En
concreto, la expresión para el término fd usando un modelo de la respuesta truncada
al escalón es

fd(t) =
N∑

k=1

h′d(k)∆d(t− k) (3.14)

donde h′d(t) es la respuesta truncada al escalón frente a perturbaciones y discretizada,
y ∆d(t) es el incremento de la perturbación en el instante de tiempo t. Esta expresión
puede ser separada en dos términos, el primero de ellos con los valores pasados de la
perturbación medible, y que son por ello valores conocidos mediante los sensores, y el
segundo conteniendo valores futuros,

fd(t + i) =
i−1∑

k=1

h′d(k)∆d(t + i− k) +
N∑

k=i

h′d(k)∆d(t + i− k) (3.15)

El valor esperado de esta expresión es

E [fd(t + i)] =
i−1∑

k=1

h′d(k)E [∆d(t + i− k)] +

+
N∑

k=i

h′d(k)∆d(t + i− k) (3.16)

El valor esperado E [∆d(t + i)] de los valores futuros de la perturbación medible
puede ser calculado en la mayoŕıa de los casos con una predicción óptima. Esto puede
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Figura 3.5: Diagrama de bloques del controlador mpc-ar

realizarse si la perturbación es estacionaria o cuasi-estacionaria, es decir, si la misma se
puede describir como un ruido blanco que atraviesa un filtro lineal. En este trabajo se
considera que este filtro es de tipo autorregresivo. En el caso trivial en el que tomamos
el denominador del filtro igual a la unidad, obtenemos la misma predicción realizada
en controladores clásicos mpc, que considera los valores futuros de la perturbación
constantes e iguales a los valores actuales.

De esta forma el controlador puede describirse mediante el diagrama de bloques
mostrado en la figura 3.5. En esta figura, las flechas dobles representan vectores de
señales futuras, definidas en los instantes de tiempo desde t+1 hasta t+ p. Nótese que
la parte que se añade sobre un controlador mpc considerando perturbaciones medibles
es un bloque que realiza la mejor predicción de las perturbaciones, y que se corresponde
con la ecuación 3.16.
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3.2.2. Comparación con la formulación del GPC

En esta sección se describe la obtención de la predicción en el gpc (Control Predic-
tivo Generalizado), lo cual permite ver las diferencias entre las predicciones realizadas
por el mpc-ar y el gpc. Se describe en primer lugar el caso sin perturbaciones, y a
continuación se analiza el problema cuando se tienen perturbaciones medibles.

Sin perturbaciones

Este último controlador asume que la planta viene dada en la forma siguiente:

A(z−1)y(t) = B(z−1)z−du(t− 1) + C(z−1)
e(t)

∆
(3.17)

donde ∆ = 1− z−1.

Por sencillez, se hará el estudio con C(z−1) = 1. Aśı, el modelo se puede escribir en
la forma

Ã(z−1)y(t) = B(z−1)z−d∆u(t− 1) + e(t) (3.18)

donde Ã(z−1) = (1− z−1)A(z−1)

Para obtener la predicción óptima del gpc, debe resolverse la ecuación Diofántica
que sigue:

1 = Ej(z
−1)Ã(z−1) + z−jFj(z

−1) (3.19)

Los polinomios Ej y Fj están definidos de forma única, y se pueden obtener de
forma sencilla realizando una división entre los polinomios 1 y Ã(z−1), hasta obtener
un cociente de orden j − 1, que se corresponde con Ej(z

−1).

Multiplicando (3.18) por Ej(z
−1)zj se tiene

Ã(z−1)Ej(z
−1)y(t + j) = Ej(z

−1)B(z−1)∆u(t + j − d− 1) + Ej(z
−1)e(t + j) (3.20)

En esta ecuación hay que sustituir (3.19), obteniendo

y(t + j) = Fj(z
−1)y(t) + Ej(z

−1)B(z−1)∆u(t + j − d− 1) + Ej(z
−1)e(t + j) (3.21)

Tras estas manipulaciones, se consigue que los términos de error estén todos en el
futuro, ya que el orden de Ej es j − 1. La predicción óptima del error futuro es nula
cuando el ruido es de tipo blanco, aleatorio y gaussiano.
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Aśı, se tendrá la expresión para el valor predicho óptimo de la variable controlada
siguiente

ŷ(t + j|t) = Fj(z
−1)y(t) + Ej(z

−1)B(z−1)∆u(t + j − d− 1) (3.22)

Cuando C(z−1) 6= 1, se puede realizar un análisis parecido, ya que el modelo de la
planta se puede escribir en la forma

A(z−1)
y(t)

C(z−1)
= B(z−1)z−d u(t− 1)

C(z−1)
+

e(t)

∆
(3.23)

Basta entonces realizar el cambio de variables siguiente

yf (t) =
y(t)

C(z−1)
, uf (t) =

u(t)

C(z−1)
(3.24)

para tener el sistema en la forma deseada. La ecuación (3.22) se aplica para calcular los
valores predichos futuros de yf (t), que a su vez determinan la predicción de la variable
controlada y(t). Agrupando (3.22) definido en diferentes instantes de tiempo se puede
poner la predicción en forma matricial.

Con perturbaciones

Suponemos de nuevo que C(z−1) = 1. El modelo con perturbaciones medibles será

A(z−1)y(t) = B(z−1)z−du(t− 1) + D(z−1)v(t) +
e(t)

∆
(3.25)

De igual modo que en la sección anterior, se obtienen los polinomios Ej y Fj a partir
de la resolución de la ecuación diofántica correspondiente. Multiplicando la ecuación
anterior por ∆Ej(z

−1)zj se llega a

Ej(z
−1)Ã(z−1)y(t + j) = Ej(z

−1)B(z−1)∆u(t + j − d− 1) +

Ej(z
−1)D(z−1)∆v(t + j) + Ej(z

−1)e(t + j) (3.26)

que, sustituyendo la ecuación Diofántica y teniendo en cuenta que Ej es de orden j−1,
se llega a la ecuación de predicción siguiente

ŷ(t + j|t) = Fj(z
−1)y(t) + Ej(z

−1)B(z−1)∆u(t + j − d− 1) +

Ej(z
−1)D(z−1)∆v(t + j) (3.27)
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En esta ecuación aparece el problema de la predicción de las perturbaciones me-
dibles, puesto que, para poder obtener ŷ(t + j|t) se necesitan conocer algunos valores
futuros de la perturbación medible v(t + i). Los controladores predictivos suponen en
general que v(t + i) = v(t), pero esto no es cierto en el caso general.

Si los términos que aparecen en la ecuación de predicción (3.27) debidos a las pertur-
baciones futuras no son importantes, el gpc dará una buena predicción. El controlador
propuesto mpc-ar trata de caracterizar la perturbación mediante un modelo autor-
regresivo para conseguir estimar el efecto de estos valores futuros que influyen en la
predicción realizada, mejorando los resultados en los casos en los cuales estos términos
son importantes.

3.2.3. Estabilidad

Figura 3.6: Diagrama de bloques con perturbaciones

En esta sección se trata el problema de la estabilidad del algoritmo mpc-ar sin
restricciones. El problema se reduce a comprobar la estabilidad del mpc correspondiente
sin considerar perturbaciones, como se razona a continuación.

En efecto, planta y controlador son lineales, de forma que se puede aplicar el prin-
cipio de superposición. Además, el controlador se puede escribir en forma de un bloque
con función de transferencia conocida por suponer que no existen restricciones. La per-
turbación se compensa mediante un término de feedforward, del cual se puede obtener
también la función de transferencia (figura 3.6).

Aplicando superposición, para que el sistema completo sea estable, el sistema no-
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minal sin perturbaciones debe serlo también. Esto equivale a comprobar los polos del
sistema en bucle cerrado, sin tener en cuenta los términos debidos a perturbaciones, o,
lo que es lo mismo, a comprobar la estabilidad del controlador mpc sin perturbaciones
correspondiente.

Posteriormente, se debe analizar la parte que compensa las perturbaciones. Esta
parte del sistema es de tipo feedforward, con lo cual no afecta a la estabilidad, que
está determinada por los componentes dentro del lazo de realimentación. No obstante,
se debe cumplir que la señal de perturbación medible esté acotada, y para ello es
necesario que el modelo autorregresivo de la misma sea estable.

3.3. Resultados

Esta sección muestra los resultados que se han obtenido al aplicar la estrategia de
control previamente descrita a una parte de una planta real de extracción de aceite
de oliva, descrita en el apéndice A.1. Antes de implementar la misma en la almazara,
se realizó una fase de modelado del proceso, y después se probó el controlador en
simulación lineal y no lineal.

3.3.1. Modelado y validación

El modelo se ha obtenido aplicando primeros principios a la planta, y es una de las
aportaciones originales de la tesis. Sus ecuaciones vienen descritas en el apéndice A.1.
El modelo proporciona la temperatura a la salida de la termobatidora de la masa y del
agua, en función de las entradas, que son los caudales de masa y agua, temperaturas
de masa y agua a la entrada y niveles.

Nótese que, en esta sección se considera una termobatidora de 3 cuerpos, y en
el apéndice se muestra una de 2. El modelo de ambas es similar, si se replican las
ecuaciones de un tanque de la termobatidora el número necesario de veces.

Una parte de los parámetros del modelo son conocidos de forma aproximada, y el
resto deben ser estimados haciendo uso de los datos reales obtenidos de los históricos
de la almazara, almacenados en el scada. En este caso la estimación de los mismos se
ha realizado mediante un criterio de minimización del error.

Una vez estimados los parámetros, se realiza la validación del resultado introducien-
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Figura 3.7: Esquema de la termobatidora de tres tanques

do en el modelo identificado datos de entrada tomados en intervalos de tiempo diferen-
tes, comparando aśı los resultados. En las figuras 3.8 y 3.9 se muestra la temperatura
real del cuerpo inferior y la simulada mediante los modelos generados. Se puede com-
probar que el ajuste es bueno, teniendo en cuenta que son resultados de validación.
No obstante debe advertirse que en algunas simulaciones puede existir un error de
componente continua de algunos grados, que no es demasiado importante porque las
caracteŕısticas de la señal en las frecuencias de interés śı son modeladas correctamente.

También se han probado en la fase de modelado algunos modelos con redes de
neuronas, obteniendo un ajuste bueno con los datos de entrenamiento (figura 3.10),
que empeoran ligeramente al pasar a los datos de validación (figura 3.11). Aśı, en este
caso se obtienen mejores modelos usando primeros principios que modelos en redes
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Figura 3.8: Validación del modelo (i)

neuronales.

En vistas a la implementación de controladores mpc, se han identificado los modelos
lineales indicados a continuación, en los cuales el tiempo de muestreo es de 1 minuto y
40 segundos. La función de transferencia de la temperatura frente al caudal es

G(z−1) = 10−5 0,127z−6 + 0,239z−7 − 0,270z−8 − 0,007z−9 − 0,0297z−10

1− 2,39z−1 + 1,80z−2 − 0,41z−3
(3.28)

La de la temperatura frente al nivel:

Gp1(z
−1) =

−5,002z−5 + 5,019z−6

1− 0,988z−1
(3.29)

y finalmente, la de la temperatura de la masa frente a la temperatura del agua:

Gp2(z
−1) =

0,0061z−5

1− 0,987z−1
(3.30)
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Figura 3.9: Validación del modelo (ii)

3.3.2. Pruebas en simulación

Las primeras simulaciones se han realizado con el modelo nominal de la planta lineal
en las que simulador y planta son iguales. Aún aśı, ni el control predictivo clásico ni
el pid con prealimentación de las perturbaciones son capaces de rechazar conveniente-
mente las perturbaciones periódicas provocadas por las variaciones en el nivel.

La figura 3.12 muestra comparativamente el efecto conseguido al añadir una esti-
mación de las perturbaciones sobre la variable controlada. Se comprueba claramente
el efecto de añadir la estimación óptima de las mismas en el algoritmo de control.
Se puede notar la mejora de la respuesta en el error de la salida controlada cuando
se consideran las perturbaciones medibles. La ĺınea de puntos se corresponde con un
controlador mpc que no tiene en cuenta la existencia de perturbaciones que se pueden
medir. La siguiente estrategia, en ĺınea fina, es el mismo controlador con la inclusión de
las perturbaciones en el modelo de predicción. Aunque no existe error de modelado ni
saturación de los actuadores, se comprueba que este controlador, si bien llega a atenuar,
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Figura 3.10: Ajuste de la red con datos de entrenamiento

no es capaz de cancelar completamente la perturbación a la salida. Posteriormente, en
trazo grueso se muestra la solución propuesta, que considera un modelo estocástico de
perturbaciones de segundo orden para obtener la estimación futura de las mismas y
aśı incluirlas en el modelo de predicción. Las simulaciones se realizaron con el modelo
lineal de la planta, pero usando valores para las variaciones del nivel léıdas de la planta
real.

Cuando se han probado los controladores en un modelo no lineal, el comportamiento
empeora. Las figuras 3.13- 3.14 muestran el comportamiento de los controladores en
diferentes situaciones en simulación no lineal. El simulador empleado ha sido el de
la termobatidora de tres cuerpos obtenido mediante la primeros principios, siendo los
datos de entrada (niveles, temperaturas ...) léıdos de la base de datos de la planta real.
El funcionamiento no puede ser igual que en el caso lineal, pues los actuadores saturan
en este caso ya que alcanzan sus ĺımites f́ısicos.

Comparando las respuestas, está claro que la estrategia propuesta funciona mejor
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Figura 3.11: Ajuste de la red con datos de validación

que las otras, aunque la diferencia entre los controladores no es tan grande como en
el caso lineal. No obstante en la simulación no lineal con niveles más estacionarios
mostrada en la figura 3.13 el resultado es mejor. La tabla 3.1 muestra los resultados
del ajuste de las trayectorias en simulación no lineal, obtenidas en todos los casos con
el controlador mpc con restricciones. Más resultados se pueden ver en la tabla 3.2, que
muestran los ajustes obtenidos al realizar las simulaciones mostradas en la figura 3.14
con el modelo completo de la termobatidora de tres cuerpos, y con niveles tomados de
la planta real.

Controlador IEA (oC)

Perturbaciones no medibles 0,64
Perturbaciones medibles 0,52

Perturbaciones medibles + estimación futura 0,35

Tabla 3.1: IEA obtenidos con mpc en simulación no lineal
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Figura 3.13: Resultados en el simulador no lineal, estado estacionario de los niveles
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Figura 3.14: Resultados en el simulador no lineal, estado transitorio de los niveles

Es posible la mejora del algoritmo cuando el nivel es no estacionario mediante
alguna técnica adaptativa. Puesto que la caracterización de las perturbaciones puede ir
variando con el tiempo, el algoritmo adaptativo tendŕıa que ir modificando el modelo
de las mismas. Esto funcionaŕıa bien en caso de que el caudal medio de masa fuera
variable, ya que este caudal afecta de forma inversamente proporcional al peŕıodo de
la oscilación que presenta el nivel. También se podŕıa seleccionar el modelo mediante
una tabla indexada en función del caudal de masa del tipo gain scheduling.

Controlador Error cuadr. medio (oC) Error absol. medio (oC)

Pert. no medibles 0,386 0,197
Pert. medibles 0,386 0,195

Pert. medibles + estim. futura 0,265 0,111

Tabla 3.2: Ajustes obtenidos con mpc en la simulación mostrada en la figura 3.14
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Figura 3.15: Cambios en el set point, control con pid en la almazara

3.3.3. Resultados experimentales en la planta real

Se han realizado varias pruebas y ensayos en la almazara. Los experimentos se han
llevado a cabo en situaciones muy diferentes, ya que en el entorno industrial, en el
cual la materia prima y condiciones del entorno están cambiando continuamente, es
muy dif́ıcil obtener las mismas condiciones operacionales en d́ıas diferentes. En una
cooperativa de tamaño grande, la aceituna procede de multitud de zonas diferentes, lo
cual explica la gran variabilidad en las caracteŕısticas de la misma.

Se han probado diferentes sintonizaciones del controlador, usando varios factores
de ponderación del esfuerzo de control en la función objetivo y diferentes modelos de
perturbaciones. El controlador se ejecuta en un controlador lógico programable (PLC),
donde la ley de control puede ser conmutada entre un pid existente correctamente sin-
tonizado para realizar comparaciones. El pid fue sintonizado manualmente por personal
cualificado.

La tabla 3.3 recoge la ráız de los errores cuadráticos medios de la temperatura,
comparando un pid con término de prealimentación para compensar las perturbaciones
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Figura 3.16: Cambios en el set point, control con mpc-ar en la almazara

introducidas por el nivel con el controlador mpc propuesto. Los resultados con cambios
en el set point de la temperatura también se muestran. El control con mpc podŕıa ser
mejorado usando modelos no lineales, pero la disminución en el error sólo se notaŕıa
cuando la planta funcionara fuera del régimen normal o punto de operación, como por
ejemplo en la fase de arranque, en la cual los niveles están muy lejos de sus valores
nominales. Además, un controlador-optimizador no lineal no podŕıa ser implementado
fácilmente en el controlador lógico programable (plc) existente.

Error ( o C) pid mpc-ar

Regulación 2.1 0.5
Seguimiento 2.9 0.9

Tabla 3.3: Ajustes experimentales obtenidos con pid y mpc-ar

Las figuras 3.15 y 3.16 muestran la temperatura controlada en el cuerpo inferior
cuando el set point cambia en experimentos reales llevados a cabo en una almazara. El
controlador mpc-ar es capaz de hacer alcanzar el set point más rápido que el pid, que
se mantiene continuamente oscilando en torno al set point. La señal de control del pid
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Figura 3.17: mpc con valores diferentes de λ

es más lenta, y no puede hacerse más rápida sin tornar al controlador inestable. Nótese
que las oscilaciones de la temperatura tienen una amplitud de más de un grado.

La figura 3.17 muestra dos pruebas diferentes del controlador mpc en la planta real,
realizadas durante un peŕıodo estacional intermedio dentro de la época de trabajo, que
puede ir de los meses de Diciembre a Abril. El peŕıodo intermedio es el más estable en
su funcionamiento, pues la planta se para en rara ocasión.

La primera prueba mostrada en dicha figura corresponde a un mpc con un valor
pequeño del factor de ponderación del esfuerzo de control λ y sin considerar perturba-
ciones. La segunda muestra el mismo controlador con un valor mayor de este parámetro,
resultando en un control más suave. En resumen, mediante λ se puede definir la rapidez
de la señal de control. Con valores pequeños, el sistema en bucle cerrado se comporta
más rápido, pero pierde robustez frente a ruidos e incertidumbres. En esta aplicación
se obtienen resultados en cuanto al error medio similares, porque el hecho de permitir
variaciones rápidas del control también induce más ruido en la planta, con lo cual no
se obtiene mejora. Aunque en el primer caso el ajuste es mejor, poco se gana haciendo
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Figura 3.18: mpc-ar al final de la época de trabajo

el control excesivamente rápido, y siempre es preferible tener un control más robusto.

En caso de usar un control basado en gpc, existiŕıa un parámetro adicional para
sintonizar la robustez del controlador. Ello se conseguiŕıa con el polinomio T que mejo-
ra la robustez de este controlador (Camacho y Bordons, 1995). Finalmente, es posible
también el uso de un predictor de Smith para la realización de las predicciones, con
lo cual se tiene el controlador conocido como spgpc (Normey-Rico y Camacho, 1996;
Normey-Rico et al., 1998). Este predictor tiene un filtro que se puede sintonizar, tenien-
do ello efecto en las propiedades de robustez del sistema en bucle cerrado. En estos dos
casos, es preferible fijar el valor de λ desde el principio, y ajustar el polinomio T o el
filtro del predictor de Smith para conseguir las especificaciones deseadas (Nuñez-Reyes
et al., 2005).

El error obtenido por el controlador disminuye claramente con el uso del modelo
de estimación de las perturbaciones (ver figura 3.18), con evoluciones similares de las
perturbaciones, niveles y temperatura del agua, mostrando que el algoritmo propuesto
es una buena solución al problema.



Caṕıtulo 4

El controlador INMPC para
procesos por lotes

En este caṕıtulo se describe y se formula con detalle el funcionamiento del contro-
lador inmpc, que es una combinación del control predictivo no lineal al que se le añade
capacidad de aprendizaje. Este controlador es una de las aportaciones de la tesis, y se
ha probado en simulación y aplicaciones reales de laboratorio.

El controlador se basa en un modelo no lineal de la planta, aunque también admite
modelos lineales variantes en tiempo, para los cuales la estabilidad está garantizada sin
necesidad de incluir restricciones de región terminal o un coste terminal en la función
objetivo. Esto es posible por el uso que hace el controlador de la información de lotes
anteriores, que permite un aprendizaje iterativo de la trayectoria óptima de un proceso
por lotes.

Debe comentarse la importancia que tienen en los procesos por lotes los modelos
variantes en el tiempo. En efecto, éstos pueden describirse mediante este tipo de mo-
delos. Se ha de tener en cuenta la existencia de diferentes fases de un proceso por lotes,
lo cual se podŕıa modelar con un modelo que cambia en el tiempo. En este trabajo se
va a obviar este tema, y se supone que se parte de un modelo bien aproximado de la
planta, sea del tipo no lineal, o bien lineal variante en el tiempo.
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4.1. Fundamentos

Los controladores iterativos (Moore, 1998a) se han usado originalmente en robótica
(Arimoto et al., 1984) por su simplicidad y efectividad, tal y como se indicó en la intro-
ducción a este tema. Posteriormente se ha extendido su uso a aplicaciones industriales
en la industria de procesos qúımicos (Mezghani et al., 2002).

Los controladores mpc vienen siendo usados ampliamente en la industria de pro-
cesos (Camacho y Bordons, 2004). Sin embargo, los controladores basados en modelo
lineal no son adecuados cuando la dinámica de la planta es compleja. Es de notar que
el hecho de usar un controlador iterativo permite contar con una información más rica
procedente de los sensores de la planta, procedente de anteriores ejecuciones del pro-
ceso. Pero en los casos no lineales más dif́ıciles, esta ventaja adicional que tienen los
controladores iterativos no basta para obtener un buen resultado. Por ejemplo, veánse
los controladores descritos en Lee y Lee (1997) o Lee et al. (1999), que funcionan bien
en plantas lineales, pero presentan algunos problemas con dinámicas no lineales, como
puede ser la planta de pH.

Las perturbaciones repetitivas tienen gran importancia en el éxito de la aplicación
de los controladores iterativos. Éstas aparecen en las ecuaciones dinámicas de la planta
en forma aditiva, es decir, como un término independiente que se suma a las mismas,
y además son función exclusiva del tiempo (y no del ı́ndice de lote). Si estos términos
repercuten notablemente en la dinámica del sistema, los controladores iterativos segu-
ramente proporcionarán una mejora frente a los demás, pues son capaces de compensar
estas perturbaciones en la misma formulación del controlador. Nótese además que las
perturbaciones no lineales repetitivas se pueden considerar aditivas para un entorno
pequeño de las trayectorias.

En este documento se propone el empleo del inmpc como un controlador que reúne
ventajas procedentes del control por aprendizaje iterativo y del nmpc, con capacidad
para rechazar perturbaciones de tipo repetitivo. El controlador presentado puede con-
trolar procesos no lineales. El algoritmo está basado en una formulación local, de forma
que se garantiza que va a converger a un mı́nimo del problema. Para que este mı́nimo
sea el mı́nimo global se deben cumplir condiciones adicionales. Tal como se demuestra
en el caṕıtulo 5, el algoritmo de control converge al mı́nimo global buscado cuando la
planta está descrita mediante un modelo no lineal, af́ın en el control y con función de
salida lineal. El controlador funcionó de forma efectiva en un planta de neutralización
de pH (sección 6.1.1), un reactor qúımico funcionando en modo semilote (sección 6.1.2)
o por lotes (sección 6.2.1). Se pueden encontrar más detalles acerca de las condiciones
en las que el controlador es estable en el caṕıtulo 5.
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El controlador descrito, aśı como todos los iterativos, permiten obtener un seguimien-
to perfecto de las trayectorias en ausencia de ruido y perturbaciones no repetitivas, y
siempre y cuando las restricciones del problema lo hagan viable. En el caso de que
las perturbaciones sean medibles y no repetitivas, existen otras opciones posiblemente
mejores, por ejemplo Rahman y Palanki (1996).

Volviendo al tema de las perturbaciones repetitivas, en las siguientes ĺıneas se trata
de explicar mediante ecuaciones la razón por la cual éstas se cancelan al usar un
controlador iterativo. Este hecho está relacionado con el seguimiento perfecto de las
trayectorias de referencia en el caso ideal, aún cuando existan perturbaciones no nulas
en el sistema.

El artificio, común a casi todos los controladores por lotes, consiste en definir va-
riables incrementales respecto al número de lote, las cuales son usadas en los modelos
del proceso si éstos existen, o bien directamente en la ley de control, para el caso de
controladores que no hacen uso de modelo, como el caso del ilc básico.

La finalidad del uso de variables incrementales está en, como se ha dicho, eliminar
el error en régimen permanente en cada instante de tiempo, con lo cual el error tiende
a anularse con el transcurso de los lotes. La idea es análoga al uso del integrador en un
controlador en un proceso continuo. La adición del mismo, asumiendo que el sistema
sea estable, elimina el error en régimen permanente.

Suponemos que el modelo de la planta es, en forma matricial, el siguiente

yk = Guk + bk (4.1)

donde G es una matriz que da la dinámica del sistema, bk es un vector que incluye la
componente continua más las perturbaciones repetitivas, k es el ı́ndice de lote, uk e yk

son los vectores de entradas y salidas definidos en todos los instante de tiempo del lote.

Cabe decir que un modelo del tipo descrito por la ecuación (4.1) puede representar
todo tipo de sistemas lineales, incluidos los variantes en tiempo. En ese caso, las colum-
nas de la matriz dinámica del sistema seŕıan diferentes entre śı. Por lo tanto, podemos
suponer que ésta es la ecuación que modela el sistema en un caso bastante general.

Haciendo la diferencia entre las salidas de dos lotes consecutivos, se tiene

∆yk = G∆uk +
(
bk − bk−1

)
(4.2)

y el término de perturbaciones se cancela cuando las mismas son iguales durante los
lotes k y k − 1:

∆yk = G∆uk (4.3)
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donde el término bk, que incluye la perturbación repetitiva, se cancela.

Esta cualidad tan sencilla de procesos iterativos hace su control más ventajoso
desde el punto de vista del control iterativo. Además para plantas no lineales también
se cumple lo anterior, siempre que el ruido repetitivo bk aparezca en forma aditiva. En
ese caso la salida seŕıa una función no lineal de la planta más un término repetitivo
que se anulaŕıa al realizar la diferencia, aunque la ecuación del sistema dejaŕıa de estar
en función del incremento de la señal de entrada:

yk = f
(
uk

)
+ bk (4.4)

∆yk = f
(
uk

)− f
(
uk−1

)
(4.5)

En este trabajo consideramos modelos linealizados respecto a la trayectoria última
seguida por el sistema

(
uk−1(t), yk−1(t)

)
, de forma que nos encontramos ante un mod-

elo del tipo descrito en la ecuación (4.3). Cabe decir que no todos los controladores
requieren un modelo expĺıcito de la planta, aunque todos tienen en cuenta la idea del
uso de variables incrementales de lote. Por ejemplo el ilc, en su versión más completa,
requiere conocer la ganancia y el retardo del sistema, los cuales se pueden sintonizar
directamente o haciendo uso de un modelo de la planta.

Los controladores iterativos se pueden aplicar normalmente a plantas que operen
en un modo ćıclico de funcionamiento, como son los procesos por lotes, o aquellos en
los cuales la referencia o la perturbación sean periódicas. Nótese que existen diferencias
entre ambos controladores, en el sentido de que en un tipo de sistemas, al comienzo de
cada ciclo se vuelven a establecer las condiciones iniciales, mientras que en el otro tipo
(referencia o perturbaciones periódicas) el sistema sigue su evolución natural al iniciar
un nuevo lote. En la literatura se denota al primer tipo control iterativo, mientras que
el segundo tipo se ha denominado control repetitivo.

A continuación (sección 4.1.1) se indica el modo de implementar el algoritmo de
Amann y Owens (1995) diseñado para el caso de tener un modelo lineal de la planta,
aśı como la prueba correspondiente de convergencia. El estudio del caso lineal puede
ser útil para después analizar el caso no lineal. En este sentido, se ha inclúıdo también
el bmpc lineal, en la sección 4.1.2 (Lee et al., 2000), del cual se resume la prueba de
convergencia. Básicamente el bmpc es un controlador predictivo iterativo que realiza
la predicción de los incrementos de las variables con la ayuda de un filtro de Kalman.
Es probable que este mismo algoritmo se pueda extender al caso no lineal si se realiza
la predicción con un filtro extendido de Kalman.

Posteriormente, el controlador inmpc se describe de forma completa en la sección
4.2 y siguientes. Este controlador combina las capacidades de aprendizaje de los contro-
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ladores iterativos con las trayectorias optimizadas obtenidas en los controladores nmpc.
A diferencia del bmpc, este controlador emplea la técnica de horizonte deslizante para
obtener la señal de control. La demostración de estabilidad del inmpc se puede encon-
trar en el caṕıtulo 5.

4.1.1. Q-ILC

Este algoritmo, cuyas siglas vienen del término Quadratic ILC, (Amann y Owens,
1995; Amann et al., 1996) obtiene una solución óptima al problema de control óptimo
iterativo basado en modelo. El modelo se utiliza para calcular una predicción a lo largo
del lote completo, y aśı poder optimizar una función objetivo compuesta de un término
que penaliza la norma del error y otro que tiene en cuenta el esfuerzo de control.
Se puede aplicar a plantas multivariables generalizando las ecuaciones mostradas a
continuación.

La función objetivo se define de la forma siguiente

J = ek+1Qek+1 + ∆uk+1R∆uk+1 (4.6)

donde k es el ı́ndice de lote, ∆uk = uk − uk−1, uk y ek son vectores que contienen las
variables manipulada y el error de seguimiento de la trayectoria de referencia en cada
instante de tiempo durante el lote completo:

uk =
[

uk (0) uk (1) · · · uk (N − 1)
]

(4.7)

ek =
[

ek (1) ek (2) · · · ek (N)
]

(4.8)

Q y R son matrices diagonales, definidas positivas que contienen los pesos respec-
tivos de los errores de seguimiento y del esfuerzo de control. Los elementos de la dia-
gonal, respectivamente Q(t) y R(t), pueden ser diferentes, de forma que se puede dar
diferente ponderación al error de cada variable en cada instante de tiempo.

La predicción es lineal, y tendrá la forma

yk+1 = Guk+1 + b (4.9)

donde G es igual, en el caso de tener un sistema lineal invariante en tiempo descrito
en espacio de estado por las matrices (A,B,C), a la siguiente expresión:

G =




CB 0 · · · 0
CAB CB · · · 0

...
...

. . .
...

CAN−1B CAN−2B · · · CB


 (4.10)
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Suponiendo que no hay restricciones en el problema, el óptimo de (4.6) se obtiene
de forma inmediata, haciendo ∂J/∂uk+1 = 0. Se tiene:

−G′Qek+1 + R
(
uk+1 − uk

)
= 0 (4.11)

y
uk+1 = uk + R−1G′Qek+1 (4.12)

Esta seŕıa la expresión del controlador. El problema es que la expresión (4.12) es
acausal, pues intervienen en el cálculo de la señal de control en tiempo t valores posterio-
res a ese instante de tiempo. Es necesario convertir esta expresión en un procedimiento
computacional. Para ello existen dos posibles alternativas, explicadas a continuación.

Control en bucle abierto

La primera alternativa consiste en precalcular la señal de control al comienzo del
lote, la cual se aplica a la planta sin modificación durante el transcurso del mismo.
Las correcciones no se harán hasta el comienzo del lote siguiente. Puesto que no hay
realimentación se puede decir que en cierta manera es control en bucle abierto, pero
lógicamente, la realimentación existe y se produce el inicio de cada lote.

Haciendo uso del modelo de la planta (4.9), el error será igual a

ek+1 = r −Guk+1 − b + Guk −Guk = ek −G
(
uk+1 − uk

)
(4.13)

Sustituyendo esta expresión del error en (4.12) se llega a

uk+1 − uk = R−1G′Q
[
ek −G

(
uk+1 − uk

)]
=

R−1G′Qek −R−1G′QG
(
uk+1 − uk

)
(4.14)

y (
I + R−1G′QG

) (
uk+1 − uk

)
= R−1G′Qek (4.15)

con lo cual
uk+1 = uk + (G′QG + R)

−1
G′Qek (4.16)

Control en bucle cerrado

Si admitimos que el error del lote actual pueda realimentarse para obtener la señal de
control, la solución es diferente. La incorporación de la medida de los sensores en tiempo
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real debe servir para mejorar la respuesta del controlador frente a perturbaciones no
repetitivas. En contraposición, la complejidad del algoritmo es mayor, y ya no se pueden
realizar los cálculos matriciales durante los instantes anteriores al inicio del lote, sino
que se deben realizar en ĺınea.

Mirando la ecuación (4.12) se puede comprobar, ya que aparece en la misma la
matriz G, que se corresponde con la ecuación del sistema adjunto siguiente

ψk+1(t) = A′ψk+1(t + 1) + C ′Q(t + 1)ek+1(t + 1) (4.17)

con la condición terminal ψk+1(N) = 0, y

uk+1(t) = uk(t) + R−1(t)B′ψk+1(t) (4.18)

la cual es una representación anticausal de la solución.

El estado del sistema adjunto se supone por hipótesis que se puede escribir en la
forma

ψk+1(t) =
{
−K(t)

[
I + BR−1(t)B′K(t)

]−1
A

[
xk+1(t)− xk(t)

]}
+ ξk+1(t) (4.19)

Insertando esta ecuación en (4.17) se puede demostrar que (4.19) es realmente la
solución para el sistema adjunto cuando K(t) y ξk+1(t) satisfacen ciertas hipótesis.

En concreto K(t) debe satisfacer la ecuación de Riccati siguiente en el intervalo
t ∈ [0, N − 1]:

K(t) = A′K(t + 1)A + C ′Q(t + 1)C −{
A′K(t + 1)B [B′K(t + 1)B + R(t + 1)]

−1
B′K(t + 1)A

}
(4.20)

con la condición inicial K(N) = 0. Mientras que el término de prealimentación ξk+1(t)
es igual a

ξk+1(t) =
[
I + K(t)BR−1(t)B′]−1 [

A′ξk+1(t + 1) + C ′Q(t + 1)ek(t + 1)
]

(4.21)

con una condición inicial similar ξk+1(N) = 0

Una vez se tienen los valores de K(t) y ξk+1(t), solo resta obtener la señal de control
con la siguiente fórmula, la cual tiene en cuenta los términos del estado medido en el
lote en curso:

uk+1(t) = uk(t)−
{

[B′K(t)B + R(t)]
−1

B′K(t)A
[
xk+1(t)− xk(t)

]}
+ R−1(t)B′ξk+1(t)

(4.22)

Como se puede comprobar, es necesario conocer el estado del sistema para poder
calcular la señal de control.
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Estabilidad

En estas ĺıneas se trata de mostrar la prueba de que el aprendizaje realizado por
el controlador qilc es convergente (Amann et al., 1996). En esta sección se sigue la
prueba de convergencia indicada en el mismo art́ıculo. Para ello hay que partir de la
ley de control en forma vectorial y acausal (4.12). Nótese que la formulación espećıfica
usada en la implementación será equivalente a la forma acausal, con lo cual se puede
estudiar la estabilidad del algoritmo a partir de la misma.

Usando que e = r −Gu, la ecuación (4.12) se puede poner en la forma:

ek+1 = (I + G′G)
−1

ek (4.23)

teniendo además la relación recursiva para la evolución de la entrada

uk+1 = (I + G′G)
−1 (

uk + G′r
)

(4.24)

Las condiciones para que el sistema converja son que el vector de referencia esté en
el espacio alcanzable. En el caso monovariable, esto se traduce en que el grado relativo
d de la planta debe ser 1, o, lo que es lo mismo, que, la matriz G sea invertible (ecuación
4.10). En caso de que d > 1 (grado relativo mayor que uno), se deben eliminar de la
función objetivo los primeros d−1 elementos del vector y, y los últimos d−1 del vector
u. De esta forma se consigue regularizar la matriz G.

En el caso multivariable, la condición generalizada es que el núcleo de la matriz
G′ sea nulo. Esto asegura que existe, al menos, un vector de entradas que genera la
trayectoria deseada. Si el sistema es variante en tiempo, el grado relativo del mismo
durante todos los instantes de tiempo debe ser constante.

En estas condiciones, se puede encontrar una señal de entrada u∗ que genere la
trayectoria deseada r. El algoritmo iterativo es capaz de encontrar esta señal, obte-
niendo una convergencia de la norma del error.

Aśı, la iteración (4.12) tiene algunas propiedades interesantes, entre las que cabe
citar la monotonicidad. Ello implica que el siguiente ĺımite existe

ĺım
k→∞

∥∥ek
∥∥2

= J∞ ≥ 0 (4.25)

y, por lo tanto, que

ĺım
k→∞

∥∥uk+1 − uk
∥∥2

= 0 (4.26)
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Puesto que se cumplen las condiciones de regularidad, se tendrá que el núcleo de G′

es nulo, con lo cual no existe ningún vector no trivial que haga G′x = 0. De esta forma
teniendo en cuenta que las matrices de ponderación Q y R son no singulares y que

0 = ĺım
k→∞

(
uk+1 − uk

)
= ĺım

k→∞

(
R−1G′Qek+1

)
(4.27)

se concluye que ĺımk→∞ ek+1 = 0. Una prueba análoga se tiene cuando se verifica la
condición de alcanzabilidad de la trayectoria de referencia, aunque el núcleo de G′ no
se anule.

En el art́ıculo original se muestra además una estimación de la velocidad de con-
vergencia. Se cumple que la convergencia en norma es exponencial, con

∥∥uk+1 − u∞
∥∥ ≤ 1

1 + σ2

∥∥uk − u∞
∥∥ (4.28)

donde
1

σ2
=

∥∥∥(G′G)
−1

∥∥∥ (4.29)

4.1.2. BMPC

El bmpc se desarrolló en varios art́ıculos, entre los cuales cabe citar (Lee et al.,
2000). Este algoritmo es muy parecido al de Amann, descrito en la sección anterior.
Las novedades principales respecto al anterior son la inclusión de un predictor basado
en filtro de Kalman y la prueba de estabilidad con restricciones.

Sin restricciones

Según se indica en el art́ıculo referido, la ley de control acausal (4.12) se puede
escribir, haciendo uso del modelo de la planta, en la forma siguiente:

uk+1 = uk + Hek (4.30)

siendo H = (G′QG + R)−1 G′Q.

Esta ley de control se corresponde con el algoritmo bmpc en forma directa, que
es exactamente el mismo algoritmo de Amann con formulación en bucle abierto (ver
sección 4.1.1). La diferencia entre ambos controladores se encuentra, por lo tanto,
cuando se realimenta en tiempo real la información léıda en el lote en curso y al usar
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una implementación causal. En este sentido, se puede decir que el algoritmo de Amann
emplea una formulación óptima, mientras que el bmpc usa un observador basado en
filtro de Kalman.

De esta forma, el bmpc basado en observadores se obtiene de la forma que sigue:

uk+1 = uk + Hêk|k (4.31)

donde la estimación del vector de errores en el lote anterior êk|k se realiza mediante
un observador del error de seguimiento basado en filtro de Kalman, cuyo objetivo es
atenuar el ruido presente en esta señal.

La ecuación de actualización del error en el caso nominal en ausencia de ruido es

ek+1 = ek −Gδuk+1 (4.32)

siendo δuk+1 = uk+1 − uk.

Esta última ecuación se emplea por el observador como la estimación a priori, que es
corregida a posteriori mediante un término que depende de la diferencia entre el error
de seguimiento medido por los sensores y el error de seguimiento estimado a priori.
De esta forma se construye el observador basado en filtro de Kalman en los dos pasos
siguientes:

êk|k−1 = êk−1|k−1 −Gδuk (4.33)

êk|k = êk|k−1 + K
(
ek − êk|k−1

)
(4.34)

Nótese que la ecuación del observador está en forma matricial, ya que los términos
uk y ek son vectores conteniendo valores referidos a todos los instantes de la trayectoria.

La matriz K se obtiene mediante la fórmula óptima que da el filtro de Kalman.
Para ello es necesario conocer las matrices de correlaciones de los ruidos existentes en
la planta. A veces, cuando esta información no se conoce, algunos autores proponen
hacer K = fI, siendo f un factor entre 0 y 1 que se debe sintonizar. En este caso, la
estimación del error de seguimiento deja de ser óptima, pero se cumple que el observador
diseñado śı es estable.

En resumen, se tiene un algoritmo que es más robusto frente a la presencia de
ruidos aleatorios en la planta. La prueba de estabilidad es bastante simple, se basa
en el resultado conocido de que un sistema lineal realimentado con un observador es
estable si ambos, sistema en ausencia de error y observador, son estables. El observador
es estable, como se ha comentado, y el sistema sin ruido equivale al algoritmo de Amann
formulado en bucle abierto, el cual también es estable, como se demostró en la sección
4.1.1.
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Con restricciones

No obstante, la novedad de este algoritmo bmpc (Lee y Bien, 1997) está en la
existencia de una prueba de estabilidad con restricciones del mismo. Este algoritmo
plantea la misma función objetivo en presencia de restricciones sobre las variables ma-
nipuladas, sus incrementos, y también sobre las controladas. Para evitar los problemas
que se plantean con las situaciones no factibles, se añaden variables de holgura a las
restricciones de las variables controladas, convirtiéndolas aśı en restricciones blandas.

La función objetivo sin restricciones

Jk =
1

2

[
(ek+1)′Qek+1 + δ(uk+1)′Rδuk+1

]
(4.35)

se convierte en la siguiente al añadir restricciones blandas

Jk =
1

2

[
(ek+1)′Qek+1 + δ(uk+1)′Rδuk+1 + (εk+1)′Sεk+1

]
(4.36)

con εk+1 ≥ 0

Haciendo uso del modelo y quitando los términos constantes de la función objetivo,
se debe resolver el problema de optimización siguiente para obtener la señal de control

Jk
∗ = mı́n

δu

1

2
δ(uk+1)′ (G′QG + R) δuk+1 − (ek)′QGδuk+1 +

1

2
(εk+1)′Sεk+1 (4.37)

sujeto a

Arδu
k+1 ≤ br (4.38)

εk+1 ≥ 0 (4.39)

donde las matrices Ar y br determinan las restricciones del problema, de la misma forma
que se muestra en la sección 4.4, con la diferencia que se deben añadir las holguras
εk+1 a las restricciones sobre las variables controladas.

Ésta es la versión directa del algoritmo, pudiéndose también construir el bmpc
basado en observadores sin más que sustituir ek por êk|k e yk por yd − êk|k. En las
siguientes ĺıneas se muestra como se haŕıa la prueba de estabilidad del bmpc con
restricciones en la formulación directa, sin observadores.

La idea se basa en demostrar que la función de costos óptima Jk
∗ es decreciente

cuando se aumenta k. El valor alcanzado por la función objetivo Jk haciendo δuk+1 = 0
será mayor o igual que el valor óptimo Jk

∗ , de forma que se verificará

Jk
∗ ≤ Jk

∣∣
δuk+1=0

= Jk−1
∗ − 1

2
δ(uk)′Rδuk (4.40)



72 Fundamentos

de lo cual se deduce que

0 ≤ Jk
∗ +

k∑
i=1

1

2
δu′iRδui ≤ J0

∗ < ∞ (4.41)

y aśı, necesariamente,
ĺım
k→∞

δuk = 0 (4.42)

Evidentemente, esto implica que las restricciones en δuk se vuelven inactivas tras un
número suficiente de iteraciones. Queda demostrar que las holguras también se anulan
y que las variables controladas convergen a las trayectorias de referencia.

Viendo la función objetivo (4.37), cuando δuk se anula, la función objetivo mı́nima
se obtiene minimizando también las holguras. En este punto se debe asumir que la
trayectoria de referencia está en el conjunto alcanzable. Entonces se llega al mı́nimo
global haciendo

ĺım
k→∞

εk = 0 (4.43)

Las condiciones de regularidad se deben cumplir (G de rango completo por filas o
que el núcleo de G′ sea nulo). Se tiene entonces que si G′x = 0, entonces x = 0. Puesto
que para valores suficientemente pequeños de δuk (lo cual se obtiene tras un número
suficiente de iteraciones) se cumplirá

ĺım
k→∞

1

2

[
δ(uk+1)′ (G′QG + R)− (ek)′QG

]
δuk+1 ≥ 0 (4.44)

luego se debe verificar
ĺım
k→∞

G′ek = 0 (4.45)

Bajo las condiciones de regularidad anteriores se obtiene la convergencia del sistema

ĺım
k→∞

ek = 0 (4.46)

Simulaciones

En esta sección se muestra el funcionamiento de un sistema lineal por lotes controla-
do mediante bmpc, mostrando buenos resultados, aún con incertidumbre en el modelo,
tal como se muestra en la figura 4.1. En esta figura se muestra la respuesta al escalón
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Figura 4.1: Respuesta al escalón del sistema lineal monovariable

de la planta frente a la del modelo. Nótese que se considera que la planta es un sistema
de primer orden más retraso. La idea es que el controlador, gracias al conocimiento de
la naturaleza repetitiva del proceso, sea capaz de obtener exactamente la trayectoria
de referencia deseada, a pesar de las diferencias entre planta y modelo.

En la figura 4.2 muestro la simulación del mismo sistema para tres lotes consecu-
tivos. Se observa que en el segundo lote, la trayectoria obtenida es muy cercana a la de
referencia, y en el tercer lote las trayectorias prácticamente han convergido.

Para determinar el comportamiento frente a perturbaciones, se aplica una per-
turbación a la salida en t = 20. El sistema se supone controlado, con un error de
seguimiento muy pequeño inicialmente. Entonces se realiza un nuevo lote en el cual se
introduce la perturbación. El controlador, a diferencia del ILC, debe ser capaz de aten-
uar el efecto de la perturbación desde el momento que aparece la misma, sin necesidad
de esperar al lote siguiente. Esto se muestra en la figura 4.3.

También se han realizado experimentos en el caso multivariable, obteniendo igual-
mente buenos resultados. Tenemos aśı una serie de controladores basados en modelo,
cuya convergencia teórica está asegurada en plantas lineales, y de los cuales se tiene
un comportamiento adecuado en experimentación. Entre otras cosas la velocidad de
convergencia de estos algoritmos en los ejemplos probados ha sido bastante rápida. No
obstante, las dificultades se encuentran cuando la planta es de naturaleza no lineal,
para las cuales se debe usar un algoritmo diferente, que es el objeto de las siguientes
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Figura 4.2: Simulación de varios lotes del sistema lineal monovariable

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

2

4

6

8

y

Set point                  
1 lote tras la perturbacion
2 lote tras perturbacion   

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−10

−5

0

5

10

u

t

Figura 4.3: Simulación de varios lotes del sistema lineal monovariable, con perturbación
en t = 20
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secciones.

Estos controladores no son adecuados para procesos no lineales. En el caṕıtulo 6 se
muestra cómo el bmpc no es capaz de controlar una planta de pH.

4.1.3. Uso de información de lotes pasados

Para concluir con los preliminares necesarios antes de abordar la descripción del
controlador propuesto, se indica en esta sección la forma en la cual los controladores
iterativos en general usan información procedente de ejecuciones anteriores del mismo
lote. El hecho de tener disponible y de usar la información obtenida en lotes anteriores
permite al controlador mejorar los ı́ndices de error en el seguimiento de las trayectorias
de referencia a medida que se van realizando lotes nuevos.

En el caso nominal ideal sin ruido es posible la obtención de trayectorias que se ase-
mejan cada vez más a las de referencia, coincidiendo las mismas en el ĺımite. Las trayec-
torias también convergen a las de referencia incluso con error de modelado pequeño y
con perturbaciones de tipo repetitivo. En el caso de que las perturbaciones repetitivas
aparezcan de forma no lineal en el modelo de la planta, éstas se pueden compensar en
algunos casos, pero no en todos, como es de suponer.

Un controlador no lineal no iterativo realizando un seguimiento del perfil del set
point va a generar las mismas trayectorias en diferentes lotes, suponiendo que no exis-
ten ruidos de tipo estocástico en el sistema. Esto es aśı porque el controlador no usa de
forma expĺıcita los datos disponibles de los lotes anteriores y no tiene, por lo tanto, ca-
pacidad de aprendizaje de las trayectorias. Los controladores por aprendizaje iterativos
son capaces de ir ajustándose cada vez más a las trayectorias que se quieren seguir.

En concreto, la información de lotes pasados se tiene en cuenta en la misma for-
mulación del controlador mediante variables incrementales de lote (figura 4.4). Estas
variables se obtienen al realizar la diferencia entre las variables definidas en el mismo
instante de tiempo pero en lotes consecutivos. Es bien sabido que esta formulación
cancela las perturbaciones de tipo repetitivo, como ya se comentó al comienzo de la
sección 4.1 o en Lee y Lee (1997).
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Figura 4.4: Variable de proceso durante algunos lotes

4.2. Formulación del INMPC

La formulación del inmpc se basa, como en la gran mayoŕıa de los controladores
iterativos, en el uso de variables incrementales de lote. La existencia de dos ı́ndices o
variables independientes de tiempo requiere el uso de una notación especial, que en
este caso consiste en usar un supeŕındice para denotar el número de iteración o lote.
Por ejemplo, uk(t) es la variable u(t) medida en el lote k. Si la variable se refiere al lote
actual, el supeŕındice se omitirá. En el caso de usar una variable en tiempo discreto, el
tiempo se denota mediante un sub́ındice.

La información de lotes pasados se usa principalmente a partir del planteamiento
del problema en términos de variables incrementales de lote, que se definen de la forma
siguiente:

x̃k (t) = xk (t)− xk−1 (t) (4.47)

El uso de estas variables en el planteamiento del problema permite la cancelación
a priori de las perturbaciones repetitivas.

En efecto, si la planta es lineal se puede describir mediante la ecuación (4.9). Res-
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tando la misma ecuación definida para el lote actual k y el anterior k − 1, desaparece
el término b, que inclúıa las perturbaciones repetitivas.

yk+1 = yk + Gũk+1 (4.48)

En el caso no lineal se tiene algo similar. Supongamos que las ecuaciones de la
planta son {

ẋ(t) = f (x(t), u(t)) + vk (t)
y(t) = g (x(t)) + wk(t)

(4.49)

donde v y w son términos de perturbaciones. Además se tienen las condiciones iniciales
constantes siguientes:

xk(0) = x0 (4.50)

Diferenciando las ecuaciones (4.47), y sustituyendo el modelo dinámico de la planta
(4.49), se tiene

{
dx̃k(t)/dt = f̃

(
x̃k(t), ũk(t)

)
+ vk(t)− vk−1(t)

ỹk(t) = g̃
(
x̃k(t)

)
+ wk(t)− wk−1(t)

(4.51)

donde

f̃
(
x̃k(t), ũk(t)

)
= f (x(t), u(t))− f

(
xk−1(t), uk−1(t)

)
(4.52)

g̃
(
x̃k(t)

)
= g (x(t))− g

(
xk−1(t)

)
(4.53)

Si además se considera que las perturbaciones son de tipo repetitivo, se cumple que
vk (t) = vk−1(t) y wk(t) = wk−1(t). Por lo tanto se llega a partir de (4.51) a la siguiente
expresión, en la cual no aparecen las perturbaciones v y w.

{
dx̃k(t)/dt = f̃

(
x̃k(t), ũk(t)

)
ỹk(t) = g̃

(
x̃k(t)

) (4.54)

De esta forma, el uso de información de lotes pasados permite un mejor control de
la planta, ya que las perturbaciones de tipo repetitivo son canceladas por el mismo
planteamiento de las ecuaciones. De esta forma, la fase de identificación se simplifi-
ca en los procesos por lotes y no existe la necesidad de incluir estas perturbaciones
repetitivas en el modelo de la planta (Cueli, 2004b). Esto no debe sorprender, pues
el controlador requiere un modelo simplificado para control, tal cual se muestra en la
teoŕıa de identificación para control (Gevers, 1996). De esta forma, los modelos para
simulación no son necesariamente los mismos que para control.
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En cuanto a las perturbaciones que no son aditivas, es decir, que aparecen en el
modelo de forma no lineal, se puede afirmar que éstas se cancelan al usar variables
incrementales en el caso de que sean suficientemente pequeñas. En efecto, si se tiene

{
ẋ(t) = fv (x(t), u(t), v(t))
y(t) = gw (x(t), w(t))

(4.55)

se puede aproximar esta expresión por

{
ẋ(t) = f (x(t), u(t)) + ∂fv

∂v

∣∣
(x,u,ξv)

v (t)

y(t) = g (x(t)) + ∂gw

∂w

∣∣
(x,ξw)

w (t)
(4.56)

donde ξv y ξw son puntos intermedios en los intervalos correspondientes: ξv ∈ (0, v)
y ξw ∈ (0, w). Las perturbaciones ya no están en forma aditiva, ya que aparece un
término multiplicando a las mismas, y, por lo tanto, no se cancelan al usar variables
incrementales. En caso de que las variables cambien de forma apreciable de un lote al
siguiente, se puede modelar el sistema mediante las ecuaciones (4.54) más un término
acotado, lo cual se podŕıa abordar mediante técnicas de control robusto (Kotare et al.,
1995). Pero si las variables cambian poco de un lote al siguiente, los términos debidos a
perturbaciones serán muy pequeños en las ecuaciones dinámicas de la planta puestas en
forma incremental, con lo cual podŕıan ser ignorados. En resumen, las perturbaciones
repetitivas se cancelan al usar variables incrementales en dos casos:

1. Cuando las perturbaciones son además aditivas (ecuación 4.49)

2. Cuando las trayectorias del sistema vaŕıan poco al pasar de un lote al siguiente.

4.2.1. Caracteŕısticas básicas

La estrategia de control propuesta para la resolución del problema de control se
basa en un esquema de tipo control predictivo, formulado de modo iterativo, lo cual le
da capacidad de aprendizaje de trayectorias.

Las caracteŕısticas básicas del controlador, esquematizado en la figura 4.5 son:

Aplicable a procesos repetitivos, por lotes o semilotes.

El modelo se obtiene por medio de una linealización en torno a una trayectoria
base, que puede corresponderse con un punto de equilibrio, aunque normalmente
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Figura 4.5: Esquema del controlador inmpc

esto no será aśı. La trayectoria base se escoge igual a la evolución seguida por
el sistema en el último lote completado. En la figura 4.6 se ilustra este hecho:
las trayectorias se construyen a partir de las últimas obtenidas, de forma que el
sistema va aproximándose cada vez más en cada iteración a la trayectoria deseada
de referencia.

Se emplea una estrategia de tipo horizonte deslizante, tal cual sucede en la ma-
yoŕıa de los controladores mpc. Esto permite que las dimensiones de las matrices
y la complejidad computacional del problema de optimización se mantengan aco-
tadas.

La señal de control se obtiene minimizando una función objetivo o de costes:

J =
N∑

i=1

(
ỹk

t+i|t − r̃k
t+i

)2
+ λ

m∑
i=1

(
ũk

t+i−1

)2
(4.57)

con

r̃ (t) = r (t)− yk−1 (t) (4.58)

donde r (t) es la trayectoria de referencia, descrita a continuación y que no cam-
bia de lote a lote. El factor de penalización del esfuerzo de control λ puede ser
diferente para cada variable manipulada, en cuyo caso se deberá sustituir por una
matriz Λ de dimensiones adecuadas, aunque en esta sección se supone que λ es un
factor constante por simplicidad. De una forma similar, también se puede aplicar
un factor de ponderación variable al término que incluye el error de seguimiento
en la función objetivo, tal cual se explica en la sección 4.2.2.
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Por ser un controlador de tipo iterativo, utiliza información disponible de los
lotes anteriores. Las trayectorias durante el último lote se usan para calcular la
variable manipulada en el lote actual. Esta realimentación de información del
último lote se realiza de dos formas diferentes (ver sección 4.1.3). La primera,
propia de los controladores iterativos, es el uso de variables incrementales. La
segunda forma de aprendizaje consiste en la obtención del modelo linealizado al
comienzo de cada lote en torno a la trayectoria seguida por el sistema en el último
lote completado.

La trayectoria de referencia es una combinación entre la trayectoria deseada y la
evolución de la variable controlada en el último lote, de la forma siguiente:

r̃k (t) =

{
r̃k−1 (t) si α

∣∣yk−1 (t)− sp (t)
∣∣ >

∣∣rk−1 (t)− sp (t)
∣∣

(1− α)
[
sp (t)− yk−1 (t)

]
e.o.c

(4.59)
donde α ∈ [0, 1) y sp(t) es el set point. El hecho de tener dos casos posibles
en la expresión (4.59) se debe a la necesidad de imponer que la trayectoria de
referencia no esté más lejos del set point al avanzar una iteración, aunque esto
es bastante improbable que suceda. α es un parámetro de filtrado que se emplea
para suavizar las trayectorias generadas, logrando aśı que las variables incremen-
tales se mantengan limitadas en valor absoluto. En plantas lineales y con pocas
incertidumbres puede hacerse α = 0.

La predicción del incremento de las variables respecto al lote anterior es lineal.
De forma similar a la ecuación de predicción del control mpc se tiene ỹ = Gũ+f .
En este caso, la predicción puede realizarse con un modelo lineal variante en el
tiempo. Para más detalles ver la sección 4.2.2. El modelo de predicción usado es
de tipo paralelo (ver Lazãr (2005)), con lo cual este controlador es válido para
plantas estables. Para plantas inestables se debe usar un modelo de predicción
tipo gpc.

Posible mejora del comportamiento en entornos ruidosos o con incertidumbres
mediante la integración de filtros adecuados (ver sección 4.3). Estos filtros per-
miten un funcionamiento más robusto del controlador.

Incorporación de restricciones en el problema de optimización, de diversos tipos,
según se indica en la sección 4.4. En concreto se pueden limitar las variables
manipuladas, aśı como su incrementos respecto al instante de tiempo anterior o
respecto al lote anterior. Las variables controladas también admiten restricciones,
pero debe tenerse en cuenta, mediante un mecanismo de gestión de restricciones
adecuado (Alvarez, 1997; Alvarez y Prada, 1997; Cueli, 2000), que existe el error
de linealización.
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4.2.2. Obtención de la señal de control

Figura 4.6: Sistema linealizado en torno a una trayectoria base en el instante t

Tal cual se comentó, el modelo para control se corresponde con la linealización del
sistema en torno a la trayectoria base, que en el inmpc coincide con la trayectoria
seguida en el último lote completado. Esta trayectoria base puede tener una forma
arbitraria, como es lógico. Finalmente, el modelo variacional se discretiza para poder
ser incluido en el controlador digital. Debe notarse que el modelo ha de ser adecuado,
pero que además hay que asegurarse que no se pierda información al discretizar el
mismo. Es decir, entre otras cosas, el tiempo de muestreo debe tener valores adecuados,
que en el contexto de control predictivo puede estar en el rango entre 1/20 y 1/10 del
tiempo caracteŕıstico del sistema. Además debe comprobarse que la discretización ha
sido realizada correctamente, y que el sistema en tiempo discreto es fiel representación
del sistema dinámico original.

Si se cumplen las condiciones descritas, y además la diferencia entre la trayectoria
base y la trayectoria que va a seguir el sistema en el lote por completar es pequeña,
el modelo aśı obtenido, lineal y variante en el tiempo, tendrá una precisión bastante
buena. La respuesta optimizante (traducción literal del término optimizing response)
del controlador epsac (De Keyser y Cuawenberghe, 1985; De Keyser et al., 1988; De
Keyser, 1991) resulta ser el equivalente o análogo a la respuesta forzada del controlador
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inmpc, con la diferencia de que la trayectoria base en este controlador es la seguida
por el sistema en el último lote. En el epsac (De Keyser, 1998; Lazãr, 2005) se toma
como trayectoria base la predicción realizada en el instante de muestreo anterior a lo
largo del horizonte.

Se obtiene una trayectoria óptima que es de nuevo usada como trayectoria base en un
procedimiento iterativo, hasta obtener la convergencia a una trayectoria dada, que debe
coincidir con el óptimo en el caso del sistema no lineal, pues el error de la linealización
se anula al converger. Esto implica que se asume que el modelo variacional en torno a la
trayectoria base es una buena aproximación del sistema real, aunque no está claro cuáles
son las condiciones bajo las que el epsac converge. Se pueden aplicar las conclusiones
acerca de la estabilidad de este trabajo (caṕıtulo 5) para obtener condiciones en la
convergencia del algoritmo del epsac, ya que el procedimiento iterativo del mismo en
un instante de tiempo fijado equivale a una ejecución sucesiva de diferentes lotes sin
error de modelado y con condiciones iniciales idénticas en cada lote, iguales al estado
del sistema en el instante t.

El modelo en espacio de estados simplificado del sistema después de la cancelación
de las perturbaciones, en la forma de la ecuación (4.54) se linealiza en torno a la
trayectoria del último lote completado

(
xk−1 (t) , uk−1 (t)

)
y se muestrea, obteniendo el

siguiente sistema discreto variante en el tiempo:

{
x̃t+1 = Atx̃t + Btũt

ỹt = Ctx̃t + ξt
(4.60)

Nótese que se está suponiendo impĺıcitamente que las variables incrementales o de
desviación son suficientemente pequeñas, teniendo aśı un modelo linealizado bastante
exacto. Esto se puede asegurar, en ausencia de perturbaciones no repetitivas, haciendo
los incrementos de la señal de control de un lote al siguiente relativamente pequeños.
En este caso, la señal de control será suave, y se requerirán algunas iteraciones más
para obtener la convergencia a las trayectorias de referencia.

En concreto, se puede conseguir mantener acotados los incrementos de las variables
manipuladas de diversas formas. Lógicamente todos estos procedimientos provocan
un aumento del número de iteraciones necesario para alcanzar la convergencia, pero
mejoran la robustez del algoritmo, limitando el error de la linealización. Las formas de
acotar los incrementos de la actuación son:

1. Mediante el factor de ponderación del esfuerzo de control en la función objetivo λ.
El aumento de este factor hará que la señal de control tenga menores variaciones



El controlador INMPC para procesos por lotes 83

de un lote al siguiente, puesto que se penaliza en mayor grado el esfuerzo de
control en la función objetivo.

2. Con la inclusión de restricciones en las señales de control. Esta es la forma más
directa de acotar los errores del modelo linealizado, ya que se conocerá de forma
exacta cuáles serán los ĺımites de las variables manipuladas. Esta forma de limitar
el error de la linealización puede ser aplicada a plantas con no linealidades suaves,
ya que si la no linealidad es fuerte, los ĺımites de los incrementos de la señal de
actuación deben ser diferentes según el punto de operación.

3. Sintonizando el parámetro equivalente al de roll-off, α. Este parámetro es equi-
valente al polo de un filtro de primer orden, de forma que si se hace cercano
a la unidad, las trayectorias de referencia serán muy parecidas a las trayecto-
rias seguidas por la variables controladas en el último lote completado. Esto
hará que el esfuerzo de control necesario para alcanzar estas trayectorias cer-
canas sea pequeño. Esta es la mejor forma de controlar plantas fuertemente no
lineales en ausencia de perturbaciones no repetitivas, pues se va alcanzando la
trayectoria de referencia de forma gradual, manteniendo en todo momento las
señales de error limitadas a valores pequeños.

Se debe tener en cuenta que las variables de desviación tienden a anularse cuando
las trayectorias del sistema convergen. En las primeras iteraciones estos incrementos
pueden ser grandes, dependiendo de los parámetros de controlador y de las restric-
ciones. Además, cuando las perturbaciones entran en el modelo de forma no lineal,
esto hará que el efecto de las mismas se amplifique.

Una forma alternativa de evitar los incrementos bruscos de la actuación en las itera-
ciones iniciales consiste en calcular en bucle abierto una trayectoria inicial del sistema,
mediante algún procedimiento óptimo o heuŕıstico, que sea cercana a la trayectoria de
referencia. Este cálculo, aún con un modelo simplificado o con una solución subóptima,
permitirá comenzar las iteraciones desde un punto más cercano al óptimo que con-
siderando una trayectoria inicial nula o constante. En el caso de obtener la trayectoria
inicial mediante la inversión de un modelo no lineal muy exacto, se tendrá que las
variables incrementales mantendrán valores pequeños en las próximas iteraciones.
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Ecuaciones de predicción

El modelo de la planta para control viene dado por la ecuación (4.60). Si suponemos
que ξt es un ruido blanco integral, la predicción óptima a 1 paso es

{
x̃t+1|t = Atx̃t|t + Btũt

ỹt+1|t = Ct+1x̃t+1|t + et+1|t
(4.61)

y la predicción a n pasos será la siguiente




x̃t+n|t =

(
n−1∏
i=0

At+i

)
x̃t|t +

n−1∑
i=0

(
n−1∏

j=1+i

At+j

)
Bt+iũt+i

ỹt+n|t = Ct+nx̃t+n|t + et+n|t

(4.62)

donde
et+n|t = et+1|t = ỹt − ỹt|t−1 (4.63)

Esto implica que la mejor predicción para el error en cada instante de tiempo futuro
es igual al error en el instante t, el cual es calculado en base a la discrepancia entre
la medida realizada por los sensores y el valor predicho por el modelo en el instante
anterior. Es decir, el modelo de ruido empleado es similar al del dmc, en inglés Dy-
namic Matrix Control (Cutler y Ramaker, 1980). Se pueden emplear caracterizaciones
diferentes para el ruido de mayor complejidad. Por ejemplo, si se usa el modelo de ruido
del gpc - Generalized Predictive Control - será necesaria la resolución de una ecuación
Diofántica para obtener la predicción óptima (Camacho y Bordons, 2004).

En nuestro caso, el uso de un modelo de ruido incremental simplificado tiene sentido
en el contexto de un control no lineal, en el cual debe ser más complicado encontrar
una caracterización más compleja del modelo de ruido, ya que la identificación de la
planta no lineal es ya de por śı una dif́ıcil tarea. De esta forma, con este modelo de
ruido se tiene el hecho de que la trayectoria predicha ŷk tenderá a la trayectoria del
último lote yk−1, desplazada en una cantidad dada por et+1|t, cuando la actuación es
la misma que en el lote anterior uk−1 (en instantes posteriores a t, lógicamente). Esto
se cumple independientemente del error en el instante t, y siempre que la planta sea
asintóticamente estable.

En este punto existen otras diversas posibilidades para obtener la predicción de
las variables según el modelo de ruido empleado y el tipo de predictor. Esto también
ocurre en el gpc, que da una predicción óptima basada en la resolución de ecuaciones
Diofánticas. Si, en lugar de esto, se usa un predictor de Smith para realizar la predic-
ción, se tiene un controlador diferente llamado spgpc. Lo mismo ocurre en el inmpc,
teniendo otros controladores diferentes si se cambia el tipo de predictor o modelo de
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ruido. En concreto, se ha planteado el uso de un tipo de predictor diferente, que sólo se
puede emplear en procesos por lotes. Este predictor consistiŕıa en sumar a la predicción
en el instante t + n el mismo error que se obtuvo en el mismo instante de tiempo pero
en el lote anterior ek−1

t+n = yk−1
t+n −yk−1

t+n|t+n−1, y se ha probado parcialmente en simulación
con resultados igualmente satisfactorios. El hecho de tener varios grados de libertad
permite la elección de diversas posibilidades que irán mejor según la planta que se
tenga. En lo que sigue, usaremos el modelo de ruido integral (simplificado) para las
ecuaciones.

Una vez se tienen los valores de et+n|t, se puede calcular la predicción, que será lineal
y se escribirá en la forma matricial siguiente:

ỹ = Gũ + f (4.64)

donde Gũ es la respuesta forzada, y f es la respuesta libre (ver figura 4.6). Los elementos
de la matriz G y del vector f vienen dados por

gi,j = Ct+i

(
i−1∏

k=j

At+k

)
Bt+j−1 (4.65)

fi = Ct+i

(
n−1∏
j=0

At+j

)
x̃t + et+i|t (4.66)

donde las matrices At+n, Bt+n y Ct+n pueden ser calculadas porque la trayectoria base
se conoce para cada instante de tiempo durante todo el lote. Los vectores de señales
manipuladas y controladas se componen de los elementos siguientes

ũ =
(
ũt|t ũt+1|t · · · ũt+m−1|t

)′
(4.67)

ỹ =
(
ỹt+1|t ỹt+2|t · · · ỹt+p|t

)′
(4.68)

Debe advertirse que se supone un conocimiento completo del estado de la planta, lo
cual es absolutamente necesario para el cálculo de las matrices del modelo linealizado
A, B y C. Por ello, deben usarse observadores para poder aplicar este controlador en
plantas con estados no accesibles. Observadores para procesos por lotes están siendo
estudiados en la actualidad por F. Allgöwer e I. Alvarado y probablemente puedan ser
aplicados en el futuro conjuntamente con este controlador. De esta forma se podŕıan
tener controladores no lineales para procesos por lotes basados en realimentación de la
salida (Findeisen et al., 2002). Aún aśı, también se pueden aplicar observadores no li-
neales adecuados, como pueden ser el filtro extendido de Kalman (ekf) o estimadores
basados en técnicas de horizonte deslizante mhe (Moving Horizon Estimation) (All-
gower et al., 1999). El ekf es una extensión directa del filtro de Kalman a procesos
no lineales, y se basa en linealizar la ecuación de predicción a 1 paso, obteniendo un
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sistema lineal variante en tiempo bastante aproximado, al cual se le puede aplicar di-
rectamente el filtro. Las técnicas mhe plantean un problema de optimización, análogo
al que se tiene en el control predictivo, cuya resolución permite conocer el valor óptimo
de los parámetros estimados.

Tras este inciso, se continúa con la obtención de la señal de control, que es in-
mediata partiendo de la ecuación de predicción (4.64). Ésta se inserta en la función
objetivo (4.57), obteniendo una expresión que puede ser optimizada algebraicamente.
El resultado es el clásico de control predictivo:

ũ = −(G′G + λI)−1G′ (r̃ − f) (4.69)

con la diferencia de que G es ahora una matriz que representa un sistema lineal variante
en tiempo. De forma que la matriz que caracteriza el sistema deja de ser Toeplitz,
aunque G sigue siendo triangular inferior y definida positiva. Esta ley de control se
puede considerar que implementa un esquema de control con ganancia variable que
está cambiando en cada instante de tiempo, y que se vuelve a calcular de nuevo al
iniciar cada lote.

En caso de ser necesario, es posible ponderar de forma diferente las diferentes va-
riables manipuladas y controladas en cada instante de tiempo. La señal de control se
obtiene directamente porque la estructura de la ley de control es la misma si se usan
matrices de ponderación convenientes Λt y Υt, las cuales penalizan, respectivamente, el
esfuerzo de control y el error de seguimiento. La función objetivo puede ser sintonizada
en una forma más general, y la ley de control seŕıa, en este caso:

ũ = −(G′
tΥtGt + Λt)

−1G′
tΥt (r̃ − f) (4.70)

En el caso de la matriz Λt, ésta tiene la forma diagonal por bloques siguiente:

Λt =




Λt,u1 0 · · · 0
0 Λt,u2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Λt,unu


 (4.71)

donde nu es el número de entradas, y cada bloque se especifica mediante

Λt,ui
=




λt+1,ui
0 · · · 0

0 λt+2,ui
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λt+m,ui


 (4.72)

donde λt+n,ui
es un escalar que pondera el esfuerzo de la señal de control ui en el

instante de tiempo t + n.
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La matriz que pondera el error de seguimiento Υt se construye por bloques de forma
similar:

Υt =




Υt,y1 0 · · · 0
0 Υt,y2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Υt,yny


 , (4.73)

con

Υt,yi
=




υt+1,yi
0 · · · 0

0 υt+2,yi
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · υt+N,yi


 (4.74)

siendo υt+n,yi
el factor que pondera el error de seguimiento de la variable controlada yi

en el instante de tiempo t + n.

El hecho de usar matrices de ponderación permite tener funciones objetivo de mayor
generalidad. En concreto, puede servir, por ejemplo, para dar mayor importancia a los
errores de seguimiento de las trayectorias en los instantes intermedios dentro del lote, o
para disminuir la ponderación del esfuerzo de control en los instantes iniciales del lote.

Hay algunas similitudes entre los controladores inmpc y nmpc, en el sentido de
que la ley de control para un lote del inmpc se obtiene resolviendo un problema qp
(programación cuadrática). Este problema puede verse como la primera iteración de
un algoritmo de optimización no lineal sqp (programación cuadrática secuencial, en
la cual se resuelve el problema no lineal mediante una sucesión de problemas qp). De
hecho, si se plantea el problema de optimización no lineal y se resuelve en una vez
mediante técnicas sqp, se obtendŕıa directamente como solución la trayectoria de re-
ferencia. El controlador inmpc obtiene la misma trayectoria pero de forma sucesiva,
obteniendo cada vez aproximaciones mejores. La diferencia fundamental entre ambos
métodos estriba en que el inmpc puede converger a las trayectorias de referencia aún
con incertidumbres -pequeñas- en el modelo, mientras que el intento directo de inver-
tir la planta en una sola iteración resolviendo el problema de optimización no lineal
mediante sqp no funcionaŕıa con las mismas incertidumbres en el modelo. Por decirlo
aśı, la capacidad de aprendizaje de los controladores de trayectorias anteriores es un
grado adicional de realimentación que se aporta al controlador, y que debe servir para
mejorar sus prestaciones.
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4.3. Filtros

Diferentes técnicas de filtrado pueden ser usadas para mejorar el comportamiento
robusto en bucle cerrado, en presencia de ruidos y perturbaciones no repetitivas. La
existencia de no linealidades fuertes y niveles altos de ruido es usual en las plantas
reales, de forma que el uso de este tipo de filtros es deseable. En procesos por lotes,
dos tipos de filtros se pueden aplicar, y son descritos a continuación.

1. Filtro de mediana. Este filtro es bastante conocido en el contexto de tratamien-
to de señales, pues, siendo no lineal, puede ser aplicado de forma que no intro-
duzca un retardo adicional en las señales filtradas. Puesto que el controlador usa
la trayectoria base dada por

(
uk−1 (t) , yk−1 (t)

)
, la varianza de las variables del

sistema puede tener la tendencia a aumentar en cada iteración, efecto que se
acentúa en presencia de ruidos y perturbaciones. Esto es un problema inherente
al uso de información de lotes anteriores. En este punto los filtros de mediana
pueden ser usados para mantener este fenómeno bajo control, sin perjudicar las
prestaciones del controlador, tal cual se ha indicado en Mezghani et al. (2002).
La aplicación de este filtro a una variable cualquiera u (t) se especifica mediante:

y (t) =
1

2l + 1− r − s

l−s∑

j=−l+r

v(t + j) (4.75)

donde v es un vector con los 2l + 1 elementos de u (t) en torno al tiempo t:

{u (t− l) , . . . , u (t− 1) , u (t) , u (t + 1) , . . . , u (t + l)} (4.76)

que se ordenan de forma creciente. El resultado de la aplicación del filtro en el
instante t es igual a la media aritmética del vector v una vez se han descartado
los r + s valores extremos (los r primeros valores y los s últimos), que tienen
mayor probabilidad de contener error en la medida.

2. Filtros Ewma (Exponential Weighting Moving Average). (J. Moyne y
Hurwitz, 1998) Es la otra posibilidad de filtrado, únicamente aplicable a procesos
por lotes. Se han usado, por ejemplo, en industria de semiconductores. Este tipo
de filtros puede estimar parámetros, reduciendo el ruido de los mismos. También
pueden compensar términos de deriva, que es un tipo de ruido que se va acumu-
lando, y que se puede producir, por ejemplo, al desgastarse la maquinaria. La
varianza del sistema en bucle cerrado disminuye al aplicar este tipo de filtros,
que puede verse como un estimador u observador de señales en presencia de rui-
dos para procesos por lotes. Si u (t) es la variable que se quiere filtrar, la salida
será igual a

y (t) = λfu (t) + (1− λf ) yk−1 (t) (4.77)
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donde yk−1 (t) es la salida filtrada en el lote anterior y λf = 1− zp ∈ (0, 1] es un
parámetro que, de forma similar al polo de un filtro de primer orden, regula la
rapidez en la respuesta del filtro, de forma que valores pequeños de λf darán una
respuesta lenta, eliminando mayor cantidad de ruido.

Ambos filtros pueden ser usados, posiblemente en combinación con observadores
de mayor complejidad, como ekf, mhe u observadores para procesos por lotes, para
mejorar el comportamiento del sistema en bucle cerrado en un entorno industrial en
presencia de ruido o incertidumbres, haciendo el sistema en bucle cerrado más robusto.

4.4. Restricciones

Es posible la incorporación de restricciones en el problema de optimización. En ese
caso, el problema de optimización qp incluirá restricciones lineales en las variables ma-
nipuladas y en las controladas. Mediante el uso del modelo aproximado lineal variante
en tiempo, todas las restricciones se convertirán en restricciones lineales en función de
las variables manipuladas. De esta forma se tiene un problema de tipo convexo que
puede ser resuelto de forma eficiente.

El hecho de tener la ley de control en forma de un problema de optimización convexo
no es tan grave como podŕıa pensarse desde el punto de visto computacional, aunque
śı es cierto que complica el análisis de estabilidad. Debe notarse que algunos autores
consideran que el especificar una variable en forma de un problema de optimización
convexo es equivalente, en cuanto a complejidad computacional, a dar la solución del
problema en forma cerrada, puesto que existen algoritmos extremadamente eficientes
que obtienen la solución de un problema de optimización convexo (Polak, 1997).

Tal cual se ha comentado, la función objetivo está dada por la ecuación (4.57). Las
restricciones pueden ser de diversos tipos: en las variables controladas, en las manipu-
ladas, en los incrementos de las variables manipuladas, de monotońıa, de fase mı́nima...
Los tres primeros tipos serán los que se usen más frecuentemente en la práctica, y se
formulan del modo siguiente:

ymı́n ≤ y ≤ ymáx

umı́n ≤ u ≤ umáx

δumı́n ≤ uk − uk−1 ≤ δumáx

∆umı́n ≤ ut − ut−1 ≤ ∆umáx

(4.78)

donde
uk =

(
uk

t uk
t+1 · · · uk

t+m−1

)′
(4.79)
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Nótese que aparece un nuevo tipo de restricciones, que son las restricciones en δu.
No obstante, la incorporación de éstas al controlador es directa, pues el problema de
control se formula en función de estas variables. Además, se verá más adelante cómo
reunir los 4 grupos de restricciones anteriores en 3 grupos, reduciendo aśı el número
total de restricciones.

En la función objetivo y en las restricciones, se debe aplicar la ecuación de predicción
(4.64) para aśı tener todas las ecuaciones en función de las variables manipuladas u.

El problema de optimización, incluyendo matrices de ponderación en lugar de fac-
tores escalares de penalización, se transforma en

mı́n
δu∈Ω

{‖y − r‖Υ + ‖δu‖∆} = mı́n
δu∈Ω

{‖Gδu + (f − r̃)‖Υ + ‖δu‖∆} (4.80)

donde G, f , r̃, ∆ y Υ se calculan tal cual se indica en la sección 4.2. uk es el vector de
señales de control futuras, y δu es el incremento de la señal de control respecto al lote
anterior:

δu = uk − uk−1 (4.81)

El dominio Ω viene especificado por las restricciones:

ymı́n − f − yk−1 ≤ Gδu ≤ ymáx − f − yk−1

umı́n − uk−1 ≤ δu ≤ umáx − uk−1

δumı́n ≤ δu ≤ δumáx

∆umı́n −∆uk−1 + d ≤ Du ≤ ∆umáx −∆uk−1 + d

(4.82)

con
∆uk−1 =

(
uk−1

t − uk−1
t−1 uk−1

t+1 − uk−1
t · · · uk−1

t+m−1 − uk−1
t+m−2

)′
, (4.83)

D =




1 0 · · · 0 0
−1 1 · · · 0 0
...

. . . . . .
...

...

0 0
. . . 1 0

0 0 · · · −1 1




(4.84)

y
d =

(
δut−1 0 · · · 0

)′
=

(
uk

t−1 − uk−1
t−1 0 · · · 0

)′
(4.85)

Finalmente, el conjunto de restricciones dado por (4.82) puede agruparse en la forma
más compacta siguiente:

ymı́n − f − yk−1 ≤ Gδu ≤ ymáx − f − yk−1

máx
{
umı́n − uk−1, δumı́n

} ≤ δu ≤ mı́n
{
umáx − uk−1, δumáx

}
∆umı́n −∆uk−1 + d ≤ Du ≤ ∆umáx −∆uk−1 + d

(4.86)
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Nótese que las restricciones en las variables manipuladas u se pueden garantizar en el
sentido de que el controlador conoce el rango posible de valores que pueden alcanzar.
Con estas restricciones no suele haber problemas de factibilidad, y existirá solución
al problema de optimización siempre que las restricciones sean coherentes (se puede
salir de la zona factible si se conmuta el controlador a modo manual, por ejemplo).
Sin embargo, no ocurre lo mismo con las restricciones en las variables controladas,
que están afectadas por el ruido de la planta y las incertidumbres provocadas por la
dinámica no modelada, el error del modelo y además por el error de la linealización
del mismo. Esto significa que el problema de optimización puede volverse no factible,
no existiendo ninguna solución admisible para la señal de control. Este hecho puede
ocurrir en casi todos los controladores predictivos con restricciones.

El uso de mecanismos de gestión de restricciones (Alvarez, 1997) es necesario en este
sentido, posibilitando la entrada en funcionamiento de un módulo que se encargue de
llevar al sistema de nuevo a la zona factible, tras un peŕıodo temporal en el cual alguna
restricción de baja prioridad no se verifica. El módulo de gestión de restricciones se
encarga de que el impacto de una situación no factible sea mı́nimo, bien consiguiendo
que el tiempo durante el cual las restricciones no se cumplen sea lo menor posible, o
bien permitiendo que algunas restricciones de tipo no cŕıtico o de menor importancia
se relajen durante algunos instantes de tiempo. Estos temas, incluyendo el uso de
restricciones blandas, jerarquización de restricciones o planteamiento de problemas de
optimización multiobjetivo están expuestos en Camacho y Bordons (2004).

Las restricciones sobre los incrementos en la variable manipulada δu pueden ser
aplicadas para acotar el error de la linealización. Las demás restricciones se suelen
plantear por limitaciones f́ısicas de los actuadores, o bien por necesidades del pro-
ceso, tanto de seguridad, como de calidad del producto obtenido. Lógicamente, las
restricciones pueden y deben ser, en un proceso por lotes, variables según el instante
de tiempo. Por ejemplo puede ser necesario por razones de rendimiento restringir la
variable controlada a un entorno de la trayectoria de referencia. De esta forma, las
restricciones sobre esta variable dependen del tiempo, pues aśı ocurre también con las
trayectorias de referencia. Lógicamente, las restricciones deben incluirse en el problema
de optimización, y el hecho de saturar la señal de control resolviendo el problema sin
restricciones provocaŕıa que la solución obtenida fuera subóptima.

Por consiguiente, el problema de optimización convexo sujeto a restricciones debe
ser resuelto en cada instante de muestreo usando técnicas de tipo qp. Sólo el primer
elemento del vector de señales de control futuras calculado se aplica a la planta. Tal cual
se ha comentado, el hecho de tener que resolver un qp en cada instante de muestreo no
provoca una sobrecarga computacional excesiva, pues existen algoritmos de resolución
de este tipo de problemas extremadamente eficientes, y además se tiene limitado el
tamaño del problema por el uso del horizonte de predicción finito.
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4.5. Aspectos de implementación

Tiempo de cpu (s) m = 1 m = 10
Inicialización, filtrado señales 0,073 0,073
Linealización del modelo 1,800 5,323
Calc. resp. libre y señal de control s/restr. 0,270 0,250
Resolución qp 2,947 4,670
Otros cálculos (actualización vectores ...) 0,150 4,670

Tabla 4.1: Tiempos de cálculo con horizonte m = 1 y m = 10

En esta sección se indica la carga computacional necesaria para obtener la señal de
control del inmpc en el ejemplo del reactor monovariable con dos estados. Las pruebas
fueron realizadas en un ordenador Pentium III corriendo a 450 Mhz con 64 Mb de
memoria RAM en un sistema operativo Windows NT. El algoritmo fue implementado
en un lenguaje interpretado de tipo cient́ıfico, con lo cual debe tenerse en cuenta que
los tiempos necesarios para la obtención del modelo linealizado pueden ser reducidos
considerablemente.

Los resultados se muestran en la tabla 4.1 para horizontes de control de 1 y 10. En
ambos casos el horizonte de predicción es de 10. La duración del lote es de 60 muestras,
con lo cual los tiempos indicados en la tabla 4.1 deben dividirse por esta cantidad para
obtener el tiempo de cálculo correspondiente a cada instante de muestreo.

Evidentemente, los procesos con dinámica lenta pueden ser controlados mediante
este tipo de controlador. Debe notarse además que los tiempos de ejecución pueden ser
reducidos de forma notable de varias formas, por ejemplo mediante el uso de técnicas
de iteración en tiempo real, procesadores más potentes, o un lenguaje de programación
compilado. Las figuras 4.7 y 4.8 permiten ver en qué puntos se puede mejorar la efi-
ciencia de los cálculos en el controlador.

Para concluir este caṕıtulo se muestra un esquema del algoritmo en la figura 4.9, en
el cual se pueden ver los pasos básicos a seguir para la implementación del algoritmo
inmpc, aunque para más detalles debe verse la sección correspondiente de este caṕıtulo.
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Figura 4.7: Distribución de la carga computacional en inmpc con m = 1

Figura 4.8: Distribución de la carga computacional en inmpc con m = 10
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Figura 4.9: Cálculo de la seńal de control en el inmpc



Caṕıtulo 5

Estabilidad del controlador inmpc

Este caṕıtulo trata acerca de la prueba de estabilidad matemática del algoritmo
inmpc, que será analizado con una planta lineal, y también en un caso particular,
aunque bastante genérico, no lineal. Las pruebas se han obtenido sobre el caso nominal
sin restricciones, mostrando que el controlador obtiene trayectorias que convergen a
las de referencia con el transcurso de las iteraciones. Las condiciones bajo las cuales se
obtienen trayectorias convergentes son bastante genéricas, siendo necesario, en el caso
no lineal, el suponer que el horizonte de predicción es igual a la unidad.

En cuanto a la estabilidad de controladores iterativos basados en modelo para plan-
tas lineales, se tienen resultados en la literatura, que incluyen el caso con restricciones.
Por ejemplo, para procesos lineales repetitivos se tiene el libro de Rogers y Owens
(1992). La prueba de estabilidad del algoritmo de Amann se tiene en Amann et al.
(1996). El bmpc, que podŕıa verse como una versión de este último algoritmo modifi-
cada con un filtro de Kalman para controlar plantas con restricciones, converge en las
condiciones indicadas en Lee (2000) o Lee et al. (1999). En concreto, principalmente se
asumen condiciones de regularidad de la planta (controlabilidad), que la trayectoria de
referencia sea factible (que cumpla las restricciones) y que el modelado de la planta sea
exacto (sin error de modelado). Para la demostración de la estabilidad se plantea que
la función objetivo, que en el bmpc recoge la duración completa del lote, es una fun-
ción de Lyapunov aún en presencia de restricciones, con lo cual el sistema controlado
será asintóticamente estable, puesto que la suma del error se anula.

En cuanto a los controladores ilc que no están basados en modelo, se pueden en-
contrar pruebas de estabilidad en Moore y Xu (2000). Más pruebas de estabilidad para
una gran variedad de controladores ilc se encuentran en (Xu y Tan, 2003), tenien-
do casi todas ellas en común la hipótesis necesaria de que la función de salida de la
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planta depende directamente de la entrada de la misma, y que, además, su derivada
parcial respecto a la entrada no se anula. En la prueba que se busca para el inmpc,
supondremos que la función de salida de la planta es función exclusiva del estado. De
forma adicional, se encuentra una prueba general para la estabilidad del ilc no lineal,
basada en continuidad Lipschitz de las funciones que modelan la planta (Albertos y
Sala, 2002).

El controlador inmpc se puede aplicar a plantas de tipo no lineal genérico. Aún aśı,
no será posible la demostración de estabilidad en este caso general, siendo necesario
realizar algunas hipótesis sobre la estructura de la misma. En concreto, como punto de
partida se supone que la planta está descrita por ecuaciones de tipo no lineal, af́ın en
el control, y con función de salida lineal, con posibles ruidos de tipo repetitivo:{

xk
t+1 = f

(
xk

t

)
+ g

(
xk

t

)
uk

t + vk
t

yk
t = Cxk

t + wk
t

(5.1)

donde vk
t y wk

t son estos términos de ruido, que verificarán, por hipótesis, que vk
t =

vk−1
t = vt y wk

t = wk−1
t = wt.

El controlador es una función de las variables en el tiempo t en el lote actual, de
las variables en el lote anterior durante todo instante de tiempo y de la estimación
futura de las variables controladas durante el intervalo de predicción especificado por
los horizontes. De una forma bastante general, se puede poner la ley de control del
controlador basado en modelo en la forma:

uk
t = uk−1

t + Φ
(
xk

t , x
k−1
t+1 , xk−1

t . . .
) (

rt − fk
t+1|t

)
(5.2)

donde fk
t+1|t es el vector conteniendo la respuesta libre del sistema, que, en nuestro

caso de control iterativo es, por definición, la obtenida al aplicar al sistema una entrada
igual a la que se aplicó durante el lote anterior. De esta forma, la respuesta libre se
obtiene anulando el incremento de la señal de control para los instantes futuros de
tiempo.

Una propiedad bastante importante de la respuesta libre del inmpc en cuanto al
análisis de estabilidad es que ésta coincide con la trayectoria seguida durante el lote
anterior en el primer instante de tiempo, es decir

fk
1|0 =




yk−1
t+1

yk−1
t+2
...

yk−1
t+p




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t=0

(5.3)

Para que se cumpla lo anterior, debe verificarse que las condiciones de idéntica
inicialización del lote (ecuación 4.50) se cumplan. Es lógico que si aplicamos al sistema
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la misma señal de control uk−1, y éste parte de las mismas condiciones iniciales, el
resultado, que es por definición la respuesta libre, será igual a la misma trayectoria
seguida por el sistema durante el lote anterior yk−1.

Por contra, en los instantes posteriores de tiempo, la respuesta libre consta de varios
términos, uno de ellos igual a la respuesta del sistema en el lote anterior. El incremento
de esta respuesta libre respecto a la trayectoria del lote anterior se calcula mediante el
modelo incremental. Este último término depende directamente de la diferencia entre
la trayectoria base y la trayectoria real seguida en los instantes anteriores a t, y se
está asumiendo que el modelo de la planta coincide con el nominal. No obstante, en
presencia de perturbaciones también se cumple lo anterior, siempre que éstas sean
repetitivas y aditivas.

En el caso de que el sistema haya convergido en los instantes previos a t, se tiene
también la igualdad entre respuesta libre y trayectoria seguida en el lote anterior yk−1

en las mismas condiciones. Esto se puede probar fácilmente puesto que la convergencia
de las trayectorias del sistema en instantes previos permite tener en tiempo t el sistema
en un estado que no vaŕıa al realizar un nuevo lote. De esta forma la trayectoria obtenida
(respuesta libre) con la misma señal de control futura, o sea uk−1

t+i con i = {0, 1, 2, . . .},
que se aplicó durante el lote anterior es idéntica a la trayectoria obtenida en ese último
lote yk−1.

Volviendo a la ley de control iterativa (5.2), debe notarse que el primer término
de la misma uk−1

t es igual a la variable manipulada en tiempo t durante el último
lote, y aparece en la mayoŕıa de los controladores iterativos. Es lógico, pues en estos
controladores, la ley de control da una expresión para los incrementos de la señal de
control ũt. El hecho de poner la ley de control en esta forma implica el uso de variables
incrementales, con lo cual se puede ignorar en la tarea de modelado la presencia de
perturbaciones que sean a la vez repetitivas y aditivas (Lee et al., 1999; Cueli, 2004b).
Esto no supone realizar ninguna aproximación ni tampoco implica perder optimali-
dad en la señal de control calculada, pues la misma no se modifica al considerar una
perturbación del tipo indicado. El controlador trata de calcular el incremento de las
trayectorias respecto al lote anterior de modo que se obtenga una mejora en el error
(figura 5.1).

Debe notarse que las ecuaciones (5.1) tienen una forma bastante general. En nu-
merosas aplicaciones, es posible transformar un sistema genérico no lineal en la forma
indicada. Por ejemplo, considérese el sistema no af́ın

{
ẋ = f(x) + g1(x)u + g2(x)u2 + g3(x)u3

y = Cx
(5.4)
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Figura 5.1: Trayectorias en un controlador mpc iterativo

sobre el cual hacemos el cambio de variables

u̇ = v (5.5)

La ecuación (5.5) no es un cambio de variables simplemente, pues estamos añadiendo
un nuevo estado al sistema, que vendrá dado por





ẋ = f(x) + g1(x)u + g2(x)u2 + g3(x)u3

u̇ = v
y = Cx

(5.6)

Este nuevo sistema puede verse como una extensión del original, cuyo estado está com-
puesto por las variables (x, u), y cuya entrada o variable manipulada es ahora v. Evi-
dentemente, las propiedades globales de controlabilidad de los sistemas (5.4) y (5.6) no
son las mismas, pues la inclusión del cambio de variables (5.5) modifica la estructura
del sistema. Pero debe tenerse en cuenta que la variable u, que es un estado del sistema
extendido (5.6) no interviene en la función de salida del mismo. Por lo tanto, el espacio
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de estados alcanzable de ambos sistemas es el mismo, si se considera exclusivamente la
parte del vector de estados dada por el estado original x.

Considérese ahora el sistema no lineal
{

ẋ = f(x) + g(x)u
y = h (x)

(5.7)

En cuanto a sistemas con función de salida no lineal del tipo (5.7), se pueden
usar técnicas de control geométrico para obtener, bien el sistema linealizado mediante
realimentación estática o dinámica del vector de estados (Respondek, 2002; Isidori et
al., 2001), o bien un sistema con función de salida lineal del tipo (5.1). Esta segunda
forma es más general ya que no requiere ninguna estructura especial en la ecuación de
estados. Es de destacar que el controlador sigue siendo aplicable a un sistema no lineal
del tipo genérico (5.7), pero se pierde la prueba de la estabilidad del mismo. Visto de
otro modo, si tenemos un sistema del tipo (5.1), se puede encontrar un controlador
iterativo cuyas trayectorias converjan a las de referencia, pues se puede realizar un
análisis de estabilidad. En cualquier caso, siempre será bueno tener una función de
salida lineal, pues con ello se garantiza que en el estado de equilibrio x∗ (y en cualquier
estado posible), la función de salida de la planta es uńıvoca.

Para obtener las condiciones bajo las cuales se puede transformar el sistema (5.7)
en uno del tipo (5.1) con función de salida lineal mediante transformación del vector de
estados se hace, sobre el sistema (5.7) el cambio de variables dado por el difeomorfismo1

x̄ = Φ (x) (5.8)

con lo cual se tiene
{

dx̄
dt

= ∂Φ
∂x

[f (Φ−1 (x̄)) + g (Φ−1 (x̄)) u]
y = h ◦ Φ−1 (x̄)

(5.9)

donde h ◦ Φ−1 representa la composición de las funciones h y Φ−1.

Aśı, la transformación (5.8) debe verificar que

h ◦ Φ−1 (x̄) = Cx̄ (5.10)

Lógicamente, esta condición se verifica en un conjunto de sistemas mayor que el de
los sistemas linealizables por realimentación del vector de estados, que deben cumplir

1Un difeomorfismo es una transformación de tipo C∞ (suave) invertible, y cuyo mapa inverso es
también suave.
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condiciones de integrabilidad de la distribución generada por el campo de vectores
definido por f(x), g(x), y los productos de Lie de los mismos (Respondek, 2002; Isidori,
1995, 1999). En este sentido puede ser más directo y preferible encontrar la función
Φ(x) a intentar linealizar el sistema completo.

Finalmente, cabe decir que se debe tener precaución en las plantas con retardo. En
primer lugar, y de enorme importancia para la estabilidad de los procesos por lotes
controlados de forma iterativa, la estimación del mismo debe ser correcta. En efecto,
si aplicamos la ley de control (5.2) a un sistema con retardo mayor que la unidad,
el controlador intentará compensar el error durante toda la duración de lote, y en
particular, en el primer instante de tiempo. Esto hará que la señal de control crezca
de forma continuada, tornándose el sistema en uno inestable. Este hecho es común
denominador de los controladores iterativos, y debe tenerse especial precaución con el
mismo.

En segundo lugar, si existe un retardo en el sistema, éste debe modificarse para
convertirlo en la forma adecuada (5.1). Por ejemplo, sea el sistema con retardo

{
xk

t+d = f
(
xk

t

)
+ g

(
xk

t

)
uk

t + vk
t

yk
t = Cxk

t + wk
t

(5.11)

Introduciendo un vector de estados extendido, puede volverse a escribir en la forma
siguiente 




xk
1,t+1 = f

(
xk

t

)
+ g

(
xk

t

)
uk

t + vk
t

xk
2,t+1 = xk

1,t
...

xk
d,t+1 = xk

d−1,t

yk
t = Cxk

d,t + wk
t

(5.12)

el cual está en la forma deseada (5.1).

En cualquier caso, cuando se tiene un sistema con retardos, es necesario modificar
la función objetivo (4.57), de forma que se penalice el error de seguimiento a partir del
instante t + d, siendo t el instante en el cual se calcula la señal de control. Como es
lógico, no tiene sentido optimizar la salida controlada en instantes de tiempo anteriores
al retraso. También se podŕıa formular el problema de optimización directamente a
partir de (5.11).

Finalmente, el sistema en bucle cerrado posee cierta robustez respecto al resto de
parámetros de la planta, y, en concreto, respecto a las funciones f(x), g(x) o la matriz
C. Debe tenerse en cuenta que, además de ser estas funciones suaves, y verificar por ello
condiciones de continuidad Lipschitz, existe una doble realimentación en el sistema, la
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primera de valores pasados del lote actual, y la segunda de valores obtenidos durante
el último lote completado. La continuidad de las funciones anteriores asegura que el
sistema será robusto cuando los parámetros de la planta no lineal se encuentran en
un entorno determinado de los parámetros nominales. Si el sistema en bucle cerrado
es estable para la planta nominal, una modificación de los parámetros del modelo
suficientemente pequeña hará que las trayectorias de la planta se modifiquen. Esta
variación de la trayectoria será continua y el sistema no se hará inestable cuando los
parámetros están en ese entorno cercano a los nominales.

Cuando las perturbaciones no son exactamente repetitivas y aditivas, se han lle-
vado a cabo estudios de robustez del sistema para determinar si el funcionamiento es
correcto en estos casos (Cueli y Bordons, 2005a,b). En las simulaciones realizadas y
las aplicaciones estudiadas, la no linealidad de las perturbaciones se compensa poco a
poco, de forma que a medida que el sistema converge, las perturbaciones se vuelven
repetitivas y aditivas. De este modo, pueden ser compensadas correctamente por el
modelo incremental aunque no sean exactamente aditivas.

5.1. Análisis de estabilidad en el caso multivariable

con horizontes unitarios

La estabilidad en los procesos por lotes debe verificarse en dos sentidos diferentes
al mismo tiempo, los cuales se corresponden con los dos ejes temporales o variables
independientes que se tienen en este tipo de procesos, y que son el ı́ndice de lote y
el tiempo transcurrido desde el comienzo del último lote (figura 5.2). Por simplicidad,
se asume que el modelo nominal de la planta coincide con la planta real, aunque se
permite la presencia de perturbaciones de tipo repetitivo y aditivo (ecuación 5.1).

Para realizar el análisis de estabilidad, comenzamos analizando el primer instante
de tiempo de cada lote, es decir, t = 1. La idea es probar la convergencia de las
trayectorias en este instante de tiempo en el sentido del eje que representa el número
de lotes completados. Una vez se ha probado esto, es posible extender la prueba de
convergencia al resto de instantes de tiempo dentro del lote mediante un razonamiento
de tipo inductivo.

De esta forma, y teniendo en cuenta que los términos repetitivos y aditivos se pueden
obviar, pues son eliminados al usar el controlador iterativo, las ecuaciones de la planta



102 Análisis de estabilidad multivariable, horizonte unidad

0
10

20
30

40
50

60

0

2

4

6

8

10

12

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Tiempo

Iteración

V
ar

ia
bl

e 
co

nt
ro

la
da

Figura 5.2: Un proceso por lotes visto en función de dos ejes independientes

(5.1) fijando el tiempo t = 1 se escriben:

{
xk

1 = f (x0) + g (x0) uk
0 = f0 + g0u

k
0

yk
1 = Cxk

1

, (5.13)

donde u ∈ RNu , x ∈ RNx e y ∈ RNy . Para no confundir la notación, y puesto que m
y p representan, respectivamente, los horizontes de control y de predicción, denotamos
respectivamente con Nu, Nx y Ny el número de variables manipuladas, de estados y de
variables controladas. Estas ecuaciones se pueden poner en forma incremental restando
las mismas particularizadas para los dos lotes consecutivos k − 1 y k:

{
xk

1 = xk−1
1 + g0ũ

k
0

yk
1 = yk−1

1 + Cx̃k
1 = yk−1

1 + C
(
xk

1 − xk−1
1

) (5.14)

Se tienen propiedades especiales en este primer instante de tiempo. Una de ellas
es la coincidencia entre la respuesta libre y la trayectoria seguida por el sistema en el
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instante anterior (ver el inicio del caṕıtulo 5), verificándose este hecho para cualquier
horizonte de predicción o control.

La otra propiedad es que el mapa entrada-salida se convierte en la función lineal
siguiente:

yk
1 = Cg0u

k
0 + Cf0 = G1u

k
0 + b1 (5.15)

La ley de control que da el inmpc en este primer instante de tiempo es, teniendo en
cuenta la igualdad entre respuesta libre y la trayectoria del lote anterior, la siguiente

uk
0 = uk−1

0 + (G′
1G1 + Λ)

−1
G′

1

(
r1 − yk−1

1

)
(5.16)

donde

r1 es el vector de trayectorias de referencia deseadas en t = 1, con igual número
de elementos que de variables controladas Ny, pues el horizonte de predicción es,
por hipótesis, la unidad.

yk−1
1 se obtiene al aplicar al sistema no lineal la entrada uk−1

0 en t = 0, o, lo que
es equivalente, anulando ũk

0, y coincide con la respuesta libre del mismo. Nótese
que se tiene en cuenta que se calcula la respuesta libre mediante el modelo no
lineal de la planta, lo cual es posible, pues este modelo es conocido. La obtención
de esta respuesta libre, en el caso de horizontes mayores, se obtendrá iterando el
modelo no lineal (5.1).

G1 es la matriz dinámica en t = 1 del sistema linealizado en torno a la trayectoria
base (De Keyser, 1998), que, en este caso, coincide con la que sigue el sistema
durante el lote anterior. Puesto que el horizonte de predicción es igual a la unidad,
se tiene

G1 = Cg0 (5.17)

uk
0 contiene sólamente la señal de control en el primer instante de tiempo, pues

el horizonte de control debe ser menor o igual que el de predicción, en este caso
1. Recuérdese que uk

0 es un vector en el caso multivariable.

Sustituyendo la ecuación de predicción (5.15) en (5.16), tendremos:

uk
0 = uk−1

0 + (G′
1G1 + Λ)

−1
G′

1

(
r1 − b1 −G1u

k−1
0

)
(5.18)

Finalmente, teniendo en cuenta que, dadas dos matrices cualesquiera A y B, se
cumple la relación siguiente:

(A + B)−1 A = (A + B)−1 (A + B −B) = I − (A + B)−1 B (5.19)
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la ecuación que da la señal de control del sistema en bucle cerrado (5.18) se convierte
en

uk
0 = (G′

1G1 + Λ)
−1

Λuk−1
0 + (G′

1G1 + Λ)
−1

G′
1 (r1 − b1) (5.20)

Esta ecuación de evolución de la señal de control puede verse desde el punto de
vista de una iteración de punto fijo x = z(x). Asumiendo que el set point está en el
conjunto alcanzable se tendrá que existe un u∗0 que verifique

r1 = Cx∗1 = Cg0u
∗
0 + Cf0 (5.21)

Viendo las ecuaciones (5.15)-(5.16) se deduce directamente que x = u∗0 es un punto
fijo de la iteración x = z(x).

Resta probar si este punto fijo existente u∗0 = z(u∗0) es estable y único. El teorema
del punto fijo de Banach, también conocido con el nombre del teorema de mapas
contractivos se puede aplicar aqúı (Vidyasagar, 1993).

Haciendo un inciso, aqúı es donde se requiere suponer que la función de salida
es lineal. Se ha ensayado una prueba de estabilidad con función de salida no lineal.
El resultado se puede poner en forma de un sistema de Lur’e en tiempo discreto,
que puede ser analizado mediante técnicas de hiperestabilidad o estabilidad absoluta
(Popov, 1973). El sistema de Lur’e especificado por la ecuación (5.18) consta de un
integrador (parte lineal) y una función de realimentación no lineal (Kokotovic y Arcak,
2001), que depende de la derivada o linealización de la función de salida. Este sistema se
ha estudiado usando el criterio de Tsypkin (Tsypkin, 1963, 1964), que es el equivalente
al de Popov para sistemas en tiempo discreto, obteniendo resultados positivos en cuanto
a la estabilidad. El sistema será estable si se parte de una trayectoria inicial contenida
dentro de una región de convergencia bien definida. El problema principal que se tiene
está en extender este resultado a instantes de tiempo posteriores, puesto que en el
transitorio inicial no se podrá garantizar que la trayectoria esté contenida dentro de la
región de convergencia durante todo instante de tiempo y que además la trayectoria
no se saldrá de esa zona con el transcurso de los lotes.

Siguiendo con la prueba de estabilidad, se cumple que el espacio de estados es un
espacio de Banach. Los espacios vectoriales de Banach tienen la propiedad de que, dada
una función z(x) y dos secuencias cualesquiera xn e yn contenidas en ese espacio, se
cumplirá que el hecho de que las dos secuencias converjan, o sea, que

ĺım
n→∞

‖xn − yn‖ = 0 (5.22)

implica el siguiente hecho

ĺım
n→∞

‖z (xn)−z (yn)‖ = 0 (5.23)
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Mediante el teorema del punto fijo de Banach, se trata de encontrar un coeficiente,
llamado coeficiente (global) del mapa contractivo ρ tal que

‖z(x)−z(y)‖ ≤ ρ‖x− y‖, ∀x, y ∈ RNu (5.24)

donde x e y son vectores del espacio de Banach en el cual está definida la iteración
F (x).

Es decir, si se cumple ρ < 1, se puede afirmar la existencia, estabilidad y unicidad
del punto fijo. Además, la estabilidad es global y exponencial con coeficiente ρ. Es
decir, existirá una constante c tal que la norma del error de seguimiento del sistema en
este primer instante de tiempo esté acotada por c · e−ρk.

Se trata entonces de encontrar el valor del coeficiente ρ en el caso indicado. Susti-
tuyendo (5.20) en (5.24), se tiene

‖z(x)−z(y)‖ ≤
∥∥∥(G′

1G1 + Λ)
−1

Λ (x− y)
∥∥∥ (5.25)

Para obtener ρ, es necesario conocer el concepto de norma inducida de una matriz.
La norma inducida de una matriz se puede definir de la forma siguiente (Lay, 1994):

‖A‖i = máx
‖x‖=1

‖Ax‖ (5.26)

y representa el máximo factor posible en el cual se incrementa la norma de un vector
al aplicarle la transformación lineal dada por la matriz A. Si la norma inducida de
la matriz es menor que la unidad, al aplicar la matriz A al vector v, su norma se
reducirá necesariamente.

En el caso de considerar la norma Eucĺıdea, se tiene la expresión siguiente para la
norma inducida correspondiente a la misma

‖A‖i =
√

λmáx (A∗A) (5.27)

donde λmáx(·) es el máximo autovalor de una matriz.

La propiedad principal, y más usada, de la norma inducida se muestra en la expre-
sión siguiente

‖Ax‖ ≤ ‖A‖i ‖x‖ (5.28)

donde ‖A‖i es la norma inducida de la matriz A.

Aśı, podemos acotar la expresión (5.25) mediante la expresión

‖z(x)−z(y)‖ ≤
∥∥∥(G′

1G1 + Λ)
−1

Λ
∥∥∥

i
‖x− y‖ = ρ ‖x− y‖ (5.29)
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Ahora usamos el hecho de que la matriz Λ es diagonal, y que G1 tiene rango comple-
to. Esto se puede suponer si el sistema es controlable. Por lo tanto, G′

1G1 es simétrica
definida positiva y, por lo tanto, diagonalizable. Aśı, se puede expresar G′

1G1 = PΩP ′

donde Ω es diagonal con elementos no nulos y P es una matriz ortonormal. Aplicando
álgebra matricial básica (ver, por ejemplo, el libro de Lay (1994)) y tomando la norma
Eucĺıdea, se tiene

ρ =
∥∥∥(PΩP ′ + Λ)

−1
Λ

∥∥∥
i
=

∥∥∥[P (Ω + Λ) P ′]−1
Λ

∥∥∥
i
=

=
∥∥P (Ω + Λ)−1 ΛP ′∥∥

i
≤ 1

1 + Ωmı́n

Λmáx

(5.30)

Al ser Ωi y Λi positivos, se puede afirmar que el coeficiente ρ es estrictamente menor
que la unidad, tal como requiere el Teorema de Banach.

Se concluye aśı que el sistema converge en t = 1. Un razonamiento de tipo inductivo
puede ser empleado para deducir la convergencia en t + 1, suponiendo que el sistema
converge en el instante t.

En efecto, puesto que las funciones f (x) y g (x) son continuas por hipótesis, se
puede desarrollar en serie la ecuación no lineal de la planta de la forma siguiente




xk
t+1 = f

(
xk

t

)
+ g

(
xk

t

)
uk

t

= ft + gtu
k
t + ε

(
x∗t − xk

t

)
yk

t+1 = Cxk
t+1

(5.31)

donde ft = f (x∗t ), gt = g (x∗t ) y ε
(
x∗t − xk

t

)
es un término que cumple

ĺım
k→∞

ε
(
x∗t − xk

t

)
= 0, (5.32)

ya que x∗t = ĺımk→∞ xk
t . En efecto, el valor que alcanza el estado al converger en el

instante t es, por hipótesis, x∗t , y la función ε(·) se anula en el origen.

Suponiendo que hay un controlador que establece la señal de control uk
t , el sistema

anterior (5.31) será autónomo, el cual lo denotamos por Σt+1. La planta se puede ver
como una conexión en cascada de N subsistemas Σi (figura 5.3).

La demostración de estabilidad por inducción consiste en verificar que, suponiendo
que el sistema en cascada compuesto por Σ1, . . . , Σt sea asintóticamente estable, el
añadir Σt+1 a este sistema resultará en un sistema también asintóticamente estable.

Se tiene que el subsistema siguiente, obtenido haciendo xk
t = x∗t{

xk
t+1 = ft + gtu

k
t

yk
t+1 = Cxk

t+1

(5.33)
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ΣΣΣΣ1 ΣΣΣΣ2 ΣΣΣΣt ΣΣΣΣt+1x1 x2 ... xt-1 xt
Figura 5.3: Conexión en cascada de subsistemas

y con la señal de control calculada con la fórmula (5.18) particularizada para el
instante t, es decir, con

uk
t = uk−1

t +
(
G′

t+1Gt+1 + Λ
)−1

G′
t+1

(
rt+1 − bt+1 −Gt+1u

k−1
t

)
, (5.34)

es global y asintóticamente estable, pues se tiene exactamente el mismo caso que en
t = 1.

Volviendo al sistema original (5.31), se puede ver que se corresponde con el dia-
grama de sistemas en cascada mostrado en la figura 5.3, el cual se divide en dos, uno
compuesto por los subsistemas Σ1, . . . , Σt, asintóticamente estable por hipótesis, y el
otro compuesto por Σt+1. Puesto que ambos son global y asintóticamente estables, se
puede concluir que el conjunto (5.31) es también global y asintóticamente estable (Pan-
teley y Loria, 1998; Panteley et al., 1999). Nótese que en sistemas en tiempo continuo
debe cumplirse la condición de que la trayectorias se mantengan acotadas.

5.2. Análisis de estabilidad multivariable con hori-

zontes arbitrarios

El caso del controlador con horizonte de predicción mayor que la unidad es más
dif́ıcil de analizar, sobre todo cuando el modelo es no lineal. En concreto, resulta com-
plicado llegar a una iteración de punto fijo que se pueda estudiar a partir de la ley
de control (5.16), puesto que el uso de horizonte de control mayor que la unidad en
conjunción con un esquema de control predictivo con horizonte deslizante hace que no
se tenga una expresión adecuada en forma cerrada para la señal de control en todos
los instantes de tiempo.



108 Análisis de estabilidad multivariable, horizontes arbitrarios

En concreto, se podŕıa estudiar en el caso general la estabilidad del siguiente esque-
ma:

Calcular el vector de m muestras de la señal de control, según la fórmula general
(4.70). Este vector se refiere a los instantes de tiempo {t, t + 1, . . . , t + m− 1}.

Aplicar en bucle abierto el vector obtenido, durante todos los instantes de tiempo
del intervalo correspondiente.

Al llegar al instante t + m, se vuelve a calcular el vector de señales de control,
que contendŕıa la señal a aplicar desde el instante t + m hasta el t + 2m− 1, y el
procedimiento se repetiŕıa sucesivamente.

El inmpc no sigue exactamente este esquema de obtención de la variable manipula-
da. En cada instante de tiempo se vuelva a calcular la misma con toda la información
disponible hasta el momento, con lo cual el grado de realimentación es mayor, y la
respuesta a las perturbaciones debe ser más rápida. En cualquier caso, nos referiremos
más adelante, al final de esta sección, a este hipótetico algoritmo, comprobando que la
estabilidad del mismo puede ser estudiada incluso con horizonte de control mayor que
la unidad.

Además, en el caso con este horizonte mayor que la unidad, la ecuación de predicción
lineal (5.15) deja de ser válida, y hay que sustituir el modelo no lineal de la planta en
esa misma expresión. Aśı, resulta necesario suponer que el modelo de la planta es lineal
para poder realizar el análisis de estabilidad.

De la misma forma que en la sección 5.1, nos centramos primero en el análisis
durante el primer instante de tiempo. Posteriormente se extenderá éste a la duración
completa del lote.

La ley de control con horizonte de control también mayor que la unidad es, inde-
pendientemente de si el modelo de la planta es lineal o no, la siguiente:

uk
t = uk−1

t + Π (G′
tGt + Λ)

−1
G′

t ( rt − f t) (5.35)

donde rt ∈ RpNy es la trayectoria de referencia, y f t ∈ RpNy es la respuesta libre en
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el instante de tiempo t. En el caso multivariable, se tendrá:

rt =




rt+1,y1

...
rt+p,y1

...
rt+1,yNy

...
rt+p,yNy




, f t =




ft+1,y1

...
ft+p,y1

...
ft+1,yNy

...
ft+p,yNy




, uk
t =




uk
t,1

uk
t,2
...

uk
t,Nu


 (5.36)

La matriz G en el instante t tiene la forma siguiente

G =




G11 G12 · · · G1Nu

G21 G22 · · · G2Nu

...
...

. . .
...

GNy1 GNy2 · · · GNyNu


 (5.37)

donde cada bloque es una matriz triangular inferior cuyos elementos se calculan según
la ecuación (4.65). Cada elemento de esa matriz gi,j ∈ RNy×Nu se asigna a un bloque
diferente de la matriz G.

El hecho de considerar horizonte de control mayor que la unidad se traduce en que
sólo se aplica a la planta la señal de control calculada en el primer instante de tiempo
del horizonte. Esto se traduce en que aparece en la ley de control una matriz Π que
multiplica a la señal de control. Ésta simplemente selecciona el valor de la señal de
control calculado en el instante t.

Es decir,

Π =
(

Π1 Π1 · · · Π1

)
(5.38)

Π1 =




1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


 (5.39)

con Π ∈ RNu×mNu y Π1 ∈ RNu×Nu

Aśı, al proyectar cualquier vector v mediante la matriz Π, su norma no se incre-
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mentará, tal cual se muestra en la siguiente ecuación.∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




v1

v1+m

v1+2m
...

v1+m(Nu−1)




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= ‖Πv‖ ≤ ‖v‖ (5.40)

En efecto, la matriz Π sólo selecciona ciertos elementos del vector v. De esta forma,
se tiene que ‖Π‖i = 1, ya que, la relación anterior se cumple con el signo de igualdad
cuando

v =




v1

0
...
0
...

v1+m(Nu−1)

0
...
0




(5.41)

Aśı, se puede escribir uk
t del modo matricial siguiente

uk
t = Π uk

t = Π




uk
t,1

uk
t+1,1
...

uk
t+m−1,1

uk
t,2

uk
t+1,2
...

uk
t+m−1,2

...
uk

t,Nu

uk
t+1,Nu

...
uk

t+m−1,Nu




(5.42)

La ley de control (5.35) se transforma en el caso de horizontes arbitrarios en

Π uk
t = Π uk−1

t + Π (G′
tGt + Λ)

−1
G′

t ( rt − f t) (5.43)
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Fijando el tiempo en t = 1, y aplicando la igualdad entre la respuesta libre y
trayectoria seguida por la variable controlada en el lote anterior, se tiene una expresión
análoga a (5.20), válida para cualquier horizonte:

Π uk
0 = Π (G′

1G1 + Λ)
−1

Λ uk−1
0 + (G′

1G1 + Λ)
−1

G′
1 ( r1 − b1) (5.44)

En un sistema invariante en el tiempo, se puede demostrar que la norma inducida
de la matriz correspondiente Π (G′

1G1 + Λ)−1 Λ es menor que el horizonte de control
m. Además, esta expresión no se corresponde con una iteración de punto fijo porque
la matriz Π no es invertible (no se puede reconstruir el vector original a partir de uno
de dimensión inferior).

Supongamos ahora que tenemos el controlador descrito al comienzo de esta sección
5.2. En ese caso, se tendrá la misma expresión (5.44) con la matriz Π igual a la identidad,
y se concluye que este hipotético controlador, que es similar al inmpc pero con una
modificación en la estrategia del horizonte deslizante, será estable para cualquier valor
de los horizontes de control y de predicción, en ausencia de error de modelado y con
una planta lineal. Esto se desprende directamente de sustituir Π = I en la expresión
(5.44), y del estudio de la norma inducida de la matriz correspondiente, que es menor
que la unidad en cualquier caso.

Para el análisis del algoritmo inmpc sin modificaciones, se debe aplicar una nue-
va hipótesis, y es que el horizonte de control m debe ser la unidad. El horizonte de
predicción sigue siendo arbitrario. También en estas condiciones, Π = I, y el análisis de
estabilidad es completamente idéntico al caso con horizonte de predicción unidad. Tal
cual se probó en la sección anterior 5.1, la norma inducida de la matriz (G′

1G1 + Λ)−1 Λ
es menor que la unidad, con lo cual el punto de equilibrio de la iteración de punto fijo
correspondiente es globalmente estable.

De esta sección se concluye que el controlador será estable con horizonte unidad y
planta con función de salida lineal, o bien con horizonte de control unidad y planta
lineal, posiblemente variante en tiempo. Esto no quiere decir que el sistema no sea
estable en otras condiciones, tal cual es de suponer, ya que las condiciones encontradas
son suficientes. Además, en esta sección se ha propuesto una modificación en el inmpc
que permite que la prueba de estabilidad se pueda extender a casos con horizonte de
control mayor que la unidad y planta lineal. En la siguiente sección se muestran algunas
simulaciones realizadas con el controlador inmpc.
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5.3. Algunos ejemplos

En esta sección se muestran algunos ejemplos que intentan ilustrar el comportamien-
to del controlador en varias situaciones, comprobando la estabilidad del mismo en
ausencia de error de modelado. En el primer ejemplo no se cumplen las hipótesis que
garantizan la estabilidad, puesto que la función de salida es no lineal. En el segundo
caso, se tiene estabilidad garantizada.

El objetivo es comprobar que el sistema converge cuando la función de salida es
lineal. Esto se ilustra con un ejemplo en la sección 5.3.2. Además, en el caso de que no
se cumpla la condición de estabilidad, la convergencia dependerá de los parámetros del
controlador, tal cual se ilustra a continuación en el ejemplo 1 (sección 5.3.1).

5.3.1. Ejemplo 1

La planta nominal tiene dos estados, una entrada y una salida. La parte dinámica
es lineal con función de salida no lineal, descrita por una función cúbica. El modelo
viene dado las ecuaciones

{
xt+1 = Axt + But

y = h0 + h1x + x′H2x + h31x
3
1 + h32x

3
2

(5.45)

donde

A =

(
0,9 0,7
0 0,5

)
(5.46)

B =

(
0,3
−0,1

)
(5.47)

h0 = 2 (5.48)

h1 =
(

3 0
)

(5.49)

H2 =

(
2 0
0 0

)
(5.50)

h31 = 15 (5.51)

h32 = 0 (5.52)

Esta planta se ha controlado con el inmpc descrito en el caṕıtulo 4 y cuya prueba
de estabilidad se da en este caṕıtulo. No obstante, la estabilidad sólo está garantizada
cuando la función de salida de la planta es lineal, lo cual no ocurre en este caso.
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Figura 5.4: Ejemplo 1 con el controlador inmpc con función de salida no lineal
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Figura 5.5: Ejemplo 1 con el controlador inmpc con función de salida no lineal
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Figura 5.6: Ejemplo 1 con el controlador inmpc con función de salida no lineal

El primer experimento realizado, que se puede ver en la figura 5.4, muestra un com-
portamiento estable que converge a las trayectorias de referencia en pocas iteraciones.
El controlador usado teńıa horizontes unitarios. Los pesos que ponderan el error y el
esfuerzo de control en la función objetivo son iguales a la unidad también. α = 0 con
lo cual la trayectoria de referencia es la misma en todos las iteraciones.

Puesto que la estabilidad no está garantizada en este caso, se va a buscar una
sintonización del controlador que resulte en un comportamiento inestable. Las figuras
5.5 y 5.6 muestran el resultado de controlar la misma planta modificando los parámetros
del controlador.

En la figura 5.5 se ha modificado el horizonte de predicción, haciéndolo igual a 10.
Lo que sucede en esta simulación es que el peso relativo del esfuerzo de control en
la función objetivo disminuye, y por lo tanto la señal de control presenta variaciones
más bruscas provocando la inestabilidad. Algo parecido ocurre al disminuir el peso del
esfuerzo de control. La figura 5.6 muestra un experimento en el que se mantiene el
horizonte de predicción unitario y se disminuye el valor del peso del esfuerzo de control
(λ = 0,1). En ambos casos se obtiene un comportamiento inestable.
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5.3.2. Ejemplo 2
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Figura 5.7: Ejemplo 2 con el controlador inmpc (3 iteraciones)

En este caso se considera la planta descrita por la ecuación en diferencias (Chien,
2000)





x1,t+1 = x1,t + Tmx2,t

x2,t+1 = x2,t + Tm

{
x1,tsen (x2,t) ecos(x2,t) + x2,tsen (x1,t)

}
+

+Tm {[2 + 1,5sen (x2,t)] ut + wt}
(5.53)

yt = x2,t (5.54)

donde el parámetro Tm = 1/20, la duración del lote es de 21 muestras y wt es una
perturbación repetitiva dada por

wt = 0,01sen (t/2) (5.55)

Esta planta se controla mediante el inmpc con horizontes unitarios y penalización
del esfuerzo de control λ = 10−5. Puesto que la planta es controlable, la estabilidad
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Figura 5.8: Ejemplo 2 con el controlador inmpc con ruido (3 iteraciones)

del sistema en ausencia de error de modelado está garantizada según lo expuesto con
anterioridad en este caṕıtulo.

En la figura 5.7 se muestran 3 iteraciones del controlador, comprobando que el mis-
mo converge a la trayectoria deseada, mostrada en la figura en trazo discontinuo. Se
ha probado también este controlador añadiendo ruido a la salida de la planta, obte-
niendo el resultado mostrado en la figura 5.8. En esta simulación se ha introducido un
error pequeño en las condiciones iniciales, pero aún aśı el controlador funciona correc-
tamente. De esta forma mostramos además una simulación con error en la condición
inicial. Es decir, la condición inicial está ligeramente modificada, aunque mantiene un
valor constante, igual para todos los lotes. El sistema converge en todo instante de
tiempo, menos en el inicial, debido al error en la condición inicial.

De estos ejemplos se desprende la necesidad de asumir que la función de salida es
lineal para garantizar la estabilidad. En el caso de que esta condición no se cumpla,
la estabilidad del algoritmo no está garantizada, dependiendo de los parámetros del
controlador, y existiendo una región en torno a la trayectoria de referencia en torno a la
cual el controlador es estable. Esta región dependerá de los parámetros del controlador.



Caṕıtulo 6

Aplicaciones del inmpc

En las secciones que siguen, se muestran algunos de los resultados experimentales y
en simulación obtenidos de la aplicación del controlador inmpc descrito en el caṕıtulo
4, del cual se da una prueba de estabilidad bajo ciertas condiciones en el caṕıtulo 5.
Nótese que los resultados experimentales que se tienen del algoritmo mpc-ar para
rechazo de perturbaciones periódicas se muestran en la sección 3.3 correspondiente a
otro caṕıtulo.

En concreto se ha comprobado el funcionamiento del algoritmo inmpc en plantas
simuladas a las cuales se ha introducido ruido aleatorio, aśı como en procesos reales,
principalmente una planta piloto de laboratorio en la cual se emula el calor generado
por una reacción exotérmica mediante una resistencia inmersa en un depósito. En todos
los casos se trata de hacer que el sistema siga una trayectoria de referencia determinada
previamente en el nivel de optimización de consignas. Esta trayectoria se podŕıa calcular
mediante un método de optimización de consignas, que consistiŕıa en la aplicación de
técnicas de optimización de una función de costes. La solución del problema, basada
en el modelo de la planta, nos daŕıa la trayectoria óptima en bucle abierto, que nuestro
controlador inmpc trata de seguir con la mayor precisión posible.

En las secciones siguientes se muestran resultados en simulación y experimentales de
procesos controlados por lotes y semilotes mediante el controlador inmpc, aśı como de
diversas comparaciones con otros métodos. En este trabajo, se han probado diferentes
plantas, algunas de las cuales son simuladas, mientras que las otras se corresponden con
procesos reales, entre ellos una planta piloto de laboratorio. La descripción completa
de las plantas se puede encontrar en los apéndices.
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Concretamente, se ha emulado el comportamiento de un reactor qúımico por lotes
y semilotes, resultados que se muestran respectivamente en las secciones 6.2.1 y 6.1.2.
Además, un proceso de neutralización de pH por lotes se ha simulado en la sección
6.1.1. Estas plantas se pueden controlar bien mediante controladores continuos o bien
mediante iterativos, pero se pueden obtener algunas ventajas cuando se tiene un proceso
por lotes y se emplea un controlador iterativo del tipo inmpc.

Se ha planteado una planta solar de obtención de fŕıo a baja y media temperatura
para ser controlada mediante este tipo de controladores iterativos, puesto que el proceso
puede verse como un proceso por lotes con duración de lote de un d́ıa. El uso de
información del d́ıa anterior permitiŕıa mejorar el resultado en el d́ıa siguiente. Con
esta idea en mente, se han realizado varios experimentos en una planta de refrigeración
mediante enerǵıa solar. En este caso concreto, los resultados no han sido mejores que
los obtenidos al aplicar a la planta un controlador gpc. Ello se debe a diversos motivos,
que deben ser examinados antes de la implementación de un controlador iterativo como
solución a un problema de control especificado, y que se describen en las siguientes
ĺıneas.

Por lo tanto, pueden establecerse una serie de condiciones básicas a la hora de
plantear si un controlador iterativo puede aplicarse o no. Principalmente se tienen los
dos requerimientos siguientes:

1. Se deben cumplir, con una precisión determinada, las condiciones de inicialización
idéntica. Es decir, el estado inicial al comienzo de cada lote debe ser idéntico en
todos los casos, o, lo que es lo mismo, que xk

0 = xk−1
0 = x0.

2. Las perturbaciones deben ser repetitivas. Quiere esto decir que la perturbación
alcanza valores que sólo dependen del tiempo transcurrido dentro del lote actual,
y son por ello independientes del ı́ndice de lote: dk

t = dk−1
t = dt. Otra condi-

ción adicional es que estas perturbaciones aparezcan sumando en las ecuaciones
dinámicas de la planta, aunque esta condición no se exige en todos los casos,
pues pueden existir perturbaciones que entren en el modelo en forma no lineal
(no aditivas), que se compensen correctamente mediante un controlador iterativo,
dependiendo del tipo de planta que se tenga.

Además, debe tenerse en cuenta que si la duración del lote es muy alta en com-
paración con la dinámica de la planta, el sistema puede funcionar correctamente con
controladores clásicos. En ese caso, el sistema controlado tiene tiempo suficiente para
alcanzar el régimen permanente, con lo cual pueden funcionar bien tanto los contro-
ladores iterativos como los no iterativos.
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En resumen, los controladores iterativos deben aplicarse con precaución cuando
las dos condiciones anteriores no se verifican de forma exacta. Es muy dif́ıcil asegu-
rar el cumplimiento de ambas en una aplicación real. Por ejemplo, en la planta solar,
se pueden alcanzar condiciones iniciales similares (temperatura del agua en los acu-
muladores y temperatura del agua en los colectores solares) en el comienzo de los
experimentos de cada d́ıa. Sin embargo, en una posición arbitraria, será muy dif́ıcil
que la radiación solar coincida con la que hubo el d́ıa anterior a la misma hora, pues
ésta se ve afectada por diversos fenómenos meteorológicos. De esta forma, no se ase-
gura la segunda condición en este caso. Aśı, es buena idea verificar antes que nada que
se cumplen las dos condiciones prescritas antes de pensar en aplicar un controlador
iterativo.

Cuando se ha aplicado el controlador a esta planta, se han elegido d́ıas consecutivos
o cercanos entre śı, con unas condiciones de cielo despejado. En ese caso el resultado no
es tan malo, pudiéndose observar el fenómeno de refinado progresivo de las trayectorias.
No obstante, debe decirse que la dinámica de la planta es tan lenta, que casi funciona
mejor un controlador clásico, pues el mismo es capaz de responder rápidamente a per-
turbaciones de tipo no repetitivo. Por esta razón no se incluyen las pruebas realizadas
en la planta solar en este trabajo.

A continuación se muestran los resultados obtenidos en la aplicación del controlador
a una planta de pH, un reactor qúımico por semilotes, aśı como de los resultados
experimentales obtenidos con una planta piloto emulando un reactor por lotes.

6.1. Simulación

El controlador inmpc se ha implementado en el entorno Matlab/Simulink, mediante
funciones S. Las plantas que se han simulado en este trabajo corresponden a sistemas
descritos por Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ode) de tipo no lineal.

Cabe decir que los tiempos de cálculo no son excesivamente altos, pues debe tenerse
en cuenta la existencia de horizontes finitos que son menores que la duración completa
del lote. No obstante, debe advertirse que la complejidad del problema ha hecho que
el algoritmo se deba implementar en un lenguaje de programación cient́ıfico de alto
nivel, pues será muy dif́ıcil la ejecución de estos algoritmos en código nativo del scada
(entre otras cosas porque no incluyen rutinas de cálculo matricial ó qp).
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6.1.1. Planta de neutralización de pH

PSfrag replaements
h0h Wa4 Wb4

q1 (HCl) q2 (KH2PO4, Na2HPO4)q3 (NaOH)

q4H3O+OH� PO3�4HPO2�4H2PO�4
pH

Figura 6.1: Proceso de neutralización de pH

En esta sección, se muestra el resultado obtenido al comparar el controlador no
lineal iterativo basado en modelo inmpc y el controlador lineal iterativo ilc en la
planta simulada de pH descrita con más detalle en el apéndice C. Se presenta también
un análisis del sistema controlado en presencia de ruido y perturbaciones. Los resultados
obtenidos se tienen en simulación, aplicando el controlador al modelo no lineal de la
planta en tiempo continuo.

Viendo la figura 6.1, el objetivo de control es mantener el pH de la solución que hay
dentro del recipiente, o bien seguir una trayectoria de referencia con la mayor exactitud
posible. La variable manipulada es el caudal de base (q3) que se añade al recipiente. Se
supone que el caudal de ácido (dilúıdo) es la perturbación repetitiva. En este caso, esta
señal sigue un patrón constante con un escalón, de diversas amplitudes, en t = 225s.

Pero el mismo esquema de control podŕıa servir cuando el caudal de ácido siga una
evolución diferente, por ejemplo, de tipo exponencial decreciente, siempre y cuando
esta señal siga siendo repetitiva y de una amplitud pequeña. Este esquema serviŕıa
aśı para el control de pH de un proceso de fermentación (Babuska et al., 2002), en
el cual la producción de ácido durante la fermentación sigue un patrón variable. La
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clave para que el controlador funcione en este caso está en sintonizar el mismo para
que los cambios de un lote a otro sean lo suficientemente pequeños como para que las
variaciones en la producción de ácido de un lote a otro sean muy pequeñas, de forma
que puedan ser compensadas por el modelo incremental.

El problema fundamental que se tiene en el control del pH está en las grandes
variaciones de pendiente que presenta la curva de la función de salida. Ello se puede
observar en la figura 6.2, que muestra la curva teórica de pH de una solución de 1,25l
de ácido fosfórico a la que se añade una solución ácida (a la izquierda de la gráfica) o
básica (a la derecha).
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Figura 6.2: Curva de pH

Por ello algunos autores han usado modelos de Hammerstein o de Wiener (Gomez y
Jutan, 2003) para describir los procesos de pH: la dinámica queda recogida en la parte
lineal del modelo, mientras que la no linealidad de la función de salida se plasma en la
parte no lineal del modelo de Hammerstein (Coelho et al., 2002). Otros autores prefieren
un esquema adaptativo de linealización entrada/salida mediante realimentación del
vector de estados (Henson y Seborg, 1994).

Otras dificultades que presenta la planta provienen del hecho de que el estado
(formado por dos invariantes qúımicos) es no observable, ni tampoco medible. Es decir,
los sensores miden el pH de una solución, pero los estados, o invariantes qúımicos (ver
apéndice C), no pueden ser medidos ni observados directamente, con lo cual deben
estimarse mediante alguna técnica. En algunos casos se simula el sistema en bucle
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abierto para obtener una estimación aproximada de estos invariantes qúımicos, aunque
debe tenerse especial precaución con el uso de cualquier técnica de estimación o control
en bucle abierto.

De esta forma, la gran ventaja del ilc es la posibilidad de aplicarlo a la planta
sin demasiado conocimiento del modelo ni del estado de la misma, pues sólo requiere
ajustar una ganancia y conocer el retardo de la misma. El ilc es, en los procesos por
lotes, el análogo al controlador proporcional en los procesos continuos. La ley de control
del mismo está completamente determinada por una ganancia constante k y el retraso
de la planta d, y está especificada en la ecuación (1.2).
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Figura 6.3: Varias simulaciones de la planta de pH con ilc

La diferencia fundamental entre el ilc y el inmpc está en que este último emplea
una ley de control con ganancia variable, tanto al transcurrir el tiempo como el ı́ndice
de lote o iteración. Es por esta razón por la cual el ilc no controla correctamente
este tipo de plantas fuertemente no lineales. Para mostrar esto, se ha controlado la
planta de pH descrita en el apéndice C con un ilc, cuya ley de control viene dada por
(1.2) con ganancia K = 6 · 10−4. La simulación correspondiente se muestra en la figura
6.3. Aunque la ganancia tiene un valor conservativo, el sistema en bucle cerrado se
vuelve inestable tras 5 iteraciones. Se observa que la ganancia en t ≤ 150 y en t ≥ 150
debeŕıa tener diferentes valores (es decir, que fuera variante en el tiempo). Además,
seŕıa deseable que esta ganancia pudiera variar también con el ı́ndice de lote.
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Algunos estudios en simulación han mostrado que esta planta de pH no puede ser
adecuadamente controlada con controladores basados en modelos lineales, puesto que la
no linealidad es demasiado fuerte para poder ser captada por un modelo lineal, a menos
que se haga una transformación por realimentación no lineal del vector de estados. A
pesar de estas dificultades, el controlador inmpc ha mostrado un buen resultado al
controlar esta planta. La figura 6.4 muestra la simulación de varios lotes consecutivos
controlados con inmpc. El set point se muestra superpuesto en la figura durante las 4
últimas simulaciones para aśı mantener la figura clara. Hay una pequeña perturbación
en el caudal de entrada de ácido que consiste en un escalón del 10 % en el instante
de tiempo t = 225s, mientras que la varianza de ruido es igual a 0,01. El controlador,
cuyos parámetros se muestran en la tabla correspondiente 6.1, es capaz de alcanzar el
set point o trayectoria de referencia en tan sólo algunos lotes o iteraciones. Se puede
inferir aśı que la velocidad de convergencia del algoritmo es bastante rápida, a pesar
de la fuerte no linealidad del proceso.
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Figura 6.4: Simulación de varios lotes de la planta de pH con inmpc

La velocidad de convergencia se puede mejorar aún más de la siguiente forma: la
primera iteración se calculaŕıa mediante algún otro procedimiento de optimización en
bucle abierto basado en el modelo no lineal de la planta. Si esta primera iteración
está bien diseñada, la trayectoria que siga el sistema estará cerca de la de referencia,
con lo cual el sistema convergeŕıa antes.

Los filtros mostrados en la sección 4.3 pueden mejorar la robustez en presencia de
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Parámetro Valor
m 5
p 5
T 1
λ 1000

Tabla 6.1: Parámetros del controlador inmpc para la planta de pH

ruidos e incertidumbres. Por consiguiente, deben ser usados en una aplicación real. Tras
varias simulaciones con el escalón en el caudal de ácido incrementado del 10 al 100 %
y con niveles de ruido que se han aumentado de 0,01 a 0,5 se demuestra la necesidad
de este tipo de filtros en aplicaciones con ruido. El inmpc con filtros puede controlar
la planta, mientras que el inmpc por śı sólo nos da un comportamiento inestable. Es
evidente que cuando los niveles de ruido son altos, el uso de filtros proporciona una
estimación libre de ruidos de las señales, proporcionando una mejor respuesta en estos
casos. Los filtros se han usado en las simulaciones del pH mostradas en la figura 6.5 y
son una combinación del filtro de mediana, aplicado antes de comenzar los lotes a las
trayectorias base, y del filtro ewma, que se aplica en tiempo real (ver parámetros de
los mismos en la tabla 6.2). Tal cual se ha comentado, los filtros permiten el control de
plantas con niveles mayores de ruido.
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Figura 6.5: Simulación de varios lotes de la planta de pH ruidosa controlada con inmpc
y filtros
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Parámetro Valor
l 4
r 2
s 2
λ 0,2

Tabla 6.2: Parámetros de los filtros de mediana y ewma

Comparación con otros controladores

En estas ĺıneas se presentan los resultados que se obtienen cuando algunos con-
troladores no iterativos se aplican a la planta de pH. En concreto, se han realizado
simulaciones con pids lineales y no lineales (con ganancia variable, mostrada en figura
6.6), con el controlador no lineal epsac (De Keyser y Cuawenberghe, 1985; De Keyser,
1998) y un nmpc (mpc no lineal) basado en modelos de Hammerstein (Zhu y Seborg,
1994).
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Figura 6.6: Ganancia del pid no lineal

Estos controladores no iterativos obtienen la misma trayectoria al aplicar el mismo
controlador a las diferentes iteraciones, pues no tienen capacidad de aprendizaje a
partir de las trayectorias seguidas por el sistema durante el lote anterior. El epsac
se puede aplicar a cualquier tipo de proceso no lineal, mientras que el nmpc descrito
sólo se aplica suponiendo que la planta puede describirse adecuadamente mediante un
modelo de Hammerstein (Camacho y Bordons, 2004).

El modelo de Hammerstein consta de una parte dinámica lineal en cascada con una
parte no lineal estática. La entrada al mismo, a diferencia de la sección anterior, es la
intesidad aplicada a la entrada que regula el caudal de solución básica, mientras que
la salida es el pH resultante de la solución. Este tipo de modelos se obtiene de forma
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emṕırica, y aśı resulta innecesario la estimación de los invariantes qúımicos, que son
los estados del sistema modelado según las ecuaciones teóricas.

En las simulaciones que siguen, se van a usar dos modelos diferentes, uno de ellos
será el nominal, mientras que el otro se empleará posteriormente para ver cómo funciona
el controlador con error de modelado.

Parámetro Valor, modelo nominal Valor, modelo perturbado
b1 0,0185 0,05
b2 0,0173 0,04
b3 0,00248 0
a1 −1,558 −1,5
a2 0,597 0,6
γ0 1,15 1,1
γ1 −1,207 −1,1
γ2 1 1,1
γ3 0 0,1

Tabla 6.3: Parámetros de los modelos de Hammerstein

En la tabla 6.3 se muestran los parámetros del modelo nominal y del modelo con
incertidumbre, donde la parte lineal se describe mediante la función de transferencia

H(z) =
b1z

−1 + b2z
−2 + b3z

−3

1 + a1z−1 + a2z−2
(6.1)

y la parte no lineal mediante el polinomio

Φ(t) = g(u(t)) =
3∑

j=0

γju
j(t) (6.2)

La figura 6.7 muestra el resultado que se tiene cuando estos controladores se aplican
a la planta. Nótese en primer lugar, que el controlador basado en pid lineal no funciona
correctamente si se aplica directamente a la planta sin ninguna transformación. Ello
se debe a la fuerte no linealidad del proceso que requiere el uso de un controlador no
lineal. Si se aplica un controlador iterativo que también se base en modelo lineal el
resultado no es bueno, tal cual se muestra en la figura 6.8. Por lo tanto, es evidente
que es necesario un controlador no lineal para poder controlar esta planta.

Volviendo a la figura 6.7, se puede observar en la misma que el siguiente controlador,
el pid no lineal, tampoco da un resultado como se espera. En concreto, el controlador
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Figura 6.7: Algunos controladores no iterativos aplicados a la planta de pH
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usa una ganancia que es una función no lineal del error de seguimiento, lo cual es bueno,
pero que es independiente del set point (figura 6.6). Si se observa de nuevo la curva
estática de pH (figura 6.3), se puede comprobar que la zona donde la no linealidad es
mayor está en el rango de pH entre 5 y 7. El pid no lineal tiene problemas al pasar por
esa zona fuertemente no lineal, lo cual se traduce en oscilaciones en torno al set point
de 8.

Los controladores nmpc basados en modelos de Hammerstein (Fruzzetti et al.,
1997), denotados en la gráfica mediante nhmpc, pueden funcionar casi perfectamente
cuando el modelo es bastante aproximado. El controlador realiza una inversión de la
parte no lineal estática de la planta, siendo la parte lineal la que se optimiza realmente
mediante el controlador predictivo. Penalizando en poca cantidad el esfuerzo de con-
trol, se puede hacer que el controlador tenga una respuesta muy rápida, pero ésta no
será robusta frente a errores de modelado. Es decir, el controlador basado en modelo
de Hammerstein no puede realizar un seguimiento rápido y con errores pequeños de la
trayectoria de referencia cuando hay error de modelado.
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Figura 6.9: Controlador nmpc basado en modelos de Hammerstein aplicado a la planta
de pH

En la figura 6.9 se puede apreciar el problema que se tiene cuando el modelo de
la planta no es exacto. El error de seguimiento comienza a ser mucho peor. Henson
y Seborg (1994) han propuesto un esquema de linealización entrada-salida por reali-
mentación del vector de estados, que impone la siguiente dinámica lineal para el sistema
en bucle cerrado:

y(s)

ysp(s)
=

1

(1 + εs)2 (6.3)
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Aśı, las trayectorias en bucle cerrado podŕıan seguir virtualmente con la precisión
que se quisiera las trayectorias de referencia. La parte adaptativa del algoritmo se encar-
gaŕıa del error de modelado. Se tiene entonces el mismo problema, existiendo una cota
mı́nima para el valor de ε dada principalmente por el nivel de ruidos e incertidumbres
en el sistema, la cual no se podŕıa sobrepasar.

En este sentido, el comportamiento obtenido con el controlador epsac es lento pero
presenta una mayor robustez. Cualquier controlador no iterativo que se aplique a la
planta requiere el uso de alguna técnica adaptativa para disminuir el error del modelo,
o bien se debe conformar con una respuesta más lenta. En figura 6.10 se comprueba que
no existe una diferencia grande entre las trayectorias generadas con el modelo nominal
y el modelo con incertidumbre en el caso del epsac a costa de tener una respuesta más
lenta.
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Figura 6.10: Controlador epsac aplicado a la planta de pH

La diferencia de estos controladores con el control iterativo en general está en la
posibilidad que ofrece este último de ir refinando las trayectorias a medida que se
realizan nuevas iteraciones. Aśı, en dos iteraciones el controlador inmpc puede obtener
mejores resultados que estos controladores (figura 6.11) cuando el proceso sea ćıclico.

En nuestro trabajo, la idea de usar un controlador iterativo nos permite obtener
un seguimiento con error nulo incluso en la presencia de incertidumbre en el modelo.
Es decir, aplicando un controlador iterativo basado en un modelo con una ligera incer-
tidumbre, podemos generar una secuencia de trayectorias que converjan a las trayec-
torias de referencia, todo ello a pesar del error de modelado. Ello es posible porque
las trayectorias que se generan se van ajustando más en cada iteración. El grado adi-
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Figura 6.11: Dos iteraciones del controlador inmpc aplicado a la planta de pH

cional de información aportado por las sucesivas iteraciones del proceso permite que las
trayectorias converjan, de la misma forma que el integrador de un pid elimina el error
en régimen permanente en un problema de regulación. En la figura 6.12 se pueden ver
dos iteraciones del controlador inmpc aplicado al mismo ejemplo pero con el modelo de
Hammerstein modificado. Continuando las iteraciones, el controlador irá ajustándose
cada vez más a la trayectoria de referencia.

La convergencia a las trayectorias de referencia será posible cuando no existan
perturbaciones de tipo no repetitivo. En las aplicaciones reales siempre existirán ruidos
que harán imposible un seguimiento ideal de las trayectorias, pero es bueno saber que
en el caso ideal se puede tener un funcionamiento óptimo que minimice el ajuste de las
trayectorias.

6.1.2. Reactor por semilotes

En esta sección se muestran resultados en simulación, mostrando una comparación
entre el controlador lineal mpc y el no lineal inmpc aplicados al reactor qúımico mul-
tivariable mostrado en la figura 6.13. La aplicación, ya experimental, de este último
controlador al mismo reactor pero funcionando en modo monovariable emulado en una
planta piloto se presenta en otra sección, la 6.2.1.

La idea es mejorar las prestaciones del controlador mpc lineal multivariable en este
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Figura 6.12: Dos iteraciones del controlador inmpc aplicado a la planta de pH con error
de modelado

proceso. El inmpc debe ser capaz de resolver este dif́ıcil problema de control. Aunque
el control por lotes puede ser más sencillo de resolver por ser monovariable, hemos
preferido poner antes el mismo proceso por semilotes porque estos resultados se han
obtenido en simulación.

El funcionamiento del proceso es de tipo semilote, queriendo decir que se puede
actuar sobre el caudal de producto que entra en el tanque una vez comenzada la
reacción. Aśı, las variables controladas son la temperatura en el interior del recipiente,
que afecta directamente a la velocidad de la reacción, y la concentración de producto,
obtenido tras la realización de una reacción qúımica con dinámica de segundo orden.
Las variables manipuladas son el caudal de producto que entra en el recipiente y el
de agua que circula por la camisa que trata de mantener la temperatura bajo control.
Más detalles, ecuaciones y valores numéricos están escritos en el apéndice B.

Las ecuaciones (B.1)-(B.7) representan el modelo de la planta en tiempo continuo,
las cuales han sido implementadas en un ordenador. Las simulaciones se obtienen inte-
grando las ecuaciones de la planta usando un método de Runge-Kutta. Los parámetros
de la planta se muestran en la tabla correspondiente B.1.

En las primeras simulaciones, se emplea un mpc lineal para el control de este proce-
so. El modelo lineal aproximado se obtiene realizando varios experimentos con entrada
constante, tal cual se describe en Lee et al. (2000). La respuesta a un escalón en una
de las entradas al sistema se obtiene restando dos trayectorias obtenidas con entrada
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Figura 6.13: Proceso qúımico semilotes

constante, en la cual sólo una de las entradas cambian de un experimento al siguiente.
Con este procedimiento de obtención de la respuesta al escalón se pueden cancelar los
términos debidos a las perturbaciones repetitivas en la fase de identificación.

El controlador lineal mpc usa este modelo de primer orden más retardo, y se sin-
toniza según los parámetros indicados en la tabla 6.5 (y también en parte de la tabla
6.4). El resultado de dos simulaciones con diferentes valores para la matriz de penal-
ización del esfuerzo de control Λ se muestra en la figura 6.14. De estas simulaciones se
desprende claramente que el mpc no es un buen método en este caso concreto, aunque
se modifiquen los parámetros del controlador. El error existente entre el modelo y la
planta es demasiado grande en este caso, de forma que el controlador no puede alcanzar
mejores resultados en cuanto a errores de seguimiento, aún cambiando su sintonización.

Posteriormente, se ha probado el controlador inmpc, usando los parámetros dados
en la tabla 6.4 y horizontes unitarios, que garantizan estabilidad siempre que la planta
esté correctamente discretizada, puesto que la planta se puede poner en forma af́ın en
el control con función de salida lineal (ver apéndice B con la transformación a forma
af́ın y caṕıtulo 5 referente a la estabilidad).

Nótese que la trayectoria base de la primera iteración se obtiene asignando a las
entradas un valor constante durante la simulación. El inmpc consigue que la trayectoria
de referencia converja a partir de esta primera trayectoria base calculada sin ningún
criterio de optimización.
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Parámetro Śımbolo Valor
Tiempo de muestreo Ts 15 s

Duración del lote Ts ·N 900 s
Horizonte de control m 1

Horizonte de predicción p 5
Factor de roll-off α 0,1

Matriz de ponderación, control Q diag
(

10−4 10−3
)

Matriz de ponderación, error R diag
(

1 50
)

Ĺımites de la válvula %
(

0 100
)

Ĺımites del caudal de reactivo mol/(l · s) (
0 36000

)
Ĺımites de la concentración de react. mol/l

(
0 1

)

Tabla 6.4: Parámetros del inmpc en el proceso semilotes

Parámetro Śımbolo Valor
Factor de roll-off α 0,5

Matriz de ponderación del control (i) ΛMPC1 diag
(

10−4 10−3
)

Matriz de ponderación del control (ii) ΛMPC2 diag
(

10−4 10−6
)

Tabla 6.5: Parámetros del mpc lineal en el proceso semilotes

En la figura 6.15 se muestran algunas iteraciones. Las trayectorias del sistema están
bastante cercanas a las trayectorias de referencia después de sólo tres iteraciones. Debe
advertirse que no se puede conseguir un error nulo en este caso debido a la presencia
de diversas restricciones f́ısicas, entre ellas la saturación de los actuadores. Aún aśı, el
controlador obtiene el menor error de seguimiento posible después de varias iteraciones.

Se ha realizado también una prueba en presencia de perturbaciones de tipo repeti-
tivo. El controlador iterativo debe ser capaz de compensarlas correctamente gracias al
uso de variables incrementales. La temperatura del agua a la entrada será la pertur-
bación y su evolución temporal, igual para todos los lotes, se muestra en la figura 6.16.
El controlador no tiene conocimiento expĺıcito de esta variación, ni mediante sensores,
ni mediante algún tipo de observador o estimador. De hecho, en el modelo para control,
esta temperatura se considera que es constante (ĺınea discontinua en la figura 6.16).

El resultado se muestra en la figura 6.17, en la cual se ha eliminado el efecto de
la perturbación tras algunas iteraciones, minimizando el error de seguimiento de la
trayectoria deseada. Debe decirse que en este caso la amplitud de la perturbación no
puede hacerse mucho mayor debido a dos motivos diferentes:

1. La saturación del actuador no permitiŕıa al controlador compensar mayores per-
turbaciones, ya que la trayectoria de referencia seŕıa no factible. En el caso
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Figura 6.14: Experimentos en el proceso semilotes, mpc con valores diferentes de λ

mostrado, no hay ninguna forma admisible de alcanzar la trayectoria de referen-
cia debido al efecto de la saturación, pero el error de seguimiento que se alcanza
es aún pequeño.

2. La perturbación no es aditiva, y entra en el modelo de forma no lineal. Puesto que
la no linealidad es bastante fuerte, debe asegurarse que los incrementos de todas
las variables en lotes consecutivos sean pequeños, para que aśı sea eliminada la
perturbación por el modelo incremental.

Nótese que se ha sintonizado el controlador con horizonte unitario para asegurar la
estabilidad, tal cual se indica en el caṕıtulo 5. Se obtienen también buenos resultados
cuando se usan valores mayores para los horizontes, a costa de perder la prueba de
estabilidad, y también de aumentar el tiempo de cálculo. En la figura 6.18 se muestra
otra simulación con horizonte de control y predicción iguales ambos a 10.
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Figura 6.15: Experimentos en el proceso semilotes con inmpc

6.2. Experimental

A continuación se resumen los resultados experimentales que se han obtenido en la
aplicación real del controlador inmpc, que, junto con el algoritmo mpc-ar, es una de
las aportaciones de esta tesis. La aplicación del mpc-ar, en simulación y en la almazara
real, se muestra en la sección correspondiente 3.3.

Las pruebas del inmpc se han realizado por lo tanto en equipos de laboratorio. En
este caso, se ha preferido la implementación en lenguaje Matlab/Simulink por varios
motivos:

1. Permite la realización de cálculos matriciales complejos de una forma eficiente.
Tal cual es de esperar, el controlador tiene una carga computacional alta.
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Figura 6.16: Patrón de la perturbación en el agua fŕıa a la entrada
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Figura 6.17: Experimentos con inmpc, perturbación en temperatura del agua fŕıa
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Figura 6.18: Experimentos con inmpc horizonte de control 10

2. Es un lenguaje ampliamente usado en el entorno, con multitud de libreŕıas de
diversas tipos.

3. Se puede comunicar con el scada de la planta Simatic v́ıa OPC estándar a través
de TCP/IP.

Los inconvenientes del uso del entorno Matlab/Simulink son varios, con lo cual
es preferible la programación en algún otro lenguaje más eficiente, como C++, del
controlador. En una aplicación industrial, se puede necesitar también una programación
a más bajo nivel, requisitos que se cumplen en el lenguaje C++.

En cualquier caso, la elección realizada permite ganar tiempo de implementación,
haciendo el paso de la fase de pruebas en simulaciones a la fase de experimentación
real en el scada una tarea casi inmediata gracias al uso de las libreŕıas OPC que
están escritas en forma de bloques Simulink. No obstante, es recomendable ejecutar el



138 Experimental

controlador en un computador independiente puesto que los requerimientos de tiempo
de cálculo son elevados. La libreŕıa de comunicación se encarga de transmitir los datos
a la planta. En el caso de aplicar estos resultados a un entorno no académico, deben
tenerse en cuenta los requerimientos de tiempo real.

El controlador ha funcionado de forma satisfactoria en un ordenador Pentium III
a 500Mhz corriendo bajo Windows NT con un tiempo de muestreo del controlador
de 10 segundos. Este tiempo es suficiente para realizar todos los cálculos necesarios y
obtener la señal de control. En ausencia de restricciones, la mayor parte de la carga
computacional se consume en la obtención del modelo variante en el tiempo.

6.2.1. Planta piloto emulando un reactor por lotes

Figura 6.19: Proceso qúımico emulado en planta piloto

En esta sección, el controlador inmpc se ha probado en la planta de laboratorio
descrita en el apéndice B, que emula el reactor qúımico de la sección anterior 6.1.2 con
un funcionamiento por lotes. El resultado se ha comparado con el obtenido al aplicar
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un controlador básico de tipo ilc (control por aprendizaje iterativo). El primer lote
se obtiene en todos los casos de la misma forma, asignando a la variable manipulada
un valor constante igual al 50 %. La trayectoria obtenida al introducir una entrada
constante al sistema será la trayectoria inicial para todos los controladores iterativos
estudiados. Las condiciones iniciales son las mismas en todas las iteraciones, el tiempo
de muestreo de 10 segundos y la duración de los experimentos es de 20 minutos.
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Figura 6.20: ilc aplicado a un reactor por lotes, cuarta iteración

El funcionamiento del reactor por lotes es muy similar al descrito en la sección 6.1.2,
con la diferencia de que el reactivo se añade completamente antes de iniciar el proceso.
Una vez hecho esto, el reactor se cierra, comenzando la reacción qúımica en su interior.
Por consiguiente, sólo hay una variable manipulada, el caudal de agua que circula por
la camisa de refrigeración, y una controlada, la temperatura en el interior del tanque.
La concentración de reactivo en el interior del tanque deja de ser controlable, ya que
el caudal de entrada de reactivo se anula una vez ha comenzado la reacción.

Se ha realizado la emulación de este proceso en una planta piloto de laboratorio, de
la misma forma que se hace en (Santos et al., 2000). Se usa un modelo en ecuaciones
diferenciales que calcula el calor generado en la reacción qúımica exotérmica. La misma
cantidad de calor se aplica a la planta real mediante una resistencia inmersa dentro
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Figura 6.21: inmpc aplicado a un reactor por lotes, cuarta iteración

del tanque, con lo cual se puede probar el algoritmo (ver figura 6.19). No obstante,
debe decirse que existe una diferencia entre la planta real y la emulada, que está en
que el calor generado por la resistencia está limitado a unos valores máximos (aunque
en este caso se dispone de 15kW , suficiente para obtener una gama de temperaturas
muy amplia).

En primer lugar, se experimentó con el controlador ilc, cuya señal de control se
describe mediante la ecuación (1.2). La ganancia del controlador se sintonizó mediante
simulación para luego aplicar la misma al proceso experimental. Aśı, se escogió una
ganancia K = 10, un tiempo de muestreo de 15 segundos, y un retardo puro de la planta
de medio minuto, con lo cual d = 2 muestras. El control ilc hace que el sistema converja
a la trayectoria de referencia bajo algunas condiciones de tipo bastante general, tal cual
se puede encontrar en Moore (2000). Desafortunadamente, esta convergencia puede
ser muy lenta, pues no se sabe con exactitud cuál es el comportamiento transitorio.
Según se ha indicado en Longman (2000), aún teniendo un sistema que converge a
la trayectoria deseada, el error puede incrementarse durante el peŕıodo transitorio,
independientemente de que al final converja al valor mı́nimo posible.
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Figura 6.22: El controlador ilc aplicado a un reactor por lotes, 4 iteraciones

Las figuras 6.20 y 6.21 ilustran la diferencia principal existente entre ambos contro-
ladores. Aunque ambos convergen a la trayectoria óptima de temperatura deseada, el
inmpc tan sólo requiere 4 iteraciones para obtener un ajuste aceptable. Una conver-
gencia excesivamente lenta no es permitida en algunas plantas industriales porque las
primeras iteraciones se traduciŕıan en pérdidas si el ajuste no es bueno. El ilc requiere
un mayor número de iteraciones para converger.

La primera iteración o trayectoria base inicial de ambos controladores puede verse
en las figuras 6.22 y 6.23. Estas figuras ilustran bien el concepto de dos variables
temporales independientes que aparecen en los procesos por lotes: un eje corresponde
al tiempo, mientras que el otro al ı́ndice de lote o iteración.

De los experimentos (ver figuras correspondientes), está claro que, después de 4
iteraciones, el ilc sólo es capaz de seguir la rampa de bajada final del set point, mientras
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Figura 6.23: El controlador inmpc aplicado a un reactor por lotes, 4 iteraciones

que el inmpc funciona correctamente durante todo el intervalo. La razón está en que
el inmpc usa un modelo lineal variante en el tiempo que se vuelve a calcular cada
lote, resultando en una ley de control con ganancia que es función de las dos variables
independientes: el tiempo y el número de iteración. La ganancia del ilc es constante.
Además, las restricciones de la señal de actuación tan sólo se consideran en el inmpc.
Otro motivo para explicar el mejor funcionamiento del controlador inmpc es el uso de
una función de costes que es optimizada, y de una predicción basada en un modelo
no lineal. Estos resultados se tienen cuando se dispone de un modelo conocido de la
planta que recoja de forma suficientemente buena la dinámica de la planta.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

El objetivo de esta tesis ha sido la mejora y obtención de nuevos controladores
para dos tipos de problemas que aparecen comúnmente en la industria de control de
procesos: el rechazo de perturbaciones de tipo periódico y el control de procesos por
lotes. Ambos tipos de problemas se han resuelto mediante metodoloǵıas basadas en
control predictivo, en las cuales se optimizan diferentes funciones de coste en presencia
de restricciones para obtener la señal de control.

La primera aportación de esta tesis se aplica a procesos de fabricación continuos,
donde es común la existencia de perturbaciones de tipo periódico. Estas perturbaciones
periódicas o casi periódicas pueden ser caracterizadas mediante un modelo autorre-
gresivo o de otro tipo, y aparecen en las aplicaciones por diferentes motivos. En la
primera parte de este documento se presenta un controlador predictivo que obtiene
una atenuación máxima de estas perturbaciones, incluso en presencia de restricciones
(saturación de los actuadores, por ejemplo). Ello se consigue planteando un problema
de optimización sujeto a restricciones en el cual se minimiza una función objetivo. La
función objetivo pondera la discrepancia entre el set point y la predicción, realizada
considerando la existencia de perturbaciones periódicas, de las variables controladas.

El controlador se ha denominado mpc-ar y se describe en el caṕıtulo 3. Obtiene la
señal de control planteando una función de costos que penaliza el error de seguimiento, e
incluye el efecto de la estimación futura de las perturbaciones periódicas. De esta forma
se obtienen mejoras respecto al controlador mpc con perturbaciones clásico, puesto
que éstos consideran en general que la perturbación sigue un modelo de integrador
simple, o, lo que es lo mismo, que asumen que la evolución futura más probable de las
perturbaciones es un valor constante. Por contra, el mpc-ar usa el modelo de predicción
para estimar los valores futuros de las perturbaciones, lo cual es un elemento clave para
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obtener unos buenos resultados en algunas aplicaciones concretas.

El controlador mpc-ar se ha aplicado a un subproceso de una almazara para ex-
tracción de aceite de oliva, mostrando buenos resultados (ver sección 3.3). En este
trabajo se ha realizado también una fase de modelado e identificación del subproceso
correspondiente.

El mismo controlador se puede emplear en otros procesos lineales en presencia de
perturbaciones de tipo periódico. En el caso de que las restricciones impidan la can-
celación completa de la perturbación, el controlador se encarga de obtener la atenuación
máxima posible de la perturbación existente.

La otra aportación original de esta tesis ha sido el desarrollo de una estrategia,
basada también en control predictivo, diseñada para el control de procesos tipo lotes
o semilotes de duración constante. Algunos procesos por lotes de duración variable
también se pueden controlar con estas estrategias siempre que se puedan transformar
mediante un cambio de variables en un problema adecuado de duración fija.

Este otro controlador, denominado inmpc, combina las propiedades del control
predictivo no lineal junto con las capacidad de aprendizaje o adaptación del control
iterativo para procesos por lotes. En este tipo de procesos que se repiten ćıclicamente
suelen aparecer perturbaciones de tipo periódico. Todos los controladores iterativos
poseen buenas caracteŕısticas en el rechazo de perturbaciones de este tipo. Al aplicar el
algoritmo inmpc debe tenerse especial cuidado en que la planta cumpla las condiciones
para la aplicación del algoritmo, descritas en el caṕıtulo correspondiente.

En cuanto a la estabilidad de los algoritmos propuestos, el mpc-ar será asintótica-
mente estable si el controlador sin perturbaciones correspondientes mpc lo es. Ello se
puede comprobar, por ejemplo, con el análisis de los polos del sistema o alguna otra
técnica. El modelo autorregresivo de la perturbación también debe ser estable en el
sentido de Lyapunov para que aśı la predicción se mantenga acotada.

La estabilidad del inmpc se ha demostrado en el caṕıtulo 5. En el caso no lineal
con función de salida lineal tenemos estabilidad asintótica siempre que los horizontes
sean unitarios, realizando la demostración mediante un razonamiento de tipo inductivo
basado en resultados anteriores de estabilidad de sistemas no lineales variantes en
tiempo dispuestos en cascada. También se ha extendido la prueba de estabilidad a
horizontes de predicción mayores, siendo necesario suponer en este caso que la dinámica
de la planta es lineal, aunque se permite que la misma sea variante en el tiempo.

Otra posibilidad que se propone es el estudio de la estabilidad en presencia de
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restricciones en el problema de optimización. El uso de restricciones debe facilitar la
prueba de estabilidad en el caso general, puesto que las mismas acotan el compor-
tamiento del sistema. Se plantea también el análisis del algoritmo cuando existe error
de modelado o el estudio de una extensión de este algoritmo al caso robusto.

El controlador inmpc se ha comparado con controladores iterativos convencionales.
Al tener el inmpc una ganancia óptima, que es función del tiempo y del número de
iteración, los resultados del mismo mejoran al control iterativo clásico en los casos de
plantas no lineales. El número de iteraciones necesario para obtener la convergencia es
menor.

Aśı, la principal ventaja del algoritmo es la posibilidad de controlar plantas no li-
neales cuya descripción se haya realizado en tiempo discreto. Nótese que, en el caso
de controlar un proceso real, se debe tener especial cuidado con la identificación del
modelo, que debe ser bastante aproximado. En otro caso puede ser preferible la elección
de otro tipo de controlador, como por ejemplo un ilc robusto. De esta forma, la prin-
cipal dificultad que se encontrará probablemente al aplicar este tipo de controladores
es la obtención de un modelo adecuado. No obstante, debe decirse que las perturba-
ciones repetitivas y aditivas no afectan al control en bucle cerrado, con lo cual la fase
de identificación se simplifica puesto que no es necesario tener en cuenta este tipo de
perturbaciones.

Otras ventajas del controlador son la capacidad de śıntesis óptima de la ley de con-
trol que ofrece la metodoloǵıa propuesta. Se puede diseñar un controlador estabilizante
para procesos por lotes mediante un procedimiento genérico, que consiste en la obten-
ción de un modelo (no lineal), el cual es usado en el controlador en un procedimiento
de optimización, que asegura que el resultado será el mejor posible.

La existencia de una demostración de estabilidad en el caso discreto con planta
no lineal y función de salida af́ın también permite una mejor aplicación del contro-
lador, puesto que se conocen las condiciones bajo las cuales el algoritmo obtendrá una
convergencia a las trayectorias de referencia.

En las ĺıneas de trabajo futuras se plantea la generalización de la prueba de esta-
bilidad a casos con horizontes de control arbitrarios y modelo completo no lineal. Este
trabajo no debe ser fácil, pues deben aparecer condiciones nuevas que restrinjan la re-
gión de convergencia. En concreto, en el caso general, las trayectorias sólo convergerán
cuando la trayectoria inicial de partida está en un entorno cercano de la trayectoria
de referencia. Es de destacar que la misma metodoloǵıa aplicada aqúı se podrá ex-
tender con toda probabilidad al algoritmo epsac para obtener una demostración de
convergencia del mismo.
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En cuanto a la robustez del algoritmo, debe tenerse especial cuidado en la elección
correcta del retardo de la planta para obtener resultados estables, lo cual debeŕıa ser
estudiado en ĺıneas futuras.

También debe prestarse atención a las plantas con ceros de transmisión y dinámi-
cas cero inestables, que son también una fuente potencial de inestabilidad en plantas
multivariable. Aunque la variable controlada del sistema converja a la trayectoria de re-
ferencia, las variables internas del proceso pueden tener un comportamiento inestable.
El uso de horizontes de predicción mayores puede ayudar a evitar este tipo de compor-
tamientos. También son útiles los controladores basados en flatness, que no presentan
este tipo de comportamiento de fase no mı́nima. Estas cuestiones quedan abiertas como
trabajo futuro.



Apéndice A

El proceso de extracción del aceite
de oliva

La elaboración del aceite de oliva es una de las actividades más enraizadas en nuestra
cultura y de gran influencia en nuestro entorno socio-económico. Es bien sabido que
España es el principal productor de aceite de oliva del mundo y a su vez Andalućıa
es ĺıder en España. Esto se traduce en que el sector del aceite de oliva es clave para
nuestra economı́a. Hoy d́ıa el sector oléıcola genera un gran número de empleos directos
e indirectos y, tras el paso a sistemas de elaboración de dos fases, el impacto sobre el
medio ambiente es prácticamente nulo.

A pesar de la relevancia de este sector para nuestra economı́a, las innovaciones en
el proceso de elaboración han sido escasas. La técnica no sufrió cambios considerables
hasta hace unas décadas años cuando se sustituyó el tradicional método de molinos
de empiedros y capachos por la centrifugación mecánica. Este nuevo sistema supuso
un gran paso adelante en los referente a la industrialización del proceso, permitiendo
una elaboración en continuo y aumentando la calidad del aceite. Los nocivos efectos
medioambientales de este sistema (alpech́ın) fueron reducidos con la incorporación del
sistema de centrifugación de dos fases, que reduce el impacto ambiental y facilita la re-
cuperación del orujo para posterior extracción y la obtención de combustible (orujillo).

Aún aśı, el proceso de elaboración del aceite de oliva no ha incorporado las nuevas
tecnoloǵıas desarrolladas en los últimos en el campo de la Automática. Sólo t́ımida-
mente se han incluido sistemas informatizados de recogida de datos, pero la presencia
de verdaderos sistemas de control es aún escasa. Y todav́ıa estos sistemas de control
se limitan a automatizar las tareas que ha venido haciendo el ser humano, pero sin
dedicarse a la optimización de todo el proceso, es decir, a la consecución de la ma-
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Figura A.1: Proceso de extracción de aceite de oliva

yor cantidad de aceite de la mejor calidad posible reduciendo al máximo los costos de
operación.

A.1. Descripción de la Almazara

El proceso desarrollado propiamente en la almazara se compone de varias opera-
ciones, entre las que cabe citar la recepción de la materia prima, el lavado, y las fases
de preparación, extracción y almacenamiento del aceite producido (Civantos, 1999). La
figura A.1 muestra las fases más importantes del proceso desde el punto de vista de
optimización y control del proceso, que son la preparación, realizada parcialmente en la
termobatidora, y la extracción, llevada a cabo mediante centrifugación en el decánter
o centŕıfuga horizontal. El resto de fases del proceso son también importantes, pero
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Figura A.2: Diagrama del proceso

por ser las mismas realizadas con medios más tradicionales no se pueden optimizar
mediante técnicas de control de procesos. De hecho, sólo se encuentran monitorizadas
en el scada las variables referidas a las fases de preparación y extracción, tal cual se
muestra en el diagrama del proceso o en el elenco de variables (figuras A.2 y A.3).

El proceso realizado en la almazara comienza reuniendo la aceituna en el exterior
de la misma, que normalmente procede de diversos lugares. Tras su limpieza, pasa di-
rectamente a unas tolvas en las que queda almacenada hasta la fase de preparación.
Ésta se compone de dos subprocesos, la molienda, realizada en el molino de martillos,
y el batido, el cual se lleva a la práctica en el aparato descrito en esta sección, lla-
mado termobatidora (figura A.4). Tras estos dos subprocesos, se realiza la extracción,
mediante máquinas centrifugadoras horizontales o decánters (figura A.5) del aceite de
oliva, separándolo del alpeorujo, que contiene el resto de componentes de la aceituna y
agua de proceso.

La fase de preparación consta, en primer lugar, de la molienda. En este subpro-
ceso tampoco se puede actuar directamente para realizar la optimización del proceso,
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Figura A.3: Elenco de variables

pues no hay ninguna variable que evolucione en el tiempo que se pueda optimizar.
Las actuaciones posibles en la molienda son del tipo de poner la criba del molino de
martillos más adecuado al tipo de aceituna o seleccionar de forma óptima la tolva de
la cual procede la materia prima. Estas actuaciones son realizadas por un operario, y
vienen fijadas de antemano, con lo cual las posibilidades de optimización en la fase de
preparación se trasladan a la parte donde se realiza el termobatido.

La elección de la termobatidora como subproceso a optimizar tiene como funda-
mento la relación entre un buen control de la temperatura y el rendimiento, tanto en
calidad como cantidad, obtenido en el proceso de extracción. Este subproceso además
posee algunas peculiaridades, como son la existencia de perturbaciones de tipo periódi-
co en el sistema, o su posible descripción aproximada mediante suma de funciones de
transferencia de primer orden con diferentes retardos.

En el subproceso de extracción mediante decánter es también posible una mejora
u optimización del proceso mediante la manipulación adecuada de las variables que
intervienen, como son los caudales de masa y agua (Nuñez-Reyes et al., 2002; Scheffer-
Dutra et al., 2002).

La termobatidora es, por lo tanto, el aparato f́ısico destinado a realizar el subproceso
de batido dentro de la fase de preparación de la aceituna. Su objetivo es la consecución
de una mezcla u homogeneización de la masa de aceituna procedente de los molinos,
para lo cual se ayuda de unas palas giratorias y un mecanismo de incremento gradual
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Figura A.4: Foto de una termobatidora

de la temperatura. Se consigue aśı agrupar las gotas de aceite microscópicas contenidas
en la masa, facilitando la posterior extracción.

F́ısicamente está dividida en tanques o recipientes, dispuestos verticalmente (figura
A.6). La masa entra en el tanque superior mediante una cinta transportadora, y es
batida mediante unas palas giratorias que además empujan horizontalmente la masa,
hasta llegar al final del tanque, momento en el cual esta masa cae por gravedad al
siguiente, en el que se continúa el proceso. Pueden existir termobatidoras de dos, tres
o cuatro tanques, siendo el incremento de temperatura más gradual cuanto mayor sea
el número de tanques.

La masa aśı batida requiere una temperatura que debe ser incrementada gradual-
mente para que el subproceso sea efectivo, con el objetivo de modificar la viscosidad
de la misma y mejorar el proceso de homogeneización y agrupación de las microscópi-
cas gotas de aceite que están contenidas en el interior de la masa. La temperatura



152 Descripción de la Almazara

Figura A.5: Decánter

en el cuerpo inferior debe ser de unos 35oC, con incrementos de temperatura de unos
3−5oC entre dos tanques consecutivos, aunque estos valores pueden depender del tipo
de aceituna que se esté molturando. Este incremento gradual de temperatura se con-
sigue mediante placas y camisas de calefacción por las cuales circula agua procedente
de calderas. Estas placas se encuentran en las paredes del interior de todos los tanques,
y por su interior circula un caudal de agua regulable de forma parcial, pues tan sólo
se puede actuar sobre la cantidad total de agua circulando por todas las placas que
componen la termobatidora en su conjunto.

Si bien la velocidad de giro de las palas o el diseño de los recipientes influyen en
el proceso, estas variables no se pueden modificar en el sistema de control. Aśı que la
temperatura, el caudal de masa (y consecuentemente, el tiempo promedio de batido)
y otros factores, como la adición artificial de enzimas, son los elementos que van a
influir sobre el resultado del subproceso. Los dos últimos son directamente regulables
mediante el uso de caudaĺımetros y dosificadores.

La temperatura de batido es el elemento de más dif́ıcil control, pues está sometida
a diversas perturbaciones periódicas y no periódicas, producidas por las variaciones de
temperatura del agua procedente de calderas, de la cantidad y temperatura de la masa
de aceituna procedente de la fase de molienda, y temperatura ambiental, la cual puede
variar bastante pues en algunas semanas el funcionamiento de la almazara es continuo
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Figura A.6: Esquema de una termobatidora

durante el d́ıa y la noche.

Los mayores inconvenientes encontrados en el control de la misma son debidos al
sistema discontinuo de entrada de masa, los cuales podŕıan ser solucionados con un
diseño diferente del mecanismo de alimentación de la termobatidora, en el cual el
caudal de masa y los niveles de los diferentes tanques se mantuviese constante.

En efecto, al arrancar el proceso, comienza a llenarse el tanque superior, estando el
resto en vaćıo. A poco que se incorpore calor al proceso, la temperatura, sobre todo de
los tanques inferiores, va a elevarse por encima de los ĺımites impuestos por la calidad
del producto final. Esto se debe evitar mediante el uso de controladores adecuados que
tengan en cuenta este hecho, en caso contrario la calidad del producto obtenido podŕıa
verse mermada.

Además, se encuentra otro inconveniente en la fase normal de funcionamiento, y se
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debe a la entrada discontinua de masa en la termobatidora, producida por el diseño
del molino de martillos. Éste, una vez activado, sólo se detiene cuando el nivel de la
termobatidora ha alcanzado su valor máximo, hecho que es detectado mediante unas
sondas de nivel. Puesto que el caudal de masa tiende a suavizarse al pasar de un tanque
a otro por la viscosidad de la misma, los niveles en el interior de los tanques presentan
una forma que es bastante aproximada a una sinusoide, siendo este hecho más notable
en los tanques inferiores. Esta variación de nivel se traduce en una oscilación en la
temperatura de la masa en el interior del tanque que conviene reducir en vistas de
reducir los ı́ndices de error alcanzados por el controlador.

El tiempo medio de batido es también una magnitud fundamental en el correcto
desempeño del proceso de extracción de aceite de oliva. Su valor óptimo se estima
en torno a la hora y media. Si este valor es menor que el óptimo, la masa resultante
no será homogénea, existiendo gotas microscópicas de aceite que serán dif́ıcilmente ex-
tráıdas posteriormente. Si el tiempo de batido es mayor, se pueden producir emulsiones,
que también interfieren con el proceso de extracción.

A.2. Modelo en ecuaciones diferenciales

La termobatidora de dos tanques puede ser descrita mediante un modelo que se
obtiene al aplicar primeros principios al sistema (Thompson y Ceckler, 1979). En la
realización de simulaciones, se ha tomado una termobatidora de dos tanques, mientras
que la planta real situada en la almazara tiene tres tanques. Los parámetros usados
en simulación se encuentran en la tabla A.1. Las ecuaciones de balance energético
aplicadas a un único tanque son

{
d (mCeT ) /dt = FiCeTi − FoCeT + UA (Tw − T )

d (mwCewTw) /dt = FwCew (Tiw − Tw)− UA (Tw − T )
(A.1)

mientras que las de balance de masa son

dm

dt
=

d(ρSL)

dt
= Fi − Fo (A.2)

donde m es la masa en el interior del tanque, Ce el calor espećıfico de la masa, T la
temperatura de la masa, Fi el caudal de masa a la entrada del tanque, Fo es el caudal
de salida del mismo, UA es el coeficiente global de transmisión de calor para el tanque
dado, Tw y Tiw las temperaturas del agua en la camisa y a la entrada, Cew es el calor
espećıfico del agua, S es la superficie media de una sección horizontal del tanque y ρ
es la densidad de la masa.
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Parámetro Valor Unidad
Temperatura masa a la entrada 27 oC
Temperatura agua a la entrada 50 oC
Calor espećıfico masa 3 KJ

Kg·o
Calor espećıfico agua 4,18 KJ

Kg·o
Coeficiente intercambio de calor 5 · 103 KJ

o·h
Caudal de masa medio 3000 Kg/h
Cantidad de masa media 1000 Kg
Retardo de tránsito entre tanques 0,4 h
Sección promediada 4,5 m2

Caudal máximo de agua a un tanque 5000 l/h

Tabla A.1: Parámetros de la termobatidora

Los tanques que componen la termobatidora se disponen verticalmente, tal cual se
ve en la figura A.6. De forma que la cantidad de masa que sale del tanque superior,
cae por los rebosaderos laterales al tanque inmediatamente inferior. De esta forma se
tienen tres ecuaciones diferenciales ordinarias por cada tanque. El modelo se puede
completar incluyendo términos de pérdidas de calor al exterior, proporcionales a la
diferencia entre la temperatura dentro del tanque y la temperatura ambiente dentro
de la almazara.

Estas ecuaciones de balance energético y de masas se pueden reducir a dos en el caso
de que la masa en el interior del tanque sea aproximadamente constante. Si los niveles
en el interior de los tanques oscilan con una amplitud no muy grande esto equivale a
realizar el modelo promedio del sistema.

Más aún, cuando los tanques están llenos la dinámica de la temperatura de la masa
es mucho más lenta que la de la temperatura del agua, ya que m À mw. Aplicando la
teoŕıa de la perturbación singular se pueden reducir las ecuaciones diferenciales a una
sola que recoge la dinámica lenta.

La ecuación de balance de masas es una parte no controlable del sistema, pues la
señal de control no afecta a la cantidad de masa. En cierto modo, puede verse la masa
como un parámetro variante en tiempo del sistema.

Existen dos problemas principales estudiados en el control de esta planta. El primero
de ellos se da en la fase de llenado, en la cual es bastante dif́ıcil eliminar la sobre-
oscilación inicial, sobre todo en las pruebas reales. El segundo de ellos es la atenuación
de la oscilación debida al llenado repetitivo de la planta.
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Finalmente, para obtener el modelo completo debe tenerse en cuenta que la tem-
peratura de entrada del tanque inferior es igual a la de salida del tanque superior
desfasada un cierto retardo, especificado igualmente en la tabla A.1. De esta forma, el
número de ecuaciones es proporcional al número de tanques.

A.3. Descripción del sistema de control

Figura A.7: Sistema de control y adquisićıón de datos

La almazara estudiada posee un sistema de control basado en el scada Cube de
Orsi, que durante el transcurso de la tesis pasó a denominarse Simatic, y que es el
mismo que hay implantado en la planta descrita en el apéndice B. Se trata de un
sistema de control distribuido con diversas funcionalidades (ver la figura A.7), como
son:

Integración de las estaciones de trabajo comunicadas mediante un bus de campo,
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con posibilidad de establecer copias de respaldo de los servidores de datos.

Módulos de control y sistemas de comunicación integrados.

Gestión de alarmas, mı́micos y base de datos históricos.

Programación de los controladores (unidades) mediante varios lenguajes en un
Entorno de Desarrollo Integrado (ide).

Depurador de aplicaciones y acceso a las variables de proceso.

Monitorización de la planta mediante diagramas de proceso o mı́micos, que per-
miten visualizar de forma intuitiva y rápida el estado del mismo. También se
puede ver si hay alguna alarma activa, o interactuar con la planta mediante la
modificación de consignas.

El sistema de control se compone de varios componentes interconectados mediante
una red de datos, entre los cuales están las estaciones de trabajo, servidores, contro-
ladores lógicos programables y el conjunto de actuadores y sensores que interactúan
con el proceso.

El algoritmo de control predictivo desarrollado se ha implementado en el lenguaje
de programación iter-ii, que viene incorporado en el scada. Si bien este lenguaje no es
muy completo para realizar cálculos matriciales, se pueden implementar controladores
predictivos en el mismo en los casos más sencillos. La ventaja de programar en este
lenguaje es que el código generado se ejecuta en el plc, el cual actúa directamente
sobre el proceso. Si una de las estaciones de trabajo falla, el plc sigue funcionando
pues posee un mayor nivel de fiabilidad.

No obstante, se pueden implementar algoritmos de mayor complejidad en un lengua-
je de alto nivel, como C++. El scada posee dos formas de comunicación con la planta,
la primera es mediante libreŕıas internas, y la segunda es mediante opc, que es un
estándar de comunicación en el control de procesos. Mediante las funciones aportadas
por opc se puede acceder a los datos del proceso a través del protocolo tcp/ip. En el
caso del controlador inmpc descrito en el caṕıtulo 4, la única alternativa para su imple-
mentación es este método, pues el lenguaje que aporta el scada no posee capacidades
de cálculo matricial complejo necesarias para la programación del controlador.



158 Descripción del sistema de control



Apéndice B

Reactor qúımico por lotes

Figura B.1: Proceso qúımico por lotes o semilotes

En esta sección se presenta la descripción mediante ecuaciones diferenciales ordina-
rias del reactor qúımico exotérmico mostrado en la figura B.1, el cual podrá funcionar
indistintamente en modo lotes o semilotes. Este tipo de plantas ha sido estudiada por
diferentes autores (Hugo et al., 1988; Szeifert et al., 1995). Está compuesta de un
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recipiente, en el cual se realiza una reacción qúımica, y una camisa de refrigeración.

El objetivo es mantener la reacción qúımica exotérmica controlada conveniente-
mente (Viel et al., 33), para ello se dispone de dos variables manipuladas, el caudal
de reactivo que entra en el recipiente, y el caudal de agua refrigerante que circula por
la camisa. La camisa de refrigeración trata de disipar el calor generado en la reacción
qúımica. Por lo tanto, las variables controladas en el caso general son la temperatura
dentro del recipiente y la concentración de reactivo. La reacción qúımica se asume que
es de segundo orden, lo cual se traduce en una no linealidad mayor en el proceso.

La planta tiene dos modos fundamentales de funcionamiento:

Lotes En este modo, el caudal de reactivo que entra en el recipiente es nulo una vez ha
comenzado la reacción qúımica, ya que la entrada al mismo se cierra al iniciarse
el proceso. De esta forma, la única variable controlada es la temperatura, ya que
no se puede controlar la concentración de reactivo dentro del recipiente en este
caso.

Semilotes Funcionando aśı, una parte del reactivo se introduce en el tanque antes
del comienzo de la reacción, pero se reserva más cantidad que se añadirá du-
rante la reacción siguiendo alguna poĺıtica óptima. En este caso, además de la
temperatura, la concentración de reactivo puede ser controlada también.

Por consiguiente, el modelo del proceso por lotes es idéntico al del proceso tipo
semilotes en el que se anula la entrada de caudal de reactivo. En el caso semilotes, se
necesita un control avanzado multivariable para poder alcanzar un control adecuado
de la temperatura y de la concentración de reactivo durante el proceso. En el caso por
lotes, se requiere un controlador no lineal.

Para la realización práctica de experimentos, se ha implementado el reactor por
lotes en una planta piloto de laboratorio que contiene sólo agua, en la cual el calor
generado en la reacción qúımica se produce en una resistencia, y la refrigeración se
consigue mediante un intercambiador de calor (ver figuras B.2, B.4, y también B.3, al
final de este apéndice). Las ecuaciones del modelo de la reacción qúımica se emplean
para calcular en un ordenador la concentración actual de reactivo, aśı como la cantidad
de calor que se generaŕıa en la hipotética reacción qúımica, la cual se aplica a la planta
en igual cantidad mediante la resistencia. Nótese que el calor real aplicado a la planta
está afectado por una saturación impuesta por la potencia máxima que es capaz de
disipar la resistencia. Este tipo de pruebas reales con una parte del proceso simulada se
ha realizado con anterioridad en Santos et al. (2000). En el presente trabajo se ha usado
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Figura B.2: Planta piloto de laboratorio
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esta técnica para emular el reactor qúımico por lotes, que, tal cual se ha comentado,
es un proceso monovariable, aunque fuertemente no lineal.

B.1. Modelo en tiempo continuo

Se asume que la masa dentro del tanque es constante, ya que el caudal de reactivo es
suficientemente pequeño, por ser la concentración del mismo alta. En estas condiciones,
las ecuaciones que describen el sistema tienen la forma (Lee, 2000):

{
mCdT/dt = FC (Te − T ) + Q

dCA/dt = −k0e
−E/RT C2

A + uc
(B.1)

Q = (−∆H) V k0e
−E/RT C2

A (B.2)

F = afv + bf (B.3)

β = aiF + bi (Tew − T ) + ci (B.4)

Te − T = β (Tew − T ) (B.5)

{
T (0) = T0

CA(0) = CA0

(B.6)

0 ≤ t ≤ Ts ·N (B.7)

donde las variables controladas son la temperatura dentro del tanque (T ) y la con-
centración de reactivo (CA). Las variables manipuladas son la apertura de la válvula
(v) y el caudal de entrada de reactivo (uc). El sistema de ecuaciones (B.1) describe la
dinámica del proceso. Las ecuaciones (B.2)-(B.5) son ecuaciones auxiliares estáticas,
que nos dan, respectivamente, el calor generado dentro del recipiente mediante la reac-
ción qúımica (que será aplicado en la resistencia en el caso de simularla en la planta
piloto), el caudal de agua refrigerante circulando por el intercambiador y la eficiencia
del intercambiador.

La ecuación (B.6) representa las condiciones iniciales que son iguales para todos los
lotes, y (B.7) define la duración del lote, que en este caso es constante. Cuando este
tiempo es variable se suele hablar entonces de control en tiempo mı́nimo. Varios autores
(Kwon y Evans, 1975; Bonnard y de Morant, 1995) han propuesto algunos métodos
para convertir el problema en uno de duración constante.

La figura B.1 muestra una descripción gráfica de la planta. Los parámetros se enu-
meran en la tabla B.1. Los valores de af , bf , ai, bi y ci se identifican de forma emṕırica
en la planta de laboratorio, para poder realizar experimentos reales más adelante.



Reactor qúımico por lotes 163

Variable Unidades Valor
E/R K 13550
k0 l/(mol · s) 1,16 · 1017

m kg 29,6
C kJ/(kg ·K) 4,18

(−∆H)V
mC

K · l/mol 20
T0 K 308
Ca0 mol/l 0,5
Tew K 298
af kg/(s · %) 6,252
bf kg/s 5,35
ai s/kg −879 · 10−6

bi K−1 −243 · 10−6

ci - 0,964
d s 30

Tabla B.1: Parámetros del reactor qúımico

Finalmente, la temperatura tiene un retraso de d segundos debido a la posición del
sensor.

Esta planta funcionando por semilotes es una buena candidata para probar con-
troladores no lineales multivariables. Las dos variables de estado están fuertemente
acopladas por medio de un término exponencial que depende de la temperatura y de
la ráız cuadrada de la concentración del reactivo (ecuaciones B.1-B.2). El efecto de la
apertura de la válvula sobre la dinámica es cuadrático por la definición de las carac-
teŕısticas de la válvula (ecuación B.3) y de la eficiencia del intercambiador (ecuación
B.4). En el caso de que se haga funcionar por lotes, se puede implementar un simu-
lador del proceso en la planta piloto, con lo cual se tendrán resultados equiparables a
los reales (Cueli y Bordons, 2005a).

B.2. Transformación a forma af́ın

Las ecuaciones (B.1)-(B.7) pueden ser escritas en la forma af́ın en tiempo discreto
especificada por las ecuaciones 5.1. Esto es necesario para asegurar la estabilidad del
algoritmo inmpc (ver caṕıtulos 4 y 5). El controlador puede ser aplicado directamente
a la planta descrita mediante las ecuaciones (B.1)-(B.7), pero si la planta está en la
forma af́ın indicada, se dispone de la prueba de estabilidad que garantiza el buen
funcionamiento del algoritmo.
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Para transformar el sistema en forma af́ın, basta definir una nueva ecuación de
estados y una nueva entrada al sistema

v̇ = u (B.8)

Las variables de estado son ahora T , CA y v, mientras que las entradas son u y uc.
La planta af́ın, descrita por (B.1)-(B.5) y (B.8) es discretizada usando, por simplicidad,
el método de Euler con un tiempo de muestreo Ts. Se debe tener especial cuidado en
el proceso de discretización de las ecuaciones, asegurando que la versión de la planta
en tiempo discreto es suficientemente representativa y exacta.

Aśı, el modelo está dado por (B.2)-(B.4), (5.1) y

f(xt) =




T + Ts

[
F
m

β (Tew − T ) + Q
mC

]
CA − Tsk0e

−E/RT C2
A

v


 , (B.9)

g(xt) =




0 0
Ts 0
0 Ts


 (B.10)

donde Ts es el tiempo de muestreo.

Finalmente, el modelo que se empleará para el controlador, debe tener en cuenta
el retraso de la planta d, que es igual a 2 si el tiempo de muestreo es de 15 segundos.
El vector de estados pasa a estar formado por T , CA, v, T1 y T2. Las dos nuevas
variables de estados T1 y T2 representan la temperatura retrasada uno y dos instantes
de muestreo.

Aśı, la descripción de la planta se modifica a

fm(xt) =




f(xt)
T1

T2


 , (B.11)

gm(xt) =




g(xt)
0
0


 (B.12)

y

C =

(
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

)
(B.13)
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Figura B.3: Planta piloto de laboratorio
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Figura B.4: Paneles de los controladores y controlador lógico programable



Apéndice C

Planta de pH

El control de pH (McMillan, 1984) es común en industrias qúımicas y biotecnológi-
cas. Ejemplos de este tipo de plantas se encuentran en plantas de tratamiento de aguas
residuales (Moore, 1978; Shinskey, 1973), la producción de medicamentos en industria
farmacéutica y procesos de fermentación (Hagander et al., 2001; Bastin y Dochain,
1990). El control de los valores de pH de estos procesos es dif́ıcil debido a la fuerte
no linealidad que presenta la respuesta de pH frente a la adición de ácido o base. La
presencia de fuertes perturbaciones en el proceso también dificultan grandemente el
control de este tipo de procesos.

El valor de pH se sitúa como uno de los más importantes factores que influyen
en los procesos de fermentación. Un pH inadecuado inhibe el crecimiento de los mi-
crorganismos causantes de la fermentación, altera la población de bacterias, y además
inhibe la actividad de las enzimas. El resultado es una duración del proceso mayor de
lo necesario o incluso la disminución de la población bacteriana. El controlador debe
obtener una precisión prescrita (en torno a ±0,05 unidades de pH) a pesar de las no
linealidades y dificultades severas que presenta el proceso.

La ganancia de la función de salida puede aumentar en varios órdenes de magnitud
para un rango pequeño de valores a la entrada. Muchas estrategias de control pueden
ser aplicadas al proceso de pH (Henson y Seborg, 1994; Babuska et al., 2002), desde
pids no lineales hasta estrategias de control adaptativo no lineal (Henson y Seborg,
1994). También se han usado controladores basados en modelo (Sing y Postlethwaite,
1997), autoajustables (Babuska et al., 2002) y borrosos (Garrido et al., 1997).

En este trabajo, se han realizado experimentos en simulación con un proceso tomado

167
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PSfrag replaements
h0h Wa4 Wb4

q1 (HCl) q2 (KH2PO4, Na2HPO4)q3 (NaOH)

q4H3O+OH� PO3�4HPO2�4H2PO�4
pH

Figura C.1: Proceso de pH

de Babuska et al. (2002). Mediante la entrada de ácido se puede simular un proceso
de fermentación en pruebas de laboratorio, aunque en este caso se ha introducido una
perturbación de tipo repetitivo en forma de escalón.

La figura C.1 muestra el esquema del proceso, y consiste en un tanque donde 3
productos se mezclan:

un producto ácido (H Cl dilúıdo), que se denota por q1,

una solución compuesta de KH2PO4 y Na2HPO4 (q2), y

un producto básico (NaO H dilúıdo), denotado mediante q3.

La salida del proceso es el pH de la solución dentro del recipiente, la cual se controla
actuando sobre las válvulas.

Se puede obtener un modelo en tiempo continuo, asumiendo una mezcla homogénea,
densidad constante y solubilidad completa de los iones. Este modelo puede ser descrito
mediante las siguientes ecuaciones en espacio de estados (Babuska et al., 2002):
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Ah
dWa4

dt
= q1 (Wa1 −Wa4) + q2 (Wa2 −Wa4)

+q3 (Wa3 −Wa4) (C.1)

Ah
dWb4

dt
= q1 (Wb1 −Wb4) + q2 (Wb2 −Wb4) +

+q3 (Wb3 −Wb4) (C.2)

dh

dt
=

q1 + q2 + q3 − q4

A
(C.3)

La función de salida está dada de forma impĺıcita mediante

Wb4

Ka4x + 2Ka4Ka5x
2 + 3Ka4Ka5Ka6x

3

1 + Ka4x + Ka4Ka5x
2 + Ka4Ka5Ka6x

3
+

+Wa4 + Kwx− x−1 = 0 (C.4)

y [
H3O

+
]

= x−1 , pH = − log
[
H3O

+
]

(C.5)

Variable Valor Unidades
A 0,7854 dm2

h 1,5915 dm
Ka4 7,5857 · 10−3

Ka5 6,1659 · 10−11

Ka6 2,1379 · 10−13

Kw 1 · 10−14

Wa1 1 mol/l
Wa2 −177,3 · 10−3 mol/l
Wa3 −1 mol/l
Wb1 0 mol/l
Wb2 154,9 · 10−3 mol/l
Wb3 0 mol/l
q1 1,9822 · 10−2 l/s
q2 3,3333 · 10−1 l/s

Tabla C.1: Parámetros del modelo de pH

Wa4 y Wb4 denotan los invariantes qúımicos de la solución (perfectamente mezclada
por hipótesis) que hay dentro del recipiente. Estos invariantes qúımicos representan los
estados del sistema, y determinan el pH de la solución. Las constantes de equilibrio
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se denotan por Kx, y los parámetros del modelo vienen dados en C.1. Las ecuaciones
estáticas (C.4)-(C.5) describen de forma impĺıcita la función de salida del sistema, y
hacen el proceso fuertemente no lineal.

El modelo descrito puede emplearse para obtener la curva de pH de la solución de
KH2PO4 y Na2HPO4 para un volumen añadido lentamente de ácido o base. Esta curva
se muestra en la figura C.2. Se obtiene integrando las ecuaciones correspondientes (C.1)-
(C.5) con condiciones iniciales obtenidas en equilibrio al hacer q3 = u = 0 y tomando
un volumen inicial de 1,25 l de solución de ácido fosfórico. En la misma gráfica se puede
ver como la pendiente de la curva cambia de forma fuertemente no lineal.

 300  200  100 0   100 200 300 
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12

ml (NaOH)
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ml (HCl) 

Figura C.2: Curva de pH
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