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Resumen.

La curvatura de Riemann es una importante herramienta en el estudio
de variedades. Asi, es de sobra conocida la clasificacion de los espacios de
curvatura constante en funcién del valor de dicha curvatura.

En Geometria Compleja, F. Tricerri y L. Vanhecke ampliaron este estu-
dio a los espacios de curvatura seccional holomorfa constante generalizados.
En esta memoria, introducimos el caso analogo en Geometria Casi-Contacto,
definiendo los espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados. Pre-
sentamos interesantes ejemplos y estudiamos sus propiedades fundamentales.

En una segunda parte, realizamos el estudio de las desigualdades de B.-Y.
Chen para subvariedades de un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado.
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Introduccion.

En Geometria Diferencial, el tensor de curvatura R de una variedad Rie-
manniana (]\7 ,g) desempena un papel fundamental. En particular, resultan
especialmente interesantes aquellos elementos que permiten determinarlo, fa-
cilitando la clasificacion de las variedades Riemannianas en cuestion.

Un ejemplo fundamental es el de las curvaturas seccionales de la variedad.
Para cada punto p de M y cada subespacio II de dimensién 2 del espacio
tangente TpM a M en p, se define la curvatura seccional K(IT) de II como

K(IT) = g(R(X,Y)Y, X), siendo X e Y vectores ortonormales de IT. Si K(II)
es constante, para toda seccién plana II de T, M y para todo punto p de M,
entonces se dice que M es un espacio de curvatura constante. En este caso,
el tensor de curvatura de M satisface la ecuacién

RXY)Z = Kg(Y,2)X - g(X, Z)Y},

para cualesquiera campos diferenciables X, Y y Z, siendo k una constante.
Como ejemplos notables de espacios de curvatura constante podemos encon-
trar los espacios euclideos (k = 0) o las esferas con sus métricas usuales
(k=1).

El estudio de las variedades complejas desde un punto de vista Rie-
manniano presenta un comportamiento analogo al descrito anteriormente.
En este sentido, si (M, J, g) es una variedad Kaehleriana, para cada vector
unitario X, la curvatura seccional K (X A JX) de la seccién plana generada
por X y JX recibe el nombre de curvatura seccional holomorfa de X. Si
todas las curvaturas seccionales holomorfas tienen el mismo valor ¢, entonces
se dice que M es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante ¢ y
se sabe que su tensor de curvatura es de la forma:
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RIX,YV)Z = ¢/Mg(Y,2)X — g(X, 2)Y + g(X,JZ)JY —
—g(Y,JZ)JX +29(X,JY)JZ}.

Por otra parte, es posible modelizar estos espacios tomando como ejemplos
paradigmaéticos el espacio proyectivo complejo CP"(c), el espacio euclideo
complejo C™ o el espacio hiperbdlico complejo CH"(¢), segin sea ¢ > 0,
c=00c<0.

La situacién anterior fue ampliada por F. Tricerri y L. Vanhecke en [3§]
y en [35], presentando la nocién de espacio de curvatura seccional holomorfa
constante generalizado como aquella variedad casi Hermitica cuyo tensor de
curvatura satisface la expresion

R(X7Y>Z = fl{g(KZ)X_g(X’Z)Y}_‘_

+12{g(X,JZ)JY — g(Y,JZ)JX +29(X,JY)JZ},

donde f; y fo son dos funciones diferenciables en M. En el mismo articulo
demostraban que para dimensiones mayores o iguales que 6 las funciones f;
y f2 son constantes. Posteriormente, diversos autores han realizado trabajos
sobre este tipo de variedades, destacando [27], en el que Z. Olszak presenta
interesantes ejemplos en dimensién 4.

Por otra parte, el estudio analogo a la geometria casi Hermitica en di-
mension impar corresponde de manera natural al de las variedades casi-
contacto métricas. Dada una variedad Sasakiana (M, $,&,1,9), una seccién
plana II de T, M generada por un vector unitario X, ortogonal a &, y por ¢.X
recibe el nombre de ¢-seccidn, y su curvatura seccional K (II) se conoce como
curvatura ¢-seccional. Se dice que M es un espacio de curvatura ¢-seccional
constante c si todas sus curvaturas ¢-seccionales toman el mismo valor ¢. En
este caso, su tensor de curvatura viene determinado por la ecuacién:

R(X,Y)Z = (c+3)/4g(Y,2)X — g(X,Z)Y }+

+(e = 1)/Hg(X,02)0Y — g(Y,02)0X +29(X, ¢Y )2+
(X )n(2)Y —=n(Y)n(2)X +g(X, Z)n(Y)€ — g(¥, Z)n(X)E}-

Estos espacios también pueden ser clasificados, dependiendo de si ¢ > —3,
c=-30c<—3.
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El propdsito fundamental de este trabajo es introducir el concepto de es-
pacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado como aquella variedad
casi-contacto métrica cuyo vector de curvatura tome la forma

RXY)Z = filglv, 2)X - g(X, Z)Y }+

+f2{9(X,02)0Y — g(Y,02)pX + 29(X, 9Y ) Z }+
+{n(Xn(2)Y —n(Y)n(2)X + g(X, Z)n(Y)¢§ — g(Y, Z)n(X)E},

siendo fi, f> v f3 funciones diferenciables en M. Estos espacios as{ definidos
engloban a los espacios de curvatura ¢-seccional constantes. Esta definicion
la desarrollamos a lo largo del Capitulo 2. Anteriormente, aparece un primer
capitulo dedicado a los preliminares en el que se recogen aquellos resulta-
dos y notaciones de Geometria Riemanniana, Compleja y Casi-Contacto que
usaremos en el resto de la memoria.

El caso en el que las funciones fo y f3 coincidan ha sido estudiado por
P. Bueken y L. Vanhecke en [10] y [11]. Por ello ha sido necesario buscar
ejemplos no triviales de variedades que pueden ser englobadas dentro de esta
nueva familia, es decir, con las funciones fy y f3 distintas. Hemos encon-
trado interesantes ejemplos, que justifican su estudio, a partir de variedades
producto y productos warped.

Una vez ofrecida la definicién anterior, estudiamos las principales propie-
dades que presentan estas variedades, relacionandolas tanto con los tipos de
variedades ya conocidos en Geometria Casi-Contacto Métrica (variedades de
contacto, K-contacto, Sasakianas, cosimplécticas, variedades con una estruc-
tura trans-Sasakiana («, (), etc.), como con los espacios de curvatura seccio-
nal holomorfa constante generalizados de la Geometria Compleja. Por ello,
hemos usado en este estudio una gran variedad de construcciones geométricas:
sumersiones Riemannianas, productos Riemannianos, productos warped y fi-
braciones de Boothby-Wang.

Asi, a lo largo de la Seccién 2.1 probaremos, entre otros resultados, que
para un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado es equiva-
lente el ser una variedad K-contacto y el ser una variedad Sasakiana, y, en
el Teorema 2.1.10, que un espacio M (f1, f2, f3), dotado de una estructura de
variedad de contacto, es una variedad Sasakiana si y sélo si se verifica:

fs=fi—1



En tal caso también se satisfacen las igualdades fo = f3 = f; — 1, tal y como
se pone de manifiesto en el Teorema 2.1.15.

Ademas, partiendo de ciertas identidades que se tienen para el tensor de
curvatura de Riemann de una variedad Sasakiana, estudiamos esas igualdades
para un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado, obteniendo
interesantes consecuencias, como por ejemplo

R(6X, 8, 6Z,6W) = R(X,Y, Z,W),

para todos X, Y, Z, W ortogonales al campo de estructura.

Hemos senalado que F. Tricerri y L. Vanhecke demuestran, [38] y [35],
que para dimensiones mayores o iguales que 6 los Uinicos espacios de curva-
tura holomorfa seccional constante generalizados que existen son aquellos que
tienen funciones caracteristicas constantes. Probaremos en el Corolario 2.2.19
un resultado equivalente en Geometria de Contacto: para un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante generalizado, M (f1, f2, f3), que tenga dimensién
mayor o igual que 5 y sea variedad Sasakiana, las funciones f1, f2, f3 son cons-
tantes.

Se presenta por tanto la necesidad de encontrar mas ejemplos de espacios
de curvatura ¢-seccional constante generalizados. Para ello nos valemos de
diversas construcciones geométricas, como puede ser partir de un espacio de
curvatura seccional holomorfa constante generalizado, N N(Fy, F,) y realizar
un producto métrico M = R x N (véase el Teorema 2.2.6) o un producto
warped con una cierta funcién diferenciable f, M = Rx fN (Teorema 2.2.11).
Obtenemos asi multitud de ejemplos con funciones no constantes.

Dedicamos toda la Seccién 2.3 a obtener nuevos ejemplos, usando ahora
diversas transformaciones métricas, como pueden ser las transformaciones
conformes, las D-homotéticas y D-conformes. N

Veremos en el Teorema 2.1.10, que para un espacio M (f1, f2, f3) con di-
mension mayor o igual que 5 con estructura de contacto basta tener f3; =
f1 — 1 para que las funciones sean constantes. Se plantea naturalmente la
cuestion de estudiar si existen espacios de curvatura ¢-seccional constantes
con estructura de contacto y funciones no constantes y también estudiar el
caso particular de los espacios con dimensién 3. A ello dedicamos la Seccién
2.4, en la que usaremos que un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado con estructura de contacto en un (k, p)-espacio generalizado.

Estos espacios han sido ampliamente estudiados por diversos autores.
Los primeros en interesarse por ellos fueron D. E. Blair, T. Koufogiorgos y
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B. J. Papantoniou que, en [6], consideraron aquellas variedades de contacto
métricas en las que el tensor de curvatura de Riemann verifica la igualdad

R(X,Y)§=r(n(Y)X —n(X)Y) + p(n(Y)hX —n(X)hY),

para todos X e Y campos en M , donde
1

Kk y i son ciertas constantes y L es la derivada de Lie. Esta condicién es
invariante por transformaciones D-homotéticas.

Estos espacios, llamados (k, pt)-espacios, fueron clasificados por E. Boeckx
en [9], y engloban a las variedades Sasakianas (k = 1, 4 = 0). Un ejemplo
clasico que no es Sasakiano es el fibrado tangente esférico de una variedad
Riemanniana llana, dotado de la estructura de variedad de contacto métrica
usual, [4].

Posteriormente, esta definicién fue generalizada por R. Sharma en [31],
trabajando con variedades de contacto métricas que verifican la condicion
para k y p funciones diferenciables no necesariamente constantes. Estas
variedades son los (&, p)-espacios generalizados con los que vamos a trabajar.

Asi, en dimensiones mayores o iguales que 5, llegamos a que todo espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado con estrucura de contacto es
en realidad una variedad Sasakiana, y por tanto las funciones son constantes
(Teorema 2.4.9).

Sin embargo en dimension 3 si existen ejemplos no triviales que son clasi-
ficados en la ultima parte de esta seccidn.

Por otra parte, en muchos de los ejemplos de la Seccién 2.3 partimos de
una variedad Kaehleriana y llegamos a un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado dotado de una estructura trans-Sasakiana («, 3). Por
ello procedemos a realizar en la Seccion 2.5 un estudio detallado de estos
espacios. Encontramos diversas ecuaciones que deben verificar las funciones
de estructura de estos espacios. Con ello conseguimos mejorar alguno de los
resultados vistos anteriormente como, por ejemplo, el Teorema 2.3.10. En
dimensién 3 caracterizamos las funciones fi, fo, f3 de los espacios que sean
variedades trans-Sasakianas (0, (3), relaciondndolas con la curvatura escalar
y la funcién g3.
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Una vez justificado el interés por los espacios de curvatura ¢-seccional
constante generalizados, se abre ante nosotros el estudio de sus subvariedades.

Uno de los problemas fundamentales en la teoria de subvariedades es la
inmersibilidad (o no inmersibilidad) de una variedad Riemanniana en un
espacio Euclideo, o més generalmente en un espacio de curvatura constante.
Es bien conocido el resultado de J. F. Nash que afirma que toda variedad
Riemanniana admite una inmersion isométrica en algin espacio Euclideo con
suficiente codimension.

Para estudiar este problema, a partir del teorema de Nash, es natural
imponer ciertas condiciones sobre la inmersion. Por ejemplo qué condiciones
son necesarias para que una variedad Riemanniana admita una inmersién
minimal en un espacio Euclideo, una inmersiéon Lagrangiana en algin C” o
una inmersion slant en algtin toro complejo CT™.

Una importante herramienta en este estudio es el invariante métrico
definido por B.-Y. Chen. Este lleva a ciertas desigualdades que facilitan
obstrucciones para que una variedad Riemanniana admita una inmersion
totalmente real o slant en una variedad Hemitica. Diversos autores han
estudiado el caso analogo en geometia de contacto. Asi, han establecido
las correspondientes desigualdades y ofrecido obstrucciones para que de una
variedad admita una inmersién anti-invariante o slant en un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante (para una vision de conjunto véase [17]).

Es por ello que, en esta memoria, ante la gran cantidad de aspectos que
caben plantearse en torno a las subvariedades, nos preocupamos por formular
las correspondientes desigualdades de B.-Y. Chen para subvariedades de un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado.

A la hora de estudiar subvariedades se deben estudiar tanto los invariantes
intrinsecos como extrinsecos. Entre los primeros cabe destacar la curvatura
seccional, la curvatura de Ricci y la curvatura escalar, y entre los segundos,
la norma de la segunda forma fundamental y el cuadrado de la curvatura
media. Resultan igualmente de gran interés las relaciones existentes entre
los invariantes intrinsecos y extrinsecos. En esta linea, B.-Y. Chen define un
invariante intrinseco en el que interviene la curvatura escalar y la curvatura
seccional y lo relaciona con el cuadrado de la curvatura media y la norma de
la segunda forma fundamental. Dada una variedad Riemanniana M, para
cada punto p € M, se considera

(infK)(p) = inf{ K(II) : IT es una seccién plana de T,M },
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donde K(II) denota la curvatura seccional en M. Sea también

m(m + 1)

om(p) = 5

7(p) — infK(p),

con 7 la curvatura escalar de M. d,; es el invariante métrico introducido por
Chen ( ver [15], [16]).

Para una subvariedad M de un espacio de curvatura seccional constante
R™(c), Chen da la siguiente desigualdad

m2(m — 2)

<
Om < 2(m — 1)

|H|” + ;(m +1)(m — 2)e,

donde m denota la dimension de M y H es el vector curvatura media. Esta
desigualdad también es vélida para subvariedades totalmente invariantes de
un espacio de curvatura seccional holomorfa constante M"(c), con curvatura
seccional holomorfa constante ¢. Mas tarde generaliz6 la situacion anterior
para subvariedades cualesquiera de dimensiéon mayor o igual que 2 de un
espacio de curvatura seccional holomorfa constante, demostrando esa misma
desigualdad para el espacio hiperbdlico complejo CH"(¢) (¢ < 0) y una
similar para el espacio proyectivo complejo CP"(c).

En geometria de contacto, F. Defever, I. Mihai y L. Verstraelen, [18],
obtuvieron una desigualdad andloga para espacios de curvatura ¢-seccional
constante, M?"*1(¢), y subvariedades normales al campo de estructura. A.
Carriazo en [13] y Y. H. Kim y D.-S. Kim en [21] dan versiones de esta desi-
gualdad para subvariedades tangentes al campo de estructura de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante.

Posteriormente, [22], J.-S. Kim, Y.-M. Song y M. M. Tripathi, han estu-
diado las desigualdades de Chen para espacios de curvatura seccional holo-
morfa constante generalizados. En el Capitulo 3, nuestro objetivo es encon-
trar las correspondientes desigualdades para subvariedades cualesquiera de
espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados.

Finalmente, quisiera aprovechar esta introduccién para dar las gracias a
todos aquellos que me han ayudado a llevar a cabo este trabajo.

En primer lugar, al Profesor Dr. D. Alfonso Carriazo Rubio por su ayuda
en la elaboracion de esta tesis. Muchas gracias por todo el tiempo que me
ha dedicado, por darme siempre animos para continuar. Por su amistad.
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Capitulo 1

Preliminares.

Dedicamos este primer capitulo a resumir aquellos resultados de Geome-
tria Casi-Contacto que necesitaremos a lo largo de esta memoria.

En primer lugar recordamos los distintos tipos de estructuras casi-contacto
y sus principales propiedades. También mencionamos la definicion de espa-
cio de curvatura seccional holomorfa constante generalizado, aunque sea una
nocién de Geometria Compleja. Finalmente, atendemos a como se relacionan
los diversos operadores definidos en una variedad dotada de una estructura
casi-contacto métrica.

1.1 Variedades casi-contacto.

Se define el tensor de curvatura de Riemann de una variedad Riemanniana
M, con conexién Riemanniana V, por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy Z,

para cualesquiera campos X, Y, Z en M. Dados X Y, Z W campos tangentes
a M, escribiremos:

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).



Se dice que M 2n+1 yna variedad de dimensién 2n + 1, es una variedad
casi-contacto si existe ¢ un tensor de tipo (1, 1), un campo vectorial £ y una
1-forma 7 tales que:

n(§) =1, (1.1.1)
P*(X) = —X +n(X)E, (1.1.2)

para todo X campo en M. ¢ se denomina campo de estructura, se dice que
M tiene una (¢, £, n)-estructura. -

Para una variedad casi-contacto M?"*! se verifican las siguientes igual-
dades:

¢€ =0, (1.1.3)
no¢ =20, (1.1.4)
rango(¢) = 2n. (1.1.5)

Una métrica g en M se dice adaptada a la estructura casi-contacto si
verifica

9(X, &) = n(X), (1.1.6)
9(6X, 9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y), (1.1.7)
para todos X,Y campos en M27+1,
Una variedad casi-contacto dotada de una métrica adaptada g se llama
variedad casi-contacto métrica y se dice que tiene una (¢, &, n, g)-estructura
o una estructura casi-contacto métrica.

Para una variedad casi-contacto métrica se verifica

9(X,0Y) = —g(¢X,Y), (1.1.8)

para cualesquiera campos X,Y en M. En particular, 9(X,9X) = 0 para
todo X en M?2nt!,
Se denota por @, y se denomina 2-forma fundamental de M , a la 2-forma
definida por
O(X,Y) = g(X, ¢Y), (1.1.9)
para X,Y dos campos en M?1 En virtud de (1.1.8), se verifica que ® es
antisimétrica y, como ¢ tiene rango 2n,

nA®"£0. (1.1.10)

2



Se dice que una variedad casi-contacto métrica M2 o5 de contacto
métrica si ® = dn. En ese caso 7 se llama forma de contacto, y por (1.1.10),

n A (dn)" # 0.

El caso completamente opuesto a una variedad de contacto es el de una
variedad cosimpléctica, una variedad casi contacto métrica normal con 'y ®
formas cerradas.

Usamos la siguiente notacion:
(Vxd)Y = VxoY — ¢V Y, (1.1.11)

para X,Y campos en M. Puede probarse que una variedad casi-contacto
métrica es cosimpléctica si y solo si

Vo =0, (1.1.12)

es decir, si ¢ es paralelo (ver [5]).
Por otra parte, en una variedad de contacto métrica se verifican las si-
guientes ecuaciones:

Vegp =0, (1.1.13)
Vel =0. (1.1.14)
Si M es una variedad de contacto métrica y £ es un campo de Killing

con respecto a g, M se denomina variedad K -contacto. Se prueba que una
variedad de contacto métrica es K-contacto si y solo si se verifica:

Vxé = —¢X. (1.1.15)

De hecho, este resultado puede mejorarse:

Proposicién 1.1.1.— Toda variedad casi-contacto métrica con vaXf’ = —0pX
es una variedad K -contacto.



DEMOSTEACI(')N: Una variedad K-contacto es aquella variedad de contacto
métrica M que verifica Vx& = —¢X. Luego basta probar que la variedad es
de contacto métrica, es decir, que se tiene

dn = ®.

Sean X,Y campo en M. Para ellos

X, Y) = S(Xn(Y) = Yn(X) = nlX,Y]) =

- ;(Xg(Y, §) = Yg(X,8) —n(VxY) +n(Vy X)) =

1

= S (9(VxY.6) +9(Y. Vx€) — g(Vy X, €) -

(X, Vy€) — g(VxY, &) + g(VxY X,6)) =
= (07, Fx) — 9(X, 9y6)) =

= S(—9(6X,Y) + g(6Y, X)) = (X, ) = B(X.Y),

y por tanto M es una variedad K-contacto. a

En una variedad K-contacto se tiene
(Vx)Y = R(&, X)Y, (1.1.16)
para todos X,Y campos en M.

Se dice que la estructura casi-contacto de M2"*! es normal si el tensor
de torsion de Nijenhuis, dado por

[0.0(X,Y) = ¢*[X, Y] + [¢X, 0] - ¢[6X, Y] = ¢[X,¢Y],  (L.L17)
verifica la siguiente ecuacion:

6, 6](X,Y) = —2dn(X,Y)E. (1.1.18)



Una variedad de contacto métrica normal se denomina wvariedad Sasa-
kiana. Se demuestra que toda variedad Sasakiana es K-contacto, y que una
variedad casi-contacto métrica es Sasakiana si y so6lo si

(Vxd)Y = g(X,Y)E —n(Y)X, (1.1.19)

para todo par de campos X,Y en M.
En una variedad Sasakiana se verifican las siguientes igualdades

R(X,Y) =n(Y)X —n(X)Y, (1.1.20)
R(X,6)Y = —g(X,Y)E+n(Y)X, (1.1.21)
para todos X,Y campos en M.

Una variedad casi-contacto métrica M se dice que es una variedad nearly
Sasakiana si para todo campo X en M se cumple:

(Vx$)X = g(X, X)¢ — n(X)X. (1.1.22)

Por tltimo, se dice que una variedad casi-contacto métrica M tiene una
estructura trans-Sasakiana (o, (), [29], si

(Vx9)Y = a(g(X,Y)E —n(Y)X) + B(g(6X,Y)E —n(Y)pX), (1.1.23)

con « y 3 funciones diferenciables en la variedad, para cualesquiera campos
X e Y en la variedad.

Observamos que, por (1.1.12), una variedad cosimpléctica es una variedad
trans-Sasakiana con o = = 0 y que una variedad Sasakiana lo es con a = 1
y 8 = 0. Por otra parte, el caso en el que « =0y 8 = 1 se corresponde con
las variedades de Kenmotsu.

Estos espacios han sido estudiados por J. C. Marrero en [25], donde de-
muestra que una variedad trans-Sasakiana («, ) de dimensién mayor o igual
que 5 es de tipo (0,/3) o (a,0).

Para una variedad trans-Sasakiana («, () se verifica:

V€ = —agX + B(X — n(X)g), (1.1.24)
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dn = ad. (1.1.25)

En efecto, la primera se deduce inmediatamente de la definicién de variedad
trans-Sasakiana («, 3). Y para la segunda, sean X, Y campos en M,

WX, Y) = 3 (g(VxEY) ~ 9(VyE, X)) =

(9(—apX + B(X —n(X)E),Y) — g(—agY + B(Y —n(Y)E), X)) =

N —

_ ;(—ag((bX, Y)+ Bg(X,Y) = Bn(X)n(Y)+

+ag(eY, X) — Bg(Y, X) + Bn(Y)n(X)) =
= ag(X, ¢Y)

Una variedad casi-contacto métrica se denomina C'(«)-variedad si su ten-
sor de curvatura de Riemann verifica la siguiente identidad

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,0Z,¢W)+

+a{g(X,W)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y, W)+

para todos X,Y, Z, W campos diferenciables en M , para un cierto nimero
real a.

Se demuestra que una variedad trans-Sasakiana («,0), con « una cierta
constante, es una C'(a?)-variedad y una variedad cosimpléctica es una C/(0)-
variedad, véase [19].

1.2 Subvariedades.

En esta seccién ofrecemos un breve repaso a la teoria general de sub-
variedades. Recordamos los distintos tipos de estructuras casi-contacto y
sus primeras propiedades. Finalmente, atendemos a como se relacionan los

6



diversos operadores definidos en una variedad dotada de una estructura casi-
contacto métrica y en una subvariedad suya.

Sea M una subvariedad de una variedad Riemanniana M. Denotaremos
por g tanto a la métrica de M como a la inducida en M.
__ Denotemos por V y V las respectivas conexiones Riemannianas de M y
M, entonces para X,Y campos tangentes a M y un campo normal V| las
formulas de Gauss y Weingarten vienen dadas por:

VxY =VxY +h(X,Y), (1.2.1)

VxV = —AyX + VLV, (1.2.2)

donde h denota la segunda forma fundamental de M en M y Ay el endo-
morfismo de Weingarten asociado a V. La segunda forma fundamental y el
endomorfismo de Weingarten estéan relacionados segun la siguiente ecuacion:

g(h(X,Y),V)=g(AvX,Y). (1.2.3)

Si M es una subvariedad de dimensién m + 1y {E,..., E,11} es una
referencia local ortonormal suya, se define la curvatura media
1 m—+1

H=— h(E;, E;). 1.2.4
m+1Z§::1 ( 19 7») ( )

Se dice que M es minimal si H es idénticamente nulo.

Sean M subvariedad de M y R, R sus tensores de curvatura de Riemann
respectivos. Entonces si X, Y, Z, W son campos tangentes a M, se verifican
la ecuacién de Gauss

R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W) — g(h(X,W), Y, Z))+
+g(MX, Z), h(Y,W)), (1.2.5)

y la ecuacion de Codazzi

(R(X,Y)Z)" = (Vxh)(Y,Z) — (Vyh)(X, Z), (1.2.6)



donde é(X, Y, Z)* denota la componente normal de é(X, Y7y

(Vxh)(Y, Z) = Vi (WY, 2)) = M(VxY, Z) = h(Y,Vx Z). (1.2.7)

Sea ahora, M una subvariedad, de dimensién m + 1, de una variedad
casi-contacto métrica M, con dimension 2n + 1. Supondremos en adelante, a
no ser que se indique lo contrario, que M es tangente al campo de estructura,
en ese caso podemos escribir

TM =D & Span{¢},

donde D, el complemento ortogonal de & en T'M, se denomina distribucion
de contacto en M.

Para un campo X tangente a M escribimos
pX =TX +NX, (1.2.8)

donde T'X y NX son las componentes tangente y normal de ¢X, respecti-
vamente. Y para V' un campo normal a la subvariedad,

OV =tV +nV, (1.2.9)

representando tV y nV las componentes tangente y normal de ¢V'.
Con esta notacién se tienen trivialmente, a partir de (1.1.8), las relaciones
que siguen

g(TX,)Y)=—g(X,TY), (1.2.10)
g(NX,V) = —g(X,tV), (1.2.11)
gV, W) = —g(V,nW), (1.2.12)

para todos X, Y tangentes a M y V., W normales.

Si la variedad ambiente M es de contacto, para una subvariedad tangente
al campo de estructura se tiene a partir de (1.2.1) y (1.1.14):

Vel =0, (1.2.13)
h(E, &) = 0. (1.2.14)
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Para una subvariedad M de una variedad K-contacto tangente al campo
de estructura, por (1.1.15), se verifica

Vyé=—6X =-TX — NX,
y como siempre se tiene (1.2.1),
Vx&=Vx&+h(X,¢),
igualando las componentes tangentes,
Vxé=-TX, (1.2.15)
e igualando las componentes normales,

h(X,§) = —NX. (1.2.16)

Ya estudiamos ;Vixf con X tangente para una variedad K-contacto, ob-
servemos entonces V£ con V' normal.

Lema 1.2.1.— Sea M wuna subvariedad de una variedad K-contacto ]\7,
tangente al campo de estructura. Se verifica

Ayé =tV (1.2.17)
VeV =—nV +[¢ V], (1.2.18)

para todo campo V' normal a la subvariedad.
DEMOSTRACION: En las condiciones del lema se tiene
VeV = —Avé + V§V, (1.2.19)
y por otra parte
VeV =Vye+[6,V] = ¢V +[£,V] = =tV —nV +[£,V].  (1.2.20)

Ahora bien, [, V] es un campo normal a la subvariedad, pues, para todo
campo tangente X, se verifica

9(X, €, V]) = 9(X, VeV = Vi) = £g(X, V) — g(VeX, V) + g(X, 9V) =
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= —g(VeX,V) = g(¢X, V) = —g(VeX, V) + g(Vx€, V) = g([X,€],V) = 0.

Luego, igualando las componentes tangentes y normales de las expresiones
(1.2.19) y (1.2.20), se obtienen (1.2.17) y (1.2.18) respectivamente. O

1.3 Algunas notaciones.

A continuacién aclaramos algunas de las notaciones que vamos a usar en el
trabajo, esto es necesario pues en la literatura se manejan varias definiciones
segun el autor.

Sea M una variedad métrica de dimensién n y {Ey, ..., E,, } una referencia
local ortonormal. Se define el tensor de Ricci como

S(X,Y)=Y R(E,X,Y,E,), (1.3.1)
i=1
a partir de ahi se define el operador de Ricci, (), como el tensor que verifica
S(XY) =g(QX,Y), (1.3.2)
para todos X,Y campos en M. Por lo que

QX = Z R(X,E))E;. (1.3.3)

Por otra parte, usaremos la siguiente definicion de la curvatura escalar:

re > S(E;, E;) = n<n1_1) > R(E,Ej B, E).  (134)

En una variedad casi contacto métrica M?"*! se denomina ¢-base a una
base ortonormal del tipo:

(B, ..., En, 0F1, ..., 0E,, €}, (1.3.5)
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También introducimos la notaciéon que usaremos para describir el tensor
de curvatura de Ricci de ciertas variedades en Geometria Compleja y de
Contacto.

En Geometria Compleja, el tensor de curvatura de un espacio de curva-
tura seccional holomorfa constante ¢, (una variedad Kaehleriana con curva-
tura seccional holomorfa constante) N?"(c),viene dado por

RX,Y)Z = L(g(Y. 2)X = g(X, 2)Y)+

+Z(g(X, JZ)JY — g(Y,JZ)JX +2¢(X,JY)JZ)

Un espacio de curvatura seccional holomorfa constante generalizado es
una variedad casi Hermitica N cuyo tensor de curvatura es de la forma

é: FlRl +F2R2, (136)

donde Fi y F5, son funciones diferenciables en N y

Ri(X,YV)Z =g(Y,2)X — g(X, Z)Y, (1.3.7)

Ro(X,Y)Z = g(X,JZ2)JY — g(Y,JZ)JX +29(X,JY)JZ,  (1.3.8)

para todos X,Y, Z campos diferenciables en N. Se denota por N(FI,FQ).
Esta claro que todo espacio de curvatura seccional holomorfa constante es
un espacio de curvatura seccional holomorfa constante generalizado.

Si (M 2":1,¢,£,77, g) es una variedad casi-contacto métrica, se llama ¢-
seccion de M en p € M a una seccién II C T,(M) tal que exista un vector
X, unitario y ortogonal a §,, verificando Il = Span{X,, X, }.

Y se define la curvatura ¢-seccional de 11 por

K(X,6X) = R(X,$X,¢0X,X). (1.3.9)

Una variedad Sasakiana con curvatura ¢-seccional constante, es decir, tal
que el valor de la curvatura ¢-seccional no dependa de la ¢-seccion escogida
ni del punto de M en cuestién, se denomina espacio de curvatura ¢-seccional
constante.
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El tensor de curvatura de Riemann de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante tiene la siguiente expresion,

R(X,Y)Z = 023

(Y, 2)X — g(X, Z2)Y )+

c—1
4

+

@MY —n((2)X + g(X, Zn(Y)E  glY, Zpn(X)E),

donde ¢ denota la curvatura ¢-seccional.
Usaremos la siguiente notacion:

(9(X,0Z)0Y — g(Y,02)pX +29(X, ¢Y)pZ)+

_|_

RI(X,Y)Z =g(Y,Z)X — g(X, 2)Y, (1.3.10)
Ro(X,Y)Z = g(X,Z)¢Y — g(Y, 0 Z)$X +29(X, ¢Y)$Z, (1.3.11)
Ry(X,Y)Z = n(X)n(2)Y —=n(Y'n(Z)X + g(X, Z)n(Y)¢ — g(Y, Z)Té(X)&)
1.3.12

y escribiremos:

~ c+3

1 1
RX,Y)Z="""R(X,Y)Z+ CT +R(X,Y)Z 4 E

Rs(X,Y)Z.

En lo concerniente a subvariedades vamos a fijar las definiciones que usa-
remos de los cuadrados de las normas de 7"y N. Si trabajamos con una
subvariedad M tangente al campo de estructura, consideramos que su di-

mension es m + 1, y dada una base ortonormal local de campos {F1, ..., E,, }
de D, definimos

TP =Y |TEP = Y ¢*(E, TE)), (1.3.13)
i=1 i,j=1
IN|> =" |NE;]J?, (1.3.14)
i=1

respectivamente. Si la subvariedad M es normal al campo de estructura,
consideramos que su dimensién es m, y fijada una referencia local de campos
ortonormales, {E}, ..., E,}, de T M, los cuadrados de las normas de 'y N
viene dados por esas mismas ecuaciones. Es facil probar que, en cualquiera
de los casos, |T)? y |N|? son independientes de la eleccién de la base.
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Capitulo 2

Espacios de curvatura
¢p-seccional constante
generalizados.

En este segundo capitulo definimos los espacios de curvatura ¢-seccional
constante generalizados de forma que engloben a los espacios de curvatura ¢-
seccional constante, de igual manera que los espacios de curvatura seccional
holomorfa constante constituyen un ejemplo natural de espacios de curvatura
seccional holomorfa constante generalizados.

Presentamos ejemplos de dichos espacios que justifican el interés por ellos.
Y estudiamos algunas identidades importantes que verifica el tensor de cur-
vatura de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado.

Finalmente, analizamos la relacion de los espacios de curvatura ¢-seccio-
nal constante generalizados que definimos y los tratados por P. Bueken y L.
Vanhecke en [10] y [11].

2.1 Definicion y primeras propiedades.

En lo que sigue denotaremos por M a una variedad casi-contacto métrica
con estructura (¢,&,1,g).
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Definicién 2.1.1.— Decimos que una variedad casi-contacto métrica M es un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado si existen funciones
f1, fo y f3 diferenciables en M tales que

R(X,Y)Z = fi(g(Y, 2)X — g(X, Z)Y)+

+2(9(X,02)9Y —g(Y,02)0X +29(X, ¢Y )9 Z)+
+mX)(2)Y —=n(Y)n(2)X +g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E), (2.1.1)

para todos X, Y, Z campos diferenciables en ﬂ, donde R denota el tensor de
curvatura de M. En tal caso, escribiremos M(f1, fa, f3)-

Nota 2.1.2.— Observemos que un espacio de curvatura ¢-seccional constante

M?"*1(c) es un caso particular de espacio de curvatura ¢-seccional constante
c+3 c—1

4 vy o= f3= 1

generalizado, con f; =

Ejemplo 2.1.3.— En los Preliminares vimos que una variedad casi-contacto
métrica se llamaba cosimpléctica si V¢ = 0. En [3], C.L. Bejan senala que
si M es una variedad cosimpléctica con curvatura ¢-seccional constante c, el
tensor de curvatura de Riemann viene dado por la siguiente expresion,

RIX.Y)Z = oY, 2)X = g(X, 2)Y +
+9(X, 92)oY — g(Y, 0Z)9X + 29(X, ¢Y )9 Z+
+n(X)n(Z2)Y —n(Y)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E},
es decir, es un espacio de curvatura ¢ seccional constante generalizado con
c

f1:f2:f3:z-

Ejemplo 2.1.4.— En [10], P. Bueken y L. Vanhecke consideran una variedad

casi-contacto métrica que sea C'(«)-variedad y que ademds tenga curvatura

¢-seccional constante c. Su tensor de curvatura de Riemann viene dado por
~ ¢+ 3a?

R(X.,Y)Z = 1 {9(Y,2)X — g(X,2)Y)}+
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C —

4
c—a?

1 XN 2)Y =n(Y)n(Z)X + 9(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E},

siendo por tanto un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
¢+ 3a? c—a?

4 yfo=fa= i

2
+E Y 0(X, 02)0Y — g(V, 6Z)8X + 29(X, 6Y)0Z}+

+

con f; =

En el siguiente teorema probaremos una condiciéon que debe cumplir f3
en el caso de que la variedad sea K-contacto. Para ello, necesitamos un
resultado previo.

Lema 2.1.5.— En una variedad K-contacto M, las curvaturas seccionales
de secciones planas que contengan al campo de estructura & valen 1 en cada
punto de M.

DEMOSTRACION: Dado un campo X unitario y ortogonal a &, teniendo en
cuenta (1.1.13), (1.1.14) y (1.1.15), se prueba

R(X,6,6X) = —g(VeVxE, X) — g(Vix g, X) =
= g(VedX, X) + g(4X, €], X) =
= g((Vep) X + ¢VxE X) = —g(¢*X, X) = 1,

y por lo tanto se tiene el resultado. O

Teorema 2.1.6.— Sea ]\z(fl, fa2, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado. Si M es K-contacto, entonces fs = f1 — 1.

DEMOSTRACION: Dado un campo X unitario y ortogonal a &, por la
ecuacion (2.1.1) se tiene

R(X, )¢ = fi(g(&, €)X — g(X,6)&)+

+ f2(9(X, 9€)d& — g(&, dE)dX + 29(X, ¢€)pE)+
+f3(n(X)n(€)E —n(E)n(E)X + g(X, En(€)E — g(&, (X)) =
=(fi— f5)X,
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lo cual implica que: B
R(X7€7£7X> = fl - f3-
Ahora bien, al ser M K-contacto, en virtud del Lema 2.1.5,

R(X.£,6X) =1,

de donde se deduce el resultado. O

Nota 2.1.7.— Como toda variedad Sasakiana es una variedad K-contacto,
se deduce del teorema anterior que si M(f1, fo, f3) es una variedad Sasakiana
entonces f3 = f; — 1. Este resultado, para variedades Sasakianas, también
podemos obtenerlo atendiendo a otras relaciones que aparecen en los preli-
minares, (1.1.20) y (1.1.21).

Usando que en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado M (f1, fa, f3) que sea una variedad K-contacto se verifica f3 = f; — 1,
probamos que, en realidad, para un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado son equivalentes ser K-contacto y ser Sasakiano.

Teorema 2.1.8.— Todo espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado que sea una variedad K -contacto es Sasakiano.

DEMOSTRACION: Sea M (f1, f2, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado y supongamos que es una variedad K-contacto. Entonces
se verifica la ecuacién (1.1.16),

por tanto, segin la expresién del tensor de curvatura de Riemann, queda
(Vx9)Y = filg(X,Y)E = g(&,Y)X)+

+f2(9(§, 9Y )X — g(X, 9Y )€ + 29(§, 9 X )oY )+
+f3(n(E)n(Y)X —n(X)n(Y)E + g(& Y)n(X)E — g(X, Y)n(§)E) =
= (fi = f)9(X,Y)E—g(,Y)X) =
= (fi= )X, Y){—n(Y)X) =
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= 9(X,Y)§ = n(Y)X,

pues al ser M K-contacto se tiene que f3 = f; — 1 por el Teorema 2.1.6, y
esta ecuacion implica que M es una variedad Sasakiana. O

A partir de otras ecuaciones que verifica el tensor de curvatura de Ricci
de una variedad de contacto métrica, podemos enunciar un resultado que,
dada la equivalencia entre ser una variedad K-contacto y ser Sasakiana para
espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizado, es el reciproco del
Teorema 2.1.6 para variedades de contacto.

En [4, pdg. 65] se demuestra el siguiente resultado.

Lema 2.1.9.— Una variedad de contacto M*"*! es una variedad K -contacto
st y solo si el tensor de curvatura de Ricci en la direccion de & es 2n, es
decir, sty solo si

S(,€) = 2n.

Teorema 2.1.10.— 5% M(fl, fa, f3) es una variedad de contacto métrica con
fs = f1 — 1 es una variedad Sasakiana.

DEMOSTRACION:  Consideremos una variedad M como la del enunciado,
escogemos una referencia local ortonormal {ey, ..., e,, €2,11 = £}, para ella
el tensor de curvatura de Ricci en la direcciéon de € viene dado por

2n

2n N
S(ﬁ?&) = Z R(€i757€a ei) + R(§7§7€75) = Z(fl - f3)7
1=1

i=1

en virtud de los resultados del Teorema 2.1.6, y si f3 = f; — 1 resulta que

5(&,€) = 2n.
Asi, por el Lema 2.1.9, se tiene que la variedad M(fl, fa, f3) es K-contacto
y con el Teorema 2.1.8 se concluye que es Sasakiana. O

La hipétesis de que la variedad sea de contacto métrica es necesaria.
Para comprobarlo recurrimos a un ejemplo que probaremos mas adelante,
dado un espacio de curvatura seccional holomorfa constante generalizado
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N(Fy, F,) Kaehleriano (por ejemplo un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante), consideremos el producto warped M = (—m/2,7/2) x; N
con f(t) = cost, entonces como resultado del Teorema 2.2.11 veremos que M
es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M (f1, f2, f3)

con funciones
f— (Fyom)— f? (Fiom)+ sent
e 12 N cos?t ’
fo=(Fyom)/f? = (Fyom)/cos?t,
(Fiom)— f? +L” _ (Fiom)+ sent
f? f cos?t
es decir, para este ejemplo f3 = f; — 1 y sin embargo no es una variedad

Sasakiana pues, segtin se demuestra en la Proposicion 2.2.25 es una variedad
trans-Sasakiana (0, —tant).

fs=

1,

Veamos ahora algunas propiedades interesantes de los espacios de cur-
vatura ¢-seccional constante generalizados. Estudiamos en primer lugar la
curvatura ¢-seccional de uno de estos espacios y posteriormente algunas iden-
tidades que verifica su tensor de curvatura.

Proposicion 2.1.11.— La curvatura ¢-seccional de un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado M (f1, fa, f3) es fi1 + 3fa.

DEMOSTRACION: Dado X un campo unitario y ortogonal a &, la curvatura
¢-seccional de m = Span{X,, ¢.X,} viene dada segin (1.3.9) por

K(X,0X) = R(X,0X,0X,X) =

= f1(9(¢X, ¢X)g(X, X) — g(X, ¢ X)g(oX, X))+
+f2(9(X, ¢*X)g(¢*X, X) — g(6X, ¢’ X )g(¢ X, X) +29(X, > X )g(¢* X, X))+
+fs(n(X)n(¢X)g(¢X, X) — n(¢X)n(¢X)g(X, X)+
+9(X, X In(oX)n(X) — g(6X, X )In(X)n(X)),

teniendo en cuenta (1.1.2), (1.1.4), (1.1.6), (1.1.7) y que X es ortogonal a
se llega a

K(X7¢X) = (.fl +3f2)g(X?X)7
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con lo que, al ser X unitario, concluimos la demostracion. O

En [4, pdg. 93] aparece el siguiente resultado referido a variedades Sasa-
kianas:

Lema 2.1.12.— En una variedad Sasakiana M se verifican las sigquientes
tdentidades

i) para todos X,Y,Z W,

R(X,Y,Z,¢W)+ R(X,Y,0Z W) = —T'(X,Y, Z,W),

y para X, Y, Z, W ortogonales a &,

i) R(¢X,Y,0Z,¢W) = R(X,Y,Z, W),

ii) R(X,0X,Y,pY) = R(X,Y,X,Y)+R(X, Y, X, ¢Y)—2I'(X,Y, X, ¢Y),
donde

F<X7 Y, Z, W) = dTI(Xu Z)g(}/’ W) - dn(Xv W)g(Y7 Z)_

para cualesquiera X,Y, Z, W campos en M.

A continuacién vamos a establecer unas identidades andlogas a éstas para
un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado. Para ello deno-
taremos

P(X,Y,Z,W) = g(X,9Z)g(Y, W) — g(X,oW)g(Y, Z)—

—g9(Y,0Z)g(X, W) + g(Y, oW )g(X, Z),

con X,Y,Z W campos en ]\Z que, en el caso de una variedad Sasakiana,
coincide con la definicion de I' pues, al ser la variedad de contacto métrica,
dn = ®.
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Proposicién 2.1.13.— Sea M(fl, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, se verifica

R(X,Y,Z,oW) + R(X,Y.¢Z W) = ~(fi = o) (XY, Z, W),
para todos X,Y, Z W ortogonales a &.

DEMOSTRACION: Dados X, Y, Z, W campos en M, en virtud de (2.1.1):
R(X,Y,Z,¢W)+ R(X,Y,0pZ, W) =

= [i{g(Y, 2)g(X, oW) — g(X, Z)g(Y, oW ) }+
+/2{9(X, 0Z)g(Y, oW) — g(Y, $Z)g(¢ X, oW) + 29(X, Y )g(Z, W) }+
+f{n(X)n(Z2)g(Y, oW) —n(Y)n(Z)g(X, oW )+
+9(X, Z)n(Y)n(eW) — g(Y, Z)n(X)n(eW)}+
+fi{9(Y.92)g(X, W) — g(X, 6Z)g(Y, W)} +
+2{9(X,0*Z)g(pY, W) — g(Y, ¢*Z)g(6 X, W) + 29(X, ¢Y )g(6° Z, W)} +
+f3{n(X)n(¢2)g(Y. W) —n(Y)n(¢Z)g(X, W)+
+9(X,0Z)n(Y)n(W) = g(Y, ¢Z)n(X)n(W)}.

Ahora bien, si X,Y,Z, W son ortogonales a &£, los términos que aparecen
multiplicando a f3 se anulan. Y por (1.1.1), (1.1.2) y (1.1.7) queda

R(X,Y, Z,¢W) + R(X,Y,6Z,W) =

= fi{g(Y, 2)g(X, oW) — g(X, Z)g(Y, oW ) }+
+fo{9(X,0Z)g(Y, W) — g(Y,9Z)g(X, W) + 29(X, ¢Y )g(Z, W) }+
+fi{g(Y,02)g(X, W) — g(X, 6Z)g(Y, W)} +
+2{=9(X, Z)g(oY, W) + g(Y, Z)g(¢ X, W) — 29(X, ¢Y)g(Z, W)} =

= - (fl - f2) P(X7Y7 Za W)a
como queriamos demostrar. O
De la Proposicién 2.1.13 y del apartado i) del Lema 2.1.12 deducimos la

relacion que existe entre las funciones f; v fo para un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado que sea una variedad Sasakiana.
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Proposicién 2.1.14.— Si M(fl, f2, f3) es un espacio de curvatura ¢-seccio-
nal constante generalizado dotado de una estructura Sasakiana, entonces

fo=fi—1

DEMOSTRACION: Comparando las férmulas del Lema 2.1.12 y la Proposi-
cién 2.1.13 se deduce que f; — fo = 1. O

Y teniendo en cuenta el Teorema 2.1.6, resumimos la situacion que se tiene
para un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado Sasakiano
en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.15.— En un espacio de curvatura ¢-seccional constante gene-
ralizado Sasakiano, se verifica la siguiente relacion:

Jo=fs=fi—1L

Proposiciéon 2.1.16.— FEn un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado, se verifica

R(¢X,0Y,¢Z, W) = R(X,Y, Z, W),
para todos X,Y, Z W ortogonales a .

DEMOSTRACION: En efecto, dados X, Y, Z, W campos en M , en virtud de
(1.1.1) y de (2.1.1):

R(6X, 0Y, 02, 0W) = fi{g(8Y,02)g(6X, 6W) — g(6X, 62)g(dY, oW) }+

+2{9(6X,6°2)g(*Y, 6W) — g(¢Y. ¢ Z)g(¢* X, oW )+
+29(¢X, ¢°Y)g(¢°Z, W)}
De nuevo por (1.1.2) y (1.1.1)

R(¢X,6Y,0Z,¢W) = fi{g(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W) }+
+f2A9(X, 02)g(¢Y, W) — g(Y, 0Z)g(¢ X, W) + 29(X, Y )g(¢Z, W)} +
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+{=n(Y)n(Z)g(X, W) — g(Y, Z)n(X)n(W)+
+9(X, Z)n(Y )n(W) + n(X)n(Z)g(Y, W)}.
Ahora bien, si X,Y, Z, W son campos ortogonales a &, el ultimo término

se anula y esa expresion coincide con E(X Y, Z,W). O

Por ultimo, en relacién al apartado iii) del Lema 2.1.12 tenemos el si-
guiente resultado.

Proposicion 2.1.17.— En un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado M(f1, fa, f3), para todos X,Y ortogonales a £ se verifica:

R(X,0X,Y,0Y) = R(X,Y,X,Y) + R(X, ¢Y, X, Y )—

_2(f1 - fQ)P(X> Y>X7 ¢Y)

DEMOSTRACION: Dados X,Y como los del enunciado, por (2.1.1) se tiene
para ellos

R(X,0X,Y,¢Y) — R(X,Y,X,Y) — R(X,0Y, X,0Y) =

= [1{g(¢X,Y)g(X,9Y) — g(X,Y)g(¢X, #Y) }+

+/2{9(X, 9Y)g(¢°X, 9Y ) — g(6 X, 9Y )g(¢ X, 6Y) +29(X, 9> X )g(9Y, ¢Y )} —

—fi{g(Y, X)g(X,Y) — g(X, X)g(Y,Y)}—
—fo{9(X, 0X)g(0Y,Y) — g(Y, ¢ X)g(6X.Y) + 29(X, ¢Y ) g(¢ X, Y) } -

—fi{9(¢Y, X)g(X, 9Y) — g(X, X)g(oY, ¢Y) }—

—f2{9(X, 9X)g(6°Y, ¢Y) — g(8Y, 0 X )g(6X, ¢Y) + 29(X, ¢°Y )g(6 X, ¢Y)},

y operando teniendo en cuenta (1.1.1), (1.1.2) y (1.1.7), queda

R(X,0X,Y,0Y) — R(X,Y,X,Y) — R(X, Y, X,¢Y) =

= fi{=9(X,0Y)? = g(X,Y)*}+
+f2{_g(X> ¢Y)2 - g(Xv Y)2 - 29(X7X)9(Y7 Y)}_
_fl{g(Y>X)2 - g(X,X)g(Y, Y)} - fQ{_gg(X’ ¢Y)2}_
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—fi{=9(X,9Y)* — g(X, X)g(Y.Y)} = fo{ =39(X,Y)} =
=2(f2 = i){g(X, 0Y)* + g(X,Y)? — g(X, X)g(Y.Y) =
=2(f2 = H)P(X,Y. X, 0Y),
con lo que se concluye la demostracion. a

A partir de esta proposicién y del Lema 2.1.12 se obtiene de nuevo el
mismo resultado de la Proposicién 2.1.14.

En el Ejemplo 2.1.4 tratdbamos con una C(«)-variedad, es decir, una va-
riedad casi-contacto métrica cuyo tensor de curvatura de Riemann verificaba

R(X,Y,Z W) = R(X,Y,0Z, oW )+

+a{g(X, W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y, W)+

para un cierto nimero real «, siendo XY, Z, W campos cualesquiera en M.
Estudiamos a continuacién la diferencia R(X,Y, Z, W) —R(X,Y, ¢Z, W) en
un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado.

Proposicién 2.1.18.— Sea M(fl, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado. Se verifica

R(X,Y,Z W)= R(X,Y,¢Z,¢oW) =
= (fl - f2){g(X> W)g(Y7 Z) - g(Xv Z)g(Y> W)"'
+(fs = f){n(X)n(2)g(Y, W) = n(Y)n(Z2)g(X, W)+

+9(X, Z)n(Y )n(W) — g(Y, Z)n(X)n(W)}, (2.1.3)
para todos X, Y, Z, W campos en M.

DEMOSTRACION: La demostracién es una mera comprobacién. Asi, dados
X, Y, Z, W, comprobemos la diferencia

R(XY,Z,W) = R(X,Y,¢Z,¢W) =
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= filg(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y,W))+
+f2(9(X, 02)g(dY, W) — g(Y, 0Z)g(¢ X, W) + 29(X, ¢Y ) g(6Z, W))+
+f((X)(Z)g(Y, W) —n(Y)n(Z)g(X, W)+
+9(X, Z)n(Y )n(W) — g(Y, Z)n(X)n(W))—
—fi(g(Y,02)g(X, W) — g(X, 0Z)g(Y, pW))—
—f2(g(X,9*Z)g(6Y, ¢oW) — g(Y, 6* Z)g(, 6W) + 29(X, ¢Y ) g(¢* Z, W) —
—fs(n(X)n(92)Y —n(Y)n(Z)g(X, W)+
+9(X, ZIn(Y)n(@W) — g(Y, Z)n(X)n(W)) =
= (fi = f){g(X,W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y, W)+
+9(X,02)g(Y, W) — (X, oW)g(Y, ¢Z) }+
+(fs = L) n(X)n(Z2)g(Y, W) = n(Y)n(Z)g(X, W)+
+9(X, Z)n(Y)n(W) — g(Y, Z)n(X)n(W)},
1

(
donde se han usado (1.1.2), (1.1.4), (1.1.6) y (1.1.7). O

~_ Asfpuesen el caso fo = f3y fi — f2 igual a una constante «, la variedad
M es una C(«a)-variedad. Reciprocamente enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.19.— Sea M(fl,fg,fg) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado de dimensién mayor o igual que 5, que sea una C(a)-
variedad, se verifica la siguiente relacion:

Jo=[fz3=fi—«a

DEMOSTRACION: Basta comparar las expresiones que se tienen de la dife-
rencia

R(X,Y,Z,W) — R(X,Y,$Z,¢W)

para una C'(«)-variedad y para un espacio de curvatura ¢ seccional constante
generalizado. Escogemos campos unitarios. En primer lugar tomamos X =
W ortogonal a Y = Z = £. Sustituyendo en (2.1.2) y (2.1.3),

a=(fi—f2)—(fs — f2)>
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y si escogemos campos X = W, Y = Z en la distribuciéon de contacto, con
Y ortogonal a X y ¢ X se tiene:

a=fi— fa

De ambas ecuaciones se deduce que las funciones fi, fo, f3 verifican la relacién
del enunciado. O

Obsérvese que en la demostracion hacemos uso explicito de que la di-
mension es mayor o igual que 5. En dimensién 3 no podemos escoger campos
para obtener dos ecuaciones linealmente independientes.

Como vimos en los Preliminares, una variedad Sasakiana es un ejemplo de
C'(1)-variedad. Por tanto, del teorema anterior, se deduce que en un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado Sasakiano, se verifica

fo=fs=—-1

Es decir, obtenemos de nuevo el resultado que daba el Teorema 2.1.15, aunque
el razonamiento usado ahora sdlo es valido para variedades de dimension
mayor o igual que 5,

Procediendo del mismo modo, podemos dar un resultado analogo para
variedades cosimplécticas.

Corolario 2.1.20.— En un espacio de curvatura ¢-seccional constante gene-
ralizado cosimpléctico, de dimension mayor o igual que 5, se verifica:

f1:f2:f3-

DEMOSTRACION:  Sabemos que una variedad cosimpléctica es una C'(0)-
variedad. Por tanto, a partir del Teorema 2.1.19 se deduce directamente el
resultado. a

Por otra parte en [37] se consideran algunas identidades para el tensor de
curvatura de Riemann de una variedad casi Hermitica (N?", J, g), en concreto
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1) R(X,Y,ZW) = R(X,Y,JZ,JW),

2) R(X,Y,Z,W) = R(JX,JY,ZW)+ RJX,Y,JZ,W)+
YR(IX,Y, Z, JW),

3) R(X,)Y,Z,W) = R(JX,JY,JZ,JW),

para todos X, Y, Z, W campos en N.

Se afirma que si denotamos por H la clase de todas las variedades Hermiti-
cas y por H; la subclase de aquellos cuyo tensor de curvatura verifique la
identidad i), i = 1,2, 3, se verifica:

Hi CHy CH3 CH.

Ya hemos estudiado algunas de estas identidades en su equivalente de
contacto. Asi hemos probado que para un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado se verifica

R(6X,9Y,0Z,¢W) = R(X,Y,Z, W),

para todos X, Y, Z, W ortogonales a £, y la identidad equivalente a la primera,
es decir, ~ B
R(X,Y, Z, W) =R(X,Y,¢Z,¢W)

se verifica para campos ortogonales a £ si y sélo si f; = fo, segin la Propo-
sicion 2.1.18.

Estudiemos entonces en qué casos se tiene, para un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado, la identidad

R(X,Y,Z,W) = R(6X, Y, Z,W) + R(¢6X.Y,0Z,W) + R(¢X,Y, Z, oW,

para campos X, Y, Z, W en M, y cuando se verifica para campos ortogonales

ac.
Desarrollemos pues la expresion
R(¢X, Y, Z,W) + R(¢X,Y,$Z,W) + R(¢X,Y, Z,¢W).

Teniendo en cuenta (1.1.1), queda
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fi(g(9Y, 2)g(¢ X, W) — g(¢X, Z)g(dY, W)+
+fa(9(9X,02)g(¢*Y, W) — g(¢Y, 6 2)g(¢* X, W) + 29(6 X, ¢*Y )g(¢Z, W)+
+f1(g(Y,0Z)g(¢ X, W) — g(¢X,0Z)g(Y, W)+
+f2(9(0X,6° Z)g(oY, W) — g(V, > Z)g(¢> X, W) + 29(¢ X, Y )g(¢° Z, W)+
+13(9(0X, 6 Z)n(Y)n(W))+
+f1(9(Y, Z)g(6 X, oW) — g(¢ X, Z)g(Y, W)+
+f2(9(8X, 02)g(9Y, W) —g(Y, 9 Z)g(¢* X, oW) +29(0 X, 6Y ) g(¢Z, oW')) +
+f3(=n(Y)n(Z)g(oX, oW)).

Agrupando convenientemente y en virtud de (1.1.2) y (1.1.7), se llega a
fi(=(9(X, Z) =n(X)n(2))g(Y, W) + g(Y, Z)(g(X, W) = n(X)n(W)))+
+/2(29(X, 0Y)g(0Z, W) + g(X, 02)g(¢Y W) — g(Y, 0Z)g(¢ X, W))+
+/5((9(X, 2) =n(X)n(Z2))n(¥Y )n(W) = n(Y)n(Z)(g(X, W) —n(X)n(W))) =
= filg(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)+
+/2(9(X,02)g(¢Y, W) — (Y, 0Z)g(o X, W) + 29(X, 0Y )g(¢Z, W)+
) —

+/3(9(X, Z)n(Y)n(W) = n(Y)n(2)g(X, W)+
+LX)n(Z)g(Y, W) = n(X)g(Y, Z)n(W)).

Por tanto si X, Y, Z, W son ortogonales a § se anula todo el término en
f3 v el segundo término en fi, coincidiendo con R(X,Y,Z, W) en ese caso.
En general, para cualesquiera campos se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.21.— Sea ]\7(]‘1, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado. Se verifica la identidad

R(X,Y,Z,W) = R(6X,9Y. Z,W) + R(6X,Y,Z,W) + R(6X. Y, Z, W)
para todos X, Y, Z . W campos en M si y solo si f1 = f3.

DEMOSTRACION: Es consecuencia de los célculos anteriores. O
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Nota 2.1.22.— Obsérvese que la identidad no se verifica en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado que sea Sasakiano, pues en tal
caso, en virtud de la proposicién anterior, deberia tenerse f3 = f; y por ser
Sasakiano f3 = f; — 1, lo que seria una contradiccién.

2.2 Ejemplos y resultados.

Ya hemos estudiado los primeros ejemplos de espacios de curvatura ¢-
seccional constante generalizados; ademas de los espacios de curvatura ¢-
seccional constante, hemos visto ejemplos en variedades dotadas de una es-
tructura cosimpléctica y en C(«a)-variedades.

Una vez estudiada en la seccién anterior cémo se relacionan las funciones
f1, f2, f3 en una variedad K-contacto, nuestra intenciéon en lo que sigue es
presentar algunos ejemplos mas elaborados, en otras estructuras y con las
funciones f; no constantes.

Maés adelante estudiamos los espacios de curvatura ¢-seccional constante
generalizados a la luz de los articulos de P. Bueken y L. Vanhecke, [10]
y [11], y Z. Olszack, [27], sobre espacios de curvatura seccional holomorfa
constante generalizados. Comparamos sus resultados con nuestra definicion
y contrastamos los nuevos ejemplos obtenidos.

La siguiente proposicién [39, pag. 456], relaciona los tensores de curvatura
de dos variedades cuando existe una sumersion Riemanniana de una de ellas
en la otra. Esto nos permitira, en principio, dar mas ejemplos de espacios de
curvatura ¢-seccional constante generalizados.

Sean (]\7, ®,&,m, g) una variedad Sasakiana y (N, J, G) una variedad Kaeh-
leriana, con dimensiones 2n + 1 y 2n respectivamente. Y sea

™ (M7¢7§7n7g) <N7 J? G)
una sumersién Riemanniana, verificando las siguientes condiciones:

i) V, = Span{§,},
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i) (JX) = oX7,

para todo punto p € M y todo campo X en N , donde V), es el subespacio
vertical en p y por * se denota el levantamiento horizontal con respecto a la

proyeccién 7. Observemos que en estas condiciones, para todos X,Y € T(N),
se tiene:

g(X*.Y*) = G(X,Y). (2.2.1)

Denotaremos por V y V' las conexiones Riemannianas asociadas a g y G,
respectivamente.

Proposicién 2.2.1.— En las condiciones anteriores, si R y R’ son los ten-
sores de curvatura respectivos, se verifica

(R(X,Y)Z) = R(X*,Y*)Z* + g(X*,¢Z")pY" —
—g(Y™", 0Z")p X" + 29(X™, 9Y ") Z" (2.2.2)
para todos X,Y, Z campos diferenciables en N.
DEMOSTRACION: Por la ecuacién de O’Neill [39], sabemos que
H(Vx-Y") = (ViY)",

donde H denota la proyeccion horizontal con respecto a la sumersién 7. Asi
pues, teniendo en cuenta la condicién i), se sigue que

VY = (VYY) + g(Y*, 0 X*)E, (2.2.3)

pues N N N
VY =H(VxY") +n(Vx:Y")E

y - N _
N(Vx:Y") = g(Vx:Y", &) = —g(Y", Vx:§) = g(Y7, 0X7),

dado que, al ser M una variedad Sasakiana, en particular es K-contacto, por
lo que se verifica la ecuacién (1.1.15).

Usando (2.2.3) reiteradamente y teniendo en cuenta la definicién de la
curvatura, llegamos a

(R(X.Y)2) =
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= R(X*,Y*)Z" + g(Z",6Y*)p X" — X*(g(Z", oY ™"))é — g(Vy-Z"¢X )¢~
—g(Z7,¢X )Y + Y (g(Z", 6 X"))E + g(Vx- Z*, ¢V )¢~
—2g(Y*, 6 X")$Z" + g(Z", ¢ X", Y"])E =
= R(X*Y")Z" + g(Z*,¢Y")pX* — g(Z*, g X*)¢Y ™ — 2g(Y™, 6 X*)pZ"+
+9(Z°, (Vy+d) X* = (Vx-0)Y )¢ =
= R(X",\Y")Z" + g(Z",6Y ") X" — g(Z", 6 X")gY" — 29(Y", X ") Z"+
+g(Z7, g(X™,Y)E = (XY™ — g(X*,Y)E+n(Y")X7)E =
= R(X*Y")Z" + g(Z°,6Y" )0 X" — g(Z°, 6X*)¢Y" = 29(Y*, 6 X")¢Z" =
= R(X",Y*)Z" + g(X",0Z")¢Y" — g(Y*, 62" )6 X" + 29(X*,¢Y")$ 2",

en virtud de las ecuaciones (1.1.8) y (1.1.19), con lo cual concluye la de-
mostracion. O

Proposicién 2.2.2.— En las mismas condiciones, si N(Fy, Fy) es un espacio
de curvatura seccional holomorfa constante generalizado, se verifica

R(X*,Y"Z* = (Fyom)(g(Y*, Z5)X* — g(X*, Z*)Y*)+

+((From) = 1)(9(X", 0Z7)oY " — g(Y*, 0Z7)9 X" + 29(X", 9Y )9 Z")
para todos X,Y, Z campos en N.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta (2.2.1), se tiene
G(X,JY) = g(X", (JY)") = g(X7, oY),
y a partir de (1.3.6), resulta:
(R(X.Y)Z)* = (From)(Ri(X,Y)Z)" + (Fyom)(Re(X,Y)Z)" =

= (Flom)(g(Y", Z")X" — g(X*, Z")Y")+
+(Fyom)(g(X™,0Z7 )oY " — g(Y™,0Z")p X" + 29(X™, oY ) Z").

Basta ahora sustituir en (2.2.2) para obtener el resultado. O
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En esta misma situacion, veamos qué forma adopta el tensor de curvatura
de M. Para ello, sean X Y 7 tres campos de vectores en M que podemos
escribir como

X=X"4nX),, Y=Y"+n(Y)¢ v Z=2Z +n2),
para ciertos campos X,Y, Z de N. Asf pues,
R(X,Y)Z = R(X* +n(X)&,Y" + n(V)E)(Z" + n(2)¢),

y usando la linealidad del tensor de curvatura, resulta:

R(X,Y)Z = R(X*,Y*)Z* + n(Z)R(X*, V") + n(Y)R(X*, §) 2"+

(X REY)Z +n(V)n(Z)R(X €8 +n(X)n(Z)R(E,Y)E+

+n(X)n(YV)R(E)Z" +n(X)n(Y )n(Z)R(E €)E.
Ahora bien, gracias a (1.1.20), se tiene:

R(X*,Y")E = n(Y") X" —n(X")Y" =0,
( X686 = n(¢ )X*—n(X*)£ X7,
R(¢, Y*)é’ n(Y ) —ny" ==Y,
R(& 6 = n(§)s —n(§)E =0.

Por otra parte, en virtud de (1.1.16), y al ser M Sasakiana, se verifica:

R(X*,6)Z = —R(€X")Z" = ~(Vx-0)2" =
= —g9(X*, Z")E+n(Z7) X" = —g(X~, Z7)¢,

REYNZ* = (Vy-9)Z" = g(Y*, Z*)6 —n(Z*)Y* = g(Y*, Z*)E,

RE97Z = (Ved)Z* = g€, 2°)6 —n(Z*)6 = 0.
Asi, llegamos a
R(X,Y)Z = R(X*,Y*)Z*—
—n(V)g(X*, Z*)& +n(Y)In(Z) X" +n(X)g(Y™", Z*)¢ = n(X)n(Z)Y™,

y, utilizando la proposiciéon anterior, obtenemos:

R(X,Y)Z = (Fyon)[g(Y*, Z)X* — g(X*, Z*)Y*]+
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+((From) = 1)[g(X", ¢Z7)Y " — g(Y*, 9Z7 )9 X" + 29(X", ¢Y )9 Z"]—
—n(Y)g(X*, Z°)& +n(Y)n(Z2)X* +n(X)g(Y™, Z°)& = n(X)n(Z)Y™.
Por 1ltimo, observemos que
9(X,¢Y)

g(Y,2)

g(X* +n(X)E, ¢Y) = g(X*, ¢Y™),
gY*, Z*) +n(Y)n(Z),

por tanto

g(Y*, 20X = (g(Y, Z) —n(Y)n(Z))(X — (X)) =

= 9(Y, 2)X = n(X)g(Y, 2)¢ = n(Y )n(2)X +n(X)n(Y )n(Z2)¢.
Con lo que se tiene o
R(X,Y)Z =
= (From[g(Y, 2)X = n(X)g(Y, 2)¢ = n(Y)n(Z)X +n(X)n(Y)n(Z)é~
—9(X, 2)Y +n(Y)g(X, 2)¢ +n(X)n(2)Y — n(X)n(Y)n(Z)€] +
+((Fyom) = D[g(X,02)0Y — g(Y,62)6X +29(X, ¢Y)$Z]—
—n(Y)(9(X, 2) = n(X)n(2))s +n(Y)n(Z)(X — n(X)&)+
+1(X) (g (37 2) = n(Y)m(2)€) = n(X)n(Z)(Y = n(Y)¢),
de donde: o L
R(X,Y)Z = (Fiom)[g(Y,2)X — g(X,2Z)Y]+
+((Fyom) = D[g(X,02)¢Y — g(Y,02)¢X +29(X, ¢V )9 Z)+
+(From) = D)n(X)n(Z2)Y = n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)é — gV, Z)n(X)€].

Hemos probado entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.2.3.— Sea 7 : (M?>",$,€,n,9) — (N, J,G) una sumersion
Riemanniana de una variedad Sasakiana en una variedad Kaehleriana, verifi-
cando V, = Span{&,}, y (JX) = ¢ X*, para todo punto p € M y todo campo
X en N. Entonces, si N es un espacio de curvatura seccional holomorfa
constante generalizado, N(Fl, F), M es un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado M(fl, fa, f3) con
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fi=Fom,

fo=(Fyom)—1

f3:<F107T)—1.

Obsérvese que el espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
obtenido es Sasakiano. Por tanto, en virtud del Teorema 2.1.15, debe verifi-
carse fo = f3 = fi — 1. Asi pues, del Teorema 2.2.3, se deduce la siguiente
propiedad para espacios de curvatura seccional holomorfa constante genera-
lizados:

Corolario 2.2.4.— Sea N(Fy, Fy) un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante generalizado Kaehleriano. Si N admite una sumersion Rie-
manniana en una variedad Sasakiana M

m: (M, $,&,n,9) — (N, J,G),

entonces Iy = F5.

Un ejemplo de la situacion contemplada en el corolario es la fibracién de
Hopf:
St — 5% — 52

Aqui S? es un espacio de curvatura ¢-seccional constante y S? un espacio de
curvatura seccional holomorfa constante.

A continuacién estudiaremos otras formas de conseguir ejemplos de es-
pacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados. Mas concretamente
veremos que multiplicando un espacio de curvatura seccional holomorfa cons-
tante generalizado por R, o haciendo un producto warped por R, obtenemos
un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado.

Antes de enunciar el préoximo resultado recordemos que, si (N n I G)

es una variedad casi Hermitica, N> x R puede dotarse de una estructura
casi-contacto métrica (¢, &, 7, g) del siguiente modo:
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e g es la métrica Riemanniana producto.

Dado un campo X en N2 x R, ¢X = J(m,X)*, donde

7: N xR —s N>

denota la proyeccion natural.

0
Si t denota la componente en R, £ = —

ot

Y, naturalmente, n(X) = g(X, €).

Para la demostracién del teorema enunciamos el siguiente lema, [30, pag.
125].

Lema 2.2.5.— Sean B y F dos variedades Riemannianas y notemos por RB
y RY' sus tensores de curvatura de Riemann respectivos. Si consideramos la
variedad Riemanniana producto, B X F', su tensor de curvatura de Riemann,
f{, viene dado por

R = (R®,R"),
es decir, si X = (X1,X2), Y = V1,Ya) y Z = (Z1, Z5) son campos de la
variedad producto, dados por sus componentes en B y F,

E(/X:v ?)Z = (RB(X1,Y1)ZhRF(X2,Y2)Z2)-

Teorema 2.2.6.— Sea (N*"(F}, F), J, g) un_espacio de curvatura seccional
holomorfa constante generalizado. Entonces N*" x R, con la estructura casi-
contacto producto, es un espacio de curvatura ¢-seccional constante genera-
lizado,
M"Y fy, fo, f3), con

fi=fs=Fom,

fo=Fyom.
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DEMOSTRACION: Sean X, ,37, Z tres campos tangentes a la variedad pro-
ducto N x R:

0 0 = 0
X = (X hl&t) Y = (Y,hgat> y 4 = (Z h38t>

donde X, Y, Z son campos en N y hy, hy, h3 son funciones diferenciables en
N x R.
En virtud del Lema 2.2.5

R(X,V)Z = (RN (X,Y)Z,0),

donde RY es el tensor de curvatura de Riemann de N y hemos tenido en
cuenta que el tensor de curvatura de Riemann de R es idénticamente nulo.

Como N?"(Fy, Fy) es un espacio de curvatura seccional holomorfa cons-
tante generalizado,

R(X.Y)Z = (Fyom)(g(Y,2)X — g(X, Z)Y)+
+(Fyom)(g(X,JZ)JY — g(Y,JZ)JX +2¢(X,JY)JZ) =

= (Fom)((g(Y,Z) —n(Y')n(Z))(X — n(X)&)—

—(9(X, 2) = n(X)n(Z))(Y —n(Y)&)+
+H(Fyom)(9(X,02)0Y — g(Y,02)0X + 29(X, ¢Y)$Z),
y reordenando esta expresion llegamos a

R(X,Y)Z = (Fion)(g(Y,2)X — g(X,Z)Y)+

+H(Fyom)(9(X,02)0Y — g(Y,02)0X +29(X, 6Y)¢Z)+
+H(Fom)(n(X)n(Z2)Y —n(Y)I(Z2)X + g(X, Z)n(Y )¢ — g(Y, Z)n(X)E),

con lo que ]\7~: N x R es un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado M (Fyom, Fyom, Fy o). O

En particular, si N?"(c) es un espacio de curvatura seccional holomorfa
constante igual a ¢, N x R es un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado con funciones fi, fo y f3 constantes e iguales a ¢/4. Observemos
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que N x R no es un espacio de curvatura ¢-seccional constante, pues su
estructura casi-contacto métrica no es Sasakiana sino cosimpléctica.

Veremos ahora un segundo modo de obtener ejemplos de espacios de
curvatura ¢-seccional constante generalizados, a partir de un espacio de cur-
vatura seccional holomorfa constante generalizado realizando un producto
warped. Para ello, usamos el Lema 2.2.10 que describe el tensor de curva-
tura de Riemann de un producto warped [28].

Previamente, recordamos la definicion de producto warped y algunas rela-
ciones entre las conexiones Riemannianas de las variedades implicadas.

Definicién 2.2.7.— Sean B y F dos variedades Riemannianas, gg y gr Sus
métricas respectivas, y f > 0 una funcion diferenciable en B. El producto
warped M =B X ¢ I es la variedad producto B x F' con el siguiente tensor
métrico

g5 =" (g8) + (f om)*0" (gr),

donde ™ y o son las proyecciones de B X F' en B y F respectivamente.

Nota 2.2.8.— Dada una variedad casi Hermitica (]V 2 J,G), el producto
warped M = Rx N, donde f € F(R), f > 0, puede dotarse de la estructura

® g = gy, es la métrica del producto warped.

. gb()A(/) = (JO'*X/X, para X un campo tangente a M, donde o denota la
proyeccion de M en N.

g .
e { = — sit denota la componente en R.

ot

Con esta estructura M es una variedad casi-contacto métrica.

Lema 2.2.9.— [28, pag. 206] Sea M =B X ¢ F, y denotemos por vV, VB y
V¥ las conexiones Riemannianas de M, B y F, respectivamente. Si X,Y
son campos en B y VW en F, entonces
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1) VxY es el levantamiento de V&Y.
2) VxV =V X = (Xf/[)V.

3) La componente de Vy W normal a la fibras de B x ¢ F' es

—(9s(V,W)/f)grad f.

4) La componente de %VW tangente a F es el levantamiento de VEW

Recordemos, [28, pag. 85|, que el gradiente de una funcién diferenciable

f € F(B), grad f, es el campo vectorial tangente equivalente a la 1-forma
df. Es decir,

g(grad f,X) =df(X) = X,
para todo X en B. En términos de coordenadas df =Y (9f/ 0z")dx? | luego

i?j

of
oxt

grad f = Z ikl 0;,
,J

siendo 0; = T
J

Lema 2.2.10.— Sea M =B X ¢ F' un producto warped, con tensor de curva-
tura de Riemann R. Sean X,Y,Z campos en B y U, VW en F', entonces:

1) R(X,Y)Z es un campo en B y es el levantamiento de RP(X,Y)Z en

@

2) R(V,X)Y = —(H!(X,Y)/f)V, donde H es el Hessiano de f.

3) R(X,Y)V =R(V,W)X =0.
4) RXVIW = —(g;(V, W)/ f)Vx(grad f).

R(V,W)U RE(V, W)U+

& T (gslgrad £, grad 1)/ gs (VU)W — g;(W,U)V}.
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Recordamos que el Hessiano de una funcién es un tensor de tipo (0,2)
dado por:

HI(X,Y) = XY f = (VxY)f = g(Vx(grad f),Y). (2.2.4)
Estamos ya en condiciones de probar el teorema que nos ocupa.

Teorema 2.2.11.— Sea ]A\fz"(Fl, F5) un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante generalizado. Entonces el producto warped M1 =R xfﬁ
es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado, M(fl, fo, f3),
con las siguientes funciones:

o 2
==l
jp = 207 - m,

F o 2 "
J3= —< - 7}2 ! + J;

DEMOSTRACION: Dados X,Y,Z campos en M, escribimos estos campos
descompuestos en

X=X+4U Y=Y+V v Z=Z+W,

donde XY, Z denotan las componentes en Ry U, V, W las componentes en
N.

Estamos considerando en M la estructura dada en la Nota 2.2.8. Para
facilitar la escritura utilizaremos los siguientes abusos de notacion, ¢(X) =

JU y n(X) = n(X). Segin esta notacién podemos escribir un campo X de
M de la siguiente manera:

X =n(X)E+U. (2.2.5)

Denotaremos por V la conexién Riemanniana en M y por VR y VN las
de R y N, respectivamente.
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El tensor de curvatura de Riemann de M viene dado por:
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + R(X,V)Z + R(U,Y)Z + R(U, V) Z+
+R(X, Y)W + R(X,V)W + R(U,Y)W + R(U,V)W.
Y en virtud del Lema 2.2.10 la expresion del tensor de curvatura queda:

HI(X.Z)  HI(Y.2)

DY V\77 R * _ _
R(X,Y)Z = (RR(X,Y)Z)" + 7 U

ST (grad 1)+ LET (grad )+ 75 0+

| 9r(grad J{Q’ grad f) {g7(U W)V — g (V,W)U}.

Veamos cuanto vale cada uno de estos sumandos.

) RR(X ,Y)Z = 0, pues el tensor de curvatura de Riemann de R es
idénticamente nulo.

e Por (224), H (X, Z) = XZf — (VxZ2)f.

Por la definicién de producto warped, sabemos que f es una funcién
diferenciable en R. Se tiene por (2.2.5):

=n(X)EM(2) [ +n(X)n(Z)f".
Y en virtud del apartado 1 del Lema 2.2.9,
(Vx2)f = (VR2)f =
= (Vaixe(2)6) f = n(X){EM(2))6 +n(Z) Ve f =
=n(X)Em(2))f,

pues V?f =0 ya que VR es la conexién Riemanniana en R.
Por tanto H/ (X, Z) = n(X)n(Z) f".
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e Para calcular Vx (grad f), observemos en primer lugar que

of
— tJ —

y por tanto grad f es tangente a R. Teniendo en cuenta el apartado 1
del Lema 2.2.9:

Vx(grad f) = V¥(grad f) = VE . f'€ = n(X)f'¢.

e Y por ultimo:
2
gs(grad f,grad f) = f".

Asi pues, como N es un espacio de curvatura seccional holomorfa cons-
tante generalizado, llegamos a la siguiente expresion:

R(.7)Z = 0(X)n(2)f'V - }n<y>n<z>f"U—
LIV, o IO,

+H(F om){g(V.W)U — g(U, W)V 1+
H(Fy o m){g(U, JW)JV — g(V, JW)JU + 29(U, JV)JW }+

() paww - o). (226)

Usaremos a partir de ahora la notacién dada en (1.3.7) y (1.3.8), es decir,
escribiremos R; para denotar la parte del tensor de curvatura de Riemann
de N?" que aparece multiplicada por Fj, i = 1,2. Y para M*"*! = R x; N,
escribiremos Rf en las ecuaciones dadas en (1.3.10), (1.3.11) y (1.3.12).

Observemos que:

R{(X.Y)Z = g;(Y,2)X — g;(X, 2)Y =
= {n(Y)n(Z) + f9(V.W)}n(X)§ + U)—
—{n(X)n(2) + fPg(UW)}(n(Y)E+ V) =

= PRA(U, V)W + f2g(V, W)n(X)é — f2g(U,W)n(Y )&+
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+n(Y)n(Z)U = n(X)n(Z)V. (2.2.7)
Como g;(X,$2)pY = f2g(U, JW)JV, se tiene:

Ry (X, Y)Z = f*Ry(U, VW, (2.2.8)

Y también:

REX,Y)Z =n(X)m(Z2)Y —n(Y)n(Z)X+
+9¢(X, Z)n(Y)E — gp (Y, Z)n(X)€ =
= n(X)(Z)V = n(Y)n(Z2)U + f2g(U,W)n(Y)E = fPg(V,W)n(X)E. (2.2.9)

Agrupando convenientemente en (2.2.6), en virtud de (2.2.7) y (2.2.8),
llegamos a que el tensor de curvatura es:

(Fiom) — f2
f2
+((From) — ) {=g(V,W)n(X)€ + g(U, W)n(Y )é—

—;mmmmU+;mmmmvw

RX.Y)Z = REZ+ DX )2

+§bmmmmv—mwmmv—quwmwx+ﬁmaWMWﬁ}

Y teniendo en cuenta (2.2.9):

(Fiom)— f? (Fyom)

R(X,Y)Z = 7 RI(X,Y)Z + szg(;?, Y)Z+
o g2 AN
+ <(F1 7}2 LA ];> RIX,Y)Z.
Por lo tanto, si llamamos
o g2
==l
R0
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(Flow)—f'2+L”

f3 = ’
f? f
concluimos que M 2n+l o5 un espacio de curvatura ¢-seccional constante ge-
neralizado, M(f1, fa, f3)- O

Nota 2.2.12.— Realizando la construccion del teorema anterior, si parti-
mos de un espacio de curvatura seccional holomorfa constante generalizado
con funciones constantes, N?"(a,b), de dimensién cualquiera, llegamos a un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado

At (“‘fﬂ b oa—f” +f”>.
VA S f

Es decir, si f no es constante, llegamos a un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado que no tiene las funciones constantes.

Es mas, si partimos de un espacio de curvatura seccional holomorfa cons-
tante N2"(c), por el método anterior obtenemos
c 2 c c 12
RN S S A

VA S £

un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado cuyas funciones
no son constantes.

Sabemos que todos los espacios de curvatura seccional holomorfa cons-
tante son isomorfos a C", CP"(4) o CH"(—4), segin sea su curvatura cero,
positiva o negativa, respectivamente. Veamos entonces qué expresiones adop-
tan las funciones f; al realizar productos warped con estos espacios que mo-
delizan los espacios de curvatura seccional holomorfa constante.

Para C" la curvatura seccional holomorfa es cero, y por tanto C" x; R

M2n+1

es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado, M(fi1, fa, f3),
con funciones:

flz—ﬁ, f2=0,  fi=-—"+"

CP"(4) es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante igual a
4, asi CP"(4) x; R tiene por funciones caracteristicas las siguientes:

1_f/2 1 1_f/2 f//
le?a f2:ﬁ, f3:T+7~

42



Por 1ltimo el espacio hiperbdlico complejo, CH™(—4), con curvatura —4
da lugar a un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado con
funciones:

—1 = 2 -1 1 — fr2 "
oy “1-

Ji= I f2=ﬁ, fa= 72 7

Nota 2.2.13.— Es la existencia de estos ejemplos, en los que fo # f3,
en cualquier dimensién, lo que justifica nuestra definicion de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado, Definicién 2.1.1, generalizando
la definicion manejada por otros autores que sélo contemplaban el caso fo =

fs, [10] y [11].

Recordemos que la situacion en Geometria Compleja era distinta; se tiene
el siguiente resultado debido a F. Tricerri y L. Vanhecke, [35].

Teorema 2.2.14.— Sea NQ"(Fl, F5) un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante generalizado conexo con dimension real 2n > 6 y Fy no
idénticamente nula. Entonces N es un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante. Es decir Fy y Fy son constantes e iguales.

En estos trabajos quedaba abierta la existencia de espacios de curvatura
seccional holomorfa constante generalizados de dimensién 4, con funciones no
constantes. Este problema fue tratado por Z. Olszack en [27], donde prueba
los dos siguientes teoremas. En el primero demuestra la existencia de estos
espacios.

Teorema 2.2.15.— Sea (N, J,§) una variedad Kaehleriana con tensor de
Bochner nulo, de dimension 4. Supongamos ademds que la curvatura es-
calar T es distinta de cero en todo punto y que no es constante. Sea g =
e’q, 0 = —Algg(C%Q), con C' una constante positiva. FEntonces la variedad

Hermitica (N, J, g) es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante
generalizado N(Fy, Fy) con Fy distinta de cero en todo punto y no constante.

43



Y en el segundo que cualquier espacio de curvatura seccional holomorfa
constante generalizado, con F, # 0 en todo punto, puede obtenerse de esa
forma.

Teorema 2.2.16.— Sea (N(Fy, Fy),J,g) un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante generalizado de dimension 4, con Fy no nula en N y no
constante. Sea §j = e g, con 0 = —(1\3)log(C1F3), Cy una constante posi-
tiva. Entonces (N, J,§) es una variedad Kaehleriana con tensor de Bochner
nulo, y o = —log(C’%Z) para una cierta constante positiva C.

Nota 2.2.17.— Los casos resenados en la Nota 2.2.12 no son los unicos
existentes. Asi, podemos partir de una variedad N*(F}, F3) con funciones no
constantes, cuya exitencia asegura el Teorema 2.2.15, realizar un producto
warped, y obtener ejemplos de espacios de curvatura ¢-seccional constante
generalizados de dimension 5, con funciones no constantes.

Posteriormente P. Bueken y L. Vanhecke estudiaron la situacién analoga
en Geometria de Contacto. Las variedades casi-contacto métricas que estu-
dian son aquellas cuyo tensor de curvatura de Riemann es de la forma:

R(X,Y)Z = f(g(Y,Z)X — g(X,2)Y)+
+h(g(X,0Z)oY — g(Y,0Z)pX + 29(X, ¢Y )pZ+
+n(X)n(2)Y —n(Y)In(2)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E).

Para ellas, en [10], obtenfan el siguiente teorema, en el que adaptamos la
notacion con Ry, Ry y R3.

Teorema 2.2.18.— Sea (M,(b,ﬁ,n,g) una variedad casi-contacto métrica

conexa tal que g(X, Vx&) = 0 para todo campo X ortogonal a & y dim(M) >
5. Si el tensor de curvatura de Riemann R tiene la forma

R = fRy + h(Ry + Rs),

donde f y h son funciones diferenciables en M con h no idénticamente nula,
entonces f y h son funciones constantes y f —h > 0. Es mds, si f —h =1
M es una variedad Sasakiana.
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Es decir que para un espacio de curvatura ¢-seccional constante genera-
lizado M(f1, f2, f3) con fo = f3 de dimensién mayor que 5 las funciones son
constantes.

Comprobamos pues que la definiciéon que damos de espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado engloba la anterior, eliminando la
restriccion existente para dimensiones superiores o iguales que 5. Por otra
parte hemos presentado suficientes ejemplos que justifican su estudio.

Del Teorema 2.2.18 podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 2.2.19.— No existen espacios de curvatura ¢-seccional constante
generalizados Sasakianos conexos con funciones no constantes de dimension
mayor o igual que 5.

DEMOSTRACION: Por el Teorema 2.1.15, si M(f1, f2, f3) es un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado Sasakiano, se verifica

fo=fs=f—-1

Ademas si M es Sasakiano siempre se verifica g(X, ,vaf) = (0 pues, por
(1.1.15) N
9(X,Vx§) = —g(X,9X) = 0.

Entonces si fo = f3 = 0 se tiene que f; = 1. Y si fo = f3 no es idénticamente
nula, como se verifican las hipdtesis del Teorema 2.2.18, fo = f35 v fi son
constantes. O

Nota 2.2.20.— En realidad en el enunciado del teorema puede sustituirse
Sasakiano por K-contacto ya que, en virtud del Teorema 2.1.8, ambas condi-
ciones son equivalentes para espacios de curvatura ¢-seccional constante ge-
neralizados. -

Por otra parte, la curvatura de una ¢-seccion de M(f1, fa, f3) es fi+3fa,
segun la Proposicién 2.1.11, asi si las funciones f; y fo son constantes M es
un espacio de curvatura ¢-seccional constante.

Luego el teorema puede reescribirse del siguiente modo:
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Teorema 2.2.21.— Los unicos espacios de curvatura ¢-seccional constante
generalizados conexos de dimension mayor o igual que 5 con estructura K-
contacto son los espacios de curvatura ¢-seccional constante que sean varie-
dades K -contacto.

Los ejemplos que hemos obtenido nos sirven también para probar un resul-
tado en Geometria Compleja que complementa los expuestos por Z. Olszack
en [27] para variedades complejas de dimensién 4. Para ello tendremos en
cuenta el siguiente resultado, [39, pag. 289-291|, dado para una variedad
simpléctica:

Teorema 2.2.22.— Sea N2"(J,G) una variedad casi Hermitica cuya 2-forma
fundamental Q0 verifica dQ = 0, (") # 0, y tal que Q0 determina una clase
integral de cohomologia. Entonces, existe un fibrado principal por circulos

T M — NP
y una conexion n en M tal que:
i) 1 es una forma de contacto en M1,

it) El campo vectorial asociado & genera las traslaciones a derecha de la
estructura de grupo S* de la fibra.

Es mas, a lo largo de la demostracién se prueba que dn = 7*Q2. En esta
situacién, se tiene una fibraciéon de Boothby-Wang y podemos dotar a M de
una estructura casi-contacto métrica, (¢,&, 1, g), del siguiente modo:

e ¢ es el campo vectorial asociado a la conexién 7.

e Se define X = (Jm, X)*, para todo campo X en M, donde * denota
el levantamiento horizontal respecto de .

e Consideramos la métrica
9(X,Y) = G(mX, 1Y) +n(X)n(),

para X,Y campos en M.
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Asi mismo, se prueba que M con esta estructura es una variedad K-
contacto. Ademés N es Kaehleriana si y solo si M es Sasakiana.

A la vista de estos resultados y del Teorema 2.2.3 probamos el siguiente
teorema para variedades complejas.

Teorema 2.2.23.— Sea N4(F1,F2) un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante generalizado conexo de dimension 4. St N es Kaehleriana
y su 2-forma fundamental determina una clase integral de cohomologia, en-
tonces Fy y Fy son constantes e iguales.

DEMOSTRACION: En las condiciones del enunciado, segiin lo indicado pre-
viamente, existe una fibracién principal

W:M5—>N4,

con M3 Sasakiana. N

Ahora bien, por ser N un espacio de curvatura seccional holomorfa cons-
tante generalizado N (F}, Fy), se tiene, en virtud del Teorema 2.2.3, que M
es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado con funciones:

fi=Fom,
ng(FQO’ﬂ')—l,
fa=(Fiom) — 1.

Tenemos entonces M3 (f1, fa2, f3) Sasakiana luego, por el Teorema 2.1.15,
fo = f3 = fi — 1. En estas condiciones el Teorema 2.2.18 asegura que f; y
fo son constantes. Por tanto F} y F3 son constantes e iguales. O

Nota 2.2.24.— El Teorema 2.2.23 demuestra que una variedad N en esas
condiciones es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante.

La demostracién del Teorema 2.2.18 se basa en el hecho de que para toda
variedad Riemanniana se verifica la segunda identidad de Bianchi:

O wxy(VwR)(X,Y)Z =0, (2.2.10)
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donde O indica la suma ciclica en W, X, Y.

Veamos ahora, en el caso de un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado M(fi, fa2, f3), qué condiciones imponen las identidades de
Bianchi sobre las funciones f1, fa, fs.

El tensor de curvatura de Riemann de una variedad Riemanniana verifica
la primera identidad de Bianchi:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Resulta una mera comprobacién observar que el tensor de curvatura de un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M (f1, fa, f3) verifica
la primera identidad de Bianchi y que ello no impone ninguna restriccién
sobre las funciones fi, fo v f3. En efecto, se tiene

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =
= fig(Y, Z2)X — g(X, Z2)Y )+
+/2(9(X, 9Z)pY — g(Y,0Z)pX + 29(X, Y )pZ)+
+fsmXn(Z2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)§)+
+f1(9(Z, X)Y — g(Y, X)Z)+
+f2(9(Y,0X)9Z — g(Z, X )9Y + 29(Y, 9Z)9 X )+
+ (Y )IN(X)Z = n(Z)n(X)Y + g(Y, X)n(Z)§ — 9(Z, X)n(Y)E)+
+f(9(X,Y)Z —g(Z,Y)X)+
+/2(9(Z, 9Y)oX — (X, 9Y)PZ + 29(Z, X )Y )+
+f((Z2)n(Y)X —n(X)n(Y)Z + g(Z,Y )In(X)§ — g(X,Y)n(Z)§) = 0,
para cualesquiera campos X,Y, Z en M.

Desarrollemos ahora la segunda identidad de Bianchi (2.2.10) para un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M (f1, f2, f3) de di-
mensién mayor o igual que 5. Segun (2.1.1) y usando la notacién dada en
(1.3.10), (1.3.11) y (1.3.12),

0=0 wxy(VwR)(X,Y)Z =
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= O wxy{W(H)R(X,Y)Z + fo(VwRy)(X,Y) Z+
FW () Ba(X,Y)Z + f5(VwRs) (X, Y)Z + W (f3)Bs(X,Y)Z}, (2.2.11)
ya que (/vaél)(X, Y)Z =0, pues

(AV/WRI)(X’ Y)Z -

=W(R(X,Y)Z) = Ri(VwX,Y)Z — Ri(X,VwY)Z — Ri(X,Y)VwZ =
=W (Y, 2)X + g(X, 2)Y) = (9(Y, Z)VwX — g(Vw X, Z)Y)—
—g(VwY, 2)X — g(X, Z)VwY) — (g(Y,VwZ)X — g(X,VwZ)Y) = 0.

Tomemos en primer lugar W, XY, Z campos ortogonales a £ en (2.2.11):
0= O wxy {W(E{g(Y. 2)X - g(X, Z2)Y }+

+W (f2){9(X, 62)8Y — g(Y.0Z)pX +29(X, ¢Y )2 }+
+1{9(X, (Vw) Z)oY + g(X,6Z)(Vwo)Y — g(Y, (Vwe)Z)pX —
—g(Y,02)(Vwd) X + 29(X, (Vwd)Y)oZ + 29(X, 6Y) (Vo) Z} }+
+13{9(X, Z2)g(Y. Vwé)é — g(Y, Z)g(X, Viw)E}.

Ahora supongamos || X| = ||Y|| = 1, con Y ortogonal a X, ¢X, y tomemos
Z =Xy W =¢Y. Asi, multiplicando por ¢Y y por ¢.X llegamos, tras un
laborioso calculo, a las siguientes ecuaciones:

Y (1) = 3f29(8Y, (Vx¢)X) =0, (2.2.12)
—2X(f2) + 3£2{g(0Y, (Vy ) X)) + g(X, (Voy$)Y)} = 0. (2.2.13)

Y multiplicando por &:
£3{9(Y. Vgy€) — g(0Y, Vy&)} — 2£9(Vx X, &) = 0. (2.2.14)

Sustituyamos a continuacién en (2.2.11) W = ¢ y X, Y, Z ortogonales a &:

+&(f2){9(X,02)0Y — (Y, 9Z)¢X + 29(X, 9Y ) Z}+
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+2{9(X, (Ved) Z2)0Y + g(X,02)(Ved)Y — g(Y, (V) Z)pX —
—g(Y,02)(Ved) X +29(X, (Ved)Y)dZ + 29(X, Y ) (Vo) Z}+
+13{9(X, Z)g(Y, V)€ — g(Y, Z)g(X, Ve)E}—
—X(f1)g(Y, 2)E + X (f2)g(Y. Z)E+
+alg(Vo 0 Z)(Vxd)E — g€, (Vxd) Z)pY +29(Y, (Vxd)E)pZ}+
+f3{=9(Z, VY + g(Y, Z)Vx&} + Y (f1)g(X, 2)§ = Y (f3)9(X, Z)&+
+1{9(&, (Vyd)2)6X — g(X,02)(Vyo)§ +29(¢, (Vyd) X)oZ}+
+13{9(Z. Vy &)X — g(X, Z)Vy &} = 0. (2.2.15)

Escogiendo X e Y unitarios, con Y ortogonal a X, X, multiplicando por
&, y tomando primero Z = X y después Z = ¢ X se llega a:

F29(Y, V&) + Y (f1) = Y(f3) =0, (2.2.16)
f20((Ve)Y, €) = 0. (2.2.17)

De nuevo tomamos Z = X, y multiplicando (2.2.15) sucesivamente por
oX,Y y oY N N
3f{9((Ved)Y, X) + g((Vy o) X, )}

+2£29(Y, (Vx0)€) + f39(¢VyE&, X) = 0, (2.2.18)
E(f1) + f{9(X, V&) + g(VyE,Y)} =0, (2.2.19)
F29(&, (Vxd)X) + f19(Vy€, ¢Y) = 0. (2.2.20)

Y si hubiésemos tomado Z = ¢X, so6lo habriamos obtenido una nueva
ecuaciéon @Y

E(fo) + f219(€. (Vx9)9X) + g(&, (Vyd)pY )} = 0, (2.2.21)

Si suponemos ¢(Vx&, X) = 0 para todo campo X ortogonal a &, de
(2.2.19) y (2.2.21), se deduce

§(f1) = &(f2) = 0.
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Si fo = f3, a partir de las ecuaciones (2.2.12), (2.2.13) y (2.2.16), se
deduce X (f1 + f2) = 0 = X(f1 — f2); y por tanto, para variedades conexas
de dimensiones mayores que 5, las funciones f; y fo = f3 son constantes. De
hecho ésta es la demostracién del Teorema 2.2.18 dada en [10].

Como hemos visto anteriormente, existen ejemplos de espacios de curva-
tura ¢-seccional constante generalizados con f; # f3. Veremos a continuacion
que los ejemplos N x Ry R x; NN tienen estructura cosimpléctica y trans-
Sasakiana (0, 3), respectivamente, como muestra la siguiente proposicién:

Proposicién 2.2.25.— Seq N una variedad casi Hermitica. Entonces, el

producto warped R x¢ N es una variedad con estructura trans-Sasakiana
(0,83), con B = f'/f, siy sdlo si N es una variedad Kaehleriana.

DEMO,SVTRACIC’)N: Segun las relaciones entre las conexiones afines de N y
R x¢ g dadas en el Lema 2.2.9, dados X = X +U, Y =Y + V campos en
R x; N,
(V)Y = VoY — VY =
= VxJV +VuJV —¢(VxY + VY +VxV +V, V) =

= XJ(Cf)JV + <_gf(? Jv)grad(f) + V§JV> —

—¢ (v;’gy + Y;f) U+ X}f)v + _gf(fU’ V) grad(f) + v§v> =
_ X;f) JV — gf(UJ;JV)grad(f) +vN gV — Y;f)JU— XJ(Cf)JV vy =
= AR (UJ’C‘] V) grad(f) - Y;f)JU + (VN I)V.
Ahora bien como
grad(f) = f',

Y(f) =n()E(f) = fn¥),
donde hacemos los abusos de notacién convenidos, la expresion anterior
queda:

(Voo)¥ = J;{gf<?, oX)E — n(V)6X) + (VR
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Por tanto, segiin (1.1.23), R x s N es una variedad trans-Sasakiana (0, 3) con

B=f'/fsiysélosi (VYJ)V =0, es decir, si N es Kaehleriana. O

Corolario 2.2.26.— Sea N una variedad casi Hermitica. Entonces N x R
con la estructura descrita en el Teorema 2.2.6 es una variedad cosimpléctica
sty solo st N es una variedad Kaehleriana.

DEMOSTRACION:  Observemos que N x R puede verse como un caso par-
ticular de producto warped con f = 1, pues es naturalmente difeomorfa a
R x N. Por lo tanto, en virtud de la Proposicién 2.2.25, N x R es (0,0)
trans-Sasakina, es decir, posee una estructura cosimpléctica. O

Sabemos que para una variedad trans-Sasakiana se verifica (1.1.24), una
condiciéon més debil que la de ser variedad trans-Sasakiana. Esta condicion,
como demostramos a continuacion, se tiene en los producto warped que
hemos construido sin necesidad de exigir condiciones sobre N.

Proposicién 2.2.27.— Sea N una variedad casi Hermitica. Entonces, en el

producto warped R x ¢ N (0, 3) se verifica
Vi€ =X —n(X)¢)
con = f'/f, para todo campo X .

DEMOSTRACION:  Usando la escritura acostumbrada, (2.2.5), dado X =
n(X)§+ U un campo en R x ¢ N, en virtud del Lema 2.2.9, se tiene

V8= Vymed +Vod =

_ooyere S0 — o ox
=n(X)Veé+ i U= fU f(X n(X)§),
es decir, la condicion del enunciado. O

También en otros resultados, en los que se use la condicion de ser trans-
Sasakiana (0, 3), estudiaremos los enunciados equivalentes para variedades
que sélo verifiquen la condicién (1.1.24).
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Veamos qué informacién obtenemos, a partir de la segunda identidad de
Bianchi, sobre las funciones f; para M (f1, f2, f3) una variedad cosimpléctica.

Proposicion 2.2.28.— Si M(fl, fa, f3) es una variedad cosimpléctica conezxa
de dimension mayor o igual que 5, las funciones f1, fa, f3 son constantes e
1guales.

DEMOSTRACION: En las hipétesis del teorema y teniendo en cuenta (1.1.12)
y (1.1.24), para una variedad cosimpléctica las ecuaciones (2.2.12) y (2.2.19)
quedan

X(H)=0, &(fH)=0,

y esto para todo X unitario y ortogonal a &. Luego, como M es conexa, f;
es constante.

Por otra parte, sabemos del Corolario 2.1.20 que f; = fo = f3, por tanto
todas las funciones son constantes. a

De esta proposicién podemos obtener un resultado que complementa los
estudios de F. Tricerri, L. Vanhecke y Z. Olszack sobre espacios de curvatura
seccional holomorfa constante generalizados.

Corolario 2.2.29.— Sea N(Fl,Fg) un espacio de curvatura seccional holo-
morfa constante generalizado conexo y Kaehleriano de dimension mayor o
igual que 4. Entonces las funciones Fy y Fy son constantes e iguales.

DEMOSTRACION: Para dimensiones mayores o iguales que 6, el resultado es
conocido para espacios de curvatura seccional holomorfa constante generali-
zados cualesquiera como recogimos en el Teorema 2.2.14.

Para la demostracién en dimensién 4, sea N*(F}, F») un espacio de cur-
vatura seccional holomorfa constante generalizado conexo y Kaehleriano. En
virtud del Teorema 2.2.6 la variedad producto M = N X R es un espa-
cio de curvatura ¢-seccional constante generalizado conexo M (f1, fa, f3) con
funciones:

fi=Fyom,

f2:F207r7
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fs=Fiom.

En estas condiciones, el Corolario 2.2.26 implica que M es una variedad
cosimpléctica y entonces, de la Proposicion 2.2.28, se deduce que las funciones
f1, fo son constantes e iguales; por tanto también lo son Fj, F5. O

Nota 2.2.30.— Este resultado no contradice los ejemplos dados por Z.
Olszack en dimension 4, ya que no eran variedades Kaehlerianas.

Ademas el Corolario 2.2.29 mejora los resultados expuestos en el Coro-
lario 2.2.4 y en el Teorema 2.2.23.

El trabajo realizado con la segunda identidad de Bianchi se retomara en
la Seccion 2.5 para el caso de espacios de curvatura ¢-seccional constante
generalizados con estructura trans-Sasakianas.

2.3 Espacios de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizados y transformaciones
conformes de métricas.

En esta seccion vamos a presentar una serie de ejemplos de espacios de
curvatura ¢-seccional constante generalizados que se obtienen a partir de otro
realizando ciertas transformaciones métricas.

Usaremos una gran variedad de transformaciones métricas: transforma-
ciones conformes, D-homotéticasy D-conformes. Varios autores han tratado
estas transformaciones y comprobamos que existe cierta confusion en la
nomenclatura, por lo que explicarémos claramente qué estamos usando en
cada momento.

Comenzaremos nuestro estudio por los cambios conformes de métrica.
Para ello sea (M, ¢, £, 1, g) una variedad casi-contacto métrica. Consideramos
la siguiente transformacion conforme

*

g = ry, (2.3.1)
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donde p es una funciéon positiva en M. Se puede probar facilmente que, si
tomamos

1
" = ¢, & = ;5, nt = pn, (2.3.2)

entonces (M 0%, E5,m*, %) es también una variedad casi-contacto métrica
36]. -

Es bien conocido (véase por ejemplo [14]) que, si V* denota la conexién
Riemanniana asociada a g* y R* el tensor de curvatura de g*, se verifica que

ViY = ViV +w(X)Y +w(Y)X — g(X, V)T,
RY(X,Y)Z = R(X,Y)Z —t(Y,Z)X +t(X,Z)Y —
—g(Y, 2)TX + g(X, Z)TY, (2.3.3)

para cualesquiera campos X,Y, Z en M , donde:

U = grad(log(p)), w = d(log(p)),

TX = VxU—w(X)U + ;W(U)X, (2.3.4)
HX,Y) = (Vxw)Y —w(X)w(Y) + ;w(U)g(X, Y). (2.3.5)

Mas aun, de (2.3.4) y (2.3.5) tenemos:
HY, Z)X + (X, 2)Y — g(Y, Z)TX + g(X,Z)TY =

= —w(UN{g(Y,2)X — g(X,2)Y}-
—AwX)w(Z2)Y —w(Y)w(Z2)X + g(X, Z)w(Y)U — g(Y, Z)w(X)U }+
+9(VxU, 2)Y — g(VyU, 2)X + g(X, 2)NVyU — g(Y, Z)VxU.  (2.3.6)

Asi pues, si (]\7 ,0,&,m, g) es un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado, con funciones fi, f2, f3, usando (2.1.1), (2.3.1), (2.3.2), (2.3.3)
y (2.3.6), podemos escribir

R (X,Y)Z = fl_pf(U)

(V. 2)X — g"(X. 2)¥}+
+£§{g*<x, S2)6Y - g (V.6 D)6 X +20°(X, 6V )¢ Z}+
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{n (X (2)Y —n*(Y)n"(Z) X+
(X 2 (Y)E —g" (Y, Z)n* (X)€"} —
—A{w(X)w(Z )Y —wY)w(2)X + g9(X, 2)w(Y)U — g(Y, Z)w(X)U }+
+9(VxU, 2)Y — g(VyU, 2)X + g(X, Z)VyU — g(Y, Z)NVxU,  (2.3.7)

para cualesquiera campos X, Y, Z. N
Supongamos ahora que existe una funcion p en M tal que U = ué, lo que
implica que w = un y w(U) = p%. Entonces:

WX)w(2)Y —wY)w(Z2)X +9(X, 2)w(Y)U — g(Y, Z)w(X)U =

*{77( I (2)Y =" (Y)n"(Z) X+

(X 2y (Y)E = g (Y, Z)n"(X)E7}. (2.3.8)

_Por otra parte, VU = /vaf—i—X(,u)f, para cada campo X, y por tanto,
9(Vx¢&,§) = 0. Supondremos ademds que la funcién p es constante y que
existe una funciéon 3 en M tal que V& = B(X —n(X)E), para cada X. Asi
pues, VxU = pB(X —n(X)¢) v

g(VxU, 2)Y — g(VyU, Z2)X + g(X, Z)VyU — (Y, 2)VxU =

2, 2)X g (X, )V

{n( ) (2)Y =0 (Y)n"(2) X+

(X Z)n (V)& — g (Y, Z)n" (X)) (2.3.9)
De (2.3.7), (2.3.8) y (2.3.9), deducimos:

Bz =D 28y )X — g (X, 2)Y )

2
Lo ney g vezex ey zy
o — 2 —_
R XOn @)Y o ( (2)X+
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+9" (X, 2" (YV)E" — g (Y, Z)n" (X)E7}.

Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1.— Sea M(fl,fg,f;g) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado tal que exista una funcion 3 en M con Vx& = (X —
n(X)E), para cualquier campo X. Consideramos una funcion positiva p
en M y la estructura casi contacto métrica dada por (2.3.2) y sean U =
grad(log(p)) y w = d(log(p)). Si existe una constante k # 0 tal que U = k¢,
entonces (M, ¢*,§*,n*, g*) es un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado M(ff, f3, f3) con funciones:
. ho K2k Iz _ hR kB

I —_— fr = =, I3 =
! p? 2 p? ’ p?

Mostraremos ahora que existen variedades casi contacto métricas que
satisfacen todas las condiciones del teorema.

Ejemplo 2.3.2.— Sea N(c) un espacio de curvatura holomorfa constante,

construyamos el producto warped M = R x; N, con f = f(¢) > 0. Si con-

sideramos en M la estructura casi contacto métrica descrita anteriormente,

hemos probado anteriormente que es un espacio de curvatura ¢-seccional

constante generalizado M (f1, f2, f3) con funciones:

C_4f/2 c C_4f/2 f//

T 2= —F, fs = —H—+—+. (2.3.10)
4f Af Af f

Mas aun, en virtud de la Proposicion 2.2.25, sabemos que es una variedad

trans-Sasakiana (0, 3) con § = f'/f, y por tanto

fi =

/

gxf = ?(X—U(X)f),
para todo X.
Por otra parte, si p = p(t) > 0, entonces
0 s
U= (1 '— = =
(log(p))' pf,
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y por tanto, existe una constante k tal que U = k¢ si y sélo si p(t) = Kekt,
donde K > 0 es una constante. En tal caso, en virtud del Teorema 2.3.1,

(M, ¢*,&,n*, g*) es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado con funciones:

* 0_4(f/+kf)2 * ¢
= (2 fekt)? ) f2 = (szekt)2’
o= CTAM AR+ AT + )
5 (2K fekt)? '

Es més , podemos conseguir otros ejemplos de espacios de curvatura ¢-
seccional constante generalizados usando transformaciones conformes de la
métrica, sin exigir que i sea una constante.

Teorema 2.3.3.— Dado un espacio de curvatura holomorfa constante N(c)
y dos funciones positivas f = f(t) y p = p(t), la transformacion conforme de
métrica con funcion p dota al producto warped M = R x N (c) de una estruc-

tura de espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M (f{, f3, f5)
con funciones:

*_1 c I pl2 *_10
= p2(4f2_<f+p>>’ B

*—i i_ il 3,2 P/f/ l "
fs = 2 (4f2 <f+/)> + of + [ +(10g(p)))-

DEMOSTRACION: Usando la misma notacién que en el ejemplo anterior,

p = p'/p, se tiene que U = (p'/p)¢ y p' = (log(p))”. Esta claro que para
cualquier campo X en M,

X(p'/p) = n(X)(log(p))",
_ 5 .
pues p es una funciéon en Ry X = X + n(X )E’ donde X es una campo en
N. Asf pues
P
pf
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donde hemos usado que M estd dotada de una estructura trans-Sasakiana
/

(0.5) con 5= -

Realizando un célculo anélogo a (2.3.9),
9(VxU, 2)Y = g(VyU, 2)X +9(X, Z)VyU — g(Y, Z2)VxU =

G ()X — g (X, 2V )

s {—‘f +p } W GO (Z)Y - (V) (Z)X +

9" (X, Z)n" (V)& — g" (Y, Z)n"(X)¢7} (2.3.11)

Entonces, de (2.3.7), (2.3.8) y (2.3.11), deducimos tras los calculos perti-
nentes que

p/2

11— —

RYX,Y)Z = > P (Y 2)X — g' (X, 2)Y )+
+f%{g*<X, G2V &Y — (Y, 5 D)X +20°(X, 66 2+

{77( N Z2)Y =" (Y)n"(2)X +g"(X, Z)n"(Y)§ — g"(Y, Z)n" (X)§ =

—;{n*(X)n*(Z)Y 0" (Y (2)X +g"(X, 2)n"(Y)§ —g"(Y, Z)n" (X)€"} —
SR (20X — g (X, 2)Y)-

+{ p'B . (log(p))”

0 QO G o 207 = o ((2) X+

+9" (X, Z)n* (V)€ — g" (Y, Z)n" (X)E7},
y teniendo en cuenta que M=M (f1, f2, f3) con las funciones fi, fa, f3 des-
critas en (2.3.10) resulta que

R(X,Y)Z =~ (4;2 - (J; + ’;) ) (0" (Y, 2)X — ¢"(X, Z)Y }+
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+/)124;2{9*(X, ¢ Z)"Y —g" (Y, " 2)¢" X + 29" (X, ¢"Y)¢" Z}+

- ( - (F+l) 2L Ly <log<p>>") o 0w (2)Y -

Az \f »p of f
- (Y)n(2)X + g"(X, Z2)" (V)& — g"(Y, Z)n" (X)€"},
lo que demuestra el teorema. O

Pero existen otras transformaciones métricas usualmente empleadas en
geometria de contacto, como son las D-homotéticas y las D-conformes.

Definicién 2.3.4.— Dada (M, ¢,&,n, g) una variedad casi contacto métrica,
llamamos transformacion D-conforme a la siguiente transformacion métrica

g =bg+ (cL2 —bn®mn, (2.3.12)

donde a y b son sendas funciones definidas en M, con b una funcion positiva
y a # 0 en todo punto. Si a,b son constantes la transformacion recibe el
nombre de transformacion D-homotética.

Estas transformaciones generalizan distintos tipos de transformaciones
manejadas por diversos autores. Asi para a = b coinciden con las transfor-
maciones D-conformes definidas por S. Suguri y S. Nakayama en [32]. El caso
a y b constantes corresponde a las transformaciones D-homotéticas usadas
por Z. Olszack en [26], que a su vez generaliza las tratadas por S. Tanno,
[33], que sélo considera a = b constantes.

Lema 2.3.5.— Dada (]\7, ®,&,1m, g) una variedad casi contacto métrica, con-
sideramos una transformacion D-conforme. La estructura (M, ¢*,&*,n*, g*),
dada por

* * 1 * *
=0, ¢ zaf, Nt =an, ¢ =bg+(a*—bnan, (2.3.13)

dota a M de estructura de variedad casi contacto métrica.
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DEMOSTRACION: La demostracién es un mera comprobacion de la definicién
de variedad casi contacto métrica. a

En adelante trabajaremos con un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado, M (f1, fa, f3), v realizaremos transformaciones D-confor-
mes en las que a y b sean dos funciones que sélo varfen en la direccién de &,
con b positiva y a distinta de cero en todo punto de M.

En primer lugar, podemos probar el siguiente resultado:

Lema 2.3.6.— En las condiciones anteriores, si M tiene una estructura
trans-Sasakiana (0, 3), la conexion Riemanniana, V*, de g* viene dada por

2(a® = b)B —£(b)
2a?

ViV = VY + g(dX, 9Y)E+

§(a?)

2a?

ﬁ;‘;h (V)X +n(X)Y — 2(X)n(Y)E) +

para todos X, Y campos en M.

(X)), (2.3.14)

DEMOSTRACION: Partimos de la férmula de Koszul, que determina V* a
partir de g*:

20" (VY. 2) = Xq* (Y, 2) + Yg'(X, Z) — Zg"(X,Y )+

—{—g*([X, Y]> Z) + g*([Z, X],Y) - g*([Y, Z]>X)' (2'3'15>

Si desarrollamos el segundo miembro usando la definicién de g*, y tenemos
en cuenta que a y b son funciones que sélo varian en la direccion de &, resulta
que

X(bg(Y, Z) + (a® = b)n(Y)n(Z)) + Y (bg(X, Z) + (a® — b)n(X)n(Z))—
—Z(bg(X,Y) + (a® = b)n(X)n(Y)) + bg([X, Y], Z) + (a® = b)n([X, Y])n(Z)+
+b9([Z, X],Y )+ (a’*=b)n([Z, X)n(Y)=bg([Y, Z], X )—(a*=b)n([Y, Z])n(X) =

EO{N(X)g(Y, Z) +n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)}+
+o{g(VxY,Z) + g(Y,Vx2Z) + g(Vy X, Z) + g(X,VyZ)—
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—g(VzX,Y) = g(X,VY) + g(VxY, Z) — g(Vy X, Z)+
+9(V2X,Y) = g(VxZ.Y) — g(VyZ,X) + g(V Y, X)}+
+&(a® = D){n(X)n(Y)n(Z) + n(Y)n(X)n(Z) — n(X)n(Y)n(Z)}+
+(a® = D) {g(VxY.On(Z) + (Y. VxOn(Z) + n(YV)g(Vx Z, )+
)n )

n(

n(
+0(V)g(Z,Vx&) + g(Vy X, En(Z) + g(X, VyOn(Z) + n(X)g(Vy Z, &)+
(Y) -

+n(X)g(Z,Vy€) — g(V2X. En(Y) — g(X, V20 (Y) — n(X)g(V Y, &) -
—n(X)g(Y,V2€) + g(VxY, n(Z) — g(Vy X, En(Z) + g(V 2 X, E)n(Y)—
—g(VxZ,EnY) — 9(Vy Z, g(V2Y,En(X)} =

Hn(X) +
=E{O){n(X)g(Y,2) +n(Y)g(X. Z) —n(Z)g(X,Y)}+
+2bg(VxY, Z) + £(a® = bn(X)n(Y)n(Z)+
+(a® = b{29(VxY,En(Z) + g(YV. VxEn(Z) + g(X, VyEn(Z)+
+9(Z,VxEn(Y) + 9(Z, Vv En(X) — (X, VzEn(Y) = g(Y, VE)n(X)}.

Teniendo en cuenta ahora (1.1.24), puesto que la variedad ambiente es
trans-Sasakiana (0, 3), y desarrollando el primer término segin la definicién
de g*, obtenemos:

29" (VyY, Z) = 2bg(VYY, Z) + 2(a® — b)n(VY)n(Z) =
= {O){n(X)g(Y, Z) +n(Y)9(X, Z) —n(Z2)g(X,Y)}+
+2bg(VxY, Z) + &(a® — (X )n(Y )n(Z)+

12(a — (XY )1(Z) + (X, YIn(Z) — Bn(Xn(VIn(Z)}.  (2:3.16)
Tomando en (2.3.16) X e Y ortogonales a &, se llega a:

2b9(VY, Z) + 2(a® = 0)n(ViY )n(Z) =
= —£(0)1(2)9(X.Y) +2bg(VxY, Z)+

+2(a” = D){n(VxY)n(Z) + B9(X, Y )n(2)}.
Por tanto, si Z = ¢

2a*n(ViY) = 2a*n(VxY) + (2(a® = 0)5 = £(b))g(X, Y),

62



y si Z es ortogonal a &:
20g(V%Y, Z) = 2bg(VxY, 2).

Asi pues, para X e Y ortogonales a &, si {eq, ..., e2,,&} es una base local de
campos, se tiene:

2n
VY = Zg(v}ya e;)ei +n(VxY)E =

=1

= %g($XK eiei +n(VxY)E + 2(a” = glg —&(b)

=1

g(X, Y)€ =

2(a? — b3 — £(b)
2a?
Tomemos ahora en (2.3.16) X ortogonal a £ e Y = &, con lo cual

2b9(Vx&, Z) + 2(a® = b)n(Vin(Z) =

= &(b)g(X, Z) + 2bg(VxE, Z),

pues 7(Vx€) = 0, al ser £ unitario.
Para Z = £ obtenemos la ecuacién

= VY + g(X,Y)E. (2.3.17)

2a*n(V€) = 0,
y para Z ortogonal a &:
2b9(Vi€. Z) = £(0)9(X, Z) + 2bg(Vx€, Z).
Por tanto, para X ortogonal a ¢ se verifica:
2n
Vi€ =2 a(Vi& ee +n(Vi§)E =
i=1

2n 2n N
= 9(Vx& ee; + Zgé?g(X, ei)e; = V& + 52(2))(. (2.3.18)
=1 i=1

Ahora consideramos en (2.3.16) X = £ e Y ortogonal a &, y resulta:

2bg(ViY, Z) +2(a® = byn(VEY)n(Z) =
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= £(0)9(Y, 2) + 209(VeY. Z) + 2(a® = b)n(VeY )n(2).

Tomando sucesivamente Z = £ y Z ortogonal a &, llegamos a las siguientes
ecuaciones:

2a277(/szY) = 2a’n(V,Y),
2b9(V3Y, Z) = E(b)g(Y, Z) + 2bg(VeY, Z).

De ahi que
2n

ng = Zg(%ZY, e;)e; + n(ng)ﬁ =
- ~ ()
= SSuTeviee+ Lty e+ T e -
i=1
£(b)

2b
Por tltimo, evaluamos (2.3.16) para X =Y = ¢, llegando a:

2bg(Vi€, Z) +2(a® = b)n(Vi&)n(Z) =

= E(b)(Z) + 2bg(Ve€, Z) + £(a® — b)n(2).

= VeY + 22V, (2.3.19)

SiZ =¢, N
2a*n(Ve€) = &(a’),
y si Z es ortogonal a &:
2bg(Vi€, Z) = 2bg(Ve€, 2).
Luego,
. 2n N N
Vs =2 g(Veg. eiei +n(Ve€)s =
i=1

£(a?)
2a?

2n 2
— 5 a

= ZQ(ng, e;)e; + éaz)f. (2.3.20)

Finalmente, tomando X e Y dos campos cualesquiera y descomponien-

dolos de la forma X = X +n(X)f e Y =Y +n(Y)E, con X e Y ortogonales

a &, basta usar (2.3.17)—(2.3.20), para obtener (2.3.14). O
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Nota 2.3.7.— Obsérvese que en la demostracién no se ha usado que la va-
riedad sea trans-Sasakiana (0, 3) sino que se verifique

Vxé = B(X = n(X)),

para todo campo X en M, con 3 una funcién que sélo varia en la direccion
de &, es decir, la ecuacién (1.1.24) con o = 0.

Nota 2.3.8.— En las condiciones del lema usaremos la siguiente notacion

ViY = VyY + Ag(¢X, oY)+

+B(n((Y)X +n(X)Y = 2n(X)n(Y)E) + Cn(X)n(Y)E, (2.3.21)
siondo A — 2(a2—b)ﬂ—€(ﬁ)73_@ S(aQ)_
2a? 2b 2a?

Podemos demostrar el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.9.— Sea M(fl,fg, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado con una estructura trans-Sasakiana (0, 3), tal que 3
sea una funcion que sélo varie en la direccion de . Entonces, el tensor de
curvatura de Riemann de la variedad (M, ¢*,&*, 1", g*) obtenida al realizar a
(M, ¢,&,1n,9) una transformacion D-conforme, con funciones a y b que sélo
varien en la direccion de &, viene dado por:

fi+AB+ AB — BB ~
b

RY(X,Y)Z = T2 p

R{(X.Y)Z + PRy (X.Y)Z+

+(aQb_b(fl+Aﬁ+AB—ﬂB)+f3+§(B>+(ﬁ+B)(A+B—C)>'

';(n*(X)n*(Z)Y = (Y)n'(Z2)X)+
L= EDEZ2D) (1 (x gy () — 0t (v, 2y (X0E0),
(2.3.22)

22— 0B Eb) B €

con A = —
2a?

2 YT Tog2
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DEMOSTRACION: Desarrollamos la expresion
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyNxZ —Vixy 2,

usando (2.3.14), con lo cual, teniendo en cuenta que se anulan todos aquellos
términos que son simétricos en X e Y, tras laboriosos calculos resulta que:

R (X,Y)Z = VxVyZ + &An(X)g(Y. 2)& + EB)n(X)n(Z2)Y +

+A{(B+ B)g(Y,Z2)X + (C — B — B)g(Y, Z)n(X)§—
—Bn(Y)g(Z, X)§ — (B+ Bn(Y)n(Z) X }+
+B{B9(X, 2)Y — Bn(X)n(2)Y + Ag(X, Z)n(Y )+
+Bn(Y)n(Z)X —26n(Y)g(Z, X)§ —2(8 + Bn(Y)n(Z) X }+
+C{B9(Z, X)n(Y)E + (B + B)n(Y)n(Z)X }—
—VyVxZ = E(An(YV)g(X, 2)¢ = E(Bn(Y )In(Z) X -
—A{(B+ B)g(X,2)Y +(C — B — B)g(X, Z)n(Y)§—
—Bn(X)g(Z,Y)§ = (B + BIn(X)n(Z)Y }—
—B{Bg(Y. Z)X — Bn(Y)n(Z)X + Ag(Y, Z)n(X){+
+Bn(X)n(2)Y —26n(X)g(Z,Y)E —2(8 + B)n(X)n(2)Y }—
—C{Bg(Z,Y)m(X)¢ + (B4 Bn(X)m(Z)Y} = Vixy Z.

Reagrupando términos:

R (X,Y)Z = R(X,Y)Z+

+(€(A) + (A= B)(C —2B))(g(Y, Z)n(X) — g(X, Z)n(Y))é+
+(AB+ AB —B)(g(Y,2)X — g(X,Z2)Y )+
+((B) + (B+ B)(A+ B - C))(X)n(2)Y —n(Y)n(2)X).  (2.3.23)

En esta expresion, debemos ahora estudiar cada uno de los términos Ry,
R» v Ry del tensor de curvatura R, y con el resto de sumandos intentar agru-
parlos de forma que R* tome la forma caracteristica del tensor de curvatura
de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado.
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En primer lugar:

Ri(X,Y)Z =g(Y,2)X — g(X,2)Y =

= L 2)x - (x.27) - L m2) X —n(Xmz)Y) =
= LR )2 = C v m2)X —n(Xm(2)Y).

Es facil comprobar que:

1~
Ry(X,Y)Z = 2R3 (X.Y)Z.

Por dltimo:

R3(X,Y)Z =n(X)n(Z2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)§ =

=n(Xn(2)Y —n(Y)n(Z)X + 2(9*()@ ZmY)E = g*(Y, Z)n(X)¢E).

Sustituyendo estos valores en (2.3.23), obtenemos

~ 1~ 1~
RY(X,Y)Z = (fi + AB+ AB — ﬁB)gR’{(X, Y)Z + 6R;(X, Y)Z+

+<a2b_b(f1+Aﬁ—|—AB—ﬁB)—l—fg-i—f(B)—F(ﬁ-i—B)(A—i—B—C))~

(X M(2)Y —n(Y)n(Z2)X)+

s = 6(4) — (A= B)(C — 2B)) (9" (X, Z)n(¥ )€ — °(Y, Z)n( X)),
y como £* = clzg y n* = an, llegamos a la ecuacién (2.3.22). O

Al igual que en el Lema 2.3.6 tnicamente utilizamos que se verifique
(1.1.24) con a = 0.

A la vista de este resultado, se deduce que para que la variedad M,
obtenida al realizar una transformacién D-conforme resulte ser también un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado, debe verificarse que
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1<a2_b(fl+A5+AB—5B)+f3+§(B)+(ﬁ+B)(A+B—C)> =

a? b
= L (fs — £(4) ~ (A~ B)(C ~ 2B)), (2324
2(a® — b)B — £(b) £(b) £(a?)
con A = 52 ,B:%yC’: 5.7

Desarrollando esta condicién, obtenemos que

(a® = 0)(fr — f3) + (a® = b)(AB + AB — 3B) + b&(B)+
+b(B+ B)(A+ B — C) 4 a*¢(A) + a*(A — B)(C — 2B) = 0,

por lo que efectuando los productos y sustituyendo A, B y C por sus valores,
la ecuacién queda:

0=(a®>—b)(fi — f3) + a*AB + a*AB — a’3B + b3 B+

+b¢(B) + bBB — bpC + bB* — bBC+
+a?¢(A) + a*?AC — 2a*AB — a*BC + 2a*3B =

= @=b)(fi— i+ e == S P ey LDy
SO ey 055 4 Ley — (et

e = DE() — E0) + 2 (@) — JE0) + ~E@Eb)

+ 0 aa) - () - ase(a) =
= (a® = b)(fr — fs +&(B) + 5%+
—|—£(a)§(2b —b+a*—b—ad*)+ g(b);;(—b —a*+b+a®) =

= (a® = b)(fr — f +&(B) + 5°).

Ahora bien, si a®> — b = 0, la transformacién D-conforme se reduce a
una transformacién conforme, que ya hemos estudiado anteriormente. Asi,
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podemos suponer sin pérdida de generalidad que a? — b # 0 en todo punto,
en caso contrario bastaria restringir el estudio a un entorno donde ocurriera
esto. Por tanto, la condicién resultante es

fi—fs+&6)+ 62 =0,

y hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 2.3.10.— Sea M(fl,fg,fg) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, dotado de una estructura de variedad trans-Sasakiana
(0, 3), con B una funcion que sdlo varie en la direccion de . Realizamos una
transformacion D-conforme y, si se verifica que

fi—fs+&B)+ 62 =0, (2.3.25)

entonces la variedad obtenida es un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado M (f{, fs, f3), con funciones:

2 2
=g (f4 St - Gew - S0,

a a2™ " 4a?b
fi=t»
ﬁz2(ﬁ—fg%wwnyxw—5@§“+ig-EQD.
DEMOSTRACION: A partir de (2.3.22), se tiene que:
fi = (h+ A+ AB - BB)S =
:2<ﬁ+2@?—2§—awﬁ+2w?—2§—§wm§>_ﬁ%?):
=2<ﬁ+ﬁ55¢—£aw—§zg-

1
Igualmente a partir de (2.3.22) es evidente que f3 = Bfg.
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Por 1ltimo,

J5=(fs—&(A) = (A= B)(C - 23»2 _

=5 (5= C e+ s

b a?
2bag(a) , (02 ag(@e) (b W) (&) B
T b+ 4at a* +<a25+2a2>< a b >>_
_1 a®—b b £(a)§(b) &(b) £(b)?
= 5 (5= S0 - et - S50 £ 07,
con lo que concluye la demostracion. O

Nota 2.3.11.— Obsérvese que la condicion (2.3.25) es independiente de las
funciones a y b, es decir, es independiente de la transformacion D-conforme.

Nota 2.3.12.— Con este resultado hemos mejorado los obtenidos en [1], pues
en dicho articulo tnicamente considerabamos transformaciones D-conformes
como las tratadas en [32], es decir, a = b, y mdas concretamente el caso
en el que a = b fuese constante, correspondiente a las transformaciones D-
homotéticas usadas por S. Tanno, [33].

Para obtener un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
a partir de otro mediante una transformacion D-conforme no es necesario
exigir que la variedad de partida sea trans-Sasakiana (0, 3).

Proposicién 2.3.13.— Sea M(fl, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado,verificando

Vx€ = B(X — (X)),

para todo campo X en M con 3 una funcion que sélo varie en la direccion
de &. Realizamos una transformacion D-conforme y, si se verifica que

fi—fs+&B8)+ 6 =0,
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entonces la variedad obtenida es un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado M (f{, fs, f3), con funciones:

1 2-b b)?
T D )
fi= it

1 2-b b b 2(b b)?
fi=4 (8- e - e - S50 L S0 SO0,

DEMOSTRACION: La demostracién sigue la del Teorema 2.3.10, que se de-
duce del Lema 2.3.6 y la Proposicién 2.3.9, en todos ellos no se usaba la
condicién de ser trans-Sasakiana (0, 3) sino que

V€ = B(X = n(X)é),

para todo campo X en M, con § una funcién que sélo varie en la direccion
de &. Asi pues en las condiciones del enunciado se obtiene el mismo resultado
que en el Teorema 2.3.10. O

Veamos a continuacién un importante caso que suministra bastantes ejem-
plos que se encuentran en las condiciones del Teorema 2.3.10.

Teorema 2.3.14.— Sea N(Fl, Fy) un espacio de curvatura holomorfa cons-
tante generalizado Kaehleriano, consideremos el producto warped M2+ =
R x; N y realicemos una transformacion D-conforme a M. Entonces, la va-
riedad obtenida es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
M(f1, f3, f3)-

DEMOSTRACION:  Basta comprobar cada una de las hipétesis del Teo-
rema 2.3.10. Por el Teorema 2.2.11, el producto warped M?*"+!' = R x; N

es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M(f1, fa, f3),
con

(Fyom) — f7

fi= 72
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(Fyom)

f2= T
F o . f/2 f//
po(Bon=s
de donde se deduce que .
fie =t

Por otra parte, de la Proposicion 2.2.25 deducimos que M es una variedad
con estructura trans-Sasakiana (0,3), con = f'/f, que sélo varia en la

direc'ci(’)n de £ = 8875
Finalmente,
" f f/ f// f// f f/2 f/?
— 3 +EB)+ 8= ——+ ( >+< )z 4+ =0,
es decir, se verifica la ultima condicién, (2.3.25). O

Este resultado engloba los que aparecen en [1] para espacios obtenidos al
aplicar una transformacién D-homotética a un producto warped de R por un
espacio de curvatura holomorfa constante generalizado (a = b constantes).
En el caso en que [ fuese una constante, teniamos el Teorema 5.4, que ahora
podemos obtener como:

Corolario 2.3.15.— Dados un espacio de curvatura holomorfa constante
N(c), una constante positiva a y la funcién f(t) = Ke*, k € R, K > 0,
la transformacion D-homotética con constante a dota al producto warped
M = R x5 N(c) de la estructura de un espacio de curvatura ¢-seccional

constante generalizado M (f;, f5, f3) con funciones:

Rl ) I A

da K 2e2kt a daK2e2kt”

DEMOSTRACION: En la Nota 2.2.12 recogimos que si partimos de un espacio
de curvatura seccional holomorfa constante N?"(c) y realizamos un producto
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warped M = R x ¥ N (c) se obtiene un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado,
c

2— J& et

C
4
P N f

M2n+1

M4s concretamente, si f(t) = Kekt| k € R, resulta:

c
1 . K2k,2€2kt .
f1:W7 f2:f3zm'

En virtud del Teorema 2.3.14, sabemos que se verifica la condicion (2.3.25).
Asi, al realizar la transformacién D-homotética se obtiene M(ff, fx, f3),
donde las funciones f se deducen del Teorema 2.3.10 teniendo en cuenta
que b = a, que es constante

f*—1< c _k2+a—1K2k262kt>:

L 0 4K 2e2kt a  K2e2kt
_1( c k:2+a_1k:2)— c k\
a \4K2e2kt a  Adq2e2kt al ’
. L1 B c
f2 = adK2e2kt T 4qI 22kt
L, 1 c a—1KE*e"KeM — K2k c
f5 = a \4FK2e2kt 22kt T 4q 262kt
como queriamos demostrar. O

Y su generalizacién para 3 una funcién no constante [1, Teorema 5.5]:

Corolario 2.3.16.— Dados un espacio de curvatura holomorfa constante
N(C), una constante positiva a y una funcion f = f(t) > 0, la transformacion
D-homotética con constante a dota al producto warped M = R x; N(c) de
la estructura de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
M(ff, fs, f3) con funciones:

. ac — 4f" . c . ac—4f”? "
= 22 f2 = 27 f5 = 3p2 T oag
4a? f daf 4a’f a’f
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DEMOSTRACION: Al igual que en la demostracién del corolario anterior,
al realizar el producto warped se obtienen las funciones f;, i = 1,2, 3, indi-
cadas en la Nota 2.2.12, donde ahora f es una funcién cuya derivada no es
constante. Aplicando de nuevo los Teoremas 2.3.10 y 2.3.14, resulta

| i_flz a—l(f’>2 ac — 4f"
fi=- - = 5

a 12 a f 4a2f2
pole o
2 adf? daf?’
c
f*—l 4_f/2+f” a_lf//f_f/Z B
Sal f a f? B
e 1Y aemd4
Ca\4f? af af?r)  4da2f? a?f’
lo cual concluye la demostracion. O

También obteniamos el siguiente resultado, [1, Teorema 5.6], para trans-
formaciones D-conformes del tipo manejado por S. Suguri y S. Nakayama en
[32], es decir, con una tunica funcién o:

1

00 =6 & = g6 = ¢ =0+ - nen. (23.26)

Corolario 2.3.17.— Dados un espacio de curvatura holomorfa constante

N(c) y dos funciones f = f(t) > 0, 6 = 6(t) > 0, la transformacion D-
conforme con funcion § dota al producto warped M =R x; N(c) de estruc-
tura de espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M(fl*, o )
con funciones:

Y R YA L
=5 (4]"2 62<f+5>)’ 2 =

.1 c 1 oy 2 s 5\ 2
fs = y(ww((ﬁ(s) —(f+5)+2(5)))-
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DEMOSTRACION: De nuevo recurrimos a la Nota 2.2.12, al Teorema 2.3.10
(con a = b= §?%) y al Teorema 2.3.14. Asi, llegamos a que las funciones que
caracterizan al espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado son
las siguientes:

(i e, s £(8)
fi=m|tm g P 5l - =

52 f2 52 (54 446
1 c (PN LB\ (20007
e~ \7) T ) et e )
1 c D20 1 e AN
4ﬁ‘w<f>‘av‘v4“ s (75))

1 ¢ C

b= Sip T

¢ 2
(1
f;fég(‘l v e

f? f

1 2 2 1 2 5(62)2 _
-6 = e+ e - S8 -

1 i_£2 L”_L” f/2 f// f/2
(4f2 <f>+f f+ (

260" ', (269')? ywww
52 f s

1 c 1 f// f/ 2 5/f/ 255/ 5/2+55//) B
(4f2_52(_f+<f> +25+ 5 ))‘

1 c f/ 5 2 f// 5" 5 2
@ﬂ‘y(@+a>‘(r*ﬁ+2@>»’

con lo que queda demostrado el corolario. O
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Nota 2.3.18.— Obsérvese cémo los Corolarios 2.3.15 y 2.3.16 se obtienen
como casos particulares del Corolario 2.3.17.

Ejemplo 2.3.19.— Destaquemos que si N(c) es C", CP" o CH", podemos
obtener ejemplos concretos de espacios de curvatura ¢-seccional constante
generalizados aplicando el Teorema 2.3.3 y los Corolarios 2.3.15, 2.3.16 y
2.3.17, con las correspondientes expresiones del tensor de curvatura de M,
simplemente escribiendo ¢ = 0, ¢ = 4 o ¢ = —4, respectivamente, en los
distintos resultados mencionados.

Nota 2.3.20.— En [1] se hace mencién a otro tipo de transformaciéon métrica,
dada por ¢* = v%g + (1 — ¥*)n ® n, siendo v una funcién positiva en M.
Obsérvese que esta transformacién es sélo un caso particular de las trans-
formaciones D-conformes que venimos manejando. Es bien sabido que si
(M, $,&,1,9) es una variedad casi contacto métrica, entonces (M, ¢, &, n, g*)
también lo es (véase, por ejemplo, [25]). Podrfamos considerar esa transfor-
macion sobre un producto warped M = R x ¢ N(c), con v = 7(t). Pero, en
este caso, es facil comprobar que M se transforma en otro producto warped,
con funcién v f, por lo que procediendo de este modo no se obtiene ningin

ejemplo significativo.
Volviendo al caso de las transformaciones D-conformes, es interesante

estudiar qué estructura tiene la variedad obtenida tras aplicarle tal transfor-
macion, en el caso que nos ha venido ocupando:

Proposicion 2.3.21.— Sea (]\7, ®,&,1m, g) una variedad con estructura trans-
Sasakiana (0, 3). Al aplicarle una transformacién D-conforme

* * 1 * *
O =0, =& 0 =an, g-=bg+(a®—bnen

con a y b funciones que unicamente varien en la direccion de &, se obtiene
una variedad trans-Sasakiana (0, 3*) con

ﬁ*=i<ﬁ+£2(z)>.
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DEMOSTRACION: Debemos estudiar la exprexién (’VV}@Y, lo que hacemos
a partir de (2.3.14):

(Vi)Y = VoY —¢ViY =
= Vx@Y + Ag(X, ¢Y)E + Bn(X)¢Y — ¢VxY — B(n(Y)oX +n(X)eY) =
= (Vxo)Y + Ag(X,9Y)¢ — By(Y)X.

Pero al ser M una variedad trans-Sasakiana (0, B), resulta que:
(Vi)Y = Bg(0X, Y)E = n(Y)6X) + Ag(X, ¢Y )¢ — Bn(Y)oX =
1
=8 (500X V)E —  (V)ex ) +

+<a2_bﬁ £(b2)>b “(X, Y )€" &) . 7 (Y)oX =

2 2ba
= % <b2 é) g (X, Y)E — i (ﬂ + %?) n(Y)eX =
— 2 (54 5 rexre - L (54 52 ) wwox.

Por lo tanto, como ¢* = ¢, (]\7, ¢*, &%, n*, g*) tiene una estructura trans-

Sasakiana (0, 3*), con f* = clz <ﬁ + 5;? . O

Nota 2.3.22.— Asi, por ejemplo podriamos partir de un producto warped
como R x; N ( ), que es una variedad trans-Sasakiana (0, ) con g = f'/f,
segtin vimos en la Proposiciéon 2.2.25, en la que ademads [ fuese constante vy,
realizando una transformacién D-conforme con funciones a y b adecuadas,
conseguir una variedad trans-Sasakiana (0, 5*) con #* no constante.

Al igual que hemos senalado en varias ocasiones vamos a estudiar un re-
sultado similar para una variedad que, en vez de ser trans-Sasakiana (0, 3),
verifique (1.1.24) con a = 0. Estudiemos pues qué estructura tiene la varie-
dad obtenida tras aplicarle una transformacion D-conforme.
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Proposicién 2.3.23.— Sea (]\7[, ®,&,1m,g) una variedad verificando

fVVXf = B(X —n(X)E),

para todo campo X en M con (3 una funcion que solo varia en la direccion
de &. Al aplicarle una transformacion D-conforme

* * 1 * *
O =0, =& 0 =an, g =bg+(a®—bnen

con a y b funciones que unicamente varien en la direccion de &, se obtiene
una variedad que verifica

Vil =Y = (Y)E),

ﬁ*=2<5+§2(?).

para todo campo Y con

DEMOSTRACION: Sea Y un campo en la variedad, vamos a estudiar el valor
de Vi€, Para ello podemos usar la ecuacién (2.3.14) pues, como indicamos
en la Nota 2.3.7, es valida para variedades en las condiciones del enunciado.
Asi pues, N N

16" = Vi€ + Agl(9Y, 66" )+

+B((EN)Y +n(Y)§" = 2n(Y)n(€7)E) + Cn(Y)n(§7)E =

=y (D) e+ 20ve+ B2y - Tuv)e) + Con(v)e =

LY Ve + 2V (V) = Y — ()€,

T4
donde hemos usado la notacion dada en la Nota 2.3.8. O
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2.4 Espacios de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizados con estructura de con-
tacto.

Ya sabemos por el Corolario 2.2.19 que no existen espacios de curva-
tura ¢-seccional constante generalizados M (f1, fa, f3) conexos, de dimensién
mayor o igual que 5, dotados con una estructura Sasakiana y funciones no
constantes. En la Nota 2.2.20 debilitamos esta condicién y vimos que bastaba
que la variedad fuese K-contacto. Es mas, en virtud del Teorema 2.1.10, es
suficiente que la variedad sea de contacto métrica y f3 = f; — 1 para que las
funciones sean constantes.

Pero quedaba abierto el problema de qué ocurria en el caso de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado que tuviese simplemente una
estructura de contacto métrica. En esta seccién demostraremos que también
en este caso las funciones son constantes. Para ello recurrimos a una serie
de articulos que trabajan con un cierto tipo de variedades de contacto que
engloba a aquellos espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados
que sean variedades de contacto métricas.

D. E. Blair, T. Koufogiorgos y B. J. Papantoniou inician, en [6], el estu-
dio de aquellas variedades de contacto métricas en las que £ pertenece a la
distribucién (k, p)-nula, para ciertos k y p nimeros reales. Esto quiere decir
que el tensor de curvatura de Riemann verifica la igualdad

R(X,Y)E = k(n(Y)X —n(X)Y) + pu(n(Y)hX —n(X)hY), (2.4.1)
para cualesquiera campos X, Y en M, donde
WX = 5(Leo)X,

siendo L la derivada de Lie.

Estos espacios engloban a las variedades Sasakianas (k = 1, u = 0),
pero resulta mas interesante el estudio de variedades no Sasakianas. Estas
existen y el ejemplo clasico es el fibrado tangente esférico de una variedad
Riemanniana llana, dotado de la estructura de variedad de contacto métrica
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usual, [4]. Otro punto de interés de estos espacios es que la condicién (2.4.1)
es invariante por transformaciones D-homotéticas, si bien las constantes x y
st varian, [6, pdg. 193].

En [8], E. Boeckx trata estos espacios, a los que denomina (k, p)-espacios,
y en [9] ofrece una clasificacién de los mismos.

R. Sharma generaliza la definicién de estos espacios, en [31], trabajando
con variedades de contacto métricas que verifican la condicién (2.4.1) para
k y p funciones diferenciables no necesariamente constantes. Estas varie-
dades reciben el nombre de (k, p)-espacios generalizados. Sobre esta nueva
definicién trabajan T. Koufogiorgos y C. Tsichlias (ver [23]), demostrando
que en dimensiones mayores o iguales que 5 las funciones x y p son constantes,
y presentando ejemplos en dimensién 3 con funciones no constantes.

En todos los articulos comentados se trata de forma separada el caso
Sasakiano, que como hemos senialado se corresponde con kK = 1y u = 0.
A este respecto, en [6], se demuestra que k = 1 si y s6lo si h = 0, lo que
equivale al hecho de que la variedad de contacto métrica sea K-contacto [4,
pag. 51]. Es més, la variedad en tal caso serd Sasakiana, tal y como se pone
de manifiesto en el Teorema 2.4.1 que enunciaremos a continuacion. Por otra
parte, en toda variedad Sasakiana,

R(X,Y)E =n(Y)X —n(X)Y,

para todos X,Y, con lo cual serd un (1,0)-espacio. Asi, los conceptos de
variedad Sasakiana y (1,0)-espacio son equivalentes.

A continuacién presentamos algunas identidades que necesitaremos, véase
6, pag. 191]:

he =0, (2.4.2)
he = —¢h, (2.4.3)
Vxé = —¢X — ¢phX. (2.4.4)

De (2.4.3) se deduce que si X es un autovector de h asociado al autovalor
A, X lo es asociado a —A\.

El principal resultado de [6] es el siguiente teorema, cuya demostracion
se basa en un resultado de S. Tanno (ver [34]).
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Teorema 2.4.1.— [6, pag. 194] Sea (M, ¢,§,m,9) un (K, u)-espacio. En-
tonces, kK < 1. Si k =1, entonces h = 0 y M es Sasakiana. Si xk < 1, M
admite tres distribuciones mutuamente ortogonales e integrables D(0), D(N)
y D(=A) determinadas por los espacios propios de h, donde A = \/1 — k. Es

mas,

R(X\, YN Zoy = (k= p)(9(oYn, Z_2)o X — g(6Xn, Z_0)9Yn),  (2.4.5)

R(X_\,Y_\)Zx = (5 — ) (g(oY_x, Zx)0X_x — g(¢X_\, Z0)0Y_»), (2.4.6)
R(X\, Y \)Z_x = kg(dXx, Z_2)Y_r + 11g(dXx, Y_x)pZ_», (2.4.7)
R(X\,Y_\)Z\ = —kg(oY_x, Z2)0 X — pug(dY_x, X)) 02, (2.4.8)
R(X5, YA)Zy = (2(L+ X) — p)(g(Ya, Za) X\ — g(Xa, Z))Y)), (2.4.9)

R(X_\,Y_0)Zx=(2(1 = A) = p)(g(Yor, Z-a) Xx — g(Xx, Z-0)Y2),
(2.4.10)
donde X, Y\, Z) € D()\) yX_\,Y N, Z_)\E D(—/\)

Obsérvese que, en virtud de (2.4.4), £ € D(0). De hecho, si k < 1 se
prueba en [6] que D(0) es justamente la distribucién generada por &.

Este resultado nos suministra una expresion explicita del tensor de cur-
vatura de Riemann que debemos comparar con la expresién caracteristica
de los espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados. Para ello,
veamos primero que, en el caso de contacto, nuestros espacios constituyen
ejemplos de (k, p)-espacios generalizados.

Proposicion 2.4.2.— Un espacio de curvatura ¢-seccional constante genera-
lizado, M(f1, fa, f3), que sea una variedad de contacto métrica es un (K, j1)-
espacio generalizado con k = f1 — f3 y p=0.

DEMOSTRACION: En M(fi, fa, f3) se tiene que

R(X,Y)E = (fi — f3)(n(Y)X —n(X)Y), (2.4.11)
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para cualesquiera X,Y campos en M , en virtud de (2.1.1). Es decir, se
verifica la condicién (2.4.1) para k = f; — fs y =0, y al ser M de contacto
métrica resulta que es un (k, p)-espacio generalizado. O

Asi pues, si ]\7(]], fa, f3) es de contacto métrica, es un (x,0)-espacio ge-
neralizado, con k = f; — f3.

Si la funcién k = f; — f3 es idénticamente 1 la variedad es Sasakiana y
en tal caso, por el Corolario 2.2.19, sabemos que, para dimensiones mayores
o iguales que 5, las funciones f;, i = 1,2, 3, son constantes.

Veamos qué ocurre si f; — f3 no es idénticamente 1. Para ello de nuevo
debemos distinguir que la variedad tenga dimension 3 o superior. Mas ade-
lante estudiaremos las variedades de dimension 3. En todo lo que sigue
supondremos que la variedad M es una variedad de contacto métrica conexa
y que tiene dimensiéon mayor o igual que 5.

Proposicién 2.4.3.— Sea M un (k,0)-espacio generalizado, no Sasakiano,
con dimension mayor o igual que 5. Entonces, k es constante, es decir, M
es un (k,0)-espacio. Ademds se verifica k < 1.

DEMOSTRACION: En el Teorema 3.5 de [23] se demuestra que, en dimen-
siones mayores o iguales que 5, para todo (k,u)-espacio generalizado no
Sasakiano las funciones k y p son constantes. En tal caso ya sabemos, Teo-
rema 2.4.1, que k < 1; es mas como la variedad no es Sasakiana la constante
no puede ser 1. O

Estudiemos en este iltimo caso cémo son las funciones f;, i = 1,2, 3.

Lema 2.4.4.— Si M(fl, f2, f3) es una variedad de contacto métrica, no Sasa-
kiana, de dimension mayor o igual que 5, entonces fy es constante e igual a

k=f1—fs.

DEMQSTRACIéN: Hemos probado gracias a las Proposiciones 2.4.2 y 2.4.3
que M(f1, fo, f3) es un (k,0)-espacio, con k = f; — f3 constante. Por ello, de
(2.4.5) se deduce que

R(Xx, YA)Z x = k(g(@Yx, Z-2)9pXx — g(9 X, Z_\)Y)),
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para X,,Yy € D(A) y Z_, € D(—=A). Y en virtud de la expresion caracteris-
tica del tensor de curvatura de un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado, (2.1.1), al ser X e Y) ortogonales a Z_, y todos ellos a &, se
tiene que

R(X)\,Y)\)Z_)\ =
= fa{g(Xx, 9Z_2)dY\ — g(Yx, 9Z_2) X\ + 29(Xn, YA )9 Z 2} =
= [2(9(Yx, Z_1)9 X — g(o X, Z_»)9Y)),
pues
9(X,9Yy) =0

dado que si Yy € D()), ¢Y) € D_,. En dimensiones superiores o iguales que
5 podemos escoger X, ortogonal a Y), asi tomando Z_, = ¢ X, e igualando
ambas ecuaciones se deduce que f; = K. O

Lema 2.4.5.— 5i M(fl, f2, f3) es una variedad de contacto métrica, no Sasa-
kiana, de dimension mayor o igual que 5, entonces fo = 0.

DEMOSTRACION: Por el Teorema 2.4.1 sabemos que TM admite la descom-
posicién

TM =D(\) @ D(—\) @ D(0).
Escogemos X,Y € D(A) unitarios y ortogonales y consideramos ¢.X €
D(—=)). En M(f1, fo, f3) se tiene que
R(X,¢X,Y,¢Y) =

= fo{9(X, 0Y)g(6° X, 0Y ) —g(6X, 9Y )9 (X, Y ) +29(X, " X)g(4Y, Y} =
= 2f29<X7 _X)Q(Y7 Y) = _2f2-
Por otra parte, al ser M un (K, 0)-espacio, se tiene por (2.4.8) que:

R(X,¢X)Y = —kg(¢°X,Y )X = —rg(—X,Y)pX =0,

y por tanto _
R(X,¢X,Y,¢Y) = 0.

Comparando ambas expresiones se deduce que fo = 0. O
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Uniendo los resultados de ambos lemas podemos formular el siguiente
teorema.

Teorema 2.4.6.— Sea M(fl,fg,f3> un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, con estructura de contacto métrica, no Sasakiano,
de dimension mayor o igual que 5. Entonces M es un (0,0)-espacio.

DEMOSTRACION:  Usando la Proposiciones 2.4.2 y 2.4.3 sabemos que M

es un (k,0)-espacio, y de los lemas anteriores se deduce obviamente que
KR = fg = 0. O

Aunque hayamos demostrado que f; — f3 = k = fo = 0, aun queda por
determinar el valor de las funciones f; = f3. Estudiando la ecuacién (2.4.6)
no obtenemos ninguna informacién; no ocurre asi con la ecuacién (2.4.7).

Lema 2.4.7.— Si M(f1, fa, f3) es una variedad de contacto métrica, no Sa-
sakiana, de dimension mayor o igual que 5, entonces f; = 0.

DEMOSTRACION: La ecuacién (2.4.7) para un (0, 0)-espacio queda

R(X),Y_3)Z_y =0,
para X € D(A), Y_),Z_, € D(—)). Y por ser M = M(fl,fg,f3)7

R(X\,Y_\)Z_» = frg(Y_x, Z_) X,

donde hemos utilizado que fo = 0. Comparando ambas ecuaciones para
Y_\ = Z_, y tomando todos los campos unitarios, se deduce que f; =0. O

Unificando todos estos resultados, podemos demostrar:

Teorema 2.4.8.— Todo espacio de curvatura ¢-seccional constante genera-
lizado, de dimension mayor o igual que 5, que sea una variedad de contacto
métrica no Sasakiana, es una variedad llana.

DEMOSTRACION: Sea M (f1, f2, f3) en las condiciones del enunciado. Por
los Lemas 2.4.4 y 2.4.5, fo = k = 0. Por otra parte, sabemos que f; = f3y
del Lema 2.4.7 se sigue que se anulan.
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Asi pues, el tensor de curvatura de Riemann es idénticamente nulo en la
variedad, es decir, M es llana. O

Sin embargo, es un hecho conocido (véase [4]) que no existen variedades de
contacto métricas, de dimensiones mayores o iguales que 5, que sean llanas.
Por tanto, podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.4.9.— Todo espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado, M(f1, f2, f3), de dimensidn mayor o igual que 5, que sea una variedad
de contacto métrica, es una variedad Sasakiana. Por lo tanto las funciones
f1, f2 y f3 son constantes.

DEMOSTRACION: Hemos probado que, en dimensién mayor o igual que 5, los
unicos espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados que pueden
existir han de ser Sasakianos o llanos, y como estos tltimos no existen, deben
ser todos Sasakianos.

El que las funciones fi, fo y f3 sean constantes se deduce entonces de
Corolario 2.2.19. O

Hemos concluido el estudio de los espacios M (f1, f2, f3) que fuesen varie-
dades de contacto métricas y tuviesen dimensién mayor o igual que 5. Cen-
traremos ahora nuestra atencién en los espacios de curvatura ¢-seccional
constante generalizados de dimension 3 que tengan estructura de variedad
de contacto métrica. Tras los resultados obtenidos en dimensiones superio-
res cabe plantearse si existiran espacios en estas condiciones que no sean
Sasakianos y en tal caso cémo se comportaran las funciones f;, ¢« = 1,2, 3.
Responderemos a estas y otras cuestiones.

Previamente necesitamos hacer una apreciacion: en dimension 3, a dife-
rencia de lo que ocurre en dimensiones superiores, la expresion del tensor de
curvatura no esta univocamente determinada. Ello es de gran importancia
en nuestro caso, ya que definimos un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado como aquella variedad casi contacto métrica cuyo tensor
de curvatura admite la siguiente expresion

R(X,Y)Z = [iRy(X,Y)Z + faRao(X,Y)Z + f3R3(X,Y)Z,
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para ciertas funciones f;, ¢« = 1,2,3, y para cualesquiera campos X,Y,Z
en M, donde éi, i = 1,2,3, representan las expresiones usuales, (1.3.10),
(1.3.11) y (1.3.12) respectivamente. Vedmoslo.

Para ello, sea M? un espacio de curvatura ¢-seccional constante genera-
lizado y supongamos que su tensor de curvatura admite dos escrituras

R(X,Y)Z = fIR\(X,Y)Z + pRo(X,Y)Z + fsRs(X,Y)Z

Nos proponemos estudiar qué relacién existe entre las funciones f; y f7.
Escojamos una base ortonormal {X, ¢ X, £}, es decir, una ¢-base y con-
sideremos

R(X, &)= (fi — f3)X,
R(X, X)X = —(f1 + 3f2)9X.

Escribiendo las mismas ecuaciones para f;, multiplicando la primera por X,
la segunda por ¢.X e igualando llegamos al siguiente sistema

{ﬂ—ﬁ=:ﬁ—ﬁ
fid3fs = fi+3f5

o equivalentemente:

{ fi=f)—-Us-f) =0
(fT=f)+3(fs—f) = 0

El sistema es compatible indeterminado, y se obtiene trivialmente que la
relaciéon existente entre las funciones, viene dada por

fik = fl"‘f’
o= bl
fs = s+ (2.4.12)

pudiendo elegir como f cualquier funcién diferenciable en M.
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Asi, el tensor de curvatura de Riemann de cualquier espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado M3(f1, fo, f3) podemos reescribirlo con
f5 =0. En tal caso:

fi=h+3f v [fi=/fs+3f. (2.4.13)

Reciprocamente, si M3(f1, f2, f3) es un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, y definimos f/, + = 1,2,3, como en las ecuaciones
anteriores, es facil ver que el tensor de curvatura de M? admite la escritura

R(XY)Z = 23: fFR(X,Y)Z.

=1

En efecto, como

~ 3 o~ o~ o~ o~
R=Y fiRi=(f{ — fi)Ri + (fz* + g) Ro+ (f3 — f)Rs =
=1

3
= Zfz*él + (‘fﬁq + géz — fR3> )
i=1

bastara probar que

—fR(X,Y)Z + éEQ(X, Y)Z — fRs(X,Y)Z =0,

para todos X,Y, Z campos en M3. En realidad basta probar esta igualdad
para una ¢-base, {X, ¢X, £}, lo cual es una mera comprobacion.

En lo que sigue, para considerar una unica escritura del tensor de cur-
vatura de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado de di-
mensién 3, tomaremos aquella en la que f, = 0. Asf pues, los espacios que
trataremos podemos denotarlos por M3(fy,0, f3).

Nota 2.4.10.— En dimensiones superiores a 3, el sistema manejado es com-
patible determinado, y por tanto la expresion del tensor de curvatura de
Riemann es tnica.
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El estudio de los espacios de curvatura ¢-seccional constante generali-
zados de dimensién 3, con estructura de variedad de contacto, se basa en
algunos resultados de D. E. Blair, T. Koufogiorgos y S. Sharma, [7], en los
que estudian (k, 0)-espacios de dimensién 3. En particular, demuestran:

Proposicién 2.4.11.— [7] Sea (Mg,qb,&,n,g) una variedad de contacto mé-
trica. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) M?3 es una variedad n-Einstein,
it) Q¢ = ¢Q,
iii) M es un (r,0)-espacio,
donde Q) denota el operador de Ricci de M.

Recordemos que una varieadad n-Einstein es una variedad de contacto
métrica en la que el operador de Ricci, ), verifica

Q=oal +n®E,

para ciertas funciones diferenciables a y b definidas en M.

Obsérvese que en la condicién iii) k es una constante. De la Proposi-
cion 2.4.2, en cuya demostracion no se utiliza que la variedad tenga dimensién
mayor o igual que 5, se deduce que un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante M3(fy, f2, f3), que sea una variedad de contacto métrica, verifica esa
condicién para f; — f3 que en principio no tendria por qué ser constante. En
la proxima proposicion demostraremos que lo es, pues cumple las condiciones
de la Proposicion 2.4.11.

Antes, recordemos que en una variedad Riemanniana de dimension 3, el
tensor de curvatura de Riemann viene dado por

R(X,Y)Z = (Y. 2)QX — g(X, Z)QY + g(QY. Z)X -
—9(QX,2)Y —371(9(Y, 2)X — g(X,2)Y), (2.4.14)

donde 7 denota la curvatura escalar.
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Proposicién 2.4.12.— Sea M?(f1, fo, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado de dimension 3, con estructura de contacto métrica.
Entonces, se verifica que fi — f3 es constante.

DEMOSTRACION:  Basta comprobar que M cumple la condicién i) de la
Proposicién 2.4.11. Entonces, por esta proposicion, se deduce que ha de
verificarse la condicién iii), es decir,

R(X,Y)¢ = r(n(Y)X —n(X)Y),

para cualesquiera X,Y campos en M , siendo k una cierta constante. Como,
por la Proposicién 2.4.2, ese valor coincide con f; — f3, esta diferencia es
constante. .

Comprobemos pues la condicién ). Por una parte, en M(fi, fa, f3) se
verifica la ecuacién (2.4.11). Comparemos esta expresién de R(X,Y)¢ con
la que se deduce de la ecuacién (2.4.14). Previamente necesitamos realizar
algunos calculos.

En primer lugar debemos estudiar ()¢, para ello escogemos una base local
de campos ortonormales, { X, Xy, X3 = £}, y calculamos que:

3

3
QS = 9(QE, X)X Z ZR X)X;, X)X, =

i=1

3 3
= 2 R(X, X3, 6 X)Xo = 3 (i = fa)g(n(Xa) X — n(X) X, X)X =

ij=1

3
:3Z(fl f3 X Z fl )51]X —

i=1 2,j=1
=3(fi — )6 — (i — )6 =2(f1 — f3)§.
En segundo lugar veamos el valor de n(QX):
3 3

i=1 i=1

= g(2(f1 — f3)§, X) = 2(f1 — f3)n(X).

89



Ya estamos en condiciones de sustituir en la ecuacién (2.4.14), obteniendo:

R(X,Y)¢ =

= n(Y)QX —n(X)QY +n(QY)X —n(QX)Y = 3r(n(Y)X —n(X)Y) =
=n(Y)QX —n(X)QY +2(f1 — fa)n(Y)X—
—=2(f1 = fs)n(X)Y = 37(n(Y)X —n(X)Y) =
=n(Y)(QX + (2(f1 — f3) —=37) X) —
—n(X) (QY + (2(f1 — f3) = 37)Y). (2.4.15)
Restando las ecuaciones (2.4.15) y (2.4.11), resulta que

n(Y)(QX + (fi— f3 —=37) X) —n(X) (QY + (f1 — f3 = 37)Y) =0,
que tomando Y ortogonal a £ y X = £ queda
QY +(fi—f3 —31)Y =0,

es decir,
QY =@Br—fi+ fr)Y.

Finalmente, veamos cudl es la expresion de (QZ para Z un campo cual-
quiera en M:

QZ=Q(Z—-n(Z)§+n(Z)§) = (BT — fr + f3) (Z —n(2)§) + n(Z2)Q¢ =

= @31 = fi+ f3)(Z =n(Z)§) +2(f1 — fs)n(Z2)§ =
=@r—fit+ ) Z=3(1—fi+ fs)n(Z). (2.4.16)

Por tanto M es una variedad n-Einstein con @ = (31 — fi1 + f3) y b =
=3(r = fi+ f). O

Nota 2.4.13.— En la demostracion de la proposicién anterior hemos compro-
bado que un espacio M3(fi, f2, f3), dotado de una estructura de variedad de
contacto métrica, es n-Einstein. Entonces, en virtud de la Proposicién 2.4.11,
el operador de Ricci y ¢ han de conmutar.
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De hecho, esta propiedad se puede obtener directamente en un ambito
mas general, tal como recoge la siguiente proposicion:

Proposicién 2.4.14.— Sea M(fl, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, de dimensidn cualquiera. Entonces, Q¢ = ¢Q, donde
Q) denota el operador de Ricci de M.

DEMOSTRACION: Tomemos una ¢-base en M, {e;, de;,&}. Calculemos en
primer lugar

R(X,e;)e; = fi{ X — g(X, e)es} + 3f29(X, pe;)pe; — fan(X)E,

R(X, ¢ei)pe; = fi{X — g(X, dei)dei} + 3fag(X, ei)er — fan(X)E,

R(X,8)¢ = f{X —n(X)E} + fs{(n(X)€ — X} = (i — f3)(X — n(X)).

Asi pues, el operador de Ricci en un espacio de curvatura generalizado
tiene la siguiente expresion

QX = R(X,ei)ei + D R(X, dej)de; + R(X, )¢ =

= fi((2n + 1) X — X) + 3fo(X —n(X)§) — fs2nn(X)E + f3(—X +n(X)E) =
=2nfiX + 3f2(X —n(X)§) — f3(X + (2n — 1)n(X)E),

para cualquier campo X en M.
Por tanto, es facil comprobar

QoX =2nf10X +3[20X — 30X = ¢QX,

con lo que concluye la demostracion. a

~_ Hemos visto que todo espacio M 3(f1, fo, f3) admite una escritura como
M3(fF,0, f3), vy que si, ademads, la variedad es de contacto métrica entonces
fi — fi es constante. Al igual que nos planteabamos en dimensiones supe-
riores, nos preguntamos ahora, una vez adoptada esta escritura unificada,
como se comportan las funciones f; y f3.
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Para ello retomamos el articulo [7] cuyo principal resultado clasifica las
variedades de contacto métricas de dimension 3 en las que el operador de
Ricci conmuta con el tensor ¢:

Teorema 2.4.15.— [7, pag. 395] Sea M? una variedad de contacto métrica
en la que Q¢ = ¢Q. Entonces M? es una variedad Sasakiana, una variedad
llana o un espacio de curvatura &-seccional constante k < 1 y curvatura
¢-seccional constante —k.

Del estudio de la curvatura ¢-seccional no obtenemos ningun resultado
adicional, pues en M3(f1, f2, f3) la curvatura &-seccional es

R(X,&6,X) = g((fr — f5)(X —n(X)§), X) = fr — f3, (2.4.17)

con X unitario, donde hemos usado la Proposicion 2.4.2, y ya sabemos que
fi — f3 = K, constante. Y el hecho de que x < 1, tal como asegura el
Teorema 2.4.15, se conocia del Teorema 2.4.1 que era valido para cualquier
dimensioén.

Pero del estudio de la curvatura ¢-seccional si obtenemos informacion:

Proposicién 2.4.16.— En un espacio M3(fy, fo, f3) de contacto métrico,
no Sasakiano, se verifica la siguiente relacion entre las funciones:

2f1 +3fs — f3 = 0. (2.4.18)

DEMOSTRACION: Tal como hemos destacado en la Nota 2.4.13 sabemos
que en M se verifica Qo = ¢Q), por lo que, estamos en las condiciones del
Teorema 2.4.15.

En la Proposicién 2.1.11 vimos que la curvatura ¢-seccional de M (f1, f2, f3)
era fi +3fy y en (2.4.17) hemos comprobado que la curvatura &-seccional es
J1— Js.

Distinguimos dos casos:

Que M3 sea una variedad llana. En este caso, tanto las curvaturas &-
seccionales como las curvaturas ¢-seccionales se anulan y por tanto

fi+3fa=0=—(f1 — f3). (2.4.19)
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O que M?3 sea un espacio de curvatura &-seccional constante K < 1y
curvatura ¢-seccional constante —x. En tal caso, fi+3fs = —ky fi— f3 = K,
de donde:

fi+3fo=—(fi — fs). (2.4.20)
Asi, tanto de (2.4.19) como de (2.4.20) se obtiene la ecuacién (2.4.18). O

Nota 2.4.17.— Obsérvese que la ecuacién (2.4.18) es consistente con (2.4.12),
es decir, si las funciones f;, i = 1,2,3, satisfacen (2.4.18), las funciones f;
también, como se comprueba trivialmente.

Por otra parte, en M 3(f1, f2, f3), es facil calcular diréctamente la cur-
vatura escalar. Podemos enunciar el siguiente resultado que mejora los
senalados en la Nota 2.4.13.

Proposicién 2.4.18.— Si M3(fy, fo, f3) estd dotado de una estructura de
variedad de contacto métrica, no Sasakiana, entonces

OX = 2kn(X)E, (2.4.21)

para cualquier campo X en M, y la curvatura escalar viene dada por

(2.4.22)

T =

K
3 )
siendo k = (f1 — f3) < 1 una constante.

DEMOSTRACION: Para calcular la curvatura escalar, basta considerar una
¢-base {X,¢X, £} v tener en cuenta que, como ya hemos senalado las cur-
vaturas &-seccionales valen f; — f3 y las curvaturas ¢-seccionales f; + 3fs.
Asi, se obtiene que

67 = 4(f1 — f3) +2(f1 + 3f2),

de donde:
3T = 3f1 + 3f2 - 2f3a

y, por (2.4.18)
3T = f1 - f3. (2423)
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Por otra parte, la expresion de QX viene dada por (2.4.16), teniendo en
cuenta (2.4.23), resulta:

a=31— fi+ f3=0,
b=-=3(tr— fi+ f3) =2(f1 — f3),

luego
QX =2(f1 — fs)n(X)E.

Ahora bien, en virtud del Teorema 2.4.15, sabemos que, en las condiciones
del enunciado, f; — f3 es una cierta constante k < 1. a

Finalmente, llegamos a:

Teorema 2.4.19.— Si ]\73(f1, fa, f3) estd dotado de una estructura de va-
riedad de contacto métrica, no Sasakiana, podemos escribir

R(X,Y)Z = —kRy(X,Y)Z — 2kRs(X,Y) Z,
para todos X,Y,Z campos en ]\7, siendo k < 1 una constante.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que el tensor de curvatura de Riemann
de una variedad de dimensién 3 viene dado por la ecuacién (2.4.14), y usando
(2.4.21) y (2.4.22), obtenemos

R(X,Y)Z = 2kg(Y, Z)n(X)& = 2kg(X, Z)n(Y)E + 26n(Y)n(Z) X —
—26n(X)n(2)Y — rk(g(Y, 2)X — g(X, 2)Y) =
= —k(g(Y, 2)X — g(X, 2)Y )~
—26((X)N(Z2)Y —n(Y)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E),

como queriamos demostrar. O

Nota 2.4.20.— De esta forma hemos llegado a la escritura normalizada del
tensor de curvatura, es decir con f; = 0, y hemos demostrado que tanto f;
como f3 son constantes, en el caso no Sasakiano.

Es inmediato comprobar que estos valores de las funciones f;, i = 1,2, 3,
satisfacen la ecuacién (2.4.18).
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En algunos de los calculos que hemos realizado para espacios de curvatura
¢-seccional constante generalizados de dimension 3 la condicién de ser va-
riedad de contacto métrica no es necesaria. De hecho, en la demostracién
del Proposicion 2.4.11 sélo se utiliza que la variedad sea de contacto en la
implicacién i) = iii) para deducir que k es una constante. Asi, podemos
enunciar:

Proposiciéon 2.4.21.— Sea M3 una variedad casi contacto métrica de di-
mension 3. Si se cumple

R(X,Y)§ = r(n(Y)X —n(X)Y),

para todos X,Y campo en M vy para k una funcion diferenciable en M,
entonces se verifica

i) QX = (31 — k) X =3 (1 — r) n(X)E,
it) Q¢ = ¢Q,
donde Q) denota el operador de Ricci y T la curvatura escalar.

DEMOSTRACION: La demostracién del apartado 7) es exactamente igual a
la realizada en la Proposicién 2.4.12, ahora el papel de la funcion f; — f3 es
el de la funcion k.

Una vez demostrado el apartado i), el otro apartado es una mera com-
probacién. En efecto, sea X un campo en M, con lo que

QoX = (31 — k) X,
pQX = (31— k) X = (31 — k) X,

por lo que ) y ¢ conmutan, como queriamos demostrar. O

Nota 2.4.22.— La condicién ¢) no implica que la variedad sea n-Einstein,
pues para ello es necesario que ésta sea de contacto métrica.

Por dltimo, analizamos qué podemos deducir de una variedad casi con-
tacto métrica que verifique la condicién que caracteriza a las variedades de
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contacto que son n-Einstein, siendo ésta una forma de cerrar la cadena de
implicaciones que hemos estado tratando.

Teorema 2.4.23.— Toda variedad casi contacto métrica de dimension 3
verificando
QX =aX +bn(X)¢E,

con a y b funciones diferenciables, es un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado M (f1, fo, f3) con fr =4a — 31, fo =0y f3 = —2b.

DEMOSTRACION: En una variedad de dimensién 3, el tensor de curvatura
de Riemann viene determinado por el operador de Ricci segiin la ecuacién
(2.4.14). Sustituyendo en dicha ecuacién su valor se llega a

R(X,Y)Z =29(Y,Z)(aX+bn(X)&)—29(X, Z)(aY +bn(Y)E)+2a9(Y, Z) X+
+2n(Y)n(Z2)X —2ag(X, 2)Y —=2n(X)n(2)Y —=37(g9(Y, Z2)X —g(X, 2)Y) =
= (4a —37) (9(Y, 2)X — g(X, 2)Y)—
=2b(n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E).

Por tanto la variedad es un espacio de curvatura ¢-seccional constante gene-
ralizado en las condiciones del enunciado. Esta escritura, al ser fo = 0, se
corresponde con la escritura normalizada. O

Si la variedad del enunciado del teorema es un espacio de curvatura ¢-
seccional constante generalizado, M?>(f, f2, f3), por la Proposicién 2.4.21 se
tienen las hipétesis del teorema para a =37 — f1 + f3 y b= =3(7 — f1 + f3)
pero los valores obtenidos no implican ninguna contradicciéon. Aplicando el
teorema llegamos a que el espacio puede escribirse como M (f;, f5*, f3) con:

fi=4a—-31 =437 — fi+ f3) =31 =91 —4f; + 4fs,
fs =0,
fi==20=06(1 = fi+ fs).

Ahora bien, usando (2.4.23) y (2.4.18), podemos escribir:

fi=—=(fi+3fs) = fi+3f,
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5 ==2(fi—f3) = fs +3fa

*

Es decir, el cambio de f; a f, i = 1,2,3, es simplemente el cambio que
se produce al escribir f5 = 0 segin vimos en (2.4.13).

2.5 Espacios de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizados con estructura trans-
Sasakiana.

Hemos estudiado en profundidad los espacios de curvatura ¢-seccional
constante generalizados que son variedades de contacto métricas, pero la
estructura de muchos de los ejemplos presentados era la de variedad trans-
Sasakiana (0, 3). Asi ocurria con los ejemplos obtenidos al considerar produc-
tos warped (Teorema 2.2.11 y Proposicién 2.2.25), los obtenidos al realizar
transformaciones D-conformes (Teorema 2.3.14 y Proposicién 2.3.21), o D-
homotéticas.

Por otra parte, ya habfamos analizado en la Seccién 2.2 la segunda identi-
dad de Bianchi para un espacio M(fi, fa, f3) de dimensién mayor o igual que
5, con fy = f3, que verificase g(X,Vx§) = 0 para todo campo ortogonal a
&, asi como para espacios con estructura cosimpléctica. Ahora vamos a estu-
diarla para espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados dotados
de una estructura trans-Sasakiana. Ademés estudiaremos algunos valores del
tensor de curvatura de Riemann para profundizar en el conocimiento de la
relacion existente entre las funciones a y 3 y las funciones f;, 1 = 1,2, 3.

Como vimos en los preliminares, en dimensiones mayores o iguales que
5, una variedad trans-Sasakiana siempre es una variedad («,0) o (0,3). Fi-
nalmente haremos un estudio similar de las variedades trans-Sasakianas con
dimensién 3.

Comencemos con las variedades trans-Sasakianas (a, 0). Nuestro objetivo

es demostrar que no existen ejemplos interesantes de espacios de curvatura ¢-
seccional constante generalizados trans-Sasakianos («, 0), es decir, no existen
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ejemplos con funciones f; no constantes. Hasta el momento, dentro de las
variedades (o, 0) ya habfamos estudiado el caso Sasakiano, o = 1, para
dimensiones mayores o iguales que 5, en el Corolario 2.2.19.

Lema 2.5.1.— Sea M(fy, fo, f3) una variedad de dimensién mayor o igual
que 5, con estructura trans-Sasakiana (,0). Entonces, se verifica

fi—fs=a?, (2.5.1)
y a solo varia en la direccion de &.

DEMOSTRACION: Particularizando las ecuaciones (1.1.23) y (1.1.24) para el
caso de una variedad trans-Sasakiana (v, 0), se tiene:

%Xﬁ = —Q¢X7
(Vx9)Y = a(g(X,Y)E —n(Y)X),
para todos X, Y campos en M. Usando ambas ecuaciones,
R(X,€)6 = Vx Vel — VeVx€ — VixgX =
= Vx(~agg) — Ve(-apX) + ag[X €] =
= £(@)¢X + aVedX + adVxé — apVeX =
= £()9X + a(Ved) X + ad(—agX) =
= £(a)oX + a(a(g(§, X)E —n(X)E)) — a’¢*X =
=¢()pX + o’ X — a*n(X)E.
Para X ortogonal a &, resulta:
R(X,€)¢ = §()9X + a’X.
Por otra parte, por ser M = M(fl, fa2, f3), para X ortogonal a &:
R(X,€)¢ = (fi - f)X.
Comparando ambas ecuaciones, se deduce, multiplicando por X unitario, que
fl - f3 = Oé2,
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y multiplicando por ¢.X, que ¢X (a) = 0, y esto para todo campo X unitario
ortogonal a &, por lo que concluimos que « sélo varia en la direcciéon de £. O

Nota 2.5.2.— En el caso particular de que « sea constante, este resultado
podria obtenerse como consecuencia del Teorema 2.1.19, teniendo en cuenta
que, tal como dijimos en los Preliminares, toda variedad trans-Sasakiana
(e, 0) con a constante es una C(a?)-variedad.

Para completar el estudio de las variedades (a, 0) recurrimos de nuevo al
estudio de la segunda identidad de Bianchi.

Teorema 2.5.3.— Sea M(fl,fg,fg) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, conexo, de dimension mayor o igual que 5 y dotado
de una estructura trans-Sasakiana (o, 0). Entonces las funciones fi y fa son
constantes. Ademds, st « # 0 o o = 0 en todo punto de M, entonces f3
también es constante.

DEMOSTRACION: Ya estudiamos la segunda identidad de Bianchi para un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado cualquiera, es decir,
cuya estructura fuese unicamente la de variedad casi contacto métrica, obte-
niendo las ecuaciones (2.2.12) a (2.2.21). Concretemos estas ecuaciones al
caso que nos preocupa, el de una variedad trans-Sasakiana («,0).

Para X,Y campos unitarios, ortogonales entre si y ortogonales a &, con
@Y ortogonal a X, tenfamos (2.2.12),

Y(f1) = 3f29(0Y. (Vx9)X) =0,
que para una variedad («,0) queda
Y (f1) = 3f29(9Y, a(g(X, X)§ — n(X)X) =0,

es decir,

Y(f) =0, (252)
y de la ecuacion (2.2.13),

—2X(f2) + 3f2{g(0Y. (Vy9) X)) + g(X, (Voyd)Y)} = 0,
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resulta
—2X(f2) +3fo{g(oY, a(g(Y, X)§ —n(X)Y))+
+9(X, a(g(9Y, Y)E —n(Y)eY))} =0,

por lo que:

X(f2) =0.
De la ecuacién (2.2.14),

F3{g(Y, Vr€) — (oY, Vv )} — 2£o9(Vx X, €) = 0,

se deduce

faa{g(Y, =6°Y) — g(6Y, —9Y)} = 2foag(6X, $X) =0,
y por tanto,
(f2 - fg)Oé = 07

y lo mismo hubiésemos obtenido de (2.2.20).
Por ser V€ =0, de (2.2.16) se tiene

Y(fi—f3) =0,

y por (2.5.2) se deduce que Y (f3) = 0.
Las ecuaciones (2.2.17) y (2.2.18) se transforman en identidades.
De (2.2.19) y (2.2.21), al ser g(Vx&, X) = 0, se deduce &£(f1) = &(f2) = 0.
Tenemos pues:

i) X(f1) = X(f2) = X(f3) =0, para todo X ortogonal a &,
i) £(f1) =&(f2) =0,

De las dos primeras condiciones deducimos que f; y fo son constantes.

En la tercera, distinguimos dos casos. Si a # 0 en todo punto, entonces
f3 = f también es constante. Y si &« = 0 en todo punto, de (2.5.1) deducimos
que f; = f3, y por tanto todas las funciones son constantes también en este
caso. O
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De hecho, hemos obtenido algo mas, pues el argumento final de la de-
mostracion anterior prueba que f3 es constante en un entorno de cada punto
donde « no se anule.

Nota 2.5.4.— El caso a = 0 se corresponde con una variedad cosimpléctica,
para estas ya sabiamos, por la Proposicion 2.2.28, que las funciones eran
constantes y ademas iguales.

Por otra parte, al estudiar la segunda identidad de Bianchi, en las paginas
48 a 50, llegdbamos también a que, para un espacio de curvatura ¢-seccional
constante conexo, de dimensién mayor o igual que 5, con g(Vx&, X) = 0
se deducia que £(f1) = &(f2) = 0, pero para llegar a X(f;) = X(f2) =0
era necesario hacer una suposicién adicional: fo = f3. Ahora, gracias a la
estructura de la variedad, no es necesario hacer esa suposicién para llegar a
las mismas conclusiones.

Nota 2.5.5.— Estos resultados justifican que no estudiemos las transfor-
maciones D-conformes, ni D-homotéticas, para variedades trans-Sasakianas
(cr,0). Més concretamente, si partimos de M (f1, f2, f3) con estructura trans-
Sasakiana (a,0), y por tanto con funciones constantes, y realizamos una
transformacién D-conforme, puede probarse que bajo algunas condiciones,
llegariamos a un nuevo espacio M (fr, fs, f3) con otra estructura trans-Sasa-
kiana (a*,0) y por tanto también con funciones constantes, con lo cual no
obtenemos ejemplos significativos.

Realizando un estudio andlogo para el caso de un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado con una estructura trans-Sasakiana (0, 3),
como son los productos warped, llegamos al siguiente resultado.

Teorema 2.5.6.— Sea M(fl, fa2, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado, de dimension mayor o igual que 5, con una estructura
trans-Sasakiana (0, 3). Entonces, X(f;) = 0 para todo X campo ortogonal a
&, 1=1,2,3, y ademds se verifican las ecuaciones:

£(f1) +28f3 =0, (2.5.3)
£(f2) +28f2=0. (2.5.4)
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DEMOSTRACION:  Considerando las relaciones (1.1.23) y (1.1.24), que se
verifican por tener M(fi, fa, f3) una estructura trans-Sasakiana (0, (), las
ecuaciones que habiamos hallado a partir de la segunda identidad de Bianchi
quedan del siguiente modo:

i)

ii)

iii)

iv)

De la ecuacién (2.2.12) se deduce que
0=Y(f1) = 3f29(6Y, (Vx)X) =
=Y (f1) = 3/29(8Y, B(g(¢X, X)§ — n(X)¢X)) =Y (f1),

pues esta ecuacién se tenia para Y ortogonal a X, y el razonamiento
es valido para cualquier campo Y ortogonal a &.

De la ecuacién (2.2.13):
0= —2X(f2) +3f2{g(¢Y. (Vy) X)) + g(X, (Vor9)Y)} =

= —2X(f2) + 3f2{9(0Y, B(g(8Y, X){ — n(X)oY))—
—9(X, B(g(’Y,Y)E — n(Y)9*Y))}.

Como en esta ecuacién X e Y eran ortogonales a &, se deduce

X(f2) =0,
y esto es vélido para todo X en la distribucion de contacto de M.

En virtud de (1.1.24), /vaﬁ = B(& —n(&)§) = 0, por lo que la ecuacién
(2.2.16) queda

X(f1) = X(fs) =0,
para X ortogonal a £. Como ya hemos visto que X (f;) = 0, se tiene
que

X(f3) = 0.

Razonando andlogamente con las ecuaciones (2.2.19) y (2.2.20), te-
niendo en cuenta que en ellas XY eran campos unitarios en la dis-
tribucion de contacto de M con Y ortogonal a X, ¢pX, se llega a que
las funciones fy, fo y f3 verifican las ecuaciones

§(f1) +28f3 =0,
§(f2) +2Bf2 =0,

como queriamos demostrar. a
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Nota 2.5.7.— Si, en vez de pedir que la variedad sea trans-Sasakiana (0, 3),
tan sélo pedimos que se verifique Vx& = B(X — n(X)E{), para una cierta
funcién ( que sélo varia en la direccion de & y para todo campo X, también
se llega a las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4). Pero no se deduce que las funciones
unicamente varien en la direccién de €.

Obsérvese que en el Teorema 2.2.18 P. Bueken y L. Vanhecke exigen que se
verifique g(X, Vx§) = 0, para todo campo X ortogonal a ¢, con la condicién
que senalamos en la Nota se tiene que g(¢X, Vx&) = 0. Es decir, la condicién
que tratamos, méas debil que ser trans-Sasakiana (0, ), es similar a aquella,
mas debil que ser Sasakiana.

Nota 2.5.8.— De las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4) podemos obtener infor-

macion sobre como son las funciones f; de un espacio de curvatura ¢-seccional

constante generalizado M (f1, fo, f3) con estructura trans-Sasakiana (0, /3).
Asi, integrando respecto de t en la ecuacion (2.5.4), deducimos que local-

mente _
f2 = F2€_2fﬁdt7

para una cierta funcién Fy con 9F, /ot = 0.
De igual modo a partir de (2.5.3) se tiene que, localmente,

fi=Fi=2 [ 8fat

con F; una funcién verificando 0F; /ot = 0.

Nota 2.5.9.— Sabemos por la Proposicién 2.2.25 que, si N es una variedad
Kaehleriana, la variedad R x y N tiene una estructura trans-Sasakiana (0, 3),
con § = f'/f. Es una mera comprobacién confirmar que, si la variedad
de partida N(Fi, Fy) es Kaehleriana, las funciones dadas para R x; N =
M(f1, fa, f3) en el Teorema 2.2.11 verifican las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4)
del Teorema 2.5.6.
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Nota 2.5.10.— Como ya indicamos, una variedad cosimpléctica es un caso
particular de variedad trans-Sasakiana, con una estructura (0,0). Asi la
Proposicién 2.2.28 puede obtenerse como consecuencia del Teorema 2.5.6 y
el Corolario 2.1.20.

En el Teorema 2.5.6 hemos demostrado ciertas propiedades de las fun-
ciones f;, para un espacio M(fi, fo, f3) dotado de una estructura trans-
Sasakiana (0, 3). Podemos obtener més informacién del estudio de algunos
valores del tensor de curvatura de Riemann. Comencemos con R(X, ¢X)E.

Teorema 2.5.11.— Sea M(fl,f27f3> un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado con estructura trans-Sasakiana (0,3). Entonces [
solo puede variar en la direccion de &.

DEMOSTRACION: En una variedad trans-Sasakiana (0, 3),
R(X,0X)€ = VxVyx€ — Vyx Vi€ — Vixgx)€ =
= Vx(B(6X —n(6X)€)) = Vox (B(X —n(X)€)) = B([X, 6 X] —n([X, 6 X])¢) =
= X(8)9X +8VxoX — o X(8)X +oX(B)n(X)§ = BVex X +B9(Vex X, )+
+89(X, Vox€)€ + Bn(X)Voxé — BX, 6X] — n([X, ¢ X])¢) =
= X(8)¢X — ¢X(8)X + ¢ X(B)n(X)E+
+89(X, Vox€)€ + B1(X)Voxé + Bg(Vxd X, ).
Teniendo en cuenta que, usando (1.1.24)
9(Vx0X, &) = Xg(6X,€) — g(6X, V&) = —g(6X, B(X —n(X)¢)) =0,
9(X. Vixé) = 9(X, B(¢X = n(9X)E)) =0,
y, nuevamente, (1.1.24), la expresion anterior queda:
R(X,¢X)E = X(B)pX — X (B) X+ X (B)n(X)E+Bn(X)B(¢X —n(¢X)E) =
= X(8)¢X — X (B)X + o X (B)n(X)E + B°n(X)pX. (2.5.5)
Por otra parte, al ser M = M(fl, f2, f3):
R(X, ¢X)E = fi(g(¢X. )X — g(X,£)pX)+
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+ (X)X — (@ X)X + n(X)n(oX)E — n(@X)n(X)E) =
= (fs = fin(X)oX. (2.5.6)

Tomando X unitario y ortogonal a &, las ecuaciones (2.5.5) y (2.5.6)
quedan

R(X,$X)E = X(B)pX — ¢X(B)X,

y ~

respectivamente. Multiplicando por ¢X la primera e igualando con la se-
gunda, se deduce que X () = 0, y esto es cierto para todo X unitario y
ortogonal a &. Por tanto 3 sélo puede variar en la direccion de &. a

Como en otras ocasiones, no hemos usado que la variedad sea trans-
Sasakian (0, 3) sino tan sélo el valor de V x¢.

Proposicion 2.5.12.— Sea M(fl, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado con

V€ = BX = n(X)8),

para todo campo X en M. Entonces, 8 solo varia en la direccion de .

DEMOSTRACION: Es valida la demostracién del teorema anterior. O

A continuacién estudiaremos R(X, £)¢ para demostrar un importante teo-
rema que nos permitira debilitar las hipdtesis de otros teoremas anteriores.

Teorema 2.5.13.— Sea M(fl,f2,f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado con estructura trans-Sasakiana (0, ). Entonces, las
funciones f1, f3 y 3 verifican la relacion:

fi = fs +&(B) + 52 = 0. (2.5.7)

DEMOSTRACI@N: Por ser M una variedad trans-Sasakiana (0, 3), el valor
de Vx¢& viene dado por la ecuacién (1.1.24). Por tanto,

R(X,6)¢ = Vx V€ — VeVxE — g[x,g}ﬁ =

105



= Vx(B(& = n(£)§)) — Ve(BX —n(X)E)) — B(X, €] — n([X,€)¢) =
= —{(B)(X = n(X)E) = BVeX + BE((X))E + Bn(X)Vel—
—BV x4 BVeX + Bn(Vx&E — n(VeX)E =
= —£(B)(X = n(X)E) + BEM(X))E — BV xE — Bn(VeX)E,
pues Ve€ =0y 7(Vx€) = B(n(X) —n(X)) =0.
Para X ortogonal a & se tiene

R(X,€)¢ = ~£(B)X — BB(X — n(X)€)) — Bn(VeX)E =
= (=¢(8) - B*)X,
pues: N N
N(VeX) = £9(X,§) — g(X, V) = 0.
Por otra parte, al ser M = M(fl, f2, f3), para X ortogonal a & se verifica,
R(X,6)¢ = (fi - f3)X.

Comparando ambas expresiones de R(X ,€)¢ se deduce que

fi—fs=—E0) - 7,

y de ahi el resultado. a

Ya sabiamos del Teorema 2.5.6 que, en las condiciones que estamos tratan-
do, las funciones f;, i = 1,2, 3, solo varian en la direccién de £ y acabamos
de demostrar en el Teorema 2.5.11 que lo mismo ocurre con . Combinando

estos resultados con la relacion que acabamos de ver entre f, f3 y 3, podemos
deducir otras relaciones:

Corolario 2.5.14.— Sea Mv(fl, f2, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado de dimension mayor o igual que 5, con estructura

trans-Sasakiana (0, 3) y tal que fi + 3* > 0. Entonces, se verifica:

26 = —&(log(f1 + B7)).
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DEMOSTRACION: En el Teorema 2.5.6 habiamos demostrado que fi, f3 y 3
verificaban la ecuacion (2.5.3):

§(f1) + 2613 =0.

Despejando el valor de f3 en (2.5.7) y sustituyendo se tiene
0=&(f) +26(f+E8)+ 6% =
= &(f1) + 26f1 + 266(6) +26° = £(fr + 57) + 26(fL + 57),

luego
)
fi + B2
de donde
26 = —¢(log(fL + %)),
es decir, la relacién buscada entre f; y (. a

Por otra parte, la ecuacion (2.5.7), obtenida en el Teorema 2.5.13, coincide
con la condicién (2.3.25), que imponifamos en el Teorema 2.3.10. Por tanto
podemos reescribir dicho teorema eliminando tanto esta condicién, como el
hecho de que (3 varie solo en la direccion de &, pues esto ultimo lo obtuvimos
en el Teorema 2.5.11.

Teorema 2.5.15.— Sea M(fl,f2,f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, dotado de una estructura de variedad trans-Sasakiana
(0,8). Si realizamos una transformacion D-conforme la variedad obtenida
es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M(fy, f5, f3),
con funciones:

a’®—b 16}

1 b)?
=g (e g e =S )
fi= 3t

1 2 b b 2(b b)?
fi=g (8- e - e - S50 S0 SO0,
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DEMOSTRACION: Es consecuencia directa de los Teoremas 2.3.10, 2.5.11 y
2.5.13. a

También en el Teorema 2.5.13 podemos debilitar la hipdtesis de ser trans-

Sasakiana (0, 3).

Proposicién 2.5.16.— Sea M(fl, f2, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado verificando

V& = BX = n(X)8),

para todo campo X en M. Entonces, las funciones f1, fs y B verifican la
relacion:

hi—fs+EB)+ 65 =0.

DEMOSTRAgéN: En la demostracion del Teorema 2.5.13 no hemos usado
el valor de (Vx¢)Y sino tan sélo el de V x¢&, es decir, no hemos usado que la
veriedad sea trans-Sasakiana (0, 3) sino la condicién del enunciado. O

Y podemos enunciar una proposiciéon mejorando los resultados en los que
se pedia esa condicién.

Proposicién 2.5.17.— Sea M(fl, f2, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado,verificando

V& = BX = n(X)8),

para todo campo X en M. Realizamos una transformacion D-conforme, en-
tonces la variedad obtenida es un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado M(ff, fx, f3), con funciones:

2 2
R 1l

a " 4a2b

L1
f2 - bf27
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a’>—b

a?

O ]

1
(o
DEMOSTRACION: La demostracién se deduce de la Proposicién 2.3.13, te-
niendo en cuenta que, en virtud de la Proposicion 2.5.12, § solo varia en la
direccion de £ y la condicién

fi—fs+E&06)+ 6 =0,

se tiene por la proposicién anterior. O

Con esto cerramos el estudio de las condiciones que impone la segunda
identidad de Bianchi.

Hemos visto por el Teorema 2.2.11 y la Proposicion 2.2.25 que, al realizar
un producto warped de R por un espacio de curvatura holomorfa constante
generalizado que fuese una variedad Kaehleriana, se obtenia un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructura trans-Sasakiana
(0,8). A continuacién, daremos una especie de reciproco. Para ello nos
basaremos en los resultados obtenidos por J.C. Marrero en [25], donde estudia
la estructura local de las variedades trans-Sasakianas.

En primer lugar estudiemos la demostracién que hace J.C. Marrero para
el Teorema 2.1 de dicho articulo. Volvemos a demostrar este resultado para
adaptar la notacion a la nuestra y lograr un mejor entendimiento de las rela-
ciones existentes entre el producto warped y la estructura trans-Sasakiana.

Al igual que hacia J.C. Marrero, usaremos este teorema de K. Kenmotsu:

Teorema 2.5.18.— [20, pdg. 96] Sea M una variedad de Kenmotsu. En-
tonces, para cada punto p € M existe un entorno U(p) de p que se identifica
con un producto warped (—e,e) Xp V tal que (—e, ) es un intervalo abierto,
F(t) = cet y V es una variedad Kaehleriana.

Teorema 2.5.19.—[25, pag. 80] Sea (]\7, ®,€,m, g) una variedad casi-contacto
métrica dotada de una estructura trans-Sasakiana (0,[), con (3 variando
unicamente en la direccion de £. Entonces M es localmente un producto
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warped (—e,e) Xy V, donde (—¢,¢€) es un intervalo abierto, V una varie-
dad Kaehleriana, (V,J,G), f una funcion positiva definida en (—¢,¢), y la
estructura (¢,&,1,9) viene dada por:

i) (0B, X) = (0, JX),
ii) §= (Ev 0);
m) n = (E*,O),

siendo E un campo que no se anula en (—¢,¢), E* su dual y o cualquier
funcion diferenciable en este intervalo.

DEMOSTRACION: Realizamos una transformacién conforme en M para con-
seguir una nueva variedad que sea de Kenmotsu y podamos por tanto apli-
carle el teorema de Kenmotsu.

Al considerar la transformacién conforme,

g =bg+ (> —bnn,

con a y b funciones que sélo varian en la direccion de &, se obtiene, segin
los célculos realizados en la Proposicién 2.3.21, una variedad trans-Sasakiana

(0, 5%), M* con
L1 £(b)
= (222,
g a (6 2b
Por tanto, si queremos que M* sea una variedad de Kenmotsu, basta tomar
a =1y b una funcién que satisfaga:

§(b)
1= =, 2.5.8
B+ (2.5.8)

De hecho, la funcién b puede determinarse localmente, sin més que traba-
jar en una carta en la que £ = 9/0t, siendo ¢ una de las coordenadas locales

de la misma. Entonces, en dicha carta, la ecuacién (2.5.8) puede verse como

0

2(1 - 6) = - (log b)

de donde b = c;e2J =Rt — ¢ 22 [ bt
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Asi pues, (M*,¢,£*, 1%, g*) con

g=bg+(1-bnen =& y n=n, (2.5.9)

es una variedad de Kenmotsu. Y, por el Teorema 2.5.18, se tiene que, local-
mente,

M* = (—e,e) xp V

con F(t) = ce' y (V,J,G) una variedad Kaehleriana. Las métricas se rela-

cionan segun
. 1 0
e = 0 P0G, )

es decir, para todos X,Y campos en M* se verifica:
g(X,Y) =n(X)nY)+ F*G(r.X,m.Y). (2.5.10)
De (2.5.9) y (2.5.10) se deduce:

g(X,Y)=n(X)n(Y)+ (5;_)) G(m X, mY).

Por tanto, localmente, M = (—e,e) x; V con V Kaehleriana y f =

F
t \/l_)_
coe
L,con02>0. O

Vb

En el siguiente teorema estudiamos mas detenidamente la relacion exis-
tente entre la funcién del producto warped y la funcién § de la estructura
trans-Sasakiana.

Teorema 2.5.20.— Sea M una variedad trans-Sasakiana (0,3) con B va-
riando sélo en la direccion de . Para todo p € M, existe un entorno U(p)
tal que U = (—e,¢) x5V, donde (—¢,¢) es un intervalo abierto, V' es una

variedad Kaehleriana y f = cel Bt

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior tinicamente queda demostrar la
expresion de f. Ahora bien, tal y como vimos antes,

h— 0162t—2fﬁdt_
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coel

- coel
N e 622 bt

Y, concretandolo al estudio de un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado, obtenemos el siguiente corolario, que puede entenderse
como una especie de reciproco local del Teorema 2.2.11 y la Proposicién 2.2.25:

Asi pues f = = ceJ 7" una funcién en (—e,€). O

Corolario 2.5.21.— Sea M(fl,fg,f;),) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado dotado de una estructura trans-Sasakiana (0, 3). En-
tonces, M es localmente un producto warped (—e,e) XV con V una variedad

Kaehleriana y f = cel Adt.

DEMOSTRACION:  Por ser M una variedad trans-Sasakiana (0,7), se de-
duce inmediatamente del Teorema 2.5.20. No es necesario suponer que (3
unicamente varie en la direccién de &, pues sabemos por el Teorema 2.5.11
que esa condicion siempre se cumple en el caso de un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado. a

En realidad K. Kenmotsu al demostrar el Teorema 2.5.18 para una va-
riedad cosimpléctica, M, no hace uso de que (Vx¢)Y se anule para todos
X,Y campos en M, sino tan solo usa que Vx& se anula. Ello nos permite,
al igual que hemos hecho en otras ocasiones, debilitar la condiciéon de que la
variedad sea trans-Sasakiana.

Corolario 2.5.22.— Sea M(fl, fa, f3) un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado, verificando

/vaﬁ = B(X —n(X)E),

para todo campo X en M. Entonces, M es localmente un producto warped
(—e,e) xs V con V una variedad Kaehleriana y f = cel Bt

DEMOSTRACION: En primer lugar por la Proposicién 2.5.12 sabemos que 3
solo varia en la direccién de &.

El Teorema 2.5.19 sigue siendo cierto si sustituimos la condicién M es una
variedad trans-Sasakiana (0, 3) por la condicién del enunciado. Siguiendo la
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misma demostracién, al realizar la transformacion conforme llegariamos no
a una variedad de Kenmotsu sino a una variedad casi contacto métrica, M*,
que satisface

V& =0,

para todo campo X. A esta variedad podemos aplicarle el Teorema 2.5.18
que, como hemos comentado, inicamente usa esta condicion.

Por tanto, usando un razonamiento andlogo al del Teorema 2.5.20, pero
exigiendo tan sélo la condicién del enunciado se concluye la demostracién. O

En esta seccion hemos trabajado fundamentalmente con variedades trans-
Sasakianas de dimension mayor o igual que 5. Para concluir el estudio pode-
mos ofrecer algunos resultados concretos al estudiar variedades de dimension
3 dotadas de una estructura trans-Sasakiana («, [3), del mismo modo que el
estudio de espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizado que fue-
sen variedades de contacto lo concluiamos estudiando variedades de contacto
de dimensioén 3.

En principio, en dimensién 3 podemos considerar variedades trans-Sasa-
kianas (o, 3) no triviales, es decir, con ambas funciones no nulas.

Sea M? una variedad trans-Sasakiana (a, 3) y supongamos que a'y 3 sélo
varian en la direccion de £. Estudiemos su tensor de curvatura de Riemann.

Usaremos de nuevo que en una variedad de dimensiéon 3, la expresion del
tensor de curvatura de Riemann en funcién del operador de Ricci, @), viene
dada por (2.4.14). En primer lugar vamos a estudiar el valor de R(X,Y)¢,

X,Y campos en M, para ello procedemos a calcular el valor de los términos

Q& y n(QX).

Estudiemos el valor que toma ()¢. Dado cualquier campo W y campos
Z;, unitarios y ortogonales a &, consideramos:

R(E,Zs, Z, W) = R(Zi, W, €, Z;) =

= g((a® = &(8) = B)(n(W) Z; — n(Z)W )+
+(&(a) +2a8) (W) Z; — n(Z:;)oW ), Z;) =
= (a® = &(B) = Bm(w).
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Luego, eligiendo una base local ortonormal {77, Z5,(},

2
Q¢ =" R(£,Z)Zi + R(£,£)¢ =
=1

~ 2 ~
=Y > "R({,%:,Z:, Z;)Z; + Y _ R(§, Z;, Z3, £)€ =

i=17=1 =1

=2(a” = &(8) - B8,

y para un campo X:

N(QX) = g(Q¢, X) = 2(a” — £(8) — B)n(X).

Asi pues, segiin (2.4.14), la expresién del tensor de curvatura de Riemann
en funcion de () queda:

R(X,Y)E=n(Y)QX — n(X)QY +

+(2(a” = &(B) = B%) = 31)(n(Y)X — n(X)Y). (2.5.11)
Por otra parte, al ser M una variedad trans-Sasakiana (e, B), en virtud
de (1.1.23) y (1.1.24),

R(X,Y)¢ = VxVyé — VyVx€ — Vixy)é =

= Vx(—agY + B(Y = n(Y)¢)) = Vy(—agX + B(X — n(X)E))+
+ao[X, Y] = B(1X, Y] = n([X,Y])§) =
= —&()n(X)oY — a(Vxe)Y + E(Bn(X)Y+
+E(a)n(Y )X + a(Vy o)X — E(B)n(Y)X ~
—Bg(Y, Vx&)E — Bn(Y)Vx€ + Bg(X, VyE) + An(X)Vy€ =
= (0” = £(8) = B)(n(Y)X — n(X)Y)+
+(E(a) + 2a8)(n(Y)9X — n(X)eY), (2.5.12)

para cualesquiera X,Y campos en M.
Comparando (2.5.12) y (2.5.11), ha de ser

N(Y)QX = n(X)QY + (a” = &(B) — 87 = 37)(n(Y)X — n(X)Y)~
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—(&(a) + 2a8)(n(Y)9X — n(X)9Y) =0,

por lo que, tomando Y ortogonal a £ y X = &, se tiene que:

—QY — (a2 = &(8) — B2 = 37)Y + (€(a) + 2aB)pY = 0.
Luego:
QY = —(a? — £(8) —  — 3r)Y + (€(a) + 2aB)Y.

Y para Z un campo cualquiera resulta:
Q7 = Q(Z —n(2)§) + Q(n(2)§) =

— (a2 = &(8) - 82— 37)(Z — n(Z)e)+
+(6(0) + 208)0(Z — n(2)€) + 2(a® — £(8) — FIn(2)€ =
— —(a? = £(8) — B — 37)Z + (£(a) + 208)9Z+
+3(a2 = £(8) — B — I(Z)E. (2.5.13)

Llamemos A = o? — £(3) — % y B = £(a) + 2a. Sustituyendo (2.5.13)

en la expresion de R(X,Y)Z dada por (2.4.14) llegamos a

RX,Y)Z = (37 — 2A4)(¢(Y, Z2)X — g(X, Z)Y)+

+B(9(X, 02)Y —g(Y,02)X +g(Y, Z)pX — g(X, Z)pY )+
+3(7 — A)((X)n(2)Y —n(Y)n(Z) X+
+9(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E). (2.5.14)

El segundo sumando no se corresponde, en general, con el de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado. Veamos a continuacién un
caso particular en el que si se tiene un resultado interesante.

Teorema 2.5.23.— Sea M3 una variedad trans-Sasakiana (0,3) con 3 una
funcion que unicamente varie en la direccion de &. Entonces M es un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado, M (f1, fa, f3), con funciones:

f=3T+2(B)+28% fo=0 y fi=3(1+£&0B)+3.
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DEMOSTRACION: En las condiciones del enunciado, al ser a@ = 0, se tiene
que A = —£(3) — 3% y B = 0. Luego, la expresién del tensor de curvatura
(2.5.14) queda

R(X,Y)Z = (37 +26(8) + 28%)(9(Y, 2)X — g(X, 2)Y )+

+3(1 +£(8) + B2) ((X)n(2)Y —n(Y )n(Z) X+
+9(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E),

por lo que M es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
con las funciones indicadas. g

Nota 2.5.24.— Obsérvese que siempre se cumple f; — f3 + &(8) + 6% = 0,
es decir, el Teorema 2.5.13 y que la expresion del tensor de curvatura de
Riemann viene dada en su forma normalizada, es decir, al ser una variedad
de dimensién 3 la escritura del tensor no es tnica y hemos acordado tomar
aquella en la que fo = 0.
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Capitulo 3

Desigualdades de B.-Y. Chen.

En una variedad Riemanniana M, para cada punto p € M, consideramos
(infK)(p) = inf{ K(II) : IT es una seccién plana de T,M },
donde K (II) denota la curvatura seccional en M. Sea también

_ m(m+1)

om(p) = — 5 7(p) — infK(p),

con 7 la curvatura escalar de M. §,; es un invariante métrico que fue intro-
ducido por B.-Y. Chen [15], [16].

Desde entonces, se han realizado multitud de trabajos en este campo,
obteniéndose distintas desigualdades que relacionan el invariante d,; y sus
generalizaciones con los principales invariantes extrinsecos (en particular,
con el cuadrado de la curvatura media). Para una visién de conjunto sobre
los primeros resultados de estas desigualdades se recomienda consultar [17].

En cuanto a las subvariedades de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante, destaca el estudio de F. Defever, I. Mihai y L. Verstraelen para
aquellas que son normales al campo de estructura (ver [18]).

Posteriormente A. Carriazo estudié las correspondientes desigualdades
para un espacio de curvatura ¢-seccional constante y una subvariedad tan-
gente al campo de estructura, obteniendo interesantes resultados para sub-
variedades slant, [13]. Y. H. Kim y D.-S. Kim, [21], complementaron este
estudio al considerar también secciones planas que no sean ortogonales al
campo de estructura.
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Finalmente, podemos citar el estudio que K. Arslan, R. Ezentas, I. Mihai,
C. Murathan y C. Ozgiir llevan a cabo en [2], donde también se estudian sub-
variedades ortogonales a &; aunque ahora la variedad ambiente es de contacto,
ma&s concretamente tratan (k, p)-espacios.

Nuestro propdsito es obtener las desigualdades equivalentes en el caso de
que la variedad ambiente sea un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado, M(f1, f2, f3). Consideremos M una subvariedad suya y dis-
tingamos dos casos: que M sea tangente al campo de estructura o que sea
normal.

3.1 Subvariedades tangentes al campo de es-
tructura.

Previamente, estudiemos la curvatura seccional de una subvariedad M
de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M(fi, fa, f3).
Para ello denotemos por R v R sus tensores de curvatura respectivos. En-
tonces, en virtud de (2.1.1), la ecuacién de Gauss (1.2.5) viene dada por

R(X,Y,Z,W) = filg(Y,Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y,W)]+
+falg(X, 0Z)g(dY, W) — g(Y, 0 Z)g(d X, W) + 29(X, Y )g(¢Z, W)+
+f3[n(Xn(Z)g(Y, W) —n(Y)n(Z2)g(X, W)+
+n(Y)n(W)g(X, Z) — n(X)n(W)g(Y, Z)]+
+g(h(Y,Z),h(X,W)) — g(M(X, Z), (Y, IV)), (3.1.1)

para campos X, Y, Z, W tangentes a M.
En particular:

R(X,Y,Y,X) = filg(X, X)g(Y.Y) — (X, Y)]+
+3£20° (X, 0Y) — f3[*(X)g(V,Y) + n*(Y)g(X, X) — 2n(X)n(Y)g(X,Y)]—
—[[R(X,Y)||? + g(h(X, X), h(Y,Y)). (3.1.2)
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Asi, se sigue que si X e Y son campos ortogonales y unitarios en T'M, la
curvatura seccional del plano determinado por X e Y viene dada por:

Ky(XAY)=R(X,Y,Y,X) = fi +3fo6*(X,TY )~
= f3[*(X) +* (V)] = [M(X, Y)|I* + g(A(X, X), MY, Y)). (3.1.3)
En primer lugar, usando (3.1.3), calculamos el valor de la curvatura

escalar de la subvariedad. Para ello, consideramos una base ortonormal
{E1, ... B} en T,M, pe M, con Eypq =&

Tzl(img,.wj)wimw)) _

(m+1)m \ 7 i=1

m—1 1 m m
= 3 2(E;,TE;) — hE;, E;)|
m+1f1+(m+1)m(f2;g( i) = I B +

+Zg (i, Ei), M(Ej, Ej))+
i#]

oy — mfs — znhEz,gn%zg (B, E) <§,5>>1). (3.1.4)

Queremos estudiar la relacién existente con el cuadrado de la curvatura
media:

1 m+1 1 m+1

= > g(h(E;, E)),h(E;, E;)) + Y |h(E;, E;) ||+
(m_l_l (z;ﬁ] =1

+2ZQ (Ei Ei),h(E,€)) + Hh(g,g)y\?). (3.1.5)
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De (3.1.4) y (3.1.5), obtenemos la siguiente ecuacién que relaciona la
curvatura escalar, la curvatura media, la norma de 7" y la norma de la segunda
forma fundamental h:

2 1 U
T = f1 - m+ 1f3 + m (3f2|T|2 - ; ||h(EwEJ)H2 + (m + 1)2|H|2_
SO B — [hE O — 23 Hh(Ei,oH?) -
i=1 i=1
e (mjl)m{?)fQ\TF F(m+ DA HP =[R2 (3.1.6)

Por 1ltimo, sea IT C D, una seccién plana, y estudiemos K (IT). Tomamos
{Ei, ... Emi1} ¥ {Emy2, ..., Ban1} bases ortonormales de T,(M) y T,"M,
respectivamnete, con E,, 11 = §,, Il = Span{Ey, Es} v E,,42 en la direccién
de la curvatura media, H.

Definimos:
*(IT) = ¢*(Er, ¢E). (3.1.7)

Esta definicion es independiente de la eleccion de la base ortonormal de II.
Ademads, usaremos la notacién

hf; = g(h(E;, E;), Ey),

parai,j € {1,..m+ 1} yke{m+2,..,2n+1}.
Entonces, la expresiéon de K (IT) queda:

K(H) - K<E1 A E2) = R(E17E27E27 El) —

= f1 + 3f29(F1, TEy)* — f3(n(Ey)? + n(E2)?)—
—|h(Ey, B5)|]? + g(h(Ey, Ey), h(Es, Ey)) =

2n+1
= BT 2hst? — (R572)2 + Y (hiyhby — (Rip)?)+
r=m-+3
+f1 + 3120 (E1, 9 E»). (3.1.8)

Antes de proseguir, recordamos un lema algebraico de [15]:
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Lema 3.1.1.— Sean ay, ..., ag, ¢, k + 1 (k > 2) nameros reales tales que:

2

(z> — (k- 1) (z+>

Entonces se tiene 2a1ao > ¢, y la igqualdad se verifica si y solo si a1 + as =
az = ... = ag.

A continuacién, en (3.1.6) despejamos (m + 1)?|H|*:
(m + 1)?[H* = [h* + m(m + 1)7 —m(m + 1) fi + 2mfs = 3f|T*.
Sumando y restando m|h|* resulta

(m+1)°|H|* =
=m|hf* + m((m+ 1)1 = (m+ 1) fr +2f5 - fleTIZ \h\ ), (3.1.9)
que, expresandolo en funcién de la base para usar el lema algebralco, queda:

m—+1 2 m+1
<Z hm+2> —m (Z hm+2 + Z hm+2
i=1

i#£]

2n+1 L 3 , m—1 .
+ Z Z(hij) —i—(m—i—l)r—(m+1)f1+2f3—%f2|T\ —m|h|).

r=m+3 1,j

Aplicando ahora el lema se deduce

2n+1
2h7ﬁ+2hg§+2 Z Z hm+2 + Z Z
i#£j r=m+3 1,j
3 , m—1_,
Hm+ D)7 = (m+ D fi +2fs = —fof TI = ———]h[", (3.1.10)

y usando (3.1.8) y (3.1.10), se obtiene:

DO |

K(H) > 1 {Z hm+2 + 2§1 Z m+1)7—_

i#£j r=m+3 i,j
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—(m >ﬁ+zﬁ——ﬁwﬁ \m}

2n+1
—(h57) + Y (Bhby — (B1)*) + fi + 32> (Br, 6B). (3.1.11)

r=m+3
Despejando |h]? en (3.1.6) y sustituyendo en (3.1.11):

2n+1
s> S S s
2|«
i#£j r=m+3 i,j

—(m+ 1)y 2 = S BITE + (m o+ D(m = 17 = (m+ 1)m = D it

2 —
2l = )fa - 3"t - S
2n+1
—(h3™)* + X0 (hithyy — (A1) + fi + 3fag” (B, O ).
r=m+3

Entonces, separando aquellos términos en los que intervienen los campos
FE4, B resulta:

2n+1
> Z Z h;j Z hm+2
r=m+2 j>2 z7$j>2
1 2n+1 1 2n+1 )
r= m+31]>2 r=m+3
m(m + 1 3 m(m +1
—7( )f1+mf3—*f2|T|2+7( )7'_
2 2 2
m+1)%(m—1
_( ;ni )|H’2+f1+3f292<E1:¢E2)- (3.1.12)

Estamos en condiciones de obtener la acotacion

_ _ 2
K(II) > 2msz1 +mfs — Z)f2|T’2 4 m<mQ+1)7._
2 J—
_(m+1;ﬂim 1)|H|2+3f2g(E1,¢E2)2, (3.113)
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es decir:

m(m + 1)7_ K1) < (m+1)%2(m —1) (m—1)(m+2)

H2
2 2m [HI" +

fi—

—mf3 =+ 2f2’T’2 — 3f2(b2(H)

Para que se verifique la igualdad debe de darse ésta en las dos acota-
ciones que hemos realizado. La igualdad en (3.1.13) impone las siguientes
condiciones:

71ﬂj: gj:()a r:m+2,...,2n—|—1, j:37""m+1’
m+2_ . . . .

hl] — O, 1 %]7 Z)] - 3"“7m+ 17
hi; =0, r=m+3,...2n+1, ,7=3,...m+1,

y, en virtud del Lema 3.1.1, la igualdad en (3.1.10) se tiene si y s6lo si:

m—+2 m+2 _ pm+2 _ 1m+2
M+ hyy ™ =hig" = .. =hy i,
Es méas podemos escoger F, v F, de forma que h75™ = 0.

Podemos recoger estos resultados en el siguiente:

Teorema 3.1.2.— Sea ¢ : M™ — M?*Y(f, f,, f3) una inmersién isomé-
trica de una variedad Riemanniana de dimension m + 1 en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado, tal que el campo de estructura
sea tangente a la subvariedad. FEntonces, para todo p € M 1y toda seccion
plana I1 C Dy, se verifica:

m(m + 1)
2

_I_(m — 1)2(m—|— 2)

(m+1)*(m —1)
2m

T— K(II) < | H |+

fi+3 @—qﬂ(n) fo— 3.1.14
1 5 2 — M f3. ( )

La igualdad en un punto p € M se tiene si y sélo si existen bases ortonormales
{Er, ..., B} de T,M y {En42, ..., Eanir} de TPLM tales que Epiq = &,
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IT = Span{ Ey, E5}, y los operadores de Weingarten, A, = Ag,, r = m + 2,
vy 2n + 1, toman las formas:

a 0 0 0
O 0O - 0
Apis = 00 a+b --- O 7
00 0 oatb (m+1)x (m+1)
hiy b 0
A, = hi, —=hi; 0 , r=m+3,...,2n+1.
0 0  Opm1

DEMOSTRACION: En las condiciones del teorema, segiin vimos, podemos
hacer las convenientes elecciones de base. En cuanto al caso de la igualdad,
el reciproco puede comprobarse mediante un calculo directo. O

Nota 3.1.3.— Este resultado generaliza el que aparece en [13] en el caso en
el que M(fi, fo, f3) sea un espacio de curvatura ¢-seccional constante M (c).
En tal caso sustituyendo en (3.1.14)

c+3 c—1
fi= 1 y f=[fz= 1
resulta: . e .
2 2m
(m+1)(m—2)c+3 3, 9c—1 g nC—1
—|T — 3°(I) —.
* 2 Tl D=
Ademas, si se da la igualdad y M es una variedad K-contacto, se verifica
a = —b en el enunciado del teorema. En efecto,
a+b=hi{?+hyp? = hgt = = htt L =

= g(h(fa f)a Em+2) = g(_Nf, Em+2) = 07
donde hemos usado (1.2.16).
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Recordemos que, si la dimension de M es mayor o igual que cinco y
la variedad es de contacto métrica, entonces, por el Teorema 2.4.9, es una
variedad Sasakiana, y en tal caso, en virtud del Corolario 2.2.19, las funciones
fi, 1 =1,2,3 son todas constantes.

Debido a que gran cantidad de los ejemplos de espacios de curvatura
¢-seccional constante generalizados obtenidos son variedades con estructura
trans-Sasakiana (0, 3) resulta interesante concretar estas desigualdades para
el caso en el que la variedad ambiente posea dicha estructura. Realmente,
podemos trabajar en general con una estructura trans-Sasakiana (c, (3).

__ Sea pues M una subvariedad inmersa en M (f1, fo, f3), M tangente a & y
M dotado de una estructura trans-Sasakiana (o, 3). Consideremos de nuevo
{E1, ..., Epy1} una base ortonormal de T,M, { Epya, ..., Eang1} de T,-M, con
Em+1 = gp' s

Por la estructura trans-Sasakiana de M, en virtud de (1.1.24), se verifica:

Vi€ = Vi +h(E,€) = —adE; + B(E; — n(E)E), (3.1.15)

para ¢ = 1,...,m+ 1. Igualando las componentes tangentes y normales obte-
nemos:

Vg =—aTE; + B(E; — n(E;)f), (3.1.16)

Para i = m + 1 se deduce $Em+1Em+1 = 0, de donde:

matmin =0, parar=m+2,...,2n+ 1. (3.1.18)

Asi, al aplicar el Lema 3.1.1, la igualdad se verifica si h2"? 4+ hiy™ =

hgst? = ... = h"t},. .1, que hemos comprobado en estas condiciones que es
cero.

Podemos reformular el Teorema 3.1.2 del siguiente modo:

Corolario 3.1.4.— Sea ¢ : M™™ — M*¥(f,, fo, f3) una inmersién
1sométrica de una variedad Riemanniana de dimension m+1 en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado, con estructura trans-Sasakiana
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(v, B) y tal que el campo de estructura sea tangente a la subvariedad. En-
tonces, para todo p € M y toda seccion plana Il C D, se verifica:

1) o ey < O e
+(m — 1)2(m +2) fi+3 <|T2’2 — @2(1'[)) fo —mfs. (3.1.19)

La igualdad en un punto p € M se tiene si y solo si existen bases ortonormales
{El, ...,Em+1} de TpM, {Em+27 -‘-7E2n+1} de T;‘M con Em +1= 5137 II =
Span{E1, Ey}, y los operadores de Weingarten, A, = Ag,, r = m +2,...,
2n + 1, toman las formas:

a O 0
Am+2 = 0 —a 0 )
0 0 Opma
n e 0
A, = hiy, —=hi; 0 , r=m+3,...,2n+1.

0 0 Opm

DEMOSTRACION: La demostracién es inmediata a partir del Teorema 3.1.2
teniendo en cuenta (3.1.18). O

De hecho, valiéndonos de la estructura de la variedad ambiente, podemos
encontrar una acotacién mas fina de K (II), llegando al siguiente teorema:

Teorema 3.1.5.— Sea ¢ : M™ — MY f, f,, f3) una inmersién isomé-
trica de una variedad Riemanniana de dimension m + 1 en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado, con estructura trans-Sasakiana
(v, B) y tal que el campo de estructura sea tangente a la subvariedad. En-
tonces para todo p € M y toda seccion plana II C D, se verifica:

) o gy < DD ey
A Umed) g (@ - <1>2<H>> fa—mfs— o?INP. (3.1.20)
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La igualdad en un punto p € M se tiene si y solo si existen bases ortonormales
{E\, ..., B} de T,M, {Epis, ... Egnin} de Ty-M con:

7') Em+1 = gp;
it) 11 = Span{Ey, E»},

ii1) y los operadores de Weingarten, A, = Ag,, 7 =m+2,...,2n+1, toman

las formas:
a 0 0 0 it
0 —a 0 0 iyt
0 0 0 0 pugt?
Aprs = : : : - : : )
0 0 0 - 0 lum—ﬂ
T R (AR |

hir hip 0 - 0 py

hig =hyy 0 - 0y

0 0 0 -+ 0 puj

A, = ) . . ) ) , r=m+4+3,....2n+1,
0 0 o - 0 p,
L N O

con pi; = g(h(E;, §), Ey).

DEMOSTRACION:  Consideremos {FEj, ..., 1} una base ortonormal de
T,M y {Epnyio, ..., Eopy1} de TpLM con B = &, II = Span{Ey, Ex} y
E,.1o en la direccién de la curvatura media, H. Procediendo como en el
Teorema 3.1.2 podemos partir de (3.1.12), ahora obtenemos la acotacién

2
-1 2
—i—(m Jm+2) ( — ®*(II >f2 mf3—
2 2
2n+1 m+41 2 1 o2n+1 ,
B Z Z h:m—i—l 5 Z (hf:n+17m+1), (3121)
r=m+2 i=1 r=m-+2
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en la que conservamos aquellos términos en los que interviene el campo de
estructura. Con esto demostramos la desigualdad del enunciado, ya que al
ser la variedad trans-Sasakiana («a, (), se verifica

2n+1 m+1 2n+1 m+1
Yo D (i)=Y X P ((ELE), By =
r=m+42 i=1 r=m+2 i=1
2n+1 m+1
= Y. > g(-aNE, E,)=a’|NF,
r=m+42 i=1

donde hemos usado (3.1.17), y también Ay, ..\ = g(Ve€, E,) = 0, para
r=m+2,...,2n+ 1 pues ”v}gzo.

Para que se verifique la igualdad deben ser cero todos los téminos elimi-
nados, pues todos eran positivos, es decir:

hgj:hgj:07 r=m+2,..,2n+1, j:37"'7m7

hiit? =0, i # 7, ] =3,...,m,
hi; =0, r=m+3,..2n+1, 1,7 =3,....m,

hiy+hi,=0 r=m+3,....2n+ 1.

Ademas, en (3.1.12) ya habiamos usado una acotaciéon dada por el lema
algebraico, entonces se da la igualdad si y sélo si se verifica también:

m—+2 m+2 _ pm+2 _ _ 1m+2
hll + h22 - h33 e T hm—i—lm—i—l?

que al ser la variedad trans-Sasakiana es cero.
Estas condiciones son las que aparecen en el teorema recogidas de forma
matricial. El reciproco puede comprobarse mediante un calculo directo. O

Nota 3.1.6.— Si la variedad ambiente fuese K-contacto, el valor del sumando

2n+1 m+1

Z Z (h;ﬂ,erl)Q?

r=m+2 i=1

que aparece en (3.1.21), es |N|?, por (1.2.16). Y por (1.2.14) se anula el

sumando
2n+1

Z ( Tm+1,m+1)2‘

r=m-+2
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Por tanto se tiene la misma acotacion que en el Teorema 3.1.5 para o = 1.
Ahora bien, si M(f1, f2, f3) fuese K-contacto, seria Sasakiana y las funciones
fi, ¢ = 1,2,3 serian constantes, es decir, M seria un espacio de curvatura
¢-seccional constante; es por ello que este resultado aparece recogido en [13].

Estamos en condiciones de estudiar el invariante métrico d,; en algunos
casos particulares. Al ser las subvariedades tangentes al campo de estructura,
s6lo vamos a considerar el infimo de las secciones planas ortogonales a &, es

decir:
) = " o) —intp ()

infp K (p) = inf{ K (II) : II es una seccién plana de D, M }.

Corolario 3.1.7.— Sea M™*! una subvariedad anti-invariante de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado, M*""Y(f1, f2, f3), tangente
al campo de estructura. Entonces, se verifica:

(m+1)*(m — 1)
2m

(m—1)(m+2)
2

6r < |H|? + fr — mfs.

Ademds, si M tiene una estructura trans-Sasakiana (o, 3) se verifica:

(m +1)*(m — 1)
2m

(m—1)(m+2)
2

50 < |H|? + fi = m(a+ f3).

DEMOSTRACION: Es consecuencia directa de los Teoremas 3.1.2 y 3.1.5,
sin més que tener en cuenta que, si la subvariedad M™*! es anti-invariante,
IT|? = 0, |[N|? = m y para cualquier seccién plana IT que se tome en D se
verifica ®2(IT) = 0. O

Este resultado generaliza el dado en [13] para espacios de curvatura ¢-
seccional constante, M(c). Es maés, en dicho articulo se daban acotaciones
de 6%, para subvariedades cualesquiera, tangentes al campo de estructura,
segun fuese ¢ > 1 0 ¢ < 1. En nuestro caso daremos resultados equivalentes
segun el signo de fs.
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Corolario 3.1.8.— Sea ¢ : M™ — M2HL(f, £, f3) una inmersion
1sométrica de una variedad Riemanniana de dimension m + 1 en un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado tal que el campo de estructura
sea tangente a la subvariedad. Se verifica:

(m + 1)*(m — 1)
2m

(m—1)(m+2)

6P <
M= 2

|H|* + fi—mfs.

Si, ademds, M tiene una estructura trans-Sasakiana («, ), entonces:

1)2(m—1 -1 2

o < DY)y D2

2m 2
ii) Si fo >0,

1)2(m—1 —1 2 T|?

o < MDAy Dma2)HTE
2m 2 2

Y si la variedad es trans-Sasakiana,
(m+1)2(m —1) 3T

(m—1)(m+2)
2

S < |H|*+ fi+ fa—mfs—a®|N|>.

2m 2

DEMOSTRACION: Las dos desigualdades del apartado i) se deducen de los
Teoremas 3.1.2 y 3.1.5 respectivamente, sin mas que tener en cuenta que para
cualquier secciéon plana II C D), se verifica que

I

5~ — P =0

en todo punto p € M.

De igual forma en el apartado ii) las desigualdades se deducen de los
mismos teoremas, suprimiendo el término que depende de la seccion plana
escogida, ®*(IT) f2, que en este caso es negativo. O

Nota 3.1.9.— Senalemos que es féacil obtener ejemplos de espacios de curva-
tura ¢-seccional constante generalizados con fo < 0, fo =0y fo > 0. Asi, tal
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como se vio en la Nota 2.2.12, esto ocurre con R x; CH"(—4), R x; C"(0)
y R x; CP"(4), con funciones

f2_}217 !

respectivamente.

Hasta ahora sélo hemos tratado secciones planas ortogonales al campo de
estructura, pero, al igual que Y. H. Kim y D.-S. Kim en [21], podemos obtener
los resultados equivalentes para secciones planas cualesquiera. Dados p € M
y IT una seccién plana de T),(M) generada por los campos ortonormales X e
Y, definimos la funcién

O(II) = n*(X) + n*(Y), (3.1.22)

que esta bien definida, es decir, no depende de la eleccion de X e Y, y toma
valores en el intervalo [0, 1].

Teorema 3.1.10.— Sea ¢ : M™" — M*V(f fy, f3) una inmersion
isométrica de una variedad Riemanniana de dimension m~+1 en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado, tal que el campo de estructura

sea tangente a la subvariedad. FEntonces, para todo p € M 1y toda seccion
plana I1 C T,(M), se verifica:

e L RN
Ao DmE?) 4y (’7;' - @2(11)) fo— (m— () fr.  (3.1.23)

La igualdad en un punto p € M se tiene st y solo si existen bases ortonor-
males {E1, ..., Epi1} de Ty,M y {Enmio, ..., Eapi1} de TpL]\/[ tales que 11 =
Span{ E1, Ex}, y los operadores de Weingarten, A, = Ag,, r = m+2,...,
2n + 1, toman las formas:

a0 0 0
0b 0 0
Apis = | 00 atd - 0 |
00 0 - a+b

(m41)x (m+1)
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Wiy i 0
A, = hiy, —=hi; 0 , r=m+3,...,2n+ 1.
0 0 Opmar

DEMOSTRACION: La demostracién sigue los mismos pasos que la del Teo-
rema 3.1.2; teniendo en cuenta que ahora en la expresién de la curvatura
seccional no desaparecen los términos en los que interviene el campo de es-
tructura. Es decir, con la notacién del teorema, en

K(II) = K(E1 N Ey) = R(Ey, By, By, Ey) =

= f1+3f29(Er, TE»)* — f3(n(E1)* + n(E2)?)—
—|h(Ey, B5)|]? + g(h(Ey, Ey), h(Es, Ey)) =

~ A (S (i — 0
+i+ 3f20%(Br, 0Bs) — fs(n(E1)? +n(E»)?) =
— W = P+ S (s ()
+/f1+ 3f,9*(I1) — f30(11), (3.1.24)

aparece un nuevo término en O(II) que es el que aparece en el enunciado. O

Por tanto el Teorema 3.1.2 puede obtenerse como un corolario de este
anterior, ya que si la seccién considerada, II, es normal al campo de estructura
entonces O(II) = 0.

A su vez, este resultado generaliza el que aparece en [21], pues se con-
sidera el caso en el que M (f1, f2, f3) sea un espacio de curvatura ¢-seccional
constante M (c).

Estamos en condiciones de enunciar el correspondiente corolario que nos
informe sobre el invariante métrico definido por B.-Y. Chen.

Corolario 3.1.11.— Sea ¢ : M™' — M L(f) fo, f3) una inmersidn
isométrica de una variedad Riemanniana de dimension m + 1 en un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado tal que el campo de estructura
sea tangente a la subvariedad. Se verifica:
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i) Sifo <0y f3<0,

(m+12(m—1), ,  (m—1)(m+2)

o < o |H|? + 5 fi—mfs.
o < (m +1)*(m = 1)|H|2 + (m = 1)(m+2)f1 —(m—=1)fs.
m 2
iii) Si fo >0y f3 <0,
6P < (m—l—léj)(;n— 1)\H\2+ (m = 1)2(m+2)f1 + 3|§|2f2 —mfs.
’L"U) Sif2>0yf3>0,
20 _ 2
5D < (m—l—lgn(lm 1)|H|2+(m 1)2(m+2)f1+3|§| foe (m—1)fs

DEMOSTRACION: La demostracién es inmediata partir del Gltimo teorema,
sin méas que proceder igual que en el Corolario 3.1.7 y tener en cuenta que
0 < O(I) <1y elsigno de f; en cada caso. a

En este caso no podemos mejorar la acotacion si suponemos que la varie-
dad ambiente esta dotada de una estructura trans-Sasakiana. Ello es debido
a que la seccion plana no tiene porqué ser ortogonal al campo de estructura.
Por tanto no podemos escoger & como elemento de una base ortonormal de
T,(M) con II = Span{E}, E»}. Asi pues, no es posible controlar la compo-
nente de la segunda forma fundamental en la que interviene & ni relacionarla
con |N|.
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3.2 Subvariedades ortogonales al campo de
estructura.

A continuacién pretendemos estudiar las desigualdades de B.-Y. Chen
para subvariedades de M ( f1, fo, f3), un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante generalizado, que sean normales al campo de estructura. Si la variedad
ambiente fuese de contacto sabemos por la Proposicion 2.4.2 que M seria
un (K, p)-espacio y ese caso ya ha sido estudiado en [2]. Ademés M seria
anti-invariante (véase [24]).

Teorema 3.2.1.— Sea ¢ : M™ — M*FL(f,, fa, f3) una inmersion isomé-
trica de una variedad Riemanniana de dimension m en un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante generalizado, tal que el campo de estructura sea

ortogonal a la subvariedad. Entonces para todo p € M 1y toda seccion plana
II C T,(M), se verifica:

m(m2—1) r— K(I) < W |H|*+
+(m - 2)2(m + 1) fi+3 (‘TQP _ cI)Q(H)> fa. (3.2.1)

La igualdad en un punto p € M se tiene si y solo si existen bases ortonor-
males {E, ..., En} de T,M y {Epii, ..., Bopi1} de TpLM tales que I1 =
Span{ E, Esy} y los operadores de Weingarten, A, = Ag,, r = m+2,...,2n+1,
toman las formas:

a c 0 0
cb 0 - 0
Apir = 00 a+b --- 0 ,
00 0 - a+bd
mXm
Wiy hiy 0
A, = hiy, —=hj; 0 , r=m+1,....2n+1.
0 0 Opo
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DEMOSTRACION:  Consideremos M™ una subvariedad de M2tL(fy, fo, f3)
normal al campo de estructura. En virtud de (3.1.3), para cualesquiera X,Y
campos en M, unitarios y ortogonales se verifica:

Ku(X AY) = R(X,Y,Y,X) =

= f1+3f0" (X, TY) — [M(X,Y)|* + g(h(X, X), (Y. Y)). (3.2.2)

Escogemos {E, ..., En} v {Epmt1, ..., Eany1} bases ortonormales de T, M
y Tle , con E,, 1 en la direccién de la curvatura media. Sea Il una seccion
plana de T, M generada por F; y E,. La curvatura seccional de II es:

K(I) = K(Ey A Ey) =

=fi+ 3f292(E1,TE2) — || (EY, E2)||2 + g(h(E1, Er), h(Es, Ey)) =
— hﬁ+1hg;+1 . <h§r§+1>2+
2n+1

+ Y (W gy — (hy)%) + f1+ 3f29°(Ey, TEs). (3.2.3)

r=m+2

La curvatura escalar viene dada por

T—m(m_l);K(EZ/\E])—fl-I-m(m_l){3f2;g(E“TE])
3 (L P+ Y gh(E B, <Ej,Ej)>}, (3.2.4)
i#£] iF£]

y la curvatura media por:

|H|> =g(H,H) =g (; ih(EiyEi)7 ; ih(Ei, EZ-)> —

i=1 =1

= iz (ig (Ei Ei), h(E;, Ej)) +§: ||h(Ez‘>Ei)||2) . (3.2.5)

1#] i=1
De (3.2.4) y (3.2.5) se deduce la relacion existente entre la curvatura
escalar y la curvatura media:

T=f1+ {3f|T* +m? H|* — |h|*}. (3.2.6)

b
m(m — 1)
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Al despejar m?|H|?, resulta:
m?|H|* = [h)* + m(m — 1)7 —m(m — 1) f; — 3/5|T|*. (3.2.7)
Sumando y restando (m — 1)|h|?, llegamos a

m

3 -2
m?|H|* = (m — 1)(|h* +m7 —mf, — 1fz|T\2 - m!hm (3.2.8)

que expresado en funcion de la base, para usar el Lema 3.1.1, queda:

(Z hm+1> =(m—1) {f; ()2 + (R )2

i#j
2n+1 3
+ 2 2 () +mr—mfi— —— [T - |hl2
r=m+2 i,j m—

Aplicando ahora el citado lema se deduce

2n+1
2h?ﬁ+1h§r§+1 Z Z(h?;+1)2 T Z Z(h )2+
i#j r=m+2 i,
2 Mm—=2
+mT —mfi — f2|T| - miW (3.2.9)
y se tiene la igualdad si y solo si hlﬁl + hostt = pstt = = A+l De aqui
y de (3.2.3) llegamos a
1 hm+1 , il 2
Z ] ) + Z Z( ]) +
i#] r=m+2 i,j

+mT —mf; —

3 m— 2
T? — —Z\|h? ¢—
RITE = T2 }
2n+1

(W X (s = (W)Y + hi+ 3f*(BLTE).  (3:2.10)

r=m+2

Despejando |h|? en (3.2.6) y sustituyendo en (3.2.10), se tiene:

1 m 2n+1 ,
) > S S Y S 4 mr - mfi - TP
i#] r=m+2 i,j
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+m(m —2)r —m(m — 2)f; — 3<r;n—_12)f2|T|2 _ W|H|2 }_
2n+1
R4S (R Ry — (W)?) + fi + 3fog®(Br,0Bs).  (3.2.11)
r=m-+2

Agrupando términos semejantes y separando aquellos términos en los que
intervienen los campos E, Fs resulta:

2n+1

M= > > ((hy)° + (hy)°) + > (™)’

r=m+1 j>2 z;é]>2

1 2n+1 1 2n+1 m(m_ 1)

+ Z Z 2 Z (P11 +h§2)2 -5 fit

r=m+214,j>2 r=m-+2

3 m(im—1)  m?(m—2)
—=fo|T)? - HJ? 3129 (E1, ¢F»). (3.2.12
Haciendo ahora una acotacion en la que se eliminan algunos términos
positivos, resulta

—m?+m + 2 3
K(II) > ffl — §f2|T!2+
m(m —1) m2(m —2), )
+ 2 T — 2<m_ 1) |H| +3f2‘1> (H),

como queriamos demostrar.
La igualdad en esta tultima acotaciéon se tiene si se anulan todos los
términos suprimidos, es decir, si:

P =0, -y i, =3, .m,
hi; =0, r=m+2,..2n+1, 1,7=3,....m

Ry +hi,=0 r=m+2,...,2n+1

Ademads, para que se tenga la igualdad, deben darse las condiciones impuestas
por el lema algebraico para tener la igualdad en (3.2.9). Todas estas son las
condiciones que aparecen en el enunciado del teorema de forma matricial. El
reciproco es una mera comprobacion. a
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Al igual que ocurria en el caso de la subvariedad tangente al campo de
estructura, podemos dar otro resultado afinando la acotacién, en el caso en
el que la variedad ambiente sea trans-Sasakiana. No obstante, senalemos que
ahora, al no ser en general la curvatura media ortogonal a &, los calculos
correspondientes se complicaran considerablemente.

Primero, podemos estudiar cémo se relacionan las componentes tangentes
y normal del tensor de estructura con el endomorfismo de Weingarten y
la conexion normal en el caso senalado de que dicha variedad sea trans-
Sasakiana («, 3). En efecto, se tiene (1.1.24), y al ser la subvariedad M
normal a &, para todo campo X en M, se verifica:

—AcX = —aTX + (X, (3.2.13)
Vxé=—aNX. (3.2.14)

Ademas, de (3.2.13) se sigue que:

g(h(X, X), &) = g(A: X, X) = —0. (3.2.15)

Teorema 3.2.2.— Sea ¢ : M™ — M>Y(fy. fo, f3) una inmersion iso-
métrica de una variedad Riemanniana de dimension m en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructura trans-Sasakiana
(e, B), tal que el campo de estructura sea ortogonal a la subvariedad. En-
tonces para todo p € M y toda seccion plana I1 C T,(M), se verifica:

m(m— 1) m2(m—2) 9 (m—2)(m+ 1)
fT—K(H)§m|H| + 9 fit+
i (‘7;’ _ ¢2<H>) (3f, - a?) - 2(”;__21)52. (3:2.16)

La igualdad en un punto p € M se tiene si y solo si existen bases ortonormales
{El, vy Em} de TpM, {Em+17 P E2n+1} de TPLM con

7’) E2n+1 = 5}07
i) 11 = Span{ £y Bu).
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iit) y los operadores de Weingarten, A, = Ag,, r = m+2,...,2n+1, toman

las formas:
a c 0 0
c b 0 0
Apir = 00 a+b --- 0 7
00 O a+b
hiy b 0
A, = hi, —=hi; 0 , r=m+2 ..,2n,
0 0 Opm-2
=B piz o Ham
piz =0 pom
A2n+1 - . . . . 9

Pam  Hom - —f

donde p;; = —ag(E;, TE;), parai # j=1,....m.

DEMOSTRACION: Escogemos {E1, ..., B} y {Ema1, .., Fany1} bases ortonor-
males de T,M y TPLM , con Fo,i1 = §,. En principio, como H no es or-
togonal a &, no podemos tomar F,,.; en la direccién de la curvatura me-
dia. Hemos visto, (3.2.15), que para X tangente a M y unitario se verifica
g(h(X, X), &) = —f, por tanto:

0(H.9) =3 (0 B).€) = -5

Escogemos entonces E,, .1 en la direccion de H —n(H)& = H + (€, ortogonal
a . Como F,,.; tiene que ser unitario y

g(H + B¢, H + €)= |HP? — 3,

tomamos

(H + B¢). (3.2.17)

1
Eni1 = ———
JIHE =7
Llamaremos v = /| H|? — 3.
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Sea II una seccién plana de T, M generada por E; y Es.

Procedemos de una forma similar a la del Teorema 3.2.1, asi comenzamos

estudiando la relacion entre |H|? y S, A2, Por (3.2. 17)

|H|2 = g<H’ H) :g(H77Em+1 _ﬁg) =

i R4 5% (3.2.18)

SR

=g ( ! > W(E;, Ez‘)a’YEm+1> —g(H,B8) =

m;3

De ahi,
m 2\ 2
m2|H|? = <7 pmtL mﬁ) _
|H| = |H|
2 4 2 m
port) B gmas [oand 3.2.19
- (2 ) R e & (3219)

Podemos despejar de (3.2.18) el valor del sumatorio:

Z herl ’H’Q ) = my.

Asi pues, queda:

2 2 292
gl m m*[3
m?|H|? = Viie (}jh “) + ViE (8% + 29°). (3.2.20)

Por otra parte, ya vimos en (3.2.7) que:

m? H* = |h)* + m(m — 1)7 —m(m — 1) f, — 3fo|T|*.
Comparando ambas expresiones llegamos a

(iff”) BE (1 + = e — = 1

=1

m252
| H?

S3hITE - T (52 4 29) ).
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que sumando y restando (m — 1)|h|* y escribiéndolo en funcién de la base
para usar el Lema 3.1.1, queda:

<f: h;’;“)Q = (m—1) {f: (R 1)2 + > (R th)?

i=1 i=1 1#]

5 s (s -1
+ B +
r=m+2 ij ’ v (m — 1)

P 3 mg?

+ 7 (mT —mfi — 1f2|T|2)_m

& +2]
Aplicando ahora el citado lema se deduce

R LRy > 3 (Rt

i#j
2n+1 ) |H|2 )
+ W)+ | ——— — 1) [h]>+
2 S (i >' *
| ‘2 3 2 m? 3 2 2
+ +2 (m7 —mfi — 1f2\T| )—m (8% +277),

y la igualdad se tiene si y sélo si AT hosT = A5 = . = hm+L De aqui y

de (3.2.3) llegamos a

1{2 WY 4 2§+:1 o (%_Q P+

i#£j r=m+2 i,j
|H |2 3 ) m?3? ) )
H =y = AT = s (6 +29%) }-
2n+1
—(hTP 30 (b, — (R)*) + fu+ 3fag® (By, TEy).
r=m-+2

De nuevo usamos (3.2.7), ahora despejamos |h|? y sustituimos su valor en
la ecuacién anterior, con lo que tras operar resulta que

1 2ol m2(m — 2
m> e S e T Dy
i#£] r=m-+2 i,j (m )
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+m(m — 1)1 —m(m — 1) fi = 3f|T*) -

2n+1

(P52 + D (hiyhby — (hy)?) + f1 + 3f29°(E1, TEy),
r=m+2
donde hemos sustituido v por su valor.
Agrupando términos semejantes y separando aquellos términos en los que
intervienen los campos FE, Fs resulta:

2n+1
)= D0 DR+ (hgy)?) Z (hi5 )"
r=m+1 j>2 z;é]>2
1 2n+1 1 2n+1 )
N SN S
r=m+214,j>2 r=m-+2
(m—2)(m+1) 3 5,  m(m—1)
_ _ 2T _
5 fi 2f2| "+ 5 T
m2(m —2), m? )
- - 3 fo®%(11).
2(m—1)| | Q(m—l)ﬁ +3/07(1)

Al igual que hicimos en el Teorema 3.1.5, acotamos pero conservando
aquellos térmnios en los que interviene el campo de estructura, para usar
posteriormente de la estructura de variedad trans-Sasakiana (a, 3).

m(mz_ 1) K < n;zfzz_—j) HP 4 (m — 2)2(m + 1)f1+
2 2
o <|T2| - (D2<H)> f Q(T:Ln— 0’ - ég(h?f“f + (03" )=
— g SR — (R 4 R (3221
1>2

Estudiemos el valor de esos términos
= ag(Ej> TE@) - ﬁg(Em E2)7
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donde hemos usado (3.2.13) y (3.2.14). Asfi pues,

htt=—B, para i=1,..,m, (3.2.22)

hittt = ag(E;, TE;), para i#j=1,..m. (3.2.23)
Por consiguiente,
D () =mB + oy g*(E;, TE;) =mf* + o*|TJ,
i i#j

y ademas,
(h1y™1)? = a’¢*(Ey, TEp) = o*@*(11).

Sustituyendo ambas igualdades en (3.2.21) podemos dar la siguiente aco-
tacion:

=D e < B
plm= 2t )y g <|T2|2 - c1>2(n)> fo+ 2(7;{1)52—
—lT;aQ + 2 ®*(IT) — ;(m +2)3% =
—@éf:SNHP+<m_2§"+Dﬁ+
+(Ef—@%m>@ﬁ—a%—ﬁzjig%

lo que demuestra la desigualdad del teorema.

La igualdad se verifica si se anulan los términos positivos eliminados en
(3.2.21),

th:hgj:O, r=m+4+1,...2n, j=23,..,m,
P =0, i # j i.j=3,...
hi; =0, r=m+2,...2n, i,5=3,...,
h{l+h§2:()’ r=m-+4+2,..,2n,

y ademas se dan las condiciones para la igualdad al aplicar el lema algebraico,

R postt = pTt = . = Al es decir, las condiciones que aparecen

143



en el enunciado expresadas en forma matricial. La expresién de As,,1 en el
caso de la igualdad se tiene a partir de (3.2.22) y (3.2.23). El reciproco es
una simple comprobacion. O

Obsérvese que en este caso, al contrario de como ocurria en el Teo-
rema 3.1.5, en la acotacién no aparece |N|?. Ello es debido a que, al ser la
subvariedad ortogonal al campo de estructura, no se tiene ninguna relacién
entre la segunda forma fundamental y el tensor N, como podemos observar
en las ecuaciones (3.2.13) y (3.2.14).

Estamos en condiciones de estudiar diversas acotaciones del invariante
métrico definido por B.-Y. Chen.

En primer lugar, al igual que hicimos en el caso en el que la subvariedad
fuese tangente al campo de estructura, comenzamos estudiando las subvarie-
dades anti-invariantes.

Corolario 3.2.3.— Sea M™ wuna subvariedad anti-invariante de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado, M*""(f1, fa, f3), ortogonal
al campo de estructura. Entonces, se verifica:

m2(m — 2)
2(m —1)

(m—2)(m+1)
2

|H|* + fi

op <
Ademds, si M tiene una estructura trans-Sasakiana (av, B) y el vector curva-
tura media cumple g(H,&) = 0, se verifica:

m2(m — 2)
2(m —1)

s  (m—=2)(m+1) m — 2
A+ 2 fi= 2(m —1)

5.

o <

DEMOSTRACION: Es inmediata a partir de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2, te-

niendo en cuenta que, al ser la subvariedad anti-invariante, ®?(IT) = 0 y
IT|? = 0. O

Para una subvariedad cualquiera, ortogonal al campo de estructura, pode-
mos afirmar:
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Corolario 3.2.4.— Sea ¢ : M™ — M?>"*Y(fy, fo, f3) una inmersion isomé-
trica de una variedad Riemanniana de dimension m en un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado, y tal que el campo de estructura sea
ortogonal a la subvariedad. Se verifica:

i) Si f <0,
m?(m — 2) (m—2)(m+1)
o < Sm—1) |H? + 2 fi-
i) Si f2 >0,
m2(m — 2) (m—2)(m+1) 3
o < m |H|2-|— 5 f1+§mf2.

DEMOSTRACION: Partiendo del resultado dado en el Teorema 3.2.1, basta

tener en cuenta que
TP &
S o*(11) > 0,

para el caso en el que fo < 0y, en el otro caso, que siempre |T'|*> < m. O

Este ultimo resultado se puede mejorar en el caso en el que la variedad
ambiente esté dotada de una estructura trans-Sasakiana («, ().

Corolario 3.2.5.— Sea ¢ : M™ — M?>"*Y(fy, fo, f3) una inmersién isomé-
trica de una variedad Riemanniana de dimension m en un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante generalizado, con estructura trans-Sasakiana de
tipo (o, B) y tal que el campo de estructura sea ortogonal a la subvariedad.
Se verifica:

m2(m — 2) (m+1)(m—2) m—2
WE Sy M s
ii) Si0<f2§O§,
m?(m — 2) (m+1)(m—2) 3T m— 2
5M_m|H|2+ 5 Ji+ 5 fz—m52-
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2
im&%gh

m2(m — 2)
2(m —1)

(m+1)(m —2)
2

7
2

m— 2
2(m —1)

|H |+ fit—=-(3fa—a®)— 3.

o <

DEMOSTRACION: Partimos de la desigualdad (3.2.16) obtenida en el Teo-
rema 3.2.2. En cada caso acotamos eliminando aquellos sumandos que sean
negativos y que dependan de la seccién escogida.

En el primer caso no podemos conservar los términos en f> ni en o porque
en ambos casos ®?(II) irfa con coeficientes positivos. Asi pues usamos que

&

— ®*(II) > 0.
2
o2
Si0< fo < 3 no podemos conservar el término en o?.
2

S1u: e’ .
Por 1ultimo, si 3 < fo, se tiene que

(Ef—@%m)@ﬁ—a%>m

pero acotamos del siguiente modo

T|? T|?
u _ @2(1_[) < u’
2 2
con lo cual concluye la demostracion del enunciado. O

En realidad, si la variedad ambiente es trans-Sasakiana (o, 5) y a # 0 en
todo punto, cualquier subvariedad suya ortogonal al campo de estructura es
anti-invariante.

Vedmoslo. En general para ¢ : M™ — M2"T1(f), f5, f3) una inmersién
isométrica de una variedad Riemanniana en un espacio de curvatura ¢-
seccional constante generalizado, con estructura trans-Sasakiana de tipo (o, )
y X,Y dos campos en M, se verifica (1.1.25):

dn(X,Y) = a®(X,Y).
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Por otra parte, si la subvariedad es ortogonal al campo de estructura,
1
dn(X,Y) = S(Xn(Y) = Yn(X) = (X, Y]) =0

Igualando ambas expresiones de dn(X,Y’), si @ # 0 en todo punto, se deduce
que
9(X,9Y) =0,

para todos X, Y, por lo que la inmersién es anti-invariante.

Asi pues, el corolario anterior sélo anade informacién al Corolario 3.2.3
si la subvariedad no es anti-invariante. Por lo tanto el caso mas interesante
es el de las variedades trans-Sasakianas (0, 3), para las que reformulamos el
Corolario 3.2.5:

Corolario 3.2.6.— Sea ¢ : M™ — M Y(f,, fo, f3) una inmersion isomé-
trica de una variedad Riemanniana de dimension m en un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante generalizado, con estructura trans-Sasakiana de
tipo (0,8) y tal que el campo de estructura sea ortogonal a la subvariedad.
Se verifica:

m2(m — 2) (m+1)(m—2) m — 2
5M—2m—n‘m2 2 fl_2(m—1)ﬁ2
i) Si0< fo,
m2(m — 2) (m+1)(m —2) 3|T? m—2
5M§m|[{|2+ 2 fi+ 5 fz—m52~

Nota 3.2.7.— Obsérvese que la tltima restriccion impuesta no elimina tantas
variedades pues, en dimensiones superiores o iguales que 5, los tipos existentes
de variedades trans-Sasakianas se reducen a las («,0) y a las (0, 3).
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