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INTRODUCCION




En el problema espacial de localizacién de un servicio,
el objetivo es determinar el punto (o conjunto de puntos) del
espacio factible donde 1localizar un servicio para servir
6ptimamente a un conjunto de puntos de demanda en R".

M&s precisamente, dada una métrica d en R°, y dos
subconjuntos no vacios de R", A (conjunto de puntos de
demanda) y S (conjunto de puntos factibles), se desea
determinar las soluciones &éptimas del problema P(A,S),

P(A,S): mig (d(a,x):aed)
Xe

donde la minimizacién hay que entenderla con respecto a una
estructura de preferencias prefijada.

Tradicionalmente se ha impuesto que esta estructura de
preferencias venga inducida por wuna cierta funcién de
utilidad, por lo que el problema anterior queda reducido a la
resolucién de wun problema uniobjetivo de Programacién
Matemadtica de la forma

min y((d(a,x):aed))
XeS

Ejemplos cléasicos destacados de esta formulacién son el

problema de Weber:

y el problema minmax:

min max{w_d(a,x): aeA}
XeS



si bien una gran variedad de modelos pueden ser encontrados
en la literatura; (el lector podrd encontrar mads de cuarenta
en el trabajo de Brandeau y Chiu (1989)). El principal
inconveniente de esta aproximacién al problema consiste en
que el decisor debe determinar la funcién de utilidad que
expresa sus preferencias, lo cual constituye en si un
problema.

En palabras de Erkut y Neuman (1989),

"E1l proceso de seleccidén de la localizacibén para la

facilidad es demasiado complejo para ser

representado con precisién usando modelos tratables

uniobjetivo".

En contraste con la larga tradicién de estos problemas
uniobjetivo (los primeros trabajos datan del siglo XVII, con
Fermat), la consideracién del problema de localizacién como
un problema de naturaleza multiobjetivo es relativamente
reciente: exceptuando los primeros trabajos (Kuhn, 1967;
Wendell-Hurter, 1973), habri que esperar hasta finales de los
afios 70 y la década de los 80 para asistir al desarrollo de
resultados relevantes acerca del problema P(A,S) considerado
como un problema de optimizacién vectorial.

Desde entonces, han ido apareciendo en la literatura
multitud de resultados referentes a distintos conjuntos
solucién (puntos eficientes, débilmente eficientes,
propiamente eficientes, quasinGcleos, etc.) para distintas
métricas (inducidas por normas lp, por gauges poliédricas,

por normas estrictamente convexas, etc.).



Como muestra, podemos citar los trabajos de Wendell -
Hurter - Lowe (1977), Hansen - Perreur - Thisse (15980),
Chalmet - Francis- Kolen (1981), Juel - Love (1983), Plastria
(1983, 1984), Lowe - Thisse - Ward- Wendell (1984), Thisse -
Ward - Wendell (1984), Durier - Michelot (1985, 1986),
Pelegrin - Ferndndez (1988) y Durier (1990).

Sin embargo, en practicamente todos estos trabajos se
hace la hip6tesis de que cualquier punto es factible, lo cual
puede ser una aproximacién bien poco acertada en problemas
reales, debido a la existencia de barreras fisicas (montanas,
lagos, etc.).

E1l objetivo del presente trabajo es el estudio de
ciertos aspectos del problema multiobjetivo P(A,S) cuando el
conjunto factible § es un subconjunto de R".

Después de revisar ciertos conceptos y resultados
bédsicos en el capitulo I, en el capitulo II caracterizamos
los clasicos conjuntos solucién para el problema P(A,S)
cuando el espacio factible es un subconjunto cerrado y
convexo de R".

Si bien esta caracterizacién supone un paso adelante,
no podemos considerar esta extensién como definitiva. En
palabras de Erkut y Neuman (1989):

"Asumir que la regién factible es convexa

ignora realidades geogédficas y juridicas".

Con esta motivacién, estudiamos en el capitulo III el

mismo problema, prescindiendo ahora de 1la convexidad del

espacio factible S.



Como resultado més significativo, obtenemos una
caracterizacién geométrica del conjunto débilmente eficiente,
que conduce a un procedimiento constructivo de obtencién de

éste cuando S puede descomponerse en conjuntos poliédricos.

Los resultados obtenidos en estos capitulos son
explotados en el capitulo IV para abordar un problema
(aparentemente nada relacionado con el anterior) de
Localizacién Competitiva: el cdlculo de centroides, para el

que proponemos un algoritmo polinomial de resolucidn.

Estos primeros capitulos parten de la hipbétesis de que
el servicio es atractivo, en tanto en cuanto los puntos de
demanda desean el servicio tan préximo a ellos como sea
posible. Si bien éste es el caso de ciertos servicios
(escuelas, bibliotecas, &reas comerciales,...), existe toda
una gama de servicios (centrales nucleares, instalaciones
militares, vertederos de basuras,...) que, por su caréacter
peligroso o contaminante resultan repulsivos para los puntos
de demanda.

Este es el contenido del capitulo V, en el que
caracterizamos los conjuntos solucién del problema
multiobjetivo

max (d(a,x): aed)
xeS



A excepcién del capitulo IV, que es abordado con més
generalidad, a lo largo de este trabajo imponemos gque la
distancia d es la euclidea. El motivo es simple: la distancia
euclidea es, con mucho, la métrica mas tratable
analiticamente. Este hecho ha motivado en la historia de la
teoria de localizacién que muchos resultados y algoritmos
fueran establecidos primero para la distancia euclidea y
posteriormente generalizados (con herramientas tedricas mas
sofisticadas). Este ha sido el caso, por ejemplo, del
algoritmo de Weiszfeld o el teorema de Kuhn.

El lector podrad apreciar gque gran parte de los
resultados establecidos en este trabajo parecen ser
generalizables a otras métricas (por ejemplo las
estrictamente convexas).

Esperamos conseguir este objetivo en un futuro no muy

lejano.
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CAPITULO |

CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES




1.1. EFICIENCIA

El concepto de solucién 6ptima de un problema de

optimizacién escalar P.E.,

P.E.: min f(x)
xeS

(£:QcR"——R) no se extiende de manera fGnica a problemas de
optimizacidén vectorial, es decir: a problemas de optimizacidn
en los que la funcidn objetivo no valora las alternativas x a
través de un escalar f(x), sino a través de un vector (fa(x):
aeA) con cada fa:Q———eR.

Pueden encontrarse en la literatura diversos
conjuntos solucién asociados al problema de optimizacién
vectorial P.V.,

P.V.: min (fa(x): aeA)
xeS

Mencionemos los més significativos:

Definicién 1.1. (Eficiencia).

Se dice que un punto xeS es una solucién eficiente de
P.V. sii no existe yeS que verifique:

. fa(y) = fa(x) vaeA

. fa(y) < fa(x) para algin aeA.

Denotemos por E el conjunto de soluciones eficientes

del problema P.V.



Definicidén 1.2. (Eficiencia débil).

Se dice que un punto xS es una solucién débilmente
eficiente de P.V. sii no existe yeS que verifique:

. fa(y) < fa(x) vaeA

Denotemos por WE el conjunto de soluciones débilmente

eficientes de P.V.

Definicidén 1.3, (Eficiencia propia).

Se dice que un punto xeS es una solucibén propiamente
eficiente de P.V. sii x verifica:

+ X es eficiente.

+ Existe M>0 tal que, si yeS es tal que fa(y)<fa(x) para
algin aeA, entonces existe beA tal que fb(x)<fb(y), y ademéas,

£,(x)=£_(¥) = M(£,(v)-£,(%))

Si denotamos por PE el <conjunto de soluciones
propiamente eficientes de P.V., de las definiciones
anteriores se desprende:

Teorema 1.

PE ¢ E ¢ WE

Si bien remitimos al lector a los trabajos clésicos de
Chankong-Haimes (1983), Steuer (1986) o White (1982) para el
estudio detallado de estos y otros conjuntos solucién
asociados a P.vV., enunciamos a continuacién algunos
resultados que seré&n utilizados frecuentemente en este

trabaijo.



Dado un conjunto X, denotemos por |X| su cardinal.
Teorema 1.2. (Lowe, Thisse, Ward y Wendell, 1984).
Supongamos que S es un conjunto cerrado convexo y no
vacio en R", A es finito y cada fa es una funcidén convexa
definida en S.
Dado xeS, son equivalentes:
i) x es una solucién débilmente eficiente de P.V.
|Al

€[0,=) ;, A*0 tal que x es una

ii) Existe Az(ka)aeA

solucién 6ptima del problema escalar min ¥

acA Aafa(z)
ze$S

Teorema 1.3. (White, 1982)
Si S es cerrado, A es finito, y cada fa es continua,

entonces WE es cerrado.

Teorema 1.4. (White, 1982).
Si, para cada xeS, el conjunto {zeS: fa(z)Sfa(x)} es
compacto, entonces,

vxeS 3JyeE / fa(y)sfa(x) vYaeA

Teorema 1.5. (Geoffrion, 1968).
En las hipétesis del teorema 1.2., dado xeS, son
equivalentes:

i) x es una solucidén propiamente eficiente de P.V.

ii) Existe a=(a €(0,w) B

a)acA tal que x es una solucién

éptima del problema escalar

min §

A_f_(z)
2eS aeA "a’a



1.2. CENTROIDES

Considérese el problema de optimizacién vectorial

P.V.: min (f£_(x): aeA)
a
XeS

y supongamos que cada atributo a lleva asociado un escalar
positivo (peso) w(a).

Para cada subconjunto A’cA, denotemos por w(A’) el peso
del conjunto de atributos de A’:

w(A’) = w(a)

ZaeA’
Un concepto de solucidén asociado al problema P.V. poco
estudiado en la literatura de optimizacién vectorial es el de

centroide de P.V.:

Definicidn 1. 4.

Un punto xeS se dice un centroide para P.V. con vector

Al

de pesos we(0,x) sii x es solucién 6ptima del problema de

optimizacién escalar

min p(z)
z€S

con

H(z) = médx w({aeA: fa(y)<fa(z)})
yeS



Los centroides, también llamados puntos de Simpson
(Durier, 1989), o puntos minmax (Simpson, 1969; Demange,
1983), son las alternativas menos cuestionables de S, en el
sentido de que para cualquier otra alternativa zeS existe un
mayor consenso en el conjunto de atributos sobre la

no-optimalidad de z.

Como han sefialado varios autores (véase, por ejemplo,
Schofield, 1985), existe una estrecha relacién entre el
concepto de centroide y el de eficiencia débil, como pone de
manifiesto el siguiente resultado.

Para cada subconjunto no vacio A’ de A, denotemos por
WE(A’) el conjunto de alternativas débilmente eficientes para
el problema

min (fa(x): aeA’)
XeS

Teorma 1.6. (Schofield, 1985).
Sea xeS. Se tiene que

H(x) = max {w(A’'): A'cA, xeWE(A')}

Hemos comentado que el concepto de centroide es inusual
en teoria de optimizacién vectorial. No lo es tanto en teoria
de localizacién, donde los centroides admiten una
interpretacidn clara en el contexto de teoria de localizacién

en ambiente competitivo:



éonsidérese un conjunto finito A que representa un
conjunto de puntos de demanda. Dos empresas, F1 Yy Fz, desean
entrar en el mercado A, localizando secuencialmente un punto
de servicio cada una, dentro de una regién S (regidén
factible).

Una vez que F1 instala su servicio, F2 localizaréd el
suyo en un punto gque le permita conseguir la méxima
penetracidén posible en el mercado.

Se imponen sobre el modelo las siguientes hipétesis:

- La demanda es totalmente ineldstica con respecto a las
distancias, i.e.: el nivel de demanda de un punto no se ve
afectado por la distancia a la que se encuentren los puntos
de servicio.

+ Las preferencias son binarias: Todo punto de demanda
acude siempre al punto de servicio més cercano; en caso de
empate, usa el servicio de F1'

En este juego bipersonal, nosotros jugamos el papel de
F1’ luego el objetivo del problema es determinar 1los
centroides, que son las localizaciones xeS para el servicio
de F, de modo que F, consiga la minima penetracién en el

mercado.



CAPITULO I

PROBLEMAS MULTIOBJET VO

CON REGION FACTIBLE CONVEXA




2.1. RESULTADOS GENERALES

El objetivo de este capitulo es caracterizar los
conjuntos de soluciones débilmente eficientes (WE(A,S)),
eficientes (E(A,S)) y propiamente eficientes (PE(A,S)) del

problema de optimizacién vectorial P(A,S):

P(A,S) mig (d(a,x): aed)
Xe

cuando la métrica d es la distancia euclidea, i.e.:
d(x,y) = <x-y,x-y> Vx,yeR"

donde <-,.> representa el producto escalar usual en R".

Establecemos previamente wuna serie de resultados
generales. Dado un conjunto arbitrario XcR”, sea H(X) su

cierre convexo.

Lema 2.1.

Sea AcR", A#¢. Dados x,yeR", son equivalentes:

i) d(x,a)<d(y,a) VvaeA.

ii) dkx,a)<d(y,a) vYaeH(A) .

Demostracién.

Evidentemente ii) implica i); para probar el reciproco,
considérese la funcién y:R"—R,

w(a) = d®(a,x)-d*(a,y) = <x,x>-<y,y>+2<a,y-x>

que es lineal en a.



Dado a'eH(A), por el teorema de Carathéodory, existe
A’cA, A’ finito tal que a eH(A').

Por ser ¥ lineal y H(A’) un politopo, se sigue (de la
hipbétesis i)) que

(a') = méx y(a) < 0
aeA’

d(a’,x) < d(a’,y)
Como a" es un elemento arbitrario de H(A), se sigue que
d(a",x) < d(a’,y) va eH(A)

como queriamos demostrar =

Teorema 2.1.
Sean A,ScR” dos conjuntos no vacios. Se tiene que
WE(A,S) = WE(H(A),S)

Demostracidn.

La inclusién WE(A,S)cWE(H(A),S) se sigue de la
definicidén de eficiencia débil. Para el reciproco, razonemos
por reduccién al absurdo: supongamos que existe xeWE(H(A),S),
Xx¢WE(A,S). Por definicién,

JyeS tal que d(y,a)<d(x,a) VaeA
que, por el lema anterior, implica que
d(y,a)<d(x,a) VvaeH(A)
contradiciendo la hipétesis de que =xeWE(H(A),S). Por tanto,

se tiene la igualdad =

10



Dado un conjunto compacto X, su cierre convexo H(X) es
un conjunto compacto y convexo, cuyo conjunto de puntos

extremos seré& denotado por ext(X).

Corolario 2.1.
Sean A y S conjuntos no vacios de R", A compacto.
WE(A,S) = WE(ext(A),S)
Demostracioén.
Por el teorema anterior,
WE(A,S) = WE(H(A),S) = WE(H(ext(A)),S) = WE(ext(A),S)

luego se tiene el resultado =

Observacién 2.1.

Este tipo de resultados es de gran interés préactico
cuando el conjunto de demanda A es finito, ya que
posiblemente ext(A) sea de cardinal mucho mé&s reducido que A.

Algunos resultados de geometria estadistica avalan este
comentario; por ejemplo, asintéticamente, el cardinal

1/3) (respectivamente O(log(|Al)))

esperado de ext(A) es O(|A]
si los puntos de A son una muestra aleatoria simple
procedente de una distribucién uniforme sobre un disco
(respectivamente sobre un recténgulo) de R®. (Véanse Raynaud,

1970; Bentley et al., 1978).

11



Denotemos por €(n) la familia
€(n) = {ScR": S#2, S es cerrado y convexo}
El siguiente teorema extiende a problemas restringidos

el resultado cléasico que afirma que WE(A,R")=E(A,R"):

Teorema 2.2.
Sean AcR", A#o, Se€(n). Se tiene que
WE(A,S) = E(A,S)
Demostracidn. |
La inclusién E(A,S)cWE(A,S) se sigue directamente de la
definicién de eficiencia y eficiencia débil.
La demostracién del reciproco es la generalizacién
natural del teorema 2 de Thisse-Ward-Wendell (1984):
Observemos que, fijado aeA, la aplicacién xeR"—d’(a,x)
es una funcidén estrictamente convexa.
Si  existiera xeWE(A,S), x¢E(A,S),  existiria (poxr
definicién) un cierto yeS tal que
dz(a,y) = dz(a,x) YaeA
dz(a,y) < dz(a,x) para algin aeA
En particular, se sigue que y=#x. Sea z=(x+y)/2. Por
convexidad de S, se sigue que zeS. Por ser dz(a,~) una
funcién estrictamente convexa, se tiene que
dz(a,z) < dz(a,x) vaeA
contradiciendo la hipétesis de que xeWE(A,S). Por tanto, se

da la igualdad entre WE(A,S) y E(A,S) =

12



Observacién 2.2.

El resultado anterior deja de ser cierto si se suprime
la hipétesis de convexidad sobre el conjunto factible §, como
muestra el siguiente contraejemplo:

Sean n=1, A = {a,b}, con a=0, b=1, S=R\(0,2). Se sigue
que el punto x=2 es débilmente eficiente (de hecho, es

solucién 6ptima del problema min d(b,t)), pero no es
teS

eficiente, ya que d(a,0)<d(a,x),‘d(b,0)=d(b,x) ]

El resto de este capitulo estd dedicado a caracterizar
geométricamente los conjuntos WE(A,S), E(A,S) y PE(A,S) del
problema P(A,S) bajo ciertas hipdétesis. Mientras no se
especifique lo contrario, asumiremos lo siguiente:

- Hl: A es un conjunto finito no vacio de R".

- H2: SeB(n), i.e.: S es un conjunto convexo cerrado no

vacio de R".

En la seccién siguiente caracterizamos el conjunto
E(A,S) (que, por el teorema 2.2., coincide con WE(A,S)),
reservando la Gltima seccién del capitulo para caracterizar

el conjunto de soluciones propiamente eficientes.

13



2.2. PUNTOS EFICIENTES

Dado un conjunto Xe€(n) y un punto yeR', denotemos por
projx(y) el punto en X més préximo a y, es decir: projx(y) es
la solucién 6ptima del problema de optimizacidn

min d(x,y)
xeX

Para un conjunto no vacio Y ¢ R", denotemos por pron(Y)

el conjunto

projy (Y) = UY projy (¥)
Ye

Como Xef(n) y la norma euclidea es una norma
estrictamente convexa (i.e.: la frontera de sus bolas no
contiene segmentos no degenerados), el problema de

optimizacidén anterior admite solucién dGnica, luego projx(-)

estid bien definido.

Lema 2.2.

1.

A
E[O’m)l 1’ Laea¥a™

n
Sean X, ye R, W= (wa)aeA

Son equivalentes:
1) d(X,Tep Wa @) = A(Y,T . W, @)

i1) Taea Wa d(x,2) s 3T, w  d(y,a)?

14



Demostracidn.

Es facil probar que, para todo zeR", ZaeA ad(z a)? =

2

a)2 - d(0,% a) 0 a) Por tanto,

d Z’ZaeAwa Za A a d(

- 2
ZaeA vy d(x,a)2 = ZaeA Wy d(y,a)2 sii d(x,ZaeA Wa a)" =

acA a

d(y,zaeAwa'a)2 ;o l.e.c: d(x,F, W,y @) = d(Y:Lcp%¥, 2) ™

Observacidén 2.3.
Con la misma demostracién, puede probarse que
sii

d(x,} d(x, a) <

ZaeA ad(Yl )

aeAwaa) < d(Y'ZaﬁAwaa) Za A%a

Teorema 2.3,
Sean Xe€(n), x € R'. Son equivalentes:
i) No existe y € X tal que
d(y,a) < d(x,a) para todo a € A
ii) Existe a'e H(A) tal que
d(a*,y) = d(a‘,x) para todo y € X
Demostracidn.
Evidentemente, la condicién i) se verifica sii el
conjunto Y,
Y = {yeX : d(y,a)? < d(x,a)® vaeA}
es vacio. Como cada funcién d(-,a) es convexa, por el teorema
4.2.3 de ﬁ%ngasarian (1969), se tiene que Y es vacio sii

d(x, a) s min Y} w d(y,a)2

3 w=(wa)asA§W / Za A a aeA a
yeX

15



con W={Ae[0,m)lA|, ZaeA A =1}, i.e. (aplicando el 1lema
precedente), sii
Iwe W/ d(x,L,.a%, @) = min d(y,zaéAwaa)

yeX
i.e.: sii

3a” (a" =5, %, a) e H@A) / d(x,a") = ;t:; d(y,a")

que es la condicién ii).

Por tanto, i) y ii) son equivalentes =

E1l teorema de alternativa anterior proporciona una
sencilla caracterizacién del conjunto E(A,S) tan pronto como
Se€(n), extendiendo a problemas con restricciones el
resultado clésico de Kuhn (1967), que afirma que E(A,R") =

H(A):

Teorema 2.4.
Dado un conjunto Se€(n), se tiene:
WE(A,S) = E(A,S) = projg H(A)
Demostracidn.
Como Se€(n), se sigue del teorema 2.2 que
WE(A,S)=E(A,S).
Sea xeS; por definicidén de eficiencia débil,
XeWE(A,S) sii no existe yeS / d(y,a)<d(x,a) VaeA
Por el teorema previo, esta condicién es equivalente a

que

16



3a eH(A) / d(a’,y) =d(a’,x) VYyes
i.e.: (nétese que xeS)

a e H(A) tal que x = projs(a*),
X € projs (H(A))

Por lo tanto, se tiene el resultado =

Un ejemplo aparece en la figura siguiente: S es un

rectédngulo, y A={a,b,c}.




En esta seccién hemos caracterizado el conjunto de
soluciones (débilmente) eficientes del problema
de localizacidén multiobjetivo

P(A,S): mig (d(a,x): aeA)
Xe

bajo las hipdétesis:
« A es un conjunto finito.
+ S es un conjunto cerrado y convexo no vacio.

+ d es la distancia euclidea.

Cabe preguntarse si 1los resultados obtenidos siguen
siendo validos bajo condiciones més generales.

Consi&eremos en primer lugar la hipétesis de finitud
del conjunto de puntos de demanda A. Evidentemente, sera
deseable caracterizar E(A,S) en el caso més general en que A
es un conjunto compacto arbitrario de R", pues podriamos
cubrir asi los problemas en los que la demanda no es puntual,

sino que estd distribuida en una cierta regién (una ciudad,

por ejemplo).

Vemos a continuacién que la férmula del teorema anterior

sigue siendo vélida:
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Lema 2.3. (Plastria-CarrizoSa, 1992)

Sea %cmp un conjunto compacto no vacio, y sea {fa}aeA
una familia de funciones convexas en R" tales que la
aplicacién aeAr——efa(x) es continua para todo xeR". Dados
SeE(n), xeS, son equivalentes:

i) x es una solucién débilmente eficiente del problema

min (fa(z): aeh)
zeS

ii) Existe A’cA, A’ finito tal que x es una solucidn
débilmente eficiente del problema

min (fa(z): aeA’)
ZeS

Teorema 2.5.
Sea A un conjunto compacto no vacio de R", y Se€(n).
WE(A,S) = E(A,S) = projS(H(A))
Demostracién,.
En primer lugar, obsérvese que la igualdad
WE(A,S)=E(A,S) fue probada en el teorema 2.2.
Por el lema anterior,

WE(A,S) = U WE(A’,S)

A’cA,A’ finito

Por el teorema 2.4, para cada A’ finito,
WE(A’,8) = projg(H(A'))

Por el teorema de Carathéodory,

U

A’cA,A’ finito T(AT) = H(A)

Por tanto,

WE(A,S) = Up,a a finito PFOIg(H(A")) = projg(H(A))

como queriamos demostrar =
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Observacién 2. 4.

La hipétesis de compacidad del conjunto A es necesaria
en el teorema anterior, como ponen de manifiesto los
siguientes ejemplos:

+ Sean S={(t,0): O=t=sl}, A={(t,l/t): O<t} (cerrado pero
no acotado). Se sigue que OeWE(A,S), pero OeprojS(H(A)).

- Para el mismo S, y A={(t,0): 0<t<1l} (acotado, pero no

cerrado), se tiene que (QeWE(A,S), pero OeprojS(H(A)) n.

Para conjuntos A arbitrarios (no necesariamente
compactos), podemos dar al menos una inclusién:
Teorema 2.6,
Sea A un conjunto no vacio de R”, y sea Se€(n).
projg(H(A)) < E(A,S) = WE(H(A),S)
Demostracidn.
De los teoremas 2.1 y 2.2, se sigue que
WE(A,S) = E(A,S) = E(H(A),S) = WE(H(A),S)
Probemos ahora que WE(A,S):projS(H(A)). Para ello, basta
observar que

projg(H(A)) = U (H(A")) =

A'cA,A’finito Prolg
- UA'cA,A'finito WE(A',S) < WE(A,S)

Por tanto se tiene lo pedido =
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Discutimos a continuacién la posible validez del
teorema 2.4 para otras métricas.

Es sabido (véase Plastria, 1984), que en dimensién n>2,
se tiene

E(A,R") = H(A) sii la métrica es elipsoidal
i.e.: la métrica es inducida por un producto escalar.

Como el resultado obtenido en el teorema 2.4 generaliza
éste, sb6lo tiene sentido plantearse la extensién del teorema
2.4 a métricas elipsoidales (para n>2).

Denotemos por E(A,S;d*) (WE(A,S;d*), respectivamente) el
conjunto de puntos eficientes (débilmente eficientes) del
problema P(A,S) con S como conjunto factible, A como conjunto
de puntos de demanda y las distancias medidas por la métrica
elipsoidal d". Denotemos asimismo por projsld* la proyeccién
sobre S segin la métrica d". Se tiene:

Teorema 2.7.

Sean Se6(n), A un conjunto compacto no vacio de R, ¥ a"

una métrica elipsoidal. Entonces,

WE(A,S;d) = E(&,S;d) = projg 4 (H(A))

Demostracién.

Como d  es una métrica elipsoidal, existe una matriz
regular T tal que d’(x,y) = d(Tx,Ty) v x,y, donde d
representa la distancia euclidea.

El resultado se obtiene aplicando el teorema 2.5., ¥y
observando que

WE(A,S;d") = E(A,S;d") = T .E(T-A;T-S;d)

projg g (X) = T'-projg g 4(T'%)
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La extensién del teorema 2.4 a otras normas en R’ es un

problema abierto.

Por Gltimo, podemos también debilitar las hipdtesis de
los resultados anteriores a problemas en los que la regidn
factible S es no convexa, si bien se requieren para ello
nuevas herramientas. Discutiremos este problema en el

capitulo siguiente.

2.3. PUNTOS PROPIAMENTE EFICIENTES

Nuestro préximo teorema representa el conjunto de puntos
propiamente eficientes, PE(A,S), en términos de ri H(A), el

interior relativo de H(A).

Teorema 2.8.

Sea Se€(n). Se tiene:

PE(A,S) = (A n S) U projg (ri H(A))
Demostracidn,
+ A
Para cada w = (wa)aeAéW = { Ae(o,m)l ', ZaeAAazl },

consideremos los problemas de optimizacién Pl(w) Y Pz(w),

P (w): min ¥ w_ d(y,a)
1 yeS aeA "a !

P (w): min d(y,I
yeSs

ael waa)
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Para cada x € S\A, sea ¢ _ : W —— W la funcién que

asocia a cada w = (w,) el vector ¢x(w), con

aeA

(9 (W), = [wa/ d(x,a) ] / [ZbeA (wy, / d(x,b)) ]

Es inmediato comprobar que ¢x es una biyecciédn.

Probaremos en primer lugar que un punto x € S\A es
solucién 6éptima del problema P (w) sii x es solucién 6ptima
de P,(¢,(wW))-

Sea xeS\A, y sean f y g las funciones definidas como
sigue:

£(Y) = Lyep Wa d(yr2)
g(¥) = Iy ($,(w)), d(v,a)®

Como x¢A, tanto f como g son funciones convexas
diferenciables en x. Ademds, una simple comprobacién prueba
que |

v £(x) =V g(x) (w, / 2 d(x,a))

) Zae}\.

Por ‘ggﬂto, para todo vector d, <d,d>=1, las derivadas
direccionales de f y g en la direccién d tienen el mismo
signo, por lo que x es una solucién 6ptima de Pl(w) sii g(y)
z g(x) para todo y € S, lo que, en virtud del lema 2.2,
ocurre sii x es una solucién Sptima de P (¢, ,(W))-

Tenemos por tanto que xeS\A es solucién S6ptima de Pl(w)
sii x es solucidén éptima de P2(¢x(w)) (*) -

Probemos ahora que PE(A,S) ¢ projg (ri H(A)) U(AnS).

Para ello, sea x un puﬁto arbitrario de PE(A,S).

Evidentemente, si x € A, no hay nada que probar, por lo

que basta considerar el caso xe¢A.

23



Como xePE(A,S), existe w € W tal que x es una solucién
éptima de Pl(w). Como x ¢ A, se da (*), luego
3 v (v =¢.(w) €W tal que x es solucién 6ptima de P, (V),
il.e.:

R » *
X = pIOJS(a ), con a = ZaeA v, @

Como A es finito, se tiene (véase, por ejemplo,

Brondsted, 1983) que

ri HA) = { ze R/ z = a para algdn AeW' } (*+)

z:aeAAa
Por tanto a e ri(H(A)), luego
x = projg(a’) e projg(ri(H(a)))
Como x fue elegido arbitrariamente en PE(A,S), hemos
probado que
PE(A,S) c projg (ri H(A)) U (A nS).
Para probar el reciproco, obsérvese primero que el
teorema de mayoria de Witzgall (1964) implica que
(AnS) < PE(A,S)
Por otro lado, para todo xeprojs(ri H(A)), =xeA, (*)
implica que
3 veW / x es solucién éptima de P,(V)
Como =xeA, (*) implica que x es solucibén ©éptima de
P1(¢x(v)q), luego x € PE(A,S). Por tanto,
PE(S) 2 projg (ri H(A)) U (A n S)

y con esto queda probado el resultado =
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CAPITULO 111

PROBLEMAS MULTIOBJETIVO

CON REGION FACTIBLE CERRADA




3.1. DCCs DEL CONJUNTO FACTIBLE

En el capitulo precedente estudiamos el problema
multiobjetivo P(A,S) bajo condiciones de convexidad del
espacio factible. El resultado fundamental obtenido afirma
que el conjunto de puntos (débilmente) eficientes coincide
con la proyeccién del cierre convexo de los puntos de demanda
sobre el espacio factible. Los sencillos contraejemplos
siguientes muestran gque la hip6tesis de convexidad es
necesaria:

Ejemplo 3.1,

Sean S={(cos@,send): 0=6sm}, A={a,b}, con a=(0,0),
b=(0,-1). Como d(x,a)=1l vxzeS, se sigue que WE(A,S)=S. En
cambio, claramente E(A,S)={(1,0),(-1,0)}. Por consiguiente,
E(A,S) es un subconjunto propio (y no conexo, a pesar de
serlo S) de WE(A,S).

Ejemplo 3.2,

Sean Sl={(x,3): O=x=4}, S=Slu{(5,0)}, A={a,b}, con
a=(0,0), b=(5,0). Se tiene que

- beE(A,S), pues es la tnica solucidén de min d(x,b).
xeS

« El punto x=(4,3) no es eficiente, pues d(x,a)=d(b,a),
pero d(x,a)>d(b,a).
. Sfﬁ(A,S). En efecto: para todo zeS , d(a,z)<d(a,b),

luego si z esté& dominado, debe estarlo por otro punto de sl.
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Ahora bien: la funciéh te[0,4)—>d(a,(t,3)) es
estrictamente creciente, y la funcién te[0,4)—>d(b,(t,3)) es
estrictamente decreciente. Por tanto, todo punto en 51 es
eficiente. En resumen, hemos probado que E(A,S) = Sﬁqb}, que

no es cerrado.

Los ejemplos precedentes ponen de manifiesto que las
propiedades esenciales de E(A,S) y WE(A,S) para el caso
convexo se pierden para el caso general:

« E(A,S) puede ser un subconjunto propio de WE(A,S)

- E(A,S) y WE(A,S) pueden ser no conexos, incluso si §
lo es.

- E(A,S) puede no ser cerrado.

El objetivo de este capitulo es extender en la medida de
lo posible los resultados del capitulo anterior a situaciones
en las que el conjunto factible es un conjunto cerrado no
vacio, no necesariamente convexo.

Imponemos las siguientes hipétesis:

- Hl: A es un conjunto finito no vacio de R"

+ H2: S es un conjunto cerrado no vacio.

En primer lugar damos una cota conjuntista de WE(A,S) (y
por lo tanto de E(A,S)) haciendo uso del teorema 2.4.

Si bien entre las hipétesis de dicho teorema aparece la
convexidad de S (y, como hemos visto, esta hipbétesis no es
redundante), el teorema puede ser usado descomponiendo

la regién factible S en piezas convexas:
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Definicién 3.1.

Sea S un conjunto no vacio en R". Diremos que la familia
de conjuntos {Si: ieI} es una descomposicidén convexa cerrada
(dcc) de S sii se verifican las condiciones siguientes:

. Sieﬁ(n) viel.

: SzUieI Si'

Obsérvese que todo conjunto no vacio S admite una dcc:
la dcc trivial {{x}:xeS}. Los resultados que obtenemos serén
de especial interés practico cuando S admita dcc’'s no
triviales. Tal es el caso en que S es un conjunto poligonal
(no necesariamente convexo) o es una unién finita de

conjuntos convexos.

En la cota conjuntista del teorema siguiente, se usa
también el concepto de visibilidad:

Definicidén 3.2. (Goldman, 1963).

Sean X e Y dos conjuntos no vacios en R". Un punto yeY

se dice visible desde X (y e visY(X)) sii existe un x € X tal

que [x,y] n Y = {y}.

Teorema 3.1.
Sea S un conjunto cerrado no vacio en R", y sea {Si:ieI}
una dcc de S. Entonces,

WE(R,S) s visg H(A) n (U;_; projg H(A) )
1
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Demostraciéﬁ.
Plastria (1983) ha probado que WE(A,S) < visS H(A).
Por otro lado, por el teorema 2.4., aplicado a cada Si
-(que es cerrado y convexo), se tiene que
WE(A,S) € UieI WE(A,S;) = UieI projSi H(A)
El resultado se obtiene tomando la interseccién de las

dos cotas superiores obtenidas =

Observacién 3.1.

Como proj{x}(H(A))={x}, se sigue que Uxesproj{x}H(A)=S.

Por tanto, la cota obtenida para la dcc trivial coincide
con la propuesta por Plastria (1983). Este no es el caso
general cuando S admite dcc’s no triviales, como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.

Considérese el ejemplo representado en la figura
siguiente: Sean A;{a,b,c}cmz, con a=(3,3), b=(-1,3),
c=(3,-1), S=Slu82, con Sl={(x,y): Os=x=1, O=y=2}, Sz={(x,y):
1=x=2, Osy=1l}.




Denotemos respectivamente por T, Y T2 los trié&ngulos de
vértices {(0,2),(1,2),(1,1)} ¥ {(1,1),(2,1),(2,0)}, y sea 1
el segmento {(1,y): O=sy=l}.

Se sigue que

visg(H(A)) = T uT,ubd(S)
Para la dcc {51,82} de S,'se sigue que

projs (H(A))uprojS (H(A)) = Tﬁﬂgul
1 2

como aparece en la figura siguiente:

b . a

En este caso, la cota resultante del teorema anterior es
unTz' que coincide con WE(A,S), ya dque, por el teorema
precedente,

WE(R,S) ¢ T T, c H(A)AS = WE(A,R°)nS < WE(A,S)



3.2. EFICIENCIA DEBIL Y DCCs

En esta secién caracterizamos el conjunto WE(A,S) en
términos de las dcc’s de S.
Para ello, necesitamos notacién previa: Para cada xeR",
YcR", Y#z , denotemos por B(x;Y) el conjunto
B(x;Y) = { zeR" : d(x,z)=d(x,y) YyeY }
i.e.: B(x,Y) es la bola centrada en x tangente al conjunto Y.
Dado un conjunto no vacio XcR®, sea B(X;Y) el conjunto

B(X;Y) = U B(x;Y)
xeX

Veamos en primer lugar algunas propiedades topolégicas
de interés acerca de los conjuntos B(X,Y):

Teorema 3.2.

Sean Ye€(n), XcR", X=o.

i) B(X;Y)nY = projy(X)

ii) Si X es conexo, entonces B(X;Y) es conexo.

iii) Si X es compacto, entonces B(X;Y) es compacto.

Demostracidn.

i) es evidente; probemos conjuntamente ii) y iii). Sea I’
la aplicacién punto-conjunto definida como

:xeR” ——I'(x) = B(x;Y) ¢ R”
Evidentemente, para x fijo, I'(x) es conexo, compacto y

no vacio.
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En virtud de los teoremas 2.1 y 3.1 de Hiriart-Urruty
(1985), basta probar que I' es semicontinua superiormente,
i.e.: basta probar que, para todo cerrado F de R%, el
conjunto I";\I(F) es un conjunto cerrado, donde

[TH(F) = {xeR": [(x)nF=o}

Sea F un conjunto cerrado no vacio; probemos que r‘;\l(F)
contiene todos sus puntos de acumulacién.

Para ello, sea {xk}cI“:(F), convergente a un cierto
xeR". Veamos que xer'r"l(F) .

Por definicién de I (F),

vkeN, 3z ¢F / d(x ,z )=min d(x ,y) (*)
x k! %k K
yveY

Como {xk} converge a x, existe koelN tal que
lx I = nxi+1l vk=k (*»
k [¢]
donde -l denota la norma euclidea.
Dado yoc-.Y, por la desigualdad triangular, (*) y (**).
hz Il = Z“Xk“+“Y6" = 2"xH+2+HyaH szko
por lo que la sucesién {z: kzko} estd contenida en el
compacto
{z€F: HZHSZHXH+2+HYbH}
Se sigue que la sucesidn {zk} tiene una subsucesién
convergente a un cierto zeF. Por continuidad de la funcién
distancia,

d(x,z) = d(x,y) VyeY

zeB(x,Y)nF = I'(x)nF

Por tanto, xeF{'\l(F), y con esto termina la prueba =
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Cuando los conjuntos X e Y tienen estructura especial,
es posible determinar explicitamente B(X;Y), como muestran

los siguientes resultados:

Teorema 3.3.
Sean yeR”, XcR", X=a.
B(H(X);{y}) = B(X;{y})
Demostracidn.
De la definicidén se desprende que B(X;{y})<B(H(X);{y}).
Probemos el reciproco por reduccién al absurdo,
suponiendo que existe zeB(H(X);{y}), 2z¢B(X;{y}).

Por definicidn,

3 x eH(X) tal que d(x ,z)=d(x ,¥) (*)
y ademés,
d(x,z)>d(x,y) VxeX (**)
Como :;eH(X), se sigue (usando el teorema de

Carathéodory) que existen xl,xz,..,xwuex, AI,AZ,..Awdzo,

n+1 - "'= n+1
L., A=l tales que x L., ME-

Por el lema 2.2., (*) implica que
+1 2 +1 2
Zi:: Ald(xilz) 521:? Aid(xl'Y)
lo que contradice (**). Por tanto, se tiene el resultado =

En particular, se tiene
Corolario 3.1.
Sean xi,xz,..,xp,yemn.
B(H({x,,X,,--,x })i{y}) = U_] B(x;{y})

i=1
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Teorema 3.4.

Sea h un semiplano cerrado en R, y sea {=H({a,b}) un
segmento no degenerado tal que ini(h)=a.

Sea o la simetria axial cuyo eje es la recta generada
por L.

Se tiene que

B(¢;h) = B(a;h) v B(b;h) v H({a’,b’',0(a’),0(b’)}
donde a’=projh(a), ’=projh(b).

Demostracioén.

Sea r la recta generada por ¢. El resultado es trivial
si r es paralela a bd(h).

Si r y bd(h) no son paralelas, el resultado se sigue de
la siguiente observacién:

Sea O el punto rnbd(h). Como, por hipbtesis, ¢ es no
degenerado, al menos uno de sus puntos extremos es distinto
de 0; supongamos que d(a,0)zd(b,0), con d(a,0)>0.

Cada bola B(c;h) con ceH({a,b}) es homotética, con razén
de homotecia positiva a la bola B(a;h). M&s aln: la familia
{B(c;¢): ceH({a,b})} (cuya unién es B({;h)) coincide con la
familia de bolas homotéticas a la bola B(a;h) para homotecias
con centro en O, y razén de homotecia A, cuando A varia en el
intervalo {t: d(0O,b)/d(0,a)stsl}.

El resultado es ahora evidente =

Una ilustracién aparece en la figura de la pégina

siguiente.
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B(1;h)

El siguiente teorema muestra que el problema de
determinacién de WE(A,S) puede ser siempre reducido al
cdlculo de intersecciones de conjuntos de la forma B(X;Y).

Teorema 3.5.

Sea'S un conjunto arbitrario no vacio en R, y sea {Si:
ieI} una dcc de S. Entonces

WE(A,S) = n_ B(H(R);S;) n S
iel

Demostracién.
Sea xeS = U S;- Por definicién, se tiene que
iel
xeWE( U S;,A) sii el conjunto {yeS;: d(y,a) < d(x,a) VaeA}
iel

es vacio para todo ieI. Por el teorema 2.3, esto es

equivalente a que



viel, 3a cH(A) / d(a;,x) = min d(a;,y).,

yeSi
i.e.:
vieI, 3 a,eH(A) / xeB(a;;8;)

i.e.:

VieI, xeB(H(A);Si)
i.e.:

X € N1 B(H(A);Si)

Luego WE(A,S) = (nieIB(H(A);Si))nS’ como queriamos

demostrar ]

El teorema 3.5 reduce el problema de determinacién de
WE(A,S) al problema de determinacién de conjuntos de la forma
B(X;Y). Los teoremas 3.3 y 3.4 indican cémo determinar estos
conjuntos en circunstancias muy particulares.

Enunciamos a continuacién un resultado que, como veremos
en la seccién préxima, reduce el cdlculo de ciertos B(-;+) al
cdlculo de conjuntos B(X;Y) bajo las hipétesis de los

teoremas precedentes.

Definicién 3.3.
Sean X,YcR", Xe€(n), Y cerrado y no vacio. Un punto yeY
se dice Y-remoto desde X sii
{zeY/ye [z, projg(z) 1} = {¥}

Por simplicidad en la notacién, denotaremos mientras no
haya 1lugar a confusién por R(X) el conjunto de puntos

H(A)-remotos desde X.
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Observacién 3.2.

Un punto aeH(A) es un punto H(A)-remoto desde X (i.e.:
aeR(X)) sii a no pertenece a ningin camino mis corto desde
H(A)\{a} hacia X.

En particular, los puntos de H(A) interiores a X son

elementos de R(X).

Ejemplo 3.4.
En la figura siguiente, X es el recténgulo encerrado por
lineas gruesas, y A = {a,b,c}. En este caso, se tiene:

R(X) = (H(A) n iX) v [a,d] v [b,c] v [a,c]

Teorema 3.6.
Sea Xe€(n). Se tiene:
B(H(A);X) = (H(A)nX) v B(R(X)\X;X)
Demostracidn.
Por definicién de B(-;-) y R(X), y dado que B(a;X) = {a}
vaeX, basta probar que
B(H(A);X) \(H(A)nXA) S B(R(X)\X;X)

Sea x un punto arbitrario de B(H(A);X)\(H(A)nX). Por
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definicién, existe aeH(A) tal que xeB(a;X). Ademds, a¢X (en
caso contrario, xeB(a;X)={a}, luego xeH(A)nX, que contradice
la hipétesis).

Si aeR(X)\X, no hay nada que probar. En otro caso,
ag¢R(X), luego, por definicién de R(X), existe beH(A), b=a,
tal que a € [b,projx(b)].

Consideremos el rayo r = {(l-t)a+tb : t=0}. Se sigue que

projx(a) = projx(b) = projx(c) vcer
Ademés, es facil probar que
B(a;X) < B(c;X) para todo cer (*)

Como H(A) es compacto, se sigue que rnR(X) no es vacio.

Dado cernR(X); entonces ce¢X. En efecto: en caso
contrario, por convexidad de X, y por darse que
{c,projx(a)}cx, Y ae[c,projx(a)], se tendria que aeX,
contrariamente a 1la hipdtesis que estamos haciendo. Por
tanto, cern(R(X)\X).

Por (*), se tiene que xeB(c;X), luego

B(H(A);X)\(H(A)nX) € B(R(X)\X;X)

y esto completa la prueba n

Observacién 3.3,
En la practica, otras expresiones pueden ser usadas.
Por ejemplo, en la préxima seccién se utiliza
B(H(A);X) = (H(RA)nX) v B(R(X)\i(X);X)
cuya validez es una consecuencia inmediata del teorema

anterior.
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3.3. UNA CONSTRUCCION GEOMETRICA DE WE(A,S)

Los resultados obtenidos en la seccién anterior
posibilitan una construccién explicita del conjunto WE(A,S)
para problemas con estructura especial. En esta seccién,
consideramos las siguientes hipétesis:

Hl: A es un conjunto finitovno vacio de R®.

H2: S admite una dcc poliédrica finita {SJ: 1 = j = p}

i.e.: {Sj: 1 = j = p} es una dcc de S de modo que cada

Sj es un poliedro no vacio en R°.

Por simplicidad, asumimos también

H3: SJ tiene interior no vacio para todo j=1,..,p

Por el teorema 3.5, WE(A,S) = nF: B(H(A);S)nS, luego
s6lo necesitamos saber cémo calcular conjuntos de la forma

B(H(A);X), siendo X un poliedro en R® con interior no vacio.

Dado un poliedro X con interior no vacio, denotemos por
#(X) el conjunto de caras f de X, 0O=dim(f)s2.
Para cada fe¥(X), sea II(f) el poliedro
M(£) =cl ({ x € R® : projg(x)eri(f) })
donde cl(+) es el operador clausura.
Claramente ({II(f): f e ¥(X) } es una subdivisién

poliédrica plana con la siguiente propiedad:
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Para cada cara feF(X) y cada xell(f),

X, si dim £ = 2 (i.e.: si f = X)
projx(x) = el pie desde x sobre £, si dim £ =1
f, si dim £ = 0 (i.e.: si f es un vértice de X)

Por la observacién 3.3,

B(H(A);X) = (H(A)nX) U B(R(X)\i(X);X)
luego el problema se reduce a determinar B(R(X)\i(X);X).

Otra reduccién en el problema se obtiene observando que
el conjunto R(X)\i(X) puede descomponerse en un conjunto
finito de segmentos cerrados, (todos ellos contenidos en
bd(H(A))), de modo que cada uno de ellos estd incluido en una
de las regiones de II(f).

De hecho, la determinacién de R(X) es inmediata una vez
que {TI(f): f<¥F(X)} es conocido.

Esta idea estéd plasmada en la figura que aparece a
continuacidén; X es el recténgulo encerrado por las 1lineas
gruesas, y A = {a,b,c}. Es evidente que

R(X)\i(X) = [a,d] v [b,f] v [f,c] v [c,g] v [g,h] v [a,e]
y cada uno de los segmentos anteriores estd contenido en

algan I(f).
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Por lo tanto, el problema ha quedado reducido a 1la
determinacién de conjuntos de la forma B({;X), donde ¢ es un
segmento no degenerado, digamos ¢= [a,b], con Lhi(X) =@ , ¥
&I(f) para alguna cara f de X, con dimensién 0 s dim(f)=s 1.

Estudiemos separadamente los casos dim(f)=0 y dim(f)=1:

Caso 1 dim(f)= 0

Se tiene que v es un vértice de X. Por el corolario
3.1,
B(f; X) = B([a,b]; {v}) = B({a,b}; {v})
i.e.: B({;X) es la unidén de las bolas centradas en a y b, y

que contienen a v en la frontera.

Caso 2 dim(f) =1

Sea h el semiplano cerrado que contiene a f en su
frontera y tal que ini(h)=e¢. Como, por hipbtesis, &I(f), se
sigue que, B({;f) = B({;h). Aplicando el teorema 3.4, se
sigue que

B(¢;X) = B(a;{a’}) v B(b;{b’}) v H({a’,b’,ad(a’),o(b’)}
donde a’=projf(a), ’=projf(b), y ¢ es la simetria axial cuyo

eje es la recta que contiene al segmento no degenerado £.

Para concluir esta seccidén, resumimos el proceso de
determinacién de WE(A,S) cuando § = U ® S y cada S es un

poliedro con interior no vacio en R°:
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- Para cada k, 1 = k = p hacer
+ Hallar 9(Sk), el conjunto de caras de S,
- Hallar {II(f) : £ € ?(Sk)}b
Descomponer R(Sk)\i(Sk) en una familia finita £ de
segmentos cerrados, cada uno de los cuales contenidos en
algin MmM(f).
- Para cada lefk, hallar B(1; S,)

- B(H(A); S,) «— U;_, B(l; S))
k

- WE(A,S) «— { H(A) v (n_7 B(H(R);S) ) } n S

Como aplicacién, considérese el ejemplo representado
en la siguiente figura.

S=Slusz, con Sl={(x,y): O=xs1, O=sy=3}, Sz={(x,y): O=x=2,
0sy=1}. El1 conjunto factible A es {a,b}, con a=(0,3),

b=(2,1).




Para la dcc {51'82}’ aplicando los teoremas anteriores,

obtenemos los correspondientes B(H(A);Si), representados en

las figuras siguientes:

Al tomar la interseccién de los conjuntos anteriores con
S, se obtiene el conjunto débilmente eficiente, como aparece

en la siguiente figura:




Observaéién 3.4,

La construccién geométrica de WE(A,S) puede ser adaptada
a dcc’s {Si: ieI} arbitrarias, tan pronto como los
correspondientes conjuntos EHZ;SJ puedan ser determinados
explicitamente.

Tal es el caso, por ejemplo, de los discos: es féacil
probar que si X es un disco, entonces B({;X) es una regidén
encerrada por una curva formada por unos arcos de

circunferencia, que pueden ser construidos explicitamente.

44



CAPITULO IV
PROBLEMAS DE LOCALIZACION

EN AMBIENTE COMPETITIVO




4.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea AcR® el conjunto de puntos de demanda, que imponemos
que sea finito y no vacio.

Asociemos a cada aeA un escalar positivo w(a), que
representa la poblacién (peso) del punto de demanda a.

Para A’cA, denotemos por w(A’) el peso de A’, i.e.:

w(A’) = w(a)

ZaeA’

En este capitulo establecemos una serie de resultados
que, junto con los obtenidos en el capitulo 2, permiten
determinar bajo ciertas hipétesis el conjunto de centroides
del problema

min (da(a,x): XeS)
xeS

donde {da(-,-): aeA} es una familia de métricas, esto es:
buscamos el conjunto de soluciones 6ptimas del problema

min us(x)
XeS

con

Hg(x) = max w({acA: d°%(y,a)<d®(x,a)})
yeS

Hacemos especial hincapié en los aspectos algoritmicos
del problema, que, en nuestra opinién, han recibido mucha

menos atencidén que los mismos bajo otras estructuras
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métricas, como son los grafos (véase, e.g., Hansen-Labbé,

1988).

si,

Imponemos en el problema las hipétesis siguientes:

« Hl: A es un conjunto finito no vacio de R%.

+ H2: Se6(2).

- H3: Para cada aeA, la métrica d® est& inducida por una
gauge en RZ, i.e.: para cada aeA existe un conjunto
compacto convexo B, tal que Oei(Ba), Yy

da(x,y) = inf {t>0: yEx+tBa}

Observacidén 4.1.
Toda gauge es una funcién convexa (Rockafellar, 1970);

ademds, el correspondiente conjunto B, es simétrico

respecto al origen, entonces es una norma.

El uso de gauges mixtas en el problema (i.e.: distintos

puntos de demanda pueden medir las distancias a través de

gauges diferentes) ha sido suficientemente justificado en la

literatura (véase, e.g. Wendell - Hurter, 1973; Hansen -

Perreur - Thisse, 1980).
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4.2. EVALUACION DE LA FUNCION OBJETIVO

Un paso previo al objetivo de optimizar la funcién Hg
debe ser cémo evaluarla, a ser posible eficientemente.

La caracterizacién geométrica del conjunto débilmente
eficiente propuesta por Plastria y Carrizosa (1992) para
problemas convexos puede ser adaptada a este contexto:

Dado xeS, denotemos por Ns(x) el cono normal a S en x
(véase, e.g., Rockafellar, 1970),

Ns(x) = {usR2: <u,y-x>=0 VyeS}

Teorema 4.1. (Plastria-Carrizosa, 1992)

Sea {fa: aeA} un conjunto finito de funciones convexas
en R", y sea Se€(n). Dado xeS, son equivalentes:

i) x es una solucién débilmente eficiente del problema

multiobjetivo min (fa(z): ael).
zZeS

ii) H(U,_, 9f,(X))n(-Ng(x))=e.

Para cada aeA, denotemos por da(°) la funcién
d (*): xeR*——d_(x) = d%(x,a)
que es (por la hip6tesis H3) wuna funcién convexa, cuyo

subdiferencial en x se denotaré ada(x).
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Teorema 4.2.
Sea xeS. Se tiene que
us(x) = médx {w(A’): A’cA, H(UaeA,ada(x))n(—NS(x)) = o}
Demostracidn.
Como las funciones da son convexas, el teorema anterior

aplica; en virtud del teorema 1.6, se tiene el resultado =

Es bien sabido (véase, por ejemplo, Durier-Michelot,
1985), que ada(x) coincide con B;, la bola polar de B, sii
x=a; en caso contrario, ada(x) es un segmento cerrado
(eventualmente degenerado a un punto) contenido en bd(B;).

El teorema anterior reduce el problema de evaluacibén de
Hg al siguiente problema geométrico, PG:

PG: Considérese un cono C cerrado y convexo con vértice
en 0, C*R°. Sea {A(a): aeA} una coleccién finita de segmentos
cerrados (degenerados o no) en el plano; asociamos a cada aeA
un peso estrictamente  positivo w(a). Calcular

max {w(A’): A’cA, H(U_, ,,A(a))nC=a}

ael’
El siguiente algoritmo resuelve el problema
geométrico PG; usamos la siguiente notacién:
- Para cada xeRz\{O}, sea u_ el vector unitario normal a
x tal que {x,ux} estd orientado positivamente, y sea K(x) el
conjunto

R(x) = {zeR’: <z,u.> > 0, o bien (<z,u >=0, <z,x> > 0)}
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« Sea C un cono cénvexo cerrado con vértice en 0, C#R?,
y C no es una recta. Entenderemos por ordenar circularmente
segun C lo siguiente:

Si C={0}, diremos que un conjunto finito de puntos de
RZ\{O} estdn ordenados circularmente segin C si estén
ordenados en orden no decreciente de su argumento en
coordenadas polares, tomando como argumento 0 en los puntos
del semieje real positivo.

Si C#{0}, como, por hipbtesis, C*R> y C no es una recta,
C es un cono con vectores unitarios extremos (eventualmente
coincidentes, pero nunca opuestos) 31 y Ez, de modo que
EzeK(E1).

Diremos en este caso que los puntos de un conjunto
finito de IRZ\{O} estdn ordenados circularmente segin C si
estédn ordenados en orden no-decreciente de su argumento en
coordenadas polares, donde el argumento 0 se fija para los

puntos de la semirrecta {tEZ: t>0}.

Algoritmo 4.1.

Entrada: {A(a):aeA}, (un conjunto finito de segmentos
cerrados en RZ), C (un cono convexo cerrado con vértice
en el origen, C#Rz).

Salida: u'= max {w(A’): A’cA, H(U__,,A(a))nC=o}.

aeA’
PASO 1:

Hacer A« {acA: A(a)nC=s}.

Si A*=z, hacer u*e—o. Parar.

Si C es una recta, hacer
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Sean h1 y h2 los dos semiplanos abiertos, con
bd(hl) = bd(hz) =C
Hacer u «w({aeA : ext(A(a))ch })
Hacer u*e—méx{u*,w({aeA’: ext(A(a))chz})}
Parar.
}
Ordenar circularmente segin C el conjunto

U,ca® ext(A(a))

Construir la lista 2={(£O,ao),(§1,a1),..,(Et,at)},

aelA

donde {£ ,§ ,..,§,} es el conjunto U *» ext(A(a))

ordenado circularmente segin C, y, para cada i,

gieext(A(ai)).
Hacer i«0, u’e——l, l(a)«0 vaeA®

Si CnK(&,)=2, hacer:

{
Para cada (&,a)el tal que £eK(€ ),
l(a)e—1l(a)+1.
Hacer ue—w({aeA': 1l(a)=0}).
Hacer u'eau, ie-1.
}
PASO 2:

Mientras i=t y CnK(§1)=z, hacer

{
Si ExeK(Ex-1)' hacer:

{

Si l(ai_1)=0, hacer ue—u-w(ai_l).
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- Hacer l(ai_l)e—l(ai_ y+1.

1
Para cada (£,a)ef tal que EeK(gi), EeK(El_l), hacer

{
Hacer l(a)e«—l(a)-1.

Si 1(a)=0, hacer ue—u+w(a).

}
Si gleK(gl_l), hacer:
{
Hacer 1l(a)«-0 vaeA”.
Para cada (E,a)e? tal que EeK(gi), hacer
l(a)e1l(a)+1.
Hacer pe—w({aeA : 1l(a)=0}).
}
Hacer u*e—méx(u’,u)
}
Si i=t, ir al paso 3. En caso contrario, parar.
PASO 3:

-

Sean 51 Y E| los vectores extremos unitarios de C, con
E,eK(E))-

Hacer pe«w({aeA": A(a)cK(£,)\K(Z )}).

Hacer u'e—max(u',u).

Parar.

Teorema 4.3.
El algoritmo anterior resuelve PG en tiempo

O(lAllog(lA])) con espacio O(|Al).
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Demostraciodn.

Probemos en primer lugar la validez del algoritmo. El
resultado es evidente si C es una recta. Probemos la validez
del algoritmo cuando C no es una recta, i.e.: C es de uno de
los dos tipos siguientes:

I: C = {0}.

II: C es el cono con vectores extremos unitarios
(eventualmente coincidentes, pero nunca opuestos), 31’32’ con
EzeK(El) .

Sea u  la salida del programa, y sea A una solucidén
6ptima del problema mé&x {w(A’): A’ed}, con

4={A’cA: H(U A(a))nC = o}

aeA’
Evidentemente, AﬂcA'. Para probar que w(A1)=u',
obsérvese en primer lugar que, por construccién, u‘=w(A’)
para algin A’ed, luego u'sw(Al) (*)
Si A1=a, evidentemente, se tiene la igualdad en (*). Si

Afw, sea C’ el cono punteado con vértice en cero y generado

por UaEAiext(A(a)).

Por ser Aﬁ de peso maximo, se sigue que
A1={aeA': A(a)cC’}

C’ es un cono que tiene como vectores extremos ciertos
51’53’ O=i=jst, con (gi,ai), (g),aj) tales que Eleext(A(al)),
gjeext(A(aJ)), Yy {a‘,aj}cAl. Por tanto,

A cK(§,) o AcK(E)

Supongamos que A1CK(51) (para Ach(gj) se usaria el

mismo razonamiento). Pueden darse dos casos:

i) K(gi)nc=z.
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En el paso 2, se hace u‘zw({aeA*z A(a)cK(Ei)}), luego
u = w(a)
ii) K(Ei)r\C:tz.
En particular, C#{0}, i.e.: C es del tipo II, por lo que
A c K(£,)\K(E))

Sea l=min ({k: K(gk)nC:z}. Se tiene que O=lsi y
K(El)\K(El)aK(Ei)\K(EI) (recuérdese que la lista esté
ordenada segin C). Por consiguiente, en el paso 3 se hace
u’zw({aeA':A(a)cK(gl)\K(sl)}zw({aeA':A(a)cK(sl)\K(sl)}aw(Al)

En resumen, siempre se tiene que u' S W(A1)’ Y, poxr (*),
se da la igualdad. Por tanto, el algoritmo es valido.

Analicemos a continuacién su complejidad: Evidentemente,
realizar todas las etapas (salvo la ordenacién) del paso 1
requiere O(|A|) tiempo y O(|A|) espacio. La ordenacién de la
lista del paso 1 requiere O(|Allog(l|A])) tiempo y O(IlA])
espacio, luego ésta es la complejidad del paso 1.

En el paso 2, cada vez que se verifique la condicién
EiéK(Ebi)' la reinicializacién de 1las variables 1l(a) y el
cémputo del correspondiente u requieren O(|A|) tiempo ¥y
espacio. Ahora bien: esta condicién puede darse a lo sumo una
vez, ya que los puntos estln ordenados circularmente segin C.

Por otro lado, el que los puntos estén ordenados segin
C, permite realizar (mediante un algoritmo trivial) el resto
de las etapas de los pasos 2 y 3 en tiempo y espacio O(}Al).

Se sigue por tanto que la complejidad del algoritmo
viene dada por el paso 1, i.e.: O(|Allog(lAl)) tiempo y

O(IlA]l) espacio, como queriamos demostrar =
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Corolario 4.1,
Dados xeS, Ng(x) ¥ {ext(ada(x)): aeA, a#*x}, el algoritmo
geométrico anterior calcula us(x) en O(lA|log(lA]l)) tiempo Yy

O(IAl) espacio.

Observacién 4.2,

El algoritmo anterior requiere como entrada Ns(x) Yy
{ext(ada(x)): aeA, a#x}.

Para conjuntos S con estructura especial, Ns(x) puede
determinarse facilmente; tal es el caso, por ejemplo, si S es
un poliedro. En efecto:

Fijado xeS, denotemos por F(x) la cara de S que contiene
al punto x y es de dimensién minima (i.e.: F(x) es la dnica
cara de S tal que xeri(F(x))).

Ns(x) es siempre un cono cerrado convexo plano con
vértice en cero, cuya forma depende de 1la dimensién
dim(F(x)) de la cara F(x). Estudiemos en primer lugar el caso
en que S es un poliedro con interior no vacio.

+ Caso dim F(x) = 2:

‘X es un punto interior de S, luego Ns(x)={0}.
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+ Caso dim F(x) = 1:

N (x) es el rayo con vértice en 0, ortogonal a F(x),
y apuntando hacia el exterior de S.

+ Caso dim F(x) = 0:

Se tiene que x es un vértice de S. Ns(x) es el cono
convexo de vértice 0, cuyas direcciones extremas son los
rayos ortogonales a las caras adyacentes al vértice x, y que
apuntan hacia el exterior de S.

Si S es un segmento no degenerado o0 un rayb, se sigue
que Ns(x) es la recta r por el origen ortogonal a S si dim
F(x)=1; si dim F(x)=0, (i.e.: x es un vértice de S), entonces
Ns(x) es el semiplano h por el origen tal que bd(h) = r, y
ademés (h+x)nS = {x}.

En cuanto a {ext(ada(x): aeA, a#x}, (la otra entrada en
el algoritmo), en general, no se puede obtener exactamente.

Si es posible hacerlo, por el contrario, en algunos
casos de interés, como es el caso en que cada d? viene
inducida por wuna gauge ©poliédrica (véase 1la seccién
siguiente). Para 1la norma euclidea, el célculo de 1los
(sub)diferenciales involucra el uso de raices cuadradas. No
obstante, el algoritmo geométrico puede usarse también si
sustituimos cada (sub)gradiente por un miltiplo positivo
de él. Asi, podemos dar como entrada Vdaz(x)=x-a en lugar de

Vda(x).
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Los resultados anteriores permiten asimismo establecer

cotas sobre la variacién de la funcién objetivo cuando varia

el vector de pesos.

. - |A .
Fijado w=(wa)a€A§W-(0,+m) l, sea uslw(-) la funcién

“S,w(x) = max ZaeA w(a)aa(x,y)
yeS

donde 3,(x,y) es la funcién de preferencias binarias,

1, si d_(y)<d_(x)
aa(le) = { a a

0, en caso contrario

Teorema 4.4,

Para xeS, sea T(x) el conjunto

[Al,

T(x) = { te{0,1} 7'+ (-Ng(x))nH(U ad, (x)) = e}

aeA:ta=l
Dadas una norma lI+<Il y su dual 1+1° en RlAI, se tiene:
Me .(X) = He o(X)] = Iw-vI max 1tn® v, wew
Siw S/v teT(x)
Demostracién.
i (x)-u (x) = méax <w,t> - max <v,t>
Srw S,V teT(x) teT(x)
Sea t’eT(x) tal que <w,t">=max <w,t>. Aplicando 1la
teT(X)
desigualdad de Cauchy-Schwartz, se sigue que
He (X)=Ue (%) 5 <w-v,t > = dw-vi 1t 1° = iw-vi max nen®
S,w S,v
teT(X)
Andlogamente se prueba que
[o]
il (X))~ (%) = lIw-vii max nen
Siv S,w teT(x)

con lo que se tiene lo pedido =
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Observacidén 4.3.
Este resultado es particularmente Gtil cuando n-1° es
. . 0 0 A
una norma mondtona, i.e.: lull'slivil® vu,ve[0,+=) ; usv.

(Por ejemplo, toda norma lp es mondétona).

Para normas fi«I° mondtonas, se sigue que
max  1th® = max  nei’
teT(X) teE (X)

donde E(x) es el conjunto de puntos de T(x) no dominados en
T(x), esto es:
E(x) = {teT(x): no existe tfeT(x) tal que tst‘, tat'}
Obsérvese que los puntos de E(x) son construidos en
alguna de las etapas del algoritmo 4.1, y contiene a lo sumo
2|/A| elementos. El1 algoritmo anterior se puede adaptar

facilmente para que también devuelva el valor méx ntu°, lo
teE(x)

que serd de gran interés préctico para conocer las posibles
variaciones en la funcién objetivo cuando los pesos sean
obtenidos a través de estimaciones, luego puedan venir
afectados por errores.

Ejemplo 4.1.

Acotemos la posible variacién de Mg w(x) cuando w varia
14

en el conjuntc W={we(0,+oo)|AI: lwl—wzl s aiw:, 1si<|A|} para
unos ciertos we(0,+n) B!, a=(51,..,a|A|)e(o,1)'A1.
Sea I+l la norma dada por llull = méx {hﬂl/(vcax)}.

i
Es facil comprobar que 1-1° viene dada por

o _ n hd !A]
hall Zx=1 LACH Iuil YueR

que, evidentemente, es una norma monétona. Por consiguiente,

»
éd_t

- . o _
Ius,w(x) uslw*(x)l s llw-w I max ned max ZaeA w3t

teE(x) teE (x)
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4.3. CENTROIDES CON GAUGES POLIEDRICAS

El objetivo de esta seccién es determinar un centroide
para el problema

min (da(a,x): aeh)
xeS

cuando S es un poliedro de R® y cada punto de demanda mide
las distancias a través de una gauge poliédrica, i.e.: cada
distancia est& inducida por una gauge cuya bola unidad es un
poliedro.

El resultado fundamental es el corolario 4.5, que reduce
la bisqueda de un centroide a un conjunto finito de puntos,
que podrédn ser evaluados usando el algoritmo 4.1. de la
seccidén precedente.

La herramienta tedrica utilizada es el concepto de
conjunto convexo elemental, desarrollado por Durier vy
Michelot. Referimos al lector a los trabajos de estos autores
(e.g. Durier-Michelot, 1985; Durier, 1990) para una mejor

comprensién de los resultados.

Definicién 4.1. (Durier-Michelot, 1985).

Sea AcR" un conjunto finito no vacio, y, para cada ae€A,
sea d® una métrica inducida por una gauge poliédrica con bola
unidad B,. Se dice que un conjunto CcR” es un conjunto

convexo elemental (c.c.e.) sii es de la forma
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C = ngea (a+N(p,))
donde, para cada ae€A, paeBg (la bola polar de Ba), Yy N(pa) es

el cono normal a B; en p,.

El concepto de conjunto convexo elemental ha sido
ampliamente usado para abordar el problema de la eficiencia
en problemas sin restricciones. Nosotros proponemos una
extensién natural de este concepto para problemas con
restricciones ©poliédricas, conservandose las propiedades
del caso sin restricciones.

Definicidén 4.2.

Sean AcR" un conjunto finito no vacio, {da: aeA} una
familia de métricas en R" inducidas por gauges poliédricas, y
sea S un poliedro no vacio de R".

- Se dice que un conjunto CcR" es un conjunto convexo
elemental en S (c.c.e. en S) sii es de la forma

C = CnF
para algan C*, c.c.e. (segin la definicién 4.1), y una cara F
de S.
- Se dice que un punto xeS es un punto de interseccidn

en S sii es un punto extremo de algin c.c.e. en S.

Observacion 4.5,

En el plano, el conjunto I de puntos de interseccién en
S tiene una sencilla representacién: para cada aeA, y cada
eeext(Ba), sea r(a,e) el rayo

r(a,e) = {xeRZ: x=a+te, tz0}
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Se sigue que el conjunto I consta de 1los siguientes

puntos:
i) AnS.
ii) ext(S).

iii) Los puntos extremos de los conjuntos (posiblemente
degenerados a un punto) de la forma r(a,e)nS para ae€i,
eeext(B_).

a

iv) Los puntos extremos de los conjuntos (posiblemente

degenerados a un punto) de la forma r(al,el)nr(az,ez)ns con

al,azeA, e1€GXt(Bai)’ i=1,2.

En particular, si |ext(Ba)|=O(r) YaeA, entonces

IT1=0( |AI°c?+ext(S)).

Un ejemplo aparece en la figura siguiente: S es el

b

rectangulo, y A={a,b,c}, siendo d® 1la norma 1., Y d°=d® 1la

norma ll .
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Para cada aeA, denotemos por da la funcién d(a,-).

Teorema 4.5.

Sea S un poliedro en R", A un conjunto finito en R" y
{da:aeA} una familia de métricas en R” inducidas por gauges
poliédricas.

El conjunto de centroides Z(S) para el problema

min (d_(x):aeh)
a
XeS

es una unién de c.c.e’'s en S acotados.

Demostracioén.

Basta probar que para todo centroide x existe un c.c.e.
D en S acotado tal que xeDcX(S).

Sea x un centroide. Para cada aeA, sea V(a) el conjunto
de puntos extremos de Bg, y sea V*(a) el conjunto

Vi(a) = {veV(a): d_(x) = <v,x-a>}
El conjunto C,
C = {zeR" : d_(x) = <v,x-a> ¥veV(a) VvaeA}

es un c.c.e. en R° (i.e.: seqgin la definicién 4.1) (véase
Durier-Michelot, 1985).

Como xeS, existe una Gnica cara F de S tal que =xeri(F)
véase, e.g., Brondsted, 1983).

Evidentemente, el conjunto CnF es un c.c.e. en 8S.

Probemos que CnF est& contenido en X(S). En efecto: sea
d4={A’cA: XeWE(A’',S)}. Por el teorema 1.6., para probar que
CnFcZ(S), basta probar que |

CAF € Mp,oy WE(A',S)
En primer lugar, del teorema 6.2. de Durier (1990), se

sigue que xeri(C), luego
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xeri(C)nri(F)
por lo que, como cada da es lineal en C,
ada(x) < ada(y) VyeCnF (*)
Ns(x) < Ns(y) VyeCnF (**)
Dado A’ed, del teorema 4.1 se sigue que

(~Ng (x))nH(U ad_ (x) )=

aeA’
luego, por (*) y (**),
(-Ns(y))nH(UaeA,ada(y)):@ vyeCnF
i.e.: (usando de nuevo el teorema 4.1.)
CnF < WE(A',S)

Como CAFcWE(A’,F) VA’ed, se sigue del teorema 1.6 que
CnFcZ(S). Ademds, CnF es acotado, ya que X(S) lo es (por
serlo WE(A,S): véase, e.g. Plastria, 1983).

Se tiene por tanto que

¥xeZ(S) 3D, c.c.e. en S acotado / xeDcZ(S)

luego se tiene el resultado =

Corolario 4.2.
En las hipétesis del teorema precedente, el conjunto I
de puntos de interseccién en S contiene al menos un centroide

del problema min (da(x): aeh).
XeS

Demostracidn.

El conjunto de centroides es no vacio. Dado xeZ(S), del
teorema anterior se sigue que existe un c.c.e. D en S acotado
tal que xeDcZ(S).

Por ser D acotado, tiene al menos un vértice, que es
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necesariamente también un centroide =
El teorema anterior establece la validez del algoritmo
siguiente:
Algoritmo 4.2.
Entrada: S (poliedro), AcR®, finito no vacio; {d%: aeA}
(una familia de métricas inducidas por  gauges
poliédricas), wz(o,m)lAl.

Salida: (x',u*), siendo x un centroide para el problema

min (d_(x): a€A) con peso w, y '=u (x).
xeS a S

PASO 1:

Calcular I, el conjunto de puntos de interseccién en S.
Tomar xoeI.

Hacer u‘e— us(xo), x‘<—-—-xo
PASO 2:

Para cada yeI, y#x, hacer:

{

Hacer ue—us(y)

Si u*>u, hacer u*e—us(y), x*e—y

Parar.

Para poder utilizar el algoritmo anterior, es necesario
un procedimiento de evaluacién de us(-) en cada punto de
interseccién en S.

Cuando la dimensién del espacio es 2, el algoritmo de la

seccién anterior permite obtener el siguiente resultado:
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Teorema 4.6,

Sea S un poliedro en Ef, dado por v restricciones
lineales, y sea A un conjunto finito no vacio en R>.

Si cada d2 viene inducida por una gauge poliédrica, con
bola unidad Ba dada por ext(Ba), Y Iext(Ba)|=O(r) vaeA, el
algoritmo anterior encuentra un centroide en tiempo

O( (1AI%c%+v) ({Allog(|Alr)+log(V))

Demostracidn,

En primer lugar, realizamos las siguientes tareas:

+ Para cada aeA, hallar y ordenar circularmente ext(Ba).

+ Determinar las restricciones no redundantes para S,
ordenando sus vectores normales circularmente.

- Hallar un punto en ri(S).

Estas tareas pueden realizarse (véase Preparata-Shamos,
1985) en tiempo O(lA|r log(r) + v log(v)).

Con esta informacién, un algoritmo trivial calcula
{(x,Ng(x)): xeI} en tiempo O(|AI’r® log(v) + v).

El conjunto I de puntos de interseccién en S tiene
cardinal O(|A1%3+v). Para cada xeI, podemos  hallar
{8d_(x):aeA} en tiempo O(lAllog(r)), y determinar Hg(x) en
tiempo O(IAllog(lAl)) (usando el algoritmo 4.1.).

Por lo tanto, todo el paso 2 puede realizarse en tiempo
O( (1AI1%c%+v) |Allog(IAlT)).

Sumando los tiempos de procesamiento de ambos pasos, se

tiene lo pedido =
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4.4. CENTROIDES CON LA NORMA EUCLIDEA

El caso particular mejor estudiado del problema de
determinacién de centroides para

min (da(a,x): aeh)
XeS

es bajo las hipdtesis de que S=R° y existe sélo una métrica
(i.e.: d®=d YaeA), estando ésta inducida por wuna norma
estrictamente convexa.

Bajo estos supuestos, se tiene (véase Drezner, 1982, y

especialmente Durier, 1990):

Teorema 4.7. (Drezner, 1982)
Dado we(o,m)IAl, el conjunto de centroides del problema

min_ (d(a,x): ae€A)
2
xeR

para el peso w cuando d(-,*) es la distancia euclidea puede

determinarse en tiempo O(IAI2 logz(IAl)) con O(lA|) espacio.

Teorema 4.8. (Durier, 1990).

Sea d(-+,+) inducida por una norma estrictamente convexa.

Dado we(O,m)lAi, el conjunto de centroides para el

problema minz(d(a,x): aeA) con peso w coincide con el de
xeR

centroides para la distancia euclidea.
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Las propiedades anteriores hacen del problema PRz,

P_2: min_ u_2(x)
xeR> R

un problema muy atractivo. Por un lado, puede resolverse
exactamente con una complejidad moderada (un tiempo
O(IAdzlogZ(LAI)) es suficiente); mAs adn: por el teorema 4.8,
los resultados y algoritmos propuestos son independientes de
la métrica usada en R°, tan pronto como ésta sea inducida por
una norma estrictamente convexa.

Esta propiedad de robustez frente a la distancia es de
sumo interés, pues evita el costoso (y posiblemente inexacto)
procedimiento de aproximacién de distancias reales por una
cierta norma (véase Brimberg-Love, 1991).

Sin embargo, asumir que el espacio factible es todo el
plano (i.e.: S=R2) puede ser una hipétesis muy poco ajustada
en algunos problemas reales (véase, e.g., la discusién en

Hansen-Peeters-Thisse, 1982).

En esta seccién estudiamos el problema PS’

Pg: min Hg(X)

XeS
bajo las hipbtesis siguientes:
« Hl: A es un conjunto finito no vacio de R°.
« H2: Se€(2)

+ H3: d(+,+) es la distancia euclidea.

Estudiemos en primer lugar la relacién entre los

problemas Fr? ¥ Fs
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La resolucién de P, parece a primera vista tarea mas

S

dificil que la de P_2, en tanto en cuanto muchas de las

R
propiedades de Hp? Y Z(RZ) no se generalizan a conjuntos
convexos cerrados arbitrarios, como ponen de manifiesto los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.2,

Sea A el conjunto A={a,b,c} de 1la figura, y S el
tridngulo marcado con linea gruesa. Para los pesos w(a) =
w(b) = 1/4, w(c)=1/2, es facil comprobar que S(R%) = {C}.

En cambio, puede probarse (por ejemplo, usando la
metodologia que desarrollaremos en esta secciédn), que
Z(S)={c,v}: un conjunto no conexo.

Para los mismos conjuntost y S, pero con vector de
pesos w(a)=1/3, w(b)=2/9, w(c)=4/9, se tiene que

Z(R®) = {c} , E(8) = {v}

luego Z(RZ)nZ(S) = g,




Ejemplo 4.3.

Consideremos ahora el problema en el que A={a}, y S es
un conjunto convexo cerrado arbitrario tal que aeS.

Evidentemente Z(RZ) = {a}, y Z(S) = {projs(a)}. Si la
métrica euclidea es sustituida por otra métrica inducida por
otra norma estrictamente convexa, el correspondiente Z(S)
serd la proyeccién de a sobre S; al depender ésta de la
norma, se sigue que no se generaliza a problemas con
restricciones el resultado antes mencionado de invariancia

con respecto a la métrica.

Los ejemplos anteriores ponen en evidencia que los

problemas PS y P2 son esencialmente distintos. Sin embargo,

R
como veremos en los siguientes resultados, existe una
estrecha relacién entre ellos; de hecho, el algoritmo de
resolucién que proponemos para problemas restringidos no hace
otra cosa que resolver el problema sin restricciones y
evaluar Mg en un conjunto finito de puntos.

El resultado clave que permite resolver el problema P
es el teorema 2.4., que caracteriza el conjunto WE(A,S) como
la proyeccién sobre S de H(A).

Se tiene:

Teorema 4.9,

us(x) = max {w(A’): A’cA, xeprojSH(A')}
Demostracidn.

Inmediata a partir de los teoremas 1.6 y 2.4 =
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Teorema 4.10.

i) “S(X)SMRZ(X) VxeS

ii) us(x)=umz(x) Vxei(S)

Demostracién.

i) se sigue directamente de la definicidén de Hg Y Hp2-

Para probar ii), sea xei(S), el interior de S. Por el
apartado i), basta probar que us(x)Qﬁf(x). Sea y@RZ, Y*X;
por convexidad de S, existe un punto zei(S) contenido en el
segmento abierto (x,y) de extremos x e y.

Por convexidad de las funciones da(~), se sigue que

{aeA: d(a,y)<d(a,x)} < {aeA: d(a,z)<d(a,x)}
Por lo tanto,
w({aeA: d(a,y)<d(a,x)}) = w({aeA: d(a,z)<d(a,x)}) = us(x)

de donde se deduce que (y era un punto arbitrario en Rz, y*x)

]

méxzw({aeA: d(a,y)<d(a,x)}) max w({aeA: d(a,y)<d(a,x)})
yeR yeR?\ {x}

sus(x), luego se cumple lo pedido =

Teorema 4.11.

Si Z(S)ni(S)=e, entohces

i) T(R*)nS < Z(S)

ii) T(R®)ni(S) = E(S)ni(S)

Demostracidn.

Por hipdtesis, existe xeX(S)ni(S). Por el teorema
anterior, us(x)=umz(x).

i): Para todo yeZ(Rz)nS, se tiene (haciendo uso del
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teorema anterior y de la definicién de Z(-+)):

He(Y) = Mp2(Y) = Mp2(X) = He(X) = min uo(z)
s R R s jpplle

Por lo tanto, se tiene que

ug(y) = min ug(z) vyeSnZ (R%)
zeS

luego se da 1i).

ii): En virtud de iy, basta demostrar que
Z(Rz)ni(S):Z(S)ni(S). Lo probaremos por reduccién al absurdo:
supongamos que existe yei(S)nZ(S), yeZ(RZ).

Por consiguiente, existe un cierto zeR® tal que

max {w(A'): A’'cA, z¢H(A')} = uRa(z) < umz(y)
Dada la familia 4,
4 = {A’cA: w(A’)zumz(y)}
se sigue que zeWE(A’,R2)=H(A’) VA'ed, i.e.:
Z€MNp 1 ey H(A')

Por consiguiente (usando el teorema 2.4.),

Projg(z) € Narey Prodg(H(A')) = Ny, oy WE(A',S) (%)

Como

us(projs(z)) = max {w(A’): A’'cA, projs(z)¢WE(A',S)}
se sigue que

g (Projg(z)) < upa(y)

Como yei(S), por el teorema anterior, uthy) = us(y),

luego
Hg(Projg(z)) < ug(y)
contradiciendo la hipétesis de que yeZ(S). Con esto, queda

probado ii) =m
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Corolario 4.3.

Sean a y B definidos como sigue:

min2 ule(x), si Z(le)nil(S)xz
o = XeR

+0, C.C.
g = min us(x)
xebd(S)

Se tiene:

i) Si a<B, entonces £(S) = Z(R®)nS.

ii) Si a=B, entonces I(S) = (Z(R®)nS) u (Z(S)nbd(S))

iii) Si a>B, entonces Z(S) < bd(S).

Demostracién.

i): Si a<B, en particular i(S)nZ(Rz)ia. Sea
xei(S)nZ(Rz). Por definicién de B, se tiene que umz(x) <
uS(y) Yyebd(S). Por el teorema 4.11., “RZ(X)=“S(X)’ luego

(S)ci(S), i.e.:

£(S) = i(S)n(8)

Como Z(S)=#o (us(‘) toma un conjunto finito de valores),
estamos en las hipétesis del teorema precedente. Por la parte
ii) de dicho teorema,

1(S)nZ(S) = i(S)nZ(R%)
Por otro lado, aplicando i).del teorema anterior,
i(8)nZ(R%) < SAZ(R®) ¢ Z(S)
Uniendo la cadena de inclusiones anteriores,
Z(S) < SnT(R?) < =(S)
por lo que se verifica i).
Partes ii) y iii) se prueban andlogamente, por lo que no

serédn demostradas =
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En virtud del teorema precedente, podemos seguir el
siguiente esquema de optimizacién de Pg:

+ Resolver P_2: min2 umz(x).

R xeR
.+ Resolver Qg min uS(Y)
yebd(S)

- Aplicar el teorema anterior.

El problema Pp2 puede ser resuelto utilizando el
algoritmo propuesto por Drezner (1982).

Para la resolucién de Qg podemos usar la metodologia de
la seccién anterior, reduciendo el problema, como mostramos a
continuacién, a evaluar un conjunto D(S) finito de puntos,
con |®(S)|=O(LAF) (cada uno de estos puntos podra evaluarse
evidentemente usando el algoritmo 4.1.).

En efecto: en virtud de los teoremas 1.6. y 4.1., cada
conjunto de nivel Ls(a) = {xeS: us(x)sa} es la interseccidn
de conjuntos de la forma WE(A’,S)=projS(H(A')) para ciertos
A’cA.

Evidentemente, cada conjunto bd(S)nprojSH(A') (y por
tanto sus intersecciones) consta de un nimero finito de arcos
cerrados, cuyos puntos extremos pertenecen al conjunto

Projg(A’\i(S)) v {ext(H({a,b})nbd(S)): a,beA’, a#b}

Considérese el conjunto D(S), definido como sigue:

D(s) = projS(A\i(S)) v {ext(H({a,b})nbd(S)):a,beA, a=b}
que es un conjunto con cardinal O(IAIZ).'

Un ejemplo aparece en la figura siguiente:
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Se tiene:
Teorema 4.12,
Si D(S)=e, entonces X(S) ='SnZ(R2). En caso contrario,
D(S) contiene al menos una solucién 6ptima de QS'
Demostracidn.
Si D(S)=¢, se sigue que Aci(S). Como S es cerrado y
convexo, es H(A)ci(S), por lo que se tiene:
e * £(S) < WE(A,S) = projg(H(A)) = H(A) c i(8)
Por el teorema 4.11., (i(S)nZ(S)=2),
T(S) = i(S)nZ(S) = i(S)nZ(R?) < SAZ(R®) < Z(S)
Por lo tanto, Z(S) = SnZ(RZ), luego se tiene lo pedido.
Si D(S)=2e, la construccién de D(S) y los comentarios
previos al teorema prueban que D(S) tiene al menos una

solucién 6ptima de Q; =



El conjunto D(S) es un conjunto finito dominante para
el problema Qg- |

La estructura del conjunto bd(S)nZ(S) confiere a D(S) un
papel mAs importante atin: como veremos a continuacién, a
partir de D(S) podemos obtener no s&lo una sino todas las
soluciones &éptimas del problema Qg -

Para ello, introducimos la siquiente notacién: dados dos
puntos x,yeD(S), y un punto =zebd(S)\{x,y}, denotemos por
arc(x,z,y) el dnico arco en bd(S) que contiene a z y cuyos
extremos son x e y.

Se tiene:

Teorema 4.13.

Sean x,yeD(8S). Sea z ebd (S)\{x, v} tal que

arc(x,z ,y)nD(S)={x,y}

Si z es una solucién 6ptima de QS’ entonces todo punto
zearc(x,z,y) es solucién 6ptima de Q-

Demostracién.

Sea 4={A’cA: w(A’)>uS(z*)}. Se sigue que

2 €Npareq WE(A'/S) = Ny, y PEOIg(H(A'))

Por construccién de D(S), y debido al hecho de que

arc(x,z',y)nD(S)={x,y}, se sigue que
arc(x,z ,y) ¢ Nareq PEOIg(H(A')) = n,, 4 WE(A',S)

luego se tiene el resultado =
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El siguiente algoritmo caléula todos los centroides del

problema min (da(x): ael)
XeS

para un peso w dado:
Algoritmo 4,3.
Entrada: A (finito no vacio en Rz), Se6(2).

Salida: (u‘,Z*), con pu'=min us(x), Z’=Z(S), el conjunto
XeS

de centroides. es.

PASO 1:

Hallar D(S).

Si D(S)=o, hacer Be—+w. Ir al paso 3
PASO 2:

Hallar {xeD(S): us(x)=min Mg(Y)}-
yeD(S)

Hacer Be-min us(y).
yeD(S)

PASO 3:

Hallar (R?)

Si i(S)nZ(R?)=o, hacer ae—+wm.
En caso contrario, hacer:

{

Hacer a¢e—min_ p_2(x).
2 "R
xeR

Si a<B, hacer Z'e—SnZ(RZ), u'e—a. Parar.

Hallar I ={xebd(S): Hg(x)=B}.

Hacer u*e—B, Z'e~I
Si a=g8, hacer = = u(Z(R?)nS)

Parar.
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Teorema 4.14.

Sea S un poliedro en R° dado por v restricciones

lineales.

El algoritmo anterior describe Z(S) en tiempo

O(1a1*log(|Al)+|Al%v+viog(V))

Demostracidn.

La validez del algoritmo es consecuencia de los teoremas
anteriores. Estudiemos su complejidad:

En el paso 1, son necesarias las siguientes tareas:

- Para cada aeA, hallar projs(a). |

- Para cada par a,beA, azb, hallar ext([a,b]nS).

Identificando previamente las restricciones no
redundantes de S, ordenando circularmente 1los vectores
normales a éstas, y hallando un punto en ri(S), un algoritmo
trivial permite realizar el paso 1 en O(LAFv+vlog(v))
tiempo.

Se obtiene asi el conjunto D(S), con O(IAJz) elementos,
para cada x de los cuales hay que hacer:

+ Calcular Ng (x)

- Calcular {ada(x): aeA, a#x}

+ Evaluar us(x)
y finalmente hay que calcular el méximo de O(IAJZ) elementos.

Evaluando Hg con el algoritmo 4.1. y usando algoritmos
triviales para el resto de las tareas, se sigue que los pasos
1-2 pueden realizarse conjuntamente en tiempo

0(1Al1°1og(iAl) + [AI%v + vlog(v))
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En el paso 3, hallar Z(Rz) requiere O(lAleogZ(lAl))
tiempo (Drezner, 1982), y Z(Rz) es un politopo con O(lA])
vértices (Drezner, 1982).

Como la interseccién de dos poliedros puede hacerse en
tiempo y espacio lineal en la suma del niGmero de vértices
(ver O’Rourke et al., 1982), se sigue que a puede obtenerse
en tiempo

O(1Al%1log?(IAl)+v)

Si azB, hay que calcular I. Por el teorema precedente,

esta tarea puede hacerse del modo siguiente:

« Hacer I=p.

3

Ordenar circularmente los elementos de D(S).

+ Recorrer D(S) en sentido contrario a las agujas del
reloj. Para cada dos puntos x,yeD(S), adyacentes en D(S),
tales que ({x,y}c{zeD(S): us(z)#B}, determinar un punto 2z
intermedio, i.e.: hallar z tal que arc(x,z,y)nD(S)={x,Y};
evaluar Mg(z) ¥ anadir arc(x,z,y) si Hg(Z)=B.

Como |D(S)|=O(IAI2), se sigue que I puede construirse
con tiempo no superior a la cota obtenida para los pasos
anteriores. En definitiva, el algoritmo puede ejecutarse en

el tiempo anunciado =
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CAPITULO V

LOCALIZACION MULTIOBJETIVO

DE UN CENTRO REPULSIVO




5.1. RESULTADOS GENERALES

En los capitulos anteriores hemos estudiado diversos
aspectos del problema multiobjetivo de localizacién de un

punto de servicio P(A,S): min (d(a,x): ae€A).
XeS

En los modelos considerados, buscamos el conjunto de
soluciones que minimizaran el vector de distancias
(d(a,x):aeh); se partia por tanto de la hipétesis de que el
servicio es atractivo, i.e.: todos los puntos de demanda
desean la facilidad tan préxima a ellos como sea posible.

Si bien éste es el caso de ciertos servicios, como
escuelas, hospitales, centros comerciales, hay toda una gama
de facilidades (vertederos de basura, centrales nucleares,
instalaciones militares, etc.) que, por su naturaleza
contaminante o peligrosa resultan repulsivas para los puntos
de demanda, que desean la facilidad tan alejada de ellos como
sea posible.

En este capitulo estudiamos esta situacién, conocida en
la literatura como Localizacién de centros repulsivos (véanse
los trabajos de Goldman-Dearing, 1975; Chatterji, 1987;
Erkut-Neuman, 1989), a través de la determinacién del
conjunto de soluciones (débilmente) eficientes del problema

multiobjetivo P (A,S):
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P (A,S) .mé::s: (d(a,x): aeA)
Xe

bajo las hipdétesis siguientes:
+ Hl: A es un conjunto finito no vacio de R%.

- H2: S es un conjunto compacto no vacio.

Denotaremos por WE (A,S) (respectivamente por E (A,S))
el conjunto de soluciones débilmente eficientes (respec.

eficientes) del problema P (A,S).

Entendemos que el estudio del problema P (A,S) esta
plenamente Jjustificado: En el trabajo de Erkut y Neuman

(1989) se dice:
"El proceso de decisién de localizacién de un
servicio repulsivo deberia constar de dos fases. En
la primera, (generacién de localizaciones) se
identificaria un conjunto pequefio de posibles
localizaciones, y en 1la segunda fase (seleccidn)
deberia finalmente seleccionarse la localizacién"

La determinacién de los conjuntos WE (A,S) y E (A,S)
corresponde, evidentemente, a la primera fase del proceso de
decisidén: eliminamos aquellas (y s6lo aquellas) alternativas
para las cuales exista otra que es mejor componente a
componente, dejando al decisor la udltima palabra (segunda
fase).

Ademé&s, por ser S un conjunto compacto y no vacio, se
tiene que las alternativas de WE (A,S) y E(A,S) dominan al

conjunto S:
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Teorema 5.1.
Se tiene:
i) vxeS\E (A,S) 3yeE (A,S) tal que
d (y) = d_(x) vaeA
da(y) > da(x) para algin aeA
ii) vxeS\WE (A,S) 3JyeWE (A,S) tal que
da(y) > da(x) vYaeA
Demostracidn,
i) se sigue del teorema 1.4. Para ii), considérese
xeS\WE (A,S). Por definicién, existe yeS tal que
da(y)>da(x) vaeA
Si yeWE (A,S), se tiene el resultado. En caso contrario,
y¢E (A,S). Aplicando i), existe zeE (A,S) (luego zeWE (A,S))
tal que
da(z) z da(y) > da(x) vaeA

por lo que z cumple lo pedido =

Observacién 5.1,

El resultado del teorema anterior deja de ser cierto tan
pronto como se suprima la hipétesis de acotacién de S. En
efecto: en tal caso, podriamos construir una sucesiédn {xk} en
S tal que

vxeS 3JkeN tal que da(xk)>da(x) vaeA
Para ello, dado xeS, basta tomar keN tal que

d(O,xk) > méx 2d(0,a)+d(0,x)
aelA

con lo que se tendria que @ = WE (A,S) = E (A,S).
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Bajo las hipétesis anteriores, si |Al=1l, (i.e.: A={a}),
la determinacién de WE (A,S) y E(A,S) es elemental, (al
menos en teoria) ya que se reduce a determinar el conjunto de
soluciones 6ptimas del problema

max d(a,x)
xXeS

0, equivalentemente,

max dz(a,x)
XeS

Dada una dcc {Sj:jeJ} de S, como dz(a,-) es una funcidn
estrictamente convexa y cada Sj es un conjunto convexo
cerrado y no vacio, dz(a,-) s6lo puede alcanzar su maximo
(restringida a SJ) en puntos extremos de Sj. Se tiene por

tanto el siguiente resultado:

Teorema 5.2.
Sea {Sj:jeJ} una dcc de S, y sea V' el conjunto

V'={v'eU. JEXE(S ) d(a,v )=max d(a,v)}.
J€ . vereJeXt(Sj)

Se tiene:

WE ({a},S) = E ({a},8) =V

Con el &nimo de simplificar los enunciados, evitamos en
todo el capitulo esta caso trivial, imponiendo la hipétesis
adicional:

-« H3: |Al=2.
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5.2. CARACTERIZACION GEOMETRICA DE WE (A,S)

En primer lugar, probemos que WE (A,S) sélo depende de A
a través del conjunto de sus puntos extremos, ext(A). El
interés préctico de este tipo de resultados fue mencionado en
el capitulo 3.

Se tiene:

Teorema 5.3.

WE (A,S) = WE (H(A),S)
Demostracién.

Andloga a la del teorema 2.1. =

Corolario 5.1.

WE (A,S) = WE (ext(A),S)
Demostraciodn.
Por el teorema anterior,

WE (A,S) = WE (H(A),S) = WE (H(ext(A)),S) = WE (ext(A),S)

luego se tiene lo pedido =

Para cada aeA, sea N el cono normal al poliedro

H(A) en el punto a:

Nyay (@) = {gemzz <x,b-a>=<0 YbeH(A)}
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Como la funcién b——<x,b-a> es lineal, se tiene que
NH(A)(a) = {xeRZ: <x,b-a>=0 VvbeA} =
= {xeRZ: <x,b-a>=0 vbeext(A)}

Observacién 5. 2.

Como mencionamos en el capitulo 3, NH(A)(-) tiene una
sencilla representacién. De hecho, la familia {NH(A)(a): aeA}
puede obtenerse en tiempo O(|Allog(lA])) con O(|A]) espacio.

En efecto: dado el conjunto A, podemos construir su
cierre convexo, determinar sus puntos extremos y ordenar
éstos en sentido de 1las agujas del reloj en tiempo
O(lAllog(IAl)) con espacio O(IAl) (véase, e.g.,
Preparata-Shamos, 1985).

Con esta estructura, la caracterizacién dada en el

capitulo 3 permite calcular cada en tiempo

NH(A)(a)
constante. Por tanto, la familia {NH(A)(a): aeA} puede

obtenerse en tiempo O(lA|log(lAl)) con espacio O(IAl).

La familia {NH(A)(a):

determinacién de WE (A,S), como ponen de manifiesto los

aeA} juega un papel crucial en la

siguientes resultados. Dada una dcc de S {Sj: jeJ}, para cada
xeS, aeA, JjeJ, denotemos por \G(x,a) el conjunto de puntos
extremos del compacto convexo (posiblemente vacio)
Sjn(x+NH(A)(a)), il.e:

V,(x,a) = ext(Sn(x+Ny ,) (a)))
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Obsérvese que, dado que SJ es convexo -y cerrado, el
conjunto V}(x,a) consta .a lo sumo de los siguientes
elementos:

+ E1 propio x.

. ext(Sj)n(x+NH(A)(a)).

. Los puntos extremos de los segmentos (posiblemente
degenerados) de la forma

Sjn{x+td: t20}

para algin d, vector extremo del cono NH(A)(a)'

Evidentemente, si Sj es un poliedro, Vj(x,a) es un
conjunto finito, con IVj(x,a)152+|ext(Sj)l. Mas atn:

U,

Je\].",:le‘z&vj(x,a)l = |J](2lext(A) |+51;.|_p]ext(sj) 1)

J

Teorema 5.4.

Sea {Sj: jeJ} una dcc de S, y sea xeS. Son equivalentes:

i) XeWE (A,S)

ii) d(x,a)zd(y,a) Ver}(x,a), vYaeext (A), VieJ.

Demostraciodn.

Por el corolario 5.1., WE (A,S)=WE (ext(A),S). Sea xeS.

Considérese, para cada aeext(A), la funcién Wa=R%-—+Rr
v, (¥) =d(y,a)3-d(x,a)3=tyn*-1x1’-2<y-x,a>

Por definicién, xeWE (ext(A),S) sii

Vied, Vyesj Jaeext(A) tal que d(y,a) = d(x,a)

vied, Vyesj Jaeext (A) tal que wa(y)sO
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sup méx min wa(y)so (*)
jed yeSj aeext(A)
Ahora bien: dados beext(A), yeS, wb(y) = min wa(y)
acext(A)

sii nyn®-nxu®-2<y-x,b>slyl’-uxi®-2<y-x,a> vaeext(A), lo que

ocurre sii yex+N Por (*), se tiene que

H(A)(b)'

XeWE (A,S) sii Ozsup méx max {Y_(y): yeS n(x+N (a))}
jeJ acext(A) a . H(A)

Evidentemente, wa(-) es una funcién convexa, y cada

waX+NH(A)(a)) es un conjunto compacto convexo, luego wa(-)
alcanza el maximo del problema (restringido a
Sjn(x+NH(A)(a))) en algin punto extremo del conjunto

factible, i.e.: en algin erj(x,a).
Se tiene por tanto que

XeWE (A,S) sii 0 = sup méx méx {y,(y): yeV (x,2)}
jeJ acext(A) .

lo que ocurre sii se da ii) =

Por definicién, un punto xeS es débilmente eficiente

para el problema multiobjetivo P (A,S) sii
ScUaeA {zeR*: d(a,z)=d(a,x)}

Es decir: xeWE (A,S) sii el conjunto de bolas centradas
en los puntos de A y con x en la frontera cubren el conjunto
factible S.

Los resultados anteriores permiten establecer el
siguiente test de eficiencia, finito cuando S admite una dcc

poliédrica finita:
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Algoritmo 5.1.

Entrada: A (finito no vacio),{Sj:jeJ} (una dcc de S§), x.
Salida: cierto, si xeWE (A,S); falso, si xeWE (A,S).

PASO 0. Determinar ext(A) y {NH(A)(a): acext(A)}.

PASO 1. Determinar Vj(x,a) para cada aeext(A), jeJ.

PASO 2. Si Jaeext(A), jed, erj(x,a) tal que
d(x,a)<d(y,a), devolver falso; en caso contrario,

devolver cierto.

El objetivo de esta seccién es mucho mis ambicioso que
obtener un test de eficiencia como el anterior: queremos
caracterizar (y dar un procedimiento constructivo de
determinacién) todo el conjunto WE (A,S) cuando S es un
conjunto arbitrario compacto.

El teorema 5.4. proporciona una caracterizacién de
WE (A,S) que, como veremos a continuacién, permite obtener
analiticamente dicho conjunto.

Para cada lado ¢ no degenerado de H(A), &=H({a,b}),
a,beext(A), a#b, denotemos por Dir(Z) el conjunto de vectores
unitarios extremos de NH(A)(a)nNH(A)(b).

Evidentemente, si H(A) tiene interior vacio (i.e.:
H(A)=!), entonces Dir(f) consta de los dos vectores unitarios
(opuestos) normales a ¢; si H(A) tiene interior no vacio,
entonces Dir(f) es el vector unitario d, normal a ¢, tal que

<d,c-a> s 0 VceH(A)

Para cada lado ¢=H({a,b}) de H(A), y deDir(¢),

establecemos la siguiente notacidn:
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+ r(l) es la recta que contiene al lado ¢

- h(¢,d) es el semiplano {x: <x-a,d>=0}, i.e.: h({,d) es
el semiplano cerrado con bd(H({,d))=r(¢), y d apuntando hacia
él.

+ 0, es la simetria axial de eje r(¢).

¢
Dados dos puntos x,yemz, denotemos por (x,y) el segmento

abierto (eventualmente vacio) cuyos extremos son x e y.

Teorema 5.5,

Sea {Sj:jeJ} una dcc de S, y sea xeS. xe¢WE (A,S) sii se
da alguna de las dos condiciones siguientes:

i) 3 VEUjeJ
ii) 3 ¢, lado no degenerado de H(A), 3 deDir({) tal que

ext(Sj) tal que d(a,v)>d(a,x) Vvaeext(A).

xeK(¢,d), donde K({,d) es el conjunto
K(¢,d) = {zeS: ze(y,0,(y)) para algin yebd(UjeJSj)nh(Z,d)}
Demostracidn.
Por el corolario 5.1., WE (A,S)=WE (ext(A),S). Probemos
el resultado por doble implicacién. Sea xeS, xe¢WE (A,S); por
el teorema 5.3., existen aeext(A), jeJ, zer(x,a) tales que

d(x,a) < d(z,a) = min d(z,b) (*)
beext (A)

Ahora bien: los elementos de V}(x,a) pueden ser de uno
de los tres tipos siguientes:

I: El propio x.

II: Los puntos extremos de Sj contenidos en NH(A)(a)
III: Los puntos extremos de interseccidén de los rayos

{x+td:t>0} con bd(Sj), para algin d, vector unitario extremo

del cono NH(A)(a)'
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Evidentemenie, el punto z=x no verifica la condicién
(*), luego (*) es verificada por un punto z de los tipos II o
III.

Si z es del tipo II, por (*) se tiene la condicién i).

Veamos a continuacién que si z es del tipo III, se tiene
la condicién ii) del enunciado.

Por ser =z del tipo III,‘ zebd(SJ), existe d, vector
extremo unitario de NH(A)(a), y existe t>0 tales que z=x+td.

Como d es un vector extremo unitario de NH(A)(a)' se
tiene que deDir(¢) para algin lado ¢ (no degenerado) de H(A),
adyacente al vértice de H(A) a (recordemos que aeext(A)).

Consideremos la simetria axial o Se tiene (z=x+td) que
zZ, XY oz(z) estén alineados. Por (*),

d(a,o)(z)) = d(a,z) > d(a,x)

Ademés, por ser da(o) una funcién convexa, se sigue que
xe(z,oe(z)).

Esto implica que existe a>0 tal que 0, (2)=x+r(x-2).

Por tanto,

z2-0,(2) = z-x-A(x-2) = (1l+A)(z-x) = (1+a)td

Como (1+a)t>0, se sigue que z- 2(2) es paralelo a d, con
constante de proporcionalidad positiva, luego zeh({,d), y con
esto queda probado que se verifica ii).

Probemos a continuacién el reciproco.

Sea xeS, x verificando i) o ii). Veamos que
X¢WE (ext(A),S)=WE (A,S).

El resultado es trivial si se da i), luego suponemos que

s6lo se da ii).
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Sean ¢, lado no degenerado de H(A), deDir(¢), JjeJ,
yebd(SJ)nh(e,d) tales que xe(Y,0,(Y)) - Probemos que
d(a,x)<d(a,y) vaeext(Ad).

Sea afeext(ﬂ)cA. Por definicién de h({,d), se tiene que

<y-a',d> = 0 (*)

Asimismo, por definicién de'Dir(E), se sigue que

<a-a',d> = 0 VvaeA (**)

Sea u un vector director de la recta r(f). Por (*), Y
por ser xe(y,o,(Yy)), se tiene que

3a,B, B>0 tal que y=a‘+au+Bd

Ja, [Al<B tal que x=a +aqu+rd
Sea aeA; por (*), se tiene que

v,t, ts0 tal que a=a +vu+td
Por tanto,

d®(a,x)-d*(a,y) = (z-1)? - (t-8)°
Como =0, B>0 y |AlI<B, se sigue que
d*(a,x)-d*(a,y) = (t-2)° - (T-8)% < O
Como a era un elemento arbitrario en A, se sigue que
d(x,a) < d(y,a) VaeA

como queriamos demostrar =

Recapitulamos los resultados obtenidos en esta seccidn
dando un algoritmo de determinacién de WE (A,S), finito

cuando se tiene una dcc {SJ:jeJ} finita poliédrica de S:
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Algoritmo 5. 2.
Entrada: A, {SJ: jeJ} (una dcc de S)
Salida: WE (A,S)
Ssi |Al=1, A={a}, hacer:
{
Hallar V,

V={v*ere ext(SJ): d(a,v’) = max d(a,v)}

J
vereJext(Sj)

Hacer WE (A,S)e«-V. Parar

}

En caso contrario, hacer:

{

Determinar ext(A)

Hacer T«—S

Para cada lado no degenerado ¢ de H(A), y cada vector
deDir(l), hacer T«T\K(¢,d)

Para cada velU ext(SJ), hacer

jed

Te— TnUaeeXt(A){zeRZ:d(z,a)zd(v,a)}

Hacer WE (A,S)«-T. Parar.

Ejemplo 5.1.

Considérese el ejemplo de la primera figura de la pégina
siguiente: S={(x,y): Ix|s3, Osy=3} y A={a,b,c}, con a=(-3,3),
b=(3,3), c=(0,0).
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En el algoritmo 5.2. partimos haciendo T«—S. Sea
Q=H({a,b}), y d1 el vector de Dir(%). Evidentemente,
K(ﬂ,dl)=g. Sea g=H({a,c}), Y d.2 el vector de Dir(g).

Al hacer Te—T\K(%,dZ), se obtiene el conjunto

siguiente:




Sea g=H({b,c}), Y cl.3 el vector de Dir(%).

Al  hacer Te—T\K(g,dﬁ, se obtiene:

Los conjuntos de la forma U {zeR?: d_(z)zd,(v)}

aeext (A)
no eliminan nuevos puntos de T, como muestra la £figura

siguiente:

Tras estas operaciones, el algoritmo se detiene dando el
conjunto de puntos débilmente eficientes:

WE (A,S) = bd(S) v {(0,t): Ost=3}



Observacidén 5.3.

Cuando S admite wuna dcc poliédrica finita, la
caracterizacién anterior permite calcular un centroide para
el problema

méx (d(a,x): aeA)
XeS

En efecto: siguiendo un razonamiento andlogo al descrito
en el capitulo precedente, es facil identificar un conjunto
finito dominante, i.e.: un conjunto finito que contiene al
menos un centroide, obtenido tomando intersecciones de
segmentos y circunferencias.

La evaluacién de la funcién objetivo en cada uno de
estos puntos puede hacerse fAcilmente utilizando el teorema
de caracterizacién anterior, y siguiendo la metodologia del
algoritmo 4.1. para seleccionar tan s6lo subconjuntos A’
maximales.

Si bien la determinacién de centroides para problemas de
localizacién de centros repulsivos no estéd justificada en el
contexto de localizacién competitiva, si lo estd en el
contexto de localizacién por votaciébn, como ha sugerido Labbé

(1990) en su trabajo sobre grafos.
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5.3. CARACTERIZACION GEOMETRICA DE E (A,S)

En esta seccién damos una caracterizacién geométrica de
E"(A,S) bajo las mismas hipétesis de la seccién precedente.

Por definicién, E (A,S)cWE (A,S). Si bien para el
problema multiobjetivo con centro atractivo vimos que
WE(A,S)=E(A,S), éste no es el caso para el problema que
estamos considerando, como muestra el siguiente
contraejemplo:

Ejemplo 5.2

Sean S={(t,0): Ost=2}, A={a,b}, con a=(0,0) y b=(1,0).

El punto a es solucién 6ptima del problema méx d(x,b),
XeS

por lo que aeWE (A,S). En cambio, d(a,a) = 0 < d(a,(2,0)), ¥y

d(b,a) = 1/2 = d(b,(2,0)). Luego a¢E (A,S) =

La construccién geométrica propuesta en la seccidn
anterior para determinar WE (A,S) puede ser usada también
para determinar el conjunto E (A,S).

En primer lugar, vemos que E (A,S) sélo depende de A a
través de ext(A):

Teorema 5.6,

E"(A,S) = E (ext(A),S)

Demostracién.

Andloga a la del teorema 2.1 =
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Siguiendo la notacién del teorema 5.5., se tiene:

Teorema 5.7.

Sea {Sj:jeJ} una dcc de S, y sea xeS.

xe¢E (A,S) sii se da alguna de las tres condiciones
siguientes:

i) xeWE (A,S).

ii) 3 vereJext(Sj) tal que

d(a,v)zd(a,x) vVaeext(A)
d(a,v)>d(a,x) para algin aeext(A)

iii) A no es colineal, y 3 ¢, faceta de H(A), 3deDir(?)
tales que xeK'(l,d), donde K'(Z,d) es el conjunto

K (£,d) = {zeS: z= p(¥) para algin yeU, ;bd(S )ni(h(¢d))}

Demostracién.

Probemos el resultado por doble implicacién. Sea
x¢E (A,S)=E (ext(A),S), y supongamos que no se verifican las
condiciones i) ni ii), i.e.: suponemos que xeWE (A,S), y X no
estd dominado por ningin punto de UjEJext(sj). Por definicién
de E (ext(A),S), existen jeJ, yeSj tal que d(a,y)zd(a,x)
vaeext(A), d(a,y)>d(a,x) para algin aeext(A).

Definiendo, para cada aeext (A), la funcidén

wa:z~—ed2(a,z)-d2(a,x), se sigue que

min v (y) = 0, max wa(y) >0 (*)
aeext(A) aeext (A)
Sea beext(A) tal que wb(y) = min wa(y). Se tiene que
aeext(A)

ye(x+NH(A)(b))nSj

Por ser XxeWE (ext(A),S), y por el hecho de que
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Yp(2) = min wa(i) Vzex+N

b
acext (A) H(A) )

se sigue que
0 = max {y,(2): za(x+NH(A)(b))nSj} z Y (y) 20

méx {Yy,(2): ze(x+Nyg 2, (D))nS} = Yp(y) = 0 (**)
Ahora bien: 1la funcidn wb es estrictamente convexa,
luego alcanza su méximo s6lo en puntos extremos del compacto

convexo (x+N )(b))nSJ. Por tanto, erJ(x,b)\{x}cbd(SJ).

H(A

Por hipétesis, yeext(sj), (en otro caso, se verificaria
ii)) luego 3d, vector unitario extremo de NH(A)(b), at>0
tales que y=x+td (»++).

Sea ¢ el lado no degenerado de H(A) que tiene a b como
uno de sus puntos extremos y a d como vector normal.

Por (*+), wb(y)=0, i.e.: d(b,y)=d(b,x). Por tanto,
(usando (***)), se tiene que

Y = 0y(x) (#2e°)

Por consigquiente, (y-x=td, t>0) yei(h(¢{,d)), luego
xeK*(Z,d).

Veamos por Gltimo que A no es colineal. En efecto: si A
fuese colineal, seria H(A)={; por (=*++), seria

d(a,y) = d(a,x) Vvael=H(A)

contradiciendo (*). Se tiene pues que A no es colineal, luego
hemos probado que se verifica la condicién iii).

La demostracién del reciproco es andloga a la realizada

en el teorema 5.5, por lo que no serd repetida aqui =
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Sencillés contraejemplos muestran que E (A,S) no es, en
general, un conjunto cerrado, lo que resulta conflictivo si
se desea integrar este conjunto en una metodologia
multicriterio de decisién.

Parece razonable aproximar en la préctica E (A,S) por
WE (A,S), que tiene mejores propiedades topolégicas y es mas
facil de obtener. El siguiente y Gltimo teorema muestra que
esta aproximacién es ajustada, en términos de medida de
Lebesque:

Teorema 5.8.

Supongamos que S admite una dcc {Sj:jeJ} poliédrica
finita. Entonces WE (A,S)\E (A,S) es un conjunto de medida de
Lebesgue nula.

Demostracién.

Probemos que WE (A,S)\E (A,S) estd contenido en un
conjunto K de medida de Lebesgue m(K) nula. Dado
xXeWE (A,S)\E (A,S), en x tienen que darse los casos ii) o
iii) del teorema 5.7.

Para el caso ii), como xeWE (A,S), necesariamente han de
existir jed, veext(sj) tales que

d(a,x) = d(a,v) para algan acext(A)
i.e.: xeKl, con
K ={zeS: 3Jaeext(A), VeujeJ ext(Sj): d(a,x)=d(a,v)}
Por el contrario, si se da iii), entonces xeKz, con
K ={zeS: z= oY) para algin ¢, jeJ, yebd(Sj)}
Por tanto, WE (A,S)\E"(A,S) c KUK . Como tanto K como

K2 tienen medida nula, se tiene lo pedido =
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Los resultados anteriores garantizan la validez del
algoritmo siguiente de determinacién de E (A,S). Definimos:
. Dado veR®, sea D(v) el conjunto
D(v)={zeR2:da(z)Sda(v) Vacext(A), 3acext(A) / d_(z)<d_(V)}
+ Para cada lado ¢=H({a,b} no degenerado de H(A), y cada

deDir(l), sea L(Z,d) = K(¢,d)uK (¢,d).

Algoritmo 5.3.
Entrada: A, {Sj:jeJ} (una dcc de S)
Salida: E (A,S).
Si |A|=1, A={a}, hacer:
{
Hallar Vv,

V={v €U, _ext(S ): d_(v )=max d_(v)}
jed ] a verEJext(Sj) a

Hacer E (A,S)«V. Parar.

}

Hacer T«-S.

Si A no es colineal, hacer:

{
Para cada lado no degenerado ¢ de H(A), y cada vector
deDir(¢), hacer T«-T\L(?¢,d).

}

Si A es colineal, hacer Te—T\UdeDir(H(A))K(H(A),d)

Para cada verEJext(Sj), hacer T«-T\D(V).

Hacer E (A,S)«T. Parar.
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Ejemplo 5.3.

Consideremos como aplicacién los conjuntos del ejemplo
5.1. Siguiendo la notacién de dicho ejemplo, denotemos por
a=H({a,b}), g=H({a,c}), g=H({b,c}), y, para cada i, sea di

el vector de Dir(g).

Partimos de T=S. Como A no es colineal, hay que eliminar
de T los conjuntos L(ﬁ'dl)' L(%'dz) Y L(%,d3)‘

El conjunto resultante aparece en la figura siquiente:

s

a

0 g
c

Los conjuntos D(v) no cortan a T, como se aprecia en la

figura siguiente:

a
b

Por tanto, E (A,S) = {(xX,y)eS: x=-3 6 x=3 6 y=0}
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