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INTRODUCCION

El objetivo de todo andlisis estadistico es obtener
conclusiones fiables a partir de los datos resultantes de una
experimentacién. La fiabilidad de las conclusiones del proceso es de
especial interés, ya que el analisis lse realiza sobre codificaciones
del fenémeno natural en estudio y las técnicas estadisticas que se
apliquen pueden verse fuertemente afectadas por algunas de las

observaciones realizadas.



Este problema ha provocado que diversos autores hayan
desarrollado métodos enfocados bien al desarrollo de nuevas técnicas
que no se vean influenciadas excesivamente por la modelizacién del
fenémeno natural, bien al analisis de la calidad de los datos, o bien
al estudio de aquellas observaciones que afectan considerablemente a

los resultados del analisis.

En este ultimo aspecto es donde se sitia el Andlisis de
Observaciones Influencia, el cual ha sido fundamentalmente

desarrollado en las dos ultimas décadas.

El objetivo de este trabajo se centra en la obtencién de
diversas medidas de influencia en el Modelo Lineal General como base
para abordar de una manera unificada los distintos modelos lineales

que pueden ser considerados como casos particulares de éste.

En el Capitulo I se plantea la problemdtica de las
observaciones influencia, analizdndose las diversas definiciones que
aparecen en la literatura, destacdndose los rasgos comunes presentes

en las mismas.

Asimismo, se presenta distintas metodologfas para abordar el
problema de la influencia y se recogen diversos resultados en el
Modelo de Regresiéon Lineal Mailtiple, por el hecho de ser el mas
tratado desde el punto de vista de la influencia y servir los métodos

aplicados en el mismo como pautas para el estudio en otros modelos.



En el capitulo II se obtiene una descomposicién de los
estimadores del Modelo Lineal General y se analizan los estimadores
resultantes al provocar algunas perturbaciones en dicho modelo, como
base para el andlisis de la influencia que se realiza en el capitulo

siguiente.

En el capitulo III se presenta un nuevo enfoque para el
estudio de la influencia, basado en el sesgo que sobre un estadfstico
provocan las observaciones consideradas individual o conjuntamente.
Este planteamiento se justifica relacionandolo con las

descomposiciones obtenidas en el capitulo anterior.

Con este enfoque se analiza la influencia en el Modelo
Lineal General, y se trasladan los resultados obtenidos a los modelos
de ANOVA de un factor y de Regresién Lineal Multiple, observando que
algunas de las medidas que se obtienen. para este Gltimo son semejantes

a medidas de influencia ya propuestas por otros autores.



CAPITULO |

OBSERVACIONES INFLUENCIA:
CONCEPTO Y TECNICAS DE ANALISIS



CAPITULO I : OBSERVACIONES INFLUENCIA: CONCEPTOS Y TECNICAS

1.1.- EL PROBLEMA DE LAS OBSERVACIONES INFLUENCIA
1.2.~ TECNICAS DE ANALISIS DE INFLUENCIA
1.2.1.- Medidas de influencia basadas en la omisién
1.2.2.- El esquema de la omisién en Regresién Lineal
Multiple

1.2.3.- Otros esquemas de perturbacién. Influencia Local



Con uno de los problemas que generalmente se enfrenta el
estadistico al realizar un estudio es, como se ha indicado en la
introduccién, el analizar el comportamiento de las observaciones
frente al modelo estadistico, asi como la fiabilidad y precisién de

las mismas.

Este andlisis puede realizarse, entre otros, bajo los

dos enfoques siguientes:



1.- La identificacion de aquellas observaciones que pueden
considerarse en algin sentido erréneas al desviarse marcadamente

del comportamiento del resto. ANALISIS DE OUTLIERS.

2.- La identificacién de aquellas observaciones que tengan un
efecto considerable sobre los resultados de las técnicas
estadisticas que se aplican en el estudio. ANALISIS DE

OBSERVACIONES INFLUENCIA.

En este capitulo se recogen los rasgos principales que
caracterizan las distintas definiciones que de observacién influencia
han dado diversos autores, indicdndose los inconvenientes que
presentan. Del andlisis de | estos rasgos y de los factores que
intervienen en el concepto se concluye la imposibilidad de dar wuna
definicién del mismo sin ambigiiedad, por lo que el analisis de
influencia debe tener cémo objetivo el proporcionar medidas de Ia
influencia que permitan la ordenacién ‘de las observaciones en funcién

de las misma, y no considerarlo como técnicas de identificacién.

Por ultimo, se realiza un estudio general de los distintos
métodos existentes para abordar el problema de la influencia,
recogiendo los resultados mas significativos obtenidos para el modelo
de Regresién Lineal Multiple por ser en éste donde més se han

desarrollado.



1.1.- EL PROBLEMA DE LAS OBSERVACIONES INFLUENCIA

Un gran nudmero de autores han presentado situaciones
practicas en las que existen observaciones experimentales que inciden
considerablemente en los Tresultados del andlisis, motivando Ila
necesidad de identificar tales observaciones, denominadas ~en la
literatura observaciones influencia, y evaluar sus efectos en el

estudio estadistico que se pretende realizar.

Ademas, siguiendo a Cook y Weisberg (1982), puede decirse,
que el andlisis de los datos experimentales, con objeto de encontrar
estos casos relevantes, es de gran interés para las conclusiones que

se obtengan de la experiencia por dos motivos:

1.- Da informacién referida a la fiabilidad de las conclusiones

y resultados obtenidos.

2.- Puede indicar 4reas del espacio muestral con efecto

informativo inadecuado para una inferencia fiable y estable.

No obstante, a pesar del gran ndimero de autores que han
estudiado este problema en distintos modelos estadisticos, ¥y del
nimero de técnicas propuestas para la identificacién de estas
observaciones, no existe una definicién objetiva de las mismas, quizas
motivado por los numerosos factores que intervienen en el problema, y
por la dificultad de clasificar los efectos de las observaciones sin

utilizar un criterio en el que intervenga la subjetividad del



experimentador.

En este apartado se intenta una aproximacién al concepto de
observacién influencia, analizando las distintas definiciones que

aparecen en la literatura.

Johnson y Kotz (1982) recogen:

« Las observaciones son consideradas como influencia
si su omisiéon de los daltos da lugar a cambios

sustanciales en rasgos importantes de un andlisis »

En este mismo sentido, Gray (1988), en su trabajo sobre la
clasificacién de medidas de influencia, redunda en esta cuestién al

referirse a las observaciones influencia en regresién:

« Una observacion se dice influencia si uno o mds
estadisticos de la regresién son alterados
sustancialmente por la omisién del caso en cuestién en

el andlisis »

Ambas definiciones utilizan el caracter de la omisién de la
observacién, cuando éste debe ser considerado cémo un método para

cuantificar el efecto que dicha observacién tiene en los estadisticos.

En la definiciébn dada por Belsley y otros (1980) se observan
matices distintos, pues ya no se habla de una observacién individual,
sino que apunta la posibilidad de una influencia conjunta entre varias

observaciones, y considera el efecto sobre los resultados en relacién



con el provocado por el resto de observaciones:

« Una observacidon influencia es aquélla que, bien
individualmente o bien conjuntamente con otras, tiene
un mayor impacto que las otras observaciones sobre los

valores aislados de varias estimaciones. »

Esta definicién, adn siendo probablemente de las que mas se
acercan al concepto, presenta ambigliedad por la no concrecién de la
influencia sobre un rasgo determinado del andlisis y por la falta de
un criterio claro sobre qué se debe considerar por "un mayor impacto".
Es, por tanto, una definicibn que no evita la subjetividad del

experimentador, como recogen Hossaim y Naik (1989).

El resto de referencias que sobre el concepto de observacién
influencia recogen los distintos autores que han estudiado el

problema, presentan alguna de las ambigiiedades sefialadas.
En base a las consideraciones realizadas anteriormente, en
el concepto de observacién influencia se deben tener en cuenta los

siguientes aspectos:

1.- glInfluencia sobre gué?, puesto que una observacién puede

ejercer un fuerte impacto sobre algunos rasgos del andlisis
estadistico y no ejercerlo sobre otros. Por ello se debera fijar
previamente aquellos estadisticos, estimadores..., sobre los

cuales se pretenda estudiar la influencia.
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2.~ El impacto o efecto sobre los resultados considerado en

relacion con el resto de observaciones, dado que, como indican

Beckman y Cook (1983)

« .. la fiabilidad probable de una observacién se
refleja mediante su relacion con otras observaciones

que se obtienen bajo condiciones similares. »

observacién puede tener un fuerte impacto considerada

conjuntamente con otras. Johnson y Kotz recogen (1982):

«Las observaciones pueden ser influyentes individual
o conjuntamente con una o mds observaciones. Sin
embargo, no se da siempre el caso de que observaciones
con juntamemte influyentes sean también individualemte

influyentes.»

Y se podria también afiadir el caso contrario, es decir,
una observacién individualmente influyente puede no serlo al

considerarla conjuntamente con otras.

No obstante, aunque se especificase en la definicién el
rasgo estadistico sobre el que se estudia la influencia y el caracter
individual o conjunto de la misma, y se pueda medir el impacto o
incidencia de cada observaciéon sobre el rasgo en estudio, siempre
quedaria por fijar un criterio que, en funcién del efecto, determinase

la consideracién o no de observacién influencia.

1



Por tanto, se puede concluir la imposibilidad de dar una
definiciébn concreta 'y explicita del concepto de observacién
influencia, aunque si se pueda hablar de observaciones méas influyentes
que otras sobre un rasgo determinado del andlisis. Y en consecuencia,
no se deberd utilizar el término de métodos de identificacién de

observaciones influencia, sino de medidas de influencia.

Sin embargo, altn queda otra cuestién por resolver: jcoémo se

mide el impacto?. En este sentido Cook y Weisberg (1982) recogen:

« La idea basica en el andlisis de influencia es muy
simple, Introducimos pequefias perturbaciones en la
Formulacion del problema y entonces calculamos cua’nto
cambian los resultados del andlisis por la

perturbacion. »

Por lo tanto, para medir el efecto que sobre un aspecto de
interés del andlisis tiene una observacién o un conjunto de ellas, se
introducen pequefias perturbaciones y se cuantifica el cambio
producido. Asi aparece un nuevo factor de ambigiiedad, la perturbacién,

que se suma a los anteriormente comentados.

En la literatura, el esquema de perturbacién mdas extendido
es el de la omisiéon de las observaciones a las que se le pretende
estudiar su influencia, cuantificando la diferencia entre los
resultados obtenidos para el modelo postulado inicialmente y el modelo

perturbado.

12



Cook (1987), teniendo en cuenta las consideraciones sobre el
andlisis de influencia anteriormente expuestas, trata de unificar el
problema bajo una formulacién general valida para los distintos

planteamientos y enfoques realizados sobre él.

Sea un conjunto de datos D, un modelo M postulado a priori,
y R(D,M) un resultado seleccionado de una sintesis de los datos y el
modelo M, y sea w un vector de perturbaciones perteneciente a un
conjunto Q de perturbaciones relevantes y M(w) el modelo perturbado,
de forma que

3 W€ Q / M= M(tgo)

Entonces el analisis de influencia consiste en comparar R[D,M(w)] y
| R(D,M), variando w sobre el conjunto de perturbaciones Q, para lo que
es necesario elegir el esquema de perturbacién y el método de

comparacién de resultados.

Se apuntan como cuestiones claves le eleccién del esquema de
perturbacién y el método de comparacién. Fijados ambos, el conjunto de
observaciones puede ser ordenado en base a su influencia, es decir, en

funcién de la desviacién entre los dos resultados.

Por lo tanto, se tendrd que hablar de observaciones (o
conjuntos de observaciones) méds o menos influyentes que otras sobre un
resultado de un andlisis estadistico, bajo un esquema de perturbacién
y un método de comparacién determinados. Quedando, pues, en manos del
experimentador, después de valorar los resultados del andlisis, la

decisién de considerar o no una observacién como influencia.

13



Sin embargo, siempre se pueden interpretar dichos resultados
y extraer conclusiones tanto sobre la fiabilidad del modelo, como
sobre el comportamiento de algunas zonas del espacio muestral para

otros posibles andlisis.

14



1.2.- TECNICAS DE ANALISIS DE [INFLUENCIA

El desarrollo de técnicas de andlisis de influencia ha
tenido un gran auge en la Ultima década. La mayoria de ellas bajo el
esquema de perturbacién de la omisién de aquellas observaciones a las
que se le pretende estudiar su impacto sobre algin resultado del
analisis, y eligiendo un método de comparacién en base a dicho

resultado.

No obstante, la formulacién del problema de la influencia
realizado por Cook (1987), ha permitido nuevos enfoques y nuevos
métodos de cuantificacién de la relevancia de una observacién en la

determinacién del estadistico objeto de estudio.

1.2.1.- MEDIDAS DE INFLUENCIA BASADAS EN LA OMISION

El esquema de perturbaciéon de la omisién de las
observaciones a las que se desea analizar la influencia, ademas de ser
el més utilizado y aceptado por los distintos autores, posiblemente
sea el mas intuitivo en relacién al concepto de influencia. Cabe
resaltar que, siempre ha estado ligado a distintas definiciones que de

observacién influencia se han dado [Johnson y Kotz(1982) Gray (1988)l.

Su aplicacién para el caso de estadisticos o estimadores de

parametros del modelo, si lleva asociada la diferencia de resultados

15



como esquema de comparacién, estd muy relacionada con el concepto de
curva de influencia muestral [Cook y Weisberg (1982)], dado que ésta
se define, salvo constantes, como la diferencia entre el valor del
estimador obtenido con todos los datos y el valor obtenido con la

omisién de uno o de un conjunto de ellos.

Asi, dado un estadistico T obtenido con todas Ilas
observaciones muestrales y Tm obtenido con la omisién de la i-ésima

observacién, la curva de influencia muestral viene definida por :
CIMl(T) = - (n-1) [ T(i) -T]1]

Y puede considerarse como una versién muestral de la curva de
influencia [Hampel (1974)], y esti, por tanto, estrechamente ligada a
este esquema de perturbacién, considerandose como una herramienta Gtil
para el andlisis de la influencia que sobre T ejerce la i-ésima

observacioén.

No obstante, plantea el problema de su valoracién cuando el

estadistico T toma valores en R°, con p>l.

Cook y Weisberg (1982) proponen, de una forma general, una

solucién al problema planteado, considerando la norma:

CIMI(T)’ Q CIMi(T)

C

16



donde Q es una matriz simétrica definida positiva y c¢ un escalar
positivo. Para cada eleccién del escalar y de la matriz se obtiene una

medida de influencia distinta.

Este planteamiento se generaliza para el andlisis de la
influencia conjunta, con la omisién | de dos o mdas observaciones,
considerando la curva de influencia muestral asociada a un conjunto de
observaciones B

CIMB(T) =-(m)[T -T]1

(B)

siendo T( el valor del estadistico obtenido con la omisién de las

B)

m observaciones de B.

Cook, Pefia y Weisberg (1988) tratan de dar un criterio que
unifique el planteamiento del analisis de la influencia bajo el
esquema de omisién englobando todo el modelo. Para ello utilizan el
concepto de verosimilitud, tomando como criterio de comparacién la
diferencia entre los valores del logaritmo de la funcién de
verosimilitd para los estimadores ‘del modelo postulado y el modelo
perturbado, lo que se denomina DESPLAZAMIENTO DE VEROSIMILITUD [Cook y

Weisberg (1982), Cook (1987)].

Asi para un estimador ¢ de maxima verosimilitud de un
vector paramétrico ¥ , se define por

LD[ ¢ 1=2 [L[gl - L[Qm]]

siendo L[.] el logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo.

17



1.2.2.- EL ESQUEMA DE LA OMISION EN REGRESION LINEAL MULTIPLE

El modelo mdas tratado desde el punto de vista del andlisis
de influencia es el de Regresién Lineal Miltiple, y generalmente bajo
el esquema de la omisién. Incluso, el estudio de este modelo parece
servir como punto de partida para el desarrollo de técnicas en otros

modelos y desde otros enfoques.

Asi, como extensién del anilisis de influencia en éste
modelo, y siguiendo el mismo esquema de perturbacién y de comparacién,
se analiza la influencia del modelo de Regresién Multivariante por
autores como Caroni (1987), Barrett y Ling (1992), y en los modelos
lineales generalizados por autores como Seeber (1986), de Gruttola y
otros (1987), Williams (1987), Lee (1987,1988), Schall y Dunne (1988)
y Thomas (1990). Putterman (1988) traslada los resultados obtenidos en

el modelo de regresién para el caso de errores autocorrelados.

El hecho de que sea el modelo de regresién en el que mas se
ha avanzado en el estudio de la influencia puede venir provocado por

circunstancias como la descrita por Cook (1982)

« Es bien conocido, por ejemplo, que inferencias
basadas en regresién por minimos cuadrados ordinarios
pueden ser fuertemente influenciadas por unos pocos

casos de los datos »

o como indica Atkinson (1984), por la inadecuacion del modelo lineal

18



para describir el comportamiento de los datos obtenidos de un fenémeno
natural que ©puede ser mucho mds complejo y amplio. Estas
circunstancias, posiblemente, han provocado el desarrollo de un gran
nimero de técnicas, modificando el método de comparacién de
resultados. Chatterjee y Hadi (1986, 1988) recogen la gran mayoria de

estas técnicas, aplicdndolas a diversas situaciones practicas.

Considérese el modelo de Regresiéon Lineal Multiple definido

en forma matricial por:

Y =X B + ¢ e=«N [0, c21 ]
- - - n n

rango [X] =p

Algunas medidas de influencia sobre el estimador
minimo-cuadratico del vector de coeficientes de regresiéon propuestas

bajo este esquema son las siguientes:

* DISTANCIA DE COOK (D‘) :
[Cook y Weisberg (1982)]
Considerando Q = X’X y c¢ = (n—l)2 o

-~
. 2 . s .. e 2
siendo ¢~ la estimacién minimo cuadréatico de ¢

* DISTANCIA DE WELSCH-KUH (DFFITSI):
[Belsley, Kuh y Welsch (1980)]
Considerando Q = X'X y ¢ = (n-1)% 0‘?1)

. ~2 . .y . 2 .
siendo ¢ o la estimacién de minimos cuadrados de ¢~ obtenido

con la omisién de la i-ésima observacion.

19



* DISTANCIA MODIFICADA DE COOK
[Atkinson (1982)]

Considerando Q = X’X y ¢ = [p(n—l)z/(n—p)] o‘fl)

* DISTANCIA DE WELSCH
[Chatterjee y Hadi (1986)]

y ¢ = (n-1) o>

Considerando Q = X o

(1) x(i)
donde Xm es la matriz X en la que se ha omitido la

i-ésima fila.

Siguiendo el mismo esquema se han obtenido medidas de la
influencia sobre una componente del vector de coeficientes de
regresién y sobre un grupo de dichos coeficientes [Belsley y otros

(1980)], denominandose Influencia Parcial.

Los autores proporcionan criterios para tomar la decisién de
etiquetar o no a una observacién como influencia a través de las
mencionadas medidas. Dichos criterios, aunque con cierto fundamento

estadistico, no dejan de ser subjetivos.

Para otros resultados del modelo de regresiéon y, por tanto,
con la eleccibn de otros métodos de comparacién de los mismos,
aparecen en la literatura otras medidas de influencia bajo el mismo

esquema de perturbacién provocada por la omisién de observaciones.

20



En particular, para la matriz de varianzas y covarianzas de B
que viene determinada por

L xx 1t

y para el elipsoide de confianza de 8 , determinado por

se han propuesto las siguientes medidas:

~ Influencia sobre el elipsoide de confianza de B , basados en el

cambio producido en el volumen del mismo:

* ESTADISTICO DE ANDREWS-PREGIBON (API)

[Chatterjee y Hadi (1986)]

dget| x*  x*
et (1) (1)

* »
det[X’X]

AP =
i

donde X'=1 X Y I y X:i) es la correspondiente

en la que se ha omitido la i-ésima fila.

* ESTADISTICO DE COOK-WEISBERG

[Cook y Weisberg (1982)]
definido como el logaritmo de la razén de los volimenes del
elipsoide de confianza obtenidos con y sin la i-ésima

observacién.
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- Influencia sobre la matriz de varianzas y covarianzas del

estimador de minimos cuadrados de B8 .

det|- o” [X X 1] ]
COVRATIOl = (O (1) ()

det[;z (x°x1t ]

[Belsley, Kuh y Welsch (1980)]

Las medidas anteriores también son aplicadas al andlisis de
la influencia conjunta de un grupo de observaciones, realizando las

modificaciones oportunas.

Se observa la gran diversidad de medidas existentes,
provocada por la eleccion del método de comparacién y del resultado
del andlisis estadistico que se pretende estudiar. Esta diversidad ha
motivado que algunos autores realicen estudios comparativos
[Chatterjee 'y Hadi (1986), Balasooriya y otros (1987)] y |

clasificaciones de las mismas [Gray (1988)].

1.2.3.- OTROS ESQUEMAS DE PERTURBACION . INFLUENCIA LOCAL

El esquema de perturbacién de la omisién de observaciones
valora la influencia a partir del salto cualitativo que supone el
considerar o no considerar la observacién en cuestién. No obstante, a

través de él, no se pueden estudiar comportamientos intermedios que
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permitan analizar la influencia con magnitudes de perturbacién mas

pequefias, lo cual es interesante considerar en algunos casos.

Asi, Cook (1987), a través de la formulacién del problema de
la influencia comentado en el punto 1.1, plantea otros posibles
modelos de perturbacién basados en ligeras modificaciones - en los
datos, en la estructura de ia varianza del modelo o, incluso, en la

estructura de correlacién de las variables.

Por ejemplo, para el modelo de Regresién apunta dos posibles

esquemas de perturbacién:

I.- Considerar el modelo perturbado

Y=XB8+¢ ,gan[O,o-ZWI

dondeW=diag[l,1,...,1/w,...,1] , w>0
1)

Es decir, propone una perturbacién que provoca la falta de
homocedasticidad del modelo. Se observa que para w=1 el modelo

perturbado coincide con el clasico de regresion.

II.- Considerar el modelo perturbado

Y=[X+[O Ql]é + € ,g'-!Nn[O,O‘ZIn]
donde w es el vector de perturbaciones de R".

En estos dos modelos perturbados, o en cualquier otro que



siga el esquema planteado por Cook en la formulacién del problema de
la influencia, haciendo variar w convenientemente, se puede obtener
un andlisis del comportamiento de los resultados del modelo frente a

dichas perturbaciones w.

En el caso del esquema I, estudiando w en el intervalo
(0,1), permite analizar comportamientos intermedios entre el

considerar o no la i-ésima observacién en el modelo.

Este tipo de andlisis, que el autor denomina Andlisis de
Influencia Local, utiliza como herramientas para su desarrollo,
fundamentalmente, la realizacién de representaciones graficas de los
~ cambios producidos por los resultados frente a w, a partir de las
cuales se pueden extraer conclusiones sobre fiabilidad de Ilas

observaciones y de los resultados frente a éstas.

Cook (1987) desarrolla el esquema de perturbacién II,
considerando como modelo de comparacién el desplazamiento de
verosimilitud. La eleccién del modelo de comparacién y el esquema de
perturbacién permiten una gran variedad de andlisis de influencia
local. No obstante, es el esquema I el mas adecuado para extraer
conclusiones referentes a la influencia, dado que el esquema II y el
también apuntado por Cook referente a perturbaciones en la estructura
de correlacién entre la variables explicativas estdn dirigidos,
fundamentalmente, al estudio de la adecuacién del modelo a la

estructura de datos.
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CAPITULO II.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES DEL MODELO

LINEAL GENERAL. MODELOS PERTURBADOS

2.1.- GENERALIDADES SOBRE EL MODELO LINEAL GENERAL
2.2.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES DEL MODELO LINEAL GENERAL
2 .2.1.- Descomposicién del estimador de ﬁna funcién lineal
estimable del vector paramétrico
2.2.2.- Descomposicién del estimador de la varianza
2.3.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES EN MODELOS PARTICULARES DEL
MODELO LINEAL GENERAL
2.3.1,~ Descomposicion de los estimadores en el modelo de
Regresiéon Lineal Multiple
2.3.2.— Descomposicién dé estimadores del ANOVA de un factor
2.4.- MODELO LINEAL GENERAL PERTURBADO
2.5.- MODELO LINEAL GENERAL BAJO LA OMISION DE OBSERVACIONES

2.6.~ LOS RESIDUOS EN EL. MODELO LINEAL GENERAL
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En este capitulo se obtienen diversos resultados que se
aplican en el andlisis de influencia del Modelo Lineal General. Asi,
el objetivo fundamental es obtener la descomposicién de los
estimadores de los parametros del Modelo Lineal General en base a las

esperanzas condicionadas a las observaciones muestrales.
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Inicialmente se presentan generalidades sobre el Modelo
Lineal General, a partir de las cuales se obtiene la descomposicién de
los estimadores de las funciones linealmente estimables y del
estimador minimo-cuadratico de la varianza, trasladandose los
resultados al modelo de Regresién Lineal Miltiple y Andlisis de la
Varianza de un Factor, como modelos que pueden ser formulados a través

del Modelo Lineal General.

Se estudia un modelo perturbado, relaciondndose los
estimadores de méxima verosimilitud del mismo con los correspondientes
del Modelo Lineal General. Asimismo, se repite este esquema para el

modelo de omisién de una o varias observaciones.

Finalmente se estudian dos transformaciones de los residuos,
denominados residuos estandarizados y residuos studentizados, los
cuales van a desempefiar un papel relevante en el andlisis de

influencia.



2.1.- GENERALIDADES SOBRE EL MODELO LINEAL GENERAL

El estudio del Modelo Lineal General es de gran importancia
dentro de la estadistica fundamentalmente por la gran variedad de sus
aplicaciones, al servir como modelo base para el desarrollo de
cualquier modelo lineal (Modelo de Regresién Multiple, Modelos de

Disefio de Experimentos, Modelo de Anéilisis de la Covarianza,...).
El Modelo Lineal General se considerarda definido por
Y=XB+e, Ell=0, Varg) =o'l (Mod.1)

donde Y es un vector aleatorio de dimension n; X una matriz de
constantes conocidas de dimensién nxp y de rango r (r=p); 8 un vector
paramétrico desconocido de dimensién p y € un vector de dimensién n

que representa la perturbacién aleatoria no observable.

Los resultados fundamentales obtenidos sobre este modelo,
recogidos por Kshirsagar (1983), y que seran utilizados en desarrollos

posteriores son los que a continuacién se especifican.

TEOREMA 2.1.1.- Los estimadores minimo cuadraticos del vector
paramétrico 8 son:
é=S_X’Y+(Ip-H)z
donde Ip es la matriz identidad de dimensién p, S=X’X y S es

~una inversa generalizada de S, con H = SS y z € R

arbitrario.
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Por otro lado, Y = V Y representa el vector de valores

ajustados, siendo

V=XS8SX =] 1-/1’ 1_/_'2,..., ‘Zn ] = ((vlj))l,.Fl.--’n

la matriz de prediccién, la cual verifica:

TEOREMA 2.1.2.- La matriz de prediccién V es simétrica, idempotente,

de rango r y udnica para cualquier eleccién de S .

-~
Al vector e = Y- Y =M ¢ se denomina vector de residuos,

donde M=In-V, que también es simétrica, idempotente y de rango n-r.

DEFINICION 2.1.3.- Una funcién lineal del vector paramétrico, é’ B,

se denomina linealmente estimable si

JueR'/ E[WwY]l=28

Se obtienen las siguientes condiciones necesarias y

suficientes de estimabilidad:

TEOREMA 2.1.4.- Una funcién lineal pafamétrica, A’ B, es linealmente

estimable sii 3 a € R" / 7_t’= a’X.

TEOREMA 2.1.5.- Una funcién lineal paramétrica, A’ B , es linealmente

estimable sii é’= AH.
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COROLARIO 2.1.6.- X B y X B son linealmente estimables, siendo

zl la i-ésima fila de X,

TEOREMA 2.1.7.- A’B  es unico para cualquier estimador minimo-

cuadrédtico B sii  A’= 7_\’H.

Obteniéndose, finalmente, el Teorema de Gauss-Markov, que
proporciona el estimador lineal insesgado uniformemente de minima

varianza (BLUE) de una funcién linealmente estimable de B.

TEOREMA 2.1.8.- (TEOREMA DE GAUSS-MARKOV)
El BLUE de una funcién é’@ linealmente estimable viene dado por

A’B’, para cualquier B solucién del método de minimos cuadrados.

Por extensién, dada una matriz A de dimension qxp y de rango
q, la funcién lineal del vector paramétrico, A B, es linealmente
estimable si y s6lo si A H = A , verificAndose que Aé es Unica para
cualquier eleccién de é , y ademas es un estimador insesgado tal que
cada una de sus componentes es el BLUE de la componente

correspondiente de AB.
: < : 2 .
Como estimador del pardametro desconocido ¢~ se obtiene

TEOREMA 2.1.9.- El estadl’sticq

A2— 1 R _ 1 A’ -
0‘—H_—_Fee—ﬁ[Y-X§][Y-X§]

es Unico para cualquier eleccion de B y es un estimador

insesgado del parametro o’
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El estimador o> también se representa SCs/(n—r) , cuadrado

medio debido al error.

Si se supone que el vector aleatorio € sigue una
distribucién Nn[O,cern], el modelo Mod.; se representard por (Mod.1-N)
obteniéndose que los estimadores de mdxima verosimilitud del vector
paramétrico, coinciden con los obtenidos por el método de minimos
cuadrados. Y el correspondiente estimador méaximo-verosimil de o’ es
2

- Loee- Ll y-xgriv-x5]

o

Tal supuesto de normalidad, conduce a obtener los siguientes

resultados:

TEOREMA 2.1.10.-
L- e « N [0,6°V]
2.- Si A B es linealmente estimable, siendo A una matriz gxp de
rango q, entonces
AR ~NIAg o°A S NI
3- SCe o crz;{grz‘_P y es independiente del BLUE de cualquier funcién
linealmente estimable.

4.- El elipsoide de confianza , a un nivel del 100(1-x)% , de una

funcién linealmente estimble AB viene dado por:

{ (A8 - A8 1 [AS AT (A8 - A8 ]

B/ q P = Fq,n—r,l—a }
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2.2.-~ DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES DEL MODELO LINEAL GENERAL

Con el objetivo de obtener un criterio para la
identificacién de observaciones influencia en la estimacién de un
parametro, se considera el siguiente lema de descomposicién de Efron y

Stein (1981):

LEMA 2.2.1.- Toda variable aleatoria S(Xl,Xz,...,Xn), funcién de n
variables aleatorias independientes X1’X2""’Xn’ puede ser

expresada por

S(X ,X,,...,X ) =EIS] + Z A (X ;S) + Z: Z (XX S) +

i <

, j
+ Zc”k(xl,xj,xk;S) +... + HIX X, X ;S)

n
I<j<

donde las 2"-1 variables aleatorias del miembro derecho de la
expresion tiene esperanza nula y estan rnutuainente incorreladas,
siendo

- Ai(xl;S) = E[S|Xl= xi] - EI[S], lo que representa el i-ésimo

efecto medio.

- B (x,x;S)= E[S| X, = XX =x ] - ElS| X =x1-
- EIs| X = xj] - E[S] , lo que representa la
| (i, j)~interaccién de segundo orden

etc...
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A través de este resultado, se puede obtener una

descomposicién para los estimadores de By 0'2 del Modelo Lineal

General, repectivamente AR y o,

2.2.1.-DESCOMPOSICION DEL ESTIMADOR DE UNA FUNCION LINEAL ESTIMABLE

DEL VECTOR PARAMETRICO.

En este apartado se obtiene la descomposicibn de los

estimadores obtenidos para las funciones linealmente estimables AB.

LEMA 2.2.2.- Sea AB una funcién linealmente estimable, donde A es
una matriz de dimensiéon qxp de rango q, entonces

D Aly;ag]

AS X ( y, -~ X B) , i=l,...,n

™)

2) BU[yl,yJ;A l=0 i,j=1,...,n , i#j.

Demostracién.-

D EMg | Y=y ]=EASXY|Y=y]=ASEXY|Y=y]=

AS E[Z;kYk|Yi=yl]=AS [glyl+E[kZ‘;_:_kYk]]=

i

=AS [x_;yl+kl§|"3k§]=l\5 [;;yl+(s-5;§l)§]=
=AS [SB+x’(y-§i§)]=A§+AS _}g’(yl-;glg)
Luego

-x B), i=L...,n
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[

2) EIA8 ] Y1=yx’YJ=yj] =AS E[ X v+ _}gJ yj+k;tzJ X Yk] =

AS [ Xy + §Jy1+k¢§;] zkzkg] = AS [513'1* Xy + (S - xx - zsjzsj)é]

= AB + AS Xi(y -x B) + AS zj(yj-zjé)
Luego, B”[yl,yJ;AE ] = o

TEOREMA 2.2.3.- Sea AE una funcién linealmente estimable, donde A

es una matriz de dimensién qxp de rango q, entonces

Demostracién.-

Evidente, dado que

Por lo tanto, la descomposiciéon del estimador AB8 tunicamente

contiene los efectos medios de primer orden.

COROLARIO 2.2.4.- Sea Y el vector de valores ajustados, entonces:

Y=xr§+21:zl(¥1—zll§)

donde Zi es la i-ésima columna de la matriz de prediccién V
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2.2.2.-DESCOMPOSICION DEL ESTIMADOR DE LA VARIANZA

El estimador insesgado minimo-cuadratico de 0'2 obtenido en
el teorema 2.1.9, también puede ser expresado por
o2 = L ya-wy
n-r

y utilizando esta igualdad se obtienen los siguientes resultados:

LEMA 2.2.5..- Sea 0'2 el estimador minimo-cuadratico de 0'2, entonces
~ 17V 2 2
Ai[}’l;o‘ ]l = g [ [yi - X Bl"-¢ ] , i=1,...,n
Demostracién.-

2 = = (1~ = =
E [(n-r)o| Yi—yl 1=E[ YU-V)Y | Yl yi]
2

=E [ Z (1—ka)Yk - Z#Z vks YkYS | Yl:Yi] B

— (1_ 2 - 2 2, _ _
= (v )y? + kzlu v ) 0"+ (x8)°1 -2y szlvis(zs@

E RTINS
<35

Desarrollando cada uno de los sumandos de la expresién
anterior, teniendo en cuenta, ademas, que V X = X , y el caracter

idempotente de V, se obtiene

* - —-— .
V. X =X luego v X =(1-v)x
Z ik “x =1 ' g kZl ik k (1 u) e

* traza(V) =) v =r
I v

Asi,

2 2y _ 1 2 - 2
k;““'u’ [o° + (58] = (n-1-r+v ) o° + k;u v &8
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Por otra parte

25, s;vls(x‘sé) =2 (l-v“) Y (51 8)

y, ademas,

szks(zsé)(&ké) = Z [ Z Vks(zsé)] (zké) =
::il k*1 s¥k, 1

k
k,

kzi [(l-vkk)zklg’z--vki zlg] (x B8) =

2 2
k;u-vkk) (x8° - (1-v) (x 8 )

Por lo tanto,

~2 _ (] 2 _ _ 2
E [(n-r)o”| Yl—yl] = (n-1 r+vn) o” +(1 vu) [ v, - ¥

g1

De donde se deduce lo enunciado .

LEMA 2.2.6.~ Sea o*2 el estimador minimo-cuadratico de 0'2, entonces
~2 vlj
B, 7,7y = - i [y, - ] 5, - xg]
i,j=1,...,n , i#j
Demostracion.—
Siguiendo un razonamiento anilogo al teorema anterior se

tiene que

2 v =y | = (1= = =v] =
E [(n-r)o”| Y=y, Y=y 1=EI[YUWY | Y=y, Yj—yJ] =
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el

2 — —
E [ z U-v, Y, - Z Z e VY, | Y=y, Y=y,
k k¥s .

2 2 2 2

- v E[Y Y| Y=y, Y=y ]
st:ks ksl IS I

Desarrollando individualmente los sumatorios que aparecen en

la dltima expresién, se tiene en primer lugar que

2 2 2 2
(1=v, ) lo° + (£.8)°] = (n-2-r+v +v Jo” + T (v ) (xB)
k#1,j k¥#1,j

Y por otra parte, descomponiendo el segundo sumando:
) z VGELY, Y| Yoy, Y=y ] o=
k¥s

=y,Y =yl + v ELY Y |Y=y,Y =y]+
s#£T,) ° vl #Z'J. s I A N A I

v EIY Y |Y=y,Y=y]+ v ELY Y|Y=y,Y=y]+
U 1k1111k$2:’]kj [ U Ut Y I

+v ELY YJ|Yl=yl,YJ=yJ] +v ELY leYl=yl,YJ=YJ] +

J

+ Z Z vksE [ Yk Ysl Yl=y‘, Yj=yj |

k#*s
k,s#1,)

Por la simetria de V y la simetria de las expresiones, los
sumandos primero y tercero son iguales, asi como el segundo y el

cuarto, y el quinto y el sexto. Se calculan, pues, los sumandos

primero, segundo, quinto y séptimo.
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s#1,]

visE [ Yl Ylel=yi’Yj=yj] = Z vls yl E[Ys] =

s¥1,

Y v, & B =0-v)y x 8 - v, Y &8

Anidlogamente, se tiene

v, E [y, Ys|Yi=yl,YJ=yj] = (1—v“) v (x, B) - R (x, B)

1) 1

Por otra parte,

Vu El Yi YJlYl=y1’YJ=yJ] - vu o yJ
Ademas,
ZZVE‘.[Y Y| Y=y, Y=y 1= ZZVE[YY]
k#s § k¥s
k,s#1,) k,s#1,]

ks s
K, 521, sELLE
= Z [ (-v ) (x B) -v, (% B) - i (zj B) ](3 Bl =
K#T,]
= (1I-v ) x B)Z—[ (x E)](x B) -
k;;d kk' k kjl:d ki Tk 1
- v (x B)] (x B =
[katzi:,j kI Tk T !
2 2
- a5, 87 - [0 g 87 - v, 8 &, 8 ] -
K#T,]
2 =
- [ (v) x B° - v, & @) (x, B ] =
_ _ 2 _ 2 _ . 2
_km,J(l v, & 8 - (v ) (x B - (1 VJJ) (gj B) +
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Por lo tanto, se tiene

v ELY Y| Y=y, Y=y ] =
Z‘;st k s 171 J )

\N]

1-v )y (x 8 -2 LB A (;gj B) +2 (l-v”) y, (zj B) -

‘ 2
2 vji yj (zi B) + 2 vu 5, yj + k==EI:J(I-vkk) (_:gk B)

2 2 _
(-v) & B - (l—vjj) (_)gJ B +2 y (x, B) (zj B) =

2 2
(1-v,) [z y(x 8) - (x g)] v (v [z v (% B) - (&, g)] R

| 2
2, [yl - zlﬁ] [Yj - Kjﬁ] + k;zj(l_vkk) (x, 8

Obteniéndose asi

~2 _ o 2
E [(n-r)o”| Y=y, YJ—yj 1= (n-2 r+vu+v”) o+

2 2
+ (=) [yx ) 51’5] * (I—VJJ)[YJ ) zjé] Y [yi ) Kié] [yl ) l"‘Jé]
y, por tanto:

v
1)

ST j i
B”[yi,yj;t‘r]— n-r [yl zlé] [yJ KJé]

i,j=1,...,n , i#j

Una vez obtenidos los términos de segundo orden en la
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descomposicién, en el siguiente lema se comprueba que los términos de

tercer orden son nulos.

LEMA 2.2.7.-° Sea 0'2 el estimador minimo-cuadratico de 0'2, entonces

"2 c i et
Cijk [yl,yj,yk, o ] = 0 para tpdo i,j,k =l,..,n , distintos.

Demostracién.-
“2 . -
Expresando (n-r)c” en su representacién matricial Y’(I-V)Y,
se tiene:

EVA-VY | Y=y Y=y, Y=y]=

2
Z(l—vss) E [ Ys | Yl— yl,Yj—y, Y=y ]-

YY vV EYY|Y=y Y=y, Y=y] *

s¥Et

Se denota los dos sumatorios por SUMAl y SUMA2

respectivamente, y calculdndolos individualmente, se obtiene:

* Célculo de SUMAL

— (1_ 2 - 2 _ 2 _ 2 2y _
SUMAL = (1-v )y, + (I=v Jy| + (I~v, )y, +mzj U=, o+, B

2 2 2 2
(l-vu)yl + (l-v”)yJ + (l—vkk)yk + [n-3-r+v +v”+v kk] o+

i1

+ ¥ v )ie*(x 8’
s#1k 88 S

* Cdlculo de SUMA2.
Para obtener el segundo sumatorio se descompone en funcién

de los subindices, s y t, como sigue:
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{ (s,t) | s,t=1,..,n; s#t } = { (s,t) | s,t=i,jk; s#t } v

v { (s,t) | [s=i; t#i,j,k ;t=1,..,n] 6 [t=i; s=#i,j,k ;s=1,..,n] } v
v { (s,t) | [s=j; t#i,jk ;t=l,..,n] 6 [t=j; s=#i,j,k ;s=1,..,n] } v
v { (s,t) | [s=k; t#i,j,k ;t=l,..,n] 6 [t=k; s=i,jk ;s=1,..,nl } v

v { (s,t) | s,t#i,jk ;t=l,..,n; s#t }

Denotando estos sumandos por SUMA2(1), SUMA2(2), SUMA2(3),
SUMA2(4) Y SUMA2(5), respectivamente, el calculo de cada uno de ellos

es como sigue:

- Cdlculo de SUMA2(1)

Como E[YIYJI Y1= yl,YJ= yj, Yk= yk] =y, yj , entonces, por

v simetria, se obtiene
SUMA2(1) = 2 Vi y, yj + 2 Ve Tt 2 vjk y.| Y,
- Cédlculo de SUMA2(2) , SUMA2(3), SUMA2(4).

Por simetria entre los subindices 1i,j,k los tres sumandos

indicados se calculan de forma semejante, obteniéndose:

SUMA2(2) =t$lzj kvltE[YIYt|YI=Y1,YJ=YJ,Yk=Yk] +

+ v ElYY |Y=y,Y=y,Y=y] = 2y v (x
mzj’ksx P T B S B Ll P ;mZJ.k it

=2 yl[(l—vu) (x, 8) - A (:_:,j B -v, (x 8 ]

Por lo tanto, por la simetria entre los subindices se

obtiene:

SUMA2(3) = 2 yj[(l—vjj) (gc_j B) - vjl (% B) - Vi (zi_k B) ]
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SUMA2(4) = 2 yk[(l—vkk) (zk g) - Vi (gl B) - vkj (zj B) ]

- Cédlculo de SUMA2(5)

SUMA2(5) = z Z b EIY Y |Y =y ¥ =y Y =y 1=
t$1 j k
s¥t
=y} ov,,x 8 8- [ v, (%, g)] (x 8
s S#1i,)k |t#i, ks
s,t#¥1,],k
s#t

= z [(l—v“) (x8) - v (xB) - vsj(zjg) -v_(xB8) ] (x8) =

s#1, ),k

= Z (1-v_) (_x.sé)z - (x8) [(l-vu)(le) - v (xB) - vm(z‘ué)] -

s#1, j,k bors

Jk Tk=

- &8 [(l-v (xB) - v, (xB) - v, (x B)]

- (gké) [(l—v (x B) - v (x B) - ka(ij)]

Simplificando se obtiene:

suMA2(5) = =} (1-v_)(x 8)* -
s#15k ss 8

2 2 2
- [(l-vu)(gl@) + (1 v”)(zjé) - (1-v (% B8) ]+

Por lo tanto, sustituyendo las distintas expresiones
obtenidas que componen el sumatorio que se ha denotado por SUMAZ2, se

obtiene:
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SUMAZ = 2 [viJ Y, yJ A A/

+ v ]+
k Jk ) "k

+ 2 yl[(l—vu) (x, 8) - A (zj B -v, & B ] +
vozyfo) e - v, e -y, we ]
+ 2 yk[(l—vkk) (x 8) - v, (8- Vi (zj @)] +
2
+s¢l§’:j,k(1-vss) B8 - B [(l—vn)(;l@_) VU(K_JB) - vlk(gkg)] -
- (zj@) [(l—vjj)(zj@) - vjl()_:lg) - vjk(x_ké)] -
- (. 8) [(l—vkk)(x_kg) - v, &8 - vkj(zjé)]
En consecuencia,
SUMAZ = Z (1-v_) (x_ 5)2 + (1-v) [2 y, (x B) - (¥ §)2] +
s#1,j,k

+ (l-vjj) [2 v, (x, B) - (zj g)z] + (l—vkk) [2 ¥, (zk B) - (X_k @)2] +

+
™~
.__'4
[ Sy
M‘<
]
e
K]
I-I_.—l
e
‘_"4
]
Sl
| )
+
N
_‘_<
w
e
]
K
™
| I—
—
N‘%
1
le
™
+

Obteniéndose finalmente, por la igualdad (*), que

A2 -
E[ (nr)o” | Y = ypY =y, Y= v,

[n-3-r+v_+v_+v ] o’
i) kk

+ v by~ x 8% Uv) by - x 8% (-v) ly- x 8° -

-l

-2 [vu ly,- % 8 by~ %, 81 + v, [y~ (8 Iy~ x @8 +



A [yj-. X, Bl ly - (x,_8)] ]

Pudiéndose comprobar, por tanto, el enunciado del lema.

TEOREMA 2.2.8.- Sea 0-2 el estimador insesgado minimo-cuadratico de 0'2,

entonces
;2=0'2+z 1_Vu[[Y—x B]2—02]+
L n-r 1 B =
N) Bt [y, - x gl Y, - x 8l
5 n-r S T | )=
“Demostracién. - Evidente, dado que

Z: (l-vn) = n-r

En consecuencia, la descomposicién de Efron y Stein del
estimador de o> queda dependiendo de los términos de primer y segundo
orden, en contraposicién a la descpmposicién de los estimadores
insesgados obtenidos de las funciones lineales estimables A B , en

la que tan sélo aparecian los términos de primer orden.
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2.3.- DESCOMPOSiCION DE LOS ESTIMADORES EN MODELOS PARTICULARES DEL
MODELO LINEAL GENERAL

Los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores
para el Modelo Lineal General (Mod.1), pueden ser trasladados a
modelos que se derivan de él. Se estudiardan el Modelo de Regresién

Lineal Muiltiple y el Modelo de ANOVA de un factor.

2.3.1.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES EN EL MODELO DE

REGRESION LINEAL MULTIPLE.

El Modelo de Regresién Lineal Multiple (Mod.1-R) puede ser
formulado como el Modelo Lineal General bajo hipétesis de normalidad
en el que la matriz X es de rango total [ rango(X)=p ]. Lo que permite

que exista la inversa de la matriz S = X’X, y el estimador minimo

~

cuadratico de B serd dunico, B = s7x'Y , Insesgado, y cualquier

funcién lineal del vector paramétrico es linealmente estimable.

Asi, tomando A =1 en la descomposicién obtenida para el

modelo Mod.l , se puede enunciar el siguiente lema:

LEMA 2.3.1 .- En el modelo Mod.1-R, se tiene:

1

- Aly;B8l=s xly-x81 i=L..n

i B81=0 i,j=1,...,n , i#j

- BU[ YI:YJ ’

Demostracién.- En base al resultado 2.2.2
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Y por lo tanto, el teorema:

TEOREMA 2.3.2.- En el Mod.1-R, el estimador de méxima verosimilitud
del vector paramétrico B se puede descomponer de la siguiente

forma:

Demostracion.- En base al resultado 2.2.3

De este ultimo resultado se pueden extraer las siguientes

consecuencias:

COROLARIO 2.3.3.- En el Mod.1-R se verifican:
1.- Si Y= X B , entonces

Y=X B+ 21: vIY -x 8]

donde 1_/1es la i-ésima columna de la matriz V = X S_IX’.

2.~ Dado un vector 3_(’) de observaciones de las variables

~

explicativas, Y0=

1>

30 seria la prediccion de la variable

aleatoria Y para tales valores de las variables predictoras. Asi:

A_ . -1 > -
Yo—z E+Z§os X'I[Yl l{'1'21

A

3.~ Si Bk es la k-ésima componente de B ., k=1,..,p, entonces

A_ ’ -1 ’
Bk‘Bk‘“; &S xlY -x8l
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. 2 . . .
Para el estimador de ¢, la descomposicién que se obtiene

es idéntica al modelo lineal general, es decir,

~ l-v
02=”2*ZT“—[[Y1'X-EJZ-0Z]-
i P 1

2 v
B o W VS -
{l:); ap— 1Y, - x 81 LY - x gl

con la salvedad de que en este caso v,= X S x

2.3.2.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES DEL ANOVA DE UN FACTOR

El modelo ANOVA de un factor con k tratamientos (Mod.1-A),
en el que se han tomado nj observaciones para el j-ésimo tratamiento,

viene representado por

=pu+a +c€
y [ ! is

Js
donde E [ejs] =0, Var[ejs}=0'2 , independientes

Esta representacién se puede reformular como el modelo

lineal general y ser también representado por:

Y=Xg+e , Elel=0, Var [¢ ] = 0’1

donde Y = [yu..ylrl A LAREAN |
2 k
B=I[n LR ]
£= [811 in, T2 %2n € ekn]
2 k

¥y X , a la que se denomina matriz de disefio, es de dimensiones
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nx(k+l) , n =2 nj , de rango k

11 0 ...0J]
n
1 1 0 ...0 -
1 01 ...0
n
2 »
X={1 01 0-=[x’ ’ ! X ... ? X’J
—11 “ln T21 2n ~k1 “kn
1 00 1} ]
n
k
1 00 1] -

LEMA 2.3.4.- En el Mod.1-A se tiene:

n nn ..n
12 k
nnoO..O0
11
1.- S=XX=|noOn..0
2 2
n 00 ...n
|k Kk

2.- La matriz

0 0
- . 1 1 1
S = 0 D donde D=diag [T el T —n—]
1 2 k

es una inversa generalizada de S.

Demostracién.~ [Kshirsagar (1983)]

La funcién lineal definida por la matriz
110..0
101..0
100 1

es linealmente estimable, siendo el estimador cuyas componentes son
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los BLUEs de la componentes de la funcién lineal:
n = A0 B = [ (u+a1) (p+a2) (u+¢xk) ] = [yL‘ Y, e yk‘]

donde

n
- _ 1
yj.= —n_ Z yjs

Cae
n

Entonces se puede comprobar, sustituyendo en la

~
descomposicién de A8 , el siguiente teorema

TEOREMA 2.3.5.- En el Mod.1-A se tiene

Y. phe,
R y2. p+oc2 k nl .
1= : = +Z ZTQ[YU"“*“R]
: 1=1 =1 1
_J Yk. - _J u+ak -

Demostracién.~ En base al resultado 2.2.3

Por otra parte, otras funciones linealmente estimables de
interés en este modelo son las denominadas combinaciones contrastes de

los efectos de los tratamientos:

Por tanto, puede enunciarse el siguiente resultado referente
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a la descomposicién de su BLUE.

TEOREMA 2.3.6.~ En el Mod.1-A, se tiene

k

Z z_rll j_(“+al)]

i=1 j=1

-~

Zc =

] Mw

Demostracién.~ En base al resultado 2.2.3

Para la descomposicion del estimador de la varianza
poblacional, es necesario obtener la expresién de los elementos de la
matriz de prediccion V para este caso particular del Modelo Lineal

General. Se puede comprobar que

V1 0 ..0
e V ...8
2
V= .

e 0 ...V

_J k -
donde V = L E , siendo E la matriz de unos de

i n1 (nlxnl) (nlxnl)

dimensiones subindicadas. Por lo tanto, se obtiene

LEMA 2.3.7 .- En el Mod.1-A se verifica:

1.-

~ ~ ~ n —l
.o%] = 2 = - 2l 1 _ 2 _ 2
Alj[ylj,cr ] = E[o‘ | Yu-yij] E[o] ) -y [[yu (u+ocl)] o ]

para todo i=l,....,k ; j=l,...,n

2.-Los elementos de segundo orden de la descomposicién,
lJ i,J,[y Yy ,J,;vzl, para i#i’ son nulos . Y para el caso i=i’,

se tiene:
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.Az — -2 - -
By Uty 1= e [[ylj (v )1 1y, ‘“““l”]

para todo i=l,...,k ; _i,j’=1,...,nl , J<J°
Demostracién.— En base a los resultados 2.2.5 y 2.2.6

Obteniéndose finalmente:

TEOREMA 2.3.8.- En el Mod.1-A, el estimador insesgado de ot se puede

i n-1

descomponer de la siguiente forma:
k
1 2 2
) RCEY [[YU- (w1 - o ]

n
o“=c"+}) ¥
i=1 J=1

k

2 .
) Z,, = [[YU— ()T 1Y, () ]
i

i=1 1=j<}j’

Demostracién.— En base al resultado 2.2.8
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2.4.- MODELO LINEAL GENERAL PERTURBADOQ

Segin la descripcién del problema del analisis de inf luenqia
realizada por D. Cook [1987] comentada en el capitulo anterior, es
necesario estudiar el esquema de perturbacién en Modelo Lineal
General, para posteriormente comparar' los resultados. La perturbacién
considerada estd basada en dar un peso variable a la i-ésima

observacidn.

Asf, se denominard Modelo Perturbado (Mod.2) al Modelo
Lineal General bajo hipétesis de normalidad con la particularidad de

que

€ = Nn[ 0,02W]

donde

W = diag(ll,..,l/0,...,1] , » 0.
i)

LEMA 2.4.1.- Los estimadores de maxima verosimilitud para el Mod.2 son

B =S XWY+ (I-H)z , z € R° arbitrario
Sw w p W = =

donde S =X*W'X y H =5_5§
W (5]

Se observa que al igual que ocurria en el Mod.I-N, el

. ’ - . 2
estimador de 8 no sera unico, y sf el de la varianza o".
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En consecuencia, y dado que el objetivo es poder comparar
resultados con el modelo no perturbado, Mod.1-N, , se deben estudiar
en el modelo perturbado Mod.2 las funciones lineales estimables del
modelo Mod.1-N, del tipo A B, donde A es una matriz de dimensiones

qxp de rango q.

LEMA 2.4.2 .- Sean A y L matrices de dimensiones pxp y mxp (msp),
respectivamente, y tales que L pertenece al espacio fila generado
por la matriz A. Entonces, si yeR , ¥#0, y existe la inversa de
la matriz [I + ¥y L A L’], entonces las matrices

[A' - y AL D+yLA LTL A‘]

son inversas generalizadas de [A + y L’L]

Demostracién.-
La demostracién es evidente en base a laa igualdades
LA A=L, AA L =L

que la verifican por pertenecer L al espacio fila de A.

LEMA 2.4.3.- 1.- Si vuatl , elemento i-ésimo diagonal de V, entonces
1+(w—l)vu==0 Vo
2.- Si A8  es linealmente estimable en el modelo
postulado Mod.1-N entonces 7_\’Hé’=7_\’.
3.- X S; X’ para cualquier eleccion de la inversa

generalizada de Sw
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Demostracién.~

1.- Evidente, dado que por ser V idempotente, entonces OSVHSI.

2.~ Inicialmente se calcula S; utilizando el lema anterior.
Como
S, =X W' X=XX+ (o) X X

entonces considerando L = 3‘1' ry = w-l , A=8S =XX ,vy
dado que [I + ¥y L A" L’l= I+(w-1)v ~que es no nulo por el

primer apartado, se puede aplicar el lema anterior, obteniéndose:

Asi,

’ i~ ’ — w-1 = o . = _ ’ =
AH—A[S —m;ls KIKIS][S'F(UI)E%]

o - 1 (0-1)2 Y -
=2 H+ [ (w-1) L+(e-Dv_ - 1+(0-Dv | ] S

3.- Evidente por ser X S~ X’ tnica para cualquier eleccién de S~

TEOREMA 2.4.4.- Sea A’B linealmente estimable en el modelo postulado,
y sean Ew y g:, dos estimadores cualesquiera de maxima
verosimilitud de B en el modelo perturbado. Entonces

AR rg”
AB, = AB,

y pueden ser expresados por:
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Demostracién. -
Por ser A’8 estimable en Mod.1-N se tiene por el apartado 2 del

lema anterior que

1>,

=Aas X wly
- W

> 1>
* €

13,
€

=AM T X W'y
- w

donde S; y T; son dos inversas generalizadas de Sw . Y ademas, por

el resultado 2.1.4 se tiene A’ = u’ X , luego

A8 =wXS X wWly
AR =wXT X W'y
-%w w

que son iguales por el apartado 3 del lema 2.4.4.

Por otra parte,

VB, = XS XW Y=

'y o o w-1 Yy @ - ’ - _ ’ -
[- 5 " ey, Y8 %%S][x Y “"”%Yi]

(w-1) Vi

SR T, S & 31§+(“"1)[1'W] ¥S Y, =

1%

_yp . W1 y o e~ A
=B 1+(w—1)vué S [Yl % E]

TEOREMA 2.4.5.- Si A8 es linealmente estimable en el modelo
postulado, entonces el BLUE en el modelo perturbado Mod.2 de
dicha funcién lineal viene dado por
A8,
para cualquier éw estimador de méaxima verosimilitud de 8

en dicho modelo perturbado.
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demostracién.-
Es un estimador insesgado dado que:

B =28

E[2B, 1= XS X*W E[Y]=xS S

Por otra parte, sea 1 € RP, tal que

E[IY]=2xB
Como E[IY]=01XB , entonces I X=2"

Por otra parte,

Varll'Y] = Var[l'Y - X'8] + Var 18] - 2 Covl('Y - XB,) , A',]

Desarrollando la covarianza, se tiene
) ’ = ' ' = Y _ oy w? -1 e we —1_ =
Covi(l’Y A gw) » A gw] Cov[(l A Sw Xw)y, A Sw X'w Y ]

2

' - xS X*WHvartY) IS XW P =c¢? [I' -A'S"  XW I XS A=
- W - W - W w -

=[PP XS A-AS_Al=0
w=- ="w-

Por lo tanto,
Varll'Y] = Var(l'Y - X8 ] + Var [X'8 ]
lo cual implica que
Var{l’Y] =2 Var lé’éw]' para todo 1 € R®
Ademas como se tiene que E[I'Y - 7_l’éw]=0, y la igualdad se
alcanza cuando Var[l’Y - Z«’éw]=0 entonces han de ser idénticos con

probabilidad uno.
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En resumen, dada una funcién linealmente estimable en

Mod.1-N postulado, del tipo AB, entonces el vector aleatorio

]

es Unico para cualquier solucién de la ecuacién de verosimilitud del

w-1 -

+ 1+iw-l)vu AS x| [Yl B

I%)
>

AB =

modelo perturbado, es un estimador insesgado de A8 en dicho modelo, y

tal que cada componente es el BLUE de cada componente de A8 .

LEMA 2.4.6.~ Sea § = Nn[0 o s ] y sea A una matriz simétrica,

entonces

(0‘2/2) EAE = x: sii AZ es idempotente de rango f

Demostraciéon.~ Graybill [1961]

LEMA 2.4.7.- En el Mod.2 se tiene
L-I- XS xwlirwhio-x s, XwWi=1 - wix s, X'] w
=w'lhg-x s, X’ w7
y es Unica para cualquier eleccién de S;

2- [I-wix S; X’] es idempotente de rango n-r

Demostracién.-
l- SeaA=1[ -X s; wirwlnm-x s; X’wW

Simplificando la expresiéon de A,

A=l-XS, xwirwlno-x s_ Wl =

=I-Xs) xwirw!-ma-wlx (s 1Xx’] wix s, X'Wl=
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H-wXs XIw' -wiXxs xwl+wixs X wixs xwl=s
[h) (7] (5] W

H-wXxs XIw!l-wixs xw'+swlxs s s” xwl=
W . (7] W W W

m- w'x s X'] wl

De forma andloga se tiene:

A=ll-XSs] wrwlin-x s, X’'W] =

wlr-xs xwl-wix s, xwlm-x s, X*wW] =

1 €

wlir-xs” xwl.

€

Luego
-1 - ’ -1 -1 - » -1
A=[I—WXSwX]W = W [I—XSwXW]

y es Unica por el apartado 3 de 2.4.3.

2.— El caracter idempotente es evidente. Por otra parte
trazall - WX S; X’ = n - traza (W'X S; X’)
Como
v - w-1 - , -
w - l+(w—1)vu S S S
entonces
-1 - s -1 - W - 1 -1 [
VXS, X =WV V-t ¥ LL

donde 1[1 es la i-ésima columna de la matriz de prediccién V.

Calculando la traza de cada uno de los dos sumandos,

tenemos:

* traza(W'V) = traza(V) + (w—l)vll =r + (w—l)vil

» w-1 -1 ’ w-1 -1 ’ =
“‘aza[ B CVAS '-’1] THe-Dv, e [W nwy ]
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_ w-1 2 12 _ o w-1 2 1y.2 _
T 1+ (w-1)v, [;v *+ (v l)vu] - 1+(w—1)vn [v“+(w l)vu] -

(w-1) v

Por lo tanto, traza ( W™'X S; X*)=r,yasf

trazall - WX S; Xl=n-r

TEOREMA 2.4.8.- En el modelo perturbado (Mod.2),

“2 _ 1 N RS v R
@w—ﬁ[Y-Xéw] w [Y X@w]

. . 2 . .
es un estimador insesgasdo de ¢~ y es independiente de

-~

eleccién de Bw

Demostracién. - [ Y-Xg, ] w [ Y-XB, ] =

=Y H-Xs, xwrwlio-x s, XWilYy=Y AY
siendo A = [I - X S wirwln-x s, XwY
Por el lema anterior

A=[I - WX s, X'] wl=wln-x s, X’ wh

Ademas, AX=0, siendo ©® la matriz nula, luego
Y’AY=[X§+§l’A[X_§+§]=§’A§.
Por lo que aplicando los lemas 2.4.6 y 2.4.7 se obtiene que
YAY = o 3
n-r

verificandose el teorema.
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Anteriormente se ha obtenido la relaciéon existente entre el
estimador de una funcién lineal estimable del modelo perturbado con el
correspondiente al modelo postulado. De forma andaloga, el siguiente
teorema proporciona la relacién entre los estimadores insesgados de &2
de los dos modelos.

TREOREMA 2.4.9.— 0‘: =0l 4+ -1 w -1

2
v 1+(“’-1)Vu e para todo w > O

donde e, es la i-ésima componente del vector de residuos e .

Demostracién.-

Y-XB =Y-XB+XB-XB =e-XI[g-B 1=
= w -1 -
=€ 1+iw—17vll XS x ¢

Luego,

N D Y
]—eWe Wewxs _)_gxel+

2
w -1 2 - o w-1 o~
+ [_—_—_1"'(“"1)"1; ] e x1 S XW S x

Desarrollando los tres sumandos de la expresién anterior

se tiene:

* o Wle=e'e+ (0-1) ef

ii

*e WIXs xe = e Ze v + (w-1)elv = (w-1) e v
1 1 1Ly 11 1
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Por lo tanto:

2

2(w-1)"v

2(w - 1) s wolv o= ws o 1
1+(w—1)vu e W XS % &= 1+iw—l)vll !

2
* [ 1+‘E’w—115v ] ef z1 s X’ w-l s ')S; =
il

= w -1 2 - - ’ T o? —
= WWJ%KIS [S +w-1) x? x1S™ x! =

=F_w;_.zez[v +(w—1)v2]—_(_(.0_:1_)_zvﬂ__e
1+(w--l)vll | I i 1+(w—l)vn 1

De donde se deduce el resultado propuesto.

Estos resultados obtenidos eh el modelo perturbado van a
servir posteriormente para el andlisis de influencia en el modelo
Mod.1-N. No obstante, el esquema de perturbacién mas utilizado en la
literatura es el basado en la omisién de una observacién o de un
conjunto de observaciones. Por ello, es conveniente desarrollar el
modelo resultante de la omisién de un conjunto de observaciones, y
estudiar su relacién con el modelo perturbado, as{ como la relacién
entre los estimadores tanto de la varianza o'z, como de las funciones

paramétricas linealmente estimables, en ambos modelos.
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2.5.- MODELO LINEAL GENERAL BAJO LA OMISION DE OBSERVACIONES

Sea el Modelo Lineal General, Mod.l, en el cual se omiten del

estudio la observaciones subindicadas por la coleccién de subindices:

3= { i, ,...,1 } c { 1,2,...,n }
1 2 m

Se notard por X:3 la matriz formada por las filas de X
correspondientes a ) y por Vs la submatriz correspondiente a V, siendo
por tanto V:s = XIS S Xs ; asimismo, con el subindice (3) se indica la

omisién de las iJ-ésimas observaciones.

El modelo lineal resultante al omitir tales observaciones
es:

Y(S) = X(S) B + £03) (Mod.3)

siendo Y(S)’ X(S)’ € (3) los correspondientes subvectores o submatrices
asociadas al conjunto de “subindices 3. Para este modelo, los
estimadores minimo cuadratico vienen expresados por

2 e _ P

B3~ Si3) X3 Y * I ~ Hy)lz - zeR

=S, .S

siendo S 4= X\ X(y) ¥ Higy= S 5)S(5):

En este modelo se supondra:
(i) rgl X3)=m,porloquerg( V3)=m
(ii) M~~> =1 - V3 es no singular
m

(iii) n > r+m
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Y, sin pérdida de generalidad el subconjunto 3 de indices tomard la

forma 3 = {1,2,...,m}.

TEOREMA 2.5.1- Si AB es linealmente estimable en el modelo postulado,

entonces también lo es en el modelo Mod.3

Demostracién.— Se considera la descomposicién
<o | s vl s Va
X3 Vao Y
Al ser VX=X, se tiene V3 X3 + Va X(S) = X~~> . Asi, si AB es

linealmente estimable en el modelo postulado, existe una matriz A

de dimensién gxn tal que

I (3)

m

M1y
3 a
A=A[ ]X(3)=>3B/A=BX

luego A8 es linealmente estimable en el modelo Mod.3.

TEOREMA 2.5.2.-Los estimadores de minimos cuadrados de B en Mod.3 se

pueden expresar:

é(3) =SXY - s'xs Milej" (Ik -Hy , ZERP arbitrario.

Demostracién.—
Por el lema 2.4.2, se tiene

T e (S-XX. ) =S +5 %X M¥X S
Siy) = (S -XJXy) =S +8 X, M Xy'S

Por otra parte,

- ’ - ’ -1 - ’ -1 =
H-S XXX, +S X M XS SX3M3V3X3 H

H 5= 3 Xy 3 My

64



Por tanto:

o — - - ’ -1 - s ’ - —

3(3)—(5 + S )(3M3 X3S ) (XY X3Y3)+(Ik Hvs=
= e = ’ -1 ~ - —

S XY-S XSM3 (Y3-X35 XY)+(Ik Hvs=

- ’ - ’ -1
STXY-S X My e+ (I-H v

COROLARIO 2.5.3.- En el Mod.3 se tiene:

D By =B - Xy My ey

]
-
-
>

2) Para )

3) 8 > 8

>0

En cuanto al estimador del parametro 0'2, se tiene

~2 1

3 = werm [Y(zs) R6) ‘3(5)] [Y(a) " X) 5(5)]

En el siguiente teorema se obtiene la relacibn con el
estimador obtenido en el modelo postulado, Mod.l, es decir, en el

modelo que contempla todas las observaciones.

TEOREMA 2.5.4.- En el modelo Mod.3

o2 1 [(n—r) ;2 - elL) Mgl ex ]

T Tner-m

Demostracién.-

[ Yo ~ X é(a)] [ Yo ~ %@ '3(5)] =Y Yo ~ Yo X By T
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[Y’Y - Y,

3 Yg]—[Y’X - Y2 X?)] [s' XY - S X2 M

5 5 51e5+(I-H)g]=

-~

- T4 PR - > ’ ~1 3 5 - ’ -1 =
= Y(I-V)Y Y5Y8+§X5M5 e5+Y5X5§ Y5V5M5 e5
. T4 PR - ) . ’ -1 - ’ -1 -

= Y (I-V)Y Y5 e5 +B XZ) M5 e5 Y5 V5 M5 e{)

= Y’(I- - ’ -1 - 3 ’ -1 =

= Y’ (I-V)Y _Y5 [I+V.5 M5] §X5 Mﬁ] e5

= (Y P - [ ’ '1_ o i N = (T4 M - o’ -1

= Y (I-V)Y _YT) M’3 B X5 Mf)] e5 Y (I-V)Y e5 MZs es

~2 s ag-1
(n-r) o e5 Mf) e5

De donde se deduce el enunciado.

COROLARIO 2.5.5.- En el modelo Mod.3 se verifica:

1) Para § ={ i}, se tiene

2 1 ~2 2
Ty = Tnorer [(n—r) o - el/(l—v“) ]

2) (n-r) ol > (n-r-1) o
w 50 (1)
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2.5 .- LOS RESIDUOS EN EL MODELO LINEAL GENERAL

En la analisis de influencia en el Modelo Lineal General, el
vector e de residuos juega un papel relevante, dado que la gran
mayoria de las medidas de influencia, que se obtienen a través de los
distintos esquemas de perturbacién y comparacién, dependen de algunas

de sus componentes.

Bajo el supuesto de normalidad en el modelo, la distribucién
del vector de residuos e = (In-V)Y = (In- V) ¢ se distribuye segin
una Nn[0,0‘z(In—V)]. Al depender su distribucién del parametro 0'2, el
cual es generalmente desconocido, se hace necesario trabajar con

alguna funcién de los mismos que no dependa del mencionado parametro.

DEFINICION 2.6.1.- Se denomina vector de residuos estandarizados al

vector n~-dimensional r cuyas componentes son:

DEFINICION 2.6.2.- Se denomina vector de residuos studentizados al
vector n-dimensional r cuyas componentes son:

e
1

172
L [1 vu]

La relacién entre los residuos estandarizados y

studentizados viene dada por:
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172
n-r-1

t=r | ———

i 1 2
n-r'-r'l

Luego, el cuadrado del residuo estandarizado es una transformacién

monétona del cuadrado del studentizado.

1

LEMA 2.6.3.- Sea 3 = { i 2

sy 1, e, 1 } una coleccién de
m

subindices. En el Modelo Lineal General bajo hipotesis de
normalidad [ € = Nn[O,O‘ZI] ], si la submatriz MZ) de M formada por
las filas y columnas subindicadas por 3y es de rango m entonces

-1 .
e’e - el M, e e son independientes.
33 % Y% P

Demostracién.— Sin perdida de generalidad se puede considerar

My M, ’ 2

=M My, £(3)

donde

Siendo, por tanto, independientes, ya que

[Ms Mo] [M-MM’M]=@
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TEOREMA 2.6.4.-

. ~2
1.- Si v“#I, entonces ¢

W y e son independientes

-~

. . 2

2.- Si M es no singular entonces o e son
3 gl @ 7%

independientes.

Demostracidn.-

Resulta evidente en base al lema 2.5.3

COROLARIO 2.6.5.- Si vnatl , el i-ésimo residuo studentizado tl se

distribuye segin una t de Student con n-r-1 grados de libertad.
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CAPITULO III

ANALISIS DE INFLUENCIA EN EL MODELO LINEAL GENERAL
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CAPITULO III,- ANALISIS DE INFLUENCIA EN EL MODELO LINEAL GENERAL

3.1.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES Y ANALISIS DE INFLUENCIA
3.1.1.- El sesgo condicionado en el modelo de Regresién
Lineal Miltiple
3.1.2.- El sesgo condicionado en el modelo ANOVA de un
factor.
3.2.- MEDIDAS DE INFLUENCIA SOBRE LA ESTIMACION DE UNA FUNCION
LINEALMENTE ESTIMABLE
3.2.1.- Distancias particulares
3.3.- INFLUENCIA LOCAL EN EL MODELO LINEAL GENERAL
3.3.1.- Influencia local sobre la estimacién de una funcién
linealmente estimable

3.3.2.- Influencia local en el estimador minimo-cuadréatico

de la varianza
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El Andlisis de Influencia cada dia estd tomando mayor
importancia debido, fundamentalmente, a la necesidad de buscar la
fiabilidad de los resultados en un anilisis estadistico. Dicha
necesidad viene provocada por el hecho de que las conclusiones de
cualquier andlisis se extraen a través de métodos basados en
observaciones muestrales y en supuestos sobre los modelos que subyacen

en la experimentacién.
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En este capitulo, se propone un nuevo enfoque en el estudio
de la influencia basado en el sesgo que sobre el estadistico provoca
cada observacién considerada individual o conjuntamente. Este sesgo
viene descrito por la esperanza condicionada a tal observacién, por lo
que se obtendran expresiones relacionadas a las ya obtenidas en la

descomposicién de los estimadores.

Posteriormente, se relaciona este enfoque con el
planteamiento cldsico de la omisién de observaciones, a través de la

curva de influencia muestral.

El enfoque propuesto se aplica en el Modelo Lineal General,
trasladando los resultados obtenidos a los modelos de Regresion Lineal

Mualtiple y de Andlisis de la Varianza de un Factor.
Finalmente se estudia la Influencia Local en el Modelo

Lineal General, como método util para complementar las técnicas de

analisis de influencia obtenidas a través del sesgo condicionado.
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3.1.- DESCOMPOSICION DE LOS ESTIMADORES Y ANALISIS DE INFLUENCIA

DEFINICION 3.1.1.- Sea )Sl,)_gz,...,)_(n una muestra aleatoria simple
extraida de una poblacién descrita por una vector aleatorio X,
sea T=T()_(1,2_(2,..,)_(n) un estadistico definido sobre. la muestra, y
sea X, X,..., X una realizacién de la muestra. Se denomina
sesgo condicionado a la i-ésima observacién del estadjistico T, y

se denota por Y[)_cl;T] a:

nsgmes 7 | x- ] - [ 7]

Sobre esta definiciébn se pueden realizar las siguientes

consideraciones:

- El sesgo condicionado a una observacién muestral coincide con
el término de primer orden en la descomposicién del estadistico

propuesta por Efron y Stein (1981).

Alx;Tl = #lx;T]

- El sesgo condicionado a una observacién muestral del
estadistico T puede ser considerado como una medida de la
de la influencia de dicha observacién sobre T, puesto que si se

considera la descomposicién:

n
T()_gl,J_cz,..,J_cn) = E[T] +IZIA1[.>_cl;T] + 1; Zn BU[)_cl,J_gJ;T] + s

1<)

la presencia de la i~ésima observacién, considerada
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individualmente, provoca una desviacién del valor del
estadistico a su esperanza, obtenida bajo el modelo tedrico
considerado, que puede ser medido por Alb—Cl;T]' Cuanto mayor sea
esta desviacién, mayor serd el impacto que sobre T ejerce dicha

observacién.

Por extensién, se puede definir el sesgo condicionado a un
conjunto de observaciones, el cual podra ser considerado como una
medida de la influencia conjunta que ejerce las mismas sobre el

estadistico.

DEFINICION 3.1.2.- En las condiciones de la Definicion 3.1.1, se

denomina sesgo  condicionado al conjunto de observaciones

{ X 0 Xy X }  del estadistico T a:
1 2 m
E[TlX=x,X=x,..., X=x]-E[T]
S S e S =1 =1
1 2 2 m m

Y se denotard por .9’[ x,

En base a estas definiciones, para el Modelo Lineal General,

como consecuencia de los resultados 2.2.2 y 2.2.5, se tiene

Sesgo condicinado a la ji-ésima observacion del BLUE de una

funcién linealmente estimable Aé

9’[y1;Aé1=AS'z;[yi-XB1

g
I
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Sesgo condicionado a la ji-ésima observacién del estimador

. 2
insesgado de o

~2 1=, : 2 2
Sly ;0 1= —r— [[yl-z_lgl —0‘]

n-r

El sesgo condicionado a un conjunto de observaciones para
los estimadores del Modelo Lineal General se obtienen en los dos

teoremas siguientes. Se considera la coleccién de subindices

5={11,12,...,1m }c{l,z, ...,n}

Con la notacién utilizada en el apartado 2.5 para la
particion de vectores y matrices, se puede expresar el sesgo
condicionado al conjunto de observaciones subindicadas por los

elementos de 3 de la forma:

?[ys;T]=E[T[Y3=y5]-E[T]

Reordenando convenientemente las matrices y vectores,

se puede utilizar la descomposicién siguiente:

En este apartado, y en los sucesivos, siempre se va a

suponer que VB y M5 son no singulares, y que n >r + m.
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TEOREMA 3.1.3.- Sea A8 una funcién linealmente estimable. El sesgo

condicionado al conjunto de observaciones muestrales subindicadas

por § de AB , es:

¢ [yB;Aé] =AS_X5[y5—X5§
Demostracién.-

E[A 8 Yy =y5]— E[A é] =

=AS [E[xs Yyl Yy = y8]+ E[xzm Y5yl Yy = yg]] -AB =

As-[xiyzs"XES)x(a)é]"‘é:

AS [x’x§+x5[y5—X5§1]—AB=

AS-Xé[yB-XBQ]

LEMA 3.1.4.- Dada la descomposicién en cajas de las matrices M, V y X

en base a la coleccién de subindices 3y , se tiene:

M’ X =-11 -V,1X
[+] m

37D

(3)

Demostracién. - Como VX=X, entonces MX =@

matriz nula, por lo tanto

M, Xy =~ My Xy

T

, siendo ® la



TEOREMA 3.1.5.- El sesgo condicionado al conjunto de observaciones

muestrales subindicadas por 33 del estimador ;'2 es
#ly. ;o2 =—-1—-[y -X 3]’[1 -V [y -X. 8 -oztraza[l-v]
V3 P L RO T B I G T A R B m

Demostracion.-

. . 2
El estimador insesgado de o~ puede ser expresado como
sigue:

"2__ 1 s ’ ’ ’
o =TT [Y(s) M Y *2 Y5 MoY(a)*YsMaYS]

Ademas,

TE Yy My Yy | erys] =3 [‘m“’a] Iy
C*E LYS M(’) Y(a) | Y5=y5 ] = yifs M(’) X({))E = - y'l:) [Im-vf) 1 XZS E

YE | Y M) Y lY5=y5] = E [Yis) M) Yi3) ] -

2 2
= Z (l—vkk) E[Yk] - Z Z Vi E[Yst] =0 [ Z (l—vkk)] +

K€D k€D s€) k&)
k¥s

+ Z (l—vkk)(z(_klg)2 - Z ' Z v, XB|(x B) =
k€) k&) s€))
s#k

= 02[n—r—traza[l -v ]:l + Z (1-v Mx B)z -
m 8 kk Tk=
k€)

- Z (l—vkk) (x_k E) - Z ij (Q{_JE) (&k é) =
ke j€d

8



= of [n-—r'-traza [Im—Vs]] + Z Z Vi (x 8) (KJ B) =

1€) k&)

2
=¢c n—r—traza[lm—vg]] + Z (1- v“)(z-1 B) + Z it (_xtB) (x B) =
L jed t€y
t#]
.|
=0 n—r—traza[ -V ] Z (1~ v )(x B) Z it (z_tB) (x B) =
i te))
t#]

— 2 —_ - ’
= ¢ [n r traza[lm Va]] + [Xa B 1 [ 5] [XB B 1
Por lo tanto, se tiene que:

E [;‘2| Y5=y5] = ¢2[—

= [”5 "Xy 8 ]’[‘m - "5] [ys “X%5 8

De donde se deduce el resultado propuesto.

3

traza[l -V ] +
m

Las medidas de influencia expuestas presentan dos problemas
que deben ser considerados. En primer lugar las expresiones obtenidas
dependen de los parametros By o? que son desconocidos . En segundo
lugar, dichas expresiones tienen la misma dimensién que el parametro,
por lo que en el caso de la influencia sobre Aé es de dimensién m#l.
Esto provoca la necesidad de determinar métodos que caractericen la

influencia y que permitan ordenar las observaciones en funcién de la

influencia.
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Una solucién al primer problema planteado viene dada por el

siguiente teorema.

TEOREMA 3.1.6.- Sea X una muestra aleatoria simple

=1’=2"""""=p

extraida de una poblacién descrita por una vector aleatorio X,
cuya distribuciéon depende de un vector de pardmetros %€ Q S RP .
Sea zz} = 1:? ()__(1,)_(2,..,)_§n) un estimador insesgado, cualquiera que
sea el tamafio muestral, del vector ¢ y sea 1:9(5) el estimador
insesgado obtenido de la muestra con la omision de las

observaciones Xk, donde k € § . Entonces

E[ é‘é(a) l )_(5= ’_‘5] = ‘9’[ Xy 3

1)
M

Demostracién.~ Evidente dado que 12(5) es insesgado y no depende de }_(5

En este punto se ha de hacer notar que el estimador del
sesgo condicionado obtenido es proporcional a la curva de influencia

muestral definida por D. Cook y S. Weisberg [1982].

CIM 9 ) =-(n-m 9

y(2)=-(om [ B 2 ]
No obstante, ésta siempre ha sido considerada definida sobre una
realizaciéon de la muestra aleatoria, y por lo tanto como un valor
o vector numérico, y no como variable o vector aleatorio, dado que su

aplicacién se reduce a las observaciones muestrales.
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Aplicando el ultimo teorema al Modelo Lineal General, se

puede enunciar el siguiente corolario.

COROLARIO 3.1.7 .-

1>

1.—»E|:As'x§)n,1z;)1 e5'|Y5=y5]=y[y5;A

1 s -1 m ~2 - _ . 2
2.—E[mel~> MB es‘mvlya—yg]—y[ya,a‘]

Demostracién. -

1.- Por el Teorema 2.5.2 , se tiene que

a - ~ 3y - ~ -1
Aé(a)—ASXY AS XaM5 es

por lo que

~ ~ - R _1
Ag-A§(5)= AS XBMB es
2.— Por el teorema 2.5.4 , se tiene que

~2 1

2 , -1
0'(5) = =r-m [(n—r) o - ea Mf) es]

y asi

>
N

Az- ;2 - 1 e’ M—le _ m o
() n-rr-m P 3 P n-r-m

Por lo tanto, desde un punto de vista préactico pueden
considerarse las siguientes medidas: de influencia obtenidas en

funcién del sesgo condicionado:
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INFLUENCIA SOBRE A8
l.- Medida de la influencia que sobre AS ejerce el conjunto de

observaciones subindicadas por 3J

- N _1 q
AS XX M, e, €R
3 3 D
2.- Medida de la influencia que sobre A8 ejerce la i-ésima
observacién
e _
AS x' eR?
1-v 1

i1

INFLUENCIA SOBRE ¢

3.- Medida de la influencia que sobre ol e jerce el conjunto de

observaciones subindicadas por 3

1 m 2

’ -1 -
—— eg MZ') e5 n-r-mw eR

. . . 2 . . g .
4.- Medida de la influencia que sobre ¢~ ejerce la i-ésima observacién

3.1.1.-EL SESGO CONDICIONADO EN EL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

Dado que el Modelo de Regresiéon Lineal Multiple (Mod.1-R) es
un caso particular del Modelo Lineal General, se obtienen sobre él los
siguientes resultados para el sesgo condicionado de los distintos
estimadores del modelo, con el objeto de obtener medidas de influencia

sobre ellos.
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TEOREMA 3.1.8.- En el modelo Mod.1-R se tiene:

1l.- El sesgo condicionado al conjunto de observaciones

subindicadas por 3 del estimador é es
$ly,; B1=s"x - X
Yy 8 5 lyg-%581
2.- E [ sTix: Mt

5M5 eB |Y5=y5]=$"[y5; B 1

Demostracién.- En base a los resultados 3.1.3 y 3.1.7

COROLARIO 3.1.9.- En el modelo Mod.1-R se tiene:

1.- El sesgo condicionado a la i-ésima observacién del estimador

B es

W »

TEOREMA 3.1.10.- En el modelo Mod.1-R se tiene:

l.- Dado un vector x’€ R’ de observaciones de las variables
[+]

explicativas, el sesgo condicionado al conjunto de observaciones

subindicadas por § de la prediccién Yo= X, B es

y’[ys;?o]:gos"xs [yy-% @1

1y, 14-1 _ _ .
2.-E[§OS X?)M5 e |Ya—y5]—.‘f’[y5.Yo]

Demostracién.- En base a los resultados 3.1.3 y 3.1.7
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COROLARIO 3.1.11.- En el modelo Mod.1-R se tiene:

1.- Dado un vector x'e R’ de observaciones de las variables
o

explicativas, el sesgo condicionado a la i-ésima observacién de la

prediccién Yo= X, B es

.9’[yi;Yo]=x S g(_; [yl-z.B]

=0 i~
2.-E 1 x’S_lx'e]Y=y =.9’[y°‘}]
1—vil o =1 IS T 1’ 7o
TEOREMA 3.1.12.- En el modelo Mod.1-R se tiene:
1.- El sesgo condicionado al conjunto de observaciones

subindicadas por ) de Bk (k~ésima componente de B)es

5 -1
¥ ; =38 S XJ - X
[y{) B =28 3 [y5 Bé]
siendo §k el vector p-dimensional con todos sus componentes nulas

salvo la k-ésima.

2~ E [g; s‘lxz;) Ml:)l ey | Yy= ys] =¢ Ly ;Ek ]

Demostracién.~ En base a los resultados 3.1.3 y 3.1.7.

COROLARIO 3.1.13.- En el modelo Mod.1-R se tiene

~

1.- El sesgo condicionado a la i~ésima observacién de Bk €s
. 8 = 3’ 1 -
y[yl’Bk] &S ¥ [yl z1'2]

siendo Bk el vector p-dimensional con todos sus componentes nulas

salvo la k-ésima.

1 ’ -1, - - .A
2.-E[1_—Vl—l §kS _}glel |Yl—y1]—y[y193k]
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TEOREMA 3.1.14.- En el Mod.1-R se tiene:
1.- El sesgo condicionado al conjunto de observaciones

~

subindicadas por J del estimador o’ es
o)=L - NI =Vl My~ - o2 -
Y[ys,O‘ ] np [ [y{) X5 Bl [Im VZSI [yg X1~) Bl -¢ 1:r'aza[Im Vsl]

1 sy y-l. .. m %2 - - . o2
2.-E [n—p—m el M5 s " aop-m |Y5 ys] .‘/’[yg,w ]

Demostracién.— En base a los resultados 3.1.5 y 3.1.7

COROLARIO 3.1.15.- En el modelo Mod.1-R se tiene:

1.- El sesgo condicionado a la i-ésima observacién del estimador

~

2
o es

Por lo tanto, desde un punto de vista practico, se pueden

considerar las siguientes medidas de influencia basadas en el sesgo

condicionado:
INFLUENCIA SOBRE B
1.- Medida de 1la influencia que sobre B ejerce el conjunto

observaciones subindicadas por 3

s“xl;) Mg ey € R®
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2.— Medida de la influencia de la i-ésima observacién sobre B

ST'xe e€R°
1-v 25

INFLUENCIA SOBRE LA PREDICCION

A

3.- Medida de la influencia que sobre una prediccién Zoé ejerce el

conjunto observaciones subindicadas por

X, s7Ix: M
) 5 3 €
4.- Medida de la influencia de la i-ésima observacién sobre una

prediccién KOB

INFLUENCIA PARCIAL
5.- Medida de la influencia que sobre la k-ésima componente de

B ejerce el conjunto observaciones subindicadas por

a’sx3l:) ey

6.— Medida de la influencia de 1la i-ésima observacién sobre Ila

€R

~
k—-ésima componente de B

INFLUENCIA SOBRE ¢
7.- Medida dg la influencia que sobre o2 ejerce el conjunto

observaciones subindicadas por

n_:)_m[eé M1~) exy-mgo ] €R
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-~

8.— Medida de la influencia de la i-ésima observacién sobre ¢

S ez-t;z— 1 ;2 r’-1]eR
n-p-1 [I-v "1 ~ n-p-1 1

La primera y segunda medida, ambas correspondientes al
estimador del vector de coeficientes de regresién, pertenecen al
espacio real p-dimensional, por lo que plantean el problema comentado
anteriormente de la imposibilidad de su ordenacién. Por ello, han de

ser transformadas al espacio R.

El resto de medidas no plantean dicho problema, por lo tanto
son validas para la ordenacién de las observaciones en funcién de la
influencia, pudiéndose, ademdés, considerar un caso como observaciéon
influencia, o un grupo de observaciones como conjuntamente
influyentes, si su medida asociada es elevada en relacién con el resto

de observaciones.

3.1.2.— EL SESGO CONDICIONADO EN EL MODELO ANOVA DE UN FACTOR

El estudio de la influencia sobre el modelo de Analisis de
la Varianza apenas ha sido tratado, en contraposicién de otros modelos
lineales como el de regresién. Sin embargo, con el esquema general que
se ha planteado para el analisis unificado de los modelos lineales,
este estudio serd posible, para lo cual serd suficiente trasladar los

resultados obtenido para el Mod.1.
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Asi, si se desea estudiar en el Mod.l1-A el sesgo
condicionado a un conjunto de observaciones, de las cuales m,
corresponden al primer tratamiento, m, al segundo tratamiento etc...,
se puede reordenar el modelo de forma que las m, observaciones
correspondientes al i-ésimo tratamiento sean las m, primeras. As{, se

puede considerar la coleccién de subindices:

3= { (1,1),...,(l,ml),(z,l),...,(2,m2), ......,(k,l),...,(k,mk) }

m<n ; Zm=m
i

La colecciébn 3 se puede descomponer como unién de colecciones

disjuntas:

k
D = l_l_—_! 51 , donde 81 ={ (i,l),...,(i,ml) }

Por otra parte, V resulta en este caso ser una matriz

. . o . s 1
diagonal por cajas, en la que la caja i-ésima es V= —E ’
1 n (nxn)
1 11
siendo E la matriz de unos con las dimensiones indicadas. Si

(nlxnl)
se denota por V15 la submatriz de Vx formada por los filas y columnas

i

. - H t— 1
subindicadas en Z)l, entonces se tiene que VIB = —ﬁ:E(mlxmi) .

En base a esto, se pueden enunciar los siguientes

resultados:
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TEOREMA 3.1.16 .- En el Mod.1-A

1.- El sesgo condicionado al «conjunto de observaciones

subindicadas por j del estimador = [u+oc1 HHe, ... es

K m .
. - - 1 —
¥ [yf) pal=) 3 [ jz [yu (ptec) ]

i =1 J

i=1

donde §1 es el vector k-dimensional con el i-ésimo elemento la

unidad y el resto ceros.

2.-
i—l——' ——11-: Tv.% E Y.=y.| =
Lo Ftom)'m ™ T Fmam)| (Y5 70 Eman] | Y55
=¥ [ya ; nl
‘ . » 7 k3
donde E(kxmi) es la matriz con la i-ésima fila de unos y el

resto nulas, con las dimensiones indicadas, e Y1 es el

estadistico media muestral del grupo i-ésimo.

Demostracién.- En base a los resultados 3.1.3 y 3.1.7

COROLARIO 3.1.17.- En el modelo Mod.1-A se tiene:

1.- El sesgo condicionado a la j-ésima observacién del i-ésimo

tratamiento del estimador 7 = [uﬂxl B, . u+ock] es

-~ _ 1 _
.‘I’[yu ,'g]—-—-n—l§i[yu (u+ai)]

. A
2.—E[n—_1§l[Y -% 1Y ]=fl’[yu;y]

i U

89



TEOREMA 3.1.18.- En el modelo Mod.1-A se tiene:
1.- El sesgo condicionado al conjunto de observaciones
subindicadas por § del BLUE de una combinacién lineal contraste

de los efectos de los tratamientos, oci , €S

k

k ~ cl ml
byfet ] Lo [ fn-era]

X Cl 1 -1 _
E Z n E:(lxml) [Iml_ n_ E(mlxml)] [Ysi- Yi.E(mlxl)] 'Y5=y5 =

Demostracién.- En base a los resultados 3.1.3 y 3.1.7

COROLARIO 3.1.19.- En el modelo Mod.1-A se tiene:
l.- El sesgo condicionado a la j-ésima observacién del i-ésimo
tratamiento del BLUE de una combinacién lineal contraste de los

efectos de los tratamientos, ozl , €S
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En el modelo Mod.1-A se tiene:

TEOREMA 3.1.20.-
condicionado al conjunto de observaciones

A

1.- El sesgo

subindicadas por ) del estimador ¢ es

ul 2ni-1 ml 2 ml 2
N P et R

1

-1
- ’ 1 = 2 _ -
[YZ) _Yi.E(m xl)] [Irn n E(m xm )] ' [YB —YI.E(m xl)] i ,Yﬂ-yﬁ]_
1 j S S W 1 i
— OAZ
= ﬂyg"’ ]

Demostracién.— En base a los resultados 3.1.5 y 3.1.7

COROLARIO 3.1.21.- En el modelo Mod.1-A se tiene

1.- El sesgo condicionado a la j-ésima observacién del i-ésimo

. . "2
tratamiento del estimador ¢~ es

N n-1
2, _ 1 _ 2 2
y[yu pol= n (n-k) [[yu (+a) '~ ]
= 2 _ "2 "2
Z-E[nl—l[lj—Yi] - | u=y1j]-y[yu o |
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Teniendo en cuenta que los residuos en este modelo son

- Residuos: eu = YlJ_ (p+ @ ) = Yl -

Y
j 1.
n, /2 [Yl -?i ]
- Residuos estandarizados : r
i) n -1
1 o
n /2 [Y

-Y, ]
- Residuos studentizados : tlJ = [n =} ] —
i [
(1)

entonces, desde un punto de vista practico se pueden considerar las

siguientes medidas de influencia basadas en el sesgo condicionado.

INFLUENCIA SOBRE 7

1.- Medida de influencia que ejerce el conjunto de observaciones
subindicadas por § sobre el estimador de 73
k y -1
1 _»* 1 -
L& Eloam )[Im "o E(m xm )] [ys Em xn] <K
1=1 1 1 i 1 171 1 1

2.- Medida de influencia que ejerce la j-ésima observaciéon del i-ésimo

tratamiento sobre el estimador de n

k

1 -
ni—l §1 [yu - yl.] €R

NFLUENCIA SOBRE A COMBINACION LINEAL CONTRASTE

3.- Medida de influencia que ejerce el conjunto de observaciones

subindicadas por {3 sobre una combinacién lineal contraste

K Cl 1 -1 _
E E [I———E ][y-yE ]elR
nl (lxml) m, Ill (mlxmi) 51 i. (mlxl)

i=1
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4.- Medida de influencia que ejerce la j-ésima observacién del i-ésimo

tratamiento sobre una combinacién lineal contraste.

2

e
(72}
(=]
oy
f

INFLUENCIE

5- Medida de influencia que ejerce el conjunto de observaciones

s 1 ~2
subindicadas por §§ sobre ¢

k

- » 1 -1 _ N
12—-:1 [yal yl'E(ml"l)] [Im:EE(mixmx)] [ysl_yl-E(m,’d)] e

2eIR

6- Medida de influencia que ejerce la j-ésima observacion del i-ésimo

tratamiento ejerce sobre ¢

Las medidas correspondientes a la estimacién de 7 son

vectores de [Rk, por lo que se le aplicardn técnicas que las

transformen al espacio unidimensional.
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3.2.- MEDIDAS DE INFLUENCIA SOBRE LA ESTIMACION DE UNA FUNCION
LINEALMENTE ESTIMABLE.

En el apartado 3.1 se ha presentado el sesgo condicionado a
las observaciones como medida de influencia, el cual se puede
interpretar como el cambio en la estimacién provocado por la
observacién o conjunto de observaciones en estudio, observandose dos
problemas para su tratamiento practico. Uno de ellos consistia en su
dependencia de los parametros desconocidos, lo cual queddé resuelto
por el teorema 3.1.6, en el que se obtiene, bajo la condicién de los
valores muestrales observados correspondientes a la muestra aleatoria,
que se verifica la insesgadez del cambio provocado en la estimacién

por la omisién de dichas observaciones.

El segundo problema se presentaba en el sesgo condicionado
a lasas observacién/es de A8 , al pertenecer a R? , con Io que no es
posible una caracterizacién de la influencia, asi como una ordenacién

de las observaciones.

Para dar solucién a este problema, se pueden usar
estrategias semejantes a las comentadas en el capitulo I para ‘el
modelo de regresiéon. Es decir, déf inir normas o distancias sobre el
sesgo o sobre su estimacién, que transformen éstos en puntos de R. La
eleccion de una distancia para caracterizarlos es, por lo tanto, un

apartado fundamental en el andlisis de influencia.
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Aunque para la definicién y determinacién de las distancias
no es necesario asumir hipétesis sobre la distribucién del modelo,
para la obtencién de puntos limites a partir de los cuales considerar
la existencia del caracter de influencia s{ lo es. Por lo tanto, en
este apartado se va a suponer el modelo lineal general bajo hipétesis

de normalidad, es decir, € = ano,ozln].

DEFINICION 3.2.1.- En el espacio vectorial R? se define la (Q,c)-norma
por :
— l ’
| 2 lmyey =< ¥ Q%

donde Q es una matriz qxq, simétrica, definida positiva y c¢ un

escalar positivo.

Por lo tanto, en las condiciones del Teorema 3.1.6, la norma
del sesgo condicionado al conjunto de observaciones subindicadas por 3

de un estimador é de ¢ sera:
~ _ 1 . -~ ’ . ~

Para el caso concreto del estimador A@ en el modelo lineal

general sera:

_ 1 ' T A = v -
SD5 [Qcsng8l = — [ya—XBQ] X5 S ANQAS Xa [y5 X5§ ]

Cc

Si se denota por P5[Q] a la matriz X5 SANQAS Xii , se

obtiene que
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o o ) , ]
Dy 0.l = - [vyxyg] Pyl [yyxgg |
lo que lleva a algunos autores [Cook y Weisberg (1982)] a considerarlo

como el potencial relativo a Q, para que dichas observaciones sean

conjuntamente influyentes.

Y el caso de que 3 = { i } , entonces:

C

iDl[Q,C;Aél = L [yl-zc.lé] P [Q] [yi-xlé]

, es el potencial relativo a

donde PS[Q] = X S A QAS x;

Q para que la i-ésima observacién sea influencia.

Se trata, por tanto, de elegir aquellas matrices Q ¥y
aquellos escalares ¢ que permitan obtener medidas de la influencia que
sobre la estimacién de una funcién linealmente estimable ejerza una o

un conjunto de observaciones.

3.2.1.- DISTANCIAS PARTICULARES
En este apartado se obtienen distintas medidas de influencia

sobre A8 aplicando las (Q,c)-normas a las estimaciones del sesgo

condicionado.
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LEMA 3.2.2-

1.- Si A es una matriz de dimensiones qxp (q<p), de rango q, de

forma que AB es linealmente estimable, entonces la matriz

(A S A’) es definida positiva.

2.— Si. A es una matriz de dimensiones qxp (q<p), de rango q, de

forma que A8 es linealmente estimable, entonces la matriz

(A STA')"! es simétrica y definida positiva.

Demostracién.-

l.- Por ser AB linealmente estimable entonces, por el resultado
2.1.4, A=BX , siendo B una matriz de dimensiones qgxn, de rango .q.
Luego

(AS” A') =B VB=I[VBIV B]
v por lo que para todo u € R? , se tiene

W(AS A)u=I[VBul [VBulz0

Y ademds, la igualdad a cero se alcanza para aquellos u € R?
soluciones del sistema de ecuaciones
VBu=0
cuya matriz es V B’ de dimensiones nxq y rango q (n>q), luego es un
sistema de ecuaciones consistente y determinado, por lo que su unica
solucién es el vector nulo.
2.- En base al punto 1 dado que si una matriz es simétrica

definida positiva, entonces también lo es su inversa.

Por lo tanto, se puede definir la (Q,c)-norma con

Q= (A s” a7t y c.=qeco
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DEFINICION 3.2.3.- Sea A8 linealmente estimable. La (Ql,cl)-norma del

sesgo condicionado al conjunto de observaciones subindicadas por

-~

3 de AB se denomina D.-DISTANCIA asociada al conjunto de

)
observaciones y8 y se denota por D{)[Aé].

2 - 1 - ’ - 14 - 1 —1 - H] -
DylAg] = > [ya XBE] Xy S A[AS A] A ST Xg [ya xsg]

Asi, se tiene que la fDl-distancia asociada a v, viene dada
por:
; 1

-1 2
7)1[/\@] = q;Z X, S A’[A S A’] AS 3; [yl—xB]

En estas distancias se puede observar uno de los problemas
planteados en la definicién del sesgo condicionado: su dependencia del
vector paramétrico B desconocido. Esta misma distancia se puede

aplicar al estimador del sesgo, definiéndose::

DEFINICION 3.2.4.- Para el estimador AB de una funcién linealmente
estimable AB se denomina DB-DISTANCIA asociada al conjunto de

observaciones y{) y se denota por D5[A§] a

~ 1 , -1
DyIA] = —— - 5M5 XBS A[AS A] AS XJ M 5 e

Por lo tanto, para el caso del estudio de la influencia de

una observacién se tiene que la Dl—distancia asociada a la i-ésima

observacién viene dada por
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’1‘2
i i

DAl = ——— x S A’[A s” A’]—IA S” x
El elipsoide de confianza para A8, con un nivel
significacién «, viene dado, segin el resultado 2.1.10, por
conjunto de vectores d" tales que:
MEg-d I'as A1t ag-al

-~

qo

= F
2 1-a,q,n-r

Dada la semejanza con la distancia propuesta

5 - ’ e ! A_ a
(A - AByy I (ASTAT IAG - ARy ]

- ~2
q o

o

GZP!

8
I

de

el

se puede utilizar como criterio para determinar si el conjunto de

observaciones subindicadas por 3§ son conjuntamente influeyentes o no

el siguiente:

Si el valor de la Da—distancia es mayor que el punto critico de

la distribucién, F , entonces el cambio producido en la

1-a,q,n-r

estimacién de AB se da fuera del elipsoide de confianza a un

nivel de significacién (1-«)1007% , siendo, por tanto, un cambio

suficiente como para considerar influencia conjunta de las

observaciones.

Planteamiento andlogo se puede hacer para estudiar

influencia individual de una observacién.
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Trasladando esta medida de - influencia para los modelos de
Regresiéon Lineal Miltiple y Andlisis de la Varianza de un factor, se

obtienen los siguientes resultados:

TEOREMA 3.2.5 .- En el modelo Mod.1-R la Da—distancia sobre @ coincide

con la distancia de Cook, verificdndose:

o1 - 1 s -1 -1
1. D5[§] = p;Z es Mf) Vl~> M5 e?3
iy 1 v“ 2
2-DI[Bl = = r
R S

TEOREMA 3.2.6.- En el modelo Mod.1-A se verifica:

1.- Dg(v_p) =

Kk
Y 5175 1 F] [ 5 Fmm] Enem,Emm] [75,91en]
n, 51 i. leI m D omxm mxm |'m n-mxm '{)x i. mlxl

i=1

" 1 2
2-D,m = k(n -1) T
donde rU es el residuo estandarizado correspondiente a la

j—-ésima observacién del i-ésimo tratamiento.

Siguiendo el esquema anterior para la norma definida por la
matriz Ql=[AS_A’]_1 y por el escalar positivo cz=¢r?5) , es decir, la
estimacién minimo-cuadraitica de la varianza en la que se omiten las

observaciones subindicadas por 3 se tiene
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DEFINICION 3.2.7.- Sea A8 linealmente estimable. La (Ql,cz)-norma del
sesgo condicionado al conjunto de observaciones subindicadas por
d de AB se denomina WB—DISTANCIA asociada al conjunto de

observaciones Yy ¥ se denota por WalAél.

- _ 1 _ ’ = A = A -1 = ’ - .
WS[AQ] ——;‘—?'5—)- [y5 XBE] XSS A[AS A] AS Xa Ity8 Xaé]

Asi, se tiene que la Wl—distancia asociada a A viene dada

por:
W8] = — X S A’[A s~ A’]—IA s x [y -X (3]2
o2 =1 Al |
(0
Andlogamente se definen estas distancias sobre los

estimadores del sesgo. Asi,

DEFINICION 3.2.8 .- Para el estimador A8 de una funcién linealmente
estimable A8 se denomina WS-DISTANCIA asociada al conjunto de

observaciones ya y se denota por ngél a

A_ 1 ’ -1 = A? - ’_1 - ’ -1
Wa[/\ﬁ]---—‘,,-:—z—e{)M5 XSS A[AS A] AS XSMZ) e5

(3)

Por lo tanto, para el caso del estudio de la influencia de
una observacién se tiene que la Wl-distancia asociada a la i-ésima

observacién viene dada por

~-1
! x, S A’[A s~ A’] AS™ g tf
(l—vu)

W (A8l =
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Al depender del i-~ésimo residuo studentizado, el cual se
distribuye segin una t de Student con n-r-1 grados de libertad, puede
utilizarse como criterio para la determinacién de observaciones
influencia aquéllas que
-1

S A [A s~ A’] AS X

1
1 ] Fl—a,l,n—r—l

(l-vu)

WIAB] = [ X
Para el caso de los modelos de Regresién Lineal Multiple y

de Analisis de la Varianza de un factor se tiene:

TEOREMA 3.2.9.~ En el modelo Mod.1-R la Ws—distancia sobre B coincide

con el cuadrado de la distancia de Welsch-Kuh, verificandose:

D | > pp-1 -1
L- Wylgl = =% My® Vi My e
(3)
- vll 2
2= WB = T 4

TEOREMA 3.2 10.- En el modelo Mod.1-A se verifica:

l.- WS(H) =

i

Kk
) +l75,5 F ] [t 5 ] B 5] (75,51
n|’y “i. mixl m 0 omxm mxm | 'm nomxm 51 1 mlxl

~2

donde tlJ es el residuo studentizado correspondiente a la

Jj-ésima observacién del i-ésimo tratamiento
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Considerando la norma definida por la matriz Q1=[AS-A’]_1 y
por el escalar positivo c = [r/(n-r)] 0?5) , y siguiendo un desarrollo

semejante a los anteriores, se tiene:

DEFINICION 3.2.11.- Sea AB linealmente estimable. La (Ql,cs)—norma del
sesgo condicionado al conjunto de observaciones subindicadas por
S de A8 se denomina €B—DISTANCIA asociada al conjunto de

observaciones y5 y se denota por 6’5[1\@].

3 = 1 ’ = A = A? _~1 ~
n-r

As{, se tiene que la 6’1-distancia asociada a Y, viene dada

por:
~ 1 - - -1 - 2
= ————— ’ ’ 4 -
8 8] = — %S A[AS A] AST g Iy-x8 ]
n-r (i)

Y de forma andloga , se definen estas distancias sobre los

estimadores del sesgo. Asi,

DEFINICION 3.2.12.- Para el estimador' A8 de una funcién linealmente

estimable AB se denomina C.-DISTANCIA asociada al conjunto de

3

observaciones gy ¥ se denota por C5[A§] a

a = 1 ’ -1 = A9 = AP -1 - [ -1
C{)[AE] = —I————;z— ea Ma X5 S A [A S A] AS Xa M8 85
n-r (3J)
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Por lo tanto, para el caso del estudio de la influencia de

una observacién se tiene que la Cl-distancia asociada a la i-ésima

observacién viene dada por

~ - - - —1 -
ciagl = BAr 1 x S A’[AS A'] AS ® tf

Al depender del i-ésimo residuo studentizado, puede

utilizarse como criterio para la determinacién de observaciones

influencia aquéllas que

-1
~ n-r 1 = a9 = Ar T ?
C[Ag] = — X, S A [A S A] AS x | F 1-a,1,n-r-1

(l-v“)

Para el Modelo de Regresién Lineal Miltiple se tiene

TEOREMA 3.2.13.- En el modelo Mod.1-R la Ca—distancia sobre é coincide

con el cuadrado de la distancia Modificada de Cook,

verificandose:
o1 1 s a1 -1
l.-CZS[E] = 1—;2—- Sa M1~) V.{) M5 25
n-r (J)
- n-r vu 2
Z-CI[E] = T— tl

(l-vn)

Y para el Modelo de Andlisis de la Varianza:
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TEOREMA 3.2.14 .- En el modelo Mod.1-A se tiene:

1.- CB(H) =

i
1

k
Y il 7] [tm, 5 em, | o [ ] 75,1
1—ni 51 1. mlxl m 0 mxm mxm |'m n°mxm Z)l 1

m xl]
i

~2

[k/(n-k)] “(3)

n-k 1 tz
n (ni-l) 1)

2.- C.(m) =

donde 1:ij es el residuo studentizado correspondiente a la

Jj-ésima observacion del i-ésimo tratamiento.
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3.3.- INFLUENCIA LOCAL EN EL MODELO LINEAL GENERAL

Los resultados de los apartados 3.1 y 3.2 se han obtenido
bajo el fundamento teérico que proporciona el sesgo condicionado por
una observacién o un conjunto de observaciones. Dicho fundamento
conduce en la practica a utilizar técnicas que coinciden con los
obtenidos a través del esquema de perturbacién del modelo provocado
por la omisién de uno o de un conjupto de datos. Estas técnicas son
dtiles para detectar casos que deberfan ser cuidadosamente
inspeccionados por tener asociados errores grandes, producir
considerables cambios en los estimadores o grandes diferencias en la

verosimilitud.

Otro esquema de perturbacién, propuesto por Cook (1986), es
el basado en el modelo perturbado (Mod.2):

Y=X B + ¢ exN [0,¢ W]
nx1l nxp pxl nxl

rgl X1=r=p W = diag [ 1,1, ..., Vw,...,1 ]

En los teoremas 2.5.3 y 255 se demostr6 que el
comportamiento en el limite cuando, w tiende a cero, de este modelo
Mod.2 coincide préacticamente con el Mod.3, modelo en el que se omite
una observacién o un conjunto de ellas. Y, por otra parte, es evidente
que para w=l el modelo perturbado Méd.z es el modelo lineal general

bajo condicién de normalidad (Mod.1-N).

Cook (1987), argumentando que dos observaciones que pueden

ser consideradas igualmente influyentes bajo el esquema de la omisién,
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pueden tener comportamientos diferentes ante pequefias modificaciones
de w, concluye que para un estudio completo de la influencia de un
caso simple es necesario investigar la conducta de los resultados del
analisis para valores de ®w no nulos. Este técnica de analisis de

influencia se denomina influencia local.

Asi, en este apartado se estudia, bajo el esquema de
perturbacién del modelo Mod.2 diversas medidas y distancias semejantes
a las obtenidas bajo el fundamento teérico del sesgo. Y como esquema
de comparacién de resultados se utilizard la diferencia entre los

estimadores obtenidos.

3.4.1.- INFLUENCIA LOCAL SOBRE LA ESTIMACION DE UNA FUNCION

LINEALMENTE ESTIMABLEBLE

En el apartado 2.4 se obtiene el estimador de AB, funcién
linealmente estimable, bajo el modelo i)erturbado y su relacién con el

el obtenido bajo el modelo postulado (Mod.1) :

=-——w_l——elAS-z’ e R?

A W 1+(w-1)v i
11

- A

w»
>

siendo A una matriz de dimensiones qxp , de rango q.

Sobre esta diferencia, por pertenencer al espacio real

g-dimensional, se puede aplicar algunas de las (Q,c)-normas indicadas

en el apartado 3.2.
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TEOREMA 3.4.1.- Sea Q1= A S A’]-1 , C= —,1\—2 . La (Ml,cl)-norma de
qo

A ~

AB-AB es:

“w
A .| wnavy 12
Dlw, AB]l=DI[AB]
i = =
1+ (w-1)v
i
Demostracién.-
) w-na-v) (>, _ o
D.[w,A Bl = —— e xS ANIAS Nl AS X' =
i = 2 15 1
1+ (w-1)v qo
i
w-D(-v ) | . R
= rrx S AN[AS Nl AS X =
1+ (w-1)v q(l-v ) o !
it 11
.| wna-v) 2
= Di[A Bl
1+ (w--l)vu
n
Propiedades de interés de esta funcién de w son:
TEOREMA 3.4.2.- 1.-D[ 0, AB]1=D[Ag] , DI1,ABI=0
2.- Si Dl[A B1l= DJ[A Bl y vy > ! entonces
Di[w,A B 1<« Dj[w,A 81 Vo >0

Demostracién.- Evidente

n
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La Fig.A representa las gréaficas correspondientes a las
funciones asociadas a dos observaciones con la misma Dl-distancia
sobre Aé , Ssiendo vu>vJJ . Se puede observar como a pesar de tener
ambas observaciones la misma influencia bajo el esquema de la omisién,
la observacién correspondiente a un menor elemento diagonal de la

matriz de prediccién posee potencialmente mayor influencia.

DIAB1=DIAB]

FIG. A

Se pueden realizar otros estudios comparativos conjugando
residuos, elementos diagonales de la matriz de prediccién y
Dl-distancia.No obstante, desde un punto de vista practico, se debe
realizar la confrontacién de las gréficas asociadas a aquellas

observaciones con mayor Dl-distancia.
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En cuanto a su aplicacién en los modelos de regresién lineal
multiple (Mod.1-R) y de anilisis de la varianza (Mod.1-A) cabe

resaltar que en el primero se tiene

2
“ (w-lA)(l—vu)

Dlw, B1=DlB]I

1+ (w—l)vu

y en el segundo, al ser los elementos diagonales de V los inversos de
los tamafios muestrales tomados para el tratamiento al que corresponde
la observacién en cuestién, la influencia local de dos casos con la
Di—distancia va a depender de tales tamafios muestrales. En
consecuencia, en un modelo balanceado bastarfa estudiar Dl-distancia

~ sobre la funcién linealmente estimable que se esté tratando.

3.4.2.- INFLUENCIA LOCAL EN EL ESTIMADOR MINIMO-CUADRATICO DE LA

VARIANZA.

En el estudio del modelo perturbado (Mod.2) se obtuvo que

~2 ~2 ef w-1
T T T T nr 1+(w—17vll w € (0,m)

Esta expresiéon puede considerarse como una funcién ¢1(') de

w y su representacién grafica es de la forma que indica la figura B.

En la préctica se deberd realizar un estudio comparativo

entre aquellas funciones ¢i(w) asociadas a posibles observaciones

. . ~2 .
influencia sobre ¢~ detectadas por otras técnicas.
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FIG. B

No obstante, un factor importante a tener en cuenta es la

pendiente de la curva en el punto w=1
- ef /(n-r)

puesto que cuanto mayor sea en moédulo dicha pendiente, que depende del
i-ésimo residuo y del tamafio muestral, mayor serd la influencia local

~2 . R s
que sobre ¢~ ejerce dicha observacién.

1



BIBLIOGRAFIA

ATKINSON, A.C. (1982)

Regression Diagnostics.Transformations and Constructed Variables.

J.R. Statist. Soc., 44, No 1, 1-36.

ATKINSON, A.C. (1984)
Two books on regression diagnostics.
The Annals of Statistics. Vol.12, No.l, 392-401.

BAILASOORIYA,U.; TSE, Y.K. & LIEW,Y.S. (1987)

An empirical comparison of some statistics for

identifying

outliers and influential observations in linear regression models

Journal of Applied Statistics, Vol 14, No 2, 177-184

"BARRETT, B.E. & LING,R.F. (1992)

General Classes of Influence Measures for Multivariate Regression

J.A.S.A. Vol. 87, No.417, 184-191

BECKMAN,R.J. y COOK,R.D. (1983)
Outliers....
Technometrics, Vol. 15, 119-163

BELSEY, D.A., KUH, E., WELSCH, ,R.E. (1980)
Regression Diagnostics: Identifying Influencial Data an
of Collinearity.
John Wiley & Sons

CARONILC. (1987)

Residuals and influence in the multivariate linear model.

The Statitistician , Vo0l.36, 365-370.

CHATTERIJEE, S., HADI, A.S. (1986)

Sources

Influencial Observations. High Leverage Points and Outliers in

Linear Regression.
Statistical Science, Vol 1, No 3, 379416

112



GRAY, J.B. (1988)
A classification of influence measures.

J. Statist. Comput. Simul. , Vol.30, 159-171.

GRAYBILL, F.A. (1961)
An Introduction to Linear Statistical Models. Vol 1.
Mac Graw-Hill.

GRUTTOLA, V. ; WARE,J.H. & LOUIS, T.A. (1987)
Influence analysis of generalized least squares estimators.
J.A.S.A., Vol.82, No.399 , 911-917.

HAMPEL, F.R. (1974)
The Influence Curve and its Role in Robust Estimation.

J.A.S.A., Vol 69, No 346, 383-393

- HOSSAIN, A. & NAIK, D.N. (1989)
Detection of influential observations in multivariate regression
Journal of Applied Statistics, Vol 16, No 1, 25-38.

JOHNSON , N.L. KOTZ, S. (1982)
Enciclopedy of Stataistical Sciences.
John Wiley & Sons.

KSHIRSAGAR, A.M. (1983)
A Course in Linear Models

Marcel Dekker,Inc.

LEE,H.A. (1987)
Diagnostic displays for assessing leverage and influence
generalized linear models.
Australian Journal Statistics, Vol.29 ,No.3 , 233-243.

114

in



LEE, A.H. (1988)
Assesing Partial Influence in Generalized Linear Models
Biometrics . Vol.44, 71-717.

MUNOZ GARCIA, J., PASCUAL ACOSTA, A. (1986)
Analisis Singular de un Conjunto de Datos. Las

Observaciones Qutliers.
Revista Thales, No 6, 33-40.

PRINGLE, R.M., RAYNER ,A.A. (1971)
Generalized inverse matrices, with applications to statistics.
Griffin.

PUTERMAN, M.L. (1988)
Leverage and influence in autocorrelated regression models.
Applied Statistics, Vol.37, No.l, 76-86.

SCHALL, R. & DUNNE,, T.T. (1988)
A unified approach to outliers in the general linear model.
Sankhya, Series B, Vol.50, pt.2, 157-167.

SEEBER,G.U.H. (1986)
On the assesment of case influence in generalized linear models
Compstat 1986. 75-80.

THOMAS, W. (1990)
Influence on confidence regions for regressions coefficients in
generalizad linear models.
J.AS.A. , Vol.85, No.410, 393-397.

WILLIAMS, D.A. (1987)
Generalized Linear Model Diagnostics using the Deviance and
Single Case Deletions.
Appied Statistics, Vol.36, No.2, 181-191.

115






