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Introduccion

En teoria clasica de nudos, uno de los principales problemas es distinguir nudos por
la relacién de equivalencia definida por la isotopia ambiente. En [Rei83] Reidemeister
probé que dos diagramas de nudos son equivalentes si y solamente si puede transfor-
marse uno en otro mediante tres tipos de movimientos. Se abria asi la puerta para la
definicién de invariantes asociados a los nudos. Uno de esos invariantes fue el polinomio
de Alexander, que permitié distinguir un gran nimero de nudos de una manera simple.
Repasemos una de sus formas de célculo, basada en conceptos topoldgicos. A partir del
diagrama de un nudo, se puede dar una presentacién del grupo del nudo, con genera-
dores y relaciones. Recordemos que el grupo del nudo es el primer grupo de homotopia
del complemento. A partir de aqui podemos construir, mediante el calculo diferencial
de Fox, la matriz de Alexander, que es la matriz de presentacién de un médulo sobre
el anillo Z[z,z~!]. El polinomio de Alexander es, entonces, el determinante de esta
matriz. Se trata en realidad del generador del primer ideal elemental de la matriz de
Alexander, que, en el caso de nudos, es siempre principal.

Si dos nudos son equivalentes, sus grupos son isomorfos, asi como sus mébdulos, y tienen
iguales polinomios de Alexander, salvo multiplicacién por una unidad del anillo. Este
paso desde el complemento del nudo hasta el polinomio establece condiciones necesarias,
pero no suficientes para distinguir-nudos. Asi, encontramos nudos no équivalentes con
iguales polinomios de Alexander. Se trata entonces de estudiar qué invariantes podemos
extraer a partir de una presentacién del médulo.

Uno de ellos es la cadena de ideales elementales. Constituyen una cadena ascendente de



ideales en el anillo, y son una generalizacién de los divisores elementales de un médulo
sobre un dominio de ideales principales. Existen médulos no isomorfos con las mismas
cadenas de ideales elementales, aunque en el caso de nudos permiten diferenciar algunos
ejemplos (ver [GVCJ93]), o incluso distinguir una familia de nudos con los mismos poli-
nomios de Jones ([Kan86]).

Es natural entonces plantear el problema de la equivalencia de médulos por isomorfismo
sobre anillos de polinomios, y como casos mds simples estudiar lo que ocurre sobre Z|z]
o k[z,y], con k un cuerpo. En esta situacién, consideramos R un anillo conmutativo.

Si M es un R-médulo finitamente generado, se puede presentar como
RL R 5 M50

donde f corresponde a una matriz A con elementos en R de dimensién m X n. Los
vectores columna de A son los generadores de im(f). La matriz A se denomina matriz
de presentacién del médulo M.

En el primer capitulo, definimos difefentes tipos de transformaciones en una matriz,
y damos un teorema de clasificacién de médulos por isomorfia, que reduce el proble-
ma a determinar la equivalencia de unas ciertas matrices de presentacién por lo que
denominamos transformaciones E-elementales. Este teorema nos permite demostrar
el cardcter invariante de ciertos objetos que se pueden calcular a partir de la matriz.
Consideramos en primer lugar la descomposicién primaria de médulos. Sobre anillos
de la forma R[z;, ... , %y, con R un dominio de ideales principales, podemos calcularla
con el algoritmo que aparece en [Rut92]. Para evitar el problema de las componentes
sumergidas, consideramos una descomposicién primaria canénica ([Ort59], [Bou72]).
Demostramos que mdédulos isomorfos tienen componentes primarias canénicas isomor-
fas. Damos ejemplos que nos permiten distinguir médulos a partir de sus matrices de
presentacién mediante el célculo de la descomposicién primaria, y otros que no, refu-

tando una conjetura que aparece en [Snad7b).



A partir del teorema de clasificacién 1.2.4, se plantea el estudio de la accién de matrices
elementales sobre una dada desde un punto de vista algoritmico. Una situacién similar
la encontramos en el teorema de Estabilidad de Suslin, que establece que una matriz
cuadrada A de orden n > 3 y determinante 1 con coeficientes en Z[zy, ... ,z;] puede
factorizarse en producto de matrices elementales. Las pruebas cldsicas son existenciales
([Sus77], [Man97]). En el segundo capitulo se establece una demostracién constructi-
va de este teorema sobre Z[z], con los métodos desarrollados en [PW95] para el caso
k[z1,...,Zm], con k un cuerpo. En este articulo, la motivacién procede de un problema
de tratamiento de sefales, para descomponer un filtro como concatenacién de filtros
més sencillos (ver [Par95] para el planteamiento del problema y bibliografia asociada).
En nuestro caso, mostramos la posibilidad de trabajar con coeficientes enteros, evitan-
do el uso del teorema de Normalizacién de Noether del articulo original. Ilustramos,
ademds, la técnica de obtener una solucién global a partir del 'pegado’ de soluciones
locales, mediante el denominado Proceso de Induccién de Quillen. Como en el articulo
[PW95], se deduce una prueba algoritfmica del teorema de Quillen-Suslin para Z|[z].
Como primer paso para dar una prueba constructiva del teorema de Estabilidad de
Suslin sobre Z[zy,...,Zn,] explicitamos un teorema de normalizacién para vectores
unimodulares con coeficientes en Z[zy, ... ,Zp)].

Finalizamos el capitulo con unos ejemplos para mostrar las restricciones que tienen los
métodos locales para distinguir médulos por isomorfia, a partir de los resultados sobre
descomposicién primaria del capitulo anterior.

Otra forma de abordar el problema de clasificacién de médulos sobre Z[z] es proyectar
sobre otros anillos donde exista un proceso de clasificacién. Por ejemplo, se pueden
considerar coeficientes sobre (Z/(p))[z], con p un ntimero primo. Como sabemos, es
un dominio euclideo, y podemos calcular la forma normal de Smith. Sin embargo,

este método es mas débil que considerar la cadena de ideales elementales, que son una



generalizacion de los divisores elementales. Por ello, en el capitulo 3 estudiamos la clasi-
ficacién de médulos sobre el anillo Z[z]/{pz), con p € Z un ndimero primo, siguiendo la
linea de [LS96]. Demostramos que es un anillo pullback, y establecemos un algoritmo
para calcular la representacion separada de un médulo, que es otro médulo mas sencillo,
Unico por isomorfismo. Damos ejemplos en los que podemos distinguir médulos sobre
Z[z] con iguales ideales elementales pasando por un anillo de esta clase y calculando
su representacion separada. Afiadimos algunos resultados destinados a la clasificacién
algoritmica de médulos sobre este anillo, que enlazan con los resultados de [NRSB75],
y objetivo de un trabajo posterior.

En el primer apéndice incluimos el detalle de los cdlculos desarrollados para la descom-
posicién primaria de médulos en los ejemplos. En el segundo apéndice incluimos una
tabla con los médulos de nudos de hasta 10 cruces que no pueden ser distinguidos por sus
polinomios de Alexander. Calculamos bases de Grébner de sus ideales elementales, que
nos permiten distinguir una parte de ellos. Para los restantes, damos diferentes métodos

para comprobar que las matrices de presentacidn encontradas son X-equivalentes.

0.1 Notacion

e R es un anillo conmutativo con elemento unidad.

e M(m x n, R) es el conjunto de matrices de m filas y n columnas con coeficientes

en el anillo R.
e p, q, m representan ideales.

e Los mddulos los representamos por las letras M, N, @, etc.



Capitulo 1

Teorema de clasificacion y
descomposicion primaria

1.1 Introduccién

En este capitulo damos en primer lugar un conjunto de ejemplos para justificar la intro-
duccién de las que denominamos transformaciones X-elementales. Pasamos entonces a
la demostracion de un teorema de clasificacién que establece una condicién necesaria y
suficiente basada en dichas transformaciones para que dos matrices presenten médulos
isomorfos. Mediante estas transformaciones podemos demostrar el cardcter invariante
de ciertos objetos extraidos de una presentacion.

Asociado a una descomposicién primaria de un submédulo de un médulo libre extrae-
mos unos invariantes, que nos permiten distinguir médulos por isomorfia. Damos un
ejemplo que refuta una conjetura de E. Snapper, y finalizamos con una discusién de

métodos locales para distinguir presentaciones de médulos.

1.2 Teorema de clasificacion
Definicién 1.2.1. Una presentacién finita de un R-médulo M es una sucesién exacta

RRSR"S M0



y entonces M = coker(a).

Identificamos la aplicacién a con una matriz A de orden m x n de la siguiente

forma: si fi,...,f, es una base de R" y e,...,e, es una base de R™, entonces

a(fi) = 30w, ajiej, ¥

aiy; a2 ... QAin
do1 G222 ... OQO2q
A=
ml Gn2 ... GOmp
Como 7 es sobreyectiva, las imdgenes de ey,... ,e, se pueden ver como los genera-
dores de M, y las imagenes de fy,..., f, como las relaciones entre dichos generadores.

Decimos que A es una matriz de presentacién del médulo M. Reciprocamente, da-

da una matriz A con coeficientes en R, A es una matriz de presentacién del médulo

M = R™/K, con K el submddulo de R™ generado por las columnas de la matriz A. El

problema fundamental es decidir cudndo dos matrices presentan médulos isomorfos. El
objetivo de esta seccién es presentar un método tedrico que resuelve esta cuestiéon. Por
analogia con la clasificacién de médulos sobre un dominio de ideales principales, vemos

en primer lugar la equivalencia de matrices.

Definicién 1.2.2. Sean A, Ay € M(mxn, R). Decimos que son equivalentes si existen

matrices P y @ invertibles en R tales que PA,Q = A;.
Es una relacién de equivalencia entre matrices de igual dimensidn.

Lema 1.2.1. Si las matrices Ay y As son equivalentes, entonces presentan mddulos

isomorfos.

Demostracidn. Sea M; el médulos presentado por 4;, ¢ = 1,2, y P,Q matrices inver-
tibles en R tales que PA;Q = A;. Como P es invertible, representa un isomorfismo

de R™, y @ un isomorfismo de R™. Sea m; = u; + tm(A;) € M;. Entonces existe un



tinico u; € R™ tal P(ug) = u;. Definimos ¢ : M; — M, como ¢(m) = ug + im(Ay).
La aplicacién estd bien definida, pues si u} + im(A4;) = w1 + im(4,), y P(u}) = u},
existe v; € R" tal que A;(v1) = u; —u). Entonces P7'A;(v)) = us—ub, y P71A;(v)) =

A2Q(v1) € im(Az). Es inmediato que ¢ es lineal y biyectiva.

Sobre dominios de ideales principales, el lema 1.2.1 admite la implicacién contraria
entre matrices de iguales dimensiones. Sin embargo, sobre anillos de polinomios no es

asi, y existen médulos isomorfos con matrices de presentacién no equivalentes.

Ejemplo 1.2.1. Sean

A1=(2x2+2x+1 4x+1),A2=(x—1 5)

matrices de presentacién sobre R = Z[z] de los médulos M; y Ms.

Consideremos los ideales K; = (222 + 2z + 1,4z + 1), Ky, = (z — 1,5). Mediante el
cdlculo de sus bases de Grobner, vemos que K; = Ks, y por tanto M; ~ M,.

Sin embargo, A; y Az no son equivalentes. Si lo fueran, existirian P € M(1x1,R),Q €
M(2 x 2, R) unitarias tales que PA,Q = A;. Las unidades de Z[z] son 1 y —1, y

podemos tomar P uno de ellos para que det(Q) = 1. Escribamos

a1 Q12
Q=

G21 Q22

con det(Q) = 1.
Como las columnas de las matrices A; y A, generan los mismos ideales en R, podemos

calcular una matriz Qg € M(2 x 2, R) tal que A;Q¢ = A,. Por ejemplo,

2 4+4 4
1 1

Si @ es la matriz que buscamos, entonces A3(Q — Qo) = 0. En consecuencia, las

columnas de la matriz @ — Qo pertenecen al médulo de sizigias del vector fila definido



por A,.

Tenemos que Siz(z — 1,5) = ((—5,2 — 1)), y entonces

-5k, —5k,
(.’L‘ - 1)k1 (SC - 1)]{72

Q- Qo=

para ciertos ki, k; € R. Entonces

2z + 4 — 5k, 4 — 5ky
1+ (z =1k 14 (xz— 1)k,

Resulta entonces det(Q) = 2z + ki(—4x — 1) + k2(2z2 + 2z + 1).
Si det(Q) = 1, entonces 1 — 2z € (4z+1,22?+ 22+ 1) = (x — 1, 5), y esto no se verifica.

Por tanto, A; y A; no son equivalentes.

Ejemplo 1.2.2. Sea R = Q|z,y, 2], y consideremos
A= ( Ty+y zz+1 > Ag = ( yz—y zz+1 )

z air a2 .
Sea Qy = Entonces A1Qy = Ay, y buscamos @ = unitaria

-y 1 21 Q22
tal que A,Q = A,. Entonces las columnas de @ — Qp estdn en el médulo de sizigias de

(zy+y,zz+1), que es igual a {((zz+1, —(zy+y))). Entonces existen ki, k2 € Q[z,y, 2|

z+ kl(a:z + 1) kz(sz + 1) L. . .
tales que Q = . La condicién 1 = det(Q) implica

—y—ki(zy+y) 1-k(zy+y)
que 1 — 2 € (zz + 1,y — 2y), y esto no se verifica.

Es claro que nos encontramos en una situacién muy distinta a los dominios de ideales
principales, y debemos ampliar las transformaciones. Vamos a construir unas nuevas

matrices a partir de unas dadas.

Definicién 1.2.3. Sean A; € M(m; x n1, R), Ay € M(mz X ng, R). Llamamos matri-

ces extendidas de A; y A, a las matrices A$, AS € M((mq+mg) X (mq+n,+ma+ns), R)



de la forma
Ae Al 0m1 XMma 0m1 Xmy 0m1 Xna \
1 ’
Omz Xny Imz Om2 Xmy 0m2 Xn2 }
Ae AZ Omg Xxmi Omg Xmi Omz Xni \
5 =

Om1 Xng Im1 Om1 Xma 0m1 X1y /

donde 0,4, es la metriz nula de orden r x s y I, es la matriz identidad de orden r.

Nota 1.2.1. Es facil ver que en los ejemplos anteriores las matrices extendidas son

equivalentes.

Definicién 1.2.4. Llamamos transformaciones E-elementales sobre una matriz A €

M(m x n, R) a las operaciones
e E1: Permutacién de filas (columnas).
e E2: Adicién de un miltiplo escalar de una fila (columna) a otra fila (columna).
e E3: Multiplicacién de una fila (columna) por una unidad del anillo.

Definicién 1.2.5. Decimos que dos matrices son E-equivalentes si se puede transfor-

mar una en otra mediante transformaciones E-elementales.

Nota 1.2.2. Las transformaciones E-elementales se identifican con el producto por ma-
trices cuadradas invertibles. Sin especificar el tamaio, si ¢ # j, llamamos e;; a la matriz
cuyo elemento (%,5) es 1 y cero en el resto. Sia € R, y u € R es una unidad, denomi-
namos P;; = —e; —ejj +eij+ej, Eij(a) =T+a-e;y Di(u) =1+ (u—1)-e;. Sea

A una matriz m X n.

e La multiplicacién por la izquierda de una matriz A por una matriz F;; de orden
m X m intercambia la i-ésima y la j-ésima filas de A, y deja inalteradas las

restantes. La multiplicacién por la derecha por una matriz P;; de orden n x n
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hace lo anélogo con las columnas i-ésima y j-ésima. Tenemos asi la transformacién

El.

e La multiplicacién por la izquierda de una matriz A por una matriz F;;(a) de orden
m X m produce una matriz cuya i-ésima fila se obtiene multiplicando la j-ésima
de A por el escalar a y sumandola a la i-ésima de A, y las restantes permanencen
inalteradas. La multiplicacién por la derecha por una matriz E;;(a) de orden nxn
da una matriz cuya j-ésima columna es a veces la i-ésima columna de A mas la

j-ésima columna de A. De esta manera tenemos la transformacién E2.

e La multiplicacién por la izquierda de una matriz A por una matriz D;(u) de orden
m X m genera una matriz cuya i-ésima fila es la i-ésima de A multiplicada por u,
y las restantes iguales a las de A. La multiplicacién por la derecha por una matriz
D;(u) de orden n x n devuelve una matriz cuya i-esima columna es la i-ésima de

A multiplicada por u. Asi conseguimos la transformacién E3.
Reservamos el nombre de transformacién elemental a las de tipo E2, como veremos en
el Capitulo 2. Por tanto, si dos matrices son E-equivalentes, entonces son equivalentes.
Nota 1.2.8. Sobre los anillos Z[z] y k[z,y], existen matrices equivalentes que no son

E-equivalentes, tal como aparece en [Coh66].

Definicién 1.2.6. Llamamos transformaciones X-elementales sobre una matriz A €

M(m X n, R) a las siguientes operaciones y sus inversas:

o Transformaciones E-elementales.

A0
e X1: Sustitucién de la matriz A por

0 1

e X2: Adicién de una columna de ceros a la matriz A.

Definicién 1.2.7. Decimos que dos matrices son X-equivalentes si se puede transfor-

mar una en otra mediante transformaciones X-elementales.
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Dadas dos matrices A; y Az, es claro que las matrices extendidas AS y A5 se obtienen

de las originales mediante transformaciones del tipo X1 y X2.

Proposicién 1.2.2. Si dos matrices son X-equivalentes, entonces presentan mddulos

isomorfos.

Demostracién. Como las transformaciones E-elementales se representan como produc-
tos por matrices invertibles, aplicamos el lema 1.2.1. La adicién de una columna de
ceros no altera el médulo, pues afiade un generador trivial. Si K es el submédulo de
R™ generado por las columnas de la matriz A, sea K’ el submédulo de R™*! genera-
do por K x 0y (0,1). Entonces R™/K ~ R™!/K', y tenemos el resultado para la

transformacién X1.

Tenemos asi nuevas transformaciones que proporcionan otrs matrices de presentacién

de un médulo. Vamos a ver que son suficientes.

Teorema 1.2.3. ([Lic98]) Dos matrices presentan mddulos isomorfos si y solamente

st las matrices extendidas son E-equivalentes.

Demostracidn. Sean A;, A, matrices de presentacién de un médulo M. Tenemos el

siguiente diagrama:

Rm & pm I M - 0

b 18 {id

R? 8% pm B M o 0
Como R™ es libre y my es sobreyectiva, podemos constfuir una aplicacién lineal g :
R™ — R™ tal que 3 = m;. De igual forma, el cardcter libre de R™ y la exactitud
en R™ y R™ genera una aplicacién lineal v : R™ — R™ tal que SA; = Ayy. Si
representamos (3 y  por matrices B y C respecto a estas bases, entonces BA; = A,C.

De forma completamente simétrica se definen aplicaciones 8, : R™ — R™ y v, : R —
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R™ con matrices By y C, tales que B; A, = A;C;. Mediante X-transformaciones,

A B

A — (por X1 y E2)
0 In,
A; B, B)A
— P T (por X2 y E2)
0 In, A
A By 0
— (por E2 y A;C) = B A,)
0 In, As

Ai By 0 BB
— (por X2 y E2).
0 I. A B

Esta matriz es de la misma dimensién que A¢, y se obtiene a partir de ella por trans-
formaciones E-elementales. Para cualquier e € R™ se tiene que m3,6(e) = mi(e), y
por la exactitud en R™, la imagen de (0,5 — idgm:) estd contenida en la imagen de A;.
Como R™ es libre, existe una aplicacién § : R™ — R™ tal que A0 = (18 — tdgm:. Si

D es la matriz que representa 6, A;D = BB — I,,,,. Mediante E2,
A, B 0 BB \
0 In, A, B /

( A By 0 I, \

\ 0 I, Ay B /

( Ay, B 0 I, \

\ 0 I,, A B )

y esta tltima, por los mismos argumentos, es E-equivalente a A§.

Otra forma de ver el teorema anterior es

Corolario 1.2.4. Dos mddulos son isomorfos si y solamente si sus matrices de pre-

sentacion son X-equivalentes
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Tenemos asi un método para analizar si un objeto asociado a una matriz de pre-

sentacién de un médulo es un invariante de isomorfia. Comenzamos por uno clésico.

Definicién 1.2.8. Si A € M(m x n, R) es matriz de presentacién de un médulo M, y
0 < k < m, se define el k-ésimo ideal elemental de M como el ideal generado por los
menores de orden k de la matriz A, y lo notaremos por Fy (M). Si k > m, establecemos

que Fp(M) = R.

Proposicién 1.2.5. Si A; y Ay son matrices de presentacion de un mddulo, tienen los

mismos ideales elementales.

Demostracion. [CF77]

Los ideales elementales clasifican a los médulos sobre dominio de ideales principales,

como Z o k[z]. No es asi sobre Z[z] o k[z, y], k¥ un cuerpo.

Ejemplo 1.2.8. Sea R = Q|z,y], y consideremos los mdédulos M; y M, presentados por

las matrices respectivas
Al = )AZ =

Sean K, = ((z,0), (y,0)) y K> = ((z,), (0,0)) los submédulos de R? generados por las
columnas de estas matrices.

Tenemos que Fo(M;) = (0) = Fo(M,) y Fi(M;) = (z,y) = F1(M,). Supongamos que
© es un morfismo entre M; y M.

©((1,0) + K;) = (ay, as) + K, para ciertos a;,a; € R. Como z(1,0) + K; = (0,0) + Kj,
por linealidad, z(a;,a2) € K,. za; = az,za; = ay, para algin a € R, de donde
asr — a1y = 0. Por tanto, (ag, —a;) € Siz(z,y) = ((-—y,a:)), o de otra forma (a;,as) €

((z,y)). Luego ¢((1,0) + K;) = (0,0) + K>, y ¢ no puede ser isomorfismo.
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Ejemplo 1.2.4. Este ejemplo aparece propuesto como ejercicio en [Eis95]. Sea R =

Qlz, y, 2], y consideremos los R-médulos M; y M, presentados por las matrices

A = z 0 A= Ty
y 2 0 =z

respectivamente. Sus ideales elementales son iguales. Fo(M;) = (z2) = Fo(A2), F1(A;) =
(z,y,2) = F1(A2). Sin embargo, no son isomorfos. Sean K;, K; los médulos en R?
generados por sus columnas. Entonces M; = R?/K;,M, = R’/K,. Supongamos
que existe un tal isomorfismo ¢. En el médulo presentado por A; la clase de (0,1)
es anulada por z. Por el isomorfismo, se aplicard en un elemento (by,bs) que tam-
bién es anulado por z en el mddulo de A,. Si z(by,b) € ((z,0),(y,2)), entonces
zay = oz + Py, zay = [z, para ciertos a, 3 € R. Entonces § = ay, za; = ar + asy
(a, be, —=by) € Siz(z,y,2) = ((~y,2,0),(—2,0,z), (0, —2,y)). De aqui, existen A, As,
A3 en R tales que (b1, by) = A\(0, z) + Aa(—1,0) + A3(—y, —2), de donde ¢((0, 1)‘+K1) =
(0,azx) + K>, para algin a € R no nulo. Si ¢7!((0,1) + K3) = (d1,ds) + K, entonces
0~ (0, az) + K3) = az(d, ds) + K1 = (0,1) + K, (azdi,azdy — 1) = afz,y) + B(0, 2)
—1 = —azdy +ay + Bz 1 € (z,v, 2), lo que es falso. En consecuencia, no puede haber
tal isomorfismo.
M34s adelante, volveremos sobre este ejemplo.
Ejemplo 1.2.5. Sea R = Z[z], y consideremos los médulo M7, M con matrices de pre-

r 2 z
sentacién respectivas 4; = y Ay = . Entonces M, = R?/ K, M, =

0 0 2 0
R%/K,, con K, = {(z,0),(2,0)) C R?, K, = {(x,2)) C R?. Se tiene que Fo(M;) =

Fo(My) = 0, Fi(M,) = Fi(M;) = (2,z). Si ¢ : M; — M, es un morfismo, existen
ai, as, by, b € R con ¢((1,0) + K;) = (a1, a2) + Ko, p((0,1) + K;) = (b1, b2) + K. Por
compatibilidad, z(ay,as) = l1(z,2), 2(b1, by) = l3(x, 2) para algunos l;,l; € R. Entonces
ly = a;,by =I5, de donde (ay, a2), (b1, b2) € ((z,2)), y entonces ¢ es el morfismo nulo.

Como M; y M, no son nulos, no pueden ser isomorfos.
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Nota 1.2.4. En [Vas98], p.40 se establece el siguiente teorema: si R es un anillo integramente
cerrado, M y M’ son R-mdulos tales que F;(M) = F;(M'), para todo j, los primos
asociados de M son de altura menor o igual que 1, y existe un morfismo sobreyectivo
@ entre M y M', entonces ¢ es isomorfismo.

Para el caso R = Z[z], sabemos que es integramente cerrado. Si M’ es un médulo
ciclico, entonces sus primos asociados tienen altura 1, pues se encuentran entre los fac-
tores irreducibles de Fyo(M'). Si ¢ : M — M’ es un morfismo sobreyectivo, y M’ ciclico,
entonces los primos asociados de M se tiene que encontrar entre los factores irreducibles
de Fo(M'), pues (Fo(M)) C Fp(M').

Por tanto, a la hora de establecer condiciones de isomorfia, nos podemos centrar en
las condiciones para que exista una aplicacién sobreyectiva entre los médulos. Esto se

verifica en algunos de los ejemplos del Apéndice II.

Ejemplo 1.2.6. Las condiciones de [Vas98], p.40 no se pueden reducir. Sea K; =
((2,0),(0,2),(z,0),(0,z)) ¢ M = Z[z]>. K; es (2,z)-primario en M. Tenemos
que Fy(Ky) = (z,2)?, Fi(K1) = (2,7), F3(K3) = R. La altura del ideal (2,z) es 2.
Sea K, = ((z,2),(0,2),(2,0)) C M. Los ideales elementales coinciden con los de
Ky. Sea ¢ : R*/K, — K, el morfismo definido por ¢((1,0) + K3) = (1,0) + K;,
©((0,1) + K5) = (0,1) + K. Estd bien definido y es sobreyectivo. Sin embargo, no es
biyectivo, pues ¢((0,2) + K;) = (0,0) + K, y (0,2) + K no es nulo. De hecho, no son

isomorfos, pues K> no es (2, z)-primario en M.

En el caso de teoria de nudos, se obtienen ideales sobre el anillo Z[z,z™!], donde
se pueden comparar, pues este anillo se identifica con Z[z,y]/(zy — 1). Esta idea
se desarrolla en [GVCJ93]. Como hemos visto, los ideales elementales no clasifican.
Buscamos otros invariantes de isomorfia que aporten mas iriformacién. Ese es el objetivo

de la siguiente seccion.
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1.3 Descomposicion primaria candénica

Es conocido que en la descomposicién primaria de un médulo ([Mat80},[ZS75]), las
componentes sumergidas no estin univocamente determinadas. Sin embargo, existe
una descomposicién primaria candnica que permite establecer una relacién de inclusién
entre los mdodulos primarios que intervienen en otra descomposicién. Veremos ademds
que moédulos isomorfos tienen componentes primarias canénicas isomorfas. En esta

seccién exigimos que R sea ademés noetheriano.

Definicién 1.3.1. Sea M un R-médulo. Un ideal primo p se dice asociado con M si
existe £ € M tal que p = Ann(z). El conjunto de ideales primos asociados con M se

notard por Ass(M).

Definicién 1.3.2. Sea M un R-médulo, y @ un submddulo de M. Decimos que @ es

primario en M si Ass(M/Q) tiene un tnico elemento.

Definicién 1.3.3. Sea a € R, N un R-médulo y ®, el endomorfismo de N definido

por ®,(v) = av, para v € N.
e Se dice que a es un divisor de cero de N si la aplicacién ®, no es inyectiva.
e Se dice que a es nilpotente en N si la aplicacién ®, es nilpotente.
Lema 1.3.1. Sea @ un submddulo de M. Son equivalentes:
o Q# M y cada divisor de cero de M/Q es nilpotente.
e () es primario en M.
Demostracién. [Bou72], p. 268.

Nota 1.8.1. Si Q es primario en M, entonces el ideal (@ : M) es primario. En tal caso,

si p=rad(Q: M), p es primo, y decimos que @ es p-primario en M.
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Lema 1.3.2. i Q es p-primario en M, entonces eziste un entero k > 0 tal que p*M C

Q.
Demostracién. [Bou72] p. 268.

Definicién 1.3.4. Sea N un submddulo de M. Una descomposicién primaria de N en

M es una representacion de N como una, interseccién

N=in...NnQ,

de submddulos primarios de M. Es una descomposicién primaria reducida si los ideales
p; = rad(Q; : M) son todos distintos y si ninguna de las componentes Q); puede omitirse

de la interseccion, esto es, si (), Q; € Qi parai=1,...,n.

Lema 1.3.3. Los ideales p; de la definicion 1.8.4 dependen inicamente de N y M. Se

les denomina los ideales primos pertenenecientes a N en M, o asociados, y lo notaremos

por Ass(M/N).

Proposicién 1.3.4. Sea N un submddulo de M, N = ()._; Q; una descomposicion
primaria reducida de N en M, y p; = Ass(M/Q;), i =1,...,r. Sip; es un elemento
minimal de Ass(M/N), Q; es igual a la saturacidn sobre N de p;, y por tanto, no

depende de la descomposicion.
Demostracion. [Bou72], p. 272.

Definicién 1.3.5. Sea ) un submédulo p-primario de M. El menor de los enteros n > 1

tal que p"M C @ se denomina el exponente de @ en M, y lo notaremos por e(M/Q).

Proposicién 1.3.5. Sea (Q»)rer una familia de submddulos p-primarios de M. En-
tonces Q@ = (e @ €s p-primario si y solamente si la familia {e(M/Qx)rer} estd
acotada superiormente por un valor m. En tal caso, m > e(M/Q) > e(M/Q,), para

todo \ € L.
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Demostracidn. Si Q) es p-primario, entonces existe un entero k tal que p*M C Q, por
lo que p*M C @), para todo A € L. Se sigue que e(M/Q,) < k para todo X € L.
Si ahora e(M/Q,) < k para cierto k € N, entonces p*M C Q,, para todo A € L, de
donde p*M C Q. Como M es finitamente generado, por [Bou72], proposicién 9, p.
266, p estd contenido en todo primo asociado de M/Q. Si p’ es un primo asociado de
M/Q), entonces p’ = Ann(z + Q) para algin r € M, y dado que Q C @), entonces
Ann(z + Q) C Ann(z + @Q)) = p, entonces p’ C p. Por tanto, Ass(M/Q) =py Q es

p-primario en M.

Definicién 1.3.6. Sea N un submdédulo de M. Una componente primaria de N es un
moédulo primario que aparece en alguna descomposicién primaria minimal de N en M.
Un conjunto completo de componentes primarias de N es un conjunto de componentes
primarias cuya interseccién forman una descomposicién primaria minimal de N en M.
La interseccién de un subconjunto de un conjunto completo de componentes primarias
de N se denomina componente de N. Una componente de N se dice aislada si todo
primo asociado de N que estd contenido en un primo asociado de esa componente es

un primo asociado de tal componente.

Proposicién 1.3.6. Una componente aislada de N estd univocamente determinada por

sus primos asociados.
Demostracion. [AMS80], p.60, [Mat80]

Nota 1.3.2. Si Q es una componente primaria de N, con primo minimal en el conjunto

de asociados, entonces es una componente aislada.

Definicién 1.3.7. Sea M un R-médulo. Se define el soporte de M como el conjunto

de ideales primos de R tales que M, # 0, y se notard por Supp(M).

Sea M un R-mddulo finitamente generado, p un elemento de Ass(M) y C, el conjunto

de submédulos @ de M tales que Ass(M/Q) = {p} y Ass(Q) = Ass(M) — {p}.
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Este conjunto es no vacio por [Bou72], p.263, proposicién 4. Escribimos ep(M) =
infoec,e(M/Q).

Proposicién 1.3.7. Sea n, un entero mayor o igual que ep(M), y sea F(ny) el sub-
conjunto de C, formado por los submddulos Q tales que e(M/Q) < n,. Entonces F(n,)

tiene un elemento minimo, que notaremos por Q(p,ny,).

Demostracién. Sea @ la interseccién de los médulos de F(n,). Es un médulo p-primario,
pues los exponentes de los médulos de F(n,) estdn acotados superiormente por n,.
Resta ver que Q € F(n;). Como Ass(Q) C gz, @ = Ass(M)—{p}, Ass(M/Q) =

pye(M/Q) <ny, Q es el elemento minimo.

Proposicién 1.3.8. Sea (np)peassm) una familia de enteros tales que n, > e,(M)
para todo p € Ass(M). Entonces los submddulos Q(p,n,) correspondientes a esta
familia forman una descomposicion primaria reducida de {0} en M. Decimos que estd

candnicamente determinada por la familia (ny).

Demostracion. Siz € (Ve g55ar) @, Mp), entonces Ass(Rz) C e ass(ar) A58(Q(p, 1p) =
0, de donde z = 0 ([Bou72], cor. 1, p.262). Como Ass(M) = Upe ass(ar) A55(M/Q(P, 1))
y Ass(Q(p,np)) = Ass(M) — {p}, por [Bou72], prop. 4, p.271, la descomposicién es

reducida.

Si se toma n, = e,(M) para todo p € Ass(M), la descomposicién primaria corres-
pondiente de los Q(p) = Q(p, e,(M)) se denomina la descomposicidn primaria candnica

de {0} en M.

Teorema 1.3.9. Teorema de Ortiz. Sea {0} = [, a550r) @' (p) una descomposicion
primaria reducida de {0} en M. Entonces e(M/Q(p)) < e(M/Q'(p)) para todo p €
Ass(M). Si para algin p e(M/Q(p)) = e(M/Q'(p)) entonces Q(p) C Q'(p)-

Demostracion. Sea p € Ass(M). Como la descomposicién es reducida, se tiene que

Ass(M/Q'(p)) = p, Ass(Q'(p)) = Ass(M) — {p}, por lo que que Q'(p) € C,. Entonces



20

e(M/Q(p) = ep(M) < e(M/Q'(p). Si e(M/Q(p)) = e(M/Q'(p)), entonces Q'(p) €
Flep), y Q(p) C Q'(p) por ser elemento minimo.

Proposicién 1.3.10. Q(p,n,) es la saturacién de p™» M con respecto a p.

Demostracion. Natemos r = ny,, y sea M' = M/p"M. Como Ass(M) C Ass(p"M) U
Ass(M'), Ass(p"M) C Ass(Q(p,r) = Ass(M) — {p}, se tiene que p € Ass(M'), y
por tanto pertenece a Supp(M'). Si q € Supp(M'), entonces p"M; C M,. Si p no
estd contenido en g, entonces tal contencién no seria estricta. Por tanto, p es el menor
elemento de Supp(M'), y por tanto es un primo minimal de M’. Entonces Q(p,r)/p"M

es la saturacién de 0 respecto de p ([Bou72], p.264, 272), y tenemos el resultado.

La saturacién de un médulo con respecto a un ideal primo se puede calcular como la

interseccién de las componentes primarias del médulo cuyo radical estd contenido en el

ideal ([Bou72], p. 264).

Nota 1.3.3. Sean M; y M, R-médulos isomorfos, y {0} = [, Q; una descomposicién
primaria reducida de {0} en Mj, con Q; médulo p;-primario en My, y {0} = N, S;
andloga en M,, con S; médulo p;-primario en M, . Por isomorfia, el nimero de compo-
nentes es el mismo. Si M; = R™ /K, entonces los médulos @; los podemos identificar
con submédulos Q; de R™ que contienen a K;. De igual forma obtenemos submdédulos
S~',~ de R™ que contienen a K,. Entonces, las imigenes mediante el isomorfismo de los
mddulos ;, para ¢ = 1,...,r constituyen una descomposicién primaria reducida de
0 en M,. Si QQ; es una componente aislada, su imagen también lo serd, y entonces es
igual a S;. Entonces Qj /K es isomorfo a S‘j /K>. Nos preguntamos qué relacién existe

entre R™ /Q; y R™/8,.

Proposicién 1.3.11. Sean M; = R™ /K, y M, = R™ /K, mddulos isomorfos, y sea
{0} = Ni-, Qi la descomposicidn primaria candnica de {0} en My, con Q; mddulo p;-

primario en My, y {0} = (.., S; M2 la descomposicién primaria candnica de {0} en
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My, con S; mddulo p;-primario en My . Entonces, si para cada i = 1,...,r tenemos

que Q; = Q; /K1, S; = S; /K, entonces R’"l/Qi es isomorfo a R™/ S;.

Demostracion. Sean A; y A; matrices de presentacidn respectivas de My y Ms, y K,
el submédulo de R™ generado por las columnas de A;. Las descomposicién primaria
candnica de {0} en M; es equivalente a la de K; en R™. Veamos la accién de las
X-transformaciones. La permutacién de columnas o la suma a una columna de un
miiltiplo escalar de otra no altera el médulo, por lo que la interseccién es la misma. La
permutacién de filas se interpreta como un isomorfismo en R™, y aplicamos la misma
transformacién en las componéntes primarias canénicas de la interseccién. La adicién a
una fila de un miltiplo escalar de otra estd en la misma situacién que el caso anterior.
La adicién de una columna de ceros no altera al médulo. Por tltimo, la transformacién
X1 sobre A; se puede replicar sobre cada una de las componentes de la interseccién,
respetando la igualdad. Como A, se obtiene de A; mediante X-transformaciones, y

cada una de ellas respeta las componentes candnicas, tenemos el resultado.

Corolario 1.3.12. Sean M, y My mddulos isomorfos, con @1, ... ,Q, las componentes
primarias aisladas de {0} en My, y QY,..., Q. las componentes primarias aisladas de
{0} en M,. Entonces ezxiste una reordenacidn de indices tal que Q; es isomorfo a Q;,

parai=1,...,r.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos en el anillo R = Q[z,y] el ideal I = (22, zy). Desde el
punto de vista de médulos, debemos calcular la descomposicién primaria de {0} en
R/I, o bien la descomposicién de I en R. Se tiene que I = (z) N (2?,y) = (z) N (z,y)>.
Los primos asociados son p; = (z) y p2 = (2, ). ep, (I) =1, e, (I) = 2. Si e, (I) =1,
entonces existirfa qq ideal (z,y)-primario tal que (z,y) C dqo, lo que no puede ocurrir
porque (z,y) es maximal.

Vamos a calcular su descomposicién primaria canénica. Con respecto a p;, el saturado

de (z) es (z), pues es primario. Con respecto a p; = (z, ), el saturado de p3 es (z,y)%
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Por tanto, la descomposicién primaria canénica de I es {z) N {(z,y)?. Efectivamente,

(z,9)* C (22, 9).

1.4 Comparacion de mdédulos

Aplicamos los resultados de las seccién anterior para decidir si dos matrices presen-
tan médulos isomorfos. Para ello, calculamos descomposiciones primarias mediante el

algoritmo de [Rut92].

Ejemplo 1.4.1. En R = Qlz,y, 2], consideremos los R-médulos presentados por las

matrices

0 =z y z
Tienen las mismas cadenas de ideales elementales, y hemos visto que no son isomorfos
(1.2.4).
Sean K; y K, los submédulos de R? generados por las columnas de A; y Aj, respecti-

vamente. Una descomposicién primaria de K; en R? es (ver Apéndice I)
K = ((1’ 0)? (0’ z)) N ((:D, 0)’ (y’ z)7 (Oa :l)))

Si Qi1 = ((1,0),(0, 2)), Q12 = {(,0), (y, 2), (0, z)), entonces Q1; es (z)-primario y Q12
(z)-primario.

Por otro lado, una descomposicién primaria de K, en R? es (ver Apéndice I)

K, = <($, O), (0’ 1)) N <(Z, 0)1 (:c,y),.(O, z))a

con Qa1 = ((2,0), (z,9), (0, 2)) submédulo (z)-primario, y Q2 = {(=,0), (0, 1)) submédulo
(z)-primario.
Vemos que estos médulos tienen los mismos primos asociados. Como son componentes

aisladas, se trata ya de las descomposiciones canénicas.
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Para comparar las presentaciones de los médulos R%/K; y R?/K,, consideremos

las componentes (z)-primarias, por ejemplo. El médulo R?/Q;, tiene matriz de pre-

|z vy 0 :
sentacién , con cadena de ideales elementales Fy(R2/Q12) = (z2, 2%, zy),
0 z x
z 0
Fi(R*/Qq2) = (z,yz). El médulo R?/Q, tiene matriz de presentacién ,
01

con ideales elementales Fy(R2?/Q2) = (z), F1(R?/Q2) = R. Por tanto no presentan

médulos isomorfos.

Nota 1.4.1. Se plantea la siguiente cuestién. Sean @, @' submédulos p-primarios de
R". Supongamos que matrices de presentacién asociadas tienen las mismas cade-
nas de ideales elementales. ;Presentan entonces moédulos isomorfos?. La respues-

ta es negativa. Consideremos el siguiente ejemplo extraido de [FS64]. Sean A; =

2r—1 -5z +5
Aq = (5322 — 105z + 53) matrices de presentacién de médulos

b

11z -11 -z +2

sobre R = Z[x,z~!]. Los ideales elementales son los mismos, y sea A(z) = 53z2—105z+
53. Ambos mddulos son A(z)-primarios (ver Apéndice I), y en dicho articulo se prueba

que no son isomorfos.

1.5 Conjetura de Snapper

En [Snad7a], [Snad7b], se definen invariantes de isomorfia de médulos, extraidos de una

descomposicién primaria, que a partir de ahora siempre entenderemos que es minimal.

Definicién 1.5.1. Sea N un submédulo de R™ y p un primo asociado. Denominamos
N(p) a la componente aislada de N cuyos primos asociados estdn contenidos en p. N’ (p)

es la componente aislada de N cuyos primos asociados estan estrictamente contenidos

en p.

Lema 1.5.1. N(p) es un submddulo p-primario de N'(p).
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Demostracion. [Snad7a)

Definicién 1.5.2. e(p) = N(p) : N'(p) es el p-divisor elemental de N. Es un ideal

p-primario. p(p) es el exponente de e(p) (p-exponente de N).

Definicién 1.5.3. Una sucesién de R-médulos Qg C Q1 C ... C Q-1 C V se denom-
ina serie de composicién p-primaria de @y a V si cada ); es p-primario en V y no se

puede insertar un mddulo p-primario entre dos términos consecutivos de la sucesion.

Lema 1.5.2. Para todo mddulo Q p-primario en V se puede construir una serie de
composicion p-primaria de QQ a V. Todas las series de composicion tienen la misma

longitud.
Demostracion. [Snad7a)

Definicién 1.5.4. 1(p) es la longitud de N(p) como submddulo primario de N'(p), y

la llamaremos p-longitud de M.

Nota 1.5.1. Si p es minimal (aislado), entonces N(p) es la componente primaria de ese

primo asociado y N'(p) es el espacio total R™.

Ejemplo 1.5.1. En R = Q[z, y], consideremos los siguientes ideales y descomposiciones
primarias:

I ={z)N{(z,¥)), L, = (=) n (&%, y), Iz = (z) N (z,3%).

Llamemos q;; a las componentes primarias del ideal I;, y p;; a su primo asociado.
Entonces

qu = (z), P11 = (@),

qiz = (2,9, 12 = (z,9),

a1 = (2), P21 = (2)-

d22 = (2%, 9), p22 = (z, ).

a1 = (2), a1 = (2).
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q32 = (2, 9)°, pa2 = (z,9).
Para cada primo asociado, calculamos los invariantes anteriormente definidos. Sea
p = (z,y), primo asociado de I, 5, I3. I;(p) es la componente aislada de I; cuyos
primos asociados estdn contenidos en p. Por tanto, I;(p) = I;. I;(p) es la componente
aislada de I; cuyos primos asociados estdn estrictamente contenidos en p. Por tanto,
Ii(p) = (z). Andlogamente, I5(p) = I, I1(p) = (z), Is(p) = Is, I3(p) = (z). A partir
de aqui, obtenemos e;(p) = I;(p) : I|(p) = (z%,zy) : () = (z,y). Entonces se tiene
que ex(p) = (2%,27) : (2) = (3,9), es(p) = (2%, 2%,29%) : (z) = (z,9)°, pa(p) = 1,
pa(p) =1, ps(p) = 2.
Sea ahora p = (z). Entonces
Ii(p) = (z), Ii(p) = R, e1(p) = ().

L(p) = (z), I(p) = R, ex(p) = (z).
I3(p) = (z), I3(p) = R, es(p) = (x).
pi(p) =1, p2(p) = 1, p3(p) = 1.

A partir de la funcién de Hilbert, en‘[Sna47b] se incorpora un nuevo invariante. Dado

un submédulo de k[zy, . .. ,z,]™, se considera el médulo homogeneizado en k[zo, 1, . . . ,Zn]™,
donde se calcula la funcién de Hilbert respecto a un médulo que lo contiene. Al coefi-

ciente del término de mayor grado se le denomina grado.
Definicién 1.5.5. aq(p) es el grado de N(p) como submédulo primario de N'(p).

En [Snad7b], p.652 se pregunta si los invariantes que ha definido en los dos articulos
determina la matriz de presentacién de un médulo sobre k[zy,...,xy], con n > 1,
salvo isomorfismo. Estos invariantes lo son por X-transformaciones. La respuesta a la

pregunta es no.

Ejemplo 1.5.2. Consideremos los mdédulos M; y M, presentados por las matrices

AI: 7A'2:
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respectivamente. Hemos visto que no son isomorfos en el ejemplo 1.2.4. Sean K; =
((z,v), (0, 2)), Ko = {(,0), (y,2)) los submédulos de R? determinados por las colum-
nas. Entonces K; = Qu N Qua, con Qu = ((1,0),(0,2)), Q12 = ((=,0), (y, 2), (0, 2)),
Ky = Q21 N Q2a, con Qo1 = {(2,0), (z,9), (0, 2)) y Qa2 = {(z,0), (0, 1)) son descomposi-
ciones primarias en R?, como hemos calculado anteriormente. Sean p; = (z) y ps = (2)
los primos asociados.

Los invariantes de Snapper para K; son e(p;) = (z), e(p2) = (2). p(p1) =1, p(p2) = 1.
I(p1) =1, l(p2) = 1. ao(p1) = 1, ao(p2) = 1. Los invariantes de Snapper para K, son
e(pr) = (z), e(p2) = (2). plp1) =1, p(p2) = 1. Up1) = 1, U(p2) = L. ao(p1) = 1,
ag(p2) = 1. Por tanto, coinciden y no son isomorfos.

Nota 1.5.2. En [Snad7b] aparece la siguiente pregunta:

”Se puede probar ficilmente que si A = (a;;) es una matriz m X s, a;; € k[z1,... ,Tx],
los invariantes de A no cambian por transformaciones de semejanza PAQ), donde P y
Q son matrices polinomiales cuadradas e invertibles.”. Por ’invariantes de A’ se refiere
a los valores que ha definido en el articﬁlo, y que aqui llamamos invariantes de Snapper.
Sigue diciendo

"Si n = 1, una descomposicién de Noether (descomposicién primaria reducida) del
espacio de fila (o espacio de columnas) da lugar a invariantes, més concretamente los
divisores elementales cldsicos de diferente rango, que determinan A completamente salvo
transformaciones de semejanza. Si es asi para n > 1 es un problema no resuelto.” Si
lo que pregunta es si existen matrices no semejantes con todos los invariantes iguales,
tenemos la respuesta en el primer ejemplo de este texto: el mismo ideal expresado de
dos formas distintas no semejantes. Para mddulos en general, el ejemplo anterior da
una respuesta negativa. Continda diciendo

"Igualmente no resuelto, para n > 1, es la cuestién de si invariantes que procedan
de una descomposicién de Noether de un médulo M C V determina al médulo V/M

salvo isomorfismo.” Vamos a ver en el siguiente ejemplo que podemos tener médulos no
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isomorfos con componentes primarias isomorfas.

Ejemplo 1.5.3. En este caso consideramos médulos sobre el anillo Z[z]. En [Hil86] se

prueba que los Z[z]-médulos M; y M, presentados por las respectivas matrices

22—z +1 22 +1 \ .
A= , Az = ((52% — 9z + 5)(¢* — z + 1))
0 522 — 9z +5

no son isomorfos. Consideremos N; el submédulo de Z[z]? generado por las columnas
de A; y N, el submédulo de Z{z] (un ideal) generados por la columna de A;. Vamos a
ver que las componentes primarias canénica de N; en Z[z]? son isomorfas a las de N,
en Z[z].

La descomposicién primaria de N, en Z[z] es inmediata, y viene dada por los médulos
(en este caso ideales) con matrices de presentacién Qg = (z2 —z + 1) y Qo = (522 —
9z+-5). Sea p; el ideal generado por (z2—xz+1), y p, el ideal generado por (522 —9z+5).

Como se muestra en el Apéndice I, la descomposicién primaria de N; es

((332—$+1,0),(2$+1,5x2—9m+5)) =
((1,0),(0,52> — 9z + 5)) N {(7, —4z — 8),(0,2% —z + 1), (z — 3,4)) =

= Qu NG

Es claro que Z[z]*/Q11 = Z[z]/Q21, porque sus matrices de presentacion estdn rela-
cionadas mediante una transformacién de tipo X2. Veamos ahora que el mdédulo
Z[z]%/ Q12 es isomorfo a Z[z]/Qa;-

Sea ¢ : Z[z]?/Q12 — Z[z]/Q2 un morfismo, con

pler1+ Q) = (auz+ a12) + Qa,

ples+Q12) = (anz + agn)+Qxn

con a;; € Z, i,i = 1,2. No hace falta tomar términos de mayor grado porque los
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podemos reducir mediante z2 — z + 1. Para que ¢ esté bien definido, se tiene que

verificar que

7(a11x -+ a12) + (-—4.’E - 8)(&21(1) + 022) € Qo1,

(233 -+ 1)(&11.’E —+ (112) + (—.’L‘2 -3z — 1)(0,2111') 4+ a22) € Q21.

Entonces existen \j, A, € Z[z] tales que 7(ay1z+a12)+(—415—8)(az T +az) = A (x?—z+
)y (2z+1)(annz+ai2)+(—z2 =3z —1)(anz+ax) = A(z?—z+1). Por consideraciones
de grado, A; es de grado cero y A, es de grado uno, y escribimos entonces Az = Ay; 2+ Aoz,

con Ag1, Ago € Z. Al desarrollar e igualar coeficientes queda el sistema en Z

[ xn)

(1 0 000 -4 0 ) Aot
1 0 0 70 —8 —4 A2z
0 -1 0 00 -1 0 a; | =0 (1.5.1)
0 1 -120 -3 -1 a1z

K 0 -1 1 12-1-3) | an

\ ax )

Resolvemos este sistema diofantico por el algoritmo de Smith, y nos queda que

A1 = —4ys, Aol = ~Ys, Az =Y,

ay = 4Ys + 4y7, a12 = 4y +8y7, Az =Ys, a22 = 4Ys + TY7,
con yg, y7 € Z. Para que ¢ sea isomorfismo, hay que exigir que 1 € (2% — z + 1, (4ys +
4y7)z + (dys +8y7), yex + (4ys + Tyr)), por sobreyectividad. Si tomamos ys = 1,y7 = —1,
tenemos la condicidn.
Entonces ¢(e; + Q12) = —4 + Qa, p(€2 + Q12) = (z — 3) + Qa1, y el morfismo inverso
es ¥ : Z[z]/Qa — Z[z]?/ Q12 definido por ¢(1 + Q) = (=2, +2) + Q12.
Tenemos asi un ejemplo de médulos no isomorfos, con las componentes primarias

canénicas del submédulo 0 isomorfas entre si.
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1.6 Localizacion

Una de las técnicas habituales para estudiar objetos sobre un anillo conmutativo es la
localizacién en ideales primos. En el siguiente capitulo veremos incluso c6mo un prob-
lema se puede resolver dando soluciones en anillos localizados. Vémos a ver con unos
ejemplos que esta técnica no resuelve el problema de la comparacién de presentaciones.
Ejemplo 1.6.1. Sea R = Z[/—5], y consideremos el ideal I = (2,1 + +/-5). R es
un anillo de Dedekind, y el ideal I no es principal (ver [AW92]). Entonces I no es
isomorfo a R como R-mdédulos, pero para todo ideal maximal m de R, se tiene que I,
es principal, e isomorfo entonces a R,. Para anillo de polinomios podemos considerar
la comparacién de I @ R[z] ~ I[z] con R[z]. La localizacién en maximales de R nos da
el mismo resultado.

Vamos entonces a exigir que el anillo de coeficientes sea un dominio de ideales
principales.

Ejemplo 1.6.2. Retomemos el ejemplo de [Hil86]. Sea M; el médulo presentado por la

2—z+1 2z + 1
matriz A; = sobre el anillo Z[z], y M; el Z[z]-médulo

0 522 -9z +5

con matriz de presentacion Ay = ((52% — 9z +5)(z® — z +1)). Sea p € Z un nimero
primo. Queremos estudiar qué ocurre al considerar la proyeccién sobre Zy|z|, €l anillo
de polinomios con coeficientes en el localizado Z,y. Sip # 7, como 7 € (z2—z+1, 2z+1),
podemos afiadir columnas nulas y obtener 7 en la posicién (1, 3). En el anillo localizado,
es unidad, y pivotamos sobre él para obtener una matriz equivalente a A;. Sip =7,

entonces operamos de la siguiente forma:
43/4 = (52° — 9z +5) + (—5/2x + 23/4)(2z + 1)

Esto se traduce como una operacién elemental entre filas. Como 43/4 es unidad en
Z(7), podemos reducir la matriz a una equivalente a A. Por tanto, los moédulos son

isomorfos sobre Zy[z] para todo primo p € Z.
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Ejemplo 1.6.3. Con el mismo ejemplo que en el caso anterior, vamos a considerar el
comportamiento sobre anillos locales Z[z],, con p un ideal primo de Z[z]. Recordemos
que estos médulos tienen componentes primarias isomorfas. Si p es un primo que no
corta a uno de los asociados y corta al otro, nos queda una componente4en M,y
sabemos que es isomorfa a la correspondiente de M,. Si p es un primo que contiene a
los asociados, entonces contiene a (22 — z + 1,522 — 9z + 5) = (z2 — z + 1,4). En tal
caso, por su cardcter primo, p = (> — z + 1,2), que es maximal en Z[z]. Por [Kun85],
p. 110, el ndimero minimo de generadores en el localizado es 1, es decir, es ciclico, y

por tanto isomorfo a M,.



Capitulo 2

Una prueba algoritmica del
Teorema de Estabilidad de Suslin
sobre Z|x|

2.1 Introduccion

En [PW95] se da un algoritmo que descompone una matriz de SL,(k[z1, ... ,Zm]), con
n > 3 en producto de matrices elementales. En este capitulo extendemos el resultado,

con los mismos métodos, a SL,(Z[z]), n > 3. El teorema de estabilidad de Suslin

[Sus77) se enuncia asi:

Sea R un anillo conmutativo noetheriano, y n > mdz(3,dim(R) + 2). En-

tonces, toda matriz cuadrada de orden n, A = (fi;) de determinante 1,

con f;; elementos del anillo de polinomios R[z, ... ,Zm], se puede escribir
como producto de matrices elementales sobre R[zy, ... ,Zn], para cualquier
m > 0.

Definicién 2.1.1. Para un anillo R, una matriz elemental E;;(a) de orden n sobre R

31
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es una matriz de la forma I + a - e;; donde ¢ # j,a € R y e;; es la matriz n X n cuya

(1,7) componente es 1 y las restantes son cero.

Sea SL,(R) el grupo de todas las matrices n X n de determinante 1 con entradas en R,
y sea E,(R) el subgrupo de SL,(R) generado por las matrices elementales. Entonces

el teorema de estabilidad de Suslin se puede escribir como
SLy(R[z1,-.. ,Zm)) = En(R[z1, ... , Tm)) (2.1.1)

para todo n > maxz(3,dim(R) + 2).

En este capitulo se siguen los pasos de [PW95] para dar un algoritmo de descomposicién
en SL,(Z|[z]). Hay que modificar algunas demostraciones del articulo original, como es
el uso de la normalizacién de Noether y la descomposicion en ciertos anillos locales. Se
daran las demostraciones completas, y se indicara dénde sigue las pruebas de [PW95]. El
objetivo es, entonces, desarrollar un algoritmo para que, dada una matriz A € SL,(Z[z])
con n > 3, podamos encontrar matrices elementales E, ..., E; € E,(Z[z]) tales que

A=E, ---E,

Nota 2.1.1. Si una matriz A se puede escribir como producto de matrices elementales,

diremos que A es realizable.

En la primera seccién se prueba de forma algoritmica la normalidad de E,(Z{z;, . .. , Z.,))
en SL,(Z[z1,... ,Zy]) para n > 3. Es la misma que [PW95], pues no interviene para
nada el anillo base. Por semejanza, incluimos la matriz de [Coh66] en SL2(Z[z}).

A continuacién, usamos el Proceso de Induccién de Quillen para reducir el problema a
anillos locales. Se modifica respecto [PW95] la eleccién de los ideales maximales sobre
Z.

En la siguiente seccién probamos la transitividad de las matrices elementales sobre las

columnas unimodulares en Z{z]. Se altera respecto a [PW95] la exigencia del cardcter
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moénico de un polinomio por la condicién de que el méximo comiin divisor de sus coefi-
cientes sea 1. Esto permite la reduccién del problema a un algoritmo de realizacién en

SL3(Z[z]) para matrices de la forma

p g0
r s 0 | € SL3(Z[x]),

0 01
sin exigencias sobre p. Como se comenta en [PW95], esta prueba da una demostracién
constructiva del teorema de Quillen-Suslin en Z[z], mediante los resultados de [LS92].

Por ultimo, damos un algoritmo para descomponer las matrices de la forma

p qg O
r s 0
0 01

en R[z], donde R es la localizacién de Z en un ideal maximal. Se resuelve primero el
caso en que el coeficiente lider de p es una unidad, y luego se reduce a éste el caso

general.

2.2 Normalidad de E,(Z[z1, ... ,Zn]) en SLy(Z[z1, ... ,Zm))

paran > 3

1+2z 4 ]
Lema 2.2.1. La matriz de Cohn, A = € SLy(Z[x]) no es reali-

-2 1-2z

A0
zable, pero € SL3(Z[z]) silo es.
01

Demostracion. El caricter no realizable de A se prueba en [Coh66]. Consideremos
1+2z 4 0
-2 1-2z 0 |- (2.2.1)
0 0 1

A0

0 1
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1+ 22 4 0 2
Observemos que 22 1-922 0| =1+ —z |- (z,2,0). Entonces, la descom-
0 0 1 0

posicién en matrices elementales se deduce del lema 2.2.2.

Definicién 2.2.1. Sea n > 2. Una matriz de Cohn en Z[zy,... ,z,] es una matriz
de la forma

I+av- (vjei - 'viej)

U1

donde v = : € (Zlzy,...,za))" 1 < j € {1,...,n}, a € Z[zy,... ,Zm], ¥
Un

e;=(0,...,0,1,0,...,0) con 1 en la i-ésima posicién.

Lema 2.2.2. Toda matriz de Cohn con n > 3 es realizable.

Demostracion. Consideremos el caso 7 = 1,j = 2. Entonces

U
B = I+a| : |-(v,—v,0,...,0)
Un
( l+aviv, —av? 0 .0 \
av2 1—avvs 0 0
= av3vy —av3v;
I
\ av,Us —av,1 }
/1+av1v2 —av? 0 --- 0\
av? 1 —avnve 0O 0 .
= 0 0 H Ey1(avve) Ep(—avivy),
L 1=3
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Por tanto, basta probar que

1+aviva —av? 0
A= av2 1—avivy 0 (2.2.2)
0 0 1
es realizable para a, v, v, € Z[z,,. .. ,2,]. Indiquemos por “~” la aplicacién de trans-

formaciones elementales, y consideremos las siguientes:

/ 14+aviva  —av? 0 1+aviva —av? 1
A = av? 1—avivy 0| = avd 1—avivy vo

\ 0 0 1 0 0 1
( 1 —av? 1 0 wu 1 0 1

- 0 1—-avivy v | — 0 1 v |10 1 Vg
\ —avy 0 1 —avy av; 1 0 avi 1+ avivy
( 1 0 0 1 0 0 100

- [0 1 vy {01 w|—=]010]. (2.2.3)
\0 a1 1+avv, 00 1 001

Anotando todas las transformaciones implicadas, se obtiene

A= Elg(—’Ul)Ezg(—’Uz)E;ﬂ("-a'l)z)Egg(a’Ul)Elg(’U]_)E23(Uz)E31(CL’U2)E32(—a’U1). (224)
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En general, para i < j,
U
B = I+al @ |-(0,...,0,v,0,...,0,-v;0,...,0)

Un

(Aqui, v; aparece en la i-ésima posicién y —v; aparece en la

Jj-ésima posicidn.)

( 1 s avlvj ... —a’vlvi LR ERY O \
0
1 + avv; —av?
av? 1 — av;
\ UnUj —VUnY; 1 )
( 1 0 0 0 \
0
1 + avv; —av?
av? 1 — av;v;
J L)

\ 0 0 1)

H Eyi(avv;) Eij(—avv;)

1<I<n,l#i,j
= Eu(—v) Ejt(—v;) Bu(~av;) By (avi) Bie(vi) Eje(vs) Eui(av;) By (—avi)
Il EBulavw)Ey(—avws). | (2.2.5)
1<I<n,I#i,j

En lo anterior, ¢t € {1,...,n} se puede elegir cualquier nimero distinto a ¢ y j.



37

Como una matriz de Cohn es realizable, todo producto de matrices de Cohn lo es

también. Esta observacién permite una generalizacién del anterior resultado.

Definicién 2.2.2. Sea R un anilloy v = (vy,...,v,)" € R® para algiin n € N. En-
tonces se dice que v es un vector columna unimodular si sus componentes generan R,

esto es, si existen g;,..., g, € R tales que v1g) + -+ + vpg, = 1.

Corolario 2.2.3. Supongamos que A € SL,(Z[zy,...,Zm]) con n > 3 admite una

escritura de la forma A = I + v - w, con v un vector columna unimodular y w un

vector fila en Z[zy, ... ,z,) , tales que w-v = 0. Entonces A es realizable.
Demostracion. Como v = (vy,...,v,)" es unimodﬁlar, podemos encontrar ¢;,...,9, €
Z[zy, ... ,Zn) tales que v1g; + -+ + vpg, = 1. Esto se puede hacer de manera efectiva

mediante el uso de bases de Grébner ([AL94],[CLO92]). Si lo combinamos con w - v =
w1 + - - - + WV, = 0 nos da una nueva expresién para w:
W= ai;(vie; — vie;) (2.2.6)
i<j
donde a;; = w;g; — w;g;. Ahora,
A= H (I +v- a,-j(vje,- - vie]-)) . (227)
i<j
Cada factor del lado derecho de la ecuacién es una matriz de Cohny por tanto realizable.

Entonces A es también realizable.

Corolario 2.2.4. BE;;j(a)B™! es realizable para toda Be GLy(Z[z:, ... ,Zm]) con

n23 Yy aEZ[:L'I’--- )xm]'
Demostracion. Observemos que ¢ # 7, y
BE;;(a)B~! = I + (i-ésimo vector columna de B) - a - (j-ésimo vector fila de B™1).

Sea v el vector columna ¢-ésimo de B y sea w a veces el j-ésimo vector fila de B~1.

Entonces (i-ésimo vector fila de B™!) - v = 1 implica que v es unimodular, y w - v es
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claramente cero, porque ¢ # j. Asi, BE;j(a)B~! = I + v - w satisface la condicién del

corolario anterior, y es realizable.

Nota 2.2.1. Una consecuencia importante de este corolario es que Ey(Z[zy, ... ,Zn]) s
un subgrupo normal de SL,(Z[zy,. .. ,z,]) paran > 3, estoes,si A € SL,(Z[zy, ... ,zp))
and F € E,(Z[zy,...,Zn)), €l corolario anterior nos da un algoritmo para encontrar
matrices elementales F,... ,E; talesque A" EA=EF,---E;. SSE=F,-...- F,, con
F; € E,(Z[x,,... ,%m]), entonces A'EA = [A"1F1A]-...[A71F, A}, y cada corchete se

descompone en producto de elementales.

2.3 Pegado de las realizaciones locales

Sea R =Z y m € Max(R) ={ ideales maximales de R}. Si A € SL,(R][z]), notamos
An € SL,(Rn[z]) su imagen bajo el morfismo canénico SL,(R[z]) — SLy(Rum[z]).
Sabemos que SL,(R) = E,(R) para n > 3 (incluso para n = 2, pues Z es dominio

euclideo). Consideremos el teorema andlogo de Quillen para matrices elementales:

Supongamos que n > 3y A € SL,(R[z]). Entonces A es realizable sobre
R[z] si y solamente si Ay, € SL,(Ru[z]) es realizable sobre Rn[z] para todo
m € Max(R).

Se trata de dar una demostracién constructiva. La necesidad de la condicién es clara.

Queda probar lo siguiente:

Teorema 2.3.1. (Algoritmo de induccién de Quillen) Dada A € SLn(R[z]), si Am €
E,(Rn|z]) para todo m € Max(R), entonces A € E,(R[z]).

Demostracién. (Teorema 2.3.1.) Sea p; € Z un primo cualquiera, y llamemos m; = (p;),

el ideal maximal de Z generado por p;. Por la hipétesis, Ay, es realizable en Ry, [z].
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Podemos entonces escribir

¢
Amy = HEW ( d; ) (2.3.1)
J

where ¢; € R(z], d; € R,d; ¢ m;. Si llamamos r, = Hj d; ¢ my, podemos reeescribir el

producto como
¢ [ Lkzs O
Amy = ] By ( e ) € En(Ry[z]) C En(Rm,[x])- (2.3.2)
J

Si r; fuera 1, continuamos con el proceso de ’pegado’. Si no es asi, sea p un primo
que divida a 7, y llamamemos my al ideal maximal generado por p,. Como A, es
realizable en Ry, [z], obtenemos de la misma forma un elemento r, ¢ my. Es claro que
71 € me. Como R es un dominio de ideales principales, existe h, € R que genera el
ideal (ry,72). Es su mdximo comun divisor. Si hy es 1 vamos al proceso de ’pegado’.
En otro caso, tomamos p3 un primo que divida a hy, y sea ms el ideal generado por
p3. Tenemos que ry,7, € mg, y calculamos como antes r3 € mz. De forma inductiva,

definimos r; ¢ m;, con
Anm; € Eq(Ry,[z]). ‘ (2.3.3)

y T1,...,7j-1 € m; = (p;), con p; un divisor primo de med(ry,...,rj-1). Aqui en-
lazamos con la construccién de [PW95]. Como R es noetheriano, tras un ndmero
finito de pasos encontramos un [ tal que r{R + --- + nR = R. Mediante bases de
Grobner se puede detectar esta condicién. Empezamos entonces el proceso de 'pegado’.
Aqui alteramos la exposicién de [PW95] para mostrar mds claramente el algoritmo.
Para simplificar la notacién, llamamos 4; = Ay, € identificamos A € SL,(R|[z]) con
A; € SLy(Ru,[7])

Aserto: Para cualesquiera c,g € R, podemos encontrar un d suficientemente grande
tal que A7 (cX)Ai((c+rlg)X) € E,(R[z]) para todoi=1,...,L

Sea

Di(X,Y,2) = A7\Y - X)A((Y + 2)- X) € Ba(Ri[X,Y,2)  (2.34)
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y escribamos D; en la forma,
h
Di=]]Ey, b+ 2f) (2.3.5)
Jj=1

donde b; € R.,[X,Y]y f; € R,[X,Y, Z]. En adelante, la matriz elemental E;i:(a) se

denotara por E7(a) por conveniencia en la notacién. Definimos C, como
P
H ) € En(R,[X,Y])). (2.3.6)
Entonces las matrices C, satisfacen las relaciones recursivas
E 1(b1) = Cl
EP(b) = G0, (2<p<h)
Cn = I (2.3.7)
Esta ultima relacion se tiene porque las matrices elementales que aporta A 1(Y -X) a

Ch son las inversas de las que aporta 4;((Y + Z) - X). Considerando que E;j(a + b) =

Eij(a)E;;(b), se tiene

h
D; = HEj(bj"‘ij)

= HEJ VEN(Z f;)
= [El(bl)El(Zfl)][Ez(bz)EZ(Zfz)] +o [EM(ba) EM(Z f)]
= [CENZH)CTICEX(Zf)] -+ [CRLChEMZ fu)]
h
= [[ciE (zf)c; (2.3.8)

De la misma forma que en la pruebas de los corolarios 2.2.4 y 2.2.3, es posible escribir

C;E¥(Zf;)C;* como producto de matrices de Cohn: para todo j € {1,...,A}, sea
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U1
v=| : | las;-ésima columna de C;. Entonces
Un
CiBo;(ZF)C; = [ U+v- 2 ars(vyes — vsey)] (2.3.9)
1<y<d<n

para algunos a,s € R, [X,Y]. Ademés, podemos encontrar un ndmero natural d; tal

que
! ! !
v a fi
_ _ v i
Uy = g Gd = g fi= i (2.3.10)
Ti T; £}

con vy, a5 € R[X,Y], fi € R[X,Y, Z]. Si reemplazamos Z por rf % g, todas las matri-
ces de Cohn en la expresion anterior para C;E?(Z f;)C;" tienen elementos sin denomi-

nadores. Luego
CiE (r{¥ gf;)C;" € Ea(R[X,Y)). (2.3.11)

Tomando el méaximo de tales d;, para un d suficientemente grande

A
Di(X,Y,1¢g) = [[ GiE (89 £,)C;" € EalRIX, Y)). (2.3.12)
=1
Tenemos un nimero d para cada ¢ € {1,...,(}. De nuevo consideramos el mayor, y si

ponemos Y = ¢, obtenemos el aserto.
Veamos entonces cémo se 'pegan’ los resultados locales. Para cada natural m se tiene
"R+ ---+ "R = R. Tomemos m el nimero d obtenido anteriormente. Entonces

podemos encontrar gi,. .., g € R tales que rég, + - -- + rfg = 1. Expresemos A(X) €
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SL,(R[z]) de la siguiente forma:

AX) = AX - Xr‘ligl) . [A_I(X - ergl)A(X)]
= A(X — Xrig — Xrlg) - [AHX — Xrlg, — Xrdg) A(X — Xrig))

[ATHX ~ Xr{g) A(X)]

! ! -1
= AX =) Xrig) [ATNX =) Xrig)AX =) Xrig)]---
i=1 i=1 i=1

C[ATHX = Xrig) A(X)]. (2.3.13)
Notemos que la primera matriz A(X — ._, Xr%g;) = A(0) en el lado derecho est4 en

SL,(R) = E,(R). Cada expresién entre corchetes es de la forma
A7HeX) Ai((c + rig) X). (2.3.14)
y por el aserto cada una de ellas estd en E,(R[z]). Por tanto, A también.

Nota 2.8.1. Como consecuencia de este teorema, si A € SL,(R[z]), basta tener un
algoritmo de realizacién para cada A, en Ry[z]. La reduccién de la siguiente seccién

nos indica que lo necesitaremos en n = 3.

2.4 Reduccién a SL3(Z|x))

Sea A € SL,(Z[z]) con n > 3, y v su tltima columna. Entonces v es unimodular,
como se puede ver ficilmente al desarrollar el determinante por la dltima columna.
Si pudiéramos reducir v a e, = (0,0,...,0,1)" mediante la aplicacién de operaciones

elementales, esto es, si encontramos B € E,(Z[z]) tal que Bv = e,, entonces

0

b

BA= 5 (2.4.1)

Pr .- DPn1 1
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para alguna matriz A € SL,_(Z[z]) y p; € Z[z] con i = 1,... ,n — 1. Pivotando sobre
el 1 podemos hacer ceros en la dltima fila

A0
BAEnl(_pl) oo En(n—l)("pn—l) = ( 0 1 ) . (242)

El problema de expresar A € SL,(Z[z]) como producto de matrices elementales se

reduce al mismo problema para A € SL,_1(Z[z]). Repitiendo este proceso, llegamos

pgo
al problema de expresar A = | r s 0 | € SL3(Z[z]) como producto de matrices

0 01
elementales, que es el objeto de la siguiente seccién.

En este apartado se desarrolla un algoritmo para encontrar operaciones elementales
que reduzcan un vector unimodular dado v € (Z[z])" a e,. También, como corolario a
esta Propiedad de Columna Elemental, damos una prueba algoritmica de la Propiedad
de Columna Unimodular, que establece que dado un vector columna unimodular v €
(Z[z])", existe una matriz B € SL,(Z[z]) tal que Bv = e,. Esto proporciona una

prueba algoritmica del Teorema de Quillen-Suslz’n.

Definicién 2.4.1. Para un anillo R, Um,(R) = {vectores columna unimodulares de

dimensién n sobre R}.

Nota 2.4.1. Los grupos GLy(Z[z1,... ,zm]) vy En(Z]z1,... ,Tm)) actian sobre el con-

junto Um,(Z[z1, ... , z,]) mediante la multiplicacién de matrices.
A 0
Sea R = Z. Identificamos A € SLy(R[z]) con ( ) € SL,(R|z]), y consi-
n—2

deramos SL,(R[z]) como un subgrupo de SL,(R]z]).

Lema 2.4.1. Sean fi, f2,b,d € R[z]| yr la resultante de f; y fo. Entonces existe eziste
B € SLy(R[z]) tal que

B H®) ) _ [ Ailb+rd) _ (2.4.3)

f2(b) fa(b+rd)
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Demostracion. Es el lema 7.3.3 de [Man97]. Por la propiedad de la resultante de dos
polinomios, podemos construir gi, g2 € R[z] tales que fig; + fago = r ((CLO92]). Sean

81,82, t1,t2 € R[X, Y, Z] los polinomios definidos por

X +Y2Z) = AH(X)+Ys(X,Y,2)
X +YZ) = fo(X)+Ys(X,Y,2)
(X +YZ) = g(X)+Yt(X,Y,2)

@(X +YZ) = g(X)+Y(X,Y, 2). (2.4.4)
Definamos entonces

Bll = 1+ Sl(ba 7, d) 'gl(b) + tQ(ba T, d) - f2(b)
B12 = Sl(bv T, d) : 92(b) - tQ(b.’ T, d) : fl(b)

By = s3(b,7m,d) - g1(b) — t1(b,7,d) - f2(b)

By = 1+ s3(b,7,d) - go(b) + t1(b,7,d) - f1 (D). (2.4.5)
. . : , Bu B . .
Se verifica, mediante un simple célculo, que B = verifica la propiedad
By By

del enunciado y B € SL,(R[z]).
’Ul(X)
Teorema 2.4.2. Sea v(X) = : € Um,(R[z]), y v1(X) tal que el mdzimo

n (X)
comin divisor de sus coeficientes es 1. Entonces ezisten By € SLy(R[z]) y By €

E.(R[z]) tales que B1 By - v(X) = v(0).

Demostracion. Sea p; un primo de Z, y llamamos m; al ideal de Z generado por p;. Sea
ki, = R/m, el cuerpo residual. Como v € (R[z])" es un vector columna unimodular, su
imagen ¥ en (k;[z])" = ((R/m)[z])™ es también unimodular. Como k;[z] es un dominio

de ideales principales, la base de Grébner minimal del ideal (¥,, ... ,%,) tiene un dnico
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elemento, que llamamos G;. Entonces 7; y G generan el ideal unidad en k;[z], porque
01,0y, ... ,Un generan el ideal unidad. Mediante la divisién euclidea en k;[z], podemos

encontrar F; € E,_;(k;[z]) tal que

()
0

B (2.4.6)

0

Consideramos un levantamiento de los elementos de k; a R, y entonces podemos ver E;

como un elemento de E,(R[z]) y G; como un elemento de R[z]. Entonces

[ o)

G1 + qu2
1 0
v = q13 (2.4.7)
0 E,
din /
para algunos qis, - .. ,¢qin € Mi[z]. Definimos r; € R como

mn = R,eS(’U]_, G1 + Q12)

= la resultante de v; y G1 + q12 (2.4.8)
y hallamos f1, h; € R[z] tales que
firvi+h - (Gr+q2) =110 . (2.4.9)

Como el maximo comin divisor de los coeficientes de v; es 1, no se anula en k;[z], y

dado que 7; y G1 € k;[z] generan el ideal unidad, se tiene que
Fl = ReS(’Ul,G1 -+ Q12)

= Res(71,G1)
# 0. (2.4.10)
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Si 7, = 0, entonces 7; y G, tendrian un factor comiin en k;[z], y no generarian el ideal
unidad. Por tanto, r; ¢ m;. Si r; = 1, saltamos a la definicién de ciertos b;. Si no,
sea py un divisor de r;, y my el ideal generado por p;. Construimos 73, que por lo
anterior no estd en M,. Si (r;,r3) = Z, saltamos a la definicién de los b;. En otro
caso, sea dp el maximo comun divisor de r; y r9, y tomamos p3 un divisor de dy. De
forma inductiva construimos ry, ... ,7;_1 € m;, r; ¢ m;, y tenemos también las matrices
E; € E,_1(kj[z]), y los polinomios G; € k;[z] y f;,hj € R[z]. ¥ ¢j2, ... ,qjn € mj[z] de
forma andloga. Como R es noetheriano, tras un nimero finito de pasos encontramos

un ! tal que R + --- + R = R, y podemos hallar elementos g; € R tales que

r1g1 + - + 19, = 1. Definimos bg, by, ... ,b € R[z] de la siguiente forma:
bo =0
by = mqzT
by = Tg1T + 12927

Estos polinomios b; satisfacen las relaciones recursivas:

b():O

bi = bi—-l + T.,ng para 1= 1, ve ,l. (2412)

Aserto: Para cada i € {1,...,l}, existe B; € SLy(R[z]) y B; € E.(R|[z]) tales que
V(bi) = B,B,:V(b,_l)
Supuesto probado el aserto, usamos que E,(R[z])-SLs(R[z]) C SL2(R|z])- E.(R[z])

(Normalidad de E,(R][z])). Recordemos que es posible construir las matrices de este
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enunciado. Por induccién nos queda
v(z) = v(b)
= BlBl’V(bl_l)
= BlBl,Bl_lB{_IV(bl_g)
(2.4.13)

Como B| € E,(R|[z]) y Bi-1 € SLy(R|z]), podemos hallar C;_; € SLy(R[z]) y D] €
E.(R[z]) que verifican B,B,_; = C;_1D]. Entonces

V(.’E) = B[CI_ID;B;_1V(bl_2)

= HJiv(bi_s)
(2.4.14)
con H; = BiCi_, € SLy(R[z]) y Ji-; = D|B'l — 1 € E,(R|z]). Entonces
v(z) = BB'v(b)
= BB'v(0) (2.4.15)

con B € SLy(R|z]) y B' € E,(R[z]). Por tanto, resta probar el aserto anterior.

Para ello, sea C;’i = (; + g;2. Entonces

’Ul(.’E) \
10 Gilz)
V(I) = q,;3(.'11) . (2416)
Qin(x)) |

Para 3 < j < n, tenemos

955 (bs) = ij(bi1) € (bi — bi1) - Rlz]
= 71;,0;% - R[z]. (2.4.17)
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2ij(bi) — gij(bi—1) tiene en cada sumando una expresién de la forma b — b;_,, con s
un nimero natural. Estas expresiones estén en el ideal generado por b; — b;_;. Como

r; € R no depende de z, tenemos que

ri = fil@)vi(z) + hi(z)Gi(x)
= filbi—1)v1(bic1) + hi(b_1)Gi(bi—1)

= una combinacién lineal de v;(b;_1) y Gi(bi_1) en R[z]. (2.4.18)
Enotnces vemos que para 3 < j < n,
(b)) = ¢;j(b;—1) + una combinacién lineal de v (bi_1) ¥ é,-(b,-_l) enR[z].

Entonces podemos construir C € E,,(R[z]) con

v1(bi-1) \ ( Ul(bz’—l) \
Gi(bi-1) Gi(bi-1)

C v(b) = C ¢is(bi—1) = gi3(b;)
0 Ei(bi-1) ‘ .

Qin(bi—l)/ \ Gin(b:) )

Por el lema 2.4.1, tomando b = b,_y, 7 = Res(v;,G;) = r;, d = g¢;x, encontramos

B € SL,y(R[z]) tal que

- b;— b;
B Uf( ) Uf( A (2.4.19)
Gi(bi-1) Gi(b:)
Finalmente, definimos B € SL,(R[z]) como
1 0 B 0 10
B= .C- | (2.4.20)
0 Ei(bi)_l 0 I,.» 0 Ei(bi_.l)

Esta matriz B verifica

BV(bi_l) = V(b,;), (2421)
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De nuevo usamos que E, (R|z]) - SLy(R[z]) € SLa(Rlz]) - En(R[z]). Como B=F,-B-
Fy - Fs, con Fy, Fy, F3 € E,(R[z]) y B € SLy(R|z]), podemos encontrar Fy € E,(R[z))
y By € SLy(R|z]) tales que F} - B = By - Fy. Por tanto

B € SLy(R[z]) En(R[z)) (2.4.22)

y hemos probado el aserto.

Teorema 2.4.3. (Propiedad de Columna Elemental) Sin > 3, el grupo E,(Z[z]) actia

transitivamente sobre el conjunto Um,(Z|z]).

Demostracién. El algoritmo de divisién euclidea resuelve el problema sobre Z. Sea
U1

v=| ! | € Un,(R[z]). Como el vector es unimodular, el vector de los términos

Un
constantes de cada v; es también unimodular. Como son elementos de Z, esto significa

que el maximo comun divisor de esos coeficientes es 1. Mediante la divisién euclidea en
Z y transformaciones elementales, podemos conseguir que el término contante de v; sea
igual a 1. Por el teorema 2.4.2, podemos encontrar B, € SL(R|z]) y B2 € En(R|[z])

tales que
BB, -v(z) =v(0) € R. (2.4.23) .
Como en R est4 resuelto el problema, podemos hallar B’ € E,(R) tal que
B -v(0) = en. | (2.4.24)
Entonces tenemos
v = B;'B{'B'le,. (2.4.25)

Por la normalidad de E,,(R[z]) in SL.(R|z]) (corolario 2.2.4), podemos escribir By 'B'~! =



B"By! para alguna B" € E,(R[z]). Como

(b 4 0 0)

ros 0 0
Bi'=10 0

SRR

\OO

para ciertos p, g, 7, s € R[z], se tiene que

v = B;'B{'Ble,
= (B;'B")B{'e,
(p g 0

r s 0

— (B{]’B”) 0 0

KOO

— (BQ_IB”)en

In—2

0)

0

(o)

\!/

90

(2.4.26)

(2.4.27)

donde B;'B" € E,(R[z]). Ya que esta relacién es para cualquier v € Um,(R[z]),

obtenemos la transitividad buscada.

Nota 2.4.2. Segun el teorema 2.4.3, si v,v' son vectores columna de dimensién n y

unimodulares en Z[z], entonces podemos encontrar B € E,(Z[z]) tal que Bv = V'

Tomando v’ = e, tenemos el algoritmo buscado.

Corolario 2.4.4. (Propiedad de Columna Unimodular) Sin > 2, el grupo GL,(Z[z))

actia transitivamente sobre el conjunto Um,(Z|z]).

Demostracién. Paran > 3, la Propiedad de Columna Elemental implica la Propiedad de

Columna Unimodular ya que un producto de matrices elementales es unimodular. Sin =
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2, sean v = (v1,v2)! € Umy(Z[z]), y calculemos mediante las bases de Grébner gy, g; €

. V2 —h
Z{x] tales que vyg; + v2go = 1. Entonces la matriz unimodular Uy =

91 92
satisface U, - v = e,. Entonces vemos que para cualesquiera v, w € Umy(Z[z]), U;*U, -

v = w donde U,'U, € GL,(Z[z]).

2.5 Algoritmo de descomposicién en SL3(R[z])

Queremos desarrollar un algoritmo de descomposicién en producto de matrices elemen-
tales para las matrices de la forma

p g0
r s 0 | € SLiy(Z[z]).

0 01
Existe un argumento en [VS76] que mediante un cambio de variables nos permite reducir
este problema a un p € Z[z] ménico, que veremos en la seccién siguiente. Para el caso

de una variable, exponemos un proceso méas sencillo. Por la reduccién desarrollada en
p g0
la seccién anterior, basta dar un algoritmo para las matricesde laforma | r s 0 | €

001
SL3(R|z]), donde R es ahora un anillo conmutativo local y principal. No imponemos

condiciones sobre p. Daremos en primer lugar el método cuando el coeficiente lider de
p es unidad de R, que se reduce al caso ménico, y se resuelve como en [PW95], y a

continuacién desarrollamos el caso general. El siguiente lema es basico.
Lema 2.5.1. Sea L un anillo conmutativo y a,a’,b € L. Entonces se verifica que:

1. (a,b) y (d',b) son unimodulares en L si y solamente si (ad',b) es unimodular en

L.

2. Dados c,d € L tales que aa'd — bc = 1, ezisten c1,c2,d1,dy € L que verifican
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ad1 - bc1 = 1, a’d2 - ng = 1, Y

ad' b 0 a b 0 a b 0
c d0|=|e¢ d 0)-}ec do O (mod Es3(L)).
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Demostracion. (1) Si (aa’,b) es unimodular en L, existen h;,hy € L tales que h; -
(aa’) + hy - b = 1. Entonces (hia') - a + hy - b = 1 implica que (a,b) es unimodular, y
(h1a) - @' + hy - b = 1 implica que (@', b) es unimodular.

Supongamos ahora que (a,b) y (¢,b) son unimodulares en L. Podemos encontrar
hi, he, hy, hY € L tales que hia + heb = 1, hja’ + hob = 1. Sean g = hihf, g =

hY + a’hyhl, y consideremos

g1ad’ + gob = hyhjad’ + (hy + a'hahl)b
= hya'(hia + hob) + hobd
= hld + Ry
= 1. (2.5.1)
y tenemos la relacién buscada.
(2) Si ¢,d € L verifican aa’d — bc = 1, entonces (aa’,b) es unimodular, que implica

que (a,b) y (a,b) son unimodulares. Podemos entonces encontrar c;, dy,d;,ds € L con

ad; —bcy =1y d'dy — bey = 1. Por ejemplo, tomemos

Ci = C = ¢, d1 = a'd, d2 = ad. (252)
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Consideremos las siguientes transformaciones

ad’ b 0 aa’ b 0
c d 0 = Ey(edide — d(co +d'e1ds)) | co + d'erdy didy 0
0 01 0 0 1
= Ey(cdidy — d(cy + d'cida)) Eas(da — 1) E32(1) Eas(—1)

a b 0 ad b 0

ci di 0 | Fas(1)Es(—1)Eas(1) | ¢, dp 0

0 0 1 0 0 1

Ey3(=1)E33(1)Ey3(a — 1) E31(—a'c;) Bz (—dy). (2.5.3)

Esta expresiéon demuestra que

ad’ b 0 a b 0 ad b 0
c d 0| = |c¢ d 0] | c dy O (mod E5(L)). (2.5.4)
0 01 0 0 1 0 01
p g0
Lema 2.5.2. Sea L un anillo conmutativo, A= | r s 0 | una matriz de orden 3
0 01

con elementos en L, y u una unidad en L. Entonces eziste E € E3(L) tal que

ulp ug 0
A=E-| ylr us 0
0 0 1
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Demostracion. Se tiene que
P q 0\
r s 0| Ei(u!—1)En(l)Epu—1)Ey(-u™)

0 01

S

L
3
S
0

o

Lema 2.5.3. Seanp(z),q(z) € Z|[z], con p(z) mdnico, grado(p(z)) = d > 0, grado(q(z)) =

l y el ideal generado por p(z) y q(z) es igual a Z[z]. Entonces podemos calcular

p'(z),q'(x) € Z[z] con grado(p'(x)) < I, grado(¢'(z)) <d ypp' —q¢ = 1.

Demostracién. Como 1 € (p(z), g(z)), entonces podemos hallar a, b € Z[z] con ap+bg =
1. Si grado(b(z)) < d, entonces grado(b(z)g(z)) < d+1, y en tal caso grado(a(z)p(z)) <
d + ! y grado(a(z)) < . Tomamos entonces p' = a 'y ¢ = —b. Si grado(b(z)) > d,
dividimos por p, dado que es ménico. Entonces existen g;(z),r(z) € R[z] con b =
pg1+71, y grado(ri(z)) < d. Entonces 1 = ap+bg = ap+ (pq1 +71)g9 = (a+q1g)p+qr1,

y estamos en la situacién anterior.

Teorema 2.5.4. Sea (R, m) un anillo conmutativo local, m su ideal mazimal y A =

p g0

r s 0 | € SL3(R[z]) con p ménico. Entonces A es realizable en Rlx)].

0 01
Demostracidn. Por induccién sobre el grado(p). Si grado(p)=0, entonces p = 1y A
es claramente realizable. Supongamos que grado(p) = d > 0 y grado(g) = . Como

p € R[z] es ménico, podemos encontrar f, g € R[z] tales que

qg = fp+yg, grado(g) <d. (2.5.5)
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Entonces
p ¢g—fp O p g 0
AE(=f) = | r s—fro|=|r s—fr 0. (2.5.6)
0 0 1 0 0 1

Podemos suponer que deg(q) < d. Observemos que p(0) o ¢(0) es una unidad en
R. En otro caso, tendriamos que p(0)s(0) — ¢(0)r(0) € m que contradice ps — gr =
p(0)s(0) — ¢(0)r(0) = 1. Consideremos dos casos distintos.

Caso 1: ¢(0) es una unidad.

Por el caricter invertible de ¢(0), tenemos que
p—q(0)~'p(0)g ¢ O

AEn(—q(0)"'p(0)) = | r—¢q(0)~'p(0)s s 0 |- (2.5.7)
0 01

Entonces podemos suponer que p(0) = 0. Escribamos p = zp’. Por el lema 2.5.1,

podemos encontrar ci,ds, ¢, do € R|z] tales que zdy —gcy =1, pdy —geo =1y

p qgo0 r q 0 P q 0
r s 0 = e, dp 0| ¢ dy O (mod E;3(R[z])) (2.5.8)
0 01 0 0 1 0 0 1

Como grado(p') < d, la segunda matriz de la parte derecha es realizable por la hipétesis
de induccién. Para la primera, podemos suponer que ¢ es unidad en R, pues es posible

efectuar reducciones mediante el monomio z. Si ¢ es invertible es ficil encontrar una
x q O

factorizacién explicita de | ¢, d, 0 | en matrices elementales. Otra forma de verlo

0 0 1
es aplicar el lema 2.5.2 para obtener un 1 en la posicién (1,2) y conseguir la descom-

posicién.

Caso 2: ¢(0) no es unidad.
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Por el lema anterior, existen p', ¢’ € R[z] con deg(p’) < l,deg(¢’) < dy p'p—q'q=1.
Observemos que las dos relaciones p'(0)p(0) — ¢'(0)¢(0) = 1 y q(0) € m, implican que

p'(0) ¢ m. Esto significa que ¢(0) + p’(0) es una unidad. Consideremos las siguientes

transformaciones
p g0 p ¢ 0
r s 0 = Eu(rp'—s¢)| ¢ p 0
0 01 0 0 1

p+q qg+p 0
= En(rp' —s¢)En(-1)| ¢ g 0] (259

0 0 1

La tdltima matriz del lado derecho es realizable por el Caso 1, ya que ¢(0) + p'(0) es una

p g0 |
unidad y grado(p + ¢') = d. Por tanto, | r s 0 | es también realizable.

0 01
p g0
Lema 2.5.5. Sea A = | r s 0| € SL3(R[z]), con p(0) = 1, grado(p) = n,
0 01
p ¢ 0
grado(q) = l. Entonces A es congruente mddulo E3(R[z]) a una matrizA' = | ¢+ s 0
0 0 1

SL3;(R[z]) con grado(q') < grado(p) y ¢'(0) = 0.

Demostracién. Escribamos p(z) =1+ a1z + ...+ az", g(z) = bo + b1z + ...+ biz!. Si
bo # 0, consideremos AE)5(—by), y el término constante de ¢ es eliminado. Entonces

podemos tomar ¢ = z¢', y grado(q) < mdz{n,l}. Sil < n, tenemos el resultado. En
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otro caso, aplicamos el lema 2.5.1, y

p z 0 p ¢ O
A= cit di 0| ] c dp O (mod Ej3(R[z])).
0 0 1 0 0 1

La primera matriz puede ser factorizada como producto de matrices elementales, eli-
minando los términos de p con grado mayor o igual que 1 mediante el monomio z de la
segunda columna. Obtenemos el valor 1 en la posicién (1,1), y la matriz es claramente
realizable.

Tenemos grado(q’) < grado(q), y repitiendo el proceso tenemos el lema.

Teorema 2.5.6. Sea R un anillo conmutativo local y principal, m = () su ideal mazi-

p g0
malyA= | r s 0 | € SL3(R[z]). Entonces A es realizable en R|z].

0 01

Demostracion. Sip(0) no es una unidad, entonces ¢q(0) tiene que serlo, y también p(0) +
q(0). Entonces mediante AF5;(1) podemos suponer que p(0) es una unidad, y usando

el lema 2.5.2, obtenemos p(0) = 1. Por el lema 2.5.5, podemos suponer que

p g0
A’: TSO’

001

con p(0) = 1, ¢(0) = 0 y grado(g) < grado(p).

Procedemos por induccién sobre grado(p). Si grado(p) = 0, entonces p = 1, y tenemos
el resultado. Supongamos entonces que grado(p) = n > 0, grado(q) =1 < n, y
p(z) =1l+az+ ...+ a2 qz) = bz +... + bz, an, b # 0. Sia, € m, entonces
por el lema 2.5.2 podemos conseguir p moénico, y entonces aplicar el teorema 2.5.4.

Supongamos que a, € m. Si todo b; € m, entonces existe un entero k > 0 con ¢ = g,
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y al menos uno de los coeficientes de ¢’ no estd en m. Por el lema 2.5.1,

p ™ 0 p ¢ O
A= e, dp 0] ec dy O (mod Ej3(R[z])).
0 0 1 0 0 1

Aplicamos k veces el lema 2.5.1 a la primera matriz, y la reducimos a
p ™ 0
A, = c d 0
0 01

Recordemos que a, = 7°a), con e > 0y a, € m, por lo que podemos eliminar el término

lider de p.
p w0
A - En(—7*lapz™) = | ¢ d 0
0 01

y p'(0) = 1, grado(p') < grado(p). Por la hipétesis de induccién, esta matriz es reali-

zable. Sea
p ¢ 0
Ay = co do 0O
0 0 1

con ¢'(z) = bz + ...+ bjz!, y sea j el menor niimero tal que b} ¢ m. Consideremos dos
casos:
Caso 1: b} ¢ m. Entonces b] es una unidad, y la matriz es equivalente mediante
transformaciones elementales a
—b, "¢ Hp O
—b,"'dy Biep 0
0 0 1
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(se intercambian primera y segunda columna y se aplica el lema 2.5.2). Tenemos

—~b’1'1q’ = gy, y grado(gs) < grado(¢’) < n. Por el lema 2.5.1, es congruente médulo

E3(R[z]) a
g2 bip O z bip 0
st t1 O ] s9 ta O
0 0 1 0 0 1

La segunda matriz es realizable. Para la primera, observemos que g»(0) = 1, grado(g2) <
[ < n. Aplicamos el lema 2.5.5, y esta matriz es equivalente a
g p 0
83 t3 O
0 0 1
con g»(0) = 1, grado(p’) < grado(g,) < n, y por la hipdtesis de induccién, la matriz es
realizable.

Caso 2: b} € m. Apliquemos las siguientes transformaciones:

p ¢ O p ¢ —-bzp 0

ca dy 0] El?(_bllx) = ¢y dy — b’l.’L‘Cz 0

0 0 1 0 0 1
¢ —byzp =

z((by — byay)T + ... + (b — bla)z ! +
+(=blai1)zt + ...+ (—blan)z™)

—_ qui

Por el lema 2.5.1, es congruente médulo E3(R([z]) a

p z 0 p ¢" 0
s1 t1 0] ] s2 ta O
0 01 0 0 1
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La primera matriz en el producto es realizable, y en la segunda tenemos que grado(q”) <
n, con el coeficiente del término de grado j — 1 igual a b; — b1a;_1 ¢ m. Repitiendo este
proceso podemos conseguir como coeficiente del término de grado 1 un elemento que

no estd en m. Aplicamos el Caso 1, y la prueba estd completa.

2.6 Normalizacion de vectores unimodulares

Uno de los problemas a salvar para extender el resultado de [PW95] al anillo Z[zy, . .. , Tp,)
es el uso que se hace del teorema de Normalizacién de Noether para, mediante un cam-
bio de variables, cdnseguir un polinomio ménico en z,,. En esta seccién damos una
version constructiva de un teorema de normalizacién para vectores unimodulares sobre

el anillo Z[zy, ..., Tm).

Definicion 2.6.1. Una sucesién finita de elementos a4, ... ,a, de un anillo R se dice
regular si la imagen del elemento a; en R/(ay,... ,a;—1) no es un divisor de cero, para i =
1,...,r—1. Para i = 1, esto significa que a; no es divisor de cero en R. Establecemos

que 0 no es divisor de cero en un anillo R’ si y solamente si R' = 0.

Definicién 2.6.2. Sea R un anillo. La altura de un ideal primo p de R, que notaremos

por htgr(p), es el supremo de las longitudes n — 1 de cadenas estrictamente crecientes

PL& . . &Pn=p

de ideales primos de R. La altura de un ideal I arbitrario, htg(I), es el infimo de las

alturas de los ideales primos que contienen a I.

Lema 2.6.1. Sea ay,... ,a, una sucesion reqular en un anillo noetheriano R. Entonces

htr(Ray + ...+ Ra,) > r.

Demostracion. [VS76] p.961
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Proposicién 2.6.2. Sea I un ideal en R = Z[x1,... ,zn), R' = R/I, y f1, f2 € R tales
que (fi+ I, fa+ 1) = R'. Entonces eziste h € R tal que (fl + hfs) + I no es divisor de

cero en R'.

Demostracion. Calculemos una descomposicion primaria de I en R ([GTZ88]), y de los
primos asociados tomamos los maximales por la relacién de inclusién en Ass(I). Sean
P1,...,Pps tales ideales, y construyamos h;; € p; — p; para i # j, 4,5 € {1,...,s}.
Podemos suponer el conjunto ordenado de forma que f; € p1,...,ps, t < 5. Sea p; la
imagen de p; en R'. Observemos que el conjunto de divisores de cero de R’ es U_;p;.
Sit = 0, entonces f; + I no es divisor de cero, y tomamos h = 0. Si t # 0, sea
h= 23:1 [1i4; hij- Un producto vacio se toma igual a 1. Tal es el caso si s =¢ = 1.
Notemos que h € py, para t +1 < k < s. Entonces (f; + I) + (h+ I)(f2 + I) no estd
contenido en ningtn p;, para 1 <i < s. Si (f1 +hf2) +1 € p;, para 1 <1 < ¢, entonces
hfs € p;. Como las clases de f; y fo generan el anillo R', no puede ocurrir que f,
pertenezca a p;. Entonces h € p;. Todos los sumandos de h, menos uno estidn en p;,
y ese sumando es producto de elementos que no pertenecen a p;. Para los restantes ¢

entre t + 1 y s recordemos que f; no pertenece a p;, y tenemos el resultado.

Corolario 2.6.3. Sea R = Z[z,... ,Tm], T un ndmero natural y b = (by,...,b)t €
Um,(R). Entonces eziste una matriz B € E.(R) triangular superior con valores 1 en la

diagonal principal tal que B -b = (dy, ... ,d,), con {dy,... ,d,} una sucesion regular.
Demostracidn. Por induccién sobre r. El caso r = 2 es trivial, pues es la proposicién

anterior con I = 0. Entonces, si by = 0, b = 1 tomamos B = . Sib #0,
01

consideramos B igual a la identidad. Sea Ry = R. Como el vector b es unimodular,
existen a;,...,a, € Ag con a;b; + ...+ a.b, = 1. Sea by = azbs + ...+ a;b,. Entonces
existe z € Ry tal que d; = by + zby no es divisor de cero. Sea I; = d;Ry. Sea ahora

Ry = Ry/1;, y notemos bgl) las imagenes de b; en R;, para i =2,...,r. Se tiene que el
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vector (bgl) . ,bﬁl))t es unimodular en R;.
dy = by + zagby + . .. zazb., 1 = a1by + azby + . .. a.b,

aldl = a1b1 -+ za1a2b2 + ... zalarbr

Restando queda 1 — a;d; = (as — za102)ba + ... + (@, — 2a10,)b, y tomando imagenes
en R; tenemos la unimodularidad.

Aplicamos ahora la hipétesis de induccién. Observemos que en cada paso usamos un
anillo Ry, = R/I para cierto ideal I;. Existe una matriz B{l) € E._i(R;) triangular

superior con valores 1 en la diagonal tal que

BM| =
i FiQ)
y lasucesién di”, ... ,d") es regular en R;. Levantamos B§1) a una matriz B; € E,_;(R)
que se aplique en ella, y sea |
1 zay ... za,
B= ’
0 B

Entonces B € E,.(R), pues los elementos de la fila 1 se pueden eliminar mediante
transformaciones elementales. B es triangular superior, tiene elementos igual a 1 en la

diagonal principal, y

(0 ()

by dy

\o ) \d)

con dy, dy,... ,d, sucesién regular.
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Sea R = Ryy1,...,yn], con Ry un anillo noetheriano, y definimos T* = {Y® =
Yyt ysr|la = (oq,...,a,) € N} el conjunto de los productos de potencias. Sea
< un orden en T". Si f € R, podemos escribir f = Y7 . a;Y'%, con a; € Ry — {0},

o; € Ny a, <...< ;. Con esta notacién, definimos
Definicién 2.6.3. e lc(f) = ¢, el coeficiente lider de f.
e Ip(f) = Y™, el producto de potencias lider de f.
o It(f) = Y™, el término lider de f.

Observemos que el anillo R = Z[z,,...,Zy,] lo podemos ver como también como
R' = Z[z1,... ,Tm-1][Zm]. Si < es un orden en T™ para el que z,, es mayor que las
demads variables, lo denominamos orden de eliminacién en z,,. Sea <’ el orden en R’

determinado por el grado en z,,. Tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.6.4. Sea G = {g1, ..., g:} base de Grébner en Z[z1, . .. , Ty con respec-
to a un orden de eliminacion en &,,. EntoncesG es base de Grébner enZ(zy, . .. ,ZTm—1][Zm]

con respecto al orden determinado por el grado en Z,.
Demostracion. [GTZ88].

Nota 2.6.1. Sea f € Z[x,...,Zmy]. Por una parte tenemos lc(f) que es un elemento
de Z, y por otra lc.(f); es el coeficiente del término de mayor grado en z,,. Es un

polinomio en Z[zy, ... ,ZTm_1)-

Lema 2.6.5. Sea I un ideal de Z[z,,... ,zTn]. El conjunto lcw(I) = {lec(f)|f € I}

es un ideal de Z{zy, ... ,Tm_1].

Demostracion. Sean gy, 9o € leer(I), con fi, fo € I tales que lco/(f;) = g;, parai = 1,2.
Si, por ejemplo, grado,,, (f1)—grado,,, (f2) = k > 0, entonces g; + g2 = le< (f1 + 2k, f).

Sig € Zzy,...,Tm-1], entonces gg; = lcw (gf1)-
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Lema 2.6.6. Sea I un ideal de R = Z[z1,... ,Zm) ¥ G = {¢1,-.-,9-} una base de

Grabner de I respecto a un orden de eliminacion en z,,. Entonces

1. lC<'(I) = (lc<'(gl)7 cee ,lc<'(g7‘)>'
2. Dado h € le(I), podemos calcular f € I tal que lct (f) = h.

Demostracidn. Sea h € lcw(I) y f € I tal que lcws(f) = h. Entonces lto(f) = hzk,
para algin k > 0. Por la proposicién 2.6.4, hzt, = >, kit g, donde podemos
suponer que para cada i h; = 0 o Ip(h;)Ip(g;) = zF,. Entonces b = lcw(h1)lce(g1) +
...+ lc<'(h)lcw(gr), y tenemos la primera parte. Dado h € lc«/(I), sean hy,... ,h, €
Z[zy,... ,Tm1] tales que b = > ._; hilccs(g;). Entonces, si f = 7_, hig; se tiene que

lea(f) = h, pues lcer(h;) = h; parai=1,...,7.

Lema 2.6.7. Sea Ry un anillo noetheriano, R = Rylz], I un ideal de R y J el ideal
de Ry formado por los coeficientes de los términos de mayor grado de polinomios en I.

Entonces htg,(J) > hta(I).
Demostracidén. [VS76] p.964

Lema 2.6.8. Sea R = Z[z1,... ,Zn), I un ideal de R, con htg(I) > 2. Entonces eziste
un cambio invertible de variables z1,... ,Tm <> Y1,--- ,Ym en el anillo R tal que I

contiene un polinomio que es unitario en y;.

Demostracién. Sea J el ideal en Ry = Z[zy,...,Tm—1] formado por los coeficientes
de los términos de mayor grado en z,, de polinomios del ideal I, que es calculable.
Entonces htg,(J) > htgp(I) > 2. Si m = 1, entonces J = Z, y el ideal I contiene un
polinomio que es unitario en z;. Para n > 2, procedemos por induccién sobre n, y
suponemos que existe un cambio de variables zi,... ,Zm-1 ¢ Y1,... ,Ym-1 €0 Ry que
hace que el ideal J cbntenga un polinomio g unitario en y;. Entonces, I contiene un
polinomio f de la forma gz$, + h, donde grado,,,(h) < s. Para un n suficientemente

grande, el cambio y,, = z,, — Y7 hace que el polinomio f sea unitario en y;.
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Lema 2.6.9. Sea R = Z[z;,... ,Tm), 7 > 3, y b € Um,(R). Entonces existe A €
E.(R) y un cambio de variables x1,... ,Tm <> Y1,-.. ,Ym tal que A-b = (¢;), donde c,

es unitario en y; como polinomio en yy,... ,Ym-

Demostracién. Podemos calcular una matriz B € E.(R) tal que B - b = (d;), con
di,...,d, una sucesién regular. Entonces htg(Rd; + ...+ Rdr—1) > 7 —12> 2. Por el
lema anterior, existe un cambio de variables zi,... ,Zm < U1,... ,Ym tal que el ideal
Rd; + ...+ Rd,_, contiene un polinomio f que es unitario en y;. Sea f = a;dy + ... +
ar-1dyr—1, y consideremos el vector u = (a1y7, ... ,a,-1y7), donde n—1 es el grado en y;
del polinomio d, en y1, . . . , ym. Entonces el polinomio ¢, = d,.+dyay7+. . .+dr_1a,-1y7

es unitario en y;. Por tanto, podemos tomar

que pertenece a E,.(R).

Nota 2.6.2. La prueba de la Propiedad de Columna Elemental y la realizacién de ma-
trices en SL3(R[z]) de [PW95] usan el Lema de Normalizacién de Noether. En ambos
casos se aplican sobre vectores unimodulares, por lo que es posible usar el lema 2.6.9

para anillos més generales como Z[z1, ... , Zn].



Capitulo 3

Moédulos sobre Z[z]/ (px).

3.1 Introducciéon

El problema de la clasificacién de médulos finitamente generados sobre Z[z] no esta
resuelto, y menos aun su resolucién algoritmica. En el Capitulo 1 hemos visto algunos
métodos generales, que nos proporcionan condiciones necesarias para diferenciar dos
presentaciones. Otra manera es considerar la proyeccién sobre un anillo donde tenga-
mos un algoritmo de clasificacién. En eéte caso, consideramos R = Z[z]/(pz), conp € Z
un nimero primo. Extendemos parte del algoritmo de [LS96] para el anillo R.

La base tedrica es la misma, y en primer lugar probamos que este anillo es de tipo
pullback. Por tanto, los resultados de Levy ([Lev81b] y [Lev8la]) dan la clasificacién
de los médulos sobre R. El objetivo es dar una versién algoritmica de estos resultados,

hasta la reduccién al caso local resuelto en [NR69] y [NRSB75].

Suponemos que el R-médulo viene dado por una matriz de presentacién. El primer
paso reduce la clasificacién al estudio de matrices A(x) con coeficientes en R tales que
A(0) sea la matriz nula, considerando sus entradas con valores en el cuerpo Z/(p).
Pasamos entonces al calculo de la denominada representacién separada del médulo. Es
un médulo asociado al original, tinico por isomorfismo. Esto nos permite diferenciar

una familia de mddulos sobre Z[z], tomando un primo p adecuado.

66
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Las secciones siguientes se encargan de efectuar las reducciones necesarias hasta

llegar a los tipos de médulos estudiados en [NR69] y [NRSB75].

3.2 R es un anillo pullback
Sea Ry = Z, Ry = (Z/{p))[x], m : Ry — Z/{p) la proyeccién canénica y my : Ry — Z/(p)
el morfismo definido por m(g(z)) = ¢(0).

Definicién 3.2.1. R = {(r1,72) € R; X Ry|m(r1) = m2(r2)} se denomina el anillo

pullback de 7y y 7.
Nota 3.2.1. A los anillos R; y Ry los denominaremos anillos coordenados de R.

Lema 3.2.1. Sean 7 : Ry — Ry, my : Ry — Ry epimorfismos de anillos. Entonces el

conjunto R = {(r1,72) € Ry X Ry|m1(r1) = ma(r2)} tiene estructura de anillo.
Demostracion. Las operaciones estan definidas por

(r1,m2) + (ry,r3) = (r1+ 1y, ra 4 13), (11, 72) < (11, 73) = (rary, rary).
El elemento unidad es (1,1).
Lema 3.2.2. R ~ Z[z]/{pz).

Demostracion. Sea ¢ : R — Z[z]/(pz) definida por ¢((¢(z),7)) = (¢(z) — ¢(0)) +r. La
idea es la identificacién de los elementos sin término constante de (Z/(p))[z] y Z[z]/(pz).
Es fécil ver que ((¢1(2) — 1(0)) +71) - ((g2(z) — 42(0)) +72) = (1(x) g2 (=) — q1(0)2(0)) +
1179, considerando que r3(g;(z) — ¢1(0)) = T2(q1(z) — q1(0) = ¢2(0)(g1(z) — ¢1(0)), siendo

7o la clase de ry en Z/(p).

Nota 3.2.2. En lo que sigue, R identificard al anillo Z[z]/(px).

Nota 3.2.3. Recordemos que E,(R) es el grupo de las matrices elementales con coefi-

cientes en R (ver 2.1.1).
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3.3 Primera reduccidén

El primer paso consiste en reducir el problema a una matriz A(z) tal que A(0) sea nula

en Z/(p), es decir, que sus términos constantes sean multiplos de p.

Lema 3.3.1. Sea (g1,9s, ... ,9n) un vector fila sobre R tal que al menos un g; tiene un
término constante no nulo médulo p (g;(0) # 0 (mod p)). Entonces el ideal (g1, ga, - .. , gn)
es principal, su generador g tiene un término constante no nulo mddulo p y se puede

construir V € E,(R) con

(gaoa-"70) = (91792a"' 7gn)'V (331)

Demostracion. Si f € R, lo podemos considerar como un polinomio con coeficientes
en Zz), y llamamos in(f) al término de mayor grado en z. Consideramos el siguiente
algoritmo:

1) Mientras existan indices 4, j tales que in(g;) = ¢;z%, in(g;) = c;jT%, cone; > e; > 0,
reemplaza g; por g; = g; — ¢;c;z% % gj, donde ¢ € Z y ¢;c; =1 (mod p).

Esta operacién reduce el grado de g;, y en el vector transformado sigue habiendo un
elemento cuyo término constante es no nulo médulo p. Si g; tiene el término constante
no nulo médulo p y e; > e;, entonces es claro. Sie; = e;, y g;(0) =0 (mod p), entonces
g; verifica la condicién. Si e; = e; y g;(0) # 0 (mod p), entonces lo tenemos con g;.

2) Mientras existan indices ¢, j tales que in(g;) = ¢;, in(g,) = c;, no nulos, reemplaza

(9, 95) por (di;,0), con d;; = med(c;, ¢;) mediante

(87 —C'/di'
( 9i 9 ) = ( dij 0 ) (3.3.2)
aj  cifds

donde di]’ = ;c; + 05Cj.
Como Z es dominio euclideo, esta matriz se puede descomponer en producto de matrices
elementales. Con esta operacién queda un tnico término constante en el vector.

3) Tras las operaciones 1) y 2), el vector queda de la forma (f(z),d,0,...,0), con
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in(f) = cz®, e > 0. Si d es no nulo médulo p, podemos reducir el grado de f mediante
f—cd'dz®, con d'd =1 (mod p). Sid =0 (mod p), entonces el término constante de f

es no nulo médulo p. Dado que med(d, f(0)) = 1, existen «, 8 € Z con ad + 8f(0) =1

y

(f(x) d) Z f—(Z) =( f'(z) —df(x)+df(0)) (3.3.3)

con f'(0) = 1.

Observemos que —df(z) + df (0) no tiene término constante, y los restantes aparecen
multiplicados por d, que es miltiplo de p. Entonces es cero en R. Como antes, la
matriz unimodular se puede descomponer en producto de matrices elementales, pues Z
es dominio euclideo.

Al final, queda una tnica entrada no nula, y mediante transformaciones elementales

podemos poner a ella o su opuesta en la primera posicién

Teorema 3.3.2. Sea A(z) una matriz m x n con coeficientes en el anillo R, y r =

rango(A(0)) en el anillo Z/(p). Entonces existen U(z) € En(R), V(z) € En(R) tales

que
(fl(x) 0o ... 0 0 \
0 faz) 0 0
Ulz) - Alz) - V(z) = (3.3.4)
0 0 ... fi(z) O
\ 0 0 ... 0 B )

donde f; € R con fi(0) # 0 en Z/{(p), parai = 1,... ,r, y B una matriz (m—r)x(n—r)
con coeficientes en R tal que B(0) =0 en Z/(p).

Demostracién. Por induccién sobre . Para r = 0 es trivial. Si 7 > 1 podemos suponer

que en la posicién (1,1) tenemos un elemento aii(z) con a1 (0) Z 0 (mod p), tras



70

realizar permutaciones de filas y columnas. Esto puede provocar cambios de signo,
pero no afecta a nuestro resultado. Aplicamos el algoritmo del lema 3.3.1 a la primera

fila de la matriz A(x). Entonces

(bu@ o ... 0 )

B=A.V= b”_(x) b”_(w) b2".(x) (3.3.5)

\ bm1(2) bma(®) ... ba(2) )
con b;;(0) # 0 (mod p). Sea I el ideal generado por la primera columna de B. Es

principal, de nuevo por el lema 3.3.1. Si I estd generado por by1(z), existe U € E,,(R)

tal que
bi1(x) 0 0
U-A-V= 0 b”.(m) b2"_(x) (3.3.6)
0 - bma(z) ... bma(2) )

y tenemos el resultado por induccién. Si bj;(z) no es generador, existe ¢;;(x) factor

propio de by1(z) que genera I. Aplicando de nuevo el lema, obtenemos

[ cn(z) c@) ... cm() )

C=U-A.V= 0 C”_(x) 02”‘(33) (3.3.7)

\ 0 cme(z) ... cma(@) /
con ¢11(0) # 0 (mod p). Sea J el ideal principal generado por la primera fila de C. Si
J esta generado por c¢;1(x), usamos el mismo argumento que antes, y por la hipGtesis
de induccién habriamos terminado. En otro caso, el ideal J esta generado por un factor
propio d;;(z) de ¢;1(x), y aplicamos el algoritmo del lema 3.3.1 a la primera fila de la

matriz C. La cadena de factores propios no puede ser infinita, y el proceso termina.
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Ahora nos hace falta llevar la forma diagonal obtenida a otra tnica salvo unidades.

Proposicién 3.3.3. Sea

( fil 0 ... 0 0 \
0 fog) ... 0 0
A = : :
0 0 ... filx O
\ 0 0 ... 0 B(z) /
matriz m X n con coeficientes en R, tal que f;(0) # 0 (mod p), para i = 1,...,r.

Entonces ezisten U € E,,(R), V € E,(R) tales que

U(x)-A-V(x)
( a(z) O 0 0 \
0 gfx) 0 0
0 0 gr(z) 0
\ 0 0o ... 0 B(z) /
con g; dividiendo a g;41 parai=1,...,r —1.

Demostracidn. El proceso es similar al algoritmo de la forma normal de Smith sobre
dominio de ideales principales. Podemos suponer, mediante permutaciones de filas y
columnas, que f1(z) es de grado minimal entre los fi(z). Si fi(z) no divide a f(z),
sumamos a la primera fila la segunda. Mediante el lema 3.3.1, hacemos ceros en la

primera fila, y por idéntico razonamiento al teorema anterior, llegamos a una matriz de
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la forma
(f{(ac) 0 0 0 )
0 2(x) 0 0
0 0 ... fe(x) O
0 o ... 0 B(x) )

con fi(z) dividiendo a fi(z). Si fi(z) no divide a f3(z), repetimos el proceso anterior.
Tras un nimero finito de pasos, el elemento en la posicién (1,1) divide a los restantes

de la diagonal. El resultado se tiene entonces por induccién.
Lema 3.3.4. Las unidades de R son 1 y —1.

Demostracion. Si u € R es unidad, por razones de grado tiene que ser un elemento de

Z, y las unidades en este anillo son 1 y —1.

Corolario 3.3.5. Sean A; = diag(fi,...,fr), A2 = diag(g1,. .. ,9r) matrices diago-

nales con coeficientes en R, tales que:
o f; divide a f;\1, g; divide @ g;41, parai=1,...,r — 1.

e Presentan el mismo mddulo.

* fi(0) # 0 en Z/(p), g:(0) # 0 en Z/(p), parai=1,...,r.

Entonces g; = €f; para todoi=1,...,r, cone=1,—-1.

Demostracion. Consideremos los ideales elementales F.(4;) = (fi), Fr(A2) = (g1)-
Entonces existen o, 3 € R tales que g1 = ofi, fi = Bg1, de donde (1 — af)g; = 0.
Llevando la igualdad a Z[z], existe h € Z[z] tal que (1 — af)g1 = hpz. No puede
ocurrir que p divida a g; ni que z divida a g;, pues ¢;(0) no es nulo en Z/(p). Por
tanto, pzr divide a (1 — af), de donde —af3 es unidad en R. Por el lema 3.3.4, son 1
o —1. Los dem4s elementos se obtienen por induccién, y considerando los siguientes

ideales elementales.
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Nota 3.3.1. Si una matriz A con coeficientes en R tiene rango méximo, el corolario

3.3.5 da una forma normal similar a la de Smith.

Corolario 3.3.6. Teorema de FEstabilidad de Suslin en R. Toda matriz unimodular

A € SL,(R), n > 1, puede ser factorizada como producto de matrices elementales

sobre R.

Demostracion. Si A € SL,(R), entonces A(0) € SL,(Z/(p)), y tenemos r = m = n
‘en el Teorema 3.3.2. Existen U,V € E,(R) tales que UAV es una matriz diagonal con
determinante fi(z) - ... fo(z) = 1. Esto implica que cada polinomio es 1 0 —1, y
lo podemos ver como una matriz unitaria en Z. Como es un dominio euclideo, existe

E € E,(Z) tal que UAV = E, de donde A = U'EV~! € E,(R).

Nota 8.3.2. Estos resultados se pueden extender a anillos Dz]/{(az) con D dominio

euclideo, a € D irreducible.

3.4 Calculo de una representaciéon separada

Sea N un submoédulo de R™, y sean a;(z),...,a,(z) en Z[z]™ cuyas clases generan
N. Si{ej,...,en} es la base canénica de Z[z]™, entonces representamos N como el
submédulo N’ de Z[z]™ generado por a;(z),... ,a,(z),prey, ... ,pre,. Segin [AL9Y4]
y [KRK84] podemos calcular G’ una base de Grébner reducida de N', con el orden TOP,
el orden en Z definido por el valor absoluto, con los positivos menores que los negativos

ye<...<epn.

Definicién 3.4.1. En la situacién anterior, al conjunto G formado por los elementos

de G' menos los elementos pzre; lo denominamos base estandar de N.

Sea A(z) una matriz m X n con coeficientes en R, tal que A(0) = 0 en Z/(p), y sea

N el submédulo de R™ generado por sus columnas. Sea G una base estindar de N, y
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definimos N7 = NN {p) - R™, N, = NN (z) - R™. Estos médulos podemos calcularlos a
partir de N’ NipZ[z]™ y N' N (z)Z[z]™. Sea G, base estdndar de N; y G, base estdndar
de N,. N, lo podemos ver como un submédulo de (Z/(p))[z]™. Entonces G; C G,
porque el orden TOP nos daré los elementos de grado cero en cualquier componente y

los elementos de la matriz tienen términos constantes multiplos de p.

Sea G3 = G—(G1UG,), y llamemos N3 al submédulo de R™ generado por los vectores
de G3. Sean A;, As(z), A3(x) las matrices cuyas columnas son los elementos de G;, Gs,
Gs, respectivamente. Entonces M = coker(A(z)) = coker(A;, Az(x), As(z)), pues lo

unico que hemos hecho ha sido afadir generadores.

Lema 3.4.1. Sea N; el submddulo de R™ generado por las columnas de A;, para ¢ =

1,2,3. Entonces
N3N (p) -R™ C Ni,N3N (Z) -R™ C N, (341)
Demostracion. Inmediato porque N3 C N.

Vamos a ver que esta construccién permite el cdlculo de una representacién separada

de un R-mé6dulo M.

Definicién 3.4.2. Un R-mddulo S se dice separado si es un R-submédulo de una suma

directa S; @ S,, donde S; es un médulo sobre Z y S, es un médulo sobre (Z/(p))[z].

Definicién 3.4.3. Una representacién separada de un R-médulo M es un epimorfismo

de R-médulos ¢ : S — M tal que S es separado, y si ¢ admite una factorizacién
0: S8 »M ‘ (3.4.2)
con S’ un R-médulo separado, entonces f es inyectiva.

Teorema 3.4.2. Un R-mddulo M' es separado si y solamente si (z)- M'N(p)-M' =0.
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Demostracion. Tenemos que ker(m) = (p) y ker(m) = (). El lema 2.9 de [Lev81b]

estable que M’ es un R-mddulo separado si y solamente si ker(m)-M'Nker(ms)-M' = 0.

Nota 3.4.1. Por la definicién de anillo pullback del inicio, se tiene que RNZ = (ker(m), 0)
y RN (Z/(p))[z] = (0, ker(m2)).

Teorema 3.4.3. Sea ¢ : M' = M un epimorfismo de R-mddulos, con M' un mddulo

separado. Son equivalentés:

1. ¢ es una representacion separada de M.

2. ¢ es inyectiva en (RNZ)M' y en (RN(Z/{p))[z])M', y ademds ker(p) C (p,z)M".
Demostracion. Es la proposicién 2.3(ii) de [Lev81b].

Teorema 3.4.4. Todo R-mddulo tiene una representacion separada, unica salvo iso-

morfismo.
Demostracion. ([Lev81b], teorema 2.8)

La prueba anterior es existencial y no constructiva. Vamos a ver que con las matrices
A1, As que hemos definido podemos dar una matriz de presentacion de la representacién

separada.

Teorema 3.4.5. Sean A, As(z), As(x) las matrices construidas anteriormente. En-

tonces:
e FEl médulo M' = coker(A;, Ax(x)) es separado.

e La aplicacidn candnica de M' sobre M = coker(A;, A2(z), As(z)) es una repre-

sentacion separada de M.
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Demostracion. Aplicamos el teorema 3.4.2 para la primera parte. Sea m' € (p) - M' N
(z) - M'. Entonces existen u(z),v(z) € R™ tales que m' = pu(z) y m' = zv(z) en M'.

Entonces pu(z) — zv(z) es 0 en M’, o lo que es lo mismo, existen a(z),b(z) € R™ con
pu(z) — zv(z) = Ara(z) + Ax(z)b(z).

Recordemos que los elementos de A, no tienen términos constantes. Entonces, toman-
do z = 0 en la anterior igualdad queda que pu(0) = A;a(0) € N;. Pero en R™,

pu(z) = pu(0), luego m' es el elemento nulo de M.

Para la segunda parte aplicamos el teorema 3.4.3. Sea ¢ la aplicacién canénica de M’
en M, definida por ¢(a+ (N; + N;)) = a+ N. Es sobreyectiva, y ker(y) estd generado
por las columnas de A;(z) médulo N; + N,. Recordemos que A3(0) es nula considerada
en Z/({p), por lo que todas sus entradas estdn en el ideal (p, z). Tenemos asi una de las
condiciones. Para la inyectividad, calculamos ker() N (RN Z)M' = ker(p) N {p) - M'.
Como N3N(p)-R™ C N; (3.4.1), entonces la interseccién es el cero de M". Andélogamente

se tiene que ker(p) N (z)M' = 0.

0
Ejemplo 3.4.1. Sea M el médulo presentado por la matriz sobre el anillo

z 12

R = Z[z]/(2z). Una base estdndar del mddulo N generado por las columnas es G =
{(2,7),(0,12),(4,0)}, y una base reducida de N N (z)R estd formada por {(0,z?)}.

Entonces

4 0 0 2
M = coker

0 12 2% z

y una representacion separada es

4 0 0
M' = coker

0 12 22
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Ejemplo 3.4.2. Consideremos los Z[z]-mddulos M;, i = 1, 2 presentados por las matrices
( p 0 p oz

A;, con A, = , y Ay = , con a,p € Z, p un nimero primo.
z ap? 0 ap?

Vamos a usar los resultados anteriores para probar que M; y M3 no son isomorfos como
Z{z]-médulos. Sea R = Z[z]/(pz), y consideremos los médulos M7 y M; definidos sobre

este anillo por las matrices anteriores. Una representacién separada de M] es el R-

2
. : L | 0 0 .
mddulo S; con matriz de presentaciéon . Una representacién separada,
0 kp? z?
. p 0 zx°
de M} es el R-mdédulo S; con matriz de presentacién . S1y S2 no son
0 kp® 0

isomorfos como R-médulos pues, por ejemplo, Fy1(S;) = (p?,z%) y Fi(S2) = (p,2?), y
p ¢ F1(S1). Tenemos asi una familia de médulos en Z[z], con iguales cadenas de ideales

elementales, que podemos distinguir mediante el paso a Z[z]/(pz).

Nota 3.4.2. Podemos encontrar médulos sobre Z[z]/(pz) no isomorfos cuyas representa-
ciones separadas si son isomorfas. Por ello, es interesante dar una clasificacién com-
pleta de estos mddulos. Las siguientes secciones se encargan de llevar la matriz de

presentacién a una forma donde se pueda aplicar [NR69] y [NRSB75).

3.5 Reduccion a matrices con doble diagonal

El objetivo de esta seccidn es diagonalizar la parte separada del médulo, para que si las
posteriores modificaciones de la matriz As(x), que seran operaciones entre filas, afectan

a la parte separada, podamos restaurar el cardcter diagonal.

Proposicién 3.5.1. Sean A, € M(mxny;Z), Ax(z) € M(mxng; (Z/(p))[z]) matrices

con el mismo nimero de filas tales que Ay = 0 en Z/(p), A2(0) = 0 en R. Entonces



ezisten U € SLy,(R), Vi € SL,, (Z), V2 € SL,,((Z/{p))[z]) con

o (a mie))

(fl 0 ... 0 0
0 fo ... 00
00 ... £, 0
00 ... 00

\o 0 ... 0 0

i 0
0 Va(z)
0 gi(z) O
0 0 gu(2)
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 )
0 0 ... 0
gs(z) 0 ... O
0 0 ... 0
0o 0 ... 0)
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tales que f; € (p)Z, fi11 divide a f; parai =1,...,7—1, y g;(z) € (Z/{p))[z], g;(0) =0,

para j =1,...,s.

Demostracion. Si A1 = 0 o Ay(z) = 0, el problema se reduce a calcular la forma

normal de Smith sobre (Z/(p))[z] o sobre Z, respectivamente. Supongamos entonces

que A; # 0. Calculamos la forma normal de Smith sobre Z, y obtenemos matrices

U € E,(Z), V' € E,,(Z) tales que

U'- ( A; As(z) ) -

00 ... f

o

0 hu((E)
0 hzl(.'L')

0 hsl (.’II)

Vo
0 I

h12 (21)
h22 (IL')

hSQ(SL‘)

hm2 (.T)

hans(2)
h'2n2 (:E)

Py (Z)

Py (%) )
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donde f;,; divide a f; para ¢ =1,...,r — 1. Claramente, p divide a cada f;.

Una operacién de la forma ”reeamplaza la entrada h; (z) por hi(z) —c-2* - hji1(z)” se
dice permitida si o > 0 o bien ¢ > j.

Si @ > 0 esta operacién entre filas no altera la matriz diagonal a la izquierda, pues
p- z=0en R, y p es factor de cada elemento diagonal.

Sia=0yi>j en la parte izquierda tendriamos en la posicién (¢, 1) el valor —cfj;,
que podemos reducir a 0, dado que f; divide a f;.

El siguiente paso es diagonalizar la zona de la matriz que contiene polinomios en z, sin
cambiar la forma normal de Smith sobre Z que tenemos a la izquierda. Esto se consigue
aplicando operaciones permitidas en la parte derecha.

Sea j := 1. Mientras j < n, realiza:

1. Si la columna j de la parte en (Z/(p))[z] es cero, ir a paso 4. En otro caso,
seleccionamos, entre los elementos de menor grado, la que tenga un indice menor.
Si pivotamos sobre este elemento, podemos realizar transformaciones permitidas,
pues las entradas con mayor grado estdn en el caso o > 0, y las de igual grado
tienen un indice de posicién mayor. Estas operaciones anulan entradas o reducen
el grado. Por repeticién de este proceso, conseguimos que en la columna quede
un tnico elemento no nulo. Esto lo podemos hacer porque Z/(p)[z] es un dominio

euclideo.

2. Si esta entrada no nula tiene grado minimal entre los elementos de su fila, mediante
operaciones con columnas, que no afectan a la parte 'izquierda, podemos reducir el
grado de todos los elementos de esa fila. Si se anulan todos, ir al paso 3. En otro
caso, localizamos la primera columna a la derecha de j con una entrada en esa
fila de grado minimo, e intercambiamos las dos columnas. Si queremos mantener
operaciones elementales, debemos cambiar el signo, y no altera al médulo. Volver

al paso 1.
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3. Realiza operaciones elementales entre columnas en la parte izquierda para restau-

rar la forma diagonal.
4. 5: =37+ 1y volver al paso 1.

5. Permuta las columnas de la parte derecha para conseguir la forma diagonal.

Notemos que en este proceso se pueden generar entradas diagonales nulas en la parte

derecha de la matriz, por encima de la fila s. Por ejemplo, si la parte de la derecha

0 0
queda como , permutamos las columnas para dejarla en forma diagonal,
g9(z) 0
0 O
y queda
0 g(z)

Seguimos con el algoritmo principal, tras la reduccion efectuada en 3.3.2. A partir de
la submatriz B(z) que nos quedaba, calculamos las matrices A;, A2(z), As(z) del lema
3.4.1. Como sabemos, las dos primeras matrices definen una representacién separada

del R-médulo
M = coker( Ay, As(z), Asz(x) ) (3.5.1)

Aplicamos el algoritmo de la proposicién 3.5.1 a la matriz ( Ay, As(z) ) , ¥ calculamos

las matrices U, V; y Va(z). Consideramos entonces

Vi 0 0
U-( 41, Ao), 4@) )| 0 V(o) 0
0 0 I

Esto es aplicar las operaciones de fila definidas por U sobre Asz(z), y que no tengan
efecto las operaciones entre columnas. Tenemos una nueva matriz de presentacion del

moédulo M, en la forma ( F, G(z), H(z) )

Proposicién 3.5.2. El mdédulo M tiene una matriz de presentacion de la forma

(F, G(z), H(a:))
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con
1. F=diag(f1,f2,...,0,...,0).
2. G(.’E) =dzag(g1(x),g2(x), )07 70)

3. Cada elemento de la fila i-ésima de H(z) es una combinacidon lineal de fi/p y

9i(z)/x con coeficientes enteros no mailtiplos de p.

Demostracidn. Recordemos que cada f; es divisible por p, y los g;(z) son nulos o tienen

grado estrictamente positivo. El elemento (7, j) de H(z) se puede escribir como
hij(z) = wij + vii(2),

con v;5(0) = 0. Denominemos grado de un elemento de Z a la mayor potencia de
p que lo divide. Mediante operaciones elementales con columnas, podemos conseguir
que u;; menor que f;, en valor absoluto. Veamos que ademas grado(u;;) < grado(f;).
Lo haremos considerando el siguiente caso, que se generaliza ficilmente. Tomemos la

matriz de presentaciéon en la forma

i 0 gi(z) 0  wy+vn(z)

0 f2 0 gz(l‘) U921 + V21 (.77)
Si uy; = w;p* y fi = flp*, con wj; y f] no divisibles por p, afiadimos una columna
de ceros, y le sumamos la columna de hj;(z) multiplicada por p. Resulta entonces la

matriz

fi 0 gi(x) O u11+v11(x)vpuu
0 fo 0  go(z) un+ovn(z) pun

Por el lema 3.4.1, existen aj,a; € R tales que pu;; = aifi, puss = azfs. Como
med(uyq, fi) = dp*, con d =med(u),, f}), existen o, 8 € Z tale que dp* = afy + Pun.
Obtendriamos entonces una matriz de la forma

A 0 g 0 wun+vu(z) pun dpf

0 fo 0  ga(x) unm +va(x) pun Bpun
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Mediante f, podemos hacer ceros en las Gltimas columnas de la segunda fila. De nuevo,
por el lema 3.4.1, se tiene que verificar que f; divide a dp*. Entonces son iguales, de
donde u1; > fi.

Por otro lado, podemos hacer v(z) = 0 o grado(v(z)) < grado(g;(z)). Por ser ( F, G(z) )
una representacién separada del médulo, se sigue que p - v es un multiplo de f;, con

coeficiente no miiltiplo de p, y = - v es miiltiplo escalar de g;(x), con coeficiente no nulo

en Z/(p).

Si en la matriz ( F, G(z), H(z) ) hay filas de ceros al final, las podemos quitar, con-
siderando que quitamos al médulo original una suma directa de R¥. Podemos entonces

suponer que no existen filas nulas, y que méax(r, s) =t = m.

3.6 Reduccion a forma local

En este apartado descomponemos el médulo que tenemos de la seccién anterior co-
mo suma directa de médulos sobre Zl y (Z/({p))[z] y de médulos sobre R con unas
propiedades especiales. Estos tltimos admiten el tratamiento de [NRSB75]. Como
en [LS96], usamos la notacién [r;] para indicar una matriz diagonal diag(ry,... ,7m)
de orden m. Después del proceso de la seccién anterior, el mdédulo M admite una

presentacion de la forma

(s, [PHg@)], el A+ [e@)] B ),
donde hemos extraido las potencias de p y z, y renombrado los elementos de la
matriz por simplicidad en la notacién. Si todos los f; son cero, lo que nos queda se
puede reducir a la forma normal de Smith sobre (Z/ (p))[x] Por tanto, suponemos que

existen entradas con términos constantes no nulos. Podemos imponer las siguientes

condiciones:
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1. La matriz no tiene filas nulas, y f; # 0 (mod p) para todo 2 = 1,...,r. Si

9i(z) # 0, entonces g;(0) # 0.

2. Las matrices A y B son de dimensién m X n, tienen entradas en Z, y las que son

no nulas no son multiplo de p.
3. Los tres bloques de la matriz satifacen las propiedades del lema 3.4.1.

4. Los exponentes ay, ... ,am,b1, ... , by son enteros no negativos tales que a;4+1 < a;,

y si a;41 = a;, entonces b;4; > b;.

Esta ltima condicién se consigue mediante permutaciones de filas y columnas, y se
renuncia a la relacién de divisibilidad que existia entre los f;. La descomposicién del

médulo M viene dada por la siguiente proposicién.

Proposicién 3.6.1. Eriste una serie de transformaciones E-elementales sobre R que

transforma la matriz

1] o 0 0 0
U= 0 1] 0 0 0
0 0 [pnf] [z"ig(2)] [%fi]- A+ [s%%(2)] - B
en la matriz

il o0 0 0 0
V=1 0 [g(@)] 0 0 0 ),

0 0 [pa.'+1] [5ixbi+1] [paiﬁ.] A+ [.’Ebigi(())] . B
donde 6; = 1 si g;(z) # 0, 8 = 0 en otro caso, y en la matriz diagonal [g;(z)] eliminamos

los ceros.

Demostracién. Observemos que la matriz U se obtiene de nuestra matriz original median-

te transformaciones del tipo X1, por lo que representa un médulo isomorfo. Supongamos
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que g1(0) # 0. Aplicamos dos veces la transformacién X1 en la esquina superior izquier-

da, y permutamos columnas para conseguir la matriz

(10 o0 0 o .0
01 0 0 ‘ 0 ... 0
0 0 p*ify z¥lg(z) anfi+buzma(z) ... *
00 0 0 % U

P : : S

Si multiplicamos esta matriz a la izquierda por Esy(—z"*!)E3 (—p**!) y a la derecha

por E13(f1)E14(91(z)) nos queda

( 1 0 fi O 0 e 0 \
0 1 0 gz) 0 e 0
—putl _ghtl g 0 gy fy 4+ bpr®gi(z) ... %
0 0 0 0 % cee %
- S : SR

Solamente han intervenido las cuatro primeras filas y columnas. Como f; no es miltiplo
de p, existen u, v’ € Z tales que uf;+u'p®*! = 1. Igualmente, como ¢;(0) € Z/({p)—{0},
existen v(z),v'(z) € (Z/(p))[z]) tales que v(x)g;(z) + v'(z)z"*! = 1 en (Z/(p))[z]).
Ademss, u # 0 (mod p) y v(0) # 0 en Z/(p). Realizamos las siguientes transforma-

ciones sobre la matriz anterior:
1. A la primera fila le sumamos la tercera multiplicadé por u'.
2. A la segunda fila le sumamos la tercera multiplicada por v'(z).
3. A la primera columna le sumamos la tercera multipiicada por —u.

4. A la segunda columna le sumamos la cuarta multiplicada por —v(z).
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Teniendo en cuenta que px = 0 en R, resulta

( 0 —u'zhtl f; 0 a1 p® fru' + by x® gy (z)u’ * \
—v'(0)pu*! 0 0 gi(x) apup® f1v'(0) + bz gi(z)v'(z) =
—pat! —zh* 0 0 anp® fi + bz gi(z) *
0 0 0 0 * *

\ : : : E : : )

Recordamos que f; y g1(0) son unidades en Z/(p). Ademds, f; divide al primer sumando
de los elementos que se encuentran a su derecha. Lo mismo ocurre con g;(z) con respecto
a los segundos sumandos. Mediante transformaciones E-elementales entre columnas

obtenemos la matriz

(i 0 o0 o0 0 . 0 \
0 gi(z) O 0 0 0 ' 0
0 0 putl ghtl gupmf 4 biugbig(0) ... awmp™fi+ b1,z g1(0)
0 0 0 0 ‘ % - *

\ 0 0 0 0 * . * }

Si g1(z) = 0, entonces inicamente se efectia una transformacién X1, y se realiza un
proceso similar.
A continuacidn, se repite el algoritmo a la fila de la matriz que contiene los exponentes
s, ba, hasta ay,, by, |
Anilogamente, si f; = 0, que se tiene para ¢ > r, se efectiia solamente una transfor-
macién X1 y se sigue el procedimiento andlogo. Por iltimo, se permutan las columnas

para conseguir la matriz V.

Nota 3.6.1. Esta proposicién expresa M como suma directa de los médulos Z/(f;),
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(Z/{p))lz]/{gi(z)}),i=1,...,m y el conidcleo de la matriz

P+, (6b ), ) A+ B ).
( )

Si §; = 0, se deja para mantener la forma diagonal. En las matrices A y B se han
incorporado las constantes f; y ¢:(0). Las hipétesis de 3.6 siguen siendo vélidas. El
tratamiento posterior de la matriz de la derecha se puede hacer a través de los resultados

de [NRSB75], objeto de un futuro trabajo.



Apéndice I

3.7 Ejemplo de Eisenbud

En este apartado aparecen detallados los calculos de las descomposiciones primarias de
los médulos que intervienen en 1.2.4, y que nos permiten distinguirlos. El proceso sigue

los pasos de [Rut92]. Para algunos calculos, usamos el programa CoCoa ([CNR9S]).

e Descomposicién de N = ((z,0),(y,2)) en M = ((1,0),(0,1)) sobre el anillo
Q[z,y, z]. En este caso, el anillo R es el cuerpo Q y tomamos z, = 2,22 = ¥, 23 =
z. El primer paso es el calculo de Ann(M/N). Tenemos que Ann{(M/N) = (N :
M) = (zz). Como Ann(M/N)NQ = 0, que es 0-primario, estamos en las condi-
ciones del algoritmo MPDC. Dado que dimgjz,y,.)(Ann(M/N)) > 0, hallamos i tal
que dimgye;(Ann(M/N)NQ[z;]) # 0. Para i = 1 es claro que (zz) NQ[z] =0, y
dimgys)(0) > 0. Sea p = 0 C Q[z]. Hay que calcular la extensién de N en el anillo
Q[z]0)[y, 2] Como el anillo de coeficientes Q[z](o) es el cuerpo de fracciones Q(z),
el polinomio z es unidad, y entonces N¢ = NQ[z])[y, 2] = ((1,0), (y,2))). La
contraccién a Q[z,y, z] es N¢¢ = ((1,0), (y, 2)) N M, que es igual a ((1,0), (0, 2)).
Existe un g € Q[z] — 0 tal que N = (N + gM) N N*¢. Es facil ver que se tiene
para ¢ = z. Definimos N' = N + gM = ((z,0),(y,2),(0,7))). Se tiene que
Ann(M/N') = (z), que es maximal en Q[z]. Entonces, el algoritmo continda

con el cdlculo de la descomposicién primaria de N’ en Q[z,y, 2] y la de N en

Qlz]wly, 2]-
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Descomposicién primaria de Ny = ((1,0), (0,2))) en M; = ((1,0),(0,1))) sobre
el anillo Q[z](p)[y,2]. En este caso, Ann(M;/N;) = (2) y dim(z) > 0. Hay
que encontrar una variable z; tal que (2) N Q[z](o)[z;] tenga dimensién no nula.
Vemos que (z) N Q[z]g)[y] = (0), y entonces y es la variable buscada. El ideal
primo en donde hay que localizar es 0. Calculamos el ideal extendido de N; en
Q[z(0)[y)(0)[2]. Se tiene que Nf = ((1,0), (0, z)), y Nf® = Ny. Por ello, el valor de
g1 tal que Ny = (N7 4+ g1 M) N M; puede ser g; =1y N1+ g: M; = M;. Entonces
hay que calcular la descomposicién primaria de {(1,0), (0, z)) en {(1,0), (0, 1)) so-
bre el anillo Q[z](0)[y](0)[2], ¥ contraerla.

Como (z) es maximal en Q{z](o)[y]0)[2], que es un DIP, es un mddulo primario.
La contraccién a Q[z])[y, 2] es {(1,0),(0, z)), y por tanto, ((1,0),(0,z)) es un
médulo (z)-primario en Q[z,y, z]%.

Descomposicién primaria de Ny = ((z,0), (v, 2), (0,z)) en My = ((1,0),(0,1))
sobre el anillo Q[z,y, z]. Repitiendo la secuencia de pasos anteriores, vemos en
primer lugar que Ann(M/N) = (z). En Q[y], () N Q[y] = 0, de dimensién
mayor que cero. El ideal en el que localizamos es 0, y N§ = N2Q[y))(z,2] =
((z,0), (1,97'2),(0,z)). La contraccién nos da que N§¢ = N§ N My = Na. En tal
caso, g = 1. De forma andloga al célculo anterior, se tiene que N, es {(z)-primario

en M,.

e Descomposicién de N = {((z,y),(0,2)) en M = ((1,0),(0,1)) sobre el anillo

Q|z,y, z]. Por simetria con el caso anterior, resulta que N = {(z,0), (z,y), (0, 2))N

((z,0),(0,1)).
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3.8 Ejemplo de Hillman

Se trata de calcular la descomposicién primaria del médulo N = ((z% — z +1,0), (2z +
1,52 — 9z + 5)) en M = ((1,0),(0,1)) sobre el anillo Z[z]. Aplicamos el algoritmo
MPD.

Para el célculo de Ann(M/N), tenemos la siguiente cadena de igualdades:
Ann(M/N) = (N : M) = (N : (1,0)) n (N : (0, 1)),

y N : (1,0) se obtiene mediante la 'divisién’ de una base de N N (1,0)R por el vector
(1,0). Anédlogamente conseguimos una base de N : (0,1). Como resultado final, queda
que Ann(M/N) = ((5z% — 9z + 5)(2%2 — z + 1)). Esto se podia haber obtenido a partir
de un resultado de [BE77] que nos dice que en este caso Ann(M/N) = Fo(M/N) :
Fi(M/N). Es claro que Ann(M/N)NZ = (0), y dimz(0) # 0. Hay que proceder ahora
al cémputo de N = NZq)[z] N M. Por un resultado de [Rut92], N = NZg[z]N M =
NR,[z] " M, con s el minimo comin mdltiplo de los coeficientes lider de una base
de Grobner de N. Tenemos que con respecto al orden TOP y e; < e,, una base es

G = {(z* —z+1,0),(2z + 1,522 — 9z + 5)}. Tomamos s = 5. Queda entonces
Ne¢ = NRs[z] n M = (N, (5t — 1,0), (0, 5¢t — 1))R[z, 8] N M.

Con respecto a TOP, y z < t (orden de eliminacién), una base de Grébner estd formada
| por los elementos

fi = (22 -z +1,0)

f2 = (2z + 1,52% — 9z + 5)

f; = (5t —1,0)

f, = (0,5t — 1)

fs = (2tz + t, tx + 5t + 22 — 22)

fs = (3tz — 2t,t2? + 5tz + 13 — 222

f; = (—tz + 2t + z, 2tz + 10t + 222 — 41)
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Por tanto, N = N.

Existe a € Z — (0) tal que N = (N + aM) N N%. Como N = N, podemos tomar
a=1, N+aM = Z[z]%.

Hay que proceder al célculo de la descomposicién primaria de NZ[z] = NQ[z] en
Q[z]2. En este caso, se puede obtener ficilmente a partir de la forma normal de Smith,
pues Q[z] es DIP. Sabemos que los primos asociados son p; = (z2 —z +1) y po =

(5z? — 9z + 5). La forma diagonal es

(1 0 >
D=
0 (522 -9z +5)(z®2 —z+1)

La descomposicién primaria de la matriz D tiene como matrices de presentacion

1 0 1 0
D2: )Dlz .
0 z2—z+1 0 522—-9z+5

Las matrices de paso son

Q.—.( 6/7z + 1 —2p -1 )

=3/122 +1/7x 22—z +1

1 0
P= ( 15/7z* — 32/723 + 24/722 — 5/7z 1 ) '
Por tanto, las componentes primarias del médulo original tienen como matrices de
presentaciéon
az () ag2(T)
?—z+1 2z+1 ) .

Q=P 'D:Q7" = (
bzl(x) bzz((l))

con ag(z) = —15/7z% + 47/7x% — 8z* + 29/7z% — 5/7z%, an(z) = —30/7x° + Tz* +

213 — 33/722 — 4z + 5, by (z) = —15/7x° + 47/72° — 68/7z* + 57/72 — 25/7x? + 4/ 7z,

by (z) = —30/7x° + 7zt~ 10/72% — 13/72® +4/7x+ 1. Llamemos @, y Q> a los médulos
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generados por las columnas de estas matrices. Las componentes primarias buscadas
son las contracciones de estos médulos a Z[z]2.

Veamos en primer lugar Qf = @, N Z[z]?. Si consideramos S; = 7Q; C Z[z]?, entonces
St = Q1 y Q% = S1Q[z] N Z[z]?, y este médulo podemos calcularlo tal como hemos
hecho antes. No aparfamos un poco del método de Rutman, pero llegamos a los mismos
resultados. Para hallar esta interseccién, debemos tener en primer lugar una base de
Grobner de Sy, que tiene los elementos

h; = (49, —105z* + 224z% — 98z% — 91z + 70)

hy = (0, 3522 — 63z + 35)

hs = (49, 0).

El minimo comin miiltiplo de los coeficientes lider es 735. Entonces Qf = (S1, (735t —
1,0), (0,735t — 1)) N Z[z]®. Esta expresién es calculable en Z[z,t], y nos queda al final
que Q$ = ((1,0), (0,52 — 9z + 5)).

Procedamos al célculo de Q5. Sea Qu = ((7(z? — z + 1), —152°% + 472° — 68z* +
57z3 — 2522 + 4zx), (7(2z + 1), —30z° +492¢ — 1073 — 1322 + 4z + 7)). Entonces @5 =
Q21Q[r] N Z[z]?>. Como antes, precisamos una base de Grobner de @Q,; en Z[z]2. Si
tomamos el orden TOP, tal base es

hy = (0,722 — 7z + 7),

hy = (—7z + 21,152° — 77z* + 11723 — 672% + 5z + 7),

hy = (49, —287 — 56),

hg = (49z — 147, 196)

El minimo comun multiplo de los coeficientes de los términos de mayor grado es 420.
Por tanto, Q5 = (Qq, (420t — 1,0), (0,420t — 1)) N Z[z]?, y entonces Q5 = ((49, —28z —
56), (0,22 — 2+ 1), (—z + 3, —4), (=21, 12z + 24)) = ((7, -4z - 8), (0, 2> —z + 1), (—z +

3,—4)) = ((7,—4z — 8),(2z + 1, —z? — 3z — 1)), como se comprueba ficilmente.
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3.9 Ejemplo de Fox-Smythe

Sea N = ((2z — 1,11z — 11),(-5z + 5, —z + 2)) submédulo de M= Z[z]®. Para el
cédlculo de la descomposicién primaria de N en M, aplicamos el algoritmo de Rutman,
como en los ejemplos anteriores. Se tiene que Ann(M/N) = (53z% — 105z + 53), que es
un ideal primo p en Z[z]. Es claro que Ann(M/N)NZ = 0. Hay que proceder al cdlculo
de N°*¢ = NZ[z}o) N M = NZ[z],N M, para un a € Z{z] no nulo. Este valor se calcula
como el minimo comin multiplo de los coeficientes de los términos lider de una base
de Grébner de N. Entonces a = 55, y NZ[z], " M = (NZz,t] + (at — 1)Z[z,t]*) N M.
Efectuando estos calculos resulta que N = N. Como N¢ = NZ[z], es p-primario en

Z[z]?, tenemos que N es primario en M.



Apéndice I1

En este apéndice se explicitan las matrices de presentacion de los mdédulos de nudos
de hasta 10 cruces que presentan iguales polinomios de Alexander. El ar-lillo base es
R = Z[z,z7']. Esta informacién estd basada en [BZ85] tabla I del Apéndice. El ob-
jetivo es diferenciarlos y como primer método, se calculan los ideales elementales. Si
coinciden, se intenta verificar el caracter isomorfo de las presentaciones.

El célculo de la matriz de Alexander se realiza a partir de la matriz de Seifert del nudo,
segin el teorema 8.8 de [BZ85]). Si V' es una matriz de Seifert, entonces la matriz de
Alexander de presentacién del médulo es M(z) = V* — zV. Estas matrices aparecen
calculadas en la misma referencia, y las usamos como punto de partida. Sobre ellas,
efectuamos operaciones X-elementales, hasta reducirlas a una matriz 2 x 2 o incluso
1 x 1. En este tltimo caso, el polinomio que queda es el polinomio de Alexander, que
notamos por A;(z). La numeracién de los nudos se hace segiin la tabla de [Rol76], y si
K es el cédigo del nudo, M (K) identifica su matriz de Alexander.

Las siguientes parejas se diferencian por sus ideales elementales:

(89,10155),  (818,924),  (820,10140), (928,10163), (929,10163), (938, 10s3),
(940, 1059), (1049, 10103), (1042,1075), (1065,1077), (10g7,1074), (10g7,10gs).

En los casos en que tienen iguales cadenas de ideales elementales probamos que los

maddulos son isomorfos.
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1. 1067, 1074

M(10g) = 0 z—2
2z —-1)(-2+3z—-22%) 5 )’

1-2x 0
M{0n) = < 0 4—8x+7x2—2x3)'

F1(M(106¢7)) = R, F1(M(1074)) = (z+1, 3). Se distinguen por sus ideales elemen-

tales.

2. 10403, 1040

M(104) — 0 1 - 2z + 227
10 244 —522+323 —2f —24+322—23 )

M(104) = (Au(z))-

Fi(M(10503)) = (z + 1,5), F1(M(104)) = R. Los ideales elementales distinguen

los mdédulos.

3. 938, 1063

M(9y) = 4 — 4 -3z2+7x -5
% 332 4 Tr—5 20 —622+9z 5 )

522 4+x—5 2z — 1
M(10g3) = i
—6zx+10 22—3x+3

Fi(M(933)) = (z + 1,2), Fi(M(1063)) = (z*® + z + 1,2). Los ideales elementales

distinguen los médulos.
4. 8, 10136

M(81) = (A=),

M(10136) = (Al(x))

Los mdédulos son isomorfos.
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5. 1059, 940

M(105) = ( (a2 -2 +1)(e?—30+1) ),

—1+4z—5z2+ 423 — ¢ —z+ 322 -2
M) = ( 0 1—3z+ 2 '

Fy(M(10s)) = R,F;(M(94)) = (z* — 3z + 1). Se distinguen por sus ideales

elementales.
6. 10141, 85

M(1014) = (Ai(2)),

M(8s) = (Ai(=)).
Los mddulos son isomorfos.

7. 10463, 928, 929

M%) = ((22—z+1)(z* — 42° + 72* — 4z + 1)),
1 — 2z + 222 l—-z+22-28
M(Qgg) =
: —1+4 3z — 422 + 23 —z + 222
2 -2z 14z + 22
M(10163) = .
—27 +40x — 1922 + 62% — z* 14— 22z

F1(M(93)) = R, F1(M(92)) = R, F1(M(10163)) = {(z* — z + 1,2). De esta forma
diferenciamos 10143. Los médulos presentados por las matrices M(925) y M (929)
son isomorfos, pues PM (949)Q = M (92s), con

P —222 + 6z +1 4z
1—3z+4z2—23 1-22+22% )

o- < 1 —1—5x+11m2—15x3+8x4—2x5)
0 1 '

Estas matrices se han obtenido al aplicar el método de descomposicién primaria,

y’resultar matrices de equivalencia sobre el anillo Q[z, z7].
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8. 890, 10140

10.

11.

M(Szo) ((1 — T+ 332)2) ,

—14z—22 0
M(1010) = ( 2 1—x+x2>

Fi(M(8%)) = R, F1(M(10149)) = (z® — z+ 1, 2). Son distinguibles por sus ideales

elementales.

105, 1077 F1(10gs) = (z% + z + 1,2), F1(1077) = R. Son distinguibles por sus
ideales elementales (ver [GVCJ93]).

10g7, 109

M(10g7) = (Ai(=)),

—1+42z)(-1+z — z?) -5(1 — z + z?)
M(l()gg) = ( )( 9 .
0 (—2+2)(1 —z+ 27
F(M(10g7)) = R, F;(M(1043)) = (2 — z + 1). Son distinguibles por sus ideales
elementales.
924,818

M(924) = (&),

M(8y) = (1-3z+2%)(1 -z +2?) 0 )
. 0 (~14+z—22) )

Fy(M(924)) = R, Fi(M(85)) = (22 — z + 1). Son distinguibles por sus ideales

elementales.

12. 811, 10147

M) = (Aua) ),

M(101) = 2 — 4z 1—z—22
w —4+95—9222 —3+4z |



13.

14.
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F\(M(8;1)) = R, Fi(M(10147)) = R. Los ideales elementales coinciden. Ademss,

222 + 1 z—1
Reduciendo sobre z — 1 obtenemos una unidad en la posicién (1,2), y por tanto

los médulos son isomorfos, pues Fa1 (—2) M (10147) E12(1) = (

el médulo es isomorfo a M (8y,).
810, 10143

M(8w) = (Ai(z),

M(10143) = (Ai(z)).
Los médulos son isomorfos.
61, 946
M) = (Auf2)),

M%) = (.’I:’—?-Q 23:0—1).

Los ideales elementales coinciden. Ademaés, los médulos son isomorfos. Sean

H

Ki=((7,z-2),(2z - 1,0)) C R?, y K, = (2z — 1)(z — 2) C R. Consideremos
la aplicacién ¢ : R*/K; — R/K, definida por ¢(e; + K;) = (z — 2) + Ko,
p(es + K;) = (4 — 9) + K,. El origen de esta definicién viene de considerar
los morfismos entre estos mddulos, que asigna e; + K; en a + K>, e; + K; en
b+ K,. Se obtiene entonces que a = Ay(z — 2), b = A (22 — 2) — TAy, con
A1, A2 € R. Si se considera el ideal (2(x —2),y(2z — 1) — 72, 22% — 5z + 2) N Z[y, 2],
se obtiene el ideal generado por —3yz + 72%2. Para y = 2,z = 1 se obtienen
los valores del morfismo elegido. Es ficil ver que 1 = 4(—2z + 1) — (4= — 9),
con lo que garantizamos el caracter sobreyectivo de ¢. Sea v : R/Ky — R?*/K,
definido por (1 + K») = (—5,-2) + Ki. ¢ y ¢ estdn bien definidos. Se tiene
que Y(p(e; + K;1)) = (1,0) + K; y ¥(p(ex + K1)) = (0,1) + K;. Por tanto, ¢ es

inyectivo.

4r -2 x2—-3zx+1



15. 10465, 915
M(10165)

M(9:5)

_ 1—-22
—2 44z — 222

= (Au2).

—1 44z — 22
2z + z?
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Los ideales elementales coinciden. Por columnas, se tiene que el ideal (—2+4z —

22%, -2z + z?) contiene a z%, que es unidad en el anillo. Por tanto, se puede

reducir a una matriz de orden 1 x 1.

16. 10430, 75

Los médulos son isomorfos.

17. 8g,10;99

Los médulos son isomorfos.

18. 10431, 844, 9

Los moédulos son isomorfos.

19. 1049, 1054
M(].Ou) =

M(10s4) =

M(10130) = (Al(x)),
M(7s) = (A(z)).
M(8) = (Ailz)),

M(101) = (Ai(z)).

M(].Olgl) = (Al(x))7
M) = (Ai(z)),
M%) = (A(2)).

(Ag(z)),
z—-9

(

—3 — 3z 4 922 — 8z — 274

-z +z-1

~14z-~23

) .
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21.
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Fi(M(1012)) = R, F1(M(10s4)) = R. Los ideales elementales coinciden. Los

mddulos son isomorfos, pues si a la segunda fila se le suma la primea multiplicada
. . z-5 —z2+z -1
por —(z + 1) se obtiene la matriz , Y
242+ 82% — 823 — 274 T
tenemos una unidad en la posicién (2, 2).

1052, 1023

M(1052) = (La(2)),

Los médulos son isomorfos.
1056, 1025

M (10) 4 — 6z + 322 —7+ 13z — 1422 + 528
56) =
—94+4r — 322+ 2% 3—Tr+9z% — 523 + ¢

M(1025) = (Au(z))-
Fi(M(10s6)) = R, F1(M(1025)) = R. Los ideales elementales coinciden. Vamos a
ver que presentan médulos isomorfos, considerando las siguientes transformaciones
sobre A = M (1056).

322 -6z +4 27°—82%+9x—7
A1 = Ezl(l)AElz(—m) = ( ) .

2 — 2 +2 —322 + 4z — 4

Mediante una X1-transformacién, y una operacién elemental por columnas, lleg-

amos a
322 —6x+4 22°—-8224+9x—-7 0
Az=| 23-22+2 —3z2+4z-4 O
0 z 1
Entonces

Ay = Ep3(—2)E3(— (22 — 8z + 9)) Eas(—(—3z + 4)) A3
~223 + 322 — 2z 1 —2rt+2z-1

=| —73+1222-10z+2 0 —822+11zx—38
2z* — 323 + 212 0 228 2224+ +1
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23.

24.
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Por transformaciones elementales entre columnas, hacemos ceros en la primera
fila, y eliminamos entonces la primera fila y segunda columna, mediante una X1-

transformaciéon. Queda entonces

723+ 1272 - 102+2 —82%+ 11z —8
A5 = .
2zt — 323 + 222 203 - 222 +z 41

Si calculamos una base de Grobner del ideal formado por los elementos de la
segunda fila, vemos que generan el total. Entonces podemos obtener una unidad
en la segunda fila, y pivotar sobre él para obtener una presentacién igual a la de

M (10s6).
1040, 10164
M(10:0) = (A=),
M(10164) = (Da(2)).
Los médulos son isomorfos.

10162, 109

M(101) = ~1-z+2? 3—z
1 —5z+3z2 3+3c—3a% )’

Tenemos que Fy(M(10162)) = R, F1(M(105)) = R. Los ideales elementales coin-
ciden, y los médulos son isomorfos, pues z € (—5z + 322, 3+ 3z — 322), por lo que
afadiendo una columna de ceros podemos obtener una unidad, y pivotar sobre

ese elemento para conseguir una matriz X-equivalente a M (105).

1034, 10135
M(103) = (A:(=)),

M(10135) = (Al(:l,‘))

Los médulos son isomorfos.
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26.

27.

28.

29.
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927 74

Este es un ejemplo que aparece en [CF77]. Sus médulos son isomorfos.
837 101

M(8;) = (A=),

Los médulos son isomorfos.
1037, 1098

M(1037) = (Ai(2)),

M(105) = (A1(2)).
Los médulos son isomorfos.
1094, 1048

M(10y4) = (Aq(2)),

M(10,5) = 2 — 4z + 422 — 218 -
18 z — 222 + 218 243z )

Como z es una unidad en R, los médulos son isomorfos.

106, 103;

M(10g) = 3 -3z -1+ 2z
% 9428 2—4r+322-223 )

—249z — 1022 + 42 —z

—6 + 8z — 4x? 2-zx
Como antes, el elemento de la posicién (1, 2) nos permite establecer que M (103;) ~
(Ai(z)). Como Fi(M(10¢s)) = R, Fy(M(103;)) = R, efectuamos transforma-
ciones sobre M(10e3). La matriz E5(2)E9;(1)E12(—2)M(104g) tiene una unidad

en la posicién (1, 2), por lo que son médulos isomorfos.
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30. 76,1033

31.

32.

33.

34.

M(10133) = (AI(IL')) .
Los mddulos son isomorfos.
10439, 94

M(10132) = (Au(2)),

M(5) = (Auz)).
Los mddulos son isomorfos.
89, 10155

M(8y) = (Ai(z)),
_ (1—2x+x2—x3 -2+ 2z — 22 )

M (10155)
' 0 —14+z—252 418

Como F1(M(8y)) = R, F1(M(10:55)) = (z + 1,5), los ideales elementales dis-

tinguen los médulos.
10127, 10150

M(1017) = (Ai(2)),

M(10150) = (Al(iL‘)) .
Los mddulos son isomorfos.
816, 10156

M(8i5) = (Ai(z)),

M(10156) = (Al(III))

Los médulos son isomorfos.
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35. 10149, 999

142z —222+23 z?
M{10ws) = ( 2-3zx+2% (z-1p )’

M (92) (As(z)) -

En Z[z,z7!], el médulo M(10.49) es isomorfo a (A;(z)), pues tiene una unidad

del anillo en la posicién (1, 2).
36. 1042, 1075

M(105) = (Ay(z)),
—8 + 28z — 3622 + 242° — 8z* + 2° 3
M(10s5) = . .
3-9z+9z2 -5+ -1—-z
F1(M(1042)) = R, F,(M(1075)) = (z + 1, 3). Los ideales elementales distinguen a

los médulos.
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