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Resumen

En este trabajo vamos a considerar un sistema diferencial ordinario lineal de la forma:

4(0) = 4o, @

{y’ = A(t)y + B(t)u, te 0,7,
con T >0, A e C%0,T); LR")) y B € C°([0,T]; LR™;R™)), donde yo € R" esta dado.
Nuestro objetivo serd estudiar si existe una funcion v € L?(0, T; R™) conocida como funciéon
de control, de modo modo que la soluciéon y : [0,7] — R™ alcanza un determinado estado
ya € R en el tiempo T" > 0. Esto es lo que se conoce como controlabilidad.

Para ello, comenzaremos viendo que este sistema esta bien planteado. Posteriormente
introduciremos cuatro conceptos de controlabilidad: controlabilidad exacta, controlabilidad
exacta a trayectorias, controlabilidad nula y controlabilidad aproximada. Probaremos, que
para un sistema diferencial ordinario lineal estos conceptos son equivalentes. Introduciremos
el concepto de gramiano de controlabilidad, gracias al cual daremos una primera condicién
necesaria y suficiente de controlabilidad para el sistema . Veremos que existen infinitos
controles que nos llevan al estado deseado y estudiaremos el que tiene norma minima.

La condicion necesaria y suficiente de controlabilidad usando el gramiano nos implica
conocer una matriz fundamental del sistema 3y’ = A(t)y, t € [0, T]. Es por esto que busca-
mos otra condicién necesaria y suficiente pero que sea puramente algebraica. Para sistemas
autonomos sera la denominada Condiciéon de Rango de Kalman. Asi mismo, encontrare-
mos una forma equivalente de expresar nuestro sistema, gracias a la forma canénica de
Brunovsky que nos facilitaré los célculos. También estudiaremos el denominado Método de
Unicidad de Hilbert que nos permite caracterizar el conjunto de estados alcanzables para
(1) cuando yo = 0.

Analizaremos como se ve afectado el coste de control cuando disminuimos el tiempo 71" en
el que queremos alcanzar el objetivo. A continuacion, a modo de ejemplo, veremos algunas
aplicaciones de la Condiciéon de Rango de Kalman a diversos sistemas fisicos sencillos como
puede ser un oscilador armoénico o un circuito RLC, lo cual nos dard una perspectiva de la
aplicabilidad de estos problemas a otros ambitos de la ciencia e ingenieria.

Finalmente, introduciremos algunos resultados para sistemas no lineales.
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Abstract

In this work we are going to consider a linear ordinary differential system of the form:

y = Aty + B(t)u, te[0,T],

_ (2)
y(0) = vo,

with 7> 0, A € C°([0,T]; L(R™)), B € C°([0,T]; LR™;R"™)) and yo € R" is given. The
aim of this work is to study whether there exists a function v € L*(0,T;R™), known as
control function, such that the solution y : [0,7] — R"™ of reaches a certain state
yq € R™ at time 7" > 0. This is what is known as controllabillity problem.

To this end, we will begin by seeing that this system is well posed. Then we will
introduce four concepts of controllabillity; exact controllabillity, exact controllabillity to
trajectories, null controllabillity and approximate controllabillity. We will prove that for
system ([2)) these concepts are equivalent. We will introduce the concept of the controllability
gramian, which will provide a first necessary and sufficient condition of controllability for
system . We will see that there are infinite controls that lead us to the desired state and
we will study the one that has the minimum norm.

The controllability condition provided by the controllability gramian involves the compu-
tation of a fundamental matrix for system ¢y’ = A(t)y, t € [0, T]. This is why we are looking
for another necessary and sufficient condition purely algebraic. If the system is autonomous,
it will be the so-called Kalman Rank Condition. In addition, thanks to the Brunovsky ca-
nonical form we will be able to find an equivalent way to express our system in which the
computations will be easier. We will also study the so-called Hilbert Uniqueness Method
which allows us to characterize the set of reachable states for system when yo = 0.

We will analyze how the control cost is affected when we decrease the time 7" in which
we want to reach the target. Next, as an example, we will see some applications of the
Kalman Range Condition to several simple physical systems such as a harmonic oscillator
or a RLC circuit, which will give us a perspective of the applicability of these problems to
other fields of science and engineering.

Finally, we will introduce some results for nonlinear systems.
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Capitulo 1

Introduccion

En la vida diaria, cuando se habla de ecuaciones diferenciales, normalmente se piensa
en algo bastante complicado y con unos conceptos dificiles de comprender. No obstante,
una ecuacion diferencial no es més que una ecuacion donde aparecen derivadas. En general
no es posible calcular analiticamente la solucién general de sistemas diferenciales.

Ya sabemos la importancia que tienen en las matematicas y la fisica las ecuaciones
diferenciales ordinarias, asi como, los sistemas de estas. En ocasiones se piensa que las
ecuaciones diferenciales simplemente se limitan a eso, el mundo de las matematicas, la
fisica y otras ramas de la ciencia e ingenierfa, y no se es consciente de la importancia que
tienen en nuestro dia a dia. Sin las ecuaciones diferenciales, el ordenador con el que estoy
escribiendo estas péginas no podria funcionar, o el autobtus que todo los dias me lleva a la
facultad no existirfa. Tampoco podria, al llegar a casa, abrir la nevera y tomar un poco
de agua fria para refrescarme después del esfuerzo. Para que todos estos utensilios que nos
hacen la vida més facil funcionen correctamente es necesario que se estudien las ecuaciones
diferenciales que regulan su funcionamiento.

Cabria pensar que los ejemplos mencionados previamente solo se corresponden con
diferentes, al fin y al cabo, aparatos tecnolégicos. Todavia permanece en nuestras cabezas
(v por desgracia parece que el recuerdo va a tardar en desaparecer) las famosas curvas de
evolucion de la pandemia del Covid-19. Cuando todo esto comenzo6, en marzo de 2020, se
comenzaron a hacer predicciones de cuando alcanzarfamos el famoso pico de la curva de
la pandemia. Escuchdbamos en los medios de comunicacién que las matematicas decian
que para finales de abril alcanzariamos el pico de la curva, a partir del cual el ntimero
de infectados irfa reduciéndose. El poder decir que el pico se alcanzaria en esas fechas se
consiguié haciendo uso de unos modelos de evolucion de pandemias que se basaban en
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

A partir de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden surgir distintos tipos de pro-
blemas. Nosotros vamos a trabajar con un tipo de problema de control. Como su propio
nombre indica, en este tipo de problemas, nuestro objetivo es controlar nuestro sistema,
es decir, ver si anadiéndole algin tipo de fuente o funciéon podemos llevarlo a un estado
deseado, ya sea minimizando una determinada funcion (control 6ptimo) o alcanzar un cier-
to estado en un determinado tiempo (problema de controlabilidad). Este seré el tipo de

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

problema en el que nos centremos en este trabajo.

En nuestro dia a dia encontramos multitud de situaciones en las que queremos controlar
el comportamiento de cierto sistema para alcanzar un fin deseado. Por ejemplo, encendemos
el aire acondicionado para que una determinada habitaciéon alcance una temperatura mas
comoda. Muchos fenomenos reales se pueden modelar (de forma bastante simplificada)
mediante un sistema diferencial ordinario,

{y' = A(t)y en [0, 7],
y(0) = vo,

donde T'> 0y A € C°[0,T]; L(R™)), con n > 1. Es posible actuar sobre el sistema
mediante un control que va a cambiar la respuesta de este,

{y’ = A(t)y + B(t)u en [0,T],
y(0) = o,

donde B € L(R™,R"), y el control u € L*(0,T;R™).

.Es posible qué variando este nuevo factor que introducimos podamos alcanzar una de-
terminada solucién y que satisface y(T') = y,47 Este tipo de problemas es lo que estudiamos
con los problemas de controlabilidad.

En los problemas de controlabilidad buscamos encontrar una funcién que nos permita
direccionar el sistema hacia un estado deseado en un tiempo prefijado.

Por ejemplo, supongamos que lanzamos un cohete que queremos que llegue a la Luna en
una semana. Mediante un problema de controlabilidad pretendemos encontrar una funciéon
de cuadrado integrable mediante la que consigamos que al cabo de una semana (el tiempo
objetivo) nuestro cohete llegue a la luna (estado deseado).

o™
T N
| |

|.-
(.\@% ]

Figura 1.1: Ejemplo cohete

Pero se nos presenta una serie de preguntas. ;Todos los problemas son controlables?
. Podemos controlarlos todos de la misma forma? ; Cémo podemos encontrar dicho control?
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..Como se ve afectado el coste del control con el tiempo en el que queremos conseguir nuestro
estado? Es la respuesta a esta y muchas otras preguntas, las que pretendemos resolver en
estas lineas. Pero como no podemos empezar la casa por el tejado, en primer lugar hemos de
recordar una serie de conceptos basicos relacionados con los sistemas diferenciales ordinarios
que nos seran utiles para el desarrollo de los resultados que queremos obtener.
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Capitulo 2

El Problema de Cauchy para un
Sistema Diferencial Ordinario Lineal
con Datos no Continuos

Empecemos aclarando cierta notacion general que vamos a seguir. Para n € N deno-
tamos por R" el conjunto de los vectores columna n-dimensionales con coeficientes reales.
Denotaremos (-, -)gn y | - |re, respectivamente, al producto escalar y la norma euclidea en
R™. En ocasiones, omitiremos el subindice R", entendiéndose que el producto escalar y la
norma estén en el espacio correspondiente, para simplificar la notaciéon. Por otro lado, para
n, m € N, denotamos:

LR™ R")={A:R™ = R", A es aplicacion lineal y continua}.

El espacio L(R™; R™) se identifica con el espacio vectorial de las matrices formadas por n
filas y m columnas. En estos espacios, denotaremos por ||-||s a la norma espectral en dicho
espacio, la cual viene dada por:
. |Az|
|Al|s = max ——,
x#0 |ZE|
para cualquier A € L(R™;R"). Si n = m utilizaremos la notaciéon L£(R™) que no es mas
que el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden n.
Sia,b € R, cumpliéndose que a < b, denotamos:

L*(a,b;R™) = {f : f: (a,b) = R medible con || f||s,(ap < oo},

b 1/2
| fll 2500y = </ |f(t)3n dt> .

Es bien sabido que (L*(a, b; R™), ||*]|2;(ap)) €s un espacio de Hilbert para el siguiente producto
escalar:

siendo:

b
(f7 g)2;(a,b) = / (f(t)> g(t))]R" dt, Vf, IS Lz(aa ba ]Rn)

15



16 CAPITULO 2. PROBLEMA DE CAUCHY PARA UN S.D.O. LINEAL

Volviendo a fijar a,b € R, con a < b, denotamos:
C%[a,b];R™) = {f: f:[a,b] — R", f es continua en [a, b},
el cual es un espacio de Banach para la norma:

rap) = MEX | £(t)|rn.
loges = mix | 7(0)ls

Si ahora k£ € N, introducimos:
C*([a,b]; R™") = {f € C°([a,b); R"™) : 3fY € C%[a,b];R™), VI : 1 <1<k},
que es un espacio de Banach para la norma:

|f‘k;[a,b] = ‘f‘O;[a,b] + max |fl)|0;[a,b]~

1<I<k

Finalmente, dados dos espacios de Banach X e Y, la norma de una aplicacion T €
L(X,Y) vendra dada por:

ITX |y
|7 z(x,y) = sup :
=00 X %

En este capitulo analizaremos el problema de existencia y unicidad de solucién del
problema de Cauchy asociado al sistema diferencial ordinario (s.d.o.) lineal:

y' =A@y +0(t), tel[0,T],
con T"> 0 dado, y
A e C([0,T); L(R™) y b € L*(0,T;R™). (2.1)

Para ello, consideramos el problema de Cauchy:

¥/:A@y+mm t € (0,7, (2.2)

y(0) = vo,

donde yo € R™. Es conocido que si b € C°([0, T]; R"), el problema de Cauchy ({2.2)) tiene una
tinica solucion maximal y € C*([0,T];R") que ademés sabemos que depende de manera
continua de los datos, es decir, existe un ¢ > 0 tal que:

’y‘l;[a,b] < C(‘QOIR” + ’b‘O;[a,b])'

Es importante recordar que si F' € C([0,T]; L(R")) es una matriz fundamental (m.f.)
del sistema homogéneo 3y = A(t)y asociado a (2.2)), es decir, si I € C([0,T]; L(R™))
verifica

FI(t) = A(DF(t), Yte0,T],
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y existe tg € [0, 7] tal que det F'(to) # 0, entonces la tnica solucion maximal de (2.2)) viene
dada por la Féormula de Duhamel:

y(t;0,90) = F(t)F(0)yo + /Ot F(t)F'(s)b(s)ds YVt e€[0,T]. (2.3)

No obstante, en el problema tenemos que b(t) ¢ C°([0,T];R™). Cabria pensar que
esto puede provocar que este problema no esté bien planteado. Sin embargo, veremos que
podemos encontrar una solucién maximal de . Antes de eso vamos a recordar una serie
de conceptos y propiedades que emplearemos para la prueba:

Definicion 2.1. Consideremos un intervalo I C R e (Y, d) un espacio métrico. Sea u : I —
Y una funcién. Se define la variacién puntual de u en el intervalo I como

k
Var; u := sup {Z d(u(!En),U(In—l))} )

n=1

donde estamos tomando el supremo en todas las particiones P := {xg,..., 2}, k € N, del
intervalo 1.

Diremos que una funcién v : I — Y tiene variaciéon acotada si Var; u < oo.

Si la funcion u : I — Y verifica que Varp, ) u < oo para todo intervalo [a, b] € I diremos
que u tiene variacién acotada local.

Observacion 2.1. Si el intervalo I fuera degenerado, no habria particiones posibles y en
ese caso
Vary u := 0.

Introducimos ahora una serie de resultados (que podemos encontrar en [7]) que nos van
a ser utiles posteriormente:

Teorema 2.1. Sea I C R un intervalo no degenerado y sea u : I — R una funcion
mondtona. Entonces para cada intervalo J C I se tiene:

Var; u = sup u — inf u.
J J

En particular, u tiene variacion acotada local en I. Ademds, u tendrd variacion acotada
(global) st y solo si estd acotada.

Demostracion. Supongamos que u es una funcion creciente en I (si u fuera decreciente la

prueba seria anéloga). Entonces, para cada particion P := {xo,...,x;} de J, con J C I se
tiene que
k k
Z [u(@n) — w(zn-1)| = Z(U(In) — uw(Tp-1))
n=1 n=1

= u(x,) —u(zy) < supu — i%fu.
J
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Si ahora tomamos el supremo sobre todas las particiones de J se tiene que:

Vary u < supu—ir}fu.
J

Pasamos a probar la otra desigualdad. Consideremos la particion P := {a,b} C J, con
inf J < a < b <supJ. Entonces,

u(b) —u(a) = |u(b) — u(a)| < Vary u.

Ahora bien, si supJ € J tomamos b = sup.J, lo cual, al ser u una funcién creciente,
nos lleva a que u(b) = sup,u. Si supJ ¢ J tomamos b — supJ y por tanto tendremos
que u(b) — sup; u. Para a hacemos un razonamiento similar pero con el inf J. Por tanto,
acabamos de probar que:

supu — infu < Var; u.
J J

Con esto concluye la prueba. ]

Proposicion 2.2. Sea I C R un intervalo no degenerado e (Y, d) un espacio métrico. Sea
u:l —Y una funcion. Si c € I, entonces:

Varn(—oo,q % + Varinp,s) 4 = Var u.

Demostracion. Sea Iy := I N (—oo,c] e Iy := I N[c,00). Sea P := {xg,..., 25} vy Q =
{%0, ...,y } particiones de I; e I5 respectivamente. Es inmediato comprobar que P U @ es
una particion de I y por tanto:

k l

> d(ulzn), u(@a-1)) + Y d(u(ym), u(ym-1)) < Var u.

n=1 m=1

Ahora tomamos el supremo sobre todas las particiones P de I; y posteriormente sobre las
particiones () de I, lo que nos conduce a:

Vary, v+ Vary, u < Var w.

Pasamos a probar la otra desigualdad. Sea P := {xy,...,x;} una particiéon de I. Sea
Il € {l,...,k} tal que ;1 < ¢ < z;. Entonces las particiones P, := {xg,...,x;_1,¢c} ¥
Py :={c,x,...,x} son particiones de I e I respectivamente. Ahora bien:
k -1
S d(u(zn), u(zn 1) < 3 d(ulea), ulzn 1) + dw(e), u(wn 1)) + dulz), u(c)
n=1 n=1

k
+ Z d(u(zy), u(r,—1) < Vary, u+ Vary, u.

n=Il+1

Basta con tomar supremo para concluir la prueba. O
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Teorema 2.3 (Variacion puntual indefinida). Sea I C R wun intervalo no degenerado e
(Y, d) un espacio métrico. Fijemos xy € I y sea u una funcion con variacion acotada local.
Definimos para cada x € I:

V(m) — { Var[afo,ar] u ST > Xg,

—Varpg o u st r < 3.
Entonces para todo x,y € I, con x <y,
d(u(y),u(z)) < V(y) = V(z) = Varp,y u.

En particular, V' es creciente y u continua para casi todo I. Ademds, si Y es un espacio
métrico completo, entonces existe:

u_(x) = lim u(y), wuy(zr)= lim u(y)

y—x~ y—xt
para todo x € I. Por iltimo, si Y =R, las funciones V 4+ u son crecientes.
Omitimos la prueba de este teorema. La prueba puede encontrarse en [7].

Teorema 2.4. Sea I C R un intervalo no degenerado, sea (Y,||"||) un espacio norma-
do, sea w : I — Y wuna funcion con variacion acotada local, y sea E = {x € I :
u es diferenciable en x}. Entonces

o ()| = V' ()
para casi todo x € E.

Al igual que el Teorema anterior, omitiremos la prueba y la podemos encontrar en [7].

Observacion 2.2. El concepto de funciéon con variaciéon acotada también sirve para fun-
ciones u : I — R™ simplemente si u tiene variaciéon acotada componente a componente.

Pasemos ahora a probar un resultado importante sobre derivabilidad de funciones de
variacion acotada en I. Se tiene:

Teorema 2.5. Sea I C R un intervalo no degenerado y sea una funcion v : I — R"
una funcion con variacion acotada local. Entonces u es diferenciable en casi todo I, u €

Li (I;R™) y para cada intervalo compacto J C I se tiene:

/J |u/(z)| dx < Var; . (2.4)

En particular, si u tiene variacion acotada global, entonces v’ € L'(I;R™) y
|u'[]1.; < Var; u.

Para la demostracion de este resultado, necesitamos del Teorema de Diferenciacion de
Lebesgue:
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Teorema 2.6. Sea I € R un intervalo no degenerado y sea w : I — R una funcion
mondtona. Entonces, u es diferenciable para casi todo 1.

Omitiremos la prueba de este Teorema, pero podemos encontrarla en |[7].
Pasamos a la demostracion del Teorema 2.5

Demostracion del Teoremal2.3. Sea u; con i = 1,...,n cada una de las componentes de
la funcion w. Sea V,,, definida como en el Teorema [2.3] en el cual vimos que las funciones
V., £ u; son crecientes. Asi,

s = (Vi 1) = (Vi — )
no es mas que la diferencia de dos funciones crecientes. Estamos en condiciones de aplicar
el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue que nos lleva a que cada una de las componentes
u; son diferenciables para casi todo I, por lo cual acabamos de probar que u es diferenciable
en casi todo I.
Pasamos a demostrar (2.4). Sea [a,b] C I un intervalo compacto. Como V,, es creciente,
del Teorema [2.3] y del Teorema [2.4] obtenemos:

b b
/ |/ (z)|dx = / V,dz <V, (b) = V,(a) = Var,y u.

Ahora, si J C I es un intervalo no vacio, construimos una secuencia creciente de intervalos
lan, by] tal que J =, [an, b,]. Entonces de la Proposicion se tiene:

bn
/ W' (z)| dz < Vary,, p,) v < Var; u.

Tomando el limite cuando n — oo y usando el Teorema de la Convergencia Monétona de
Lebesgue concluimos la prueba. O

Pasamos a definir el concepto de funcién absolutamente continua.

Definicién 2.2. Consideremos I C R, un intervalo no degenerado, e (Y,d) un espacio
métrico. Se dice que u : I — Y es una funciéon absolutamente continua en [ si para
todo € > 0 existe un d > 0 tal que:

Zd(U(bi)y u(a)) <&,

para todo ntimero finito de intervalos {(a;, b;) }1<i<n, tales que (a;, b;) N (aj,b;) =0, sii # j
con [a;, b)) C 1y

> (i —a) <6

i=1
Se dird que u : I — Y es localmente absolutamente continua si es absolutamente
continua en cualquier intervalo [a,b] C I.
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El concepto de funcion absolutamente continua en I es fundamental para probar que

el problema (2.2]) esta bien planteado. Ademas, necesitamos el siguiente resultado:
Teorema 2.7. Sea f € L*(0,T), con T > 0, y definamos

F(t) = /Otf(s) ds Vtel0,T).

Entonces se tiene que:
1. F es absolutamente continua en [0,T].
2. F es derivable en casi todo [0,T] y F'(t) = f(t) para casi todo t € [0,T).
Para poder demostrar este teorema, vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 2.8. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable Lebesgue que verifica:

/tf(S)dSZO, Vt € [a,b].

Entonces f(t) = 0 para casi todo t € [a,b].

Demostracion. Sea f € L'(a,b) en las hipotesis del lema. Es facil ver que para todo
a < a < <bse tiene que:

/ff(s>d3=/ff(sms—/aaf(s)ds:o.

Sea U C [a,b] un conjunto abierto. Entonces, existe una sucesion de intervalos abiertos
{(tn, Bn) }n>1 tal que (o, Bn) C U, son disjuntos y verifican que:

U=|J(an, Bn).

Si denotamos por 14 la funcion caracteristica en el conjunto A (aquella funcion que vale 1
en Ay 0 en el resto) y

Un = U(ak,ﬁk), n 2 1,
k=1

se tiene 1y, f — lyy casi por doquier en [a,b] y |1y, (¢) f(£)| < |f(t)|, para casi todo t €
la,b]. Como f € L'(a,b), estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue y llegamos a:

n—o0 a

/U F(s)ds = / Lo () f(s)ds = lim [ 1. (s)f(s) ds

b
= lim Lia,8)(8) f(s)ds = lim Z/ f(s)ds =0.
n—oo
k=1

n—o0
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Consideramos ahora un conjunto compacto K C [a,b]. De la propiedad anterior dedu-
cimos:

b
/ f(s)ds :/ f(s)ds —/ f(s)ds =0, VK C [a,b] compacto.
K a (a,b)\K

Veamos que f =0 en [a, b]. Para ello, consideremos el conjunto
ET:={t €a,b]: f(t) > 0}.

Queremos demostrar que |ET| = 0 (donde | - | es la medida de Lebesgue en R"). Por
reduccion al absurdo, si |ET| > 0, como

|ET| =sup{|K|: K C E", K compacto},

entonces existe un compacto K C E* con |K| > 0. Por otro lado, para n > 1, definimos
K, ={te K: f(t) > 1/n}. Esta claro que K = U,>1 K, y existe n > 1 tal que |K,| > 0.
Por tanto,

1
Oz/Kf(s)dsz an(s)dszﬁ|Kn\>O.

Llegamos asi a una contradiccion y podemos concluir que |E™| = 0. De forma analoga
podemos demostrar que el conjunto

E™ ={t €a,b]: f(t) <0}

verifica que |E~| = 0. Por lo que acabamos de demostrar que f(¢) = 0 casi por doquier en
[a, b]. Con esto concluimos la prueba. O

Observacion 2.3. Si f es integrable en el sentido de Riemman en [a,b] la prueba se
simplifica considerablemente. Efectivamente, en este caso f es continua para casi todo
t € [a,b]. Veamos que si f es continua en ty € [a, b], entonces f(ty) = 0. Por reduccion al
absurdo, supongamos (sin pérdida de generalidad) que f(ty) > 0. Tomando ¢ = f(to)/2,

f(to) [ (to)

podemos encontrar 6 > 0 tal que f(t) > f(to) — ¢ = f(to) — 5 =g 0 para
cualquier t € (ty — 0,t0 + 9) C [a, b]. Entonces,

to+0
0= / f(s)ds > 20e > 0.
to—9

De forma anéloga se razona si f(tg) < 0 llegando a una contradiccion. Por tanto, f = 0 en
cada punto en el que f sea continua y f(t) = 0 para casi todo t € [a, b]. .

Asi mismo, también necesitamos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.9. Sea I C R un intervalo no degenerado, (Y, d) un espacio métrico y sea u
una funcion absolutamente continua localmente. Entonces u tiene variacion acotada local.

En particular, si Y = R"™, entonces u es diferenciable en casi todo I y u € L}, .(I;R™).
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Demostracion. Sea [a,b] C I un intervalo. Tomamos ¢ = 1, y sea d > 0 como en la definicion
de funcion absolutamente continua. Sea n la parte entera de 2(b — a)/d y dividimos el
intervalo [a,b] en n intervalos [z;_1, x;] de longitud (b — a)/n. Como (b —a)/n < §/2, de
la definicion de funciéon absolutamente continua tenemos que en cada intervalo [x; 1, z;] se
verifica que Vary,, , ., u < 1y por la Proposiciéon ,

Varp, ) v = Z\/ar[xiiwi] u<n<2b-a)/d < oc.

i=1
La diferenciabilidad la obtenemos del Teorema 2.5 O]
Pasamos ya a la prueba del Teorema [2.7]

Demostracion del Teoremal27. Sea f € L'(0,T). En primer lugar probaremos el resultado
cuando f(t) esta acotada, es decir, si |f(t)] < ¢ para casi todo t € [0,7T]. Asi, F es
absolutamente continua ya que:

Z|F az|—

para todo namero finito de intervalos (a;, b;);>1 que sean disjuntos con [a;, b;] C [0,7] y

3
ZZZl( a ) — c+ 1
Extendemos por cero la funcion f fuera del intervalo [0, 7] y definimos:

n) — t4+1/n
wy(t) := Fle+ 11//71 Ft) = n/t f(s)ds.

n

Z/ F()lds < 3 (b —ar) < 2

=1

s)ds

Entonces |w,(t)] < ¢ para todo t € [0,7]. Como F es absolutamente continua es dife-
renciable para casi todo t € [0,7]. Esto nos lleva a que w,(t) — w(t) = F'(t) para casi
todo ¢ € [0, T]. Entonces, estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue, lo que resulta en:

t ¢
/ F'(s)ds = lim [ w,(s)ds.
0

Por otro lado . .
/ wo(s) ds = n / [F(s + 1/n) — F(s)] ds.
0 0

A continuacion, realizamos el cambio de variable, en el primer término de la integral,
s+ 1/n =7, ds = dr, obteniéndose:

/Ot wy(s) ds = n/jm F(r)dr — n/ot Fs)ds = n [/tm/n F(s)ds — /Ol/n F(s) ds]



24 CAPITULO 2. PROBLEMA DE CAUCHY PARA UN S.D.O. LINEAL

y tomando el limite cuando n — oo

/0 F/(s)ds = F(t) — F(0) = F(t) :/0 £(s) ds,

donde hemos usado que F es continua. Por tanto,

/Ot(F’(s) _ f(s)ds=0 VielT].

Y aplicando el Lema [2.8] obtenemos el punto 2 cuando f esta acotada.
Ahora asumiremos que f no estd acotada. Ademas, imponemos la condiciéon de que
f(t) > 0. Definimos:

_ ]S sif(t) <n,
Inlt) = { 0 si f(t) > n,

Entonces:
t t t
F(O) = [ #)ds= [ fuls)ds+ [ [5(5) = Fulo)ds = Fufe) + su(0),
0 0 0
Por lo visto en el caso en que f es acotada, sabemos que F)(t) = f,(t) para casi todo

t € [0,T]. Por otro lado, como f > f, tenemos que s, es creciente y por ello s/, () > 0 para
casi todo t € [0,T]. Entonces como F' = F,, + s,, derivando se tiene que:

FI(t) = FL(t) + $,(t) = fult) + ,(0) > fult), pette[0,T]

Podemos decir que se tiene para todo ¢t € [0,7]\ E,, donde E,, son conjuntos de medida
nula. Como la unién numerable de conjuntos de medida nula tiene medida nula, el conjunto
E =, E, tiene medida nula. Si ¢t € [0,T] \ E entonces F'(t) > f,(t) para todo n, y
haciendo el limite cuando n — oo obtenemos que F'(t) > f(¢) De hecho:

/OT F'(s)ds > /OT f(s)ds = F(T) — F(0) = F(T) = /on<5) ds.

Por otro lado, como consecuencia del Teorema de Diferenciacion de Lebesgue, se tiene que,

/O F'(s)ds < F(T) — F(0) = F(T) = /0 £(s)ds.
Por lo tanto se tiene que: .
JRGCERCI

Como F’ > f en I entonces se verifica que F'(t) = f(t) para casi todo t € [0, T.
En el caso general es suficiente escribir f = f* — f~, donde f* y f~ son la parte
positiva y negativa de f respectivamente y por tanto:

F(t)z/o f+(s)ds—/0 [ (s)ds =: Fi(t) + Fy(t).

Ahora nos basta aplicar el caso anterior a F; y F5 y tenemos el resultado deseado. Con
esto concluye la prueba. O]
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Veamos ya que el sistema ([2.2)) estd bien planteado para yo € R" y b € L*(0,T;R"). Se
tiene:

Teorema 2.10. Sean A € C°([0,T); L(R™)) y b € L*(0,T;R™), conn > 1y T > 0. En-
tonces, para cada yy € R", el problema admite una unica solucion y € C°([0, T]; R™),
absolutamente continua en [0,T] y derivable para casi todo t € [0,T]. Ademds, y estd da-
da por (F es una matriz fundamental asociada al s.d.o. homogéneo vy = A(t)y) y
satisface el s.d.o. en casi todo t € [0,T].

Demostracion. En las condiciones del teorema es facil comprobar que el problema (2.2))
admite a lo sumo una solucion. Por otro lado, teniendo en cuenta el Teorema [2.7] la
funcion y dada por (2.3) satisface que y € C°(|0,T]; R"), es absolutamente continua en
[0, 7] y, para casi todo t € [0, 7], se tiene:

Y (t:0,50) = F'()F(0) " yo + F'(t) /0 F~(s)b(s) ds + F(t)F(t)""b(t)
= A)F()F(0)  yo + At)F () /Ot F(s)7'b(s)ds + b(s) = A(t)y(t) + b(t).

Por tltimo, también se tiene que y(0;0,yo) = yo. Con esto concluimos la prueba. ]
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Capitulo 3

Controlabilidad de Sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Lineales. El Gramiano de

Controlabilidad. Control de Norma
Minima

En este capitulo introduciremos el problema de Cauchy con el que vamos a trabajar, el
cual es conocido como problema de estado. Asi mismo, definiremos el concepto de contro-
labilidad asi como introduciremos una serie de resultados que nos permitiran estudiarla.
Estos resultados tendran un interés mas teérico que practico, ya que en ellos intervendra la
matriz fundamental del sistema homogéneo asociado, pero sientan las bases para estudiar
la controlabilidad de sistemas lineales, el cual analizaremos en el capitulo siguiente. Intro-
duciremos el gramiano de controlabilidad y estudiaremos cual es el control cuya norma es
minima.

3.1. Problema de Estado. Definiciones de Controlabili-
dad

Pasamos a definir el problema con el que vamos a trabajar conocido como problema
de estado. Para ello, fijemos n,m > 1y T > 0. Asi,

Definiciéon 3.1. Consideremos A = A(t), con A € C°([0,T]; L(R")) y B = B(t), con
B € C°([0,T); L(R™;R"™)). Llamaremos problema de estado al siguiente problema de
Cauchy:

(3.1)

{g/ — Ay + Btu, te[0,T],
y(0) = wo,

27
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donde yy € R™ esta dado. La funcion w : [0,7] — R™ la conocemos como funcion de
control, siendo u = u(t) y u € L?(0,T;R™). La funcién y : [0, 7] — R™ es la funcién de
estado. El espacio de estados es H = R" (que es de dimension finita).

Una vez definido el sistema de estado con con el que trabajaremos (un sistema diferencial
ordinario lineal no auténomo), veamos que esté bien planteado. Se tiene:

Teorema 3.1. En las condiciones de la Definicion para cada yo € R™ y cada control
u € L*(0,T;R™), el problema (3.1)) tiene una tnica solucion y € C°([0,T];R™). Ademds,
esta depende de manera continua de los datos, es decir, existe C' > 0 (que solo depende de
A y B) tal que

o1 < Cllyol + llul o).

Demostracion. La prueba del resultado es una consecuencia inmediata del Teorema [2.10
del capitulo anterior. [

Gracias a este resultado podemos pasar a definir el concepto de trayectoria que nos sera
importante para poder definir distintos tipos de controlabilidad.

Definicion 3.2. Se define como trayectoria de (3.1)) y se denota como g € C°([0, T]; R™)
a la solucion de (3.1)) para cierto gy y cierto u € L*(0,T; R™).

Finalmente, definimos qué entendemos como controlabilidad. Podemos definir cuatro
tipos distintos de controlabilidad.

Definicion 3.3. 1. Diremos que (3.1)) es exactamente controlable en el instante
T, si para todo ¥, ys € R™, existe un control u € L*(0, T; R™) tal que la solucion de

(3.1) satisface y(T') = yq.

2. Diremos que (3.1]) es exactamente controlable a trayectorias en el instante T,
si dados yy y una trayectoria ¢ de (3.1]), existe un control u € L?(0, T; R™) tal que la

solucion de (3.1)) satisface y(T') = (7).

3. Diremos que ({3.1) es exactamente controlable a cero o de controlabilidad nula
en el instante 7 si existe un control u € L?*(0,7;R™) tal que la solucién de ([3.1])
satisface y(T') = 0.

4. Finalmente, diremos que (3.1) es aproximadamente controlable si, para todo
Y0, ya € R™ y para todo € > 0, existe un control u € L*(0,T;R™) tal que la soluciéon

de (3.1]) satisface

[y(T) —yal <e.

Observacion 3.1. Es facil comprobar que el primer concepto de controlabilidad implica
el resto. Por otro lado, y = 0 es una trayectoria de . Por tanto, la controlabilidad
exacta a trayectorias implica la controlabilidad nula del sistema . Por ultimo, también
veremos que, en realidad, los cuatro conceptos de la definiciéon anterior son equivalentes
(el problema (3.1) es un sistema lineal reversible que evoluciona en R™, un espacio de
dimension finita).
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3.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Consideremos el problema de estado , nuestro objetivo es controlar este sistema
que tiene n variables, haciendo uso de m funciones de control. El caso més interesante sera
aquel en el que m < n, es decir aquel en el que hay menos controles que ecuaciones y donde
alguna ecuacion debe ser indirectamente controlada.

Consideremos una matriz fundamental F' asociada al sistema

Z=A(t)z en [0,7] (3.2)

esto es, una funcion con valores matriciales F' € C([0,T]; L(R")) que satisface F'(t) =
A(t)F(t) y que det F(t) # 0, para todo t € [0,T].

Como hemos dicho mas arriba, dado un dato inicial yg € R™ y una funcién de control
u € L?(0,T;R™), el sistema (3.1) tiene una tnica solucién y € C°([0;T]; R") (ademés
esta sera derivable para casi todo t € [0;T]). Ademas, del Teorema sabemos que esta
esta dada por la formula de Duhamel:

y(t) = F(t)F(0) ty + /0 F(t)F(s)"'B(s)u(s)ds, Vtec[0,T]. (3.3)

Nos surge ahora la siguiente pregunta. ;Podemos conducir la soluciéon y del sistema
partiendo de un dato inicial y, a un dato final prefijado ¥4, en un tiempo 7', actuando
solamente sobre el sistema con un control u?. La respuesta es que no siempre podremos
hacerlo y lo veremos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Consideremos n = 2, m =1, A = ( 1 (1) ) y B = ( (1) ) . Este sistema

no es controlable ya que la primera componente y; de y es independiente de u y esta
completamente determinada por g 1:

y1(t) =y1, 11(0) = yo1 = 1 (t) = yoe’, Vte[0,T]

Veremos que, si B = , el sistema si seria exactamente controlable en cualquier

1
0
instante 7" > 0. Deducimos por tanto que el ntimero y la posiciéon de los controles son
cruciales para las propiedades de controlabilidad del sistema (3.1]).

3.3. Controlabilidad. El Gramiano de Controlabilidad

Acabamos de ver que no todos los sistemas podemos llevarlos desde un estado inicial
7o a un estado y; en un tiempo 7' haciendo uso de un control, es decir, que no todos los
sistemas son controlables. No obstante, habra ciertos estados a los que si podremos llegar en
un tiempo 7'. Esta serie de estados conforman un conjunto que conocemos como conjunto
de estados alcanzables desde 1y, en un tiempo 71"
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Definicion 3.4. Dado un estado inicial yp € R" y un tiempo 7" > 0 llamamos conjunto
de estados alcanzables desde y, en el tiempo 7' (y lo denotamos por R(T%;y)) al
conjunto de las soluciones del sistema (3.1)) asociadas al control u, es decir:

R(T;10) = {yu(T) : yu es solucion de (3.1)) asociada a u € L*(0, T;R™)}.

Dado un subconjunto €2 de R™ es posible definir el conjunto de estados alcanzables
desde yy € R restringido al subconjunto €2:

Ra(T;y0) = {yu(T) : yu es solucion de asociada a u € L*(0,T;Q)}.
Observacion 3.2. De la definicién anterior deducimos que el sistema :
1. Es exactamente controlable en el tiempo T si y solo si R(T;yo) = R™;
2. Es exactamente controlable a cero en el tiempo 7T siy solo si 0 € R(T'; yo);
3. Es aproximadamente controlable en el tiempo 7" si y solo si R(T’; 1) es denso en R™.

Estas propiedades se deducen directamente de las distintas definiciones.
En primer lugar, veremos un resultado importante sobre la estructura de R(7;0).
Teorema 3.2. Consideremos el sistema (3.1)), con T' > 0. Entonces, para todo t > 0, el

conjunto R(t,0) es un subespacio vectorial de R". Si ademds suponemos que el sistema
(3.1) es autonomo, entonces, para todo 0 < t; < ty se tiene que R(t1,0) C R(t2,0).

Demostracion. En primer lugar, sea yi,y2, € R(T;0) y dos constantes A\, u € R. Por la
definicién del conjunto de estados alcanzables, para cada y;, ¢ = 1,2 existird u control
u; € L*(0,T;R™) tal que la solucién de asociada verifica y(t) = y;. Ademas, sabemos
la forma que van a tener las y; simplemente aplicando la féormula de Duhammel .
Ahora, para todo s € [0, 7] tomamos u(s) = Auy(s) + pus(s) y calculamos:

t t
w(s) 4 pn(s) = AF(D) [ F(5) Bls)un(s)ds+ b (o) [ F(s) 7 Bloua(s) ds
0 0
t
:HQ/FGMB@M@%ER@m)
0
Veamos ahora el caso en el que el sistema auténomo. Tomamos y; € R(t1;0). Por la

definicion, existe un control u; € L*(0,T;R") tal que la solucion de (3.1]) asociada verifica
y1(t1) = y1. Por la formula de Duhammel (3.3)) tenemos que:

t1
%:/zwmmy%m@%
0
va que el sistema ([3.1]) es auténomo e yo = 0. Ahora tomamos uy € L?(0, T; R") como:

UQ(t):O SiOStStQ—tl,
u2(t):u1(t1—t2+t) si tg—tl §t§t2
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Tomando la solucion de (3.1)) asociada a us (la cual denotamos como y»(t)) y aplicando
la formula de Duhammel (3.3)) llegamos a que:

t2

y2(t) = F(to) /0 2 F(s) ' Buy(s)ds = F(tg)/t F(s)"'Buy(s) ds.

2—11

Realizamos el cambio de variable ¢t = t; — t3 + s:
t1
ya(t) = F(t2)/ F(ty) ' F(t,)F(t) " Bug(ty — t; + 1) dt
0

= F(t1) /0 1 F(s)"'Buy(s) ds = y,

y por tanto hemos probado que y; € R(t2;0). Con esto concluye la prueba. ]

Observacion 3.3. Por la linealidad del sistema ({3.1)) es inmediato comprobar que R(T; yo)
se puede expresar como:
R(T;y0) =Y (T)+ R(T;0),

donde Y es la solucién del sistema

Y'=A(t)Y en [0,T],
{Y(O) _— (34)

Utilizando ahora la linealidad de (3.4)), deducimos que R(T’; o) es una variedad afin de
R™.

Veamos a continuacion que los cuatro conceptos de controlabilidad para el sistema ((3.1))
incluidos en la Definicion [3.3] son equivalentes. Lo haremos mediante tres proposiciones:

Proposicion 3.3. El sistema (3.1)) es exactamente controlable a trayectorias en un tiempo
T > 0 si y solo si es exactamente controlable a cero en el instante T

Como ¢ = 0 es una trayectoria del sistema (3.1]), tenemos esta implicacion direc-
tamente.

Supongamos que (3.1)) es exactamente controlable a cero en el instante 7" y fijemos
g € C°%0,T];R"), una trayectoria de asociada o <€ R" y w € L*(0,T;R™), e
yo € R™ Con estos datos sabemos que existe un control @ € L*(0,T;R™) tal que la
solucion z € C°([0,T]; R™) de

2= A(t)z+ B(t)u, tel0,T],
2(0) = yo — Yo,

satisface z(T') = 0. Usando la linealidad de (3.1]) esta claro que la solucion y € C°([0, T]; R™

asociada a yo y u = u+0 € L*(0,T;R™) esta dada por y = ¢+ 2 y satisface y(T') = g(T) +

2(T) = y(T). Tenemos asi probado que (3.1)) es exactamente controlable a trayectorias en
el tiempo T' > 0. Esto concluye la demostracion.
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Demostracion. ]

Proposicion 3.4. El sistema (3.1) es ezactamente controlable en un tiempo T si y solo si
el sistema (3.1)) es exactamente controlable a 0 en el instante T

Demostracion. Se deduce de la definicién. Si el sistema ([3.1)) es exactamente contro-
lable en concreto existe un control u € L*(0,T;R™) tal que la solucién de (3.1]) satisface
y(T) = 0 y por tanto es exactamente controlable a cero.

Supongamos ahora que el sistema es exactamente controlable a cero en el
instante 7" y veamos que es exactamente controlable en el tiempo T'. Usaremos que el
sistema es lineal y reversible. Asi, fijemos 4o, yq € R™ y consideremos y € C°([0, T]; R") la
tnica solucion del problema de Cauchy (reversibilidad)

{y' = A(t)y en [0,T),
y(T) = Yd-

De esta manera (linealidad), y es solucién de (3.1)) para yo € R" y u € L*(0,T;R™) si y
solo si z =y — Y es soluciéon del problema

{Z’ = A(t)z+ B(t)u en [0,T], (3.5)

2(0) = yo — Y(0).

Ademas, y(T') = yq si y solo si z2(T) = 0. Deducimos de este razonamiento que existe
u € L*(0,T;R™) tal que la solucion de (3.1]) satisface y(T') = yq si y solo si la solucion z de
asociada a u satisface z(T') = 0. Pero esto tltimo se tiene pues es exactamente
controlable a cero en el instante 7T'. Esto finaliza la prueba. O

Pasamos ya a la ultima equivalencia:

Proposicion 3.5. El sistema (3.1) es aprorimadamente controlable en un tiempo T si y
solo si el sistema (3.1)) es exactamente controlable en el instante T .

Demostracion. Esta implicaciéon es directa.

Veamos la implicacion contraria. Para ello consideremos el conjunto R(T%;yo) in-
troducido en la Definicién [3.4 Tal y como vimos en la Observacion B.3| R(T;yo) es una

variedad afin de R™ y podemos expresarlo como:
R(T;y0) = Y(T) + R(T;0),

donde Y es la solucion del sistema[3.4 Ahora bien, en la Observacion [3.2] vimos que nuestro
sistema (3.1)) es aproximadamente controlable si y solo si R(T’;y) es denso en R", pero
esto solo se da si y solo si R(T;0) es denso en R", lo cual es equivalente a decir que

R(T;0) = R".
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Por otro lado, al ser R(7";0) un subespacio vectorial de R™ (véase el Teorema [3.2)) es
de dimension finita y por tanto, es cerrado por lo que coincide con su clausura, es decir

R(T;0) = R(T;0). Teniendo en cuenta ambas propiedades deducimos que R(T;yq) = R"
y por tanto tenemos que el sistema (3.1)) es exactamente controlable en el instante T'. Esto
concluye la prueba. [

Observacion 3.4. Hemos probado que los cuatro tipos de controlabilidad para el sistema
(3.1]) son equivalentes entre si. En vista de este resultado, a partir de ahora nos limitaremos
a estudiar la controlabilidad del sistema (3.1)) sin necesidad de especificar el tipo.

Hemos visto que nuestro sistema (3.1) es lineal. Teniendo esto en cuenta, podemos
expresar el conjunto de estados alcanzables como:

R(T5y0) =Y(T) + R(T};0),

siendo Y € C'([0,T];R") la solucion del sistema ([3.4]). Teniendo en cuenta la igualdad
(3.3)), llegamos a que
R(T;40) = F(T)F(0)'yo + R(T30), (3.6)

donde F' es una matriz fundamental del sistema .

Ahora vamos a introducir un resultado relacionado con el conjunto de estados alcanza-
bles, el cual es bastante interesante. Podemos encontrar un resultado similar en [13]. Para
probarlo usaremos el siguiente resultado.

Proposicion 3.6. Sea 2 C R™ un subconjunto cerrado convero no vacio, y T > 0. En-
tonces, L*(0,T;8) es un subconjunto cerrado y convexo de L*(0,T;R™).

Demostracién. En primer lugar, es facil comprobar que L?(0,7;) es un subconjunto
convexo de L?(0, T; R™), Veamos que también L*(0,T; ) es cerrado en L?(0, T; R™). Para
ello, sean {u, ey C L%(0,T;2), una sucesion, y u € L?(0,T;R™) tal que

u, —u en L*(0,T;R™).
En particular, existe una subsusecion (que seguimos denotando {u, },en) tal que
un(t) = u(t), p.cttel0,T].

Como u,(t) €  para casi todo t € (0,7) y  es cerrado, deducimos que u(t) € ) para
casi todo ¢t € [0,7T]. Podemos concluir que u(t) € €, para casi todo t € €, es decir,
u € L*(0,T;9). Esto finaliza la prueba. ]

Podemos ya enunciar un resultado sobre la geometria del conjunto Rq(7'; yo). Se tiene:

Teorema 3.7. Consideremos el sistema (3.1), con T > 0 e yo € R". Sea Q@ C R™ un
subcongunto compacto. Entonces, para todo T € [0,T)] el conjunto Rao(T;yo) (véase la Defi-
nz’cz’o’n es compacto, convexo y varia continuamente con T en [0,T].
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Observacion 3.5. Este resultado es muy importante, ya que probaremos que Rq(T; o) es
convexo aunque el propio ) puede no serlo.

Demostracion. En el caso en el que 2 sea convexo, es facil ver que Rq(7;y0) es convexo.
Efectivamente, consideremos dos estados y1,4s € Ra(7;vy0) v A € [0,1]. Vamos a ver que
Ayp + (1 — Ny € Ra(T;yo). Por la definicion del conjunto de estados alcanzables, existe
un control u; : [0,7] = €; i = 1,2, tal que se verifica que:

yi(t) = A(t)yi + B(t)u;, en [0, 7]
Yi(0) = yo, ¥i(T) = vs.

Aplicando la férmula de Duhamel (3.3)) tenemos que:
yi = yi(1) = F(1)F(0) 'yo + / F(T)F(s) ' B(s)u;(s) ds.
0

Para todo s en [0, 7] tomamos u(s) = Aui(s) + (1 — A)uz(s). Como € es convexo, se
tiene que v € L*(0,7; ). Ademas,

y(1) = F(1)F(0) yo + /OT F(T)F(s) ™' B(s)u(s) ds.
Por otro lado, también se tiene:
A1+ (1= Nyz = AF(1)F(0)'yo + (1 = \)F(7)F(0) o
n /0 " F(r)F(s) " Bls)un(s) + (1 — Nua(s)] ds = y(r).

Podemos concluir que A\y; + (1 —A)ys € Rao(T; yo). Esto prueba la convexidad de Ra(7; vo).

Veamos ahora la compacidad del conjunto Rq(7;10). Para ello, veremos que toda suce-
sion de puntos {y2},en de Ra(7;y0) tiene una subsucesion convergente en R (7; o). Para
todo n, tomamos un control u,, € L*(0,7; ) que lleva la solucion ¥, del sistema desde
Yo a 42 en el tiempo 7. Usando de nuevo la formula de Duhammel, tenemos que:

Yn(t) = F(t)F(0) 1y + /OtF(T)F(s)lB(s)un(s) ds, p.c.t. t €[0,7], con 32 = y,(7).

(3.7)

Por definicién, los controles u,, toman valores en el compacto €2, y por tanto la sucesion

{tn }nen esté acotada en L2(0,7;R™). Como L?(0,7;R™) es un espacio de Hilbert, existe

una subsucesion de {u, },en (que seguiremos denotando {u, },en) que converge débilmente
en L*(0,7;R™) hacia u € L*(0,7; R™):

u, — u débil en L*(0,7;R™).

De la Proposicion deducimos que L?(0,7;Q) es un subconjunto cerrado y convexo y,
por tanto, débilmente cerrado. Se tiene de este modo que u € L*(0,T; Q).
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Veamos ahora que la sucesion {y, fneny C L*(0,T; R") admite una sucesiéon convergente
en C°([0,7]; R™). Haciendo uso de la igualdad ([3.7) obtenemos que {u,},en esté acotada
en L>(0,7;R") y, en particular, en L?(0, 7;R"). Ademaés,

Yn(t) = A)yn(t) + B(H)un(t), p.c.t. t €[0,7].

Asi, {y/ }nen esta también acotada en L?(0,7;R™). Es decir, {y,}nen € H'(0,7;R") es
una sucesion acotada. Como H'(0, 7;R™) se inyecta de manera compacta en C°([0, 7]; R™),

obtenemos que, para una subsucesion (que seguiremos llamando {y,}nen) y para y €
C°([0, 7]; R™), se tiene

Y, — y uniformemente en [0, 7].

Recordemos que u, — u en L?(0,7;R™), con u € L*(0,7;Q). Usando de nuevo (3.7)), no
es dificil comprobar que y, — 7 en L*(0,7;R"), con

g(t) = F(t)F(0) 1y + /OT F(t)F(s) ' B(s)u(s)ds, p.c.t.te[0,7].

Es claro que g(t) = y(t) para todo t € [0,7] y, ademas, y° = y,(7) — y(7) con y(7) €
Ra(T;yo). Se tiene asi la compacidad de Rq(T;yo).

Finalmente, veremos la continuidad en 7 de Rq(7;y0). Sea ¢ > 0. Queremos ver si
existe 0 > 0 tal que para todo 71,75 € [0,T] con |7 — 1| < §

d(Ra(T1590), Ra(T2;%0)) < €.

En la expresion anterior, d(Rq(71;%0), Ra(72; yo)) esta dada por:

yERa(T2;90) YyER(T1590)

d(RQ<Tl§?JO)=RQ(T2§?JO)):méx< sup  d(y, Ra(m1;40)),  sup d(y,RQ(Ta;yo)))

A partir de ahora, suponemos que 0 < 7y < 75 < T. Nos basta ver que:
1. Para todo y € Ra(m2;%0) d(y, Ra(m1;v0)) < €,
2. Para todo y € Ra(m;90) d(y, Ra(m2;40)) < €.

Sea y € Ra(Te;yo). Es suficiente probar el primer punto y, en particular, que existe un
z € Ral(m;yo) tal que d(y,z) < e. Por definicion de Rq(7e; o), existe un control u €
L?(0,T;Q) tal que la soluciéon de asociada a u, verifica que y(m2) = y. Entonces se
tiene que (ver (3.3)):

y(12) —y(11) = F(r)F(0) 'y + /072 F(79)F(s) ' B(s)u(s)ds
- lF(Tl)F(O)_lyO + /OT1 F(r)F(s) ' B(s)u(s) ds]
= F(1y) /72 F(s) 'B(s)u(s) ds

T1

+ 1P = F)] [FO w0+ [ F B s
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Si |11 — 72| es pequetio, el primer término es pequeno por continuidad de la integral. El
segundo término también es pequeno por la continuidad de F'(7). Entonces, basta tomar
z = y(m) para deducir el punto 1. El punto ntimero dos se prueba de forma anéloga. Con
esto concluye la prueba.

En el caso general, en el que  solo es compacto, cabe recordar que L%*(0,T;Q) =
L>(0,T;9), ya que al ser Q compacto, en particular, es acotado. Ademaés, se utiliza un
lema de Lyapunov sobre teoria de la medida (demostrado en [6], p. 163) y de forma maés
general un teorema de D’Aumman (ver por ejemplo [5]), a partir de los cuales obtenemos
las siguientes igualdades:

{/OT F(s)™'B(s)u(s),ds |u € L*(0,T; Q)}
- {/OT F(s)"'B(s)u(s)ds |u € L*(0,T; 89)}
_ { /O " F(s) B(s)u(s) ds u € LX(0,T: ConV(Q))} ,

donde Conv(f2) es la envolvente convexa de 2. Usando los resultados comentados conclui-
mos la demostracion. O

Observacion 3.6. De este teorema obtenemos un resultado bastante importante. Hemos
comprobado que si © es un compacto Ro(T; yo) = Roa (T yo) = Reconve) (T o). Desde un
punto de vista practico este resultado es bastante interesante ya que podriamos encontrar
lo que se denominan controles bang-bang, que son controles que toman tnicamente dos
valores y que tienen un gran interés por ejemplo, en el ambito de la ingenieria.

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos el sistema con m = 1y que nuestro
compacto 2 es el intervalo [0, 1]. Gracias a este resultado, sabemos que si nuestro estado
deseado y4 € R"™ lo podemos alcanzar con un control que toma valores en este intervalo,
también podremos alcanzarlo con un control que toma solo los valores {0, 1} que seria un
control bang-bang.

Podemos considerar ahora el problema con condicién inicial nula. El sistema tiene la

siguiente forma:

y' = A(t)y + Bt)u,
{y(O) o (3.8)
donde t € [0,T], A € C°0,T]; L(R™)), B € C°([0,T]; L(R™;R"™)) y u € L*(0,T;R™).

Ahora introducimos el siguiente operador lineal:
Ly :u € L*(0,T;R™) — Lyu = y,(T) € R, (3.9)

donde y, es la solucion del sistema (3.8]) asociada al control u. Por tanto, Ly asocia cada
control con su elemento del conjunto de estados alcanzables que parte del 0 y alcanza el
estado deseado gy, en un tiempo 7' determinado.
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Observacion 3.7. Es facil comprobar que Ly es un operador lineal. Ademaés, gracias al
Teorema [3.1] también se tiene que es un operador continuo, i.e.,

Ly € L(L*(0,T;R™); R™).

Por tltimo, usando de nuevo (3.3)) con yy = 0, deducimos:
T
Lyu = F(T)/ F(s)"'B(s)u(s)ds, Yu € L*(0,T;R™).
0

Como Lt es un operador lineal, entonces se tiene que:
Ly € L(L*(0,T;R™); R™).
Tenemos ahora el siguiente resultado:

Proposicion 3.8. FEl sistema (3.1) es ezactamente controlable en el instante T > 0 si y
solo si el operador Lt es sobreyectivo.

Demostracion. Usando de nuevo la igualdad (3.6) deducimos que el sistema (3.1]) es exac-
tamente controlable en el instante 7' si y solo si

R(T;0) = R™.

De la propia definicién también se tiene que Im(Ly) = R(7;0). De las dos igualdades
anteriores se infiere el resultado. ]

Observacion 3.8. Obsérvese que el operador Ly no puede ser un isomorfismo. Efectiva-
mente, el operador Ly esta definido entre L?(0,T;R™) (un espacio de dimension infinita)
y R™ (espacio de dimension finita). Por tanto Ly no puede ser inyectiva.

Estamos en condiciones de introducir el problema adjunto, el cual nos va a ser de gran
utilidad.

Definiciéon 3.5. El sistema:

{_¢f = A*(t)p, tel0,T],

3.10
o(T) = o, o€ R" (3.10)

es el denominado como sistema adjunto. En (3.10]), A*(¢) es la matriz traspuesta de A(t).

Observacion 3.9. El sistema es un s.d.o. en el intervalo [0, 7] donde se esta dando
una condicién de Cauchy en el tiempo T. De hecho, es un sistema que se puede escribir
como para las matrices A*(t) y B = 0 sin mas que hacer el cambio 7 = T — ¢, con
t € [0,T], (sistema retrogrado). Asi, podemos aplicar el Teorema y deducir que el
sistema (3.10)) estd bien planteado para cada ¢, € R”, es decir, para todo ¢y € R", el
sistema tiene una tnica solucion ¢ € C1([0,T]; R™). Ademaés, existe Cy > 0 tal que

lol1:10,m < Coleol-
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Veamos ahora un resultado que conecta las soluciones de los sistemas (3.8) y (3.10)). Se
tiene:

Proposicion 3.9. Sea u € L*(0,T;R™) y o € R™. Si y,,p € C°([0,T])™ son las solucio-
nes de los sistemas (3.8)) y (3.10) asociadas a u y a @y respectivamente, entonces:

(Yuo(T), po)rn = /0 (u(t), B(t) p(t))rm = (u(-), B(-)"»(*))L2(0,1mm)-

Demostracion. El producto escalar (y,(-), ¢(-)) proporciona una funcion C°([0,77). Ade-
maés, esta es derivable para casi todo t € [0,T] (ya que sabemos que ¢ es derivable y que
Yy, es derivable para casi todo t). Derivando tenemos que, para casi todo t € [0,7] :

%(yuo(t), o)) = (4. (1), o)) + (yult), & ()

= (A()yu(t) + B(t)u(t), (1)) — (yu(t), A*() (1))
= (A(D)yu(t) + B(t)u(t), ¢(1)) — (A()yu(t), ¢(1))

= (B(t)u(t), o(t))en = (u(t), B*()¢(t)))m.

Integrando esta expresion y teniendo en cuenta que y,(0) = 0, llegamos a que:

(Yu(T), o) = /0 (u(s), B*(s)p(s)))rm ds.

Esta dltima igualdad concluye la prueba. ]
Ahora podemos introducir el operador adjunto a L.

Definicién 3.6. Consideremos el operador Ly definido en (3.9)). Se define como operador
adjunto de Ly, que denotamos L%, al operador que cumple:

Ly € L(R™; L*(0, T;R™)),
(U, L;"SOO)IP((O,T);R"‘) = (LT'LL, @0)]@}17 Yu € L2(0,T, Rm), p e R™.

Observacion 3.10. Si ¢ es la solucion del sistema (3.10) asociada al dato inicial ¢y, la
Proposicion [3.9 nos lleva a la siguiente igualdad:

Lo = B*(-)¢(+) € L*(0, T;R"™), Vo € R™

Usaremos la igualdad anterior en lo sucesivo.

A continuacion, nos interesa introducir el siguiente resultado de teoria de operadores.
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Lema 3.10. Consideremos H y K dos espacios de Hilbert y sea T € L(H; K). Entonces
se tiene:
ker(T*) = (Im(T))*.

Demostracion. Sea x € ker (T*). Por la definicion de ker(7™), esto se da si y solo si T*x = 0.
Esto es equivalente a decir que (T, y)x = 0 para todo y € K. De la definiciéon de operador
adjunto, esto se tiene si y solo si (z,Ty)y = 0 para todo y € K. Finalmente, esto es
equivalente a decir que z € (Im(T))*. Con esto concluye la demostracion. O

Observacion 3.11. Del lema anterior podemos deducir alguna relaciéon adicional entre
Im(L7) y ker(L%). Efectivamente, como Im(Lz) y ker(L%) son subespacios cerrados (son
subespacios de un espacio de dimension finita) también se tiene que:

ker(Ly)* = Im(Ly) = Im(Ly).

Previamente hemos visto que la controlabilidad del sistema , en un tiempo 7T, es
equivalente a que Im(Ly) = R™, pero usando la Observacion llegamos a que el sistema
(3.8) es controlable en el tiempo 7' si y solo si ker(L%) = {0}. Teniendo esto en cuenta
llegamos al siguiente resultado:

Proposicion 3.11. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. El sistema (3.1) es controlable en el tiempo T > 0.
2. ker(L}) = {0}.

3. Se tiene la siguiente propiedad (conocida como propiedad de continuacion unica
para el problema adjunto): Si B*(-)¢(-) = 0 en L*(0,T;R"), con ¢ solucion del
sistema (3.10]) asociada a g, entonces ¢y = 0.

Demostracion. El sistema ({3.1)) es controlable si y solo si Im(Ly) = R™ (Proposicion
[3.8). Pero Im(Ly) = ker(L:)*, por tanto tenemos que ker(L:)* = R, lo cual se da si y
solo si ker(L%) = 0. O

De la Observacion Lipo = B*(+)p(+). Asi, la propiedad de continuacion
tnica para el problema adjunto es equivalente a que L7 sea inyectiva. Esto equivale a que
ker(L%) = 0. U

Observacion 3.12. De este resultado deducimos que el sistema (|3.1]) es controlable en un
tiempo T > 0 si y solo si la funcién escalar

s=(f ' B0t i)

es una norma en R" equivalente a la norma euclidea (sabemos que todas las normas en R”
son equivalentes).

1/2

Lz o € R™ = [oo
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Para ver que se cumplen las propiedades que hacen que sea una norma, basta utilizar
las propiedades del valor absoluto y de la integral. La tinica propiedad en la que debemos
tener algo mas de cuidado es

o[z, = 0 & @0 = 0.

Demostremos que se cumple esta tltima propiedad:

ol = 0 & / B () p(t)[?dt = 0 & B*(t)p(t) = 0,

lo cual por la Proposicion [3.11] tenemos que ¢y = 0 siempre y cuando nuestro sistema sea
controlable. Con esto hemos visto que cumple todas las propiedades de una norma.

Teorema 3.12. Fl sistema (3.1) es controlable en un tiempo T si y solo si existe una
constante cr > 0 tal que se verifica:

T
ool < e / B (o) dt, Voo € R,
0

donde ¢ es la solucion del sistema adjunto (3.10) asociado a pg

Demostracion. Hemos visto previamente que (3.1]) es controlable si y solo si |@q
norma. También sabemos que todas las normas en R"™ son equivalentes. La condicion de
que en R™ las normas |- |; y | - |2 son equivalentes si

L, €S

mlz|i < |zfp < Mlzfy

donde m y M son constantes positivas. Aplicando esta condicién a nuestro caso obtenemos
que

lpo| < erlpolry, Voo € R,

que es equivalente a la condicién del enunciado. Esto termina la prueba. [

Supongamos que B*p = 0, entonces es inmediato comprobar que |pg| = 0y, por
tanto, ¢y = 0. Esto no es més que la Propiedad de Continuaciéon para el problema adjunto
(véase la Proposicion y por tanto hemos probado que el sistema es controlable.
Esto concluye la prueba. [ ]

A continuacién vamos a introducir un concepto que nos va a resultar muy tutil.

Definicién 3.7. Consideremos el sistema de control ' = A(t)y + B(t)u en [0,T], con
A€ C°0,T); L(R™)) y B € C°0,T); L(R™;R™)). Definimos como gramiano de con-

trolabilidad (y lo denotamos por Q) a la siguiente matriz simétrica:

Qp = F(T) (/OT F(t)"'B(t)B*(t)F*(t)™* dt) F*(T) € L(R™),

donde F' es una matriz fundamental asociada al sistema (3.4)).
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Introducimos un lema que nos va a ser ttil para probar ciertas propiedades del gramiano
de controlabilidad.

Lema 3.13. F € C'([0,T]; L(R")) es una matriz fundamental de y' = A(t)y si y solo si
G(t) = F*(t)™" es matriz fundamental de —¢' = A*(t)p.

Demostracion. Una matriz fundamental asociada a (3.4]) verifica F'(t) = A(t)F(t) asi
como que det F(t) # 0 para todo ¢ € [0,T]. Sea la matriz G(t) = F*(¢t)~'. Veamos que
G(t) es matriz fundamental del sistema adjunto (3.10). En primer lugar, esté claro que

det G # 0. Ahora calculamos la derivada de G' = (F *(t)~1). Para ello derivamos la
igualdad F*(t)F*(t)~! = I

Py P () + F () L (P () ) = 0,

dt
es decir,
d
F*()A*()F* (1)~ + F*(t)E(F*(t)—l) =0, Vtelo,T).
Multiplicando ahora por F*(¢)~" a izquierda y despejando 4 (F*(t))™", tenemos:

d * -1\ __ * * —1
)7 = AT F ()

Y por tanto llegamos a que:
G'(t) = —A*(t)F*(t)"', vte[0,T).
Acabamos de demostrar que G es una matriz fundamental de —¢' = A*(t)p. O
El gramiano de controlabilidad QO presenta las siguientes propiedades:

Proposicion 3.14. 1. El gramiano de controlabilidad es independiente de la matriz
fundamental escogida.

2. Qryo = LrLipy para todo ¢y € R".
Demostracion. 1. Sea G(t) otra matriz fundamental del sistema (3.4]), entonces existe

una matriz regular C' € L(R") tal que G(t) = F(t)C, para cualquier ¢t € [0,7].
Deducimos de este modo

Q% — G(T) ( /0 L Gs) B(s) B ()G () ds> G (T)
_ F(T)C < /0 L (P($)C) 1 B(s) B (5)(CF*(5))"! ds) C*FH(T)
_ F(T)CC! ( /0 " F(s) B(s)B (s) F*(s)"! ds) 10 FH(T)

= F(T) (/OT F(s)"'B(s)B*(s)F*(s)™* ds) F*(T) = QF.
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2. Probemos a continuacion el segundo item. Usando de nuevo la Observacion [3.10
deducimos:

Lo = B*()e(-) = B*()G()G(T) o = B*(t)F*(t) ' F*(T)go € L*(0,T;R™).
Aplicando ahora el operador Ly y teniendo en cuenta la Observacion [3.7] obtenemos:
Ly Lygo = L(B*(-)F* ()" F*(T)po)

= | POPET BB O () F (g0 ds = Qo

Con esto concluye la prueba. ]
Teorema 3.15. El sistema (3.1 es controlable en el tiempo T si y solo si det Qr # 0.

Demostracion. Hemos probado en la Proposicion que el sistema (3.1]) es controlable
en el instante T si y solo si ker(L%) = {0}. Veamos ahora una caracterizacion de ker(L%.).
Sea o € R™\ {0}. Entonces, ¢q € ker(L}) siy solo si ¢ # 0y Lipo = 0, es decir, si y solo
sl g # 0y

0 = (Lo, Lr¢o) 2 = (¢o, Li L1wo)re = (90, Qreo)rn-

En la igualdad anterior hemos usado la Proposicion [3.3] De esta Proposicion también de-
ducimos que Qr es simétrica y semidefinida positiva. Pero como g # 0 esto es equivalente
a que Qrpg = 0, lo cual se tiene si y solo si g # 0y ¢y € ker Qr que nos lleva a que
det Qr = 0. Con esto concluye la prueba. ]

Observacion 3.13. Del Teorema [3.15] tenemos que:
ker L7, = ker Or,

y entonces:

R(Ly) = R(Ly) = (ker L3)* = (ker Qp)™*.

Observacion 3.14. El gramiano y la controlabilidad del sistema ({3.1]) depende fuertemente
del intervalo de tiempo elegido.
Por ejemplo, para n = m = 1 si consideramos el sistema con:

- 0 t§T07

entonces se tiene que det Or = 0 para todo T' < Tj y el sistema (3.1) no es controlable en
el tiempo T'.
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3.4. Control de Norma Minima

Consideremos el sistema (3.1). En esta secciéon vamos a suponer que el sistema es
controlable en el instante T, es decir, que det Q1 # 0, siendo Q7 la matriz dada en la Defini-
cion Si tenemos que det Q7 # 0 vamos a ver que podemos encontrar infinitos controles
que resuelven nuestro problema. Nos surgiria la duda de cual es més conveniente utilizar.
Esta pregunta tiene facil respuesta. Utilizaremos aquel cuya norma (en L?(0,T;R")) sea
minima.

Como hemos comentado en general, el control u que proporciona el resultado de con-
trolabilidad para no es unico. De este modo podemos definir el siguiente conjunto:

Definicion 3.8. Consideremos el sistema (3.1]) con dato inicial yg € R" e y; € R", llama-
mos espacio de controles y lo denotamos por U(yo, ya; T') al conjunto:

Uy, ya; T) = {u € L*(0, T;R™) : yu(T) = ya},
donde y,(t) es la solucion del sistema (3.1)) con dato inicial yg, asociada al control w.
El objetivo principal de esta seccién seréd demostrar:

Teorema 3.16. En las condiciones anteriores, el problema:

A
Minimizar J(u) = —/ lu(t)|® dt
0

2 (3.11)
u € Uyo,ya; T),
tiene una unica solucion @ € L*(0,T;R™) que tiene la forma:
=B (t)F"(t) " F*(T)Q7' (ya — F(T)F(0)yp). (3.12)
y cuya norma viene dada por:
lal13.0.7) = (2" (Ya = F(T)F(0) " y0), ya — F(T)F(0) ') - (3.13)

Demostracion. Como hemos supuesto que el sistema (3.1]) es controlable en el tiempo T,
se verifica que U (yo, ya; T) # 0.
Recordamos la definicion del operador Ly (ver (3.9))

Ly :u € L*(0,T;R™) — Lyu = y(T) € R,

que a cada control u nos asocia la solucion del sistema ((3.8)) asociada a dicho control en el
instante 7. Teniendo esto en cuenta, asi como la linealidad del problema ({3.1]), podemos
escribir el conjunto U (yo, ya; 1) como:

U(yo,ya; T) = {u € L*(0,T;R™) : Lyu = yq — F(T)F(0) 'y}
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A partir de ahora denotaremos:
i = ya— F(T)F(0)" 'y
Ahora bien, sea v € U(yo,yq; T'). Por la linealidad de nuestro sistema podemos expre-
sar U (Yo, ya; T') como:
Uyo,ya; T) = L' ({ya}) = v + {u € L*(0,T;R™) :  Lyu =0} = v + ker(Lr),

de lo que deducimos que U(yo, yq; T') es una variedad afin cerrada no vacia de L*(0,T; R™).
Antes de continuar con la demostracion, necesitamos un resultado relacionado con el
Teorema de la Proyeccion:

Teorema 3.17. Sean H un espacio de Hilbert, vg € H y M un subespacio vectorial cerrado
de H. Entonces, existe una unica solucion u € vy + M de:

lall iz = mfpeworarf|v]l

{Hallar @ € vy + M,

Ademds, U estd caracterizado por:

Gevy+ M, we M.

Como buscamos la solucion en U(yo,yq;T), estamos en condiciones de aplicar este
resultado y deducir que el problema (3.11)) tiene una tnica solucion @ € L*(0,T;R™).
Ademés, esté caracterizada por

u € UWo,ya; T), (4,v) =0 Vv € ker(Lr),

o lo que es lo mismo, se tiene que (i, v) = 0 para todo v € ker(Lz) = Im(L})*, con L tal
y como definimos en la Definicion [3.6] Por tanto, se tiene que:

uweU, uelm(Ly),
lo cual es equivalente a que:
Lyt =yq — F(T)F(0) 'yo = 9, &= L(Po) con Py € R,

que nos lleva a que

LrLi(¢0) = Ja & @ = L7 (Q7 ) »
donde hemos tenido en cuenta que Qrpy = LrLipo para todo ¢y € R™ (tal y como
probamos en la Proposicién [3.14). Teniendo en cuenta la expresion de L7 vista en la

Observacion llegamos a que:

a=B*(t)F"(t)" F*(T) Q7' (ya — F(T)F(0)'yo).
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Esto prueba (3.12)).

Ahora vamos a obtener el valor de la norma de este control:
T T
lillor = [ li@Pds = [ 1B P e T Tl ds

_ < /0 F(T)F(s)" B(s) B*(s)F* (s) F* (T) Q5 i d, QTlﬂd)
= (21974 Q7' 7a)
= (Q7'a, Ua)

es decir, el control de norma minima tiene como norma:

lll2:0.r) = (Qr' (ya — F(T)F(0) o), ya — F(T)F(0)"yo) -

Esto prueba (3.13)) y concluye la demostracion. ]

De esta forma, hemos podido caracterizar el control que nos dara la norma minima. No
obstante, al tener una expresion dependiente de la matriz fundamental, en general, no sera
sencillo su calculo. Ahora bien, en vista de la expresién concreta de 4 y de su norma, se
tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.18. Supongamos que yo = 0 y consideremos u dado por (3.12)) con yq € R".
Entonces la aplicacion:
Cr:R" — L*(0,T;R™)

3.14
Yd > ’&7 ( )

es lineal y continua para todo yg € R™.

Esta aplicacion tendréa relevancia en el Capitulo [6] ya que su norma serd la que nos
proporcione el coste del control. En ese capitulo estudiaremos qué le ocurre a la norma de
esta aplicacion cuando 7" — 0.
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Capitulo 4

La Condicion de Controlabilidad de
Kalman para Sistemas Lineales
Autéonomos y No Auténomos

4.1. La Condicién de Controlabilidad de Kalman para
Sistemas Lineales Auténomos

En el capitulo anterior, hemos encontrado una condicién necesaria y suficiente para
estudiar si nuestro sistema es controlable en un tiempo 7'. No obstante, para aplicar
esta condicion es necesario conocer la matriz fundamental de nuestro sistema, lo cual, salvo
en algunos casos, como sistemas con coeficientes constantes, no es facil de calcular.

En este capitulo pretendemos encontrar una condicién necesaria y suficiente para es-
tudiar la controlabilidad de un sistema lineal pero de tipo algebraico y que los célculos
necesarios puedan ser realizados sin el conocimiento de la matriz fundamental asociada.

En el caso de sistemas lineales auténomos de dimension finita es un resultado bien cono-
cido denominado como la Condicién de Controlabilidad de Kalman para Sistemas
Lineales Auténomos y debido al matematico Rudolf E. Kalman et al. en su articulo
Controllability of linear dynamical systems publicado en el afio 1963.

Para ello consideremos el sistema lineal auténomo:

Yy =Ay+ Bu en [0,T],
y(O) = Yo,

donde n, m > 1, A € L(R") y B € L(R™,R"), siendo ambas matrices con coeficientes

constantes, yo € R™ y nuestro control v € L*(0,T; R™).

Para poder enunciar la Condiciéon de Rango de Kalman es necesario introducir el si-
guiente concepto.

Definicién 4.1. Consideremos el sistema (4.1). Se define la matriz de controlabilidad
cOmo:

(4.1)

[A|B] := [B|AB|A*B|A%B|...|A" ' B] € L(R™;R").

47
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Teniendo en cuenta esta definicién, pasamos a estudiar la Condiciéon de Rango de Kal-
man. Se tiene:

Teorema 4.1. Consideremos el sistema (4.1)). Se tiene que las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El sistema (4.1)) es controlable en el tiempo T, para todo T > 0.
2. Existe un T > 0 para el que el sistema (4.1) es controlable en el tiempo T .

3. Rango [A|B] = n (esta condicion se conoce como Condiciéon de Rango de Kal-
man).

Antes de realizar la prueba conviene recordar el Teorema de Caley-Hamilton, el
cual nos va a ser ttil para la demostracion.

Teorema 4.2. Sea A € L(R™) una matriz. Si
p(A) =det(A,, — A) = A" —a, A"t — . —a,
es el polinomio caracteristico de la matriz A, entonces p(A) =0, i.e.,
A" = g AV 4 @ AV 4 L+ and,.

Demostracion. Sea B = Adj(\l, — A), la matriz adjunta de (AI,, — A). De las propiedades
de las matrices adjuntas (Adj(C) - C' = C - Adj(c) = det C),deducimos que

(M, — A)B = det(\,, — A) = p(\) ..

La matriz B tiene polinomios en A como entradas. Podemos descomponer B en submatrices
en funcion de las potencias \':
n—1
B=) NB.
i=0

Ahora, desarrollamos el producto

n—1
p()‘)ln = ()‘In - A)B = <)‘In - A) Z /\sz
n—1 n—1 0
=Y \tlp, Z NAB,;
=0 =0
n—1
= X'B,_1+ Y _N(Bi-1 — AB;) — AB,.
=0

Recordando la expresion del polinomio caracteristico, p(A) = det(A,, — A) = X" —ay A\ ! —
... — ap, llegamos a una igualdad entre dos matrices cuyas entradas son polinomios y que
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estan escritas como combinacién lineal de matrices de coeficientes constantes cuyas entradas
son potencias de A.

Para que se dé esta igualdad las matrices de entradas constantes con coeficientes A
tienen que ser iguales, lo que nos lleva a:

Bn—l - ]n7
Bi 1 —AB;=a,_il, 1<i<n-—1,
—ABO = aofn.

Finalmente, multiplicamos las igualdades anteriores, respectivamente por A’ a izquierda y
sumamos:

n—1
Aan—l + Z(AZBz—l - Ai—HBi) - ABQ = A" + alA”_l + ...+ CLn_lA + anIn.

1=1

El lado izquierdo es una suma telescopica que se anula, lo que nos lleva que p(A) = 0,
como queriamos demostrar. ]

Habiendo recordado este teorema, procedemos a demostrar la Condiciéon de Rango de
Kalman:

Demostracion del Teorema[f.1 Sabemos que F(t) = ¢4, t € R, es una matriz fundamen-
tal asociada al sistema 2’ = Az. Entonces se tiene que (véase Definicion [3.7)):

T
Or —/ eT=)ABB*e(T=)4" 4.
0

Esta implicacién es inmediata. Si el sistema (4.1)) es controlable para todo
T > 0, en concreto existe un 7" > 0 para el que es controlable.

Procederemos por reduccion al absurdo. Supongamos que no es controlable
en el tiempo T > 0. Por el Teorema [3.15] sabemos que esto ocurre si y solo si det Qr = 0, lo
cual, de la prueba de ese mismo teorema, sabemos que se da si solo si existe ¢y € R™\ {0}
tal que piQpo = 0 es decir:

T
/ e T=94B|2 ds = 0.
0

Esto se da si y solo si para a(t) := pie 4B € R™ se verifica que a(t) = 0 para todo
t € [0, 7). Cabe remarcar que « es una funcion analitica en [0, T']. Entonces, @ = 0 en [0, T
lo cual se tiene si y solo si

v
dtk

Tenemos por tanto que ¢y # 0y que [ A|B] = 0 lo que es equivalente a que Rango[A|B] <
n.

(T) = (—1)* s A*B =0, Vk>0. (4.2)
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Si Rango[A|B] < n, entonces existe @y # 0 con pi[A|B] = 0, es decir, pjA*B =
0 para todo k tal que 0 < k <n — 1.
Usando el Teorema de Caley-Hamilton, Teorema 4.2 deducimos que

PLA'B =0, Vk>0

y volvemos a obtener (4.2]). Por tanto, ¢5Qrpe = 0 y el sistema (4.1)). Con esto concluye
la demostracion. O

Observacion 4.1. Cabe destacar que gracias a este teorema, si Rango[A|B] = n, ya
sabemos que podemos controlar nuestro sistema en el tiempo 7', para cualquier T' > 0.
Esto tiene una gran importancia, ya que acabamos de proporcionar un método puramente
algebraico para poder estudiar la controlabilidad de un sistema con coeficientes constantes.
La matriz [A|B] la podemos calcular haciendo uso de cualquier tipo de software de célculo.

Vamos a ver un ejemplo de aplicacion de este Teorema.
Ejemplo 4.1. Recuperamos el Ejemplo [3.1} En este ejemplo, considerabamos el sistema [4.1

10 0
n—2,m—1yA—(1 1 1
ya que la primera componente y; de y era independiente del control u. Ahora lo podemos
ver aplicando la Condicién de Rango de Kalman (Véase el Teorema :

. Vimos como el sistema con B; = no era controlable,

i) = sz = ().

que es inmediato comprobar que su rango es 1 < n = 2. Por tanto, el sistema no es
controlable. No obstante, en ese ejemplo, habiamos anunciado que si considerabamos By =

1
( 0 ) el sistema sf seria controlable. Veamoslo:

AlBL = Bl = () 1 )

la cual efectivamente tiene rango 2 = n y por la Condiciéon de Rango de Kalman compro-
bamos que el sistema si es controlable.

Pasamos a probar un resultado que nos permitira caracterizar los estados alcanzables
desde yo € R

Proposicion 4.3. (Caracterizacion de los estados alcanzables desde y,.) Conside-
remos el sistema (4.1). Denotemos por

X = Span{A*Bv: v e R™, 0<k <n—1} CR™

Entonces, se verifica:
Yo € R(T;y0) & ya— ey € X
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Demostracion. Para la prueba de esta proposicion, introducimos la aplicacion lineal:

I :R™ x - x R™ — R"

—
n veces
n—1
Ln(Ugy ooy Up—q) = g Al Bu.
Jj=0

Veremos que Im(l,) = Im(Lr) con Lt la aplicacién definida como (3.9). para ello,
tendremos en cuenta que Im(l,,) e Im(Lz) son subespacios vectoriales de R". Como son
subespacios de un espacio de dimension finita, entonces son cerrados y asi, todo consiste en
probar que Im(l,)* = Im(Lr)*. Sea v € R*, u € L*(0,T;R™) y u; € R™, j =0,....,n — 1.
Se tiene que:

(Lru,v)pn = /T(u(s),B*e_SA*eTA*U)Rm ds. (4.3)
Por otro lado tenemos que: 0
(In (o, .oy Un—1), V)R™ = (ug, B*0)R™ + ... + (tp_y, B*(A*)"10)R™.
Supongamos que v € Im(l,)*. Entonces,

0= (ln(u07 S aun—1)7 U)R"
= (UO, B*’U)Rm + e+ (’U,n,b B*(A*)nil'l])Rm’ V'Lbo, e, Up—1 € R™.

En particular,
B*(A"fv =0, Vk=0,1,...,n—1

Entonces, aplicando el Teorema de Caley-Hamilton (véase el Teorema a la matriz A*

se verifica que:
n—1

(A*)n — ch(A*>k,
k=0
donde ¢, son constantes. Entonces, por inducciéon, para [ < 0 arbitrario, existen constantes

¢ tales que:
n—1

(A*)n—H — Cl,k(A*)k-
k=0

Entonces, B*(A*)*v = 0 para todo k > 0. Teniendo en cuenta que, como A es de coeficientes
constantes, F'(t) = e y por tanto F*(t) = e'4", desarrollando en serie llegamos a que:

- e t*
B*e!y = Z B*(A*)* 0,
k=0

H p—y
de donde deducimos que para T > 0 y t € [0, T arbitrarios, se tiene que:

B ey =0,
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lo que, teniendo en cuenta la expresion (4.3)), nos lleva a que (Lru,v) = 0 para cualquier
u € L?(0,T;R™) y v € Im(Ly)*.
Supongamos ahora que v € Im(Ly)*, es decir, v € R" satisface

(Lru,v)ge =0, Yu € L*(0,T;R™).
Entonces, de la expresion (4.3), se verifica que

B T4y =0, Vte|0,T)]. (4.4)

Evaluando (4.4) en ¢t = T obtenemos que B*v = 0. Derivando n — 1 veces la expresion (|4.4))
con respecto a t , con t € [0,7] y evaluando cada derivada en t = T obtenemos que

B*(A v =0, k=0,1,...,n—1

y por tanto:
(ln(u07"'aun—l)7v)R” = 07 van"'aun—l € R™.

Con lo que probamos que Im(l,,) = Im(L7).

Ahora bien, si y; € R(T;yo) por la linealidad, esto es equivalente a que yg — e’ 4y, €
R(T;0). Como R(T;0) = Im(Lr), ya—eTyo € Im(Lz). Acabamos de probar que Im(l,,) =
Im(L7) por tanto yg — e™4yy € Im(l,). Ademas, tal y como hemos definido la aplicacion
In, es inmediato comprobar que Im(l,) = X y por consiguiente se tiene que y; — eZ4yy €
X. Para la otra implicaciéon, simplemente debemos seguir este razonamiento en sentido
opuesto. Con esto concluye la demostracion. ]

Sea {6;}1<<i<p C C el conjunto de los distintos autovalores de la matriz A* (conocido
como espectro de A* y que denotaremos por o(A*)). Denotaremos por m;, 1 <1 < p a
la multiplicidad geométrica del autovalor 0, y la secuencia {w; ;}1<j<m, denotara a la base
del espacio de autovectores asociado a 6;. A continuacion, introducimos el conocido como
test de Hautus.

Teorema 4.4. Consideremos el sistema (4.1)). Bajo estas hipdtesis, las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1. FEl sistema (4.1)) es controlable en el tiempo T, para todo T > 0.

A*— 0,1,

2. Se verifica el test de Hautus. Rango ( B

):n,pamtodolzlglgﬁ-

3. Rango[B*wy 1, B*wy 2, ..., B*wim,] = my, para todo [ : 1 <1 < p.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un

autovalor 0, € o(A*) tal que:
Rango (A ;f’l%) < n.
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Por tanto, existe w; # 0 un autovector de A*, es decir, que verifica que (A* — 6,1 )w; = 0.
También se tiene que B*w; = 0. Ahora bien, como estamos trabajando con un sistema
autéonomo, la soluciéon del sistema:

—¢' =A%,

QO(T> = Wi,

vendra dada por ¢(t) = e T, = Ty, (al ser §; un autovalor de A* entonces se
tiene que A*w; = fw;). Recordando la expresion obtenida para L} en la Observacion m
obtenemos que:

Liw, = =8 By, = 0.

Por tanto, ker(L¥) # {0} y, por la Proposicion [3.11] el sistema no puede ser controlable.

A* — 0,1,
B*

a proceder por reducciéon al absurdo. Supongamos que Rango[A|B] < n. Esto se verifica

si y solo si ker([A|B]*) # {0}. Por simplificar un poco la notaciéon, denotamos por N al

ker([A|B]*). Se tiene que dimN > 1y que N' C R". Tomemos ¢y € N. Entonces se

verifica:

2 = 1| Tenemos que Rango = n, para todo [ : 1 < [ < p. Volvemos

Tomamos ahora A*yq, entonces se tiene:

B*A*py =0,

B*(A*)n—2A*S00 — O,
B*(A*)R_IA*(’OO — B*(A*)NQOO

Si tuviéramos que B*(A*)"¢y = 0 tendriamos que A*py € N. En efecto, aplicando el
Teorema de Caley-Hamilton (Teorema , sabemos que podemos expresar (A*)" como
combinacion lineal de A* : 0 < i <n—1,y como ¢y € N, se tiene que B*(A*)"py = 0
v que A*pg € N. Al ser N de dimension finita, existen § € Ry w € N\ {0} tal que

A*w = Ow y por tanto Rango (A 5*9["> <n

B*
Fijemos  con 1 <[ < p y veamos que {B*w; 1, B*w; 2, ..., B*w; m, } C R™ es un conjunto

Nuestra hipotesis es que Rango (A - 91[“) = n, para todo [ tal que 1 <1 < p.
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linealmente independiente. Para ello, consideramos a; € R tal que

my
E ajB*le = 0.
j=1
Usando esta expresion, si tomamos w = ;.n:ll a;w ;, tenemos que w es autovector de A*

asociado a 6; y es soluciéon de

A*— 6,1, B
< B )w—O.

Usando el item 2, deducimos que w = 0, es decir,

my
E a;wy ; = 0.
Jj=1

Finalmente, usando que {wy1,..., W, } son linealmente independientes deducimos que
a; = 0 para todo j : 1 < j < my. Esto prueba el tercer punto del teorema.

Nuestra hipotesis equivale a que {B*w; 1, ..., B*w;m,, } es un conjunto lineal-
A — 6,1,
B*
R™\ {0} autovector de A* asociado a 0, tal que verifica que (A*—6,I,,)w = 0y que B*w = 0.
De la condicion de que w es un autovector de A* tenemos que w = > ™, a;wy ;. Por tanto:

mente independiente. Supongamos que Rango < n. Entonces, existe un w €

my
B'w=0& Z a;B*w; j =0,

j=1
que por la hipétesis implica que a; = 0 para todo j : 1 < j < my. Por tanto

Rango (A E*HZI”) =n,

lo cual concluye la prueba. O

Observacion 4.2. El conjunto { B*w; 1, B*w; 3, ..., B*w; 1, } es un subconjunto de C™. Ade-
mas, la condicion 3 del teorema anterior también nos dice que el conjunto es linealmente
independiente para cualquier [ : 1 <[ < p. En particular,

my<m, Vli:1<1[<p.

4.2. Forma canodnica de Brunovsky

Consideremos de nuevo el sistema lineal auténomo:

{y/ = Ay + Bu en[0,7T],

y(0) = yo, (45)
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donde B es un vector m = 1, B € L(R,R") = R", yo € R" y el control u € L?(0,T). En
este caso, la matriz de controlabilidad [A|B] es una matriz cuadrada:

[A|B] = [B|AB|A?B|---|A"'B] := P € L(R"),

y aplicando la Condiciéon de Rango de Kalman (Teorema sabemos que el sistema (4.5))
es controlable en el tiempo T" > 0 si y solo si

det P # 0.

En este caso, el sistema (4.5) podemos escribirlo de una forma maés sencilla haciendo uso
de la Forma Canénica de Brunovsky del sistema (4.5)).

o0 o0 - —a,
1 0 0 A _anfl
P€1:B, AP:PAO CODAOI 01 0 o —Ap—2
00 --- 1 —aq
donde con e; ¢ = 1,...,n denotamos a los vectores de la base candénica de R™. De hecho,

sip(A) = A" + a A"+ @ "2 + - 4+ a,_1\ + a, es el polinomio caracteristico de A,
entonces, aplicando el Teorema de Caley-Hamilton (Teorema se tiene que p(A) =0,

A" = —q AV — g AV — o — a1 A — apd,,
y multiplicando por B a derechas obtenemos:
A"B=-a;A"'B— A" ’B— -+ —a,_1AB — a,B.

Podemos ahora realizar el cambio de variables z = P~!y para asi transformar el sistema
(4.5) en un sistema en cascada:

2 =Apz+eu en 0,7,
Z(O) = P_lyo,

teniéndose que las propiedades de controlabilidad de los dos sistemas son equivalentes,
facilitando el sistema en cascada los distintos calculos a realizar.

Ejemplo 4.2. Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y escalares de
orden n nos proporciona un ejemplo de sistema de dimension n que es controlable con solo
un control (m = 1) u € L*(0,T):

2 da2" V4 a2+ anz = u.
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Para un sistema de este tipo, definimos unas nuevas variables y; = z, o !

=2z, ...,
yn = 2"~ Y de modo que obtenemos un sistema equivalente de la forma:
yi = Y2,
yé = Y3,
Yp = —Q1Yn =+ = Q1Y — QY1 + U
Escribiéndolo en la forma iy’ = Ay + Bu obtenemos:
, 0 1 0 0 0 0
s 0 0 1 0 o | ("
/
Un —Qp —Qp1 —Qpy —Qp_3 —a) N !
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
de modo que A = . e LRy B=|:|¢€
1
—Qap —0p-1 —0ap—2 —0p-3 ... —ax

L(R,R™). Teniendo esto en cuenta, la matriz de controlabilidad tendra la siguiente estruc-
tura:

00 ... 1
[A|B] = o
01 ... e
1 e °

y por tanto, Rango[A|B] = n y aplicando la Condicién de Rango de Kalman (Teorema
obtenemos que el sistema es controlable.

4.3. La Condicién de Controlabilidad de Kalman para
Sistemas Lineales No Auténomos

Volvemos ahora a trabajar con el problema de control variante con el tiempo

{y/ = A(t)y + B(t)u, te€]0,T], (4.6)
y(0) = yo,

con yp € R", u € L*(0,T;R™) y:

Ae CM2([0,T); L(R™)) y B € CM~1([0,T]; L(R™,R™)) (4.7)
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donde M es un entero M > n. Definimos:

d (4.8)
— = Bia(1)

(1 <i< M —1)y denotamos por K,(t) € CM=7([0,T]; L(R"’; R")) a la funcién dada por:
Ky(t) = [Bo(t)| Bi(t)]...| By ()] € CH7P([0, T L(R™; R™)).

Observacion 4.3. Cuando las matrices A y B no dependen del tiempo, es decir, cuando
el sistema (4.6]) es auténomo, se verifica que:

Ka(t) = [A|B] € LR™R™), ¥t € [0, T]
Con esta notacion se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.5. Consideremos el sistema ([4.6) en el que A € CM72([0,T]; L(R™)) y B €
CM=1([0,T]; LR™,R™)) con M un entero M > n. Si existe unty € [0,T] yp € {1,..., M}
tales que

Rango(K,(to)) = n, (4.9)

entonces el sistema (4.6]) es controlable en el tiempo T.
Este importante resultado podemos encontrarlo en [12].

Demostracion. Supongamos que se tiene (4.9) para todo to € [0,T] yp:1<p < M. Por
contradiccion, supongamos que el sistema (4.6]) no es controlable en el tiempo T'. Entonces
se verifica la siguiente condicion para el gramiano (véase el Teorema [3.15)):

Jpp € R™\ {0} tal que ¢;Qrpo = 0.
Por tanto, teniendo en cuenta la definicién del gramiano de controlabilidad (Definiciéon
, se tiene que:
T
/]%ﬂﬂﬂﬂqWWﬁ—Oigf@W@1Mﬂ:Q vt € [0, 7).
0

Ahora, definimos py* := @i F(T)F(ty)~! # 0 y llamaremos:
a(t) = G F(te)F(t) 'B(t) =0 Vt € [0,T].

De los propiedades de regularidad que hemos impuesto a A y B deducimos que a €
CM=1([0,T],R™) y ademés se verifica que:

d

U
= SIF@)7) = —F@) " AG),

F)'Ft) =1, = —[Ft)"F@t)+ Ft) "AQ)F(t) =0
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Por tanto

(1) = B F () () ADB() + G (1) F(1) " By(1)

= =Gy F (to) F(t) " [A(t) Bo(t) — By(t)] = =G5 F(to) F(t) ' Bu(t), vt € [0,T].
Por induccion, obtenemos la siguiente relacion:

dk
d—ﬁ(t) = (=)@ F(to) F(t) ' Bp(t) =0 vt e[0,T], Vk:0<k<M—1

y por tanto se tiene que $y* By (tp) = 0 para todo k : 0 < k < M — 1 = Rango(K,(ty)) <n
para todo p € {1,..., M} llegando por tanto a una contradiccién. Con esto concluye la
demostracion. N

Observacion 4.4. En este caso, no ocurre como cuando las matrices A y B eran autéono-
mas, y la condicién que acabamos de demostrar no es una condiciéon necesaria. Es decir,
este resultado nos proporciona una condicién suficiente més débil que la del Teorema
Esto lo podemos ver en el siguiente ejemplo:

by ()

Ejemplo 4.3. Tomemos n = 2, m =1, A=0y B(t) = (b (0
2

080(07T/2)7 bl € C(())O(T/QaT) y

), t € [0,T], con by €

T T
[ mpazo. [ wpa o
0 0
Veamos qué expresion tiene K, (t):

Ky = (Bo(t)|By()] .| Bp-1(t))

donde
BO(t) = B<t)a
Bi(t) = —%Bi_l(t)

y por tanto K,(t) presenta la siguiente forma:

b(t) W) - W)
bo(t)  Wt) - W)

En vista de la forma de K,(t) esta claro que Rango(K,(ty)) = 1 < 2 = n para cualquier
to € [0, 7). Ahora bien, F(t) = Id es na matriz fundamental asociada al sistema y’ = A(t)y)
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con A = 0. Por tanto, se tiene:

/ e
{Q by (t)|? dt fOTbl
by (t)by(t) dt fo b (t) |2dt

B fo |b1(¢)]? dt 0
- 0 Jo Iba(0)? dt

y si ahora calculamos det Q7 obtenemos:

fo b1 ()] dt 0

det
et Qr 0 T by ()2 dt

£0

y por tanto, hemos visto que el sistema es controlable a pesar de no verificarse la condicion
de controlabilidad probada.

Teorema 4.6. Supongamos que A € C([0,T]; L(R™)) y B € C*([0,T]; L(R™,R™)) Si
eziste t € [0,T] tal que:

Span{ B;(t)ulu € R", i € N} = R"
entonces el sistema (4.6]) es controlable en el tiempo T.

Demostracion. Supongamos que el sistema (4.6) no es controlable. Entonces, por el Teo-
rema Qr no es invertible. Eso implica que existe y € R™\ {0} tal que Qry = 0. Por
tanto, se tiene que:

T
0=y Qry= [ BOF (T) Pty
0

Definimos:

at) = 2*F(t)F(T) ' B(t),

con z := F*(T)"'F*(t)y. Se verifica que «(t) = 0 para todo ¢ € [0,7]. Como las matrices
fundamentales son invertibles, se tiene que z,y # 0. Usando la definicién de B; y siguiendo
un razonamiento analogo al seguido en la demostracion del Teorema llegamos a que

a(T)=2*Bi(T) =0, VYieN,

y como z* no es nulo llegamos a una contradiccion con la condiciéon que hemos impuesto
en el enunciado.

]

En el caso en el que A y B sean funciones analiticas en [0, 7], si tenemos una condi-
cion necesaria y suficiente para la controlabilidad (omitiremos la prueba, pero podemos
encontrarla en [3]):
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Teorema 4.7. En las condiciones anteriores, si las aplicaciones A y B son analiticas en
[0, T, entonces el sistema (4.6) es controlable en el tiempo T si y solo si:

vVt € [0,T], Span{B;(t)ulu € R", i € N} = R".



Capitulo 5
Método de Unicidad de Hilbert

En este capitulo vamos a introducir un método para resolver problemas de contro-
labilidad, para sistemas de dimension finita, conocido como Método de Unicidad de
Hilbert también denominado como HUM (de Hilbert Uniqueness Method). En este mé-
todo nos van a interesar sistemas en los que el estado inicial es nulo y(0) = 0. Para este
capitulo, seguiremos el desarrollo realizado en [3]. Consideremos de nuevo el sistema

A(t)y + B(t)u(t) en [0,T], (5.1)

—_—
<
~—~ =

—~
S =
I
=

con y(t) € R", el control u € L*(0,T;R™), siendo A € L>(0,T; L(R")) y B € L>(0,T; L(R™,R"™)).
Consideremos ahora el problema adjunto

—¢' = A*(t)p(t),
{s@(T) = ¢o. &2

Observacion 5.1. Los sistemas y (5.2) estan bien planteados para cualesquiera
u € L*0,T;R™) y oy € R™. Por ejemplo, gracias a que A € L>(0,T; L(R")) el siste-
ma lineal y' = A(t)y en [0, 7] tiene una matriz fundamental F € C°([0,T]; L(R™)) que es
absolutamente continua en [0, 7] y por tanto la solucion del sistema viene dada por
la Formula de Duhammel . Del mismo modo, se tiene para el sistema adjunto .

Una vez visto que los sistemas (5.1]) y (5.2)) pasamos a demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 5.1. Consideremos u € L*(0,T;R™). Sea y : [0,T] — R™ la solucion del
problema de Cauchy (5.1)). Sea o € R™ y ¢ : [0,T] — R™ la solucion del problema (5.2)).

Entonces se cumple la siguiente igualdad:

y(T)-sooz/O u(t) - B*(t) dt.
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Demostracion. La prueba es directa teniendo en cuenta la Observacion las expresiones
de las derivadas de y y ¢.

y(T) - g0 = y(T)p(T) — y(0)o(0) = / Lty - o(t)) dt
- / (A@R)(E) + BEu(t) - o) — y(t) - A*(£)o(t)] de
_ /0 u(t) - B*(H)p(t) dt.

Con esto concluimos la demostracion. [
Definimos:

Definicion 5.1. Sea A la siguiente aplicacion:

A:poeR" - y(T) e R,
donde y : [0, 7] — R™ es la solucion del problema

{y' = At)y + B(a(t), 53)

y(0) =0,
en el tomamos @ € L%(0,T;R™) definido como:
alt) == B ()elt),

donde ¢ es la soluciéon del problema adjunto .

Observacion 5.2. La aplicacion A viene dada por

L*
A € R 5 B*(t)p(t) I3 y(t) € R,
con Ly la aplicacion definida en (3.9)) y L% como hemos introducido en la Definicion
Asi, A = Ly Lk, es decir A(yg) = Ly Lo y por la Proposicion se tiene que

A(po) = Qro.
Una vez definida la aplicaciéon A, probaremos el siguiente teorema:

Teorema 5.2. Consideremos la aplicacion A tal y como hemos introducido en la Definicion

5.1 Entonces, se verifica que
R(0,T) = A(R").

donde R(0,T) es el conjunto de estados alcanzables desde 0 en el tiempo T (Definicion
. Ademds, siy, = Apo) y u* € L*(0,T;R™) es un control que nos lleva el sistema
(5.1) de yo =0 a y, en el tiempo T, entonces

[ aoras [weor

donde la igualdad se da si y solo si u* = u.
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Demostracion. Por la definiciéon de la aplicacion A se tiene:
A(R™) C R(0,T).

Sea un estado y4 en R(0,7"), que sabemos que es un conjunto no vacio. Consideremos un
control u* € L*(0,T;R™) tal que la soluciéon y* del problema

y* = AQ)y* + B(t)u*(t),
y*(0) =0,

alcanza yg en el tiempo T. Sea A C L%*(0,7;R™) el conjunto de las aplicaciones de la
forma t € [0,7] — B*(t)p(t) donde ¢(t) es solucion del problema adjunto para
algiin oy € R™. Este conjunto A es un subespacio vectorial de L?(0,T;R™). Ademaés, A es
un subespacio de dimension finita, ya que el problema adjunto tiene un ntmero finito de
soluciones linealmente independientes. Entonces, A es un subespacio vectorial cerrado de
L?(0,T;R™). Sea @ la proyeccion ortogonal de u* en A. Tenemos que:

T T
/ uw*(t) - u(t) dt = / a(t) -u(t)dt, Yue A.
0 0

Sea ¢ : [0,7] — R™ la soluciéon del problema de Cauchy

gy = A(t)y + B(t)u

7 = A0 + B 5

y(0) = 0.
Haciendo uso de la Proposicion [5.1] se tiene

Ya - 0o =4(T) - po, Yoo € R,

lo que nos lleva a que

ya = y(T).
Como u € A, entonces existe pg € R" tal que la solucion ¢ € R™ del problema adjunto
asociado al sistema (5.4]),

verifica:
a(t) = B*(t)g(t), t € [0,T).

Usando la definicién de A y teniendo en cuenta (j5.4))
A(o) = 9(T).

Como yq = g(T'), entonces se tiene que yq = A(Pp) lo que concluye la prueba de la primera
parte del teorema.



64 CAPITULO 5. METODO DE UNICIDAD DE HILBERT

Para probar la segunda parte, sea y; = A(pg), sea & como hemos definido previamente

(véase (5.3))) v sea
u* € L*(0,T;R™)

un control que lleva el sistema ((5.1)) del estado inicial 0 a y4 en [0, 7). Por la definicion de
A se tiene que u € A. Ademaés, usando la proposicion anterior, tenemos que:

/OTu*(t) Cu(t)dt = /OTu(t) u(t)dt, Yu€ A.

Concluimos que @ es la proyeccion ortogonal de u* en A. Asi,

/OT’“*(”’Q‘Z’“L:/OT’“(t)IQdH/OT\u*(t)_u|2dt‘

Esto concluye la prueba del teorema. O



Capitulo 6

Coste del Control

Una vez estudiada la controlabilidad de un sistema, nos podriamos preguntar coémo se
ve afectado el control ante una disminuciéon del tiempo T'. Es 16gico pensar que de alguna
manera, si queremos alcanzar un estado determinado pero tenemos menos tiempo para
conseguirlo, el esfuerzo o coste necesario para ello serd mayor.

Podemos verlo con un sencillo ejemplo. Considerando un sistema bastante simplificado,
si pudiéramos ir de Sevilla a Cadiz en linea recta, y queremos llegar en 3 horas, con
nuestro coche irfamos a una determinada velocidad. No obstante, si queremos llegar en 2
horas tendremos que ir a una velocidad mayor. Este incremento de velocidad, supondra (en
un modelo bastante simplificado en el que suponemos que el coche va siempre a la misma
velocidad desde que comenzamos la marcha y sin tener en cuenta otros factores externos)
que nuestro coche gastara més gasolina (asumiendo que a mayor velocidad mayor consumo)
lo que significard en un coste econémico mayor.

Desde un punto de vista matematico, el coste sera valor de la norma del control en el
espacio en el que nos encontremos. En este capitulo vamos a estudiar la dependencia de la
norma de u con el tiempo 7T, en el que queremos alcanzar nuestro estado objetivo, para el
caso de sistemas auténomos.

Para desarrollar este tema, nos hemos basado en los trabajos de Seidman en su articulo
[9].

En este capitulo volvemos a considerar el problema de Cauchy

(6.1)

Y =Ay+Bu en [0,7],
y(0> = Yo,

donde A € L(R"), B € L(R™;R") y u € L*(0, T;R™) es el control. Supondremos que (6.1))
es controlable, es decir, se satisface la Condicion de Kalman (Teorema

Rango[A|B| = n.

Sabemos que para cada T° > 0 y para cada objetivo y; € R"™ existen controles u €
L?(0,T;R™) con los que la solucion y(t) del sistema (6.1)) con yo = 0 verifica y(T) = yq.
Hemos visto previamente, en la Seccion [3.4] que debe existir un tnico control que minimiza
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la norma ||u|/2,0,7), €l cual denominamos como control 6ptimo, @ € U(0,yq;T"). Recorda-
mos que U(0,y4; T') es lo que hemos denominado como espacio de controles (ver Definicion
. Cabe esperar que para tiempos T cortos, el coste del control debe ser méas elevado.
Los controles en los que T" es pequeno y el coste de los mismos es, por tanto, muy elevado,
los denominaremos Controles Violentos o Controles Rapidos.

Recordamos la aplicacion Cr € L(R™; L?(0,T;R™)), definida en el Corolario , la
cual, dado un estado objetivo y4 nos proporciona el control 6ptimo. En este capitulo,
queremos estudiar como se ve afectada ||Cp||zwn;z2(0,mrm)) cuando T — 0. El objetivo de
este capitulo serd demostrar el siguiente teorema:

Teorema 6.1. En las condiciones anteriores:

||CTH£(R”;L2(O,T;R7”)) ~ CT—(K+1/2)’

donde ¢ # 0 es una constante (que determinaremos explicitamente) y K es el minimo
exponente para el que se verifica que:

Rango[B|AB|...|A"B] = n.

Observacion 6.1. Como hemos supuesto que el sistema ([6.1]) es controlable, K sera siem-
pre menor o igual a n — 1, ya que al ser el sistema controlable se verifica la Condicion de
Rango de Kalman (Teorema [4.1)).

Demostracion. Nos encontramos en el caso de coeficientes constantes, por tanto, el gra-
miano de controlabilidad @ (véase la Definicion [3.7)) viene dado por:

T
QT:/ A B(e*AB)* ds. (6.2)
0

Sabemos que Qr es una matriz autoadjunta y semidefinida positiva. De (3.13)) sabemos
que:

lall30.2) = 1CTYall2 0,y = (Q7'Yas Ya), (6.3)
por tanto nuestro objetivo es ver como se comporta Qp asintoticamente.
Sea
W= lim T~ 0T, QT (6.4)
T—0

donde empleamos una familia de operadores 'y invertibles para T # 0, cuya estructura
veremos posteriormente.

A partir de las matrices A y B del sistema (/6.1]) consideramos los siguientes subespacios,
que construimos de forma recursiva:

Sr = Si_1 + Span(A*B) con S_; := {0},

de este modo se verifica que Sy = Span(B), S; = Span(B)+Span(AB), - - - y por tanto cada
Sy, es la imagen de [B, AB, - -- , A*B]. Como hemos supuesto que el sistema es controlable,
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para un cierto k lo suficientemente grande se debe verificar que S = R”. El £ minimo
para el que se verifica esta condiciéon es el K que habiamos comentado en el enunciado del
Teorema [6.1] Por como hemos definido los subespacios Sy, estos vienen dados por:

Sk = Sp—1 B Ay,

donde A, C Span(A*B), es decir, en cada paso le afiadimos los elementos que forman
la columna A*B que no estan en las anteriores, por tanto, aquellos que forman la base
de Span(A*B) y no estan en Sj_;, por lo que son ortogonales a los elementos de Sy_;.
Consideramos ahora:

E,:veR"— E e A,

E}. no es mas que la proyecciéon ortogonal sobre aquellos elementos de S, que no se encuen-
tran en S,_1. Por la definiciéon de E), es inmediato que

E,AB=0, Vj<k<K,

ya que, como j < k entonces se tiene que Span(A’B) C S;,_; C ker(E}). Por el Teorema
de Caley-Hamilton (Teorema tenemos que dimS;_1; < dimSg para k: 1 < k < K,
de donde obtenemos que dimIm(E}y) # 0. La construccion de {Ejx} nos proporciona una
descomposicion en suma directa:

K
I,=Eoy+ -+ Eg, R"=HIm(E),
k=0

(6.5)
Sk =1m(Ey) & --- @ Im(Ey) parak =0,..., K.
Teniendo esto en cuenta, tomamos:
K
[:=Tp=> KT"*E; Ty=KIEx+#0, (6.6)

k=0

de modo que I'r = T’y + O(T') y tanto ['r como [y se identifican con matrices cuadradas.
Ademas, con I' definido de esta forma, tenemos que I' es autoadjunto, ya que esta formado
por las proyecciones Ej.

Pretendemos ver que habiendo definido I' de esta forma, se verifica y ademas W
es invertible. En primer lugar, de tenemos que:

1
T7(2K+1)FQTF — / [TfKFBTUAB] [TfKreTUAB]* dO’,
0

donde hemos sustituido s = T'o. Teniendo en cuenta y desarrollando en serie la
exponencial obtenemos:

K © g K X klgd A
K04 B =Y KT E, S ‘L'TJAJB:E ) “7 Ti~* B, A B.
4! 7!
Jj=0

k=0 k=0 j=0
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En este punto, es importante recordar, que para todo j < k < K se tiene que E,A’B = 0,
asi que, el sumatorio anterior es considerablemente mas simple, ya que, todos los términos
en los que j < k son nulos, de modo que no aparece ninguna potencia de T" que sea negativa.

A continuacion, separaremos los términos del sumatorio. Por un lado, tomamos aquellos
en los j = k, y por otro, en los que j > k + 1, para los que definimos i = 7 — (k + 1). Esta
claro, que i = 0, 1,.... Teniendo esto en cuenta, es inmediato ver se verifica:

T KFGTUAB Z Z klo? T] kEkA]B Z Z k'UH—k—H Ti+1EkAi+k+1B
i+ k41!
k= 03 0 k=0 i=0
K
k,yo.erkJrsz ) (6.7)
k k i+k+1

= EA"B+T —F E A B

;g k + ;Z ] k
= P(o)+TR\(T,0).

Definido de esta forma, P(0) es una matriz n x m. Nos interesa ver qué ocurre cuando
T — 0, asi que, sin pérdida de generalidad, podemos restringirnos a 7" < 1. Por tanto:

|z+k—|—1|B|

K o
|| A
Ru(T gzz' B = (L AT Bl ),

donde ||| s es la norma espectral en £(R™) y con |-| estamos denotando la norma euclidea de
los vectores que conforman la matriz correspondiente. Las acotaciones las hemos realizado
teniendo en cuenta que la norma espectral es multiplicativa y que (i +k + 1)! > (i + 1)1kl

Volviendo a y teniendo en cuenta que estamos trabajando para el caso asintotico
en el que T es pequeno, podemos decir que:

T~5Te™4B = P(0) + O(T).
Operando llegamos a:
(TfKFeTUAB) (TfKreTaAB)*

= P(o)P*(0) + T[R\(T,0)P*(c) + P(o)R;(T,0) + TR\(T,0)R; (T, 0)]
= P(0)P*(0) + TRy(T, 0).
Teniendo en cuenta la cota que hemos visto previamente para Ry (T, o), es inmediato com-

probar que Ry(T,0) estda uniformemente acotado. De que Rs(o,T) estd uniformemente
acotado deducimos inmediatamente que

Rg(T) = T/RQdO‘,

estd uniformemente acotado. || R3||s < Mj para todo 0 < T < 1. Si ahora integramos en o
tenemos:

T-CEAIT QT = W + TRs(T), (6.8)
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donde:

1 1 K K
W;:/ P(U)P*(a)do:/ > oE;ABY  B*(A")'Eio" do
0 0 k=0 k=0

K (6.9)

=Y (j+k+1)"E;ABB (A" E,,
4,k=0
donde hemos usado (6.7)).

Para poder continuar con la demostracion, necesitamos el siguiente lema:

Lema 6.2. En las condiciones que estamos trabajando, si B*(A*)*Epys = 0 entonces
Eyxya = 0.

Demostracion. Para cualquier y; € R”, tenemos, por definicion, que Eyyy € Sp = Sp_1 +
Span(A*B). Asf que:

Exyq = A*Bn + y),
para algin € R™ y con 3/, € Sj_;. Entonces, si y; € R" satisface B*(A*)*Eyyqs = 0, se
tiene

| Exyalzn = (ABn +yy) - (Exya) =1 - [B*(A")* Eyya) + (Exyy) - ya = 0,
ya que Eyy,, = 0 para todo v}, € Sk_1. O

Volviendo a , si yg € R™, se tiene

1 1
yaWya = / yilP(0) P (0)lyado = / | P*(0)yallm do, Yy € R”.
0 0

De la expresion anterior deducimos que Wy, = 0 si y solo si P*(0)yys = 0. Por otro lado, de
la definicion de P(-) (véase (6.7)), esto implica que todos los términos o* B* A** Ejy, = 0.
Del Lema deducimos que Fyyg = 0, para todo k : 0 < k < K. Por ultimo, teniendo en
cuenta deducimos también que y; = 0. Hemos probado que la matriz W es invertible.

1
Restringiéndonos al caso en el que T' < §M3HWH§1, de se tiene:

(W+TRs) ' =W (I, + TW'R3)"' = W' + TRy(T). (6.10)

Obsérvese que si M € L(R™) es una matriz con || M]|s < 1 se tiene que I,, + M es regular,

que
1

(]n+M)_1 — I, = M(1n+M>_1 y ||(In+M)_1||s < —M
1—|[M]|s

Efectivamente, la primera igualdad es facil de comprobar. Por otro lado, como ||M||s < 1,
se tiene

o0

L+ M)~ =D (=M y (I + M) s < DIME = ||1M||g'
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Volviendo a ((6.10[), podemos acotar

W= Isl|(Zn + TW ™ R3) ™" — L[5

[ Rslls < T
_ W Is I+ TW T Ry) ™ (L0 — L = TW ' Rs) ||
T
W ST + T R Ry s
T

= [WH[s[IW ™" Rs(L + TW ™' Rs) ||
< WHIsIW = Rl sl (Lo + TW ™ Ry) "'l
W= ls W™ Rl s

< 2Ms|WE, VT tal que 0 < T <.
= 1-T|W-'Rslls — sl s, al que =7

Al igual que antes || Ry||s, se trata de la norma espectral. Ahora invertimos a ambos lados
la expresion , lo cual no tenemos problemas para hacerlo siempre y cuando T' # 0.

T2K+1FEIQ—1F;1 — W—l ‘I’ TR4,

T?KH1Q~1 = Dp(W ' + TRy = ToW ™ 'Ty + TR5(T),

donde es inmediato ver que Rj; esta uniformemente acotado en 0 <7 < 7.
Terminemos ya la prueba de nuestro resultado. Teniendo en cuneta (6.3]),

HCTHi(Rn;B(o,T;Rm)) = méX{HCTdeg;(o,T) Dyl =1} = méx{deflyd D lyal =13
= Q7' ls = T~ FFFD[ITeW Tyl s + O(T)].
(6.11)
Entonces, llegamos a que:
v = |[ToW T ||Y? = K| ExW ' Ex||¥/. (6.12)

Veamos que 7 # 0, es decir, que ExW ' E # 0. Efectivamente, como W es semidefinida
positiva entonces se verifica que:

| ExW ™ Bx||s = méx{ya(Ex Q™' Exya) : |yal = 1}
= max{ysW g 1 |lval =1, va = Exya} (6.13)

= HM/|1_H11(EK)HS-

Como Im(E¥) # 0, del caracter minimo de K, deducimos que es distinto de 0. Terminamos
por tanto la prueba del teorema. [

Ejemplo 6.1. Si ahora nos restringimos al caso en el que m = 1, B es un vector que tiene
n componentes y definimos:

Bo = B; ﬁkZAkﬁo k=0,...,n—1.
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La controlabilidad nos lleva a que K = n — 1. En este caso, se tiene que:
HCTHL:(Rn;m(o,T;Rm)) ~ ,-)/T—(n—l/Q) + (’)(T‘(”—3/2))_

Calculemos v. En primer lugar, {5o,...,[,-1} es una base de R™ y denotaremos por
{€0,...,€n_1} una base ortonormal obtenida por el método de Gram-Schmidt. Asi

By & (€ er)en
y B*(A*)*EL€ pasa a (Ber)(Exer) con §k = £ - g. De modo que:
K—1

(Bje;)(Brer)
W \PiSiAPRER) ey | e
§= 2; kz: k1 (Eer) | &
0
esto prueba que en términos de la base {e,,...,e,_1}, la matriz W = DHD con D :=
diag[B;e;] y H la matriz de Hilbert n x n. La matriz de Hilbert n x n es aquella que tiene
como entradas H;; = .Jr%l, 1,7 =1,...,n. Asi, se tiene:
i+j
|ExW ' Ex|ls = exW e = (D'H'D™ 1)1 = (Buaen1) “H, 1,
de donde llegamos a que
Y= Cn(ﬁn—lgn—l)_17
con C, = (n — 1)!(H,1)"?. C, crece muy rapido con n, pero estid controlado por la
dimension del espacio. Entonces la dependencia de nuestro sistema viene dada por 5, 16,1
que es la norma de la componente A"~!3, ortogonal a span{fy,..., A" 23,}.

Volviendo al caso general, tenemos:
y(T;u() = ya = llullzo2) = 10Yall200) = (4aQ wa)">.
De (6.11)), (6.12) v (6.13) tenemos:
1Cryalla0.r) = T~ HFVD K Eyya Q" Eya)'/? + O(T~H71/2),
Asumiendo que yyFE) # 0:
1CTyallaio,m) ~ (KW 2y B T2,

que nos da un comportamiento asintético para todos los objetivos.

Acabamos de demostrar que conforme disminuimos el tiempo en el que queremos llevar
a cabo nuestro control, el coste de este sera proporcional a T~ (K+1/2)  es decir, el coste
del control es inversamente proporcional al tiempo empleado para lograrlo. Este resultado
concuerda con el razonamiento euristico que hemos realizado previamente. Si queremos
reducir el tiempo en el que alcanzar el objetivo, debemos asumir que el control que realice-
mos tendra un coste mayor. Por tanto, en los distintos sistemas que pretendamos controlar
tendremos que buscar un equilibrio entre el tiempo que tenemos para alcanzar el estado
deseado, y el coste que nos supondra el control necesario para ello.

Hemos probado el resultado cuando u € L?(0,T; R™), no obstante, podemos encontrar
una dependencia del coste del control con T cuando u € L'(0,T;R™) o cuando u €
L*>(0,T;R™). Para estos espacios, el resultado es bastante més complicado de probar al no
ser espacios de Hilbert. Como estamos trabajando con u € L*(0,T;R™), hemos decidido
no incluir estos resultados, no obstante se pueden encontrar en |10].
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Capitulo 7

Aplicaciones Practicas

Vamos a ver diversas aplicaciones practicas que tienen los problemas de controlabilidad.
En concreto, vamos a estudiar la controlabilidad de diversos sistemas fisicos comunes como
puede ser un oscilador armoénico lineal. Todos los casos que estudiaremos, seran sistemas
lineales auténomos, de modo que aplicaremos la Condicién de Rango de Kalman (Teorema
para estudiar su controlabilidad. En todos los sistemas que vamos a analizar, utiliza-
remos un tnico control (m = 1), es decir, u € L*(0,T). Los sistemas que aqui analizaremos
los podemos encontrar en [13].

En primer lugar, veremos tres ejemplos de problemas de controlabilidad para ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden n:

2 da" V4 a2+ anz = u.
En el Ejemplo vimos que este tipo de sistemas eran controlable con un tnico control.

No obstante, en este apartado vamos a obtenerlo para los distintos sistemas especificos
para ver el significado desde un punto de vista maés fisico.

7.1. Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado
El primer sistema que estudiaremos es el de un objeto que experimenta un movimiento

rectilineo acelerado. En este sistema, el control u tendra el significado fisico de ser la

fuerza responsable del movimiento. Este sistema simplificado podriamos utilizarlo para ver

por ejemplo, que fuerza le tiene que suministrar el motor a un coche para llegar a un
determinado lugar en un tiempo deseado.

oo
Figura 7.1: Esquema de un movimiento rectilineo uniformemente acelerado.
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La ecuaciéon que regula el comportamiento del sistema es:
mi(t) = u(t), (7.1)

En primer lugar, para estudiar la controlabilidad de la ecuacién ([7.1]) pasamos la ecua-
cién a su forma equivalente como sistema diferencial ordinario de primer orden. Para ello
definimos dos nuevas variables y; = x e y5 = & de modo que obtenemos el siguiente sistema:

yﬁ = Y2,

, 1
= —U.

Yo m

Escribimos el sistema en la forma 3’ = Ay + Bu resultando:
0
yi\ _ (01 Y1
(yé)_(o o) () + (1]
m

0
de modo que A = (8 é) € L(R?) y B = < 1 > € L(R,R?). Teniendo esto en cuenta

calculamos la matriz de controlabilidad:

m

1
0 —
[AlB] = [BIAB]=| 1 ™
— 0
m
Es inmediato comprobar que Rango[A|B] = 2 , y por tanto, aplicando la Condicion de

rango de Kalman (Teorema acabamos de demostrar que (7.1)) es controlable.
En este caso sencillo, vamos a comprobar la controlabilidad aplicando también el Test
de Hautus (Teorema [4.4). Se tiene:

. (00 . 1
w00 (o 1),

Calculamos los autovalores de A*:

'—)\ 0

2 _
1 _)\‘—)\ =0=\A=0.

Tenemos por tanto un tnico autovalor, al cual le aplicamos el Test de Hautus y obtenemos:

0

0
A =AML\ (AN 1 0
B* C\B*) 0 T

m

lo cual, es inmediato comprobar que tiene rango 2 tal y como esperabamos. Por tanto aca-
bamos de verificar que un sistema que se rige por un movimiento uniformemente acelerado
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donde el control u hace el papel de la fuerza, es controlable para cualquier " > 0 y para
cualquier objetivo. Esto quiere decir que a partir de la posicion inicial, podremos alcanzar
cualquier otra posiciéon en el tiempo que deseemos modificando el valor de la fuerza que
aplicamos a nuestro sistema. Desde un punto fisico, es lo que cabria esperar. Si tenemos
un sistema que se mueve por un movimiento rectilineo uniformemente acelerado, variando
el valor de la fuerza, podemos conseguir, siempre y cuando no tengamos algtn tipo de
restriccion extra, alcanzar la posicion que deseemos en un tiempo determinado. No hemos
considerado diversas restricciones fisicas al control u. Por ejemplo, si la distancia que tiene
que recorrer el sistema es demasiado grande y el tiempo demasiado pequeno podriamos
tener que alcanzar velocidades que no tengan sentido fisico al ser mayores que la de la luz.
A la hora de estudiar un problema concreto de este tipo tenemos que tener en cuenta este
tipo de restricciones, asi como otras asociadas, por ejemplo, al coste del control.

7.2. Oscilador Armoénico Lineal

Ahora trabajaremos con uno de los sistemas mas comunes en fisica como puede ser el
oscilador arménico lineal. Podemos considerarlo como un muelle de masa despreciable al
que se le acopla una masa al final de este y se hace oscilar. La ecuacion resultante es la
siguiente:

mi(t) + kx(t) = u(t), (7.2)

donde m es la masa que acoplamos y k la constante elastica del muelle. Al igual que
en el caso anterior, al control u podemos proporcionarle el significado de una fuerza que
aplicamos sobre el muelle.

Figura 7.2: Esquema de un oscilador armoénico lineal.

Pasamos a estudiar la controlabilidad de la ecuacion (7.2), para ello denotamos x = y;
y & = s, resultando el siguiente sistema:

?/1 =12
, k 1
Yo = ——Y1 + —u,
m m

al igual que previamente, sin pérdida de generalidad supondremos que u € L*(0,T;R).
Escribimos el sistema en la forma 3y’ = Ay + Bu resultando:

(- ()@ (3)-
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0 1 0
de modo que A = (_ k O) € LR?) y B = (i) € L(R;R?) lo que nos lleva a
m m

que la matriz de controlabilidad [A|B] € L(R?). Finalmente, calculamos la matriz de
controlabilidad:

1
0o —
AB = (BlAB) = | ™

Es inmediato comprobar que la matriz de controlabilidad tiene rango 2, por tanto, por
la Condicion de Rango de Kalman (Teorema acabamos de demostrar que el sistema
es controlable siempre y cuando m # 0, lo cual tiene completo sentido fisico, siguiendo
un razonamiento anélogo al que hemos empleado en el caso del movimiento rectilineo
uniformemente acelerado

7.3. Circuito RLC

Ahora vamos a estudiar un circuito bastante comtn en electréonica como puede ser un
circuito RLC sin fuente. En la siguiente figura, podemos ver un esquema de este tipo de
circuito:

R L

Figura 7.3: Esquemaético de un circuito RLC sin fuente.

La ecuacion que regula el comportamiento de este tipo de circuito viene dada por:

di .. q
L— = = .
dt+R2—|—0 u, (7.3)
donde ¢(t) = fot idt es la carga acumulada en el condensador e 7 la intensidad que circula

por el circuito, de donde llegamos a:

dqg .
E =1

(7.4)
di R 1 1
a” T ettt

En este caso, la u la podemos entender como algtn tipo de elemento que anadamos a nuestro
circuito para obtener el resultado deseado. Como en las ocasiones anteriores, supondremos
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que v € L*(0,T;R). Denotaremos ¢ = y; e i = ¥y, resultando el siguiente sistema:

Yy = Yo
R 1 1

Yo=—pW— et T

Expresando el sistema en la forma iy’ = Ay + Bu obtenemos:

1 0 L Y1 0
J°1 1 R o)
Y2 C 17 Y2 i
0 1 0
de modo que A = ] r| € L(R?)y B = E L(R;R?) obteniéndose que
LC L L
[A|B] € L(R?). Pasamos a calcular la matriz de controlabilidad, obteniendo:
0 1
L
[A|B] = [B|AB] =
1 R
L L?

Es inmediato comprobar que el rango de [A|B] es 2, por tanto, aplicando la Condicion
de Rango de Kalman acabamos de comprobar que el sistema ([7.4) es controlable para
cualquier 7" > 0.

Desde un punto de vista fisico, tal y como hemos comentado previamente, esto podemos
entenderlo que siempre anadiendo un elemento al circuito podremos conseguir el resultado
deseado. No obstante, este caso es algo mas complicado, ya que, podria darse el caso de que
lo que necesitemos sea imposible de conseguir, ya por los elevados costes de fabricacion para
conseguirlo o por simplemente las limitaciones tecnoldgicas que nos encontremos. Ademas,
los elementos de circuitos tienen cierta tolerancia en sus valores, variando entre uno y
otro hasta dentro de elementos del mismo modelo y fabricados por el mismo fabricante.
Estas pequenas discrepancias pueden suponer que la salida de nuestro circuito sea bastante
diferente a lo esperado y no consigamos el resultado deseado.

7.4. Amortiguador de un Coche

Pasamos a estudiar un sistema mas complicado, como puede ser el sistema del amor-
tiguador de un coche. Al fin y al cabo, un amortiguador esta formado por una serie de
elementos que absorben la energia procedente de los diversos baches que presenta el te-
rreno, para que de este modo la conduccion sea lo mas comoda posible, evitando, por
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ejemplo, que el coche rebote al pasar un resalto. El sistema que regula el funcionamiento
de los amortiguadores (con un caracter simplificado) viene dado por:

) . (7.5)
Ty = —/{2.%2 — dg.’ll'Q + lzu.

{i&l = —k’ll’l — dli'l + llu,
donde ky y ks son las constantes elésticas de los amortiguadores; d;, dy los coeficientes de
arrastre (o de amortiguamiento) de los mismos y I3 y [3 los parametros asociados al control.
Definimos y; = x1, Y2 = @1, Y3 = T2 € Y4 = To. Teniendo esto en cuenta, el sistema ((7.5]) es
equivalente a:

yll = Y2,
Yy = —ky1 — diye + L,
Y5 = Y,

Yy = —kays — days + lou.

Escribiéndolo en la forma iy’ = Ay + Bu obtenemos:

Yy 0 1 0 0 U1 0
yo | | =k —di O 0 Y2 L
a1l =1 o o o 1 ||yl ]o]"™
Yi 0 0 —ky —dy Ya I
0 1 0 0 0
de modo que A = 0 0 0 1 e LIRY)y B= 0 € L(R,R*) obteniendo
0 O —kg —dg l2

que [A|B] € L(R*). Calculamos la matriz de controlabilidad (omitimos todos los calculos
intermedios, los cuales podemos realizar con un software de calculo simbélico):

0 ll —dlll —]{?1[1 -+ d%ll
Iy, —dily —kily+d3ly —d3ly + 2k dyl
2 3 1 101 141 11 101 10101
[A|B] = [BIAB|A®B|A*B] = | | ) o ol + 2l

by —doly —ksly + dly —d3ly + 2kodoly

Calculamos el determinante de esta matriz usando un software de calculo simbolico (en
este caso empleamos Maxima) obteniendo:

det[A|B] = 12 [(ky — k1) + (dy — ds) (kady — kads) +2(d3 — d3)(dy + ds)] . (7.6)

Por la Condicion de Rango de Kalman (Teorema4.1)), el sistema sera controlable si y solo si
Rango[A|B] = n lo que es equivalente a que det[A|B] # 0. En vista de (7.6|) tenemos que la
controlabilidad del sistema ([7.5) no depende de I; y I3 (suponiendo que estos coeficientes no
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sean nulos), Por otro lado, vemos que la controlabilidad depende de los distintos parametros
del sistema. Un caso interesante es cuando d; = dy. En este caso, se tiene:

det[A|B] = 213(ky — k1),

que sera distinto de 0 siempre y cuando ky # ki. Desde un punto de vista fisico, nos
lleva a que si los parametros d; y dy son iguales, las constantes elasticas de los muelles,
que conforman el amortiguador, tienen que ser distintas si queremos que el sistema sea
controlable.

El control tiene el significado de anadir un nuevo elemento al sistema de amortiguacion,
ya sea algun tipo de resorte, o actuador, o sistema mecénico més avanzado.

7.5. Sistema de Resortes Amortiguados

Finalmente, veremos un ejemplo de un sistema medianamente comiin, pero que com-
probar su controlabilidad no es sencillo ya que es necesario un célculo bastante engorroso.
Estudiaremos un sistema de resortes amortiguados como el que sigue:

) . . 1
miry = —k‘l(l'l — ZL‘Q) — d1($1 — ZL'Q) + EU, (7 7)
1 .

Moy = ki(z1 — x2) — koo + di (&1 — T2) — daia,

donde my y my son las masas de los resortes, ki y ko sus constantes elasticas y d; y ds los
coeficientes de amortiguamiento.

Definimos y; = 1, y2 = &1, y3 = 2 e y4 = @2. Teniendo esto en cuenta, el sistema ([7.7)
es equivalente a:

Y1 = Y2,
k1 dq 1
r_ _ _ _ + —u,
Yo =~ (y1 — ya) - (Y2 — va) -
yé = Ya,
ky ko d; dy
Yo=—W—ys) = —ys+ — (Y2 —ya) — —us.
\ ma ma2 m2 ma
. ) o 1 dy k1 )
Por simplicidad para los calculos sustituimos — = a, — = b, — = ¢, — = d,
mq mq mo o
dq do .
— =e¢, — = f, quedando el sistema como:
mo mo
( /
Y1 = Y2,
1
Yo = —alyr — ys) — bly2 — ya) + —u,
my
Ys = Ya,
\va = cy1 — y3) — dys + e(y2 — y1) — fua.
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Expresandolo en la forma 3’ = Ay + Bu llegamos a que:

v 0 1 0 0 n !

vyl | —a —b a b C2H [ el

v |0 0 0 1 728 I B
Ya c e —c—d —e—f] \us 0
0 1 0 0 !

de modo que A = —Oa _Ob 8 11) c(RY)yB=|m | € LR R sien-

0
c e —c—d —e—f 0

do [A|B] € L(R*). Calculamos la matriz de controlabilidad (omitimos todos los calculos
intermedios, los cuales podemos realizar con un software de célculo simbolico):

[A|B] = [B|AB|A’B|A’B] =

0 1 —b —a+b* +be
11 —=b —a+b?+be  —be(e+ f)—2b% + bc — b® + 2ab + ae
"m0 0 e c—be—(e+ fle ’
0 e c—be—(e+ fe J

con J 1= —(f+e)[—e(f+e)—be+c|+e(be+b*—a)— (d+c)e—be. Al igual que en el caso
anterior, calculamos el determinante de [A|B] (por simplicidad supondremos my = m; = 1
ya que no nos afecta a la hora de determinar si el determinante de [A|B] es nulo) utilizando
un software de calculo simbdlico obteniendo:

det[A|B] = —cef + de* + ¢,
que teniendo en cuenta el cambio de notaciéon realizado se tiene:

De podemos encontrar una condicién necesaria y suficiente para que el sistema no
sea controlable, ya que por la Condicion de Rango de Kalman (Teorema sabemos
que el sistema no sera controlable si y solo si det[A|B] = 0. Imponemos esta condicion y
despejamos ky obteniendo:
ky(didy — k1)
di

Acabamos de ver que la controlabilidad de este sistema depende de sus parametros. No
obstante, en este caso hemos encontrado una condicién necesaria y suficiente para que el
sistema no sea controlable, la cual, depende tnicamente de la constantes elasticas asi como
de los coeficientes de amortiguamiento de los resortes.

Finalmente, analicemos un caso interesante. Supongamos que los dos resortes tienen
la misma constante elastica y el mismo coeficiente de amortiguamiento, es decir k1 = ko

]{72:
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y di = dy. Analizando la expresion es inmediato comprobar que el sistema siempre
serd controlable (siempre y cuando k; # 0). Esto significa que siempre que tengamos un
sistema con dos resortes iguales (salvo en masa) podremos aplicar una fuerza que nos
permita controlar nuestro sistema.

Este sistema constituye un caso en el que a pesar de que la matriz [A|B] tiene una
forma engorrosa, una vez realizado el calculo del determinante de la misma, podemos
encontrar una relacion bastante sencilla entre los coeficientes para que nuestro sistema sea
controlable.
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Capitulo 8

Controlabilidad de Sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias No
Lineales

En este capitulo pasamos de trabajar con sistemas lineales, como hemos trabajado hasta
ahora, a trabajar con sistemas no lineales de la forma:

{y' = f(y.w) en 0,7], 51)

y(O) = 1Yo € Rn7

donde f : R™ x R™ — R" es una funciéon dada. Supondremos que T° > 0 y asumiremos
que el control u € C°([0,T],R™) (al espacio C°([0,T],R™) lo llamaremos el espacio de
control). Finalmente, a y = y(¢) € R” lo llamaremos el estado (la respuesta del sistema).
Vamos a dar una breve introduccion a los sistemas no lineales, los cuales pueden ser muy
complicados de estudiar. Pretendemos mostrar una serie de resultados, los cuales no proba-
remos. No obstante, podemos encontrar las demostraciones de estos en los distintos libros
que componen la bibliografia.

8.1. Resultados Generales

En esta seccion, analizaremos algunos resultados generales sobre la existencia y unicidad
de soluciéon para problemas de Cauchy para sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.
Para ello, consideremos el problema de Cauchy:

{z’ = f(z,t) en 0,17, (8.2)

Z(to) = 20,

donde f : R” x R — R" es una funcién dada y (29,%9) € R™ x R es el dato inicial.
Introducimos ahora el concepto de Solucién Local:

83
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Definicién 8.1. Diremos que la funcion z : (7p,77) — R", con Ty < ty < T3, es una
Solucion Local del sistema (8.2)) en el intervalo (Tp, T1) si z € C([Tp, T1]; R™) y satisface
la formulaciéon integral

t) =z +/t f(z(s),s)ds, Vte (To,T1).

Si la Solucion Local z, definida en (7p, 71 ), no puede extenderse a una solucion local
en el intervalo (TD, Tl) con Ty <Ty<tg<Ty < Tl, entonces decimos que la soluciéon z es
una Solucién Maximal del sistema (8.2) y el intervalo de tiempo (Tp, T1) = (20, to) se
denomina Maximo Intervalo de Definicién.

Ahora pasamos a introducir los resultados sobre existencia y unicidad que nos seran uti-

les para analizar los problemas de control. Los siguientes resultados podemos encontrarlos
en [§]

Teorema 8.1. Supongamos que f € CO(R™ x R;R") N Lipy,e(z,R™ x R). Entonces, para
todo (zo,tp) € R™ x R existe una inica solucion global z(-; zo, tg) para el problema de
Cauchy (8.2)) definida en I(z,to) = (1o, T1) con Ty < to < Ty < co. Ademds,

lim |z(t; 20, t0)| = hm |2(; 20, t0)| =
t—Ty —T5F

Teorema 8.2. Supongamos que f € CO(R™ x R;R"™) N Lipye(z, R" X R) y que para una
funcion positiva ¢ € L>®(Ty,Tv) con t € [Ty, T1] tenemos que:

[f(z,1) < c(t)(]z] + 1),
|f(z1,t) — fz2,t)| < c(t)|z1 — 22|, V21,20 € R™, Vi€ [Ty, T1).

Entonces, la tnica solucion mazimal z(-; zo,to) del sistema (8.2]) cumple que [Ty, Ty] C
I(z0,t0). Ademds, para todo t € [Ty, T1], la aplicacion:

20 € R" — z(t; 20, tg) € R"
es un homeomorfismo de R™ en R".
De este teorema deducimos el siguiente corolario:

Corolario 8.3. Supongamos que f € C°(R" x R™;R") y que para un nimero ¢ > 0 se
tiene que:

?ﬂ%)\ c(ly] + [u] + 1),

|f(yr,w) — flyo,w)| < clyr —val, Yuyr,y2 € R", Vu e R™

Entonces, para todo u € C°([0, T); R™) y para todo yo € R", el sistema

{M—f@m)enMTL
y(0) = yo € R™,

tiene una unica solucion definida en [0,T].



8.2. CONTROLABILIDAD Y LINEALIZACION 85

8.2. Controlabilidad y Linealizacion

Sea el sistema . En esta secciéon vamos a introducir la técnica de linealizacion.
Mostraremos un resultado en el que se muestra que si el problema de control linealizado
es controlable a través de una trayectoria, entonces el sistema no lineal es localmente
controlable a lo largo de esa trayectoria.

Empezamos definiendo el concepto de trayectoria para el sistema no lineal:

Definicion 8.2. Diremos que el par (y,u) € CY([0,T];R™ x R™) es una trayectoria del
sistema ({8.1)) en el intervalo [0, 7] si ¥ es una soluciéon de (8.1)) correspondiente al control
U e y_o € R™

Fijemos ahora una trayectoria (y,u) € C°([0,T]; R™ x R™) del sistema (8.1)) en [0, 7.
Entonces, pasamos a definir:

Definiciéon 8.3. Diremos que el sistema (8.1) es localmente controlable a lo largo de
la trayectoria (y, u) si, para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal que para todo yo € B(y(0);9)
e yq € B(y(T);9) existe u € C°([0, T]; R™) tal que la solucién y de esté definida en
0,T]y

y(T) =ya, |u(t) —u(t)] <e, Vte[0,T].

Ahora supongamos que f € C'(R" xR™; R") y fijemos una trayectoria (7, #) del sistema
(8.1). Entonces el sistema:

{y' = A(t)y + B(t)u, tel0,T],
y(0) = yo,

| A(t) = 0,£(5(#), u(t)) € CO([0, T; L(R™)),
B(t) = 0,f(5(t), a(t)) € C°([0, T]; L(R™ R")),

es llamada la linealizacion del sistema (8.1]) a lo largo de la trayectoria (g, ).

Teorema 8.4. Sea (y,u) una trayectoria del sistema (8.1) y supongamos que la linealiza-
cion del sistema (8.1)) a lo largo de esta trayectoria es controlable en el tiempo T'. Entonces,
el sistema no lineal (8.1)) es localmente controlable a lo largo de la trayectoria (g, u).

8.3. Un Resultado Sobre la Controlabilidad Global

Consideremos ahora una perturbacion de tipo Lipschitz de un sistema lineal

{y/ = A(t)y + B(t)u+ f(t,y) en [0,T], (8.3)

y(O) =1 € Rn?
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con T > 0, A € C°0,T]; L(R)), B € C°(0,T]; L(R™, R"), yo € B" y f € C([0,T] x
R™;R") dada. Asumiremos que f es localmente Lipschitz y continua respecto a y en [0, 7] x
R™. También supondremos que el sistema lineal

{y’ = A(t)y + B(t)u en [0, T),

y(0) = yo € R", 84)

es controlable en el tiempo T'.
En esta seccion introduciremos una serie de resultados que nos permitirdn probar la

controlabilidad del sistema (8.3)).

Teorema 8.5. Supongamos que la funcion f estd acotada en [0,T] x R™ y que el sistema
(8.4) es controlable en el tiempo T > 0. Entonces, el sistema (8.3) es también exactamente
controlable en el tiempo T

Observacion 8.1. Para la demostraciéon de este teorema, reescribimos el problema de
controlabilidad del sistema en el tiempo T como la bisqueda de un punto fijo en
C°([0, T]; R™) de cierto operador ©. Para la prueba de la existencia de punto fijo para © se
usan el Teorema de Schauder y el Teorema de Ascoli-Arzela que enunciamos a continuacion.

Comenzamos enunciando el Teorema del Punto Fijo de Schauder.

Teorema 8.6. Sea X un espacio de Banach y A : B(0; R) C X — B(0; R) un operador
compacto y continuo (R > 0). Entonces, existe un x € X tal que A(x) = x, es decir z es
un punto fijo del operador A.

La demostracion de este teorema la podemos encontrar en [16]. Antes de enunciar el
Teorema de Ascoli-Arzela recordamos el concepto de equicontinuidad:

Definiciéon 8.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico, (Y, d) un espacio métrico y o un punto
de X. Diremos que un conjunto H de funciones de X en Y es equicontinuo en el punto z
si y solo si para todo r > 0, existe un entorno A de x( tal que para toda f € H se verifica
que:

f(A) € B(f(xo), 7).

Decimos que f es equicontinua si lo es para todo zy € X.
Finalmente, enunciamos el Teorema de Ascoli-Arzela:

Teorema 8.7. Sea X un espacio topoldgico compacto e Y un espacio métrico completo. Un
conjunto H C C(X,Y) (espacio de las funciones continuas de X en'Y') serd relativamente
compacto en la topologia con la métrica infinito si y solo si:

1. H es equicontinuo.

2. Para todo x € X, el conjunto H, = {f(x) : f € H} es relativamente compacto en
Y.
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Conclusion

Hemos estudiado unas nociones generales sobre la controlabilidad de sistemas diferen-
ciales ordinarios. Hemos realizado una introducciéon sobre este tema centrandonos sobre
todo en sistemas lineales. Posteriormente, se ha analizado como varia el coste de nuestro
control si lo queremos conseguir en tiempos pequenos, es decir, se ha analizado la expresion
que se obtiene para la norma de los denominados controles rapidos o controles violentos. Fi-
nalmente, hemos visto diversas aplicaciones de estos problemas, en concreto, los problemas
que hemos analizado estaban relacionados con distintos &mbitos de la fisica.

Este no es mas de uno de los miiltiples ejemplos en los que las matemaéticas aparecen
en nuestra vida. Desde un punto de vista divulgativo, este tipo de problema constituye un
buen ejemplo para mostrar la importancia de las matematicas y de como las usamos sin
darnos cuenta. Algo que puede parecer tan complicado como son las ecuaciones diferen-
ciales se manifiestan diariamente en nuestras vidas y resolvemos problemas formalmente
complicados sin darnos ni tan siquiera cuenta de lo que estamos haciendo.

Aunque simplemente hemos dado una serie de resultados y no hemos entrado en detalle,
podemos plantearnos este tipo de problemas en sistemas que son no lineales, que al fin y
al cabo, son los sistemas mas comunes que nos encontraremos en problemas reales. Las
distintas aplicaciones que hemos dado, no son més que ejemplos sencillos y académicos. De
hecho, alguno de ellos, son aproximaciones de sistemas que son no lineales.

Finalmente, cabe destacar, que aunque nos hayamos centrado en sistemas diferenciales
ordinarios, este tipo de problemas también nos lo podemos plantear para sistemas con
ecuaciones en derivadas parciales, como puede ser la ecuacion del calor o de ondas, siendo
una teorfa de un nivel bastante avanzado.

En definitiva, hemos estudiado un tipo de problemas que es bastante interesante, no
solo desde un punto de vista matemaético sino también desde sus aplicaciones en diversos
ambitos de la ciencia, tecnologia o incluso nuestro dia a dia. Es esta la magia de las
matematicas. Nos rodean constantemente y nosotros, sin ser conscientes de ello, jugamos
y trabajamos con ellas para el desarrollo de nuestras vidas diarias.
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