Universidad de Sevilla

Trabajo de Fin de Grado

Doble Grado en Fisica y Matematicas

Superficies Canal

Alumno: Tutor:

Ignacio Meana Cubero Pablo Sebastidn Alegre Rueda

Departamento de Geometria y Topologia

Junio de 2022






Superficies Canal

Resumen

En el siglo XVIII, el matemético francés Gaspard Monge invent6 la geometria des-
criptiva con el fin de estudiar distintas superficies; una de ellas, denominada superficie
canal, es la que motiva este trabajo. En el presente estudio se aspira a recopilar la
méaxima informaciéon posible sobre estas superficies. El estudio se realizara en el es-
pacio Euclideo de tres dimensiones y se prestara especial atenciéon a las publicaciones
del siglo XXI. Para esta tarea sera imprescindible recordar el material estudiado en
la asignatura de Geometria Local de Curvas y Superficies, con el que se determinaran
propiedades de las mismas que posteriormente se aplicaran a casos particulares.
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Abstract

In the 18th century, the French mathematician Gaspard Monge invented descrip-
tive geometry in order to study different surfaces. One of them, called canal surface,
is what motivates this paper. The aim of this study is to collect as much information
as possible about these surfaces. The study will be carried out in three-dimensional
Euclidean space and special attention will be paid to 21st century publications. For
this task it will be essential to remember the material studied in the subject Local
Geometry of Curves and Surfaces, which will be used to determine properties of these
surfaces, which will later be applied in particular cases.

Keywords: surfaces, canal, tubular, Monge, curvature.
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1. Introducciéon

El proposito de este Trabajo de Fin de Grado consiste en hacer un analisis de un
tipo de superficies conocidas como superficies canal. Una superficie canal es la envol-
vente de una familia de esferas cuyos centros se sittian sobre una curva (Fig. 1.1). El
nombre de superficie canal es debido al aspecto de las mismas, y se lo otorgé el ma-
teméatico Gaspard Monge, en torno al ano 1770 cuando las estudié por vez primera.
Posteriormente, cientificos de gran renombre, como el mateméatico Dupin o el fisico
Maxwell, dedicaron su tiempo a continuar el trabajo de Monge.

El estudio que realizaremos serda en un doble sentido; por un lado estudiaremos
algunas propiedades de estas superficies tratables con los conocimientos adquiridos a
lo largo de la carrera, con especial menciéon a la asignatura de Geometria Local de
Curvas y Superficies; por otro lado, realizaremos una revision bibliografica sobre nue-
vos resultados acerca de estas superficies. Pese a que existen numerosos articulos que
tratan sobre estas superficies en diversos espacios y con distintas distancias, en este tra-
bajo nos centraremos en las superficies canal en el espacio euclideo de tres dimensiones.

I
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1
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I
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Figura 1.1: Envolvente de una familia de esferas.
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Este documento consta de cuatro capitulos. El primero es el que actualmente nos
ocupa. El segundo estara constituido por dos partes, una primera en la que hablaremos
de la vida de Gaspard Monge, y una segunda en la que se pretende recordar algunas
definiciones y teoremas importantes estudiados en la asignatura mencionada en el pa-
rrafo anterior, que nos seran de gran utilidad a la hora de estudiar estas superficies.

En el tercer capitulo se pretende poner en practica la asignatura de Geometria de
Curvas y Superficies mencionada en la segunda parte del capitulo 1. Por un lado, defi-
niremos matematicamente las superficies canal, daremos una descripciéon geométrica de
las mismas, y veremos algunos resultados. Por otro lado, mientras que los matematicos
turcos Oztiirk et al [6] (colaboradores con el departamento de Geometria de esta Uni-
versidad), parten de la idea de que la curva sobre la que se sitta la familia de esferas es
plana y, con esta base, son capaces de determinar expresiones de la curvatura media y
gaussiana para distintos casos particulares, nuestro proposito sera ampliar este estudio
partiendo de que la curva espinal sea alabeada.

Por dltimo, teniendo en cuenta que parte del espiritu del trabajo es ser capaz de
entender publicaciones cientificas y tras una amplia bisqueda bibliografica, en el ca-
pitulo 4 se realizara una revision de los tres articulos, que, en mi opinién personal,
han supuesto los avances mas recientes en superficies canal. En este capitulo también
explicaremos algunos pasos “poco claros” que aparecen en estas publicaciones. Otros
motivos por los que se han seleccionado estos articulos es que han sido publicados muy
recientemente, asi pues, de su estudio podemos ver cual es el desarrollo que se esta
llevando a cabo actualmente en relacién con estas superficies. Mas atun, sus contenidos
son comprensibles usando las herramientas adquiridas a lo largo de la carrera.

El estudio de estas superficies toma relevancia debido a su aplicaciéon a una gran
variedad de campos, entre los que podemos destacar el CADG (Computer Aided Geo-
metric Design), donde se realizan numerosos estudios sobre construccion de superficies.
Estos estudios abarcan, entre otros, las superficies de deformacion, la reconstrucciéon de
formas y la transicion entre superficies. En muchos de estos trabajos las superficies tu-
bulares, que son un caso particular de las superficies canal que veremos posteriormente
con mayor detalle, son esenciales. Estas superficies se pueden utilizar, por ejemplo, para
representar la superficie de un muelle, tuberias, elementos de calentamiento espirales,
toboganes de parques acuéaticos, etc.
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2. Preliminares

2.1. Gaspard Monge

Figura 2.1: Gaspard Monge.
Retrato de Frangois Seraphin Delpech.

Gaspard Monge naci6 el 9 de mayo de 1746 en Beaune en el seno de una familia de
comerciantes. Su padre consigui6 ascender en la escala social, pudiendo asi garantizar
la educacion de Gaspard y sus dos hermanos. Nuestro futuro matematico acudio a la

Figura 2.2: Plano de Beaune hecho por
Gaspard Monge.

escuela de la Congregacion del Orato-
rio de Beaune. Como muestra de pre-
cocidad, construyé6 una bomba contra in-
cendios con 14 anos. Posteriormente, en
1762, se trasladaria al Colegio de la Tri-
nidad de Lyon, donde llegd a impar-
tir clases de fisica a la edad de 17
anos.

Cuando terminé sus estudios, regres6 a
Beaune, donde disené un plano de la ciudad
a gran escala (Fig. 2.2) usando instrumentos
de su propia fabricacion. Este plano fue ofre-
cido a la administracion local. Alli, llego a las
manos del coronel Vignau, que quedoé tan im-

presionado por la calidad del mismo que escribi6 al Ecole Royale du Génie de Méziéres

solicitando la admisiéon de Monge.



Superficies Canal

En esta prestigiosa escuela militar, Monge, que habia entrado como un simple téc-
nico debido a su clase social, demostro6 su habilidad para elaborar planos y, a la hora de
realizar la construccion de fortificaciones militares, resolver problemas de desenfilada
(desenfilar una posicion militar significa protegerla del fuego enemigo) (Fig. 2.3). La
gran capacidad para solventar, mediante la geometria descriptiva, problemas de carac-
ter militar junto al prestigio que ésta conllevaba le abri6 las puertas a la ensenanza de
las matemaéticas (1768) y la fisica (1771) en aquella escuela.

Durante su estancia como profesor
en la escuela militar de Méziéres, Mon-  cuva donde el cono de virtice 0

es tangente al relieve

ge no pudo publicar sus descubrimientos
sobre la nueva geometria descriptiva de- , )
Contorne del relieve
\

bido a que eran considerados material
militar, con lo cual, pudo orientar su in-

p

Plano P de desenfilada i)

terés hacia otros campos de las mate-  [loviiences

PR 21 * P segmento A8
maéaticas como el andalisis matemético y S \
la geometria diferencial de curvas y su- i

A / Cono de vértice O
. . . , L J tangente al relieve
perficies. A partir de este interés, entro \O\

en contacto con la obra de diversos ma- s
tematicos de su tiempo, como Vander-
monde, D’Alembert, Euler y Lagrange,
y, entre 1771 y 1772, desarroll6 seis me-
morias sobre distintos tipos de superfi-
cies en el espacio (entre las que se encuentran las superficies que dan motivo este
trabajo, las superficies canal) y sobre ecuaciones diferenciales y célculo integral, la
mayoria de las cuales las present6 a la Academia de Ciencias de Paris y a la Academia
de las Ciencias de Turin.

Figura 2.3: Solucién al problema de la desen-

filada.

A partir de 1772 la vida profesional y privada de Monge sufrié cambios trascenden-
tales. A nivel personal, en 1777 contrajo matrimonio con Cathérine Huart, con la que
tuvo tres hijas en los siguientes tres anos. La nueva madame Monge era propietaria de
una fundicion, lo que provocod que Gaspard desarrollara un gran interés por la metalur-
gia. A nivel profesional, fue elegido corresponsal de la Academia de Ciencias de Paris
en 1772 y en 1780 pas6 a ser gedbmetra adjunto de esta institucion. Desde este momento
comparti6 su vida de profesor de matematicas y fisica entre Paris y Méziéres.

En octubre de 1783, el mariscal de Castries, ministro de marina, al que habia acom-
panado en un viaje a Bélgica en 1774, nombré a Gaspard como examinador de cadetes
navales para sustituir al recién fallecido Etienne Bézout. Este cargo, que supuso un
ascenso social y la incorporacion de Monge a las estructuras del Estado, lo ostentaria
hasta los inicios de la Revolucion de 1789. Por consecuencia de este nombramiento,
Gaspard tuvo que dejar la escuela de Méziéres y se trasladd definitivamente a Parfs.
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Esta etapa en la vida profesional de Monge significé la consolidacién de su prestigio
académico entre los cientificos contemporéneos. Este prestigio abarcaba més alla del
campo de las matematicas. Monge lleg a presentar varias memorias sobre fisica, quimi-
ca y meteorologia a la Academia de las Ciencias. De esta época se conservan diversos
manuscritos sobre los experimentos quimicos efectuados por Monge en colaboracion
con Lavoisier y Vandermonde, y el Tratado Elemental de Estatica, publicado en 1788
con fines pedagodgicos, que es un ejemplo de claridad y rigurosidad.

No podemos hablar de la evolucién personal y profesional de Monge sin mencionar
la Revolucion Francesa. Ya sea por las dificultades que se encontré inicialmente en Mé-
ziéres para abrirse camino en un ambiente elitista o porque era partidario de la causa
republicana, Gaspard fue un firme defensor de la Revoluciéon contra los privilegios de
la nobleza. Particip6 en las sociedades revolucionarias y, una vez finalizada la misma,
debido al gran renombre que tenia como cientifico y a los profundos conocimientos
sobre la estructura militar del Estado fue nombrado ministro de Marina. Sus acciones
mas relevantes como ministro son la represion de la revuelta de las Antillas de 1791 y
en Cerdena en 1792, firm¢ el proceso verbal de la ejecucion de Luis XVI y afronté la
declaracion de guerra a Inglaterra en febrero de 1793. El 10 de abril de 1793 renunciaba
al cargo confesando que se veia incapaz de continuar en el mismo.

El cese como ministro del Directorio no significé el fin de su colaboraciéon con la
revolucion. Al contrario, siguié dirigiendo el desarrollo de la industria armamentistica
de la Francia revolucionaria. La experiencia en el campo de la siderurgia adquirida en
la forja de su esposa le sirvio para revolucionar el proceso de fabricacion de armas. Una
muestra de esto son los escritos “Description de 1’art de fabriquer les canons” (Descrip-
cion del arte de hacer cafiones) y “Avis aux ouvriers en fer sur la fabrication de l'acier”
(Asesoramiento a los trabajadores del hierro sobre la fabricacion de acero).

Desde 1793 habia surgido en Francia la
idea de construir una tunica escuela destina-
da a preparar las diversas categorias de inge-
nieros civiles y militares. En 1794 una Comi-
sion de los Trabajos Ptuiblicos, de la que Monge
era participe, qued6 encargada de preparar la
construccion de esta escuela, denominada ini-
cialmente como Ecole Céntrale des Travaux
Publics (Escuela Central de Trabajos Publi-
cos), y que mas adelante se rebautizaria co-
mo Ecole Polytechnique (Escuela Politécnica)
(Fig. 2.4). El objetivo de esta escuela era pro-
porcionar a la recién nacida republica de jove-
nes técnicos altamente cualificados, con la di-
ferencia de que en ella s6lo se tenian en cuenta

Figura 2.4: Portal de entrada de la Es-
cuela Politécnica de Francia.
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los méritos académicos, dejando atras la época donde la entrada a la carrera cientifica
estaba caracterizada por tradicionales recomendaciones. Con el fin de impartir clases
de geometria descriptiva en esta escuela, Monge redacté un curso acelerado de esta
disciplina, publicando en 1795 “Application d’analyse & la géométrie” (Aplicacion del
analisis a la geometria).

Al mismo tiempo que empezaba a funcionar la Escuela Politécnica, una comision
nombrada por la Convenciéon ponia en marcha la organizacion de la Ecole Normale
(Escuela Normal). El fin de ésta era ser un centro de formacion para todos los pro-
fesores de las escuelas secundarias que se estaban organizando. Los maestros de esta
escuela se escogieron entre los mejores cientificos, encontrando entre ellos a Lagrange,
Laplace y Berthollet ademas de, logicamente, Monge. Sin embargo, este proyecto dur6
escasamente cinco meses, en los que Gaspard apenas impartio trece clases de geometria
descriptiva. Los textos se recogieron y mas adelante fueron publicados en 1799 con el
nombre de “Géométrie descriptive” (Geometria descriptiva).

La creacion de estas dos escuelas fue esencial tanto para tener un ejemplo de escue-
la preparatoria de futuros ingenieros altamente cualificados como para que la obra de
Monge se diera a conocer rapidamente.

En 1796 fue enviado a Italia a recoger los monumentos de arte y de ciencia que los
tratados de paz acordaban a los ejércitos franceses, lo que alejo a Monge de sus tareas
como docente a la vez que lo acercoé a la vida politica. El cientifico vefa esta guerra
como una lucha por la libertad y contra la tirania, con lo que justificaba el expolio de
las obras italianas. En junio de ese mismo ano conocio al general Bonaparte, con el que
entablo una estrecha amistad. Particip6 en las negociaciones de paz y cuando se firmo
el Tratado de Campo Formio fue, junto al general Berthier, encargado de trasladar el
texto a Paris.

En 1798 acompané también a Napoledn en su campana en Egipto. Alli, Bonaparte
cred el Instituto de Egipto y nombr6é como presidente a Monge. En febrero de 1799,
Gaspard regres6 a Paris junto al general.

El 9 de noviembre de 1799 se produjo el golpe de estado propiciado por Napoleén
que acabd con el Directorio e instalé el Consulado. Esta situacion finalmente desembocod
en la proclamacion de Napoleén como emperador de Francia en 1804. A lo largo de todo
este proceso, Monge siempre se mantuvo a su lado pese a sus convicciones republicanas.
Ademas fue colmado con toda clase de honores por el nuevo emperador: fue nombrado
miembro del recién creado Senado, el cual llegd a presidir en 1806, recibié una donaciéon
monetaria con la que adquirio el castillo de Bierre (Borgona), fue nombrado conde de
Péluse y recibi6 varias propiedades en Westfalia. En 1809, ante la falta de tiempo de-
bido a las obligaciones administrativas, abandono la docencia en la Escuela Politécnica.
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Durante este tiempo, su amigo y discipulo Jean Nicol4s Pierre Hachette habia estado
reuniendo sus lecciones en la Escuela Normal y Politécnica y en 1801 publico articu-
los como “Feuilles d’analyse appliquée & la géométrie, al’'usage a 1'Ecole Polytechnique
(Hojas de analisis aplicado a la geometria, para uso en la Escuela Politécnica)”.

Tras la caida de Napoleon en 1815, Monge fue desposeido de todos sus cargos y
expulsado del Instituto Nacional de Ciencias y Artes de Paris. Cuando murio, el 28 de
julio de 1818, no recibié ningiin homenaje oficial y a pesar de la oposicién del gobierno
monéarquico, algunos amigos como Berthollet o Laplace lo homenajearon en su entierro.

A pesar de todo, la figura de Monge ha terminado emergiendo hasta el lugar que le
correspondia y finalmente el mismo Estado francés, con motivo del bicentenario de la
Revolucion Francesa, restituyé todos los honores con el traslado simbolico de sus restos
al Panteén de Paris (Fig. 2.5) en 1989, junto con los mayores héroes del pais.

Figura 2.5: Tumba de Gaspard Monge en el Pantedn de Paris.
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2.2. Teoria de curvas y superficies

En este apartado se recuerdan todas aquellas definiciones y resultados de [11]| cuyo
conocimiento previo es necesario para el abordaje de capitulos posteriores.

2.2.1. Curvas Regulares

Definicién 2.2.1. Una curva parametrizada regular (c.p.r) en R™ es una aplica-
c1on
a:(a,b) TRt — at) = (z1(t), ..., xm(t))

tal que:
1. @ €CY k> 1 (Condicion de Diferenciabilidad,).
2. o/(t) =92 £ 0, para todo t € (a,b) (Condicion de Regularidad) (C.R.).

Definicién 2.2.2. Un segmento de c.p.r. (arco regular) es una aplicacion o :
la,b] =R™, a(t) = (z1(t), ..., xm(t)), tal que existe un intervalo abierto (c,d) que con-
tiene a [a,b] y existe una c.p.r. B : (c,d) — R™ cumpliendo que o = Plap. Asi, es
posible considerar o/(a) = f'(a) y o/ (b) = '(b). La longitud del arco regular o es:

b b b m
Lb(a) = / o/ ()] dt = / Vol (t).o/ (t)dt = / Zx?(t)dt

Definicion 2.2.3. La parametrizacion de una curva por su arco se llama parametri-
zacion natural. Al pardmetro longitud de arco se le llama parametro natural.

Definicién 2.2.4. Sean o : (a,b) — R™ una c.p.r. y to € (a,b). Se llama vector
velocidad de o en a(ty) al vector o/ (ty) y se llama campo vectorial velocidad de
a a la aplicacion o/ : (a,b) — R™ dada port — o/(t), que, por la C.R. es no nula en
todos los puntos. Al mddulo del vector velocidad de o en «(ty) se le llama velocidad
de o en afty). Se llama vector tangente a o en a(ty) al vector

t(to) =

que es unitario. Se llama campo vectorial tangente de o a la aplicacion t: (a,b) —
R™ dada por:

t = Hty) = ‘Z:g;’

Cuando este campo es una c.p.r. se le llama indicatriz de las tangentes de o y su

ecuacion es B(t) = t(t). Como los vectores tangentes son todos unitarios, para m = 3
esta curva estard contenida en la esfera unidad S* y se llamard indicatriz esférica.

10
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Definicién 2.2.5. Sean « : (a,b) — R™ una c.p.r. y ty € (a,b). Se llama recta
tangente a o en «(ty) a la recta que pasa por a(ty) y tiene como direccion al vector
tangente a o en a(ty), que, claramente, es una c.p.r. Su ecuacion es:

f:R— R™:r— B(r) =alty) + rt(te) = a(te) + ra'(ty).

Definicion 2.2.6. Sea o : (a,b) — R una curva reqular parametrizada naturalmente
(c.r.p.n.). Se llama curvatura de o a la funcion

k= k(s) = [a(s)].

Definicion 2.2.7. Sea a = a(s) una c.r.p.n. en R3. Al plano que pasa por un punto
a(so) de a y es perpendicular al vector tangente en a(sg) se le llama plano normal
de a en a(sg) y su ecuacion es (X — a(sg)).t(so) = 0.

Definicion 2.2.8. Sea a = «(s) una c.r.p.n. en R3. Se define el vector normal
principal de o en un punto a(so) tal que k(so) > 0 como

G(so)

") = R
que, claramente, es unitario y ortogonal al vector tangente (so).
A la aplicacion n:n(s):% se le llama campo wvectorial normal principal a lo
largo de «. Cuando este campo es una c.r.p., se llama indicatriz esférica de las
normales principales de «, estd contenido en la esfera unidad S? y su ecuacion es
B(s) = n(s).
A la recta que pasa por un punto a(sg) de o con direccion el vector normal principal, se
le llama recta normal principal de « en «(sg), su ecuacion es r(t) = a(sg) + tn(sp)
Y es una c.r.p.m.
Al plano que pasa por a(sy) y es perpendicular al vector normal principal en a(sg) se
le llama plano rectificante de o en a(sg) y su ecuacion es (X — a(sg)).n(se) = 0.

Definicion 2.2.9. Sea o = a(s) una c.r.p.n. en R>. Se define el vector binormal de
a en un punto a(sg) tal que k(sg) > 0 como b(sg) = t(so) X n(so), que, claramente, es
unitario y ortogonal a los vectores tangente y normal principal en a(sg).

A la aplicacion b=b(s)=t(s) x n(s) se le llama campo vectorial binormal a lo largo
de a. Cuando este campo es una c.r.p., se llama indicatriz esférica de las binor-
males de «, estd contenido en la esfera unidad S* y su ecuacion es B(s) = b(s).

A la recta que pasa por un punto «(sg) de « con direccion el vector binormal, se le
llama recta binormal de o en a(sg), su ecuacion es r(t) = a(sg) + tb(so) y es una
c.r.p.n. Al plano que pasa por a(sg) y es perpendicular al vector binormal en «(sg) se
le llama plano osculador de o en a(sgy) y su ecuacion es (X — a(sg)).b(so) = 0.

Definiciéon 2.2.10. Dada una c.r.p.n., a = a(s), en R3, al triedro.

{t(s), n(s), b(s)}

se le llama Triedro de Referencia o Frenet en el punto a(s) de a. FEste triedro
forma una referencia (movil) ortonormal y directa de R® en cada punto de la curva.

11
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Definicién 2.2.11. Sea o = «(s) una c.r.p.n. en R®. Se llama torsion de o a la
funcion T = 7(s) tal que b= —7(s)n(s).

Proposicion 2.2.12.

_ (@(s),a(s), §(5)
T

Proposicion 2.2.13. Una curva alabeada es plana si y solo si su torsion es idéntica-
mente nula.

Teorema 2.2.14. (Ecuaciones de Frenet-Serret). Sea o = a(s) una c.r.p.n. en
R3. Entonces, se verifican las siquientes ecuaciones:

t=k(s)n(s), n = —k(s)t(s) + 7(s)b(s), b= —7n(s). (2.1)
Proposicion 2.2.15. Sea a = a(t) una c.p.r. en R3. Entonces, se tiene que:

i) = 2 gy = % n(t) = b(t) x (1),

Proposicion 2.2.16. Sea a = a(t) una c.p.r. en R3. Entonces:

Jal(t) x a"(1)
0= R

Ademas, si k(t) # 0, entonces:

- CDO2)

o/ (t) x " (t)[?
2.2.2. Superficies regulares

Definicién 2.2.17. Una superficie parametrizada (s.p.) en R® es una aplicacion
z:U C R? = R3, donde U es abierto, tal que:

1. x es de clase C™).

2. St x=x(u,v), entonces,
or 0

T
%X%#O,

en todos los puntos de U (Condicion de Regularidad) (C.R.)

Si, ademds, T es inyectiva, se llamard una superficie simple (s.s.)

Nota 2.2.18. A partir de ahora, se denotardn:

Ox Ox
%:XHJ%:)Q
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Definicion 2.2.19. Sea M un subconjunto de R® dotado de la topologia euclidea rela-
tiva. Se dice que M es una superficie regular (s.r. de R® si para cada p € M existe
U C R? abierto y existe x: U — R? diferenciable (clase C*°) tales que:

1. (u) € M y es entorno abierto de p en M (es decir, existe G C R* abierto
euclideo con p € G y tal que x(U) =GN M ).

2. x es homeomorfo sobre su imagen, dotada ésta de la topologia euclidea relativa

de R3.
3. x es una s.p. (y, por la condicion 2, una s.s.).

Cualquier aplicacion verificando 1-8 se llama una parametrizacion local (p.l.) o pa-
rametrizacion regular de M en p. La aplicacion inversa ' : x(U) — U se llama
una carta local en p (obsérvese que existe en virtud de la condicion 2).

El entorno (U) de p en M se llama entorno coordenado, las coordenadas (u(p),v(p)) =
z 1(p) se llaman coordenadas locales de p.

Definicion 2.2.20. Sea M una s.r. y G C R? un abierto.

1. Una aplicacion f : M — G se dice que es diferenciable en p € M (siempre
de clase C*®) si, existe una p.l. € : U — M tal que f o x es diferenciable en un
entorno de x71(p). Se dice que f es diferenciable si lo es en todos los puntos de
M.

2. Una aplicacion g : G — M se dice que es diferenciable en q € G si existe una
pl.x:U — M de M en g(q) tal que x™'og: G — U es diferenciable en un
entorno de q. Se dice que q es diferenciable si lo es en todo punto.

Las definiciones anteriores no dependen de las p.l. elegidas. Ademds, se tiene que, en
cualquiera de las dos situaciones, la diferenciabilidad implica la continuidad.

Definicion 2.2.21. Se llama plano tangente a x en p al plano que pasa por p y
tiene como vector caracteristico a Xi(p) x Xa(p). Se llama vector normal a « en p

al vector X,(p) % Xolp)
D) X Aal(p
N(ug, vo) = 5= = N(p),
| X1(p) x Xa(p)|
que es unitario y, por la C.R., estd bien definido. Se llama recta normal a x en p a
la recta que pasa por p con la direccion de N(p).
Se llama campo vectorial normal unitario a x a la aplicacion N: U — R’ dada

por

X (u,v) x Xso(u,v)
| X (u,v) X Xa(u,v)|’

que cuando es una s.s. se llamard indicatriz esférica de las normales a x.

(u,v) = N(u,v)

13
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Definicion 2.2.22. Un vector tangente a x en p es un vector tangente a cualquier
curva diferenciable o en x que pase por p. Se denota por T,(x) al conjunto:

T,(r) = {u € R®: uestangentea zenp}.
Proposicion 2.2.23. Se tiene que X;(u,v) y Xo(u,v) pertenecen a T,(x).
Proposicidon 2.2.24. Un vector u pertenece a T,(z) si y solo si uw = AXi(p) +
pXa(p), A€ R
2.2.3. Geometria Intrinseca

Definicion 2.2.25. Se llaman coeficientes métricos de una p.l. de una s.r., x :
U — R?, a las funciones gi; = Xi.Xj, 1,5 = 1,2. Estas funciones, definidas en U y
que dependen de la p.l., definen una matriz en cada punto de x(U),

gir 912
921 G22
que es simétrica, pues g2 = X1.Xo = X9.X7 = go1 vy definida positiva, ya que g1 =

Xi.Xi=|X1?>0yg=IG| = g11922 — 91, = | X1 x X5|> > 0, por la C.R.

Nota 2.2.26. Por similitud con la notacion que usan muchos articulos bibliogrdficos,
a partir de ahora denotaremos a estos coeficientes de la siguiente manera:

g =FE
gi2 = g1 = F
g =G

Definicién 2.2.27. Dada una p.l. de una s.r., © : U — R®, la regla que, en cada
p € z(U), asigna a cada par de vectores X, Y € T,(x) su producto escalar se llama la
primera forma fundamental de la superficie en p. Se escribe:

L :T,(x) xTy(z) > R: X, Y > [(X,Y)=XY.

Definicion 2.2.28. Sean ahora los campos de vectores definidos en U:

Xij = , 1,7 =1,2.

8ui8uj
Se tiene que X;; = Xj; y son diferenciables. Ademds, escribiéndolos en funcion de la

base { X1, Xy, N} de R®, ponemos:

2
Xij=>» TiX,+LyN ij=1.2
k=1

14
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Estas ecuaciones se llaman ecuaciones de Gauss. Los coeficientes F,’fj, para i, j, k =

1,2, se llaman simbolos de Christoffel de la superficie y los L;;, para i,j = 1,2,
se llaman coeficientes de la segunda forma fundamental de la misma y son
funciones diferenciables en U con valores reales, que miden la componente tangencial
y la componente normal, respectivamente, de los X;;. Como se tiene que X;; = X,
entonces Ffj = F?i y Lij = Lj;, para cualesquiera 4,7,k =1, 2.
Proposicion 2.2.29. Se verifica que:

Lz’j = XZJN

Nota 2.2.30. Al igual que con los coeficientes de la primera forma fundamental, por
simalitud con la notacion que usan muchos articulos bibliogrdficos, a partir de ahora
denotaremos a estos coeficientes de la siguiente manera:

L1 =1L
L12 :L21 =M
Loy = N

Definiciéon 2.2.31. El drea de una region acotada R C x(U) viene dada por:

A(R) = // ‘Xl X X2|du1du2 = // \/Eduldm
z~H(R) z~1(R)
:// (Xl,XQ,N)dulduQ.
z=H(R)

2.2.4. Geometria Extrinseca

(2.2)

Definicion 2.2.32. Se llama aplicacion de Gauss de x a la aplicacion:

X1><X2

N:z(U)— R*:p— N(p) = m(ﬁ),
es decir, el campo normal de x.

Definicion 2.2.33. Se llama operador forma o endomorfismo de Weingarten
enp € x(U) a la aplicacion lineal:

L,=—dN,:T,(x) - T,(z) : v—= Ly(v) = —dN,(v).

Proposicion 2.2.34. Se verifica que L,(X;(p)) = —N;(p), i = 1,2, donde

ON
N = (G0 ) @) € T
pues N(p) es unitario.
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Proposicion 2.2.35. Para cada p € x(U), el operador forma es autoadjunto respecto
al producto interior en T,(x) dado por la primera forma fundamental.

En consecuencia, los dos autovalores de L, son reales y se denotan por ki(p) y ka2(p)
y se llaman las curvaturas principales en p. Los autovectores correspondientes se
llaman las direcciones principales en p y, tomados unitarios, se denotan por X)(p)

y X2)(p)-
Definicion 2.2.36. La forma bilineal

II,:Ty(x) x Ty(x) - R: (v, w) = Lyv.w. (2.3)
se conoce como la seqgunda forma fundamental de x.

Proposicion 2.2.37. Si X es una direccion principal en p e Y € T,(x) es ortogonal
a X, entonces 'Y también es una direccion principal.

Definicion 2.2.38. Un punto p € (U) se dice umbilico si ky = ko en p. Si todos los
puntos de z(U) son umbilicos, (U) se dice totalmente umbilical.

Nota 2.2.39. Se tiene que:

ki + ke = Traza(L)
klk'g = det(L)

Definicién 2.2.40. Se llama curvatura media de z en p a H(p) = £5%2(p) y se
llama curvatura de Gauss a K(p) = (kik2)(p)

Definicion 2.2.41. Una superficie se dice minimal st H = 0 y se dice desarrollable
st K =0.

Definicién 2.2.42. Un punto p de una superficie se dice eliptico si K(p) > 0, hiper-
bolico si K(p) < 0, parabdlico si K(p) =0 y ki o ka no se anulan en p y plano si

ki(p) = ka(p) = 0.

Definicién 2.2.43. Una curva a(t) = x(uy(t),us(t)) en una p.l. de una s.r. se dice
que es una linea de curvatura si o/(t) es una direccion principal en Ty (x) para
todo t.

Corolario 2.2.44. Si p € xz(U) es un punto no umbilico, entonces por p pasan dos
lineas de curvatura o(t) = x(ui(t),us(t)), que se obtienen integrando la ED:

uf  —uhuh uf?
E F G|=0
L M N

16
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3. Introducciéon a las Superficies Canal

3.1. Definicion

En esta seccion y la siguientes estudiaremos la definicion matematica de las su-
perficies canal y veremos algunas propiedades béasicas de las mismas como son los
coeficientes de la primera y segunda forma fundamental, las curvaturas media y de
Gauss, la matriz de Weingarten, si hay puntos umbilicos, etc. También daremos unos
resultados sobre las condiciones necesarias y suficientes para que la superficie sea mi-
nimal o desarrollable.

Una familia de superficies 1-paramétricas esta descrita por una funciéon derivable
F(z,y,z,8) = 0, donde s es un parametro. Cuando s puede ser eliminado de las
ecuaciones

OF (z,y,z2,$)

=0
ot ’

F(z,y,z,8) =0 y

obtenemos la envolvente, como una superficie descrita implicitamente.

Definicién 3.1.1. La envolvente de una familia 1-paramética de esferas en R?, s —
S%(s), se conoce como superficie canal. La curva sobre la que estin situados los
centros, ¢ = c(s), se denomina curva espinal (o curva central) de la superficie canal.
El radio de la superficie canal es una funcion r tal que r(s) es el radio de la esfera

S%(s).

Teorema 3.1.2. Supongamos que la curva espinal de una superficie canal estd para-
metrizada naturalmente ¢ : (0,1) — R® con curvatura no nula. Entonces la superficie
canal M puede ser parametrizada por la aplicacion

x(s,0) = c(s) + r(s)[-T(s)r'(s) + V1 —1"(s)?(—N(s) cos§ + B(s) sin6)], (3.1)

donde la terna {T, N, B} es el triedro de Frenet de c(s) y representa a los vectores
unitarios tangente, normal y binormal respectivamente.

Demostracion. Sea x una carta que parametriza la envolvente de una familia de esferas,
definiendo asf una superficie canal. Como la curvatura de c es distinta de cero, el triedro
de Frenet {T', N, B} esté bien definido, con lo que podemos escribir

x(s,0) — c(s) = a(s,0)T(s) + B(s,0)N(s) + v(s,0)B(s), (3.2)

donde a, 8 y v son derivables en el intervalo en el que ¢ estd definido. Teniendo en
cuenta que x(s,6) esta envolviendo la esfera S?(s) de radio r(s) y centro ¢(s), es claro
que

[l2(s,0) — c(s)|I* = r(s)?, (3.3)
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ademas, x(s,0) — c(s) es un vector normal de la superficie canal, asi que
(3.4)

Estas ultimas expresiones nos indican que los vectores x5 y xy son tangentes a la esfera
S%(s).

De (3.2) y (3.3) podemos relacionar a, 8y 7 con 7 y podemos derivar la expresion
obtenida respecto a s obteniendo

aos + Bfs +yys = 1. (3:5)

Por otra parte, si derivamos (3.2) respecto a s teniendo en cuenta las ecuaciones de
Frenet dadas en (2.1), obtenemos

zs=(1+as— 0r)T + (ak —yT + Bs)N + (75 + 57)B. (3.6)
Con lo cual, (3.5), (3.6), la primera expresion de (3.4) y (3.2) implican que
a+rr'=0. (3.7)

Juntando esta tltima expresion con (3.5) obtenemos que 32 + 42 = r?(1 — 7). Por el
Lema 1.23, en la pagina 17 de [3], podemos escribir

B=—rvV1—12cos0 y ~v=rV1—r2?sinb, (3.8)

para un parametro 6 adecuado. Por todo esto, (3.2) puede escribirse como
z(s,0) — c(s) = =T — /1 — 12N cos 0 + /1 — 2B sin 6, (3.9)
que es equivalente a (3.1) O

Una vez demostrado el Teorema 3.1.2, teniendo en cuenta que el factor /1 — r/(s)?
solamente esta definido para valores de r/(s) € (0,1), podemos denotar a dicho factor
como sin ¢(s) para alguna funcion diferenciable ¢(s), con lo cual también se tiene
que —r'(s) = cosy(s). Haciendo este cambio de notacion, podemos reescribir (3.1)
de la siguiente manera (que ademés coincide con la expresion utilizada en diversas
publicaciones como [9]):

x(s,0) = c(s) + r(s)[sinp(s)cos @ N(s)+ sinp(s) sin B(s) + cos p(s) T(s)], (3.10)
donde s € [0,1], 8 € [0,27), ¢ € (0, 7).

Se puede ver como la expresion de nuestra superficie se corresponde préacticamente
con ecuaciéon de una esfera, salvando la diferencia de que, si consideramos que su “polo
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norte” esté en la direccion y sentido de la curva, para cada s la superficie s6lo estara
definida para un angulo polar ¢(s), con lo cual, para cada s, x(s,f) nos proporciona
la expresion de la circunferencia en la que nuestra superficie sera tangente a la esfera

de centro ¢(s) y radio r(s).
Esta interpretacion se puede ver graficamente: considerando una longitud muy pe-

quena, ds, podemos suponer que la curva espinal es una linea recta y por simplicidad
diremos que su sentido es el z;. Con lo cual, tenemos los siguientes casos:

= Sir'(s) > 0= cosp <0= ¢ € (5,7) = Nuestra superficie serd tangente a la
esfera en el “hemisferio sur”. (Fig. 3.1)

= Sir'(s) < 0= cosp >0= ¢ € (0,7) = Nuestra superficie serd tangente a la

esfera en el “hemisferio norte”. (Fig. 3.2)

= Sir'(s) =0= cosp =0= ¢ =7 = Nuestra superficie serd tangente a la esfera
en el “ecuador”. (Fig. 3.3)

=

[T1a ]

[

Figura 3.2: Circunferencia Figura 3.3: Circunferencia

Figura 3.1: Circunferencia
de tangencia en el hemisfe- de tangencia en el ecuador.

de tangencia en el hemisfe-
rio sur. rio norte.

Nota 3.1.3. Dos casos particulares de las superficies canal son los siquientes: si ¢ =

c(s) es una linea recta, la superficie M serd de revolucion (Fig. 3.4), y si r(s) es
constante, entonces M serd un tubo (Fig. 3.5).
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=
=

Figura 3.4: Superficie canal con ¢ recta.  Figura 3.5: Superficie canal con r constan-
te.

3.2. Descripciéon geométrica
3.2.1. Propiedades bésicas

En primer lugar, de (3.10) y las ecuaciones de Frenet (2.1) para una curva regular
c en E3 con curvatura k y torsion 7, tenemos

Ox Ox
xsza—:xiT%-fU?N—i-ng ) 1’9:—‘9:375]\["‘3333 (3.11)
s
donde
x; = sin®p —rr" —resingcosf,
12 =71 sinpcos® —rr'k —r1singsind —rr'y cos 0,
2% =1 singsin® + r7 singcos O — rr'y sin b, (3.12)
T = —71 sin sinb,
T3 =1 8N cos .

Hecho esto, podemos hallar los coeficientes de la primera forma fundamental:

E = (x,,2,) =r*(k* sin* @ cos* 0 + r?k* + 72 sin® o + ©"* + 2Ky cos §

+ 21" k7 sin @ sin 0) + sin®  — 2(rr" + 1k sin @ cos §),

3.13
F = (xy,x9) = r’7 sin® o + r’r'k sin p sin 0, (3.13)
G = (wg, mp) = 1% sin* .
Con lo cual, tenemos que:
EG — F*=7r*(r" + rrsing cosf — sin® ¢)* > 0 (3.14)

Por otro lado, la aplicacion de Gauss G de M viene dado por:
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Ts X Tp

G = = (cos )T + (sinpcosO)N + (sin p sind)B, (3.15)

|EE|

de donde tenemos que

Gs=—(r"+rsinpcosO)T — (r'k + 1" cos O + 7 sin ¢ sin ) N
+ (T singcos — 'y’ sin 0) B, (3.16)
Gy = (—sinpsin@)N + (sin p cos)B.

Con lo cual, los valores de la segunda forma fundamental se obtienen por

L= —(z;,Gs)
= —r(k?*sin® p cos® O 4+ 1"k + 12 5in® p + ©? 4 2Ky cos O
+ 2r' kT sin @ sin @) + (r" + K sin p cos 0), (3.17)
M = —(Gy, x9) = —1r7 sin* @ — rr'k sin @ sin 0,

N = —(z9,Gy) = —r sin® .
Definamos ahora los siguientes parametros:

P=1rr" +rksinpcosd — sin® o =rQ — sin’p,
Q=1"+ksinycosh, (3.18)
R =r71sin®>p+1'ksingsinb.

Notar que, por (3.14), P # 0 en toda la superficie debido a la regularidad de M.

Se comprueba facilmente que los coeficientes de la primera y segunda forma fundamen-
tal satisfacen la siguiente relacion:

E=—rL-P F=-—rM G=—rN. (3.19)

Basandonos en (3.11), (3.12) y (3.16), la aplicacion de Weingarten de M se obtiene por

_Q R
o= (3 A). a0

T

De (3.20) vemos que las curvaturas principales k1 y ko se pueden escribir como

1
R1 = —%7 Rg = —; (321)

Con lo cual, usando las expresiones vistas en la Definicion 2.2.40, podemos escribir la
curvatura gaussiana K y la curvatura media H de la siguiente manera, respectivamente

K= RiRg = — (322)
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K1+ Ky 2P+ sin’o
2 =P
Notar que para obtener esta tultima, se ha tenido en cuenta la primera expresion de

(3.18) donde, despejando, se tiene que r@Q = P + sin’p.

H = (3.23)

Viendo las expresiones de la curvatura media (3.23) y la curvatura de Gauss (3.22),
se puede deducir sin muchas complicaciones la siguiente expresion que relaciona las

mismas: 1

r

1

ademas, si nos fijamos, estamos hallando la curvatura media como la suma de dos
términos dividida por dos y se puede comprobar facilmente que dichos términos se
corresponden con los valores de las curvaturas principales dados en (3.21).

), (3.24)

3.2.2. Superficies minimales y desarrollables

Dado que en el apartado anterior hemos determinado las expresiones de la curvatura
gaussiana (3.22) y curvatura media (3.23), vamos a ver qué condiciones debe satisfacer
la superficie para que sea desarrollable o minimal.

Teorema 3.2.1. Una superficie canal M serd desarrollable si y solo si es un cilindro
circular (Fig. 3.6) o un cono circular (Fig. 3.7).

Demostracion. M sera desarrollable si y s6lo si su curvatura gaussiana K = (. Teniendo
en cuenta (3.22), ésta se anulara si y solo si @) = 0, y por (3.18) tenemos

Q=r"+ksinpcostd =0 (3.25)

donde, recordando que 7 y € son dos parametros independientes entre si que pueden
tomar cualquier par de valores, dicha expresion se anularé si y solo si cada sumando
es nulo, es decir:

" =0,

K sin p = 0. (3.26)

Q—T"+m5ing00038—0<:>{

La implicacion de la primera ecuacion es clara, para que sea desarrollable la derivada
primera del radio r(s) debe ser constante, es decir, r(s) = as + b.
Para la segunda ecuacion, recordando que —r'(s) = cos ¢, obtenemos

Ksing =kV1—12=0 (3.27)

y, dado que |r’| = |a| < 1 (ya que si se diera la igualdad, la superficie se veria reducida
a una curva y si 1’| = |a] > 1 entonces la superficie no estaria definida), llegamos a
que se tiene que dar k = 0, por lo que M sera una superficie de revolucion.
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Figura 3.7: Cono.

Figura 3.6: Cilindro.

Con lo cual, para que M sea desarrollable tiene que ser de revoluciéon y tener un

radio r(s) de la forma r(s)

]

as + b, es decir, que sea un cilindro o un cono.

Teorema 3.2.2. Una superficie canal M serd minimal si y solo si es un catenoide

(Fig. 3.8).

0. Teniendo en

cuenta la expresion (3.23), ésta se anulara si y solo si 2P + sin?¢ = 0, y por (3.18) y

un razonamiento anélogo al de la demostracion anterior tenemos

M serd minimal si y s6lo si su curvatura media H

Demostracion.

(3.28)

" 1n 2 —
2rr" — sin® @ = 0,

=0« { .
resinp = 0.
De la segunda ecuacion, dado que r # 0 y sin? ¢ # 0, tenemos que xk = 0, por lo que

+ 21k sin @ cos§ — sin? @

"

2rr

M seréa de revolucion. Con lo cual, M serda un catenoide, ya que es la tnica superficie

de revolucién minimal.
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Figura 3.8: Catenoide.
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Estas demostraciones también se pueden encontrar en el punto 3 de [4], donde se
tratan de una manera mas generalizada, ya que se define la clase de superficies canal
M (X,Y)-linear Weingarten. Como veremos en detalle mas adelante, dichas superficies
son aquellas que, para una pareja (X,Y), X#£Y de las curvaturas K, H y K;; (segunda
curvatura gaussiana), M satisface que

aX +b0Y =c (3.29)

siendo a, b, c € R no todas nulas.

3.2.3. Tipos de puntos

Caractericemos ahora los tipos de puntos que posee una superficie canal, ya sea de-
terminando cuéles son umbilicos o clasificandolos en elipticos, hiperbolicos, paraboélicos
y planos.

Teorema 3.2.3. Una superficie canal M no tiene ningin punto umbilico.

Demostracion. Vedmoslo por reducciéon al absurdo. Supongamos que si hay puntos
umbilicos en M. En este caso, en base a la Definicién 2.2.38 y las expresiones de las
curvaturas principales vistas en (3.21), en estos puntos se tiene que cumplir que
Q 1
Kl =Ky = —— = ——, 3.30
e (3.30)
donde, invirtiendo y teniendo en cuenta los desarrollos de Py @ dados en (3.18), nos
queda
1 P rQ — sin? sin? sin?
_Q:__i_:riu:/r g0:7":> ('0:
P roQ Q Q Q
Como sin®p # 0, esa expresion no tiene solucién. Por otra parte, al invertir (3.30)
estamos suponiendo que @) # 0. En el caso de que esto no fuese asi, la demostracion
seria trivial, ya que si Q =0 = k1 =0 # —% = Ko. 0

0.  (3.31)

Veamos ahora si los puntos de una superficie canal son elipticos, hiperboélicos, pa-
rabolicos o planos. Para ello, es conveniente recordar la Definiciéon 2.2.42.

Teorema 3.2.4. Un punto p(s) de una superficie canal M serd parabdlico cuando se
cumpla que " + Kk sin p cos 0 = 0. Ademds, si un punto tiene curvatura de Gauss nula,
éste nunca serd plano.

Demostracion. Por un razonamiento analogo al de la demostracion del Teorema 3.2.1.
Un punto p sera parabdlico si y s6lo si su curvatura gaussiana K = 0. Con lo cual, por
(3.22), ésta se anulara si y solo si Q =0, y, teniendo en cuenta (3.18), tenemos

Q=1r"+ksinpcosd =0 (3.32)

Para ver que estos puntos nunca seréan planos, basta recordar que ko = —% #0. O
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Corolario 3.2.5. 5% la superficie canal M es un cono o un cilindro, entonces todos sus
puntos serdan parabolicos.

Demostracion. Ya vimos en el Teorema 3.2.1 que en estos dos tipos de superficie se
tiene que K (p) = 0 para todo p € M, con lo que se tiene el resultado. O

Teorema 3.2.6. Un punto p(s) de una superficie canal M serd eliptico cuando se

cumpla

1 —r"?
r > _ (3.33)
r" 4+ k sin @ cos 6

e hiperbolico cuando
1 — 7"
r< _ (3.34)
r" 4+ k sin @ cos

Demostracion. La demostracion se hara para en caso de puntos elipticos, para los pun-
tos hiperbodlicos es analogo.

Un punto seré eliptico si y sélo si su curvatura gaussiana es mayor que 0, con lo
cual, de la expresion (3.22) se tiene

Q
K>0=—>0 3.35
- rP e ( )

donde, podemos tomar la inversa, despreciar el término r ya que siempre es positivo y

expresar P en funcion de @ (3.18), obteniendo asi

0<£:7“Q—3in290:r_sm290'
Q Q Q@

Expresando el sin? ¢ como 1—7r"2 y desarrollando @ por (3.18) se tiene el resultado. [

(3.36)

Cuando la curvatura k = 0 es relativamente mas facil obtener el caracter de cada
punto. En la siguiente figura se muestran en rojo los puntos elipticos, en azul los
hiperbodlicos y en amarillo los parabélicos.

Figura 3.9: Distincion de puntos sobre una superficie canal.
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3.2.4. Lineas de curvatura

Si desarrollamos el determinante del Corolario 2.2.44 con el cambio de notacién
up = sy us = 6 llegamos a que

(EM — FL)s? + (GN — GM)#” — (GL — EN)s'6' =0, (3.37)

teniendo en cuenta las relaciones entre los coeficientes de la primera y la segunda forma
fundamental dadas en (3.19) obtenemos:

— MPs”* - NPs'§ =0, (3.38)

donde podemos cancelar el parametro P ya que es no nulo y sustituir M y N por las
expresiones vistas en (3.17)

(r7 sin* @ 4+ 'k sin @ sin 0)s* + r sin® p 5’0’ = 0. (3.39)
Operando en la ecuacién anterior y teniendo en cuenta que r y sin ¢ son dos parametros
que no se pueden anular, llegamos a:
s'(rsinps +r'ksinds + sinpd) =0. (3.40)
De esta ultima ecuaciéon obtenemos las siguientes curvas:

= Si s = cte, obtenemos una linea de curvatura principal que se corresponde con la
circunferencia de tangencia entre la superficie canal y la esfera de centro ¢(s) y
radio r(s). Estas circunferencias se muestran en rojo en las Figuras 3.1.

s Si s # cte, la curva debe cumplir que

K1

0 =—75 — N sin 6. (3.41)
—r

Esta linea de curvatura principal se corresponde con una curva que se mueve

“paralela” a la curva espinal. Un ejemplo se puede ver en la siguiente figura.

AT
N
s

‘.
QR
o

R

Figura 3.10: Linea de curvatura principal “paralela” a la curva espinal.
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3.3. Casos particulares

En esta seccion aplicaremos los resultados previos a distintos casos particulares de

superficies canal con el fin de ver como quedan las expresiones después de imponerles
ciertas condiciones.

Los casos a tratar se recogen en la siguiente tabla:

= cte r' = cte
k=0,7=0 Cilindro Cono
k=cte, 7=10 Toro Toro cénico

K = cte, T = cte

Tubo helicoidal

Cono helicoidal

Al final de cada caso, se veran graficamente el tipo de puntos de cada superficie
(siguiendo la notacion de colores de la Figura 3.9) y las lineas de curvatura principales.

3.3.1. Cilindro

En este primer caso, como cabria esperar, se obtiene un valor de la curvatura gaus-
siana nulo K =0 (ya que Q = 0) y un valor de la curvatura media H = —1/(2r).

Como hemos dicho que el parametro () es nulo en toda la superficie, recordando

que ésta era la condiciéon para que un punto sea parabodlico, obtenemos que todos los
puntos del cilindro seran de este tipo.

Por otro lado, las lineas de curvatura que se obtienen son las esperadas; s = cte y
0 = cte.

)
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Figura 3.11: Puntos parabélicos en el ci- Figura 3.12: Lineas de curvatura principa-

lindro. les en el cilindro.
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3.3.2. Cono

En el caso del cono, pese a que el radio tiene derivada constante no nula, los re-
sultados obtenidos son analogos a los del cilindro. Con lo cual, todos sus puntos seran
parabolicos, la curvatura de Gauss sera nula y la media valdra H = —1/(2r) y las
lineas de curvatura seran también s = cte y 6 = cte.

1

[

Figura 3.13: Puntos parabdlicos en el cono. Figura 3.14: Lineas de curvatura principa-
les en el cono.

3.3.3. Toro

Si trabajamos con un radio y con curvatura de la curva espinal constantes, obten-
dremos un toro (o parte del mismo).

El hecho de que la curvatura sea no nula introduce unas primeras variaciones res-
pecto a los resultados previos. En primer lugar, la curvatura de Gauss y la curvatura
media vendran dadas por las siguientes expresiones:

o K cos 6 7 H:—i ] rK cos '
r(rkcos@ — 1) 2r

(3.42)

rekcosf — 1

Teniendo en cuenta la expresion (3.32), los puntos parabolicos seran aquellos que satis-
fagan que K cos® = 0, es decir, los obtenidos al hacer § = +m/2. Por otra parte, de la
expresion (3.33) ((3.34)) obtenemos que la condicién para que los puntos sean elipticos
(hiperbdlicos) es:

r> (<) (3.43)

cos

donde R es el radio de la curva espinal. Notar que, si r > R, la distribuciéon de puntos
serfa diferente a la que se ve en la siguiente imagen, pero, dado que en esos casos la
superficie tiene autointersecciones, no trabajaremos con ellos.
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Figura 3.15: Puntos parabdlicos, elipticos Figura 3.16: Lineas de curvatura principa-
e hiperboélicos en el toro. les en el toro.

3.3.4. Toro Coébnico

Si introducimos una derivada del radio no nula, el término sinp = /1 —r2 # 1
con lo cual, las expresiones de las curvaturas nos quedan de la siguiente manera:

1
K- K cos 0 | H:_Q_ <1+ rK cosf )
r

44
r(rk cos @ — sin p) (3:44)

rrcost — sin

Los puntos parabolicos seran aquellos en los que k sin ¢ cos = 0, es decir, al igual
que en el caso anterior, seran aquellos que cumplan que § = +x/2. Mientras que, los
elipticos e hiperbolicos satisfaran, respectivamente,

Rv1 —1'2 Rv1 —1'2
r> — , r< —— (3.45)
cos 0 cos 6
En cuanto a las lineas de curvatura, tenemos, como siempre, la curva s = cte,
mientras que, para determinar la otra, en este caso nos queda la siguiente ecuacion

diferencial

9/ = —ﬁsm 9, (346)
cuya solucién es la siguiente:
k!
0 =2arctg {C’ exp <—ﬁs)} (3.47)

donde C es una constante.
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Figura 3.17: Puntos parabdlicos, elipticos Figura 3.18: Lineas de curvatura principa-
e hiperboélicos en el toro coénico. les en el toro conico.

3.3.5. Tubo helicoidal

El hecho de trabajar con un valor de torsiéon constante no nulo mientras que man-
tenemos el radio invariante, no nos producird ninguna diferencia en las ecuaciones de
las curvaturas respecto al caso del toro, con lo cual, ambas vendran dadas por las ex-
presiones (3.42).

Para determinar el tipo de puntos, también tendremos unos resultados similares
al caso del toro, con la diferencia de que la curvatura no sera el inverso del radio,
con lo cual, las condiciones para que sean parabolicos, elipticos o hiperbdlicos, seran,
respectivamente, las siguientes:

m 1 1
0=+4+—, r>— r< —-. (3.48)
2 K cos 6 K cos 6
Las lineas de curvatura, seran la ya conocida s = cte y la obtenida al resolver la

ecuacion diferencial
0 =—15, (3.49)

con lo cual, llegamos a que
0=—-1s+C, (3.50)

siendo C' una constante.
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Figura 3.19: Puntos parabdlicos, elipticos Figura 3.20: Lineas de curvatura principa-
e hiperbolicos en el tubo helicoidal. les en el tubo helicoidal.

3.3.6. Cono helicoidal

Para terminar con estos casos particulares, veremos el caso en el que hay torsion,
curvatura y derivada primera del radio constante.

Al igual que sucedia con el tubo helicoidal y el toro, las curvaturas gaussiana y
media del cono helicoidal coinciden con las del toro conico, dadas en (3.44).

Lo mismo ocurre, con las condiciones para puntos parabodlicos, elipticos e hiperbo-
licos, donde, al igual que en el caso del tubo helicoidal, hay que tener en cuenta que la
curvatura no sera el inverso del radio:

V1—r? V1—1r?

b=t5, r> —0 <

. 3.51
kcosO ' K cos 0 ( )

Finalmente, las lineas de curvatura seran s = cte y la solucioén a la siguiente ecuacion

diferencial )
KT

V112

para la que no hay solucién, por lo que no aparece en la figura 3.22.

0 =—715 — sin 6, (3.52)
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Figura 3.21: Puntos parabdlicos, elipticos Figura 3.22: Linea de curvatura principal
e hiperbolicos en el cono helicoidal. s = cte en el cono helicoidal.
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4. Avances recientes en superficies canal

En esta seccion, revisaremos una seleccion de articulos y, de ellos, daremos los
resultados que se han considerado mas importantes, asi mismo, algunas demostraciones
se han extendido levemente con el fin de simplificar su comprensiéon, mientras que
otras han sido omitidas por su extension o por la poca relevancia del resultado, si hay
algtin lector interesado en estas tltimas, el material usado se puede encontrar en las
Referencias al final de este documento.

4.1. Some characterizations of Canal Surface

Esta publicacion de Young Ho Kim, Huili Liu y Jinhua Qian [4] comienza, al igual
que nosotros, viendo unos primeros resultados basicos que ya vimos en el apartado
“Introduccion a las Superficies Canal”. Ademaés de éstos, también calcula los coeficientes
de la tercera forma fundamental como podemos ver a continuacion:

e = (G, Gy)
=K sin® @ cos® O + k% + 2 sin® ¢ +
+ 2k¢" cos 0 + 2r' kT sin @ sin 6, (4.1)
f = (G,,Gy) = 7sin* o + 'k sin sin b,
g = (Gg, Gg) = sin® .

Teniendo en cuenta (3.13), (3.17), (4.1) y los parametros de (3.18) se puede deducir
el siguiente lema.

Lema 4.1.1. La primera, sequnda y tercera forma fundamental de las superficies canal
satisfacen

L—-Q M N
e = ,f:—’g:—
—r —r —r
Y
EG —F?*=7¢*P?> LN — M*=7rPQ, eg — f* = Q> (4.2)

A continuacién, nos habla de la segunda curvatura gaussiana K7, que es analoga
a la curvatura gaussiana derivada de la segunda forma fundamental y que se define de
la siguiente manera:

1 _%LOG + Ms@ - %Nss %Ls Ms - %LG 0 %LO %Ns
K= "33 Mg—%NS L M — %Lg L M
(LN =17) N voooN | N oM N

Teniendo en cuenta las expresiones (4.2), la segunda curvatura gaussiana K;; de M
puede escribirse como

4
1 i
K = 7“2P—%22 E_O w;cos'6, (4.3)
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donde los coeficientes w; (i = 0,1, 2, 3,4) vienen dados por
3, .04 - 4 1/2~4 -2 32/3~5 12~6
wo = — 1o sin g0+1r<p sinp(1 — 3sin gp)+§r pUsin’p — JrKsin’g

1 1 1
— ngo”si’rf’gp cosp + ng’si’rf’gp cos*p — Z—lrrwsz'n“r’go cosy sinb;

9
wy = — 4r3kePsinte + 57’2/4390'232'715@ + Zrngp’sin4gp(1 — 5sin’p)
1 1
+ Z/ism‘r’cpcoszgp — Zrﬂ’sin5gpcosgp; (4.4)

3,2 /2 9 12

wy = —6r°Kk2 0% sin'p + 57“2%230’52'7154;) — Zrn sin®y;
3.3 1. 4 3 2.3, .5

ws = —4Ar°kK7p sin <p+§7“ K°s1n°g;

wy = —r*risinte.

De (3.23), (4.3) v (4.4) se puede obtener el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. La sequnda curvatura gaussiana K y la curvatura media H de una
superficie canal no desarrollable cumplen

R
Kip=H— ——— 4.5
" 4r2p2()2’ (45)
donde R = ZZ:O ucos®l 1y los coeficientes uy, (k = 0,1,2) son los siguientes:
ug =2r1"*r"?sin*p — resin®o
+ rr'r" sin o 4+ 21" sin o + rr' kTsin’@ sinb;
2,1 (4.6)

up = " ksin®o + " ksin’®p 4+ 17’k sin’p;

uy = resin’p.

Definicién 4.1.3. Para un par (X,Y ), X #Y, de las curvaturas K, H y K;; de una
superficie canal M, st Ml cumple que

d(X,Y) =0,

entonces se dird que es una superficie canal (X,Y )-Weingarten, donde ® es la funcion
de Jacobi definida por & = XY — Y X.

Definicion 4.1.4. Para un par (X,Y ), X # Y, de las curvaturas K, H y K1 de una
superficie canal M, si Ml cumple que

aX +bY =c,

entonces se dird que es una superficie canal (X,Y )-linear Weingarten, donde a,b,c € R

y (a,b,c) # (0,0,0).
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Nota 4.1.5. Las superficies canal (X,Y)-linear Weingarten pueden ser consideradas
como la generalizacion natural de las superficies canal con curvatura gaussiana cons-
tante, curvatura media constante y sequnda curvatura gaussiana constante.

A continuacion, se daran dos resultados sobre las superficies canal (X, Y)-Weingarten
de los que no se incluird su demostracion.

Teorema 4.1.6. Una superficie canal M es una superficie canal (K, H)-Weingarten si
y solo si es un tubo o una superficie de revolucion.

Teorema 4.1.7. Para una superficie canal no desarrollable M, las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

s M es una superficie de revolucion o un tubo cuya curva espinal tiene una curva-
tura constante no nula;

» M es una superficie canal (H, K;y)- Weingarten;,
» M es una superficie canal (K, K r)-Weingarten.

Durante las demostraciones de estos dos teoremas se aparecen las siguiente expre-
siones que son validas cuando la superficie canal es de revolucion (k = 0) y que seran
de utilidad mas adelante:

" 2 7 1 2
K= ! H— (4.7)
r(rr’" — 1+ 1r?2) =2r(rr" — 14 r'?)
r 1 1 rr’”
Kii=H+—(——— V(log| ——1)". 4.8
i + 4(rr’/ rr”—l—l—r/Q)( Og"r’r”—l—l—ray) (4.8)

A continuacién, se expone la parte mas interesante de este articulo, que son los
resultados relacionados con las superficies canal (X, Y)-linear Weingarten.
En este apartado podemos encontrar las implicaciones de que una superficie canal sea
desarrollable o minimal como ya se ha visto en el subapartado “Superficies minimales
y desarrollables” de este trabajo con el anadido de que toda superficie minimal tiene
la segunda curvatura gaussiana nula (notar que la implicacién contraria no tiene por-
qué darse). Ademas, también podemos ver lo que implica que la segunda curvatura
gaussiana sea nula.

Teorema 4.1.8. Una superficie canal no desarrollable con sequnda curvatura gaussiana
nula es una superficie de revolucion que cumple

Ro — kK1

lO T/2/:—
(log ™) Ko + K1

(log| 21 (19)

recordando que las curvaturas principales vienen dadas por (3.21).
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Demostracion. Si Krr = 0, por (4.5) tenemos

_ B
- 47"2]32@2'

De (3.23) tenemos
R = 2rPQ*(2P + sin’y) (4.10)

donde, si consideramos en la expresion de R el coeficiente de mayor grado del cos 6,
tenemos que k = 0. Con lo cual, la superficie canal es una superficie de revolucion.
Ademas, por (4.7) y (4.8) se tiene

2rr" — 1 4 1" ro1 1 rr'

L A
—2r(rr" — 1+ 12) + 4 (rr” rr' — 14+ r’Q)( o]

donde, reordenando, llegamos a que

2rr" — 1+ TIQ 12\/ rr ,
——a_ egr) = (ogl 51" (4.12)
Combinando esta expresion con (3.21) cuando xk = 0 se tiene el resultado. O

Una vez tratados estos tres casos excepcionales, pasa a trabajar con las superficies
canal (X, Y')-linear Weingarten generales. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que c=1en aX +0Y =c.

Teorema 4.1.9. Una superficie canal M es una superficie canal (K, H)-linear Wein-
garten si y solo si es una de las siguientes superficies:

= un tubo con radio r = —%;

= una superficie de revolucion tal que
x(s,0) = (r(s) sinp(s) cos O,r(s) sinp(s) sinb,r(s) cos ¢ + s),
donde r(s) viene dado por (4.13).

Demostracion. Por ser una superficie canal (K, H)-linear Weingarten se tiene que
aK +bH =1,

donde a,b € Ry (a,b) # (0,0).
De (3.24) obtenemos
(2ar — br*)K = b+ 2r.

Sustituyendo la expresion de la curvatura gaussiana (3.22)

(2ar — br?)(r" + ksin @ cos )
r(rr’” 4+ resin g cos 0 — sin?y)

= b+ 2r,
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y, despejando, llegamos a que
2k(r% 4+ br — a)sin pcos O + 2(r* + br — a)r” — (b+ 2r)(1 —r?) = 0.
Separando los términos que dependen de 6 y los que no, nos queda el siguiente sistema

k(r? 4+ br —a)sing = 0,
2012 +br —a)r” — (b+2r)(1 — %) = 0.

Caso 1: Si 72 4+ br — a # 0, entonces se tiene necesariamente que x = 0. Con lo cual, M
es una superficie de revolucion que satisface

2(r + br —a)r” = (b+2r)(1 —r"?).

Si resolvemos dicha ecuacion, obtenemos

r24+br—a
s =cy /\/r2+br—a—cldr’ (4.13)

donde ¢y, ¢o son constantes (consultar [7]).

Como x = 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que la curva espinal es
c(s) = (0,0,s) y T = (0,0,1), N = (1,0,0), B = (0,1,0), respectivamente. Con lo
cual, M se puede expresar como

x(s,0) = (r(s) sinp(s) cos8,r(s) sinp(s) sin@,r(s)cosp + s),

donde r(s) viene dado por (4.13).
Caso 2: Si r2 4 br — a = 0 pero k # 0, entonces, por la segunda expresién del sistema,
r= —g es una constante no nula, M es un tubo y a, b cumplen b? + 4a = 0.

Caso 3: Si r?2 +br —a = k = 0, entonces M serd un cilindro circular. O

Corolario 4.1.10. La superficie canal M que tiene curvatura de Gauss constante no
nula es una superficie de revolucion tal que

x(s,0) = (r(s) sinp(s) cosb,r(s) sinp(s) sinb,r(s) cos ¢ + s),
donde r(s) estd dada por (4.14).

Demostracion. Por el Teorema 4.1.9 con b = 0, M tiene una curvatura gaussiana
constante no nula (K = 1). Obviamente, M no puede ser un tubo (ya que b = 0) con lo
cual serd una superficie de revolucion. Por un desarrollo similar al del Teorema 4.1.9,
se puede expresar como

x(s,0) = (r(s) sinp(s) cosb,r(s) sinp(s) sinb,r(s) cos g + s),
donde, r(s) esta dado por

= 414
T / 7“2+cl " ( )

donde ¢, o son constantes (consultar [7]). O

37



Superficies Canal

Corolario 4.1.11. La superficie canal M que tiene curvatura media constante no nula
es una superficie de revolucion tal que

x(s,0) = (r(s) sinp(s) cosO,r(s) sinp(s) sind,r(s)cose + s),
donde r(s) estd dada por (4.15).

Demostracion. Por el Teorema 4.1.9 con a = 0, M tiene una curvatura media constante
no nula (H = %) Por un razonamiento similar al del Corolario 4.1.10 sera una superficie
de revolucion ya que el sistema resultante es el siguiente:

k(r? 4 br)sing =0,
2(r2 +or)r” — (b+2r)(1 —r"?) = 0.

y si se anula el término 72 + br, no se puede anular la segunda ecuacién, ya que para
ello tendria que pasar que b + 2r = 0, lo que seria incompatible. Con lo cual, la tinica
posibilidad es que k = 0. Por tanto, la superficie se puede expresar como

x(s,0) = (r(s) sinp(s) cos8,r(s) sinp(s) sind,r(s)cose + s),

[ r24br
=yt —d 4.1
5=y / oy — r, (4.15)

siendo ¢, c2 constantes (consultar [7]). O

donde, 7(s) esta dado por

Teorema 4.1.12. Una superficie canal M no desarrollable es una superficie canal
(H, Kpp)-linear Weingarten si y sdlo si es una parte abierta de una superficie de revo-
lucion que satisface

Ko — K1
(a+0b)(ky + K1) — 2

1 K1
—l 12/: l oy
~(logr™) (Ogl@),

donde a,b € R y (a,b) # (0,0).

Teorema 4.1.13. Una superficie canal M no desarrollable es una superficie canal
(K, Kr)-linear Weingarten si y solo si es una parte abierta de una superficie de revo-
lucion que satisface

Ro — K1
a(ka + K1) + 20Kk Ky — 2

1 K1
—l /2/: l oy
—(logr™) (09\52),

donde a,b € R y (a,b) # (0,0).
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Teorema 4.1.14. La superficie canal M que tiene sequnda curvatura gaussiana cons-
tante no nula es una parte abierta de una superficie de revolucion que satisface

Ro — Rq

1
l 12 I
(log ™) (2 1 r)

a

K1 ,
log|—X
donde a(a # 0) € R.

Teorema 4.1.15. Una superficie canal no desarrollable que cumple que K = K es
una superficie de revolucion que satisface

(logr™) = 2 — M

K1 ’
log|—1|)".
(Ko + K1) — 2;@1&2( < Ko )

Teorema 4.1.16. Para una superficie canal no desarrollable que cumple que K;p = H
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= [a razon entre las curvaturas principales es constante
= [a superficie canal serd una superficie de revolucion parametrizada por
x(s,0) = (r(s) sinp(s) cos 8,r(s) sinp(s) sinb,r(s) cos ¢ + s),

donde r(s) viene dada por la siguiente expresion

(¢ —1)dv 1
s=cy+ e I = cr(e=1)
o

1 —v?)|1 — o2 2 |1 — 2|2

siendo ¢1 Yy co constantes y ¢ viene dada por

rr’”

rr!’ — 14 r'2

4.2. Some classification of Canal Surfaces with the Gauss Map

En este articulo de Jinhua Qian y Young Ho Kim [9], como se puede intuir por el
nombre, los resultados que se van a ver estan todos relacionados con la aplicacion de
Gauss.

También es conveniente explicar la clasificacion que han hecho respecto a la misma sus
autores y sobre la que basan su trabajo:

Definicion 4.2.1. Una superficie cuya aplicacion de Gauss G satisface
AG = f(G+C), (4.16)

donde A es el laplaciano, f es una funcion diferenciable y C' es un vector constante; se
dice que tiene una aplicacion de Gauss de tipo 1. En particular, cuando el vector
C es cero, se dice que es de la primera forma, mientras que, en caso contrario, serd
de la segunda forma. Si la funcion f no es constante, entonces se dird que G es
propiamente puntual de tipo 1. Ademds, si f es nula, se dird que G es armonico.
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También es conveniente enunciar los dos siguientes lemas, ya que seran de utilidad
en los resultados venideros:

Lema 4.2.2. Sea M una hipersuperficie orientable del espacio Euclideo E™**. Entonces,
el Laplaciano de la aplicacion de Gauss G de M satisface

AG = ||4¢|PG +n VH, (4.17)
donde ||Ag||* = tr(ALAg) y VH es el gradiente de la curvatura media H.

Lema 4.2.3. Sea M una superficie de E3. Entonces, el gradiente V f de una funcion
diferenciable f definida en M se puede escribir de la siguiente manera:

Vi = a— (Gl — Ff)o,+ (—Ff, + Ef)0.} (4.18)

donde {y,t} es un sistema de coordenadas local de M tal que (9,,0,) = E, (0,,0;) = F
y (0, 0) = Gy f, v fison las derivadas parciales de f respecto a y y t, respectivamente.

Para comenzar, se calcula el Laplaciano de la aplicacion de Gauss G de una super-
ficie canal M.
Primero, por (3.20), obtenemos que
r?*Q*+ P+ R* D
r2p2 B r2p

14g|1* = (4.19)

2 Y
donde D = r2Q? + P% + R

Seguidamente, por el Lema 4.2.3, y las expresiones (3.11), (3.14) y (3.18), el gradiente
de la curvatura media se escribe como

1
VH(z) = ps {(GH, — FHy)z!} T
+ 5 ps{(GH, = FHy)x} + (—FH, + EHy)zg} N (4.20)
1
+ TQPQ{(GHS - FH9)$§ + (—FH,+ EH@)I%} B.
Por conveniencia escribiremos
(GH; — FHy) =U, (—FH;+ EHy) =V (4.21)

Notar que, de la expresion (3.23), tenemos que las derivadas parciales de la curvatura
media H vienen dadas respectivamente por

2r'r" K sin p cos 0

2r2r'k? sin? p cos* 0 — (2rr'k — r?K’) sin® @ cos 0 + 5r
212 P2
—=2rr'r" sin® o 4+ 2" sin? @ + 4r%r'r"? + ' sint o

2r2 P2 ’

H

1,012
" (4.22)

K sin® o sin 0

H, =
0 9 P2
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Sustituyendo (3.15), (4.19), y (4.20) en (4.17) para n = 2, obtenemos

AG = (D cos ¢ + 22:U)T + [D sin ¢ cos 0 + 2(z2U + z,V)|N

1
r2p2
_l’_

2 P2
[D sinpsin 6 + 2(x3U + 23V B.

(4.23)

r2p2?
De este célculo previo, tenemos los siguientes resultados.

Teorema 4.2.4. No existe una superficie canal con una aplicacion de Gauss armdonica.

Demostracion. Supongamos que una superficie canal M en E? tiene una aplicacion de
Gauss G. Por el Lema 4.2.2 y AG=0, tenemos ||Ag||?*=0 y que H es constante. Sin

embargo, ||Ag||=0 implica que P = = R = 0. Lo que se contradice con la regularidad
de M. 0

Teorema 4.2.5. Una superficie canal orientable M en E3 tiene una aplicacion de
Gauss propiamente puntual de la primera forma del tipo 1 si y solo si tiene curvatura
media constante. En este caso, serd una de las siguientes superficies:

1. un catenoide;

2. una superficie de revolucion con curvatura media constante distinta de cero tal
que

2 — 2
x(s,0) =+ m/w—k/ CW——Hnd'r’ , =l cos b, T sing ,
ar? +r ar?+r—c ar + 1 ar +1

donde r(s) satisface (4.28) para algunas constantes a # 0 y ¢ > 0.

Demostracion. Del Lema 4.2.2, tenemos que una superficie canal M tiene una aplica-
cion de Gauss propiamente puntual del tipo 1 de la primera forma si y sélo si tiene
una curvatura media constante. Usando los resultados dados en el Teorema 3.2.2 y el
Corolario 4.1.11, Ml es un catenoide cuando H = 0 y M es una superficie de revolucion
cuando H = a(a € R —{0}).

De (3.23) tenemos que

2P + sin® ¢
H=—— = 4.24
—2rP (4.24)
Donde, sustituyendo P y despejando
2rr" (14 ar) — sin® ¢ (1 + 2ar) + 2rk sin @ (1 + ar) cos 6 = 0. (4.25)

Con lo cual, separando términos dependientes e independientes de 6, tenemos el si-
guiente sistema

"  ein2 —
{ 2rr"(1+ ar) — sin ¢ (1 + 2ar) = 0, (4.26)

resing (1 +ar) =0.
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De la primera ecuacion y recordando que r’ = —cos g, la funciéon radial r(s) de M
satisfara:
2rr” (14 ar) — (1 —r")(1 + 2ar) = 0, (4.27)

de la cual obtenemos que

dr ar?+r—c

— =t — 4.28

ds ar?+r "’ (4.28)
donde ¢ > 0 es una constante de integraciéon. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que ¢(s) = (s,0,0) y T'= (1,0,0), N = (0,1,0), B = (0,0,1). Con lo cual, M
puede representarse como

x(s,0) = (r(s)cosp + s,r(s) sinp(s) cosl,r(s) sing(s) sinf), (4.29)
Del mismo modo, por (4.28), la parametrizacion (4.29) se puede escribir como
ar’+r—c ar? +r
x(s,0) =t |/ ——+ ——dr sm9
ar? +r ar’+r—c

en la cual, r(s) satisface (4.28). O

Corolario 4.2.6. Sea M una superficie canal orientable en E* con una aplicacion de
Gauss propiamente puntual de la primera forma del tipo 1. Entonces, la aplicacion de
Gauss de M satisface
4a’r® + dar + 2
AG = G, (a € R).

r2

Demostracion. Como M tiene una aplicacion de Gauss propiamente puntual de la
primera forma del tipo 1, tenemos que AG = fG. Por el Teorema 4.2.5, M es una
superficie de revolucién con curvatura media constante. Sin pérdida de generalidad,
podemos poner la funcion torsion 7(s) = 0. Con lo cual, por (4.17) y (4.19), tenemos

r2Q? + P?
f=14c|* = —

De (3.18) y (4.24), obtenemos

B 4a’r? + dar + 2
- 3

,(a € R),

obteniendo asi lo que queriamos probar. O

Corolario 4.2.7. Una superficie canal orientable M en E? tiene una aplicacion de
Gauss de la primera forma del tipo 1, es decir, AG = G para alguna constante \
distinta de cero, si y solo si es un cilindro circular.
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Demostracion. Supongamos que la superficie canal orientable M satisface AG = AG (A €

R —{0}).

Por el Corolario 4.2.6, tenemos

B 4a%r? 4 dar + 2
— 5 .

A

Como a y A son constantes, r también lo serd. Con lo cual, M es un cilindro circular.
La demostracion en sentido contrario es trivial. O

A continuacién, trataremos las superficies canal cuya aplicacion de Gauss satisface
AG = f(G + C) para alguna funcién no nula y diferenciable f y un vector constante
distinto del cero C' € E3.

Teorema 4.2.8. Una superficie canal orientable M tiene una aplicacion de Gauss
propiamente puntual de la seqgunda forma del tipo 1 si y solo si es una superficie de
revolucion representada por

z(s,0) = (r(s)cosp + s,7(s) sinpcosf ,r(s) singsinb)
la cual satisface (4.45).

Demostracion. Supongamos que una superficie canal M satisface que AG = f(G+C).
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que

donde Cy = (C,T), Cy = (C,N), C3 = (C, B).
Sustituyendo (3.15), (4.23) y (4.30) en AG = f(G + C), obtenemos

D cos g+ 2z U = r*P%f(cos p + C}),
D sinpcos O+ 2(22U + zjV) = r?P? f(sin p cos 0 + Cy), (4.31)
D sinpsinf + 2(z3U + 23V) = r?P? f(sin ¢ sin 6 + Cs),

despejando f de cada una de ellas, tenemos que

_ Dcosp+2xU
/= r2P2(cos ¢ + C1)
_ Dsingpcosf +2(x2U + x5V)
 r2P2(sinpcos O + Cy)
_ Dsingsint 423U + 23V)
 r2P2(sinpsin® + Cs)

(4.32)

De la tultima igualdad de (4.32), tenemos que

2U (17 sin® o + rr'k sin @ sin @ + x2Cy — 22C3) + 2V (r sin® ¢ + 150y — 15C5)
= sinyp D (C3cos0 — Cy sinb) (4.33)
= sin (2P + 2P sin®* ¢ + sin* ¢ + R*)(C3cos0 — Cy sin0).
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Reordenando (4.33) con ayuda de (3.12), (3.18) y (4.21), nos queda

2(GH, — FHy)(rt sin® o +rr'k sing sin@ + 22Cy — x2C3) + 2(EHy — FH,)
(r sin® o 4 1 sin @ cos 0 Cy + 1 sin @ sin 6 Cs)
= sin @[(rr" + 7k sin p cos §)* (4.34)
+(rr" + 1K sin @ cos 0 — sin® ) + (7 sin® o + 7'k sin p sin 0)?]
(C5cos6 — Cy sinb).

Como {cos(m#), sin(m@)|m € N} forma un conjunto de funciones linealmente inde-
pendientes, considerando los coeficientes de cos50 y sin 50 en (4.34) con ayuda de
(3.12), (3.13) y (4.22), tenemos

{7’4/1431'71@(27" —1"?)Cs —0 (4.35)

rist sing (2r? — ) Cy =

De (4.35), consideramos un subconjunto abierto O = {p € M | k(p) # 0} de M. Supon-
gamos que O es no vacio. En O, como r # 0y sin @ # 0, tenemos que Cy = C3 =00
272 = 0. Sin embargo, si Cy = C3 = 0, en (4.34) obtenemos

(1 sin® o + 'k sin p sin0)? = gi1sin® @, (4.36)
ie.,

r2(7 sin® p + 'k sin @ sin 0)?

= sin? [r?(k? sin® @ cos® 0 + r?k* + 72 sin® ¢ + " + 2k cos 0 + 2r' kT sin @ sin 0)
— (2rr" + 2rk sin p cos O — sin® ©)].

(4.37)

Comparando los coeficientes de mayor grado del cosf a ambos lados de (4.37), obte-
nemos que sin?p = —r2, pero esto es una contradiccién ya que si hacemos sin? ¢ +
cos? p = —r? +1% = 0.

Por otra parte, si 2r> —r”> = 0, considerando el término independente de (4.34) respecto
a 0, tenemos

2 ///

' C3(=2rr'r" sin o + 2" sin® o + 4r¥r'r"? 4 v’ sin* @) = 0. (4.38)
Uniendo esto con 2r? — r? = 0, (4.38) implica,
C3(24r* — 61 + 1) = 0.

Obviamente, (24r* — 6r% + 1) # 0 y, por tanto, C5 = 0. Ademas, considerando el
coeficiente de cos46 en (4.34) con C3 = 0, obtenemos que Cy = 0, lo que contradice
el argumento anterior. Con lo cual, O es vacio y k = 0, i.e., M es una superficie de
revolucion.
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Sin pérdida de generalidad, podemos escribir ¢(s) = (s,0,0) y T" = (1,0,0), N =
(0,1,0), B=1(0,0,1). Con lo que M se puede expresar como

x(s,0) = (r(s)cos+ s,7(s) singcosf,r(s)sinesing).

Obviamente, C; = (i = 1,2, 3) son todas constantes.

Cuando £=0, la primera ecuacion de (4.31) nos da

(2P? 4 2P sin? ¢ + sint ) cos ¢ — 2r? sin® o PH,
r2P?(cos p + Ch) '

o (4.39)

Como P, Hy son funciones de s cuando x = 0, (4.39) nos dice que la funcion f solo
depende de s, i.e., f = f(s).
También, por la segunda y tercera ecuacion de (4.31), tenemos

D sin @ cos ) + 2r* sin® o Hy(r' sin p cos 0 — rr'¢’ cos ) = r2 P%f(sin ¢ cos 0 + Cy),
D sin @ sin 0 + 2r* sin® o H,(r' sin @ sin — rr'y sin0) = r* P? f(sin @ sin 0 + Cs).

(4.40)
Comor #0, P#0y f= f(s), (4.40) implica que Co =C3 =0y
D sin @ + 2r? sin® p Hy(r' sin — rr'¢’) = v P2 f sin . (4.41)
Simplificando (4.41) tenemos
;- (2P? + 2P sin® ¢ +;§Z4 @)+ 2r2H, P cos o (4.42)
Combinando (4.39) y (4.42), obtenemos
2r°H,P(1 — Cyr') + C1(2P* + 2P sin® ¢ + sin ) = 0. (4.43)

Con la ayuda de (3.23) y recordando que k = 0, (4.43) se puede reescribir como
r?H,P(Cir' — 1) = Cy(rr” — 1+ 7" (2r2H? + 2r H + 1), (4.44)

Donde C] es una constante distinta de cero.
Por (3.21) y (4.44), tenemos

3 (k1ko) (k1 + k2) = (log(|C1r" — 1)) (r* (K1k2)? + 1), (4.45)

donde las curvaturas principales estdn dadas respectivamente por

r’ 1
K1 = —m, Ko = —; (446)
Ademas, sustituyendo (4.43) en (4.42), obtenemos que
—2H,
= ) 4.47
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Notar que la curvatura media no puede ser constante debido a que f # 0.

Por otro lado, suponiendo que M es una superficie de revolucién que satisface (4.45).
Uno puede comprobar que AG = f(G+ C) se cumple para una funciéon no nula f dada
por (4.47) y un vector constante C' = (C4,0,0), donde C; es una constante distinta de
cero. O

Como consecuencia inmediata del Teorema 4.2.8, obtenemos

Corolario 4.2.9. Sea M una superficie canal orientable con una aplicacion de Gauss
propiamente puntual de la sequnda forma del tipo 1. Entonces, la aplicacion de Gauss
G de M cumple

AG = f(G+(C)

para una funcion diferenciable no nula f dada por (4.47) y un vecor constante no nulo
C = (C1,0,0), donde Cy es una constante distinta de cero.

Corolario 4.2.10. Una superficie canal orientable M tiene una aplicacion de Gauss
de la sequnda forma del tipo 1, i.e., AG = AN(G + C) para algin \ constante no nulo
y un vector constante C' si y solo si es una superficie de revolucion con la siguiente
forma

x(s,0) = (r(s)cosp + s,7(s) sinpcosf ,r(s) singsinb)

cumpliendo (4.45) y (4.48).

Demostracion. Como una superficie canal orientable M satisface que AG = \(G + C)
(A € R—{0},C # 0). Del Teorema 4.2.8, M es una superficie de revolucién que cumple
(4.45). Por el Corolario 4.2.9, tenemos

- T(/iﬂig)(lﬂ?l + :‘12)/ = /\017”//, (448)

donde las curvaturas principales vienen dadas por (4.46). La implicacion contraria es
directa. O]

Poniendo constante la funcion radial de la superficie canal, tenemos como resultado
inmediato de las conclusiones anteriores que

Teorema 4.2.11. Un tubo orientable tiene aplicacion de Gauss de la primera forma
del tipo 1 si y solo si es un cilindro circular.

Teorema 4.2.12. No existe un tubo orientable con aplicacion de Gauss de la sequnda
forma del tipo 1 o aplicacion de Gauss puntual del tipo 1.
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4.3. Analytic and algebraic properties of Canal Surfaces

En esta publicacién de Zhigiang Xu, Renzhong Feng y Jia-guang Sun [10], uno de
los puntos que se trata es la condiciéon suficiente para que la superficie canal no tenga
autointersecciones, para ello, cabe recordar lo siguiente.

Definiciéon 4.3.1. Sea z(u,v) la parametrizacion de una superficie. Se dird que el punto
(ug, vo) es singular cuando no cumpla la condicion de regularidad, es decir, cuando

Ox Ox
—(ug, vg) X — (ug,vg) =0,
au< 05 0) av( 0 0)
Por conveniencia, definimos ¢ := rv/1 —r2(=rsing) y h := rr'(= —rcos ¢). Con
esta notacion, podemos expresar los coeficientes de la primera forma fundamental de
la siguiente manera:

E = (zs,x;) = (1 — kgcos — K')* + (g7 + hr sin0)* + (¢’ — hk cos0)?,

F = (x4, 29) = ¢*7 + ghk sin 0,
G = (xg,20) = g°.
Con lo cual,
|zs X 2g|> = EG — F? = ¢*((1 — kgcos 0 — W')? + (¢’ — hk cos 0)?). (4.49)

Lema 4.3.2. Si1—k(s9)g(s0) cos0g—h (sg) = 0, entonces ¢'(so) —h(so)k(so) cos By = 0
Demostracion. Como |r'(s)] < 1, g(s) =r(s)vV1 =172 #0, Vs € [0,1].

Despejando en la expresion 1 — k(sg)g(so) cos 8y — h'(so) = 0 llegamos a que
1-— h/(So)

a(s0) (4.50)

K(S0) cos by =

Por otra parte, no es dificil demostrar que h(s) — h(s)h'(s) — g(s)g'(s) =0, Vs € [0,1].
Con lo cual, multiplicando en (4.50) por h(sg) y restando ¢’(s¢) obtenemos que

h(so)k(s0) cosby — g'(s0) = h(so) L TC](};:)SO) — g'(s0)
_ h(so) — h(s0)h'(s0) — g(s0)g'(s0) —0
9(%0)
como querfamos demostrar. O

Ademas de esto, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.3. Cuando r(s) < %

interseccion local.

, la superficie canal no tendrd ninguna auto-
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Demostracion. Por la primera forma fundamental, la superficie canal se autointersecaré
localmente si y s6lo si 1 — kgcosd —h' =0y g — hkcosf = 0. Por el lema anterior,
solo necesitamos considerar la primera expresion.

Dado que el cos § varia entre -1 y 1, no habra ninguna autointerseccion local si |k|g+h' <
1. Teniendo en cuenta que v1 — 72 < 1y que h = 3(r?)"

1 1
ilg + 1 = [RlrVT =72 + 502" < il + 5(2)".

Con lo cual, cuando |k|r + 3(r?)” < 1, entonces |k[g + 1/ < 1, 0 lo que es lo mismo,

2—(r?(s))"

o]~ se tendréa que |klg + ' < 1 como se querfa probar. ]

cuando r(s) <

Con lo cual, el Teorema 4.3.3 nos da una condicién suficiente para superficies canales
sin autointersecciones locales.
De esto también podemos deducir los siguientes corolarios:

1—a?
|r]

Corolario 4.3.4. Cuando r(s) = as+b, si r <
ninguna autointerseccion local.

la superficie canal no tendrd

Corolario 4.3.5. Cuando r(s) = Vas+b, sir < |—i| la superficie canal no tendrd
ninguna autointerseccion local.

También nos muestra como hallar el area de una superficie canal:

Teorema 4.3.6. Si una superficie canal x(s,0) es regular en s € [0,1], 0 € [0,27), el
drea total A viene dado por
!
/ r(r?) — 2rds|.
0

Demostracion. Teniendo en cuenta la expresion del area de una superficie regular dada
n (2.2), las definiciones de g y h dadas en este apartado y (4.49) obtenemos:

A= (4.51)

/ / V1 =12k cosf + " + 1% — 1]dfds. (4.52)

Como es una superficie regular, EG — F”? tendréa signo constante en s € [0, 1], 6 € [0, 27),
por lo que, reescribiendo el lado derecho de (4.52):

// V1= 1r2kcos0 + " + 1'% — 1|1 dfds
V1—=r2kcos0 + 1" + 1'% — 1) r dbds (4.53)
!
= 27r/ (r”" +7? —1V)rds| =7 / r(r?)” — 2rds|,
0 0
que es la expresion buscada. O
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