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La hipctesis generalizada del continuo (HGC) esta-
blece que, para cada numero ordinal v, X, = 1, lo cual
implica que las sucesiones (1) y (2) son iguales. Podriamos
decir, abreviadamente,

[X =3] =HGC

La eleccion de aceptar o rechazar HC (o HGC) recuerda
la libertad de aceptar o rechazar el postulado de las para-
lelas de Euclides. Esta eleccién nos lleva a la riqueza de la
geometria eliptica e hiperbélica. Podemos ver la libertad
de tomar o dejar HC bajo una luz igualmente positiva.
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Desde principios de marzo de 2020 vivimos inmersos
en una pandemia internacional (COVID-19) que segtn la
Universidad Johns Hopkins (EE. UU.) a dia 24 de marzo
ha contagiado a casi 125 millones de personas de las que
han fallecido mas de 2,7 millones, y que estd dejando tras
de si una crisis econémica de consecuencias atn descono-
cidas pero que se prevén catastroficas. No es de extrafiar
por tanto que desde el inicio de la pandemia la comuni-
dad cientifica se haya volcado en la investigacién de dicha
enfermedad y como no podia ser menos, las matematicas
han aportado su granito de arena.

En este breve articulo vamos a responder a la siguien-
te pregunta: jcuédntos estudiantes podemos distribuir en
un aula de forma que entre ellos se mantenga la distan-
cia minima de seguridad de 1,5 metros? Dicha cuestién es
lo que se conoce en matematicas como el problema del
empaquetamiento (packing problem).

Algo de historia

El problema de empaquetar objetos es muy antiguo y
su historia se remonta a la antigiiedad (ver por ejemplo la
magnifica monografia [3]).

Uno de los problemas mas famosos de empaquetamien-
to es el conocido problema de Kepler que consiste en co-
locar bolas iguales de forma que haya la menor cantidad
de espacio libre entre ellas. Este problema se lo propuso a
Kepler el ayudante de Sir Walter Raleigh, Thomas Harriot
a principios del siglo xvil. Concretamente Harriot queria
saber si era posible probar que la mejor manera de api-
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los estudiantes en

lar balas de cafién era precisamente la que se usaba desde
tiempos inmemoriales: una estructura piramidal de bolas
(también conocida como empaquetamiento cibico centra-
do en las caras) como la que se muestra en la siguiente
figura:

Empaquetamiento cibico simple (izq.) y piramidal

Kepler intentd resolver la cuestiéon propuesta por Ha-
rriot, pero no consiguié encontrar ninguna prueba aunque
si menciona el problema en su libro El copo de nieve de
sets esquinas publicado en 1611 y considerado hoy dia
el libro fundacional de la cristalografia y ademas sugiere
que la mejor manera de apilar bolas era justo la forma
piramidal antes mencionada.

La primera demostraciéon rigurosa del problema de Ke-
pler se debe a Gauss quien en 1831 probd que no existia
ninguna manera mejor de colocar bolas sobre una red (es
decir bolas colocadas de forma «ordenada») que la suge-
rida por Kepler. Pero ;y si no tenemos que colocarlas de
forma ordenada? Esta situacién era mucho méas complica-
da y constituyé uno de los famosos problemas de Hilbert
que pas6é a conocerse como la conjetura de Kepler y es,
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desde el punto de vista matemaético, un problema de op-
timizacién con un nimero infinito de variables.

El primer paso relevante para la resoluciéon de la conje-
tura de Kepler lo dio el mateméatico htingaro Léaszlé Fejes
T6th quien en 1953 redujo el problema a uno con un na-
mero finito de variables y ademas sugirié que seguramente
con la ayuda de los ordenadores podria resolverse. Y fue
asi como, en 1998, Thomas Hales con ayuda de los orde-
nadores y de uno de sus estudiantes de doctorado, Samuel
Ferguson, probé la famosa conjetura (no sin cierta polémi-
ca pues a los matematicos no les gusta una prueba hecha
por una maquina). Para mas informacién consultar, por
ejemplo, [1, 2].

A nosotros nos interesa, sin embargo, otro problema:
el de empaquetar de forma 6ptima circulos en el plano. En
este caso la solucién cuando los circulos estdn sobre una
red se debe a Lagrange quien en 1773 probé que la mejor
forma de empaquetar circulos en el plano es el empaque-
tamiento hexagonal (como en los panales de abeja) que
podemos ver en la siguiente figura:

Empaquetamientos hexagonal y cuadrdtico en el plano

Para determinar cuél es la mejor forma de empaquetar
las bolas se precisa del concepto de densidad de un em-
paquetamiento que no es mas que la fraccién del espacio
contenido por las esferas. Para el caso del plano un sen-
cillo célculo muestra que las densidades de los empaque-
tamientos hexagonal y cuadratico son de 7t/v/12 ~ 0,9069
y 1/v/4 ~ 0,7854, respectivamente. Pero ;podrian exis-
tir empaquetamientos irregulares con mayor densidad? La
respuesta es que no y la primera prueba se debe al mate-
maético noruego Axel Thue en 1890 que fue generalizada en
1940 por el mismo matematico hingaro que mencionamos
antes Fejes T6th.

«Empaquetando» a los estudiantes en las aulas
.Y si cambiamos el problema por otro mas sencillo
de enunciar? por ejemplo, jcudl es la mejor manera de
empaquetar N circulos iguales en un cuadrado o en un
rectangulo de dimensiones dadas sin que se superpongan,
de forma que el radio de los mismos sea lo mas grande
posible? Este problema es equivalente al problema de sa-
ber cuantos circulos podemos empaquetar en el cuadrado
(rectangulo) de forma que la distancia entre sus centros
sea mayor o igual que una distancia fijada de antemano.
Este problema de optimizacién (geométrica) es de gran
interés por sus aplicaciones tecnolégicas (por ejemplo nos
dice cémo distribuir las antenas repetidoras de telefonia
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movil) y en nuestro caso, porque nos ayuda a descubrir la
manera de distribuir de forma 6ptima a los estudiantes en
una clase para que todos estén a una distancia mayor o
igual que cierta distancia fijada de antemano.

Aunque este problema estd todavia lejos de ser re-
suelto de forma general, existen algoritmos numéricos tre-
mendamente eficaces que nos permiten encontrar las dis-
tribuciones «6ptimas» para valores de N no muy gran-
des. Un ejemplo es el algoritmo desarrollado por E.
Specht que se puede descargar desde la web del autor
WwWw.packomania.com.

Como ejemplo mostremos la distribucién de 25, 26 y
27 circulos en un cuadrado (de forma similar se puede re-
solver el caso de un rectangulo) de lado 1 =1 (el valor de
1 lo tomaremos segin nos convenga como luego veremos).
Los resultados se muestran en la siguiente figura:

N=25,d=0.2 N=26, d=0.193 N=27,d=0.191
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Empaquetando 25, 26 y 27 circulos en un cuadrado

Encima de cada configuraciéon vemos la distancia mi-
nima d entre los centros. Nétese que no hay casi diferen-
cia entre las distancias minimas de las tres distribuciones
(apenas un 4,5% entre la de 25 y 27 circulos), pero si
hay una enorme diferencia en la forma de la distribucién,
siendo la de 26 circulos bastante méas complicada de imple-
mentar en la practica (si pensamos en un aula real habria
que inmovilizar los pupitres). Notese ademés que en el
caso de 25 circulos tenemos la distribucién del empaque-
tamiento cuadratico mientras que el caso de 27 se asemeja
mucho al empaquetamiento hexagonal.

Como lo que queremos es distribuir los centros de los
circulos ya que estamos pensando en estudiantes y aulas,
el problema cambia pues estos pueden estar colocados en
los lados del cuadrado.

Para resolver este caso podemos simplemente agrandar
el lado de nuestro cuadrado en la distancia d requerida y
luego desplazar convenientemente la distribucién obteni-
da. Como ejemplo veamos el caso de 25 circulos.

Imaginemos que queremos que los centros de nuestros
circulos se mantengan a una distancia d = 0,2 como en
el caso anterior. Entonces, si agrandamos el lado del cua-
drado en la distancia d = 0,2, el resultado ahora es que
podemos colocar 36 circulos (antes eran 25 circulos).

El procedimiento es el siguiente: comenzamos con la
distribucién 6ptima de 36 circulos, a continuacién despla-
zamos la distribuciéon a la izquierda una distancia d/2 y
hacia abajo una distancia d/2 lo que nos lleva a la distri-
bucién final de los centros. Lo anterior se muestra en la
siguiente figura:
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N=36,d=0.2, PASO3

N=36,d=0.2, PASO2
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Procedimiento para colocar los centros

Ejemplo

Usemos el procedimiento anterior para mostrar cémo
deben distribuirse los estudiantes en un aula de forma que
estén sentados a una distancia mayor o igual a 1,5 metros
(distancia recomendada por las autoridades sanitarias). La
idea es encontrar la distribucién 6ptima de los estudiantes
de forma que se pueda aprovechar al maximo el area util
de la clase, i.e., que entren en ella el mayor niimero posible
de estudiantes.

Segun la legislacién vigente (RD 132/2010, de 12 de
febrero, por el que se establecen los «requisitos minimos
de los centros que impartan las ensenianzas del sequn-
do ciclo de la educacion infantil, la educacion primaria
y la educacidn secundariay), un aula primaria, secunda-
ria y bachillerato ha de disponer de 1,5 metros cuadrados
(m?) por estudiante y un méaximo de 25 estudiantes (pri-
maria), 30 (secundaria) y 35 bachillerato, por tanto €l area
minima A en cada caso es de 37,5, 45 y 52,5 m?, respecti-
vamente.

Como ejemplo tomemos un aula tdeal de primaria con
37,5 m?. En ese caso los calculos nos dicen que podemos
colocar 25 estudiantes y la distancia d entre ellos sera de
1,52 metros. Ahora bien, muchas de las aulas tienen en
realidad 25 m? ftiles, en ese caso para mantener las dis-
tancias debe bajarse la ratio hasta 18 estudiaantes, ya que
25 estarian a 1,3 metros de distancia. Ambas distribucio-
nes se muestran en la siguiente figura:

rea=37.5, N=25, d=1.525 Area=25, N=18, d=1.502
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Distribucion de N estudiantes en aulas de 37,5 y 25 m?

Finalmente, pensemos en un aula de bachillerato que
deberia ser de 52,5 m?. En este caso se pueden colocar
33 estudiantes (d = 1,53 metros), pero es una distribu-
ciébn muy complicada de implementar como se ve en la
siguiente figura.
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Distribucion de 33 y 30 estudiantes en un aula de 52,5 m?

por lo que hay que usar una distribucién de 30 estudiantes
(d = 1,6 metros, que mostramos en la figura anterior de-
recha) o una de 36 (d = 1,46 metros, que corresponderia
al empaquetamiento cuadratico).

Sin embargo, la realidad es algo peor, pues muchas
aulas de bachillerato son de 37,5 m? y han de colocar-
se 35 estudiantes. En este caso la distancia entre ellos es
de d = 1,29 metros pero es bastante complicada de im-
plementar siendo mas factible una de 36 estudiantes (que
volveria a ser la del empaquetamiento cuadratico) en cuyo
caso la distancia d seria de 1,26 metros.

A modo de conclusién

Como se ve las matematicas pueden ayudar a colocar
de la forma mas eficiente posible a los estudiantes en las
aulas. En cualquier caso, para ser realistas hay que tener
en cuenta que los estudiantes no son puntos (por lo que
hay que sumar un extra al paso 1 que mencionamos antes)
y que el area es el area 1til, no el area total del aula
ya que en las mismas suelen haber armarios, puertas y la
tarima del profesor.

Nota: El programa de MaxiMa CAS utilizado para en-
contrar las distribuciones éptimas puede descargarse desde
la web de los autores ryn-fismat.es.
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