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Introduccion

El problema de la cancelacion puede enunciarse de manera muy general y tiene sentido en muy diversos
contextos: dada una estructura matemadtica, o més precisamente una categoria, y dados objetos X,Y, Z con
dicha estructura, jpodemos deducir que si X () Z ~Y () Z entonces X ~ Y? donde (©) representa la operacién
de “producto” o de “coproducto” en la categoria en cuestion. El problema de la cancelacién puede plantearse
fijando el objeto Z, en cuyo caso si el problema de la cancelacién tiene respuesta positiva, decimos que “Z es
cancelable”. Este problema guarda similitud con el problema puramente algebraico de saber si un elemento de
cualquier estructura algebraica (anillo, semigrupo, etc.) es cancelable en el sentido usual.

Como ejemplo basico de este problema, consideremos la categoria de los espacios vectoriales de dimensién
finita sobre un cuerpo k con el producto cartesiano y sean X = k™, Y = k™ y Z = k™ tres elementos de esta
categoria. Supongamos que X X Z ~ Y X Z, entonces estos dos espacios deben tener la misma dimension, es
decir, ny + m = ns + m, y en consecuencia X ~ Y luego Z es un elemento cancelable.

Hay un caso particular del problema de la cancelacién que se conoce como problema de Zariskiy que concierne
el caso de la categoria de variedades afines sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Este es el enunciado preciso:
sea k un cuerpo de caracteristica 0 y denotemos por A} el espacio afin n-dimensional sobre k. Dada una variedad
afin X sobre k, jpodemos deducir que si X x A} ~ AZ“ entonces X ~ A7 Este problema admite la traduccién
algebraica siguiente: Si A es una k-algebra afin. i.e. una k-dlgebra finitamente generada y reducida, ;podemos
deducir que si A[X] = A ®y k[X] ~ k[X1,..., Xnt1] = k[ X1, ..., Xu] @ k[X], entonces A ~ k[ X1, ..., X,]?

Durante las tltimas décadas hasta 2013 se ha dado respuesta a este problema para los casos n =1y n = 2.
La respuesta afirmativa a esta pregunta para n = 1 fue dada por Shreeram S. Abhyankar, Paul Eakin y William

J. Heinzer en 1972 | ]. Para el caso n = 2, debemos esperar hasta los afios 1979-1980, cuando Takao Fujita,
Masayoshi Miyanishi y Tohru Surgie demostraron que el problema también es cierto cuando el cuerpo es de
caracteristica cero [Fu], ] v fue un afio después cuando Peter Russell lo probé para un cuerpo perfecto de
caracteristica positiva [Ru]. En 2004, Anthony J. Crachiola y Leonid G. Makar-Limanov en [C)M] presentaron

una nueva técnica para el estudio de este problema, dando a conocer a las aplicaciones exponenciales y usando
el invariante AK (también conocido como el invariante de Makar-Limanov). En dicho articulo, probraron la
conjetura para n = 1 en cuerpos algebraicamente cerrados. Més tarde, en el 2007, presentaron una prueba
usando esta misma técnica para el caso n =2y en cuerpos algebraicamente cerrados en | ]

El objeto de este trabajo fin de master es estudiar la reciente solucién negativa al problema de Zariski en el
caso n = 3 y un cuerpo arbitrario de caracteristica p > 0 dada en el articulo de Neena Gupta [Gu] titulado On
the cancellation problem for the affine space A3 in characteristic p.

En dicho articulo se prueba la existencia de un dominio afin, el cual fue estudiado por Teruo Asanuma en
[As] v en [Asa], que es un contraejemplo para el problema de Zariski en el caso anteriormente menciado. Para
desarrollar este contraejemplo, el autor usa las mismas técnicas que Crachiola y Makar-Limanov en [CM] y en
[ ] es decir, las aplicaciones exponenciales, ayudandose en este caso del invariente Derksen.

Debemos mencionar un nuevo preprint realizado por N. Gupta y titulado On Zariski’s Cancellation Problem
in positive characteristic | ], en el que demuestra la solucién negativa del problema de Zariski en el caso de
un cuerpo de caracteristica positiva para n > 3 de nuevo mediante el uso de las aplicaciones exponenciales.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma. En el primer capitulo desarrollaremos conceptos necesarios
para llevar a cabo la demostracién del contraejemplo del problema de la cancelacion. En la primera seccion,
estudiaremos un resultado que nos permitiré concluir la existencia de un dominio afin, A, sobre un cuerpo de
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caracteristica positiva k tal que A[X] = k[X,Y, Z, T]. En la segunda seccién, daremos el concepto de aplicacién
exponencial y probaremos algunas de sus propiedades basicas. Continuaremos estableciendo la relacion existente
entre las acciones del grupo algebraico G, := (k,+) sobre una variedad afin y las aplicaciones exponenciales
definidas en sus anillos de coordenadas. Por ltimo, definiremos lo que se entiende por una Z-filtacién propia
admisible y expondremos un teorema con el que podremos extender una aplicacién de un dominio afin con una
Z-filtracién propia admisible a su anillo graduado.

En el siguiente capitulo, abordaremos el problema de la cancelaciéon mediante la realizacion de algunos lemas
previos, con los cuales podremos concluir la existencia o no de aplicaciones exponenciales cumpliendo ciertas
condiciones para los dominios afines. Gracias a estos lemas, demostraremos que el dominio afin A presentado en
la seccién uno del capitulo anterior cumple que A 2 k[Y, Z, T, donde k serd un cuerpo infinito de caracteristica
positiva y terminaremos concluyendo la respuesta negativa a la conjetura.

Problema de la Cancelacién



Capitulo 1

Conceptos previos

Antes de estudiar el contraejemplo al problema de la cancelacién, daremos algunos conceptos necesarios para
la realizacién de este trabajo. A lo largo de éste, denotaremos por R al anillo de polinomios en n variables
sobre el anillo R.

1.1. Primer paso para el contraejemplo

En esta seccién expondremos un resultado probado en [As] que nos ayudard a obtener un colorario fun-
damental para el objetivo de este trabajo. Antes, definiremos los anillos de valoracién discreta y daremos un
ejemplo que utilizaremos para probar el corolario anteriormente citado.

Definicién 1.1.1 Sea K un cuerpo. Una valoracién discreta en K es una aplicacion v de K* sobre Z (donde
K* = K\ {0} es el grupo multiplicativo de K ) tal que

1. v(zy) = v(z) + v(y), es decir v es un homomorfismo;
2. v(z +y) > min{v(z), v(y)}

El conjunto formado de 0 y todas las x € K* tales que v(x) > 0 es un anillo, llamado el anillo de valoracién
de v. Es algunas veces conveniente extender v a todo K poniendo v(0) = 4o0.

Definicién 1.1.2 Un dominio de integridad A es un anillo de valoracién discreta si existe una valoracion
discreta en su cuerpo de fracciones K tal que A es el anillo de valoracion de v.

Proposicién 1.1.3 Sea A un anillo de valoracion discreta. Entonces A es un anillo local cuyo ideal mazimal
es principal. Ademds, todos los ideales son potencias del ideal mazximal.

Demostracién.

Sean K el cuerpo de fracciones de A y v : K* — Z la valoracién discreta en K que hace a A un anillo de
valoracién discreta. Consideremos el conjunto m = {x € A : v(z) > 0}. Observar que este conjunto es un ideal,
de hecho, seré el ideal maximal de A.

Sabemos que si A es un anillo y m es un ideal de A tal que cada z € A\ m es una unidad en A, entonces A
es local y m es su ideal maximal. Consideremos entonces x € A\ m.

Para probar que z es una unidad en A4, debemos ver que z~! € K pertenece a A, es decir que p (.13_1) >0
(en realidad debe darse la igualdad, ya que en caso contrario 7! € m y entonces A = m). Como z ¢ m, tenemos
que v(z) =0, y se tienen las siguientes igualdades

0=v(l)=v(zz ") =v(@)+v( ') =v(")

Por tanto 27! € A y podemos concluir que = es una unidad en A. Esto prueba que A es un anillo local con
ideal maximal m.



Para probar que el ideal maximal de este anillo local es principal vamos a realizar varias observaciones.
Consideremos z,y € A tal que v(z) =k, y v(y) = ky. Si k; = ky, entonces

v(zy ™) =v(z)—v(y) =0

y por tanto xy~! ¢ m, es decir, xy~! es una unidad en A. Luego (z) = (y).

Si ky > k, (andlogamente si k, > k), entonces

v(yz™) =v(y) —v(z) >0

es decir, yz~! € A, y por tanto
(yr~ )z =ye (z)
Teniendo en cuenta estas dos observaciones, dado un ideal a de A tal que = € a con v(x) = k,, se tiene que
para todo y € A tal que v(y) > k,, y € a. Luego, todos los ideales de A son de la formam, = {y € A: v(y) > k}.
Puesto que v : K* — 7Z es una aplicacién sobreyectiva, existe 2 € K* tal que v(z) =1 (por tanto z € A) y

se tiene que
()={yeAd:v(y) =21} =m

De lo cual podemos deducir que m es un ideal principal. Ademas, v (:ck) =k y por tanto

(P ={yeA:v(y) >k} =m,
es decir, todos los ideales de A son potencias del ideal maximal.

O

Ejemplo 1.1.4 Consideramos k(X) el cuerpo de fracciones de k[X] donde k es un cuerpo y X una indetermi-
nada sobre k. Tomemos f un polinomio irreducible en k[X]. Entonces el localizado de k[X] sobre el ideal (f) es
un anillo de valoracion discreta.

Todo elemento G € k(X) se puede escribir de forma tnica como f*g(X), donde a € Z y el numerador y
el denominador de g(X) ambos son primos con f. Definimos la aplicacién

vi: k(X)) — Z
G — «

Vamos a probar que esta aplicaciéon es una valoracién discreta. De manera obvia es sobreyectiva. Con-
sideremos G(X) = f* y H(X) = f’h dos elementos de k(X), donde g,h € k(X) cumplen que sus

numeradores y denominadores son primos con f.

Para la primera propiedad basta observar que G(X)H(X) = f®T#gh, donde tanto el numerador como el
denominador de gh son coprimos con f gracias a que f es irreducible, y por tanto v (GH) = vs(G)+vy(H).

Para la segunda, sea 6 = min{a, 3}, entonces G(X) + H(X) = fo(f*~%g + f#~°h). Observar que o bien
a—3=06p—6=0.Luego, si f*%g+ fP°h # 0, entonces v;(G + H) = min{v;(G),vs(H)}. En caso
contrario, V(G + H) = 400 y por tanto podemos concluir que v¢(G + H) > min{v¢(G),vs(H)}.
Observar que el anillo de valoracién de vy estd formado por aquellos elementos g € k(X) para los que
a > 0, lo que equivale a que g no tenga factores de f en su denominador, es decir, que g pertenezca al
localizado de k[X] en (f), concluyendo asi que el anillo de valoracién de vy es este localizado.

El siguiente teorema que presentaremos sin demostracién se encuentra en el articulo [As] (Teorema 5.1)
junto con un corolario (Corolario 5.3), el cual serd adaptado para un anillo en particular.

Problema de la Cancelacién



Teorema 1.1.5 Sean R un anillo de valoracién discreta con ideal mazimal 7R, K = R[x~'] un cuerpo de
fracciones y k = R/mR el cuerpo residual. Supongamos que chark = p > 0. Sean e y s enteros positivos tales
que p° t sp y sp1p. Dado un m entero positivo, sea

A= R[X,Y,Z] /<7ng FY 4+ VP 4+ Y 4 wmz>
donde R[X,Y,Z] = RPl, a; € Rparai =1,...,5s —1 y as € R\ wR. Entonces A satisface las siguientes
condiciones:
i. Ao K ~p K21,
ii. A@ k=g k.
iii. Al =g RII
iv. A%r RPL

Corolario 1.1.6 Sean k un cuerpo de caracteristica p > 0 y R = k[X] el anillo de polinomios sobre k en la
variable X. Sea
A=R[Y,Z,T) /<—ZP +T+T% + X’”Y>

donde e y s son enteros positivos tales que p® 1 sp y sp t p°. Entonces la R-dlgebra A satisface las siguientes
condiciones:

a. A@k(p) =g k(p)? para cada ideal primo p de R.
b, Al =g RBI = k14,
c. A %R R[z]

Nota: k(p) denota al cociente Ry, /pR,, donde p es un ideal primo de R.

Demostracién.

R es un D.I.P,, y por tanto un D.F.U., luego dado f € R, (f) es primo si y sélo si f es irreducible en R.
Gracias a esto, podemos deducir que todos los ideales primos de R son generados por un elemento irreducible.
Consideremos R sy con f irreducible el localizado de R en el ideal fR. Recordemos que el ideal maximal de este
anillo es fR(s). Ademas, por el ejemplo 1.1.4 R sy es un anillo de valoracién discreta.

Observar que el cuerpo residual k((f)) := Ry /fR(s) es de caracteristica p > 0 (pues k C k((f))). Consi-
deremos el R-mdédulo,

B:=A®r Ry = RplY, 2, T]/ <—Z”e +T+ T + X’”Y>

Ahora, podemos aplicar el teorema 1.1.5 a Ry y a B pues cumplen todas las hipétesis. Establecemos entonces
las siguientes propiedades:

i. B ®R<f> R(f)[fﬁl} = R(f) [fil]m'
ii. B®g, k((f) = k({(f)P.
1] ~ [3]
iii. B = R<f>.
iv. B# R
El apartado a. de este corolario resulta de forma inmediata a partir de ii., ya que

k(NP = B®g,,, k((f)) = A®r Ry ®n,,, k((f)) = A®r k((f))

Problema de la Cancelacién



y como f es un polinomio irreducible genérico, tenemos que A ®r k(p) =g, E(p)!?! donde p es cualquier ideal
primo de R. Debido a que R C Ry, conseguimos que A ®r k(p) =g k(p)l2.

Para el apartado b. vamos a considerar iii. Sabemos que Bl = R[<3f}> y sustituyendo B, obtenemos que

(A®r R(f))[l] = R[(?}}w luego Al @p Ry = RE% para todo ideal primo de R, es decir, Al es una R-lgebra

localmente polinomial. Gracias a [Ba], podemos establecer un isomorfimo entre Al y el dlgebra simétrica de
un moédulo proyectivo M de rango 3, denotado por Sg(M). Ademds, R es un dominio de ideales principales y
por tanto M es un R-médulo libre. De esto se deduce que

Al = g (R3) = R

Por ultimo, consideremos la conclusion iv. del teorema 1.1.5 escritas anteriormente. Esta se traduce en la
siguiente
2] ~ 2
A®r Rip) % Ry = R @ Ry

Supongamos que A = R!? entonces tenemos la siguiente sucesién exacta corta:
050—A—RF 50

Tensorizando por — ®g Ry, obtenemos una sucesién exacta:
0— A®pg R<f> — R[2] XRnr R<f> —0

lo que nos da un isomorfimo entre A ®@g Ry y R @R Ry llegando asf a una contradiccién. Concluimos por
tanto que A 2 RIZ.

O
Nota 1.1.7 Realizando el cambio de variable Z := —Z, obtenemos que el corolario se puede aplicar a

A=R[Y,ZT) /<ch +T 4+ T + XmY>

1.2. Aplicacién exponencial y propiedades

En esta seccion daremos a conocer a las aplicaciones exponenciales y a algunas de sus propiedades bésicas.
Ademaés, expondremos algunos resultados que seran utilizados en posteriores secciones. La mayoria de estos
resultados pueden encontrarse en [CM]. A partir de esta seccidn, k serd un cuerpo y A una k-dlgebra conmutativa.

Definicién 1.2.1 Sean A una k-dlgebra y ¢ : A — A un homomorfismo de k-dlgebras. Para una variable U
sobre A, denotaremos por ¢y a la aplicacion ¢ : A — A[U]. Diremos que ¢ es una aplicacién exponencial
en A si ¢ satisface las dos propiedades siguientes:

1. ¢(a) =a méd U
2. ovou = dviu, donde ¢y : A — A[V] se extiende a un homomorfismo ¢y : A[U] — A[U,V] donde
ov(U)=U.

Diremos que una aplicacion exponencial es trivial si para cada a € A, ¢(a) = a, es decir si ¢ es la inclusion
de A en A[U]. En caso contrario, diremos que es no trivial.

Definicién 1.2.2 Sea ¢ una aplicacion exponencial sobre A. Llamaremos anillo de ¢-invariantes al subanillo
de A, definido por
A? ={ac Al ¢(a)=a} C A

Problema de la Cancelacién



Observar que efectivamente es un subanillo de A gracias a que ¢ es un homomorfismo de k-algebras. Ademas,
si la aplicacién ¢ es no trivial, entonces A? # A. Gracias al anillo de ¢-invariantes definiremos otro subanillo
importante de A.

Definicién 1.2.3 El invariante Derksen de una k-dlgebra A es el subanillo de A generado por los anillos A%,
donde ¢ recorre todas las aplicaciones exponenciales no triviales de A. Este anillo serd denotado por DK (A).

Dados una aplicacién exponencial ¢ : A — A[U] y a un elemento de A, denotaremos al coeficiente de U™
en el polinomio ¢(a) por Dy (a). Decir que ¢ es un homomorfismo de k-dlgebras es equivalente a decir que la
sucesién {D,,(a)},>0 tiene un nimero finito de elementos distintos de cero, que para todon € N, D, : A — A
es una aplicacién k-lineal y que ademds cumplen la regla de Leibniz:

Dp(ab) = Y Di(a)
i+j=n

para todon € Ny a,b € A.

Para probar esta equivalencia lo tinico que debemos observar son los coeficientes de ¢(ka), ¢p(a + b) y ¢(ab)
en comparacién con k¢(a), ¢(a) + ¢(b) y ¢(a)p(b), respectivamente.

Adems3s, las propiedades 1. y 2. de la definicién de aplicacién exponencial se traduce en las siguientes:

i. Dy es la aplicacién identidad en A.

ii. Para todo nimero natural i, j:

La primera es obvia pues
¢(a) = Do(a) + U Z Dpt1(a)U"=a méd U

n>0

luego Dy(a) = a para todo a € A, y por tanto Dy = Id 4.
Para ii. calculamos los coeficientes de ¢piv(a) v ¢v oy (a). Por un lado,

¢uv(a) = > Dp(a)(U+ V) ZZ() a)Viuk!

k>0 k>0 1=0

- Z ((g)Dj(aH— (j_;1>Dj+1V—|— <j‘|2'2>Dj+2V2+---) i

Jj=0

- Yy (’jj>pl-+j(a)viw’

Jj=201i20

Por otro lado se tiene que

dvou(a)=ov [ > D@’ | =3 év (Dj(a) U => Y DiDj(a)V'U!

§>0 §>0 7>014>0

Por la propiedad 2. de las aplicaciones exponenciales, ¢yiv(a) = ¢vop(a), luego se debe cumplir que los
coeficientes sean iguales y por tanto,
1+
DiD; =< ; )Dm‘

Lema 1.2.4 Si k es un cuerpo de caracteristica cero, cada D,, estd determinado por D1, pues

DTL

(1.1) = Dn = —+

Problema de la Cancelacién



Demostracion.

Sabemos que
(i + )

Dib;j = = Dixi

Como el cuerpo k es de caracteristica cero, para cualesquiera i,j € N, (i 4+ j)! es distinto de cero y por tanto
tiene inverso en k, con lo que podemos despejar D;; de la igualdad anterior, obteniendo
5!
Dy j=-——D;D,
i+J (Z ¥ j)' 1]
Probaremos el resultado por induccién en n. Dy cumple el lema de manera trivial ya que que por definiciéon
0! =1y DY = Id = Dy. Supongamos que es cierto para D,,_; y probémoslo para D,,.

(n—1)! (n—1)! Dyt b _ Dr

Dn = D11 =" nl (n—1 T

D,,_1D; = _
n!

Con lo que demostramos este lema.

O

A continuacién, definiremos una funcién que nos permitird probar resultados acerca de las aplicaciones
exponenciales en A. Supondremos que A es, a partir de ahora, un dominio conmutativo sobre un cuerpo k.
Dada una aplicacion exponencial ¢ en A, definimos el ¢-grado de un elemento a € A de la siguiente forma

deg,(a) = degy (¢(a))
Por convenio, diremos que deg,(0) = —oo.

Observaciéon 1.2.5 Los elementos no nulos del anillo de ¢-invariantes son aquellos elementos de A cuyo ¢-
grado es cero.

La funcién ¢-grado verifica las mismas propiedades que la funcién degy;, es decir,
» deg,(ab) = degy(a) + deg,(b)
» deg,(a+b) < méx{deg,(a),deg,(b)}

Lema 1.2.6 Sea ¢ una aplicacion exponencial en un dominio A sobre k.

a. A? es factorialmente cerrado en A, es decir, si a y b son dos elementos de A tales que ab € A%\ 0,
entonces a,b € A?.

b. A? es algebraicamente cerrado en A.

c. Para cada a € A, deg, (Dj(a)) < degy(a) —i. En particular, sia € A\ 0 yn = degy(a), entonces

D, (a) € A?.
Demostracién.

a. Consideremos a,b € A tales que ab € A? \ 0, entonces su ¢-grado es cero. Ademds, por las propiedades
de esta funcién, deg,(a) + degy(b) = degy(ab) = 0. Esto implica que deg,(a) = deg,(b) = 0 y por la
observacién anterior a,b € A®.

b. Sea a € A\ 0 algebraico sobre A? y sea f(x) = c,@™ + -+ c17 + ¢ el polinomio de menor grado tal que

f(a) =0, donde cada ¢; € A? y ¢y # 0. Si n = 0, entonces el polinomio se reduce a f(z) = ¢y € A?, pero
entonces a = ¢y y a € A? de manera trivial.

Consideremos por tanto que n > 1. Tenemos entonces que c,a™ +- - -+ c1a+co = 0, pasando ¢g al segundo
miembro y sacando a como factor comin en el primero, obtenemos

a(cpa™ M4 ) = —co € A\ 0

Por el apartado a. A? es factorialmente cerrado en A y podemos concluir que a € A?.
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C.

Por definicién de la funcién ¢-grado, lo que necesitamos probar es que degy [#(D;(a))] < degy(a) — 1, es
decir que el coeficiente de U7 en ¢(D;(a)) es cero para j > degy(a) — i, o equivalentemente queremos
probar que D;D;(a) = 0 para j > deg,(a) —i.

Consideremos pues j € N tal que j > deg,(a)—i, entonces el coeficiente D;;(a) = 0 ya que j+i > deg,(a).
Por la igualdad (1.1), tenemos que D;D;(a) = 0 para j > deg,(a) — i, que es lo que queriamos probar.
Luego, deg,(D;(a)) < deg,(a) —i.

En particular, si consideramos a € A\ 0 tal que n = deg¢(a), aplicando lo probado anteriormente
degy(D"(a)) < n —mn = 0 (observar que en este caso, es una igualdad ya que D, (a) # 0 y por tanto
degy(Dp(a)) > 0), luego por la observacién 1.2.5, se tiene que D" (a) € A?.

O

Lema 1.2.7 Sea ¢ una aplicacion exponencial no trivial en un dominio A sobre k un cuerpo de caracteristica
p>0. Sea x € A un elemento con ¢-grado minimo positivo n. Se tienen las siguientes propiedades.

a.

b.

d.

D;(z) € A® para cada i > 1. Ademds, D;(x) = 0 cuando i > 1 no es una potencia de p.
Sia € A\ 0, entonces n divide degy(a).

Sea ¢ = D, (v) € A®. Entonces A es una subdlgebra de A®[c=!][x], donde A?[c™1] es la localizacion de A®
en c.

Sea ¢ = D, (x), entonces Alc™'] = A?[c= 1],

Demostracion.
En esta prueba usaremos el siguiente hecho:

Si p es primo e i = plq para ciertos numeros naturales i, j, q, entonces ( j) =g mbd p.
p

De esta forma si k es un cuerpo de caracteristica p, esta congruencia se convierte en una igualdad [Is]. Por otro
lado, observar que este x de grado minimo positivo existe ya que ¢ es una aplicaciéon exponencial no trivial.

a.

Sea i > 1. Por el apartado c. del lema 1.2.6, deg,(D;(z)) < n —1i < n. Como x es de grado minimo
positivo, debe ocurrir que deg,(D;(x)) < 0, por la observacién 1.2.5, D;(x) € A?. Esto prueba la primera
parte de la afirmacién de este apartado. Observar que Dy(z) € A? pues Dy(z) = . Probaremos ahora
que D;(x) = 0 cuando ¢ > 1 no sea una potencia de p. Para ello, distinguiremos dos casos, si p =0 6 si es
un primo p.

Supongamos que p = 0 y consideremos z € A\ A? cuyo ¢-grado sea m > 1. Como el coeficiente del
monomio de grado méximo de ¢(x), D,,(z), es no nulo, por el lema 1.2.4 tenemos que DT*(z) # 0 y por
tanto, D1(z) # 0. Ademds, puesto que D;(z) = 0 para i > m, por el mismo lema podemos concluir que
Di(z) =0 paratodoi>m.Sea M =m+1>2ysear = D{V[*Q(z). Vamos a probar que el ¢-grado de
este elemento es uno.

Di(z) = DiDY2(z) = DM~ (2) = D*(2) # 0

Para los demds coeficientes excepto el término independiente (que siempre es distinto de cero si x # 0),
es decir, para todo i > 2, se tiene que M +i — 2 > m = deg,(z) y por tanto

1 . 1 )
Diw) = DiDY=2(2) = 2 DIDY2(2) = - DY H2(2) =0

Luego deg(z) = 1. Con esto hemos demostrado que si char(k) = 0, entonces existe un elemento en A de
¢-grado 1, y la afirmacién es inmediata, pues D;(x) = 0 para todo i > 2 ya sean potencias o no de p.

Supongamos ahora que p es primo y que ¢ > 1 no es una potencia de p. Entonces podemos descomponer
i como el producto p?q donde j es un entero no negativo y ¢ > 2 es un entero no divisible por p. Como
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i—p’ =pi(g—1) > 1, por la primera parte de este apartado, D;_,i(z) € A?. Ademss, utilizando (1.1) y
teniendo en cuenta que p’ > 1, se tiene

0= DD, p(a) = () Dite) = aDi)

Como A es un dominio y ¢ # 0, podemos dividir por ¢ la igualdad anterior y concluir que D;(x) = 0.

. La prueba cuando p = 0 es trivial gracias a que n = 1 como hemos visto en la prueba del apartado anterior.
Supongamos por tanto que p es primo. Como D, (z) # 0, por el apartado a. de este lema se tiene que
n = p” para un cierto m > 0. Si m = 0, entonces n = 1 y de nuevo el lema es inmediato. Consideremos
entonces el caso donde m > 0.

Sean a € A\ 0y d = deg,(a) y supongamos que p no divide a d. Por el apartado c. del lema 1.2.6,
degy(Dg-1(a)) < deg,(a)—(d—1) = 1. Ademds, teniendo en cuenta que tanto d como D(a) son distintos
de cero, por (1.1)

d—1+1

D1Dy_1(a) = ( .

)Dd1+1(a) = dDd((l) 75 0

por lo que degy(Dg-1(a)) = 1 < n contradiciendo la minimalidad de n. De aqui se deduce que d = p*d,
donde k > 0y p no divide a d;. Razonando andlogamente, deg,(Dy_px(a)) < degy(a) — (d —p*) = p* y
de nuevo por (1.1)

Dkad_pk (CL) = <pci>Dd(a) = dlDd(a) 7& 0

Por tanto, deg,(Dg_px(a)) = pF. Como n = p™ es minimal, se deduce que k > m y que por tanto, n
divide a d.

. Sea a € A\ 0. Por el apartado b., su ¢-grado es un multiplo de n y por tanto deg¢(a) = In para [ un
nimero natural. Vamos a probar este resultado por induccién en I. Si I = 0, entonces a € A?, de lo que
podemos concluir que a € A? [c‘l] []. Supongamos que el resultado es cierto para elementos de grado
menor o igual que (I — 1)n y probémoslo para este [ > 1.

Construiremos un elemento de grado menor que In a partir de otros dos que tienen el mismo término
lider. Los dos elementos que vamos a considerar son cla y Dy, a!.

En primer lugar comprobemos que c‘a y Dy, (a)x! tienen ¢-grado In. Para calcular estos ¢-grado, debemos
tener en cuenta que deg,(c) = 0y degy(Din(a)) = 0, pues ¢ y Dy, (a), pertenecen a A? \ 0 en virtud de
1.2.6 c., entonces

deg, (c'a) =1 - degy(c) + degy(a) = In

deg, (Dln(a)xl) =deg, (Din(a)) +1- deg¢(x) =In
Comprobemos ahora que Dy, (cla) = D (Dln(a):vl). Gracias a que ¢ es un homomorfismo de k-dlgebras
y aque ¢(c) =cy ¢ (Din(a)) = Din(a), tenemos que
¢ (c'a) = dp(a) vy ¢ (Dim(a)a') = Din(a)¢ (')
Observar ademas que si D,,(z) es el coeficiente lider de ¢(z), entonces D,,(2)! es el coeficiente lider de
1) (zl) = ¢(2)!, luego
Dy, (cla) = Dy(a) vy Dy (Dln(a)a?l) = Dyn(a)Dy(z)! = Dy (a)d

De esta manera queda demostrado que Dy, (cla) =D, (Dln(a)xl).

Consideremos y = cla — Dy, (a)z!. Este elemento tiene ¢-grado menor que In y por el apartado b. menor
o igual que (I — 1)n. Por hipétesis de induccién, y € A%[c~!][x]. Puesto que Dy, (a) € A?, tenemos que
Dy, (a)xt € A?[c7Y][z], y por tanto a = ¢! (y + Dy, (a)z!) € A®[c™ ][]
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d. Por el apartado c. de este lema sabemos que A C A?[c™1][z], luego si localizamos A en ¢, tenemos
Al C A? [e7!] [2]

Por otro lado, A? es un subanillo de A y por tanto A?[c~!] C A[e~!]. Utilizando esta contencién y el
hecho de que x pertenece a A, podemos deducir que

A? [ 2] CA[e ] 2] = A7)

Con esto concluimos que A [c‘l] = A? [c‘l] []. Ademds, como x € A\ A® A [c‘l] es el anillo de
polinomios en una variable con coeficientes en A? [c‘l].

O

Lema 1.2.8 Sea A un dominio sobre un cuerpo k. Supongamos que existe una aplicacion exponencial no trivial
¢ en A. Entonces se tienen las siguientes propiedades.

a. Sitr.deg,(A) es finito, entonces tr.degy, (A?) = tr.deg,(A) — 1.

b. Sitr.deg,(A) =1, entonces A = kW donde k es la clausura algebraica de k en A y A® = k.

Demostracion.

a. Por el apartado c. del lema 1.2.7 existe z € A\ A? de ¢-grado minimo positivo n tal que A C A?[c~1][z]
donde ¢ = D,,(z) € A?.

Tenemos que el elemento ¢~ ! € A? [c‘l] [z] es algebraico sobre A? con la ecuacién f(y) = cy — 1. Como
A? es algebraicamente cerrado en A y & ¢ A?, x no puede ser algebraico sobre A?. De aqui, podemos
deducir que

tr. deg;, (A? [c™'] [2]) = tr. deg, (A%) +1

1 1

Por otro lado, tanto = como ¢~ + son algebraicos sobre A, ya que = es un elemento de Ay ¢~
sobre A? que es un subanillo de A. Concluimos que

es algebraico

tr. deg;, (A) = tr. degy, (A [¢7'] [2])
Uniendo las dos igualdades llegamos a que
tr. degy, (A?) = tr. deg, (A) — 1
con lo que se demuestra el resultado.
b. Si tr.deg;(A) = 1 entonces, gracias al apartado anterior, tr.deg (A?) = 0, es decir, k C A? es una

extension algebraica.

Consideremos un elemento a € A?, vamos a ver que a pertence a la clausura algebraica de k sobre A, la
cual hemos denotado por k. Como la extension k C A? es algebraica, existe un polinomio f (x) € k[z] tal
que f(a) = 0. En particular, a es un elemento de A para el cual existe un polinomio en k[x] del que es
raiz, es decir, a partenece a k. Concluimos por tanto que

kC A Ck

Observar que como k y k son cuerpos, se deduce que A? también es un cuerpo. Por otro lado, por el lema
1.2.7 d. existe un ¢ € A? tal que

A¢ [6—1}[1] —A [c_l]

Como c € A? y éste es un cuerpo, ¢~ € A? C A y por tanto la igualdad anterior queda de la siguiente
forma

Problema de la Cancelacién



10

Falta ver que A? = k, una contencién ya se tiene, veamos la otra.

Consideremos 3 € k, entonces existe un polinomio f(z) € k[z] con f(y) = 0. Pero k C A?, luego
f(z) lo podemos ver como un polinomio con coeficientes en A?. Como y es un elemento de Ay A% es
algebraicamente cerrado en A, podemos concluir que y € A? y que por tanto k = A?.

O

Lema 1.2.9 Sea A un dominio sobre un cuerpo k. Supongamos que existe una aplicacion exponencial no trivial
¢ en A. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de A® \ 0. Entonces ¢ se extiende a una aplicacion
exponencial no trivial S~*¢ en S~1A definida por (S‘qu) (a/s) = ¢(a)/s paraa € A ys € S. Ademds, el anillo
de invariantes de S™'¢ es ST1(A?).

Demostracion.

Vamos a utilizar la propiedad universal del anillo de fracciones. Para ello necesitamos una aplicacién de A
en (S7'A) [U] tal que si s € S, entonces g(s) es una unidad en (S~'A) [U]. Consideremos en primer lugar, el
siguiente homomorfismo de anillos

v AUl —  STA[U)

YoaaU" = Y fla)U"

n>0 n>0

donde f: A — S71A es el homomorfismo de anillos tal que f(a) = a/1.

Definimos entonces el homomorfismo de anillos entre A y (S’ _1A) [U] como la composicién ) o ¢. Adem4s,
si s € S C A? se tiene que (¢ 0 ¢)(s) = 1h(s) = s/1. Como s € S, podemos formar la fraccién 1/s € (S~*A) [U]
y por tanto s es una unidad de (S’ _lA) [U]. Por la propiedad universal de los anillos de fracciones, existe un
unico homomorfismo de anillos

S7lp:  STlA — (STlA) (U]
o) - -2

Observar que efectivamente esta aplicacién extiende a ¢, pues si a € A entonces podemos ver este elemento
dentro de S7'A como a/1 y por tanto S™1¢(a) = ¢(a)/1 = ¢(a).

De manera obvia, S~'¢ es un homomorfismo de k-dlgebras. Luego, para probar que es una aplicacién
exponencial, debemos ver que cumple las dos propiedades de su definicién.

L 576 (%) = 9la) =2 méd U

S

2. S*ld)VSfld)U (Z‘) _ Sil(bv <¢U(a)) _ ¢V¢U(a) _ d)U-‘rV(a’) — 51¢U+V<:>

S S S

Para terminar la demostracién, veamos como son los elementos del anillo de S~!¢-invariantes.

RO

(S1A)S 716 = {‘;’ c slA‘d’(“) - a}

S S

(S—1A)S 716 = {a €S54
S

Aplicando la definicién de S™1¢

Luego a/s estd en el anillo de S~!¢-invariantes si y sélo si ¢(a) = a, es decir, si a € A?, gracias a lo cual
(ST1A)S ' = 57142,
O
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El siguiente lema serd muy importante para probar el objetivo de este trabajo.

Lema 1.2.10 Sea A una k-dlgebra afin tal que tr.deg,(A) > 1. Si DK(A) & A, entonces A no es un anillo de
polinomios sobre k.

Demostracion.
Probaremos el resultado por reduccién al absurdo. Supongamos que A = k[Xy,...,X,] es un anillo de

polinomios en n variables sobre k. Observar que n > 1, pues en caso contrario el grado de trascendencia sobre
k de A seria 1.

Consideremos, para cada i € {1,...,n}, la aplicacién ¢; : A — A[U] definida por ¢;(X;) = X; + 6;;U
donde d;; = 1 y d;; = 0 en caso contrario. Es claro que estas aplicaciones son homomorfismos de k-dlgebras.
Probaremos que cumplen las propiedades para ser aplicaciones exponenciales.

= ¢;(X;) =X; méd U, luego ¢(a) = a méd U para todo a € A.

L] ¢iv¢iU (X]) = (biv(Xj =+ (5ijU) = Xj + 6ijV + 5”(] = Xj + (51](‘/ =+ U) = ¢iU+V (X]> y por tanto
biy biy(a) = ¢iy,y (@) para todo a € A.

Ademds, A% = k[X1,...,Xi—1, Xit1,..., Xy), ya que ¢;(X;) = X, si i # j, y por tanto |J_, A% = A. De
esto se deduce que DK (A) = A, lo cual es una contradicciéon y podemos concluir el lema.

O

1.3. Existencia de Aplicaciones Exponenciales

En esta seccién probaremos que existen aplicaciones exponenciales no triviales en ciertos dominios afines
sobre cuerpos algebraicamente cerrados. Para ello, primero veremos la existencia de éstas en el anillo de coor-
denadas de una variedad afin utilizando las acciones de un grupo algebraico sobre una variedad algebraica. En
lo que sigue k es un cuerpo infinito.

Definicién 1.3.1 Un grupo algebraico G es una variedad afin que tiene una estructura de grupo y para la
que las operaciones de grupo son morfismos de variedades.

Ejemplo 1.3.2 El grupo aditivo G, := (k,+) es un grupo algebraico.

Definicién 1.3.3 Una accién de un grupo algebraico (G, x) sobre una variedad algebraica X es un mor-
fismo de variedades p: G x X — X tal que para todo s,t € G yp € X,

= pu(e,p) = p donde e es el elemento neutro de G.

= u(sxt,p) = pu(s, ut,p)).

El siguiente teorema se puede encontrar en el capitulo 6 de [Fu]

Teorema 1.3.4 Sean X C k™ e Y C k", dos variedades afines. Consideremos F': X — Y, entonces F' es un
morfismo si y solo si F' es una aplicacion polindmica.

Consideremos el grupo aditivo G, y utilicemos el teorema precedente para redefinir la accién del grupo
algebraico G = k sobre una variedad afin mediante aplicaciones polinémicas. Veamos primero en que se traducen
las propiedades de la accion.

Consideremos X C k™ una variedad afin y Fy, ..., F,, polinomios en k1 cuyas variables denotaremos z, U,
donde z = (1, ..., z,). Supongamos que la accién del grupo algebraico G,, a la que llamaremos p : kx X — X
viene dada por pu(s,p) = (Fi(p, s),-.., Fn(p, s)).

Gracias a que p(0,p) = p, tenemos que (Fy(p,0),...,F,(p,0)) = p, es decir, para cada ¢ € {1,...,n},
Fi(p,s) = pi + sE/(p,s) con F/(p,s) € kM[U], luego Fi(z,U) = 2; méd U.
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La segunda propiedad nos dice que u(s +t,p) = u(s, u(t,p)), lo que implica que

(Fl(p,s—i—t),...,Fn(p,s+t)) - (Fl(Fl(p,t),...,Fn(p,t),s),...,Fn(Fl(p,t),...,Fn(p,t),s))

luego Fi(z,U+V) = Fi(Fi(z,V),..., Fa(z,V),U) para cada i € {1,...,n}. Podemos definir entonces la accién
del grupo G, como:

Definicién 1.3.5 Dada una variedad afin X C k™, se define la accién del grupo aditivo G, como una
aplicacion polinémica pu: k x X — X tal que si F; € k™ [U] parai=1,...,n son los polinomios que la definen,
entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Fi(z,U)=2; méd U para todoi =1,...,n

2. Fi(z,U+V) = Fi(Fl(L V), ..., Fu(z, V),U) para todo i =1,...,n y donde z denota a (x1,...,x,).

Queremos definir una aplicacién exponencial entre los anillos de coordenas de una variedad afin X y kx X, a
los cuales denotaremos por A(X) y A(kx X). Observar que A(kx X) = A(k)®, A(X) = kM@, A(X) = A(X)M,
Ademas, recordar que toda aplicacién polinémica entre dos variedades afines induce un homomorfismo de anillos
entre sus anillos de coordenadas. En nuestro caso, cualquier accién del grupo algebraico G, sobre una variedad
affn X, induce un homomorfismo de anillos ¢ : A(X) — A(X)M.

Lema 1.3.6 Cualquier accion del grupo algebraico G, en una variedad afin X induce una aplicacion exponencial
¢ A(X) — AX)M donde A(X) es el anillo de coordenadas de X .
Demostracién.

Consideremos X C k™ una variedad afin y p: £ X X — X una accién del grupo algebraico G,. Como es
una aplicacién polindmica, consideremos F;(z,U) € kl [U] los polinomios que la definen para i =1,...,n. Por
el parrafo anterior, esta accién define un homomorfismo de anillos entre A(X) y A(X)[M. Este homomorfismo,
al que denotaremos ¢, viene definido de la siguiente forma:

o f+I(X) e AX) = f(F,....,F,)+I(X) e A(X)U

donde g(z,U) + I(X) = 3, solha(x) + I(X)]U™ y recordemos que I(X) = {f € k") : f(x) =0Vz € X} es
el ideal de la variedad X. Observar que realmente la aplicacién queda definida por las imagenes de los z;, las
cuales son ¢(x;) = Fi(z,U) + I(X).

Queremos probar que este homomorfismo ¢ es una aplicacién exponencial. Notar que ¢ es un homomorfismo
de k-algebras con lo que falta comprobar que las otras dos propiedades de estas aplicaciones se cumplen.

1. De la definicién de accién de grupo algebraico 1.3.5 se tiene que Fj(z,U) = x; méd U. Por tanto,
Fiz,U)+I(X)=z;+ I(X) méd U y

o(f +1(X)) = f(¢(z1), ..., ¢(zn)) + I(X) méd U = f+I(X)
Luego ¢ = Id méd U.

2. Para comprobar la propiedad 2. de las aplicaciones exponenciales, debemos componer ¢y ¢y entendiendo
que ¢y, ¢y son ambas la aplicacién ¢ : A(X) — A(X)[U] donde ¢y se extiende a A(X)[U] = A(X)[U, V]
con ¢y (U) = U. Entonces, para todo i = 1,...,n se tiene que

ovou(xi) = ov (Fi(z,U) + 1(X))
Fi(Fi(z,V),..., Fo(z,V),U) + 1(X)
Fi(z,U+V)+1(X) = ¢uyv(zi)
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y entonces se cumple la segunda propiedad, pues

pvou(f+1(X)) = flovou(zi),...ovou(zn))
= f(¢U+V(x1)a"'7¢U+V(xn))
duv(f +I1(X))

Con lo que hemos probado el resultado.

O

Lema 1.3.7 Una accion del grupo algebraico G, en una variedad afin X C k™ es no trivial si y solo si la
aplicacion exponencial asociada también es no trivial.

Demostracion.

= Consideremos una accién de grupo no trivial p : kK x X — X. Entonces, debe existir (s,p) € k x X tal
que p(s,p) = (Fi(p, s),...,Fn(p,s)) # p. Esto equivale a decir que existe ¢ € {1,...,n} tal que F;(p,s) # pi,
pero por las propiedades de u, F;(p,0) = p;. Podemos deducir entonces que

Fz(p7 S) =pi+ SFz',(pa 5)

con F! € kU] tal que F/(p,s) # 0.
Consideremos la aplicacién exponencial inducida por u, denotada por ¢ : A(X) — A(X)[U]. Entonces

dlxi+I1(X)) =2, + UF}(z,U) + I(X)

Falta ver que F/(z,U) 4+ I(X) # 0.

Supongamos que Fj(z,U) +I(X) := .5 G (z)UJ +I(X) =0, tenemos pues que G;(z) € I(X) para todo
J >0, es decir, G;(q) = 0 para todo ¢ € X. Teniendo en cuenta que p € X y por tanto que G,(p) = 0 para todo
J =0,

Fl(p,s) =Y Gi(p)s’ =0
j=0

contradiciendo el hecho de que F;(p, s) # p;. De esta manera ¢(z;+1(X)) # z;+1(X) y la aplicacién exponencial
¢ también es no trivial.

< Supongamos que i : k X X — X es la accion de grupo trivial. Entonces, con la notacién del apartado
anterior, tenemos que para todo i = 1,...,n, F;(z,U) = x;. Podemos deducir que la aplicacién exponencial ¢
inducida por pu es trivial, ya que ¢(x; + I(X)) = x; + I(X) para todo i = 1,...,n y por tanto ¢(f + I(X)) =

Luego, si la aplicacién exponencial inducida es no trivial, entonces la acciéon debe ser no trivial.

Ejemplo 1.3.8 Aplicacion exponencial no trivial en k.

Vamos a construir una aplicacién exponencial no trivial en k%, donde k es un cuerpo infinito de ca-
racteristica p > 0. Como [ (k:4) = {0}, entonces A (k4) = k1 y por los razonamientos anterior, basta
encontrar una accién del grupo algebraico G, en k* no trivial. Consideremos yx : k x k* — k* definida por
los siguientes polinomios:

F(X,Y,Z,T,U) = X, F(X,Y,Z,T,U)=Y — xme =Dy
F(X,Y,Z,T,U)=Z + X"U, FyX,Y,Z,T,U)=T

donde m, e son enteros tales que e, m > 1. De manera obvia, dados un par (¢,q) € k x k%,
(Fl(qa t)? F2(q> t)a F3(Qa t)a F4(Q7 t)) € k;4

Falta ver que cumplen las propiedades de la definicién 1.3.5.
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=X médU, Fo=Y médU, Fs5=72 médU, Fy,=T médU

2. Denotemos por X = (X,Y, Z,T), para simplificar la notacién.
* Fl(X,U—f—V) =X y

F(F(X,V), KX, V), (X, V), Fy(X,V),U)=F(X,V)=X
* B X, U+V)=Y — Xm0 =) (U + V)P y
Fy(F (X, V), B(X, V), B(X, V), Fi(X,V),U) = Fp(X,V) - Fi(X, V)" =Dye
= Y - Xm0 -y LU
* B3 X, U+V)=Z+X™U+V)y

F(F (X, V), (X, V), F3(X,V), F4(X,V),U) = F(X,V)+ F(X,V)"U
= Z+X"U+V)

« F(X,U+V)=Ty
F4(F1(Xa V)a F2(X7 V)7F3(Xa V)a F4(X7 V)7 U) = F4(lv V) = T
Notar que esta aplicacién es no trivial, basta considerar (1,0,0,0,1) € k%, pues u(1,0,0,0,1) = (1, —1,1,0).

A continuacién estudiaremos cuando los dominios afines sobre un cuerpo algebraicamente cerrado poseen
aplicaciones exponenciales no triviales. Recordemos el teorema de los ceros de Hilbert.

Teorema 1.3.9 (Teorema de los ceros de Hilbert) Sik es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces

Ve =1(V(p))
donde I(X)={f €kl : f(z) =0V e X Ck"} yV(S)={x € k™: f(z) =0Vfe S CkM}.

Lema 1.3.10 Sea B = k" /p un dominio afin sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y supongamos que
V(p) admite una accién de grupo no trivial, entonces existe una aplicacion exponencial no trivial en B.

Demostracion.

Como B es un dominio, p es un ideal primo y por el teorema de los ceros de Hilbert, p = \/p = I(V (p)). Por
tanto, B es el anillo de coordenadas para la variedad afin V(p), la cual admite una accién de grupo no trivial.
Por los lemas 1.3.6 y 1.3.7 podemos definir una aplicaciéon exponencial no trivial en B.

]

Ejemplo 1.3.11

Consideremos un cuerpo k infinito algebraicamente cerrado de caracteristica p > 0. Sea
B = k[X,Y, Z,T}/<XMY FT 4+ ZP6>

donde m, e, s son enteros positivos tales que s=p"gcong¢>1lyptg,e>r>1ym>1.

Observar que f(X,Y,Z,T) = X™Y 4 T° + ZP" es un polinomio irreducible en k[X,Y, Z, T] y por tanto
B es un dominio afin sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Vamos a dar un ejemplo de aplicacion
exponencial no trivial. Como es un dominio afin, podemos ver que B es el anillo de coordenadas de la
variedad afin V(p) y por el lema anterior, debemos definir una aplicacién del grupo algebraico G, no
trivial en esta variedad afin.
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Para definir esta accién, consideremos la accién de grupo definida en el ejemplo 1.3.8. Vamos a comprobar
que también es una accién de grupo en X, es decir que u(k x X) C X.

Sea el par (I,w) € k x X, entonces f(w) =0 ya que w € V(f). Para demostrar que u(l,w) € X, basta ver
que f(p(l,w)) = 0.

u(l,w) = <w1, wy — w;n(pe_l)lpe, ws + wi'l, w4)
Entonces
P w) = wi (ws = w00 ) g+ (g + w ) = wiws +wi +wh =0

Para ver que esta accién es no trivial considerar el punto w = (1,0,0,0) € X = V(f), entonces p(1,w) =
(1,-1,1,0) # w.

1.4. Graduacién y Aplicaciones Exponenciales

A lo largo de esta seccién, consideraremos A un dominio afin sobre un cuerpo k. En ella, daremos el concepto
de Z-filtraciéon propia admisible y probaremos la existencia de aplicaciones exponenciales no triviales para el
anillo graduado gr(A) con estas filtraciones admisible, resultado expuesto en [Cr].

Definicién 1.4.1 Sea A un dominio afin sobre k. Se dice que A tiene una Z-filtracion propia si existe una
coleccion de k-espacios lineales {An}nez de A satisfaciendo
i. A, C A,y para todo n € 7.
. A=U,cz An-
i1, (),ez An = (0).
. (Ap \ An—1) - (A \ Am—1) C At \ Antm—1 para todo n,m € Z.
Cualquier Z-filtracién propia en A determina el siguiente anillo Z-graduado
g’I"(A) = @Az/Az—l
i€Z.
Lema 1.4.2 gr(A) es un dominio de integridad.

Demostracion.

Gracias a la condicién iv. de la definicién de Z-filtracién propia, sia € A, \ Ap—1 y b € Ay, \ Ap—1 son dos
elementos de A distintos de cero, se tiene que ab € A, 1 \ Apntm—1 y por tanto, el producto de sus clases es
distinto de cero.

O
Consideremos la aplicacion
p:A—gr(A) definidapor pla)=a+A,1 siacA,\ A
Observar que p no es un homomorfismo de anillo en general, pues sii <ny ai,...,a; € A, \ 4,1 tal que

ar+---4a; € Aj\A;_1(C A,_1), entonces p(a1+---+a;) # 0 pero p(ar)+---+p(ar) = (a1 +---+a;)+Ap_1 = 0.

Definicién 1.4.3 Diremos que una Z-filtracion propia {A,}nez de un dominio afin A sobre un cuerpo k es
admisible si existe un conjunto de generadores finito I' de A tal que, para cualquier n € Z y a € A, a puede
ser escrito como una suma finita de monomios en elementos de I' y cada uno de estos monomios son elementos
de A,. Es decir, siT = {ay,...,a;}, entonces

a= E aai' - --a)

el

donde o; € k, I es un conjunto finito de indices con i = (i1,...,4) ¥y azf ---af’ € A, para todo 1 € I.
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Observacién 1.4.4 Supongamos que A tiene una Z-filtracion propia y T' = {aq1,...,a;} un conjunto finito de
generadores que hacen a la filtracion admisible. Entonces gr(A) estd generado por p(T').

Demostracion.
Sea a € A, \ A,_1, entonces por definicién de Z-filtracién propia admisible, existen elementos «; € k con
i=(i1,...,%) € I un conjunto de indices finito tales que
a= Zaia’f al!
icl

donde cada sumando pertenece a A,. Gracias a que a A, _1, debe existir al menos un sumando que no
b)
pertenezca a A,,_1. Sea J C I el conjunto de indices para los que los sumandos de a no estan en A,,_;. Entonces

o) = | St | = [ St + 4

il iel
= (cual o) + Apoa) = Y agplar)™ - plar)”
icJ icJ

y por tanto todo elemento de gr(A) se puede expresar como una combinacién de elementos de p (I'), con lo que
gr(A) estd generado por p(T).

O

Lema 1.4.5 Supongamos que A tiene un estructura de Z-dlgebra graduada, A = @, ., C;. Entonces eriste una
Z-filtracion propia {Ay}nez en A definida por A, = @,,, Ci. Ademads, gr(A) = A y, para cualquier elemento
a € A, la imagen de p(a) bajo el isomorfismo gr(A) — A es la componente de a en A de grado mdximo. Si A
es finitamente generado como k-dlgebra, entonces la filtracion definida anteriormente en A es admisible.

Demostracion.
Probaremos en primer lugar que {4, } ez es una Z-filtracién propia verificando cada una de las propiedades.

i. La propiedad ¢., se tiene por definicién de los A,,, pues A4, :== P, ., C; C ®i<n+1 Ci = Apy1.
ii. Para la segunda propiedad, observar que

A== Pc=J 4.

nez nezZ i<n nez

iii. Consideremos 0 # a € (), o4 An, entonces a € @,_, C; para todo n € Z. Luego a = ), _, ¢; para todo
n € Z. Como a # 0, existe ¢, # 0, con ¢, € Cp, en la expresién de a, pero entonces a & @, ., Ci

dando una contradiccién. Por tanto [1,,., A, = (0) con lo que se tiene la propiedad 7.

iv. Por ultimo, consideremos a € A, \Ap,—1yb € A\ A, —1, entoncesa =, ciconc, #0y b= Zj<m d;
con d,, # 0. Como {C;};cz es una graduacién de A, C;C; C Ciy; v ademds el término de mayor grado
en ab es cpdy € Cram, por tanto, ab € A, 4., Como A es un dominio, ¢,d,, # 0 luego, ab € Anim—1,
obteniendo asi la propiedad iv.

Probaremos ahora que gr(A4) = A considerando la aplicacién ¢ : gr(A) — A definida por:
Dado a € A, \ An—1, ¢(p(a)) = ¢y, donde ¢, es la componente de mayor grado de a € A.

Para probar que esta aplicacién es un isomorfismo de k-algebras, consideremos ¢, : A, /A,—1 — C,, definida
como antes.
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= Debemos ver que ¢,, estd bien definida. Primero observar que si a € A, \ A,_1, entonces su componente
de mayor grado pertenece a C,,.

Ademsds, si dos elementos a,b € A, \ A,,—1 son dos representantes de la misma clase en A,,/A,,_1, entonces
las componentes de grado maximo de a y b son iguales, luego ¢, (p(a) — p(b)) = 0, lo que prueba que
esté bien definida.

= Es obvio que ¢, es un homomorfismo de k-médulos para todo n € Z. Bastar ver que dado o € k y
a,b € A, \ A,_1, las componentes de grado maximo de aa y a + b son ac, y ¢, + d,, respectivamente,
donde ¢, y d, son las componentes de mayor grado de a y b.

= Observar que si a € A, \ Ap—1 ¥y b € Apy \ Am—1, entonces @, 1m(p(ad)) = on(pla))em(p(d)), gracias
a que el término de mayor grado de ab es el producto de los términos de mayor grado de a y b. Luego
@ :gr(A) — A es un homomorfismo de anillos.

= Por tltimo probaremos la biyectividad. Para la inyectividad basta observar que si la componente de a en
C,, es cero, entonces a € A,_1 y por tanto a + A,_1 = 0. La sobreyectividad se tiene pues si ¢ € C,,
entonces ¢ € P, ,, Ci = Ay, luego ¢(p(c)) = c.

Con esto podemos concluir que gr(A) = A.
Para terminar con la demostracion de este lema, supongamos que A es una k-algebra de generacién finita
y que I' = {a1,...,a;} es el conjunto de generadores de A como k-dlgebra. Entonces, dado a € A, podemos
escribir a en los generadores de la forma
a= Zai-a’f ~~~a§t

iel
donde 0 # o; € k, e i = (i1,...,%,) € I con I un conjunto finito de indices. Por otro lado, a € @,,., Crn vy

por tanto existe un entero n, tal que a € A4,, \ 4,,—1. Esto implica que cada término de la expresién de a debe
pertenecer a A; C A, y por tanto la Z-filtracién propia es admisible.

O

Teorema 1.4.6 Sea A un dominio afin sobre k con una Z-filtracion propia que es admisible. Supongamos que
existe ¢ una aplicacion exponencial no trivial en A. Entonces ¢ induce una aplicacion no trivial ¢ en gr(A) tal

que p (A?) C gr(A)?.

Demostracién.
Sea I' = {ai,...,q;} el conjunto de generadores de A que hacen a la Z-filtracién admisible y definimos la
funcién gr.deg : gr(A) — Z de la siguiente forma:

Dado a € A, \ Ap—1, gr.deg(p(a)) =n.

Por convenio, diremos que gr.deg(0) = —oo y por comodidad gr.deg(p(a)) lo denotaremos gr. deg(a).

Consideremos a € A, \ A,—1 y b€ A, \ Ap—1. Por definicién de Z-filtacién propia, ab € Apym \ Antm—1
y por tanto gr.deg(ab) = gr.deg(a) + gr.deg(b). Por otro lado, observar que a + b € Aps(n,m} aunque no
podemos garantizar que no esté en Ansxin,m}—1, luego gr.deg(a + b) < max{gr. deg(a), gr. deg(b)}.

En resumen, esta funcién cumple las propiedades:

» gr.deg(ab) = gr.deg(a) + gr. deg(b)
= gr.deg(a + b) < max{gr.deg(a), gr.deg(b)}

Vamos a extender esta funcién a gr(A)[U], asignando un valor racional adecuado a gr. deg(U).
Consideremos

o= {gr- deg (a;) — gr. deg (D (a;))

a; GF,DZ' (CLj) #O,Z.GZ+}
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Veamos que debido a que ¢ es una aplicacion exponencial no trivial este conjunto es no vacio. Decir que C'
es no vacio equivale a que exista un a; € I' tal que ¢(a;) # a;, pues si se cumple la desigualdad, existe i € Z4
tal que D;(a;) # 0.

Supongamos que ¢ (a;) = a; para todo a; € I' y sea a € A. Como I' es un conjunto de generadores de A,
existen «; € k tales que

a= Zai-a’f -~-alil

icl

donde i = (i1,...,%) € I, conjunto finito de indices. Si aplicamos ¢,

$a)=¢ [ Y iy - | = adla) - gla)" =Y gt ---af = a

el el el

Con esto hemos demostrado que A = A?, lo cual es una contradiccién con el hecho de que la aplicacién ¢ es no
trivial y por tanto C # ().

Ademds, paratodo j € {1,...,l}, Dy,(a;) = 0 param > deg(a;). Luego cada a; € I aporta un nimero finito
de elementos al conjunto, gracias a lo cual C' tiene minimo. Definimos gr. deg(U) como minimo del conjunto C.

A continuacion, daremos una desigualdad que nos sera de utilidad para probar la existencia de una aplicacion
exponencial en gr(A).

Aplicando las propiedades de la funcién gr. deg, se tiene que para cada a; € I' y n € N tal que D,,(a;) # 0,

g deg(a;) — gr.deg(D,(a;))
n

gr.deg(D,,(a;)U™) = gr.deg(Dy(a;))+n-gr.deg(U) < gr.deg Dy (a;)+ = gr.deg(a;)

Observar que si D, (a) = 0, entonces la desigualdad se cumple de manera trivial ya que gr.deg(D,,(a)U™) =
gr.deg(0) = —oo. Se deduce que

gr.deg(¢(a;)) < gr.deg(ay)
Ademas esta desigualdad se alcanza, basta tomar n € Z; y a; € I tales que den el minimo del conjunto C.
Veamos que gracias a que la filtracion es admisible también se tiene que
gr.deg(D,(a)U™) < gr.deg(a) (1.2)

para a € A.
Consideremos a € A. Este elemento a se puede escribir como

a= E aal' - --a)

el

donde a; € k, i = (i1,...,4) € I, con I conjunto finito de indices. Entonces,

gr.deg(¢(a)) = gr.deg | Zai-alf ---af’ = gr.deg Zai(b(al)il e p(a)

iel i€l

< mix {gr. dog (ago(a)" -+ 6(a)")
= r?ea’lx {gr. deg (0@) + i1 gr.deg(é(ar)) + -+ - + i gr. deg(qS(al))}
< r%lé}x {gr. deg (0@) + i1 gr.deg(ar) + -+ - + i gr. deg(al)}

mélx{gr. deg (aiazf . 'agl)} = gr.deg(a)
€ -

Ahora, como gr.deg(D,,(a)U™) < gr.deg(¢(a)), tenemos la desigualdad que queriamos probar.
Para definir la aplicacién exponencial en gr(A), necesitamos el siguiente conjunto: Dado a € A definimos

S(a) ={n €N | gr.deg(Dy,(a)U") = gr.deg(a)}
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Observar que 0 € S(a), pues Dy(a) = a y por tanto obviamente, tienen el mismo grado. Ademés, notar que si
n € S(a), entonces gr.deg(U™) € Z, ya que gr.deg(U™) = gr.deg(a) — gr.deg(D,(a)) € Z
Definimos para cada a € A,
nesS(a)

Extendemos linealmente esta definicién para obtener una aplicacién ¢ : gr(A) — gr(A)[U]. Vamos a probar que
es una aplicacién exponencial no trivial.

Lo primero que debemos ver es que estd bien definida. Consideremos p(a) = p(b) para a,b € A, \ A,_1,
entonces a = b+ a,_1 donde a,_1 € A,_1. Queremos probar la siguiente igualdad

Bp(a) = Y pDm(@)U™ = > p(Dp (b)U™ = G(p(b))
méeS(a) m’eS(b)

Para ello debemos ver que S(a) = S(b) y que los coeficientes son iguales. Probaremos primero que S(a) = S(b)
por doble inclusién.
Sea m € S(a), entonces por definicién

gr.deg(Dy, (a)U™) = gr.deg(Dp,(b+ an—1)U™) = gr.deg(a) = gr. deg(b)
Recordemos que D,, es k-lineal, y por tanto
gr.deg(D,, (b+ a,—1)U™) = gr.deg([Dp,(b) + Dy (an—1)]JU™)
Por las propiedades de esta funcién,
gr. deg([Dyn(b) + D(an_1)JU™) < méx{gr. deg(Dp(B)U™), gr. deg(D™(an_1)U™)}
< médx{gr. deg(Dp,(b)U™), gr.deg(an—1)}
Uniendo las desigualdades obtenemos que
gr.deg(b) < max{gr.deg(Dm(b)U™), gr.deg(an—1)}
Pero, como a,—1 € A,_1 ybe€ A, \ A1, gr.deg(a,—1) < gr.deg(b) y podemos concluir que
gr.deg(b) < gr.deg(Dy, (b)U™)

Por (1.2), tenemos la igualdad. La otra inclusién es andloga, pues a = b+ a,—1 y por tanto b = a — a,—1, luego
podemos aplicar el mismo razonamiento.

Para terminar de probar que estd bien definida, tenemos que ver que p(Dp,(a)) = p(D,(b)). Supongamos
que Dy, (a), Dy, (b) € Aj \ A;_1, observar que deben estar en la misma componente homogénea pues

gr.deg(D,,(a)) = gr.deg(a) — gr.deg(U™) = gr.deg(b) — gr.deg(U™) = gr. deg(D,, (b))

Notar ademds que tanto D,,(a) como D,,(b) son distintos de cero si a,b # 0 pues m € S(a) N S(b).
Por la linealidad de la aplicacién D,,, se tiene que

p(Dm(a)) = Dy (b+ an—1) + Aj—1 = D (b) + Aj—1 + Din(an—1) + Aj1

Veamos que Dy, (an—1) + A;—1 = 0. Supongamos lo contrario, entonces Dy, (an—1) € 4; \ Aj_1 ya que
D,,(a) € A;. Esto implica que gr.deg(D,(an—1)) = j = gr.deg(D,,(a)). Consideremos la siguiente cadena de
desigualdades:

gr. deg(an—l) > gr. deg(Dm(an—l)Um) = gr. deg(Dm (an—l)) =+ gr. deg(Um)
= j + gr.deg(U™) = gr.deg(D,,(a)) + gr. deg(U™)
= gr.deg(Dy,(a)U™) = gr.deg(a)
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Esto nos lleva a una contradiccién, pues gr.deg(a,—1) < gr. deg(a). Deducimos entonces,
Din(a) + Aj—1 = Din(b) + Aj—1 = d(p(a)) = ¢ (p(b))

Como la definicién se extiende por linealidad, tenemos que es un homomorfismo de k-mdédulos. Debemos
probar que es un homomorfismo de anillo. Consideremos a,b € A, entonces

S(p(a))d(p(b)) = | D p(Dila)U" ) | > p(D;0)U7 | =

i€S(a) jeS(b)

- Y @@ =S| S D@Dy | U= ST p(Dig(ab) U
n>0  itj= n>0 i+5>0

=n i+j=n
1€S(a),j€S(b) iES(a)J,jES(b) i€S(a),j€S(b)

donde en *, debemos notar que para todo par (4,j) € S(a) x S(b), con i + j = n, los productos D;(a)D;(b)
pertencen a la misma componente homogénea A, gy deg(vn) \ Am—gr.deg(un)—1 con m = gr.deg(a) + gr. deg(b).
Esto se tiene ya que para todo par (i,5) € S(a) x S(b),

gr.deg(D;(a)D;(b)U") = gr.deg(a) + gr. deg(b) = gr.deg(D;(a)D;(b)) = gr.deg(a) + gr. deg(b) — gr. deg(U™)

Por otro lado,

dlp(ab)) = Y p(Dnlab)U"

nesS(ab)

Luego, debemos ver que n € S(ab) si y sélo si existe un par (i,7) tal que n =i+ j, i € S(a) y j € S(b).
< Sean i € S(a) y j € S(b), por definicién

gr.deg (D;(a)U") = gr.deg(a) y gr.deg(D;(b)U7) = gr.deg(b)
Sumando estas dos igualdades obtenemos
gr.deg (D;(a)D;(b)U"t7) = gr. deg(ab)

Denotando por n =1 + j, se tiene ademas que,

gr.deg(D;(a)D;()U™) < gr.deg | Y Di(a)D;(b)U" | = gr. deg (Dp(ab)U™)

i+j=n

Entonces
gr.deg(ab) < gr.deg (D, (ab)U™)

Por (1.2), tenemos la igualdad y por tanto n € S(a
= Sea n € N y supongamos que para cada par

i,J) que cumple que n =i+ j, i € S(a). Entonces

A~ —

gr.deg(D,, (ab)U"™) = gr.deg Z D;(a)D;(d)U™ | < r(na>)< {gr.deg (D;(a)D;(b)U™)}
& i,j
1+j=n
= r(na§< {gr.deg (D;i(a)U") + gr.deg (D;(b)U’)} < gr.deg(a) + gr.deg(b) = gr. deg(ab)
1’7]
y por tanto n & S(ab). Andlogamente si consideramos j en lugar de i.
A continuacién probaremos que cumple las propiedades de una aplicacién exponencial.

1. Como 0 € S(a),

#(a) = p(Do(a) +U Y p(Du(a))U""" = p(Do(a)) = p(a) méd U
neS(a)\0
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2. Por un lado,

Pvdu(pla) =dy [ D pDul@)U" | = > > p(DwnDu(@)V™U"

neS(a) neS(a) meS(Dy(a))

Por otro lado, usando (1.1)
Srap@) = 5 wD@@+) = X (") D@V = pDuDu@)v U
nes(a) m+neS(a) m+neS(a)
Para que ¢y ¢y (a) = ¢y, (a) tenemos que ver que n+m € S(a) siy sélo si n € S(a) y m € S(Dy(a)).
< Suponemos que n € S(a) y m € S(Dy,(a)), entonces
gr.deg (D, (a)U™) = gr.deg(a) — gr.deg(Dn(a))+n-gr.deg(U) = gr.deg(a)
gr.deg(Dp(Dy(a))U™) = gr.deg(Dp(a)) —  gr.deg(Dm(Dy(a))) +m - gr.deg(U) = gr. deg(Dy(a))
Sustituyendo la expresién de gr. deg(D,,(a)),
gr.deg(a) = (n+m)gr.deg(U) + gr. deg(Dim(Dn(a)))
En particular, ("*™)Dy,4m = Dpm(Dy(a)) # 0 por tanto,
(n+m)gr.deg(U) + gr. deg(Dn1m(a)) = gr. deg(a)
y por tanto m +n € S(a).
= Supongamos que n € S(a), entonces
ngr.deg(U) + gr.deg(Dy(a)) < gr.deg(a)
o bien, supongamos que m ¢ S(Dy(a)), entonces
mgr.deg(U) + gr.deg(D,, Dy (a)) < gr.deg(Dy(a))
En los dos casos tenemos

(n+m)gr.deg(U) + gr. deg(Dyntrn) < gr.deg(a)

Con esto concluimos que esta aplicaciéon cumple la segunda propiedad de las aplicaciones exponenciales y por
tanto, efectivamente es una aplicacién exponencial.
Esta aplicacién es no trivial, para ello basta considerar a; € I' y n € Z tales que dan el minimo del conjunto
C, es decir, aquellos que definen el nimero racional gr.deg(U) y observar que D,(a;) # 0 es un elemento tal
que
gr.deg(Dy(a;)U™) = gr.deg(a;)

Luego n € S(a;) y por tanto ¢(p(a;)) # p(a;). B
Para finalizar con esta demostracién, probaremos que p(A?) C gr(A)?.
Sea p(a) € p(A?) para un a € A, \ A,_1. Como a € A%, se tiene que ¢(a) = a, luego D,,(a) = 0 para todo

n > 1. Calculemos ¢(p(a)).

dp(@) =Y p(Du(@)U" = p(Do(a)) = pla)

neS(a)

Por tanto p(a) € gr(A)?.
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Capitulo 2

Problema de la Cancelacion

El problema de la cancelacién nos plantea la siguiente cuestién: Si A es una k-algebra afin tal que Al es
isomorfo al anillo de polinomios k"1, ;Implica esto que A es isomorfo a k[™?

El objetivo de este trabajo es estudiar y explicar un contraejemplo para esta conjetura con k un cuerpo
infinito de caracteristica positiva y n = 3 (2.14). Este contraejemplo ha sido realizado por Neena Gupta y
publicado en el articulo [Gu] en 2013. Al igual que en este articulo, comenzaremos la seccién presentando
algunos lemas y proposiciones previas.

Definicién 2.1 Sea L un cuerpo cuya clausura algebraica denotaremos por L. Una L-dlgebra D es geométri-
camente integra si D ®p L es un dominio de integridad.

Lema 2.2 Si D es una L-dlgebra geométricamente integra entonces D es un dominio de integridad.

Demostracion.
Como L es un cuerpo, todo L-médulo es plano (de hecho es libre, pues es un espacio vectorial). Si conside-
ramos L — L y tensorizamos, obtenemos que

D=D®;, L—D®L

Podemos deducir por tanto que D es un dominio de integridad, ya que es un submédulo de D ®;, L, el cual
hemos supuesto dominio de integridad.

O

Lema 2.3 Si D es una L-dlgebra geométricamente integra entonces L es algebraicamente cerrado en D.

Demostracion.
Sea x € D un elemento que sea algebraico sobre L y consideremos el homomorfismo de evaluacién en z:

E: LT] — D
9(T) — g(z)

Como D es un dominio por el lema anterior, 2.2, el nicleo de E debe ser un ideal primo, al ser éste el ideal
contraido mediante E del ideal cero de D, que es primo. Ademas, también debe ser no nulo pues x es algebraico,
luego existe g(T") # 0 tal que g(z) = 0 y por tanto g(T') € ker E. Como L[T] es un D.I.P., ker E estara generado
por un tdnico elemento, f(T') de grado d > 1, que serd irreducible para que este ideal sea primo. Este elemento
f(T) es el polinomio minimo de x sobre L.

Gracias al primer teorema de isomorfia y al homomorfismo de evaluacién podemos deducir que el anillo
cociente R = L(T)/{f(T)) es un subanillo de D, que de hecho es un cuerpo.

De nuevo por la planitud, tendremos que

R@LZ%D(@LZ
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y por tanto R ®;, L debe ser un dominio, pero
R@p L= L[T]/{f{(T)) ®. L = L[T]/{f(T))

Para que este anillo sea un dominio hace falta que f(T) sea irreducible en L[T], pero L es algebraicamente
cerrado y por tanto f(T') ha de tener grado 1, lo que implica que x € L.

O

Lema 2.4 Sea L un cuerpo y D una L-dlgebra geométricamente integra tal que tr.deg; (D) = 1. Si D admite
una aplicacién exponencial no trivial entonces D = LI,

Demostracion.

Por el lema 2.2, si D es geométricamente integra, podemos concluir que D es un dominio de integridad.
Ademsds, como tr.deg; (D) =1, por el lema 1.2.8 b. D = L donde L es la clausura algebraica de L en D. Por
otra parte, L es algebraicamente cerrado en D (2.3) y por tanto L = L. De esto se deduce que D = L.

O

Lema 2.5 Sea L un cuerpo de caracteristica p > 0 y Z, T dos indeterminadas sobre L. Sea g = ZP" —oT™ + 3
donde 0 £ o, 0£ B €L, e>1ym>1 son enteros tales que m es coprimo con p. Entonces D = L[Z,T]/{g)
no admite ninguna aplicacion exponencial no trivial.

Demostracién.

Probaremos primero que D es una L-dlgebra geométricamente ntegra por lo que debemos considerar L la
clausura algebraica de L.

Como m es coprimo con p, el polinomio aT™ — f3 tiene una derivada distinta de cero, maZ™ !, cuyo maximo
comun divisor con ésta es uno. Luego aT™ — 8 es libre de cuadrado en L. Por el criterio de Einstein, ¢ es un
polinomio irreducible en L[T][Z] (basta tomar cualquier polinomio irreducible de aT™ — 3 para aplicar este
criterio). Por tanto D ®;, L = L[Z,T]/{g) es un dominio de integridad, luego D es geométricamente integra.
Observar que como g también es irreducible en L[Z, T, tenemos que tr.deg; (D) = 1.

Consideremos A una raiz de ZP° + 8 € L[Z]. Observar que entonces \*° = —f3 y que
(Z = NP =2 4 (=N ) =27 - N =7F" 4+ 3

Sea M = (T, Z —\)L[Z, T). Este ideal es maximal, pues L es algebraicamente cerrado, de hecho M es el ideal
maximal correspondiente al punto (0, ). Ademds, g € M? pues, teniendo en cuenta que m,p® > 1, podemos
escribir g de la siguiente forma

g=—aT™ 4+ (Z = NP = —aT™2T% 4 (Z = NP ~2(Z — \)? € M?

Es decir, (0, A) es un punto singular de la curva V(g) y por tanto, el anillo local de la curva en p no es un anillo
local regular.

Como D ®r, L es un dominio noetheriano de dimensién 1 y existe un localizado de éste en un ideal maximal
que no es un anillo local regular, podemos deducir que D ®7, L no es un dominio normal, en particular D 2 L[
ya que LI si es un dominio normal gracias a que es un D.F.U.

En resumen, hemos probado que D es una L-dlgebra geométricamente integra con grado de trascendencia
sobre L igual a uno y que D 2 LY. Por el lema 2.4, podemos concluir que D no admite ninguna aplicacién
exponencial no trivial.

O

Lema 2.6 Sea B un dominio afin sobre un cuerpo infinito k. Sea f € B tal que f — X es un elemento primo de
B para infinitos X € k. Supongamos que existe ¢ : B — B[U] una aplicacion exponencial no trivial en B tal que

f € B®. Entonces existe 8 € k tal que f — 3 es un elemento primo de B y ¢ induce una aplicacién exponencial
no trivial en B/{f — ().
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Demostracién.

Sea z € B\ B?. Aplicando ¢ obtenemos que ¢(x) = z + Dy (z)U + - -+ + D, (z)U™ para algiin n > 1 donde
D;(z) € By D,(x) # 0. Como B es afin y k es infinito, afirmamos que existe 8 € k tal que f — 8 es un elemento
primo de By D,(z) & (f — B)B.

Supongamos que D, (x) € (f — () para infinitos ideales primos de B con € k. Entonces (D, (x)) & (f —5)
para infinitos ideales primos. Como B es dominio, el cero es un ideal primo y por tanto (f — 8) es un ideal
primo de altura 1. Tenemos entonces

0% (Dn(x)) & (f =5

Luego (D, (x)) no puede ser un ideal primo. Gracias a estas contenciones y a que la altura de los ideales generados
por f — (B es uno, se tiene que éstos deben ser los primos minimales de (D, (x)), es decir, tiene infinitos ideales
primos minimales. Pero B es noetheriano y por tanto existen un nimero finito de ideales minimales que contienen
a (Dy(x)). Esto lleva a una contradiccién y a concluir que la afirmacién es cierta.

Denotemos por @ la imagen de a en B/{f — 8), donde D, (z) & (f — ) y definimos

¢1: B/(f=p) — (B/{f-B)UI

a > D50 Dn(@)UT

Para ver que estd bien definida, basta ver que ¢1(f — 8) = 0, pero esto se tiene gracias a que ¢(f — 8) =
o(f)—o(B) = f— . Debido a que las aplicaciones D,, son k-lineales y que verifican la regla de Leibniz, se tiene
que ¢; es un homomorfismo de k-dlgebras.
Ademas,
¢1(@) = Do(a) + U Y _ Dyp(a)U"' = Do(a) =a méd U

n>1

Por otra parte,
¢1U+V (CL) = Z Dm(a)(U—I—V) = Z ( )Dern(a)U V = Z Dan(a)U V = ¢1v¢lu(a)
m>0 m>0,n>0 " m>0,n>0

Luego, ¢ es una aplicacién exponencial de B/(f — ). Esta aplicacién es no trivial gracias a que D, (z) # 0 no
pertence al ideal generado por f — 3, luego D, (x) # 0 en ¢1(T).

O

Nota 2.7 Observar que para demostrar la existencia de la aplicacion exponencial no trivial en el lema 2.6, sélo
nos hace falta encontrar un elemento 8 € k tal que (f — B) sea un ideal primo y que evista x € B\ B® que
cumpla que el coeficiente lider de ¢(z), no pertenezca al ideal {f — ).

Lema 2.8 a. Sea B = k[X,Y,Z,T|/(X™Y — g) donde m > 1y g € k[Z,T]. Sea f un elemento primo de
k[Z,T) tal que g & fk[Z,T) y sea D = B/fB. Entonces D es un dominio de integridad.

b. Supongamos que existe un ideal mazimal M de k[Z,T) tal que f € M y g € fk[Z,T] + M?. Entonces no
existe ninguna aplicacion exponencial ¢ en D tal que la imagen de Y en D pertenece a D?.

Demostracion.

a. Denotemos por g a la imagen de g en C := k[Z,T]/(f), el cual gracias a que f es primo, es un dominio
de integridad. Se tienen lo siguientes isomorfismos

CIX,Y/(X™Y—g) = k[Z,T, X, Y]/(f, X"Y —g) = (k[X, Y, Z, T|(X™Y — g)) /(fH(X"Y —g)) = B/fB = D

Debido a esto, basta ver que C[X,Y]/(X™Y —3) es un dominio de integridad. Es decir, debemos ver que
p:= (X™Y — ) es un ideal primo en C[X,Y]. Consideremos K el cuerpo de fracciones de C, entonces
K[X,Y] es un D.F.U. Por otra parte, como g & fk[Z,T), g # 0y X™Y — g es un polinomio irreducible
en K[X][Y] (observar que es de grado 1 en Y') y por tanto (X™Y — g) es un ideal primo en K[X,Y].
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Consideremos el homomorfismo de anillos C[X,Y] — K[X,Y], notar que es inyectivo gracias a que C
es un dominio de integridad. Vamos a probar que el ideal contraido de (X™Y — g), el cual sabemos que
sera primo, es p, es decir, que

p=p = (XY — 9)K[X,Y] N C[X,Y]

Sabemos que p C p¢¢, debemos ver la inclusién contraria.
Sea h(X,Y) € K[X,Y] tal que h(X,Y)(X™Y —7) € C[X,Y]. El polinomio h(X,Y) es de la forma

h(X,Y) =hg(X)Y%+ hg 1 (X)Y 4 4 hy
donde h;(X) € K[X]. Multipliquemos h(X,Y’) por el polinomio X™Y — g,
R(X,Y)(X™Y —7) = ha(X)X™Y T 4 (hg_ 1 (X)X™ — Gha(X)) Y94 ..+ (hoX™ — Gh1(X)) Y —Gho(X)

Como h(X,Y)(X™Y —g) € C[X,Y],todos los coeficientes de los monomios Y* con i = 0,...,d + 1 en
h(X,Y) deben pertenecer a C[X]. Luego, hqa(X)X™ € C[X], y por tanto hq(X) € C[X]. Consideremos
ahora el coeficiente de Y471 éste es hy_1(X)X™ — gha(X) € C[X], como ghy(X) € C[X], entonces
ha—1(X) € C[X]. Continuando con este razonamiento hasta ho(X), podemos concluir que h;(X) € C[X]
y que por tanto h(X,Y) € C[X,Y].

Teniendo es cuenta que p es un ideal primo, podemos deducir que D es un dominio de integridad.

. Como g € fk[Z,T| + M?, sea o € k[Z,T)] tal que g — af € M?. Llamemos R = k(Y)[X,Z,T]. R es una
anillo noetheriano regular por ser un anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo. Observar que
(M, X) es un ideal maximal en K[X,T, Z], en particular es primo y entonces n = (M, X)K[X,Y, Z,T| es
un ideal primo en k[X,Y, Z, T]. Ademds, ya que (M, X)k[X, Z,T)] es un ideal de altura tres, ht(n) > 3,y
gracias a que n no corta a k[Y]\ 0, ht((M, X)R) > ht(n) > 3. Como dim(R) = 3, (M, X)R es un ideal
maximal. Llamemosle m := (M, X)R. Comom > 1y g—af € M?, tenemos que h := X™Y —g+af € m?

Consideremos la sucesion exacta corta
(X™Y — g, f) <5 k[X.Y, Z.T] - D (= K[X,Y, Z,T|/(X™Y —g.))

tensorizando por — @y k(Y), se tiene la sucesion exacta

(X™Y — g, ) @upyy (V) “25 KXY, Z,T) @uy) k(Y) — D @y k(Y)
Por tanto, teniendo en cuenta que Im(i ® 1) = (XY — g, f) @y k(Y)

(KX, Y, Z,T| @y k(Y)) / ((X™Y = g, ) @rpy) k(Y)) = D @ppy) K(Y)
Por otra parte, k[X,Y, Z, T]|®y1k(Y) = Ry el extendido de (XY —g, f)@4[yk(Y) bajo este isomorfismo
es (X™Y — g, f) en R. Luego, el isomorfismo anterior queda

D @y k(Y) =2 R/(X™Y — g, f)
Ademds, observar que (h, f) = (X™Y — g, f) v que por tanto

D @y k(Y) = R/(h, f)

Vamos a probar que S := D ®j[y] k(Y') no es un dominio normal.

Primero vamos a calcular la altura del ideal primo (h, f) en R. Como R es noetheriano, ht({h, f)) < 2. Por
otro lado, (f)R es un ideal primo contenido en (h, f). Ademds, R es un dominio de integridad y tenemos
la cadena de ideales primos siguiente

0) c{f) < (hf)
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Luego ht({h, f)) > 2 y por tanto, exactamente igual a dos. Podemos observar entonces que S es un dominio
de integridad de dimensién de Krull uno, pues dim S = dim R = 3 — ht((h, f)). Denotemos por m al ideal
maximal de S extendido de m.

El anillo local Sw es noetheriano de dimensién uno, la noetherianidad se tiene gracias a que el localizado
de un anillo noetheriano. Para la dimensién, tener en cuenta que ht(m) > 1, pues S es dominio y que
dim S = sup{dim Sy|n ideal maximal de S} = 1. Entonces 1 < ht(m) = dim S < 1. Sabemos por tanto
que S es normal si y sélo si S es regular.

Para probar que S no es normal, basta probar que S no es normal y por lo anterior que Sz no es regular.

Ahora bien,
Sﬁ = Rm/<h7 f>

donde R, es un anillo noetheriano local regular, pues R es regular. Ademas, la dimensién de este anillo
es tres ya que ht(m) = 3.

Supongamos que Rg/(h, f) fuera regular, entonces gracias al teorema 36, 4 de [Ma], podriamos ampliar
{h, f} a un sistema minimal de tres generadores del ideal maximal, pero por el lema de Nakayama esto
no es posible pues h € m? (un sistema minimal de generadores, si reducimos médulo m? debe darnos una
base sobre el cuerpo residual, pero h méd m? = 0).

Podemos deducir que D ®jy)k(Y") no es un dominio normal. En particular, D ®jy)k(Y) no es una anillo
de polinomios sobre un cuerpo.

Supongamos que existe ¢ : D — D[U] una aplicacién exponencial no trivial, con Y € D?. Entonces,
deducimos que k[Y] € D?. Tomamos el subconjunto multiplicativamente cerrado 7' = k[Y] \ {0}. Luego
T7'D =D ®py) k(Y) =: S. Por el lema 1.2.9 existe una aplicacién no trivial T~¢ : S — S[U].

Como S es un dominio afin sobre k(Y'), tr.degyy) S = dim.S = 1. Por el lema 1.2.8, tenemos que

——[1]
S = k(Y) ', donde k(Y) es la clausura algebraica de k(Y) sobre S, en particular S es un anillo de
polinomios sobre un cuerpo, lo cual es una contradicciéon. Luego no existe ninguna aplicacién exponencial
en D tal que Y € D?

|
Lema 2.9 Sea k un cuerpo infinito de caracteristica positiva p. Sea
B =k[X.,Y,Z, T]/ <XmY LT Z”e>

donde m, e, s son enteros positivos tales que s =p"q, ptq, ¢ >1,e>r>1ym > 1. Denotemos por x,y,z,t a
las imagenes de X,Y,Z, T en B. Entonces no existe ninguna aplicacién exponencial ¢ en B tal que y € B®.

Demostracion.
Nos reduciremos al caso en el que k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Esto se debe a la siguiente razon.

Supongamos que k no es algebraicamente cerrado y consideremos k su clausura algebraica que serd un
cuerpo infinito de caracteristica p. Denotemos por B := B ®; k = k[X,Y, Z, T]/ <XmY +T° + ZPE>. Como el

polinomio X™Y + T*% + ZP" es irreducible en k[X,Y,Z,T], B es geométricamente integra y B es un dominio
afin.

Supongamos que hemos demostrado el resultado para k y B y ademds que existe una aplicacién exponencial
no trivial en B, a la que denotaremos ¢, tal que y € B?. Entonces, podemos definir una aplicacién exponencial
no trivial en B como sigue:

&l

— B[U]
—

f (@,9.%.1) 7 (6(@). (). 9(=). 6(0))

donde Z,7,Z y t son las clases en B de X,Y,Z y T, que cumple que § € B? con lo que llegariamos a una
contradiccién. Asumimos, por tanto que k es algebraicamente cerrado.
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Como X™Y +T*°+ ZP" es un polinomio irreducible en k[X,Y, Z, T], B es un dominio. Ademas, todo elemento
de B puede ser escrito como un polinomio en x,y, z,t con coeficientes en k. Luego B es un dominio afin.
Observar que B tiene una estructura de Z-algebra graduada sobre k con los siguientes pesos de los genera-
dores:
wt(z) = =1, wt(y) =m, wt(z)=0, wt(t)=0

Esto se debe a que el polinomio 2™y + t* 4+ 2’° es homogéneo con estos pesos. Gracias al lema 1.4.5, esta
graduacién define un Z-filtracién propia de B tal que gr(B) es isomorfo a B. Ademds, como B es un dominio
afin, es decir, un dominio de generacion finita como k-dlgebra, también podemos concluir por el mismo lema
que la Z-filtracién propia es admisible con I' = {z, y, z, t}.

Tenemos que B es un dominio afin sobre k con una Z-filtracion propia admisible. Ademads, gracias a que
k es algebraicamente cerrado de caracteristica positiva, por el ejemplo 1.3.11 sabemos que existe al menos
una aplicacién exponencial no trivial, sea ¢ una de ellas. Podemos entonces aplicar el teorema 1.4.6 y deducir
que ¢ induce una aplicacién exponencial no trivial ¢ en B(= gr(B)). Ademis, p(B?) C gr(B)®. Es decir, si
g € B?, entonces p(g) € gr(B)?. Aplicando el isomorfismo entre gr(B) y B, tenemos que g € B?, donde g es la
componente homogénea de mayor grado de g € B.

Consideremos g € B. Debido a que B es de generacion finita como k-dlgebra, podemos ver g como

9= Z gij (2, t)z'y) = Zgn(zj)x” + Z 9ij (2, t)z'y’

i,7>0 n>0 §>0,i>0

En B, los elementos x,, z,t cumplen la relacién 2™y = —(2P° 4 t*). Por esta razén, todo término de la forma
gij(z,t)x'y? con i > my j > 0, puede ser sustituido por g;;(z,t)z'y’ donde o bien j =0e i € Z o bien j >0
e i < m. Luego g se puede escribir de manera tinica como

g= Z gn(z,t)x"™ + Z gij(z, t)x'y’ (2.1)
n>0 7>0
0<i<m

donde gy (z,t),g:j(2,t) € k[z,1].

Vamos a describir los elementos homogéneos de este anillo graduado, es decir, aquellos elementos en los que
todos sus términos pertenecen a la misma componente homogénea o equivalentemente, tienen el mismo grado
con los pesos definidos anteriormente.

Consideremos los términos del primer sumatorio de (2.1), es decir, aquellos de forma g, (z,t)az™ con n > 0.
Gracias a esto tltimo y debido a que wt(x) = —1, el grado de estos términos es siempre menor o igual que cero.

Por otro lado, si consideramos los términos del segundo sumatorio de (2.1), es decir, los términos g;;(z, t)z'y’,
con 0 <i<myj>0,éstos tienen grado —i + mj. Como 0 < i < my j > 0, el grado de estos términos es
siempre positivo. Entonces tenemos los siguiente casos:

= Sila componente homogénea es de grado [ con [ < 0, entonces esta componente es de la forma g_;(z,t)z~".
= Sila componente homogénea es de grado [ > 0. Entonces debe ser suma de términos de la forma g;;(z, t)z'y?

con j >0y 0 <7< m. Veamos ahora que en realidad solo estd formado por un sumando.

Supongamos que posee dos términos, gijxiyj y gi/j/sci/yj/, entonces —i +mj = —i' +myj’ =1 > 0. Como
1 # 4/, supongamos por ejemplo que 7 > ', es decir, mj — 1 > mj’ — [l y por tanto que j > j'. Restando las
igualdades —i' +mj’ =1y —i +mj = [, llegamos a que i — ¢ = m(j — 7') > m y por tanto i > ¢ +m, lo
cual es una contradiccién pues i < m.

Luego, los elementos homogéneos de grado positivo son g;;(z, t)aiyl con 0 <i<myj>0.

En resumen, cada elemento homogéneo de B es de la forma z'y7 g, (z,t), donde g1(2,t) € k[z,].

Probaremos el resultado del lema por reduccién al absurdo. Suponemos que y € B? con ¢ aplicacién
exponencial no trivial en B. Entonces y(=9) € B®. Vamos a probar que existe un polinomio h(z,t) € k[z,t] \ k
tal que h(z,t) € Be.
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Se tiene que tr.deg, (B) = 3. Por 1.2.8 a., entonces tr.deg,(B?) = 2. Ademds, como y € B?, el anillo de
polinomios k[y] estd contenido en B?. Afirmamos que existe g € B? tal que g ¢ k[y].

Supongamos que para todo g € B?, g € k[y]. Como B? es un anilloy § € k[y] C B?, se tiene que g—g € B?® y
por hipétesis, g/—\’g\ € kly]. Como g € B, éste estd formado por un niimero finito de sumandos, y realizando este
proceso tantas veces como sumandos tiene g, obtenemos que g € k[y]. Con esto hemos probado que B? = k[y],
pero entonces tr. deg;, (34’) = 1 lo que nos lleva a una contradiccién. En conclusién, existe g € B? tal que
g & kly].

Consideremos entonces un elemento de esta forma, es decir, g € B?, tal que g ¢ k[y]. Como g es homogéneo,
tenemos que g = g1 (z,t)z'y’ para algtn g;(z,t) € k[z,t]. Ademés, ya que g & k[y], se deduce que g;(z,t) € k* o
bien z | . Si g1(2,t) ¢ k*, entonces definimos h(z,t) := g1(z,t) y en caso contrario, h(z,t) := 2Pt = g™y,

Como g € B?, por observaciones realizadas anteriormente, y gracias al lema 1.2.6 a., donde probamos que
B? es factorialmente cerrado, tenemos que ¢1(z,t) e y _pertenecen a B® y si ¢ > 0, entonces también x € B?
y por tanto z™y € B?. En cualquier caso, h(z,t) € B® y entonces se tiene que k[y, h(z,t)] C B para algtn
h(z,t) € k[z,t] \ k, que es lo que querfamos encontrar.

Consideremos los siguientes pesos para los generadores:
wt(z) =0, wi(y) =qp®, wt(z)=q, wt(t)=p"

El polinomio =™y + t* 4+ 2’° es homogéneo de grado qp® y por tanto estos pesos definen otra estructura de
Z-4lgebra graduada en B.

Anélogamente, esta graduacién define otra Z-filtracién propia admisible en B tal que gr(B) & B. Para cada
g € B, denotamos por g a la imagen de g bajo la composicién B — gr(B) = B. Aplicando de nuevo el teorema

1.4.6, qAS induce una aplicacién exponencial ¢ no trivial en B( gr(B)) tal que k [y, h(z,t)} C B¢ puesto que
y,h(z,t) € B® y por tanto, y, h(z,t) € B9,

Queremos buscar un elemento primo w € B tal que w — A sea un elemento primo en B para casi todo A € k
con el objetivo de aplicar el lema 2.6. Para ello, vamos a factorizar el polinomio h(z,t).
Como es homogéneo, todos sus términos tienen el mismo grado, denotemos este grado por d. De esta manera,

podemos expresar h(z,t) como
h(z, t) = Z Gijzitj

conb;; € ky gi+p° "j = d. Consideremos dos sumando de h(z,t), cuyos grados estén dados por gi+p°~"j =d
y qi’ +p° "5’ = d. Buscamos una relacién entre 4, j e i, j’ respectivamente.
Restando las dos igualdades anteriores, obtenemos que

q(i =) +p7"( =) =0—=qli =) = —p"(j — ')
Como ¢ { p~", entonces q | j* — j. Por otra parte, p 1 ¢ luego p¢~" | i — . Con esto tenemos que j' — j =g e
1 — 1 =mnp®". Pero ngp®~" = lgp®~" y por tanto n = [. Tenemos entonces que la relacién entre los grados es:

r

=1 —np*", j'=7+nq

Gracias a esto, si 920t es el término de h(z,t) tal que ig es el grado méximo de este polinomio en z, entonces
los exponentes de z y t en h(z,t) son

e—1T

1 =19 —np® ", j=jo+ng con n € N
Teniendo en cuenta esta expresién de los exponentes y desarrollando el sumatorio que define h(z,t), obtenemos
h(z,t) = Opz0t10 4 012707 P " glota . g, FlommPT ylotna

donde ig —np®~" es el menor grado de z. Sacando factor comun, y denotando Z; = 2P° " y T} = t4, la igualdad
anterior queda

h(z,t) = Oot?o 20" " (Z0 + 0127 Ty + - + 0, T7)
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Consideramos H(Z,,Th) = Z} + 601221, + --- + 0. T y sea U = Z; /Ty. Entonces
H(UTy, 1) = UM} + 00U T + -+ 0,17 =T7 (U™ + 010" + -+ 0),)

Como k es un cuerpo algebraicamente cerrado, podemos factorizar U™ +60; U™ "1+ - .46 en factores irreducibles,
resultando:

HUT, 1) =17 [[(U = )
leA

con y; € k*. De manera que si deshacemos el cambio U = Z/T}, tenemos que

H(Z,,Ty) =T [[ (20T — ) = 17 [[ (20 — wTy)
len leA

donde H(Z;,T}) sigue siendo producto de factores irreducibles. Concluimos por tanto que

H (zPH7tQ) =D T (zi”f - u;t‘?)

leA

Luego, la factorizacién de h(z,t) en factores irreducibles es la siguiente:

h(z,t) = Qotiota(n=1) jio—np®=" H (Zpe_r - uth>
leA

e—T

Renombrando por i := 19 — np y j = jo + q(n — 1), tenemos que

Rz 1) = 602 [ [ (zp + mtq) (2.2)
leA

para g, u; € k*.
Como h(z,t) ¢ k, existe un factor irreducible w de h(z,t) en k[z,t]. Debido a que k[z,t] es un D.F.U., w es
un factor primo de h(z,t). Por la igualdad (2.2), podemos asumir que o bien w =z, 6 w =t 6 w = 27" + ut?

para algin p € k*. Gracias a que h(z,t) pertenece a B9, por el lema 1.2.6 a., w € B? y por tanto kly,w] C BY.

Primero probaremos que w # 2P 419, Si w = 27" + 14, entonces
2y = —(" %) = —(z" + 19" = —w? € B®

lo que implica que = € B¢ (1.2.6 a). B
Sea L el cuerpo de fracciones de C := k[z,y,w](— B?) y consideramos S = C'\ {0}. Por el lema 1.2.9, ¢
induce una aplicaciéon exponencial no trivial en S~'B =~ B®c S™!C = B®¢ L = L]z, t]. Consideremos

v: L[Z,T) — Lzt
[ZT) = [f(z1)

Entonces, por el primer teorema de isomorfia, L[z,t] & L[Z,T]/ker¢. Queremos averigiiar que elementos
forman el ker p. Asi pues, sea H € L[Z,T] tal que H(z,t) = 0. Podemos multiplicar H por el producto de
todos los denominadores de los coeficientes, dando lugar a H' € k[x, y,w]|[Z,T]. Ademds, H'(z,t) = 0 si y s6lo si
H(z,t) =0en B = k[z,y, 2, t] = k[z, y,w, z,t]. Luego basta conocer a los elementos H € B tales que H(z,t) = 0.

Consideramos por tanto, H € k[X,Y,W, Z, T}, es decir, un polinomio en X,Y, W, Z, T con W = w, tal que

H(z,y,w,z,t) = 0. Dividimos H por el polinomio ZP"" 4+ T9 — W, de manera que
H=h(X,Y,W,2,T) (2" + T~ W) + H(X,Y, 2,T)

tal que
h(z,y,w, z,t) (zpe_r + 7 — w) + ﬁ(x,y,z,t) = ﬁ(x,y,z,t) =0en B
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Luego I:T(X, Y, Z,T)=h(X,Y,Z,T) (XmY + 77" + Tq). Entonces, en k[X,Y, W, Z, T,
H(X,Y,W,Z,T) € <ZPH +T9—W, XY +T° + Z”e>
Para verlo en L[Z,T], tenemos que sustituir X, Y, W por z,y,w de manera que

H($7y7w7T7Z) € <Zp87r +Tq _W7$my+T5 +Zpe>

(s s

r e e—r\P e—r\ P
Recordemos que 2™y = —w? yque T°+27 = (Tq + ZP ) , de lo que podemos deducir que (—w + T+ ZP ) =
™y + T% + ZP° y por tanto

(777 4T —wamy + T+ 27 ) = (27 + T - w)
Luego ker ¢ es <Zpe_r +T7— w> y podemos concluir entonces

S7IB = L[z, t] = L|Z, T]/ <ZPH S+ T w>

Observar que L es un cuerpo de caracteristica p > 0 pues k lo es. Ademds, Z, T son dos indeterminadas sobre
L y tenemos un polinomio Z?° + T —w, donde 0 # w € L,cone—r >1,¢> 1y p t g, es decir, son
coprimos. Entonces podemos aplicar el lema 2.5, que nos dice que L[Z,T]/(ZP"" + T? — w) no admite ninguna
aplicacion exponencial no trivial, lo cual es una contradicciéon. Por tanto, asumimos que o bien w =2 6 w =t
6w=2P"" + ut? para algiin pu € k* con pu # 1.

Notar que para todo A € k*, w — X es un elemento primo de k[z, t]. Basta ver que si w = z 6 w = ¢, entonces

w—\ es irreducible en un D.F.U. y por tanto es un elemento primo. Supongamos ahora que w = 2P+ ut? — \.
Entonces t?—\ es libre de cuadrado, ya que m.c.d(puqtd=", ut?—\) = 1. Por el criterio de Einstein, 2P°  +ut?—\
es un elemento irreducible en k[z, t], luego es un elemento primo.

Queremos que estos elementos w — A sean primos en B, por lo que aplicaremos el lema 2.8 a. Tenemos que
probar que 2P° 4+ t%" & (w — \)k[z,1].

Supongamos que w— A = z — \. Si 27" +t%" = f(z,t)(z— \) entonces f(z,t) tiene una expresion de la forma

p—1
flz,t) = Z izt + Zaijzitj
i=0 §>0
i>0
Multiplicando por z — A tenemos que
pe—1 pe—1
25 4P = Z ;2 — Z Aozt + Zaijzlt](z —-A)
i=0 i=0 3>0
i>0

Veamos los coeficientes de f(z,0)(z — \), los cuales deben ser todos cero expecto el coeficiente del término 2?°,
que debe ser uno.

El término independiente es ag = 0, el de grado uno es ag — a1 A = 0, como A # 0, entonces a; = 0. De
manera general, el término de grado k es (ag_; — axA)z®. Por induccién, llegamos a que oy = 0 para todo
0 < k < p¢ — 1. Veamos el coeficiente de 2P, éste es 1 = ope—1 = 0, lo que nos da una contradiccién y por tanto
2PT At (2= \).

Anélogamente, se tiene para w = t. Supongamos por dltimo que w = 2?° + ut? con p # 1y supongamos
ademds que zP° + t%° € (w — \). Como este ideal es primo y 27" 4 t%®" = (2" " 4 t9)P" se debe cumplir que
P71 € (w— \), es decir,

P = f(z,0) (zpe_T + ptd — )\)
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como A # 0y u # 1, entonces esto no puede ocurrir y por tanto 27" + t%° & (w — \).

En resumen, en cualquiera de los tres casos, 2P + t%° & (w — A)k[z,t]. Gracias a lo cual estamos bajo las
hipétesis del lema 2.8 a. y por tanto B/(w — A)B es un dominio de integridad, es decir {(w — A) es un elemento
primo en B.

Observar que k es un cuerpo infinito, tal que w — A es un elemento primo de B para infinitos elementos
A € k* y que tenemos una aplicacién exponencial en B tal que w € B®. Por el lema 2.6, existe un 3 € k* tal
que ¢ induce una aplicacién exponencial ¢; en B/(w — ) la cual bien definida por:

Dado [b] € B/(w — f3), si denotamos por D, a las aplicaciones que definen ¢, ¢1([b]) = Y- [D,(b)] U™

n>0

Notar que y € B? y entonces #1([y]) = [y]. Por tanto y pertenece al anillo de ¢;-invariantes.
Pongamos f :=w — 8, go := 2"  +tlyg:= g = 2P° 412" Como p # 1, afirmamos que f y g no son
comaximales en k[z,t]. Supongamos que lo fueran, entonces deberian existir hi(z,t), ha(z,t) € k|2, t] tales que

1= hi(z1) (z”7 + tq) + ho(z, ) (pr Tt — 3)

e—r

Consideremos hs(t) = —t4/?"" ¢ k {z,t,tq/”e”}, entonces

e—r

ha(t)P" ™ 419 = —t9 449 = 0

luego si sustituimos z = h3(¢), tenemos que

1 = hy(hs(t),1) (hg(t)f” T tq) + ho(hs(t), 1) (hg(t)p“" + ot — ﬁ) = ha(ha(t),8) (1 — )19 — B)
es decir,
1= (pu—1)ha(hs(t),t)t? — ha(hs(t),t)B

Ya que p—1# 0y q > 0, se tiene que ha(hs(t),t) = 0, pero entonces 1 = 0 dando una contradiccién. Luego,
efectivamente f y go son no comaximales.

Sea M un ideal maximal de k[z,t] conteniendo a f y go. Entonces g = ggr € M? pues r > 1 y por tanto
g € fk[z,t] + M?. Es decir, podemos aplicar el lema 2.8 b. llegando a una contradiccién. Luego, no existe
ninguna aplicacién exponencial no trivial ¢ en B tal que y € B®.

O

Lema 2.10 Sea k un cuerpo infinito de caracteristica positiva p y
A=k[X,Y,Z, T]/ <XmY L2 4T+ T5p>

donde m, e, s son enteros positivos tales que p° { sp, sptp® y m > 1. Entonces A posee al menos una aplicacidn
exponencial no trivial.

Demostracion.

El polinomio f = X™Y + ZP° + T + TP es un polinomio irreducible en k!4 y por tanto (f) genera un ideal
primo en kM. Consideremos la aplicacién exponencial no trivial ¢ : k4 — k[ definida en el ejemplo 1.3.8.
Recordemos que esta aplicacién viene definida por

$(X) =X, ¢(YV)=Y XU 6(Z2)=Z+X"U, ¢(T)=T
Notar que f € (k[4])¢, ya que
O(f) = (X)"GY) +6(2)" + (1) + $(T)7 = X (Y = X" D07 ) 4 (Z 4 X"U) + T+ T = f

Por otro lado, Z € kM \ (k[4])¢, pero D1(Z) = X™ & (f). Luego, por la nota 2.7 existe una aplicacién
exponencial no trivial en A.
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Proposicién 2.11 Sea k un cuerpo infinito de caracteristica p > 0 y
A:HKKZJw%me+Wf+T+P§

donde m,e,s son enteros positivos tales que p® t sp, sp t p¢ y m > 1. Sea ¢ una aplicacion exponencial no
trivial en A. Entonces A® C klx, z,t], donde x,y, z,t denotan las imagenes de X,Y,Z, T en A. En particular,
DK(A) ¢ A.

Demostracion.
Por el lema 2.10 existe al menos una aplicacién no trivial en A. Demos a x,y, z, t los siguientes pesos.

wt(z) = =1, wt(y) =m, wt(z)=0, wt(t)=0

entonces el polinomio, ™y + zP° + ¢ + t*P es un polinomio homogéneo y podemos considerar una estructura de
Z-algebra graduada de A con esos pesos.

Para cada g € A, denotaremos por g a la componente homogénea de g en A de grado méximo. Como en la
prueba del lema 2.9, vemos que ¢ induce una aplicacién exponencial no trivial g/b\ en A(= gr(A)) tal que g € A?®
mientras que g € A?.

También de manera andloga a la anterior prueba, usando la relacién 2™y = —(2P" +t+t°P) si fuera necesario,
llegamos a que cada elemento g € A, puede escribirse de forma tinica como

9= gz + Y gylztaty (2.3)

n>0 §>0,0<i<m

donde g, (2,t),9ij(2,t) € k[z,t]. Ademads, los elementos homogéneos son de la forma g;(z,t)x'y’ con 0 <i <m
yJj=0.

Probaremos el resultado por reduccién a lo absurdo. Supongamos que A? ¢ k[z,z,t]. Entonces podemos
considerar f € A%\ k[z, 2, t]. Veamos la expresién de f € A?.

Como f € A, entonces se puede expresar como en (2.3). Sabemos que f tiene un término que posee a y como
factor. Este término debe pertencer al segundo sumatorio, es decir, tiene que ser uno de la forma f;;(z,t)z'y’
conj>0y0<i<m,ysugradoes —i+ mj. Como i < m, se tiene que —i +mj > m(j — 1) > 0. Luego el
grado de este término es positivo.

Por otro lado, los términos que se encuentran en el primer sumatorio tienen grado —n < 0. De aqui se deduce
que el elemento homogéneo de mayor grado, f, tiene que ser de la forma fi(z,#)z%®" con 0 <a <m, b >0y
f1(z,t) € k[z,t]. Por el lema 1.2.6 a. A? es factorialmente cerrado en A, de lo que se sigue que y € A®.

Escribimos s como gp” donde p { q. Gracias a que p® { sp = ¢p" !, se tiene que e > r + 1 y por tanto
e—7—1>0yyaquesp=qptl{p° setiene que ¢ > 1, puesr +1 < e.
Es facil comprobar que k[z, 27!, 2,¢] tiene una estructura de Z-algebra graduada sobre k con los siguientes
pesos en los generadores
wt(x) =0, wt(z) =¢q, wt(t)=p "1

Basta tomar C; := {f € k [:c,acfl,z,t] |deg(f) = i}, entonces f € C; siy s6lo si deg(f) = ¢ y por tanto
CinNGC; = {0} y klz,z71 2,t] = @,.,Ci. Ademés, deg(fg) = deg(f) + deg(g) y por tanto se tiene que
C;C; C City.

Observar que A[z~!] = k[z,y, z,t,271] pero entonces la relacién que existe entre z,y,2 y t en A, se puede
expresar de la siguiente manera:

1€EL

y=-—x ™ (zpe_r +t+ tSP)

y por tanto k [1’, Y, 2, t, xil} =k [x, z,t, xil]. Podemos entonces considerar la Z-filtracién propia {A, }nez en A
definida por A, := AN, ,, Ci. Veamos que efectivamente es una Z-filtracién propia probando para ello cada

una las propiedades de la definicién. Antes, recordar que {D,, },ez con D,, := €@ C;, forman una Z-filtracién
i<n

propia de k[z,x 71 t, 2] (1.4.5).
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i. A, CAp41.Siae A, entoncesa € Aya€ D, CDp,y1yportantoa € Apy1.
i. A= U A,

neZ

U 4= U (4NDa) =40 (U Dn> = ANk[z, e t,z] =AA[z7] = A

neZ nez nez

ii. N A, = {0}.

nez

N4 = (AﬂDn> = AN (ﬂ Dn> = A({0} = {0}

nez neZ neZ

iv. (Ap\An—1)(Am\ Am-1) C Antm\Anitm—1. Teniendo en cuenta que (By [ B2)\(B1 () Bs) = B1[ (B2 \ Ba),
consideremos a, € A\ Ap—1y am € A \ Am—1. Es decir, a, € AN\ Dp\ Dn—1y am € A D, \ Din—1,
entonces

Ap, Ay, € A ﬂ (Dn+m \ Dn+m71) - An+m \ An+m71

Denotemos por B al anillo graduado gr(A)(:= @,,c; An/An—1) con respecto a la filtracién anterior. Demos-
traremos que

B~k[X,Y,Z, T}/ <XmY v vy T8p> (2.4)

para poder aplicar el lema 2.9 a B.
Para cada g € A, denotaremos por g a la imagen de g en B. Por la expresién unica de los elementos de
A dada en (2.3), cualquiera de ellos puede ser escrito como un polinomio en las variables Z,7,Z y t. Ademas,
sig e A, \ An—_1, entonces cada término de g pertenece a D,,, es decir, cada término pertenece a A, luego
la filtracién definida en A es admisible con el conjunto de generadores I' := {z,y, z,t}. De esta manera, B
estd generado por 7,7,z y ¢ (1.4.4).
Consideremos el anillo graduado de k [a:, x7 1 2, t] con la filtracién propia definida por {D,,},ez. Observar
que el homomorfismo
An/Anfl — Dn/anl
CLn'|_14nfl — an +Dn71

es inyectivo para todo n. Para verlo, tomamos un elemento a,, + A,_1 € A, /A,_1 tal que a,, € D,,_1. Como
an, € A, = AN D, podemos concluir que a,, € AN D,_1, pero entonces a,, + A,,_1 = 0. De aqui, se tiene que
B puede identificarse con un subanillo de gr (k [:v, x 1t z])

Recordar que por el lema 1.4.5, se tiene que gr (k [m,x_l,tz]) =k [x,x_l,t,z}. Por tanto, B puede ser
identificado con un subanillo de & [Jc, x 1,2, t}. Gracias a esto, podemos ver que los elementos Z,Z y ¢t de B son
algebraicamente independientes sobre k. Esto se debe a que T,z y t, bajo el isomorfismos gr (k [a:, x 1 2, t]) ~
k [x, x 1 2, t] , se identifican con x, z,t en k [1:, x 1 2, t] , los cuales son algebraicamente independientes. Observar
que gracias a la independencia, tr.deg,(B) = 3.

Como y = —a~™ (2P" +t+t), entonces el grado deg(y) = max {qp®, p*~""1,qp° "} = qp°. Definimos
I :=qp°® y lo :==p°~ "1, con lo que Iy < l;. Entonces 2™y, 2P y tP pertenecen a Ay \NA 1 yte A, \ A1
Como 2™y + 2P + 1P = —t € A}, C A;,_1, tenemos que Z"7 4+ 2" +17 =0 en B.

Ahora como k[X,Y, Z,T]/(X™Y 4 ZP" 4 T*P) es un dominio de integridad, afirmamos que el isomorfismo
2.4 se da. Probaremos esta afirmacion.

Consideremos el siguiente homomorfismo sobreyectivo

p: kXY, ZT] —
XY, 2,T) — f(@,9,7%1)

Observar que ¢ (XmY + 27 + TSI’) =TG4+ 7" + 17 = 0. Luego <X’”Y + 27 + T5p> C ker ¢. Definimos
entonces la aplicacién

o1 K[X,Y, Z, T]/ <XmY 7P +TSP> B

Problema de la Cancelacién



34

inducida por ¢ que sigue siendo sobreyectiva y supongamos que ker ¢1 # 0. Recordemos que B es un dominio
de integridad (1.4.2) y que por tanto {0) es un ideal primo en B cuyo ideal contraido es ker o1, luego éste debe
ser un ideal primo. Contrayendo este ideal en k[X,Y, Z, T y teniendo en cuenta que k[X,Y, Z, T] es un dominio
de integridad, obtenemos

(0) ¢ <XmY + 77+ TSP> C ker ¢

Por tanto la altura de ker ¢§ es mayor o igual que 2. Se tiene entonces que tr.deg, (k[X,Y, Z,T]/ ker ¢§) < 2.
Ademas,

B = (k[X,Y, Z,T]/lg)) [ ker ¢ = k[X, Y, Z,T]/{g, ker ) = kX, Y, Z,T] ker
llegando a una contradiccién, pues tr. deg, (B) = 3. De aqui 2.4 es cierto.

Recordemos que y € A y que A tiene una Z-filtracién propia admisible. Por esta razén podemos aplicar el
teorema 1.4.6, dando como resultado que ¢ induce una aplicacién exponencial no trivial ¢ en B e 7j € B?
Observar también que B = k[X,Y, Z, T]/ (X™Y + ZP" + T*P) estd en las condiciones del lema 2.9 pues

k es un cuerpo de caracteristica p > 0, m, e, sp son enteros positivos tales que s = gp” con ¢ > 1y p 1 q.
Ademss, sp = gp"! y como e — (r + 1) > 0, se tiene que e > 7 + 1 > 1. Pero este lema nos dice que B no
admite ninguna aplicacién exponencial no trivial tal que y esté en su anillo de invariantes. Hemos llegado asi a
una contradiccién, por lo que podemos concluir que A® C k[x, z,t]. De manera obvia, podemos concluir que en
particular DK (A) & A, pues para todo aplicacién exponencial no trivial de A, A? € k[z, 2, t].

|
Nota 2.12 El lema 2.9 y la proposicion 2.11 no se cumplen si m =1, i.e st
A=k[X,Y, Z, T]/ <XY L 2P 4T+ TSP>

Para ello, consideremos f(y, z) € k[y, z] \ {0} y definamos ¢, : A — A[U] como

0y =y, o1(z) =2 oi(t)=t+yf(y,2)U
b1(x) =z — fly, 2)U =y (f(y, 2)U)*P

Observar que este homomorfismo estd bien definido, pues

¢ (wy + 27" +t+tF) = (- f(y,2)U =y~ (f(y,2)U)*P)y +ezpe +t+yf(y,2)U + (¢t +yfly, 2)U)*
= 2y —yf(,2)U —y?(f(y, 2)U)? + 27 +t+yf(y, 2)U + 7 + (yf(y, 2)U)*
= zy—2F +t4+tP =0

Ademas, cumple las condiciones para ser una aplicaciéon exponencial. Para probarlo es suficiente con ver que
estas condiciones se cumplen para los generadores.

1. Para probar que ¢ = Id méd U, basta ver que se tiene para t y =, para y y z se tiene por definicién.
Pero es obvio que ¢1(t) =t mdéd U y que ¢1(x) =2z mdbd U.

2. La segunda propiedad nos dice que ¢1,, ¢1, = ¢1,,, -

b1y 01, (YY) = Y= b1y, (Y)
b1y, 01,(2) = 2= b1, (2)
b1, 01, (1) = t+yf(y,2)V +yfly,2)U
= t+yf(y,2)U+V) =1y, (1)
x— f(y, 2)V =y P (f(y, 2)V)P = f(y, 2)U — y*P~ (f(y, 2)U)*P
= == fly,2)(U+V) =y (f(y,2)([U+ V)P = b1, (2)

¢1v ¢1U (Z‘)
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Esta aplicacién exponencial es no trivial e y, 2z € A%, Consideremos en segundo lugar el homomorfismo
definido por

o2(y) =y, ¢2(2) =2 +yg(y,)U
Go(t) =t,  a(x) =a—y “lg(y, t)P U

donde g(y,t) € k[y,t] \ 0. Razonando como antes se prueba que este homomorfismo estd bien definido y que
ademds es una aplicacién exponencial no trivial con y,t € A%2.

Si ademsds, intercambiamos los papeles de = e y en ¢1 y ¢2, tenemos dos aplicaciones exponenciales no
triviales tales que x estd en sus anillo de invariantes. De aqui, DK (A) = A. Luego la proposicién 2.11 no se
cumple.

Teorema 2.13 Sea k un cuerpo infinito de caracteristica p > 0 y

A=k[X,Y,Z, T]/ <XmY L 2P LT+ TS”>

donde m, e, s son enteros positivos tales que p¢ 1 sp y sptp® y m > 1. Entonces A Zj, k131,

Demostracion.

Sabemos que para A existen aplicaciones exponenciales no triviales (2.10). Por la proposicién 2.11, tenemos
que DK (A) ¢ A. Ademds, tr.deg,(A) = 3 > 1 luego por el lema 1.2.10 se concluye que A no es un anillo de
polinomios sobre k. En particular, A 2, kBl.

O

Corolario 2.14 La conjetura de la cancelacidn no se cumple para el anillo de polinomios k[X,Y, Z], donde k
es un cuerpo infinito de caracteristica positiva.

Demostracién.
Consideremos el dominio afin

A=k[X,Y,Z, T]/ <XmY + 2P 4T+ T5p>

como en el teorema precedente (2.13). Por éste, se tiene que A %4, k3. Sin embargo, A cumple todas las hipétesis
del corolario 1.1.6, de lo que se deduce que Al 2 kM.

]
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