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RESUMEN

En este trabajo se presenta una formdladlel Metodo de los Elementos de Contorno para resolver probleengsetas
contenidas enddidos ani$tropos piezoélctricos. Se trata de una formulaeiclasica (ecuadin integral de contorno en
desplazamientos) en la que se utiliza la s@odundamental de Deeg. En el frente de grieta se utilizanaios a un
cuarto y a un cuarto singulares. A partir de las traccionésgleodos a un cuarto de estdmos se obtienen los factores
de intensidad de tensiones (FIT) asociados al desplaztonderapertura de grieta y al salto de potenciatelco entre
las caras de la grieta, como unabgaita nas del sistema de ecuaciones algebraico. Los FIT puedenaaados de
manera alternativa a trés de los desplazamientos y potenciétéico en nodos a un cuarto siguiendo el formalismo de
Stroh. Se presentan una serie de resultado€noas para algunos problemas de iageEn aquellos casos en que existen
soluciones previamente obtenidas por otros autores senehitin alto grado de acuerdo en los resultados. Adaie la
formulacbn propuesta, se establecen las bases para el desarrotia flermulacbn hipersingular del gtodo (ecuadin
integral de contorno en tracciones) para este tipo de prase

ABSTRACT

A classical BE approach for 3D anisotropic piezoelectraczfure mechanics problems is presented in this paper. The
displacement boundary integral equation is written base®eeg’s fundamental solution. Singular quarter-point and
guarter-point elements are use at the crack front. Stréssdity Factors (SIFs) and Electric displacement Intgrsictor
(ESIFs) are obtained directly from nodal tractions at qgrapbint nodes of singular elements. ESIFs can also berwutai
from displacements and electric potential discontinuttg@arter point nodes of one quarter point elements inside th
crack. Several numerical results are presented in thigpBipey are in very good agreement with previous resultsiodta

by other authors, when they exist. The ideas about the davelnt of an hypersingular BE formulation is also discussed
here.
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1. INTRODUCCION El fenbmeno de la piezoelectricidad fue originalmente

descubierto por P. y J. Curie, quienes observaron experi-

El Método de los Elementos de Contorno (MEC) es una mentalmente la aparizh de cargas éttricas sobre la

herramienta nugrica que ha mostrado ser de gran utili- superficie de algunos tipos de cristales cuaikdtos

dad para la resolugh de problemas dékdos con grietas eran sometidos a esfuerzos @eicos, y viceversa. Estos

en su interior. La principal ventaja delatodo reside en cienfficos ya propusieron incluso algunos usoaaghicos

su capacidad de reducir el problema al contorno, frente a de este tipo de materiales, como es su empleo en la fabri-

otros métodos nuréricos de dominio, con lo que se evita  cacibn de transductores de prsj fuerza, etc. Utilizan-

la integracdn sobre zonas del dominio en los que el cam- do el efecto inverso, pueden funcionar como actuadores,

po de tensiones pueda ser singular (como es la zona del respondiendo ante impulso®etricos de control.

frente de grieta, desde el punto de vista de la e

de la Fractura Histica Lineal). Por tanto resulta especial- Dado el gran imero de aplicaciones q@ticas de estos

mente adecuada la aplicanide este ftodo nunérico a materiales, existe un creciente iréeren el estudio de su
la Mecanica de la Factura de materiales piezogicos, comportamiento, lo cual incluye evidentemente dllan
que exhiben un comportamient@gil. sis de la integridad estructural desde el punto de vista

de la Meanica de la Fractura. En este campo se pueden
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destacar los trabajos de Barnett y Lothe [1], Deeg [2], Pak
[3, 4] 0 Sosa [5].

Una de las dificultades que plantea el estudio de este
tipo de materiales reside en la asimetde la red
cristalina del material, necesaria para la aparicdel
fenbmeno piezodctrico, lo que conlleva que los materi-
ales piezodictricos sean arfiropos o al menos transver-
salmente idtropos. Este hecho, junto con el acoplamien-
to elastico-ekctrico, que incluye el potencial y desplaza-
miento eéctrico como nuevas variables del problema, ha-
cen que la resoludh de problemas de Manica de la
Fractura sea compleja, especialmente en 3D.

2. EL PROBLEMA PIEZOEL ECTRICO

El problema piezoélctrico se puede entender como el
modelado de dos fémenos de diferente naturaleza
fisica, i.e, edctrico y ehstico acoplados a trés de ecua-

ciones constitutivas. Entre ambos tipos de problemas se

y by es el vector columna de fuerzas de volumen extendi-
do (fuerza y carga éttrica).

El vector extendido de desplazamientos-potencédtal
co,Uk es

-

A partir de este vector de desplazamientos se define la
matriz de deformaciones extendida; (deformaciones

y campo ekctrico), pudendose escribir las ecuaciones de
compatibilidad de la siguiente manera

para K =1,2,3
para K =4

Uk

0 3)

$(Uky+Uy) para K=1,23 K =1
Zr) = (Uk,l +U k?) para K= 17233aK #l
D, para K =4

(4)

pueden establecer equivalencias entre sus variables aso-

ciadas (entre péntesis se escriben las unidades corres-
pondientes a cada variable en el Sistema Internacional):
el tensor de tensiones(N/m?) tiene su equivalencia en el
vector desplazamientoédtricoD (C/m?), mientras que

el desplazamientt (m) se corresponde con el poten-
cial electrico® (V) y las deformaciones con el campo
eléectricoE (V/m). Finalmente, la proyecgn del tensor

de tensiones manicas da lugar al vector de tracciones
mednicas (N/m), mientras que la proyedm del des-
plazamiento dctrico da lugar a densidad de carga por
unidad de superficie (CMn

En base a estas relaciones, resutibescribir las ecua-
ciones de equilibrio, compatibilidad, ley de compor-
tamiento y condiciones de contorno que gobiernan el
problema siguiendo la notaxi condensada propuesta
por Barnett y Lothe [1] y utilizada posteriormente por
un gran imero de autores. En dicha notawi se tra-
baja con las variables internas y externas del problema
elasticoextendidasal caso piezoélctrico, cuya transfor-
macibn como tensor de las magnitudes tensoriales ex-
tendidas no se cumple. De esta forma, se trabajan
una serie de suahbdices escritos en magcula que podn
adoptar valores entre 1y 4, y otros en frenula que &n
delas3.

Asi pues, la ecuaoi de equilibrio esttico para un mater-
ial piezoeéctrico en notaéin extendida se escribe como:

¥igi+by=0 (1)

dondeX;; es la matriz tensin-desplazamiento &ttri-
co,definida como,

{

para J =1,2,3
para J =4

Jij

Xig D,

)
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La ley de comportamiento de un material pieea#lico
se puede escribir como,

Yir = FEigxiZri (5)

siendoF; ; k; la matriz de constantes electra@stica,

Cijri para J, K =1,2,3
4 _ elij para J=1,2,3 K =4
Bk = ey para J=4 K=1,2,3 ©)
—€; para J, K =4

Introduciendo las ecuaciones de compatibilidad (4) en la
ley de comportamiento pieza@sdtrica (5), se puede com-
probar que la ley de comportamiento puede escribirse co-
mo

Yis =EisxiUk, (7)

Para acabar de definir el problema piezogico
guedara imponer las condiciones de contorno del
problema. Estas condiciones de contorno pueden ser en
desplazamientos (desplazamiento o potencdiaitato en

el contorno conocidos) o en tracciones. Para este segundo
tipo queda definir el vector de tracciones extendidm-

mo la proyecdn del tensor de tensiones extendido sobre
la normal exterior al contorno:

®)

Ty =Xin; = EijkiUkn;

siendon; la normal exterior al contorno.
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En Slidos piezodictricos, las condiciones de contorno  piezoeéctricos obtenida por Deeg [2]. Esta fubitise ex-

merecen una consideréai especial, sobre todo en el ca- presa enérminos de una integral sobre una esfera unidad

so de existir grietas. Si en el problemasico parece centrada en el punto de colooawej por lo que su imple-

claro que se puede admitir comalia una condidn mentacbn es costosa desde un punto de vista computa-

de contorno de tracciones nulas en ambas caras de lacional. Detalles sobre la eficiente evaludacde esta solu-

grieta (en ausencia de présiinterna en la grieta y des-  cion fundamental se pueden encontrar en [12].

preciando fuerzas de contacto), las condiciones de con-

torno ekctricas en la grieta no resultan taacies de El proceso de construdm del sistema de ecuaciones que

especificar. Al abrirse la grieta, se ha de establecer un permite hallar las tracciones y desplazamientos extendi-

equilibrio ekctrico con el medio que queda en su inte- dos en el contorno es alego al caso de problemassti-

rior. Sedin se considere este equilibrio se pueden im- cos. En el frente de grieta se utilizan elementos a un cuar-

poner distintas condiciones de contorno, que pueden ser to y a un cuarto singulares, que pernétirobtener los FIT

fundamentalmente de tres tipos: conditiexacta (con- directamente a partir de los valores nodales de los nodos

sideracbn de la interacén con el medio en el interior a un cuarto [13].

de la grieta, tratandéste como un medio dietrico con

sus correspondientes propiedades), cobdigermeable A partir de la ecuadin integral de contorno en de-

(continuidad de carga y potencial entre las caras de la splazamientos se puede obtener la ec@raditegral en

grieta) y condiddbn impermeable (la permitividadésdtri- tracciones (ecua@n hipersingular) mediante la deriva-

ca del medio interior de la grieta se supone muy bajay se da respecto al punto de colod@eiy combinadn de

tiene por tanto carga @ttrica nula en ambas caras de la las ecuaciones derivadas 8ada ley de comportamien-

grieta). to del material, de forma que en érinino libre aparez-
can las tracciones extendidas en el punto de colonaci

El debate sobre la conveniencia de considerar un tipo u Asi se obtiene la ecuam (10) para un puntg interno o

otro de condidn de contorno sigue abiertogase por perteneciente a un punto de la grieta (supuesta autoequi-

ejemplo [3, 6, 7, 8, 9, 10]). Sin embargo, la médgode librada y con geomei suave)

autores suelen aplicar la condini de grieta imperme-

able, ya que parece estar bastantejpna a la realidad

y numéricamente esail de aplicar. En el presente tra-

bajo ésta sei la condicdbn de contorno en la grieta que Ty(y) + / sivrg (X = Y)Ni(Y)Unr (X)dl 'y —

se considere, que junto con la conditide tracciones r

meanicas nulas hacen que el vector de tracciones exten- / din (X = Y)N;(Y)Tar(X)dT, =0 (10)
dido en las superficies de la grieta sea nulo.

dondeN;(y) es la normal unitaria externa en el punto
y, mientras que loserminoss},, ;, d;,;, son combina-
ciones lineales de las derivadas de la s@ndundamen-
tal en tracciones y desplazamientos.

3. FORMULACI ON MEDIANTE EL M ETODO
DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

La formulacbn del problema piezoettrico mediante el
método de los elementos de contorno eslaga a la de

un problema dlstico [11], por lo que la ecudsi integral

de contorno en desplazamientos, en ausencia de fuerzas
de dominio, y para un puntpsituado dentro del dominio

o0 perteneciente al contornb)(puede escribirse como

Para la formuladn hipersingular del &todo se uti-
liza la solucon fundamental obtenida por Dunn y Wie-
necke [14] para materiales transversalmentgrapos
piezoeéctricos. Esta solugn fundamental limita la
aplicabilidad de la formulabn frente a la soluéin de
Deeg, ya quésta permi la consideradin de cualquier
tipo de anisotrofa. Sin embargo, hay que tener en cuen-

N ta que la mayda de materiales piezdsdtricos de intérs
Crm(Y)Ur (y) + /r Tien(x = y)Un (X)dT, tecnobgico son transversalment@isopos. Aderas, las
expresiones de la soldsi fundamental de Dunn y Wie-
- / Ugne(X=Y)Ty(X)dly =0 (9) necke son explicitas, y no en forma integral, con lo que se
T

reduce significativamente la complejidad computacional
del desarrollo del problema.

dondeUgk y Ty son las componentes del vector de des-

plazamientos y tracciones extendidbS;,, ¥ T, Son Al igual que con la formulaéin clasica, la formuladin

las matrices de desplazamientos y tracciones extendidos hipersingular se puede implementar de formalega al

de la soluddbn fundamental Yk 3s €s un tensor que de-  problema dstico, ya que el tipo de singularidades que

pende de la geoméérdel contorno en el puntg siendo aparecen en las expresiones son similares. De esta forma,
Cxn = (1/2) - 0 pr para un punto suave del contornoy  se pueden aplicar laédnicas de regularizam de érmi-
Ckyr = dx g para un punto interno. nos hipersingulares y fuertemente singulareggnicas

de multicolocadn propuestas en [15] para materiales
Los terminos de la solubn fundamental se hallan a par-  is6tropos y en [16] para materiales transversalmente
tir de la funcbn de Green para materiales atispos isbtropos.
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4. OBTENCION DE FACTORES DE contenida en el plano de simietide una pieza prisatica
INTENSIDAD DE TENSI ON y cilindrica. En ambos casos se obtiene la s6lugara
dos tipos de solicitabn: en el primero de ellos se apli-

Las tensiones extendidas;; presentan una singulari-  ca traccbn me@nica uniforme (1Pa) sobre las caras del
dad del tipol//r en torno al ertice de la grieta, al contorno paralelas a la grieta y en diréatinormal al
igual que ocurre con el problemaastico [3, 7]. Del mis- plano de la grieta. En el segundo caso de carga se impone
mo modo, los desplazamientos extendidos sobre la grieta una densidad de cargegetrica uniforme (1GA?) sobre
presentan tambh un comportamiento del tipgr. Esto dichas caras.
permite definir los FIT de manera @oga al problema
elastico. Lalnica diferencia radica en que, adesnde Se comprueba que el potencigdetrico bajo la acén de

los FIT asociados a los modos I,1l y lll de apertura de tracciones meanicas es iéntico que el desplazamiento
grieta, aparece un Factor de Intensidad de Desplazamien- en direccdn normal al plano de la grieta bajo la duti
to Eléectrico, asociado al comportamiento singular del de- de carga dctrica por reciprocidad.
splazamiento ékctrico en el frente de grieta.

Se presentan resultados para dos tipos de materi-
Asi pues, a partir de las tracciones de los nodos a un ales piezodctricos comerciales: PZT4 y PZT6B. Las
cuarto de los elementos singulares situados en el frente propiedades de estos materiales aparecen en la tabla 1.
de grieta, se pueden obtener los Factores de Intensidad de

Tensiones y de desplazamient@&tico (FITEs) [13]. Si Material PZT4 | PZT6B
se consideran las direccionkg 2 contenidas en el plano Const. ehsticas Cii | 139 168
de la grieta, siendt tangente al frente grietaznormal (10°N/m?) Cia | 77.8 60
a dicho frente, y la direcoin 3 perpendicular al plano de Cis | 74.3 60
la grieta, se pueden escribir los FITES como Css | 113 163

Cy | 25.6 27.1

Const. Piezoélctr. e3; | -6.98 -0.9
=k =k (C’/mQ) ess | 13.84 7.1
K]—Pi\/Qﬂ'L K[[—Plk 2w L e1s 13.44 4.6
K= PQ vVa2rL Kry = ﬁ4\/ 2L (ll) Const. diebctr. €11 6.0 3.6
(10*90/(Vm) €33 5.47 3.4

donde L es la longitud del elemento singular a un cuarto
en direcodn perpendicular al frente de grietaPy es la
componente del vector de tracciones extendido asociado
al desplazamiento &ttrico.

A o 6 D,
Otra forma alternativa de evaluar los FITEs es a partir %
de los desplazamientos extendidos de apertura de grieta |

de los elementos a un cuarto, siguiendo el formalismo de
Stroh [17] aplicado al problema piezéetrico [4]. Esta
segunda op6in es la utilizada en la formuldm hipersin-
gular del MEC propuesta, donde solo se discretiza el con-
torno externo y la superficie de la grieta, y por tanto no
hay elementos singulares sino elementos a un cuarto en
el frente de grieta.

Tabla 1: Propiedades de materiales considerados.

5. EJEMPLOS NUMERICOS

En este apartado se presentan una serie de ejemplos
numéricos para validar la formulam clasica del MEC
presentada. En la discretizanidel contorno se utilizan
elementos cuadticos esindar, siendo a un cuarto y a ‘
un cuarto singulares los adyacentes al frente de grieta - \I\I\M
pertenecientes a la superficie de la grieta y al dominio
interno respectivamente.

La ausencia de resultados publicados que sean conoci-
dos por los autores para problemas 3D de &héza de
la Fractura en materiales piezeefricos, hacen que se

tomen como referencia resultados de problemas 2D. Figura 1. Geometa y discretizadn de grieta recta en

pieza prisnatica.
En los problemas resueltos se considera una grieta recta
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Se considera una pieza priatita con una grieta recta

central en su plano medio de relacide aspect@a =

2H = W/2 = 4t, sometida a tracon o densidad de
carga uniformes en las caras paralelas a la grieta. La plazamientos de apertura de grieta coinciden con los
geometra del problema se muestra en la figura. Debido a obtenidos a partir de las tracciones.

la simetia, tan solo un cuarto del dominio es discretizado
(figura 1). Para comparar los resultados con los obtenidos

con la formuladdn 2D presentada por GaaeSanchez et

al [18], se imponen condiciones de deforntecplana

En la figura 2 se muestran los desplazamientos y poten-

cial electrico a lo largo de lahea media de la grieta para

los dos materiales considerados. Los resultados presen-

tan un magifico acuerdo con los obtenidos con la for-
mulacbn 2D de Gara-Snchez et al [18].

ados obtenidos PZT4 y PZT6B (3D)
nchez PZT4 ctal. (2D)

inchez PZT6B et al. (2D)

y/a

~ Resultados obtenidos PZT4 y PZTGB (3D))
jarcia-Sénchez PZT4 et al. (2D)

u.10"[m]

Figura 2: Resultados grieta recta en pieza paisca. a)

Carga ekctrica. b) Carga mémnica

Los valores de los FITEs obtenidos a partir de las

tracciones para material PZT4 extendidas sAni: =
1,80770.v/7ay K1y = 1,6211D%/7a10'° para la car-
ga de tracdn de 1 Pa, yK; = 0,17210%/mal0~ 8y

Ky = 1,1601Dz+/ma para la densidad de carga de

1Chn2.

Para material PZT6B se obtien&; = 1,9710.v/ma y
Ky = 0,491D7/7a10' para la carga de tradm de 1
Pa, yK; = 1,3750;‘\/77(110_8 y Ky = 1,167D,+/ma

para la densidad de carga de &G/

Donde las expresiones de los FITEs son normalizadas a

235

traves de la carga méaica aplicadar, y D} teniendo
éste su mismo valor nugnico y ardlogamente para carga
electrica.

Los valores de los FITEs obtenidos a partir de los des-

0-:

T

grieta

PR RN

Figura 3: Geometa y discretizadn de cilindro con gri-
eta interna.

—a10°1]
A

D10°(1] -O-PZT4
6 4 PZT6B
©10°(V]

11 u,10°[m)

0 0,1 02 03 04 ' 0,6 0,7 0.8 0,9 1

Figura 4: Resultados cilindro con grieta interna. a) Carga
eléctrica. b) Carga mémica

5.2. Cilindro con grieta circular en su plano medio

La geometia y discretizadin de la grieta se presenta en
la figura 3 @ = R = 2a). Debido a la simeta del
problema, solo se discretiza 1/8 del dominio.
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Los desplazamientos y potenciakelrico en la grieta

se presentan en la figura 4. Los valores obtenidos para
los FITEs a partir de las tracciones extendidas para

material PZT4 son’K; = 0,69lo.v/ma ¥ Ky

0,075D%/mal10'° para la carga de tradm de 1 Pa, y

Kr = 0,01810%/7al0~%y K = 0,663Dz+/ma para
la densidad de carga de 167.

Para PZT6B se obtiené(; = 0,70790,/7ay Krv =

0,027D;/mal10'° para la carga de tradm de 1 Pa, y

K; = 0,13207/7al08 y K; = 0,658Dz+/7a para
la densidad de carga de 167.

(5]

(6]

[7]

(8]

Los autores no conocen resultados previos para este [9]

problema.

6. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado una formuléside elementos de con-
torno para resolver problemas de Maia de la Fractura
3D en materiales arf$ropos piezo@ctricos. Los resul-

tados nur@ricos obtenidos demuestran la premisy ro-
bustez de la formuladn.

Tambén se han presentado los fundamentos para el de-

sarrollo de una formulaéh hipersingular del MEC para
este tipo de problemas. En un futuro trabajo se presen- [12]

taran resultados con dicha formuléni que permitia re-
solver problemas &s complejos.
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