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Resumen

lo largo del proyecto se muestra un estudio tedrico a partir de la ecuacion linealizada del
A péndulo, en la que debido a una vibracion vertical de su soporte con una sefial sinusoidal
producimos la desestabilizacion del péndulo. Asi, se muestra las soluciones tedricas para que
se inestabilice el mismo, y una vez encontradas se comparan con los resultados experimentales
obtenidos en el laboratorio.






Abstract

hroughout the document it is shown a theoretical research that start with the linearization of the
T simple pendulum equation, where due to a vertical oscillation of a shaker with a sinusoidal
signal, the pendulum is destabilized. Therefore, along the paper the reader could see the theoretical
conditions leading to destabilization and the experimental’s results that are obtained in the laboratory.






Resumen
Abstract
Indice Abreviado

1 Introduccion
2 Estudio tedrico
2.1 Teoria de vibraciones

2.2 Modelo matematico
2.3 Solucidn tedrica del sistema

3 Estudio experimental
3.1  Montaje
3.2 Experimentacion en vibracion libre
3.3 Experimento con shaker

4 Conclusiones
4.1 Lineas de trabajo futuras

vil

indice Abreviado

VI

12
14

25
25
28
32

47
47






indice

Resumen
Abstract
indice Abreviado

1 Introduccidn

2 Estudio tedrico
2.1 Teoria de vibraciones
2.1.1 Vibracioén libre
Vibracion sin amortiguamiento
Desarrollo con amortiguamiento
Ejemplos de movimientos vibratorios
2.1.2 Vibracién forzada armoénicamente
2.1.3 Resonancia paramétrica
Cambio de longitud de un péndulo
Cambio de centro de gravedad
Cambio aparente de la gravedad
2.2 Modelo matematico
2.3 Solucion tedrica del sistema
Ecuacién de Mathieu canédnica
Adaptacion de la ecuacion de Mathieu a nuestros parametros
Conclusiones sobre el mapa de estabilidad
2.3.1 Resolucién por métodos matematicos
2.3.2 Anchura de la zona inestable segun Landau [8]
Conclusiones sobre el amortiguamiento y la anchura de la regién
inestable

3 Estudio experimental
3.1  Montaje
3.1.1 Instrumentos para el experimento
Shaker TIRAvib S51110
Amplificador TIRA modelo BAA 120
Generador de ondas Agilent 33500B Series
Apoyo de la camara
3.2 Experimentacion en vibracion libre
3.2.1 Frecuencia natural ay

Vi

—

24

25
25
25
25
26
26
26
28
29



indice

3.2.2 Amortiguamiento
3.3 Experimento con shaker
3.3.1 Amplitud de vibracion del shaker como funcién de la amplitud y
frecuencia de la sefal de alimentacion.
3.3.2 Estudio de modos de inestabilidad
Estudio del péndulo de gran longitud
- Voltaje minimo de inestabilidad
- Rango de frecuencias con voltaje maximo
- Variacién de los tiempos de inestabilizacion
- Saturacién por no linealidad
- Estimaciénde 0 y s
Estudio del péndulo de pequefia longitud

Conclusiones
4.1 Lineas de trabajo futuras
4.1.1 Estudio de saturacién no lineal
4.1.2 Estudio de amortiguamiento y de lineas s = cte

30
32

32
37
39
39
39
40
41
43
45

47
47
47
48



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.1
212
2.13
2.14
2.15
2.16
217
2.18
2.19
2.20
2.21

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14

Indice de Figuras

Vibracién respecto a la posicion de equilibrio [2]

x(t) de vibracion libre con amortiguamiento

x(r) de vibracion libre con amortiguamiento casi critico
x(r) de vibracion libre con amortiguamiento critico

x(r) de vibracion libre con sobreamortiguamiento
Esquema de rotor desequilibrado [9]

Amplitud en funcion de la relacion de frecuencias en un oscilador forzado
Botafumeiro de Santiago [4]

Botafumeiro de Santiago [5]

Niflo en un columpio [6]

Esquema del movimiento del sistema

a(q) de Abramowitz & Stegun [7]

Mapa de estabilidad de nuestro problema

Mapa de estabilidad modo 1

Mapa de estabilidad modo 2

Mapa de estabilidad modo 2 ampliado

Mapa de estabilidad modo 3

Mapa de estabilidad modo 3 ampliado

Programa para obtener serie de Taylor

Programa para obtener serie de Taylor 2

Linea de separacion de zona estable e inestable con y sin amortiguamiento

Montaje del shaker

Shaker

Amplificador

Generador de ondas

Apoyo para la camara

Regla acoplada al shaker para tomar medidas
Frecuencia natural en funcién de la longitud del péndulo
Hallar & en funcion de 6,

Centrado camara

Deformimetro

Montaje con deformimetro

Voltaje pico pico - Vpp(A,f)

Voltaje pico pico - Vpp(f)

Voltaje pico pico - Vpp(A)

XI

ONNO O &

11
11
12
17
19
19
20
20
21
21
22
23
24

26
27
27
28
28
30
31
32
33
34
35
36
36
37



Xi

indice de Figuras

3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21
3.22

3.23

4.1

Péndulo de longitud larga

Péndulo de longitud corta

Zona estable e inestable con amortiguamiento

Amplitud con frecuencia 2.02 Hz a los 70 s

Amplitud con frecuencia 2.04 Hz alos 70 s

Amplitud con frecuencia 2.05 Hz a los 70 s

Amplitud con frecuencia 2.07 Hz a los 70s

Datos experimentales de la vibracion libre y su interpolacion (escala lo-
garitmica). Error R*> = 0.9837

Datos experimentales de la inestabilidad paramétrica y su interpolacion
(escala logaritmica). Error R* = 0.9951

Linea de estabilidad modo 1

37
38
41
41
42
42
43

44

45
48



1 Introduccion

El objetivo de este TFG es analizar las inestabilidades paramétricas en un péndulo. Las inestabilida-
des paramétricas se producen por un cambio en una caracteristica del sistema de forma periddica,
habiendo varios ejemplos en la vida real que cualquier persona podria reconocer. Asi, por resonancia
paramétrica se mueve el botafumeiro de la catedral de Santiago (su cambio se produce en la longitud
del péndulo cada vez que llega a la parte mds baja de su recorrido) o un nifio en un columpio, que
echandose hacia atrés e irguiéndose en ciertos puntos del recorrido consigue que la amplitud del
movimiento vaya aumentando. Ademads, el estudio que se muestra sobre las zonas de inestabilidad
de un péndulo simple coinciden con las zonas de estabilidad de un péndulo invertido y viceversa,
dichas zonas se mostrardn en un mapa de estabilidad a lo largo del proyecto.

La resonancia paramétrica tiene lugar cuando en un sistema se producen cambios internos de
naturaleza periddica. Si la periodicidad cumple ciertos requisitos, que bdsicamente se relacionan
con el periodo natural de oscilacién del sistema, éste puede desestabilizarse, dando lugar a un
aumento progresivo de la amplitud de oscilacion. Este comportamiento es similar al de un sistema
sometido a fuerzas externas periddicas (oscilaciones forzadas), pero ambos casos no son en absoluto
equivalentes. Tanto el origen de la inestabilidad como su comportamiento dindmico son distintos.

Para mostrar todo esto se comienza en el capitulo 2 con un breve repaso de las partes mds
importantes de teoria de vibraciones, con introduccién a la teoria propia de este proyecto. Tras
ello, se muestra la ecuacién de un péndulo simple obtenido a través de la mecénica analitica y
su linealizacion a partir de la cual obtenemos una solucién teérica de la misma por analogia a la
ecuacion de Mathieu, lo que nos dard el mapa de inestabilidades de nuestro péndulo.

En el tercer capitulo se muestra el estudio experimental. Desde el montaje a los experimentos de
vibracion libre y vibracién con la oscilacion del soporte, se muestra la obtencién de los pardmetros
fundamentales y los resultados propios sobre la desestabilizacién del péndulo.

Finalmente, en las conclusiones se resume lo obtenido de forma general en el proyecto, y se inclu-
yen lineas futuras de investigacion con intencién de que este trabajo se pueda seguir desarrollando y
ampliando en un futuro.






2 Estudio tedrico

2.1 Teoria de vibraciones

En esta seccién se muestra la teoria basica que se ha de conocer para comprender el trabajo,
comenzando por la teoria de vibraciones libres, y mostrando las diferencias entre las vibraciones
forzadas y la resonancia paramétrica.

2.1.1 Vibracion libre

Las vibraciones son movimientos de un cuerpo alrededor de un punto de equilibrio. De esta forma,
cualquier sistema que tenga tanto inercia como una fuerza de restitucién puede vibrar libremente
alrededor del equilibrio. En esta seccidn se va a estudiar vibraciones libres de fuerzas externas, lo
que tiene como consecuencia que la amplitud del movimiento no aumentard con el tiempo, pudiendo
disminuir en caso de haber amortiguacion. Ademads, de la inercia y del mecanismo de restitucién
un sistema puede tener (0 no) amortiguamiento, lo produce la disminucién de la amplitud de la
vibracion con el paso del tiempo. A continuacién se muestra el desarrollo teérico de ambos casos.

Vibracion sin amortiguamiento

Para mostrar este desarrollo elegimos el sistema mds simple posible. Este va a ser el de un cuerpo
apoyado sobre el suelo sin friccion con él, y, que estd unido mediante un muelle a una pared. Si
se estira el muelle el cuerpo sentird una fuerza en el sentido contrario al desplazamiento como se
puede observar en la figura 2.1.

De esta forma si se estira y lo dejaramos vibrar, se mantendria como un movimiento arménico
simple de forma indefinida pues no hay un amortiguamiento que lo impida. Asi, el movimiento que
se puede observar en la imagen sigue la siguiente ecuacién de movimiento. Partiendo de la 22 ley de

Newton
Y F =mx,

donde x es la direccién del movimiento y F es cualquier fuerza que va en direccion del eje x. Como
la Unica fuerza que actda en la direccién del movimiento es la fuerza eldstica, esta ecuacion pasa a
ser

—kx =mi — mi+kx=0.

donde k es una constante asociada a la fuerza de restitucién. La ecuacién que hemos obtenido es
la ecuacién diferencial de un movimiento vibratorio libre sin amortiguamiento. Si a partir de este
punto definimos la frecuencia natural del sistema que es la frecuencia con la que vibra un sistema
libre sin amortiguamiento, y que queda definido por wg = k/m, se puede reescribir la ecuacién
diferencial de la siguiente manera:

K4 ofx =0



4 Capitulo 2. Estudio tedrico

_ posicion de equilibrio

MWW
AMAAAA

X

=

Figura 2.1 Vibracion respecto a la posicién de equilibrio [2].

Ast, la solucién de esta ecuacion diferencial homogénea lineal de segundo orden es
x = Asin wyt + Bcos wyt,

y los coeficientes A y B se podran hallar con las condiciones iniciales

#(0)

x = —=sin wyt 4+ x(0) cos myt.
o

Desarrollo con amortiguamiento

La realidad es que hay pocos sistemas que no tengan amortiguamiento, de hecho casi en cualquier
sistema que pensemos hay algo que amortigua el movimiento. En el sistema del muelle visto en
la seccidn anterior no se ha tenido en cuenta tanto el rozamiento con el aire del sélido, como el
rozamiento que existe al estar en contacto con el suelo. Y si se piensa en cualquier sistema es
dificil encontrar alguno que, sin fuerza externa de por medio, consiga mantener la amplitud de su
movimiento indefinidamente. Sin embargo, haciendo un andlisis de escalas se puede considerar que
este amortiguamiento es despreciable. Supongamos que se hace un experimento parecido a este
pero con un péndulo que apenas tiene rozamiento, se le deja oscilar con vibraciones libres durante
mucho tiempo y resulta que pasada una hora apenas se ha reducido la amplitud a la mitad. Es una
cantidad apreciable, pero importante solo si el experimento va a tener una duracién del orden de
una hora o mds. Si queremos observar cémo oscila durante 30 s por ejemplo, la variacién de la
amplitud serd mucho menor, y se podria considerar que el movimiento no tiene un amortiguamiento
relevante para la resolucién del problema. En dicho caso se podria utilizar la ecuacién que se ha
desarrollado en el punto anterior.

Por dltimo, hay que aclarar que existe muchos tipos de amortiguamientos pero el que se va a
considerar en este trabajo es el amortiguamiento viscoso, que es dependiente de la velocidad del
objeto que se mueve de la siguiente manera

F, = —cx.
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Figura 2.2 x(¢) de vibracién libre con amortiguamiento .

donde el signo menos del amortiguamiento expresa que es una fuerza que va contra la velocidad, y
¢ es una constante del sistema bajo estudio. Antes de continuar hay que aclarar que no siempre el
amortiguamiento tiene que tener dependencia de la velocidad, o no solo de ella. De esta manera la

ecuacién de un movimiento vibratorio libre con amortiguamiento es,
—kx—cx=mxk —

— kx+cxi+mi=0.
Para hallar la solucién de esta ecuacion se propone una del tipo

1
x(t)=é",
quedando la ecuacion de la siguiente manera,

(ms® +cs+k)e =0,
lo que es verdad para todos los valores de t si

ms*+cs+k=0.

Asi, resolviendo la ecuacion de segundo grado en s, obtenemos las siguientes soluciones

2
c c k
— 44 (=) ==
512 2m (2m> ’
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por lo que la solucién general es de la siguiente forma
x(t) = Ae* + Be™.

Hay un amortiguamiento para el que la raiz de la solucién es nula, y por tanto las dos soluciones
son iguales, a ese caso se le llama amortiguamiento critico. Este amortiguamiento tiene la siguiente
expresion,

C. = 2ma@,.

y definimos la razén de amortiguamiento como,

Segun el valor de &, si el valor es uno tendrd un amortiguamiento critico, si es menor de 1, habra
oscilaciones amortiguadas y si es mayor de 1 se tendrd un movimiento sobreamortiguado (no
oscilatorio). Asi, en la figura 2.2 se puede observar un movimiento oscilatorio amortiguado con
& < 1, y en las dos figuras siguientes 2.3, 2.4 y 2.5 se puede observar tanto uno muy cercano al
amortiguamiento critico, como otro con amortiguamiento critico y otro con sobreamortiguamiento,
siendo la caracteristica comiin que ninguno oscila.

2.5 T . T . . .

1.5 L% |

Figura 2.3 x(z) de vibracién libre con amortiguamiento casi critico.

De todos estos el que mds nos interesa es el movimiento oscilatorio con amortiguamiento, y como
se podrd comprobar en la seccién 3.2 sobre experimentacion libre, el valor de & es muy pequefio,
muy lejano a la unidad.

Ejemplos de movimientos vibratorios

Estas ecuaciones bdsicas se usan para la solucion de sistemas muy simples aunque también para
otros mas complejos. Se da tras tener una excitacion inicial, que los saca de su punto de equilibrio y
comienzan a vibrar hasta que su amplitud es muy pequefia. Hay multitud de ejemplos de vibraciones
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Figura 2.5 x(r) de vibracién libre con sobreamortiguamiento .

libres, desde el péndulo bajo estudio en este proyecto a partir de tener una posicién fuera del
equilibrio, a un trampolin después del salto de un nadador o el larguero de una porteria de ftitbol
vibrando tras un tiro que da en €l.



Capitulo 2. Estudio tedrico

2.1.2 Vibracion forzada arménicamente

En esta seccién se va a hacer un breve andlisis de lo que es una vibracion forzada debido a una fuerza
externa armonica, con el objetivo de hacer una comparacién con la resonancia paramétrica. Es
muy tipica por ejemplo en rotores desequilibrados, siendo ejemplo de la importancia de equilibrar
bien los alabes de un motor de una aeronave para que no haya fuerzas indeseadas. Una de las

z [l
-l 10
h

m b m

O

Figura 2.6 Esquema de rotor desequilibrado [9].

caracteristicas de este régimen es que vibra justamente con la frecuencia de excitacién. Y por otro
lado hay que tener mucho cuidado con la resonancia pues puede llevar a desarrollar amplitudes muy
grandes, lo que se intenta evitar en general.

Considerando una excitacion armoénica que vaya en la direccién del desplazamiento, la ecuacién
del movimiento se puede expresar de la siguiente manera

mi + cx + kx = Fysin(ot),

cuya solucidn es la suma de la solucién homogénea, es decir, la que hemos obtenido en vibracién
libre, y una particular. La solucién particular es una funcién periddica pero con la frecuencia de la
excitacion y no de la frecuencia natural, asfi, esta serd de la forma

x,(t) = Xsin(wt — ¢).

De esta manera el valor de X se puede obtener de la siguiente manera,

k
N\ 2 2
(1-=) +(2)

X =
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Asi, en forma adimensional se podria escribir de la siguiente manera

Xk 1

") ()

Programando estos resultados en MATLAB se obtiene las siguiente grafica2.7. Con ella se pueden
sacar varias conclusiones importantes, algunas para este proyecto y otras en general. Primero aclarar
que las distintas lineas que aparecen van desde un amortiguamiento nulo hasta un amortiguamiento
critico, con una separacion de & de una décima entre cada uno, siendo la linea con amortiguamiento
nulo la més alta, y la de amortiguamiento critico la mas baja. Asi, se puede observar que para
valores de & bajos, la amplitud se dispara en el entorno de la frecuencia natural, tendiendo a infinito
cuando se considera despreciable. Por otro lado también hay que tener en cuenta que ese pico de
amplitud se va yendo hacia la izquierda cuando aumenta el amortiguamiento a frecuencias menores

de la natural.

2.5 T IIII | ‘l T T T T T T
il | ||
Ty
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I | | —&=U.
2 | [/ 1 = |
| [ I‘|| £=0.2
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Figura 2.7 Amplitud en funcion de la relacién de frecuencias en un oscilador forzado.

2.1.3 Resonancia paramétrica

La resonancia paramétrica es un tipo de oscilaciones que se produce por el cambio periddico de
ciertas propiedades del sistema. En el caso de este proyecto en particular, el cambio se produce en
la frecuencia angular debido a la introduccién de una oscilacion vertical que produce una "gravedad
efectiva" variable, introduciendo una aceleracion vertical debida a las oscilaciones. Sin embargo, se
dan otros casos como puede ser el cambio de longitud en el Botafumeiro de la catedral de Santiago
de Compostela o la variacion del centro de gravedad del sistema, como se da en el balanceo de un
nifio en un columpio. De esta forma se van a destacar las principales diferencias entre vibracién
excitada arménicamente y vibracion por resonancia paramétrica
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1. En las vibraciones forzadas, las propiedades que describen la inercia, la disipacién o la fuerza
de restitucién son constantes, mientras que en las vibraciones por resonancia paramétrica,
algunas o todas estas propiedades tienen una variacién periddica.

2. En las vibraciones forzadas hay fuerzas peridédicas independientes de la deformacién o sus
derivadas, mientras que en la resonancia paramétrica no.

3. En resonancia paramétrica el sistema vibra con frecuencias relacionadas con su frecuencia
natural, mientras que en vibraciones forzadas vibra segin la frecuencia de la fuerza forzadora.

Cambio de longitud de un péndulo

Como se ha comentado antes, un ejemplo claro de resonancia por cambio de longitud del péndulo
es el Botafumeiro de Santiago de Compostela. El Botafumeiro es un inciensario de unos 62 kg
de peso que se une al techo de la catedral gracias a una cuerda de mas de 60 metros de largo. Lo
que provoca que el Botafumeiro oscile es una variacioén periddica de la longitud del mismo. Esto
se consigue a partir de un grupo de hombres llamados tiraboleiros, que tiran de forma periédica
de una cuerda y que, gracias a un sistema de poleas, acorta periédicamente la longitud del mismo.
Este cambio de pardmetros consigue que en unos 17 ciclos se consiga una amplitud de unos 80° de
oscilacion.

Evidentemente la diferencia entre este caso y nuestro modelo de trabajo es grande pues al tener
unas oscilaciones tan grandes la aproximacion lineal no es buena. Ademads, el peso de la cuerda no
es despreciable respecto al peso del inciensario por lo que habria que tenerlo en cuenta al hacerle
un estudio pero la base del movimiento es la misma. La variacién en la longitud del mismo provoca
una variacion periddica de la frecuencia natural provocando unas oscilaciones inestables a partir de
unas muy pequefias.

Figura 2.8 Botafumeiro de Santiago [4].

Cambio de centro de gravedad

En este caso probablemente tendremos la situacion mds familiar de resonancia paramétrica pues
es el movimiento de una persona columpidndose. Segtn en la posicién que se encuentre el nifio
se tumbard para bajar el centro de gravedad del "péndulo" o se erguird para subirlo, esta variacién
provoca a su vez una variacion de la frecuencia natural del mismo y provocando unas oscilaciones
cada vez mayores. Este movimiento periddico del centro de gravedad da lugar a la resonancia
armonica del columpio. Otro efecto en el columpio es que un cambio periddico en la orientacién
del nifio (de longitudinal a perpendicular) produce un cambio periédico en su momento de inercia.
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Figura 2.9 Botafumeiro de Santiago [5].

Figura 2.10 Nifio en un columpio [6].

Cambio aparente de la gravedad

Es el caso que exploramos en la parte experimental de este trabajo. Una variacion de la gravedad
como la que se muestra en la siguiente ecuacién provoca una variacién de la frecuencia natural. La
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gravedad se puede modificar aparentemente imponiendo una aceleracion vertical a todo el sistema

g =g+acos(Qt).

A lo largo del capitulo siguiente se muestra cdmo esta variacién conduce a una ecuacién andloga
a la ecuacién de Mathieu y se muestra la resolucién de la misma. Tras esta breve introduccién
tedrica a la teorfa de vibraciones, en las siguientes secciones se muestra el modelo bajo estudio y su
solucion tedrica.

2.2 Modelo matematico

Figura 2.11 Esquema del movimiento del sistema.

Para comenzar esta seccion se establece el modelo del péndulo simple en vibracién libre obtenido
a partir de las herramientas de mecédnica analitica. Teniendo en cuenta que es un péndulo de masa
m y longitud 1 con un movimiento vertical del soporte X, como se puede observar en la figura 2.11,
la energia cinética del sistema es

1 1 o .
T = 5mv2 = 2m<1292 +X2— 219Xasin(9)> :

y que el valor de la energia potencial considerando V=0 en el punto més bajo es
V = —mglcos(0) —mgX,.

Por tltimo, el término de disipacién de energia de nuestro modelo es
1 .
D= -y6>.
57

La lagrangiana se calcula mediante

1 . . .
L=T-V= Em(l292 + X2 —210X,sin(0)) +mgl cos(0) +mgXy,



2.2 Modelo matematico

13

y la introducimos en la ecuacién de Lagrange

d(dL\_dL ap
dr\ 96 20 96

para obtener la ecuacién de movimiento
mi*8 —miX,sin(0) +mglsin(0) + v = 0.
Teniendo en cuenta que el movimiento del soporte es
X, = Acos(Qt),

agrupando términos, se obtiene la siguiente ecuacién de movimiento

6+ 76 + (f - ?Q%os(ﬂt})sin(e) =0.

Por iltimo, linealizando la ecuacion, sin(0) ~ 6, e introduciendo la frecuencia natural @y, la
ecuacién que se va a estudiar es la siguiente:

. Q%A
0+ 76+ % (1 - cos(Qt)) 6 =0.
8

Para obtener una ecuacién mas manejable es conveniente eliminar el término del amortiguamiento
con el siguiente cambio de variables,

0(r)=e%0(r)
Para ello se muestran las dos derivadas de 0(7):
0=—8c%0+¢%0
0 =05%%0-250%6+e¢%6.
Introduciéndola en la ecuacién de partida, y nombrando el término que multiplica a 6 como ®? (1),
820266 +6+y(—86+0)+ (1) =0,
que agrupando términos
6+ (y—268)0 + (0*(1) — 5y +8%)8 =0.

Como la intencién es eliminar el término del amortiguamiento, nuestro valor del pardmetro de la
exponencial es 6 = /2, quedando la ecuacion sin disipacién equivalente

§+<w%n—f>é:o

Como se puede observar, con el cambio de variables se ha conseguido tener una ecuacion sin el
término de la disipacion, que se incluye en la exponencial decreciente con el tiempo que se muestra
previamente en el cambio de variables.
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Una vez llegado a esta expresion, se usa la andloga siguiente para resolverla:
6+ w3 (1 +ecos(Q1))6 = 0.

Aqui, € es un parametro proporcional a la amplitud de oscilacion del soporte y Q es la frecuencia
de oscilacién del mismo. El término € es en concreto en nuestra ecuacién del sistema:

=20%
£=7

2.3 Solucion tedrica del sistema

Para resolver la ecuacion obtenida previamente se va a comenzar tomando como escala de tiempo
el inverso de la frecuencia natural, usando el cambio de variables T = @yt quedando la ecuacién de
la siguiente manera:
d*6
a2 + (1 +€cos(wt))6 = 0.
Segtn la Teoria de Floquet [10], esta ecuacién tiene como solucién una funcién peridédica, con
periodo 27 /@ multiplicada por una exponencial compleja. Asi, la solucién que se propone es la
siguiente,
0(7) = eH® A oinOT A e(;urina))r
(7) n;m n n;N n ,
donde p es un nimero complejo llamado exponente de Floguet que hay que hallar. Calculando la
derivada segunda de 0 y sustituyendo en la ecuacion original,

d%e

o = (o) 3 AT = (1 +inw)?6(7) —

n—=—oo

— (U +in®)*6(1) + (1 + ecos(w1))0(1) = 0.

Sacando factor comin 6(7) y teniendo en cuenta que el coseno se puede expresar como cos(x) =
(e"+e7)/2, se obtiene

oo

Z { [(:u + inw)z + 1]An + g(AnJrl "‘Anfl)}e(u-ﬂ.nw)r =0.

n——oo

Por tanto obtenemos una ecuacion que se debe verificar para cada término, obteniendo un conjunto
infinito de ecuaciones acopladas para los coeficientes A, y el exponente de Floquet. Si se divide por
A, la ecuacidn anterior se puede reescribir

Y € (Any1 | A
1 7( ): ’
(U +inw)”+ +5 A + A 0

2 8(141 A—1)_
I i e B Y
w15 (G + ,

lo que nos da una ecuacion para determinar el exponente de Floquet. Para conseguirlo es necesario
obtener aproximaciones de los pardmetros A /Ao y A_; /Ay. Para ello se reescribe la ecuacién

Para n=0,

An+1

A, 2 )
L= [(u+inw)* +1] — A

A, €
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—1
A, 2 . 2 Ant
S 1] — .
. { 8[(u+mw) +1] A }

De esta forma el término A; /A estard determinado por A, /A que a su vez estard determinado por
A3 /A,y asi sucesivamente, buscando una convergencia para poder truncarlo ya que los términos son
infinitos. De la misma forma, para obtener A_; /Ao vemos que es funcién de los términos sucesivos.
De esta forma si truncamos en n = +1, se obtienen las siguientes fracciones

Ay

-1
y :{i[(u+iw)2+l]}

-1
A 2 :
A()——{g[(,u—za))z—i-l]} ,

y por tanto la primera aproximacion a los exponentes de Floquet quedaria asi:

1 1
(u+iw)2+1+(u—iw)2+1

2

2 £
1— 2
pil-

=0.

Si truncamos en n = +-2, harén falta los términos de Ay /A y A_, /A_| que se escriben a continuacién

Ay

-1
Al——{z[(uuiw)zﬂ]} :
-1
2 . €/2
Ao:_{8[(“+lw)2+1_(u+2ia))2+1}} ’
A 2 -
_2:—{8[01—21'(0)2“}} :

—1
A_ 2 _ /2
A(f:‘{g[W—l“’)z“—w_ziw)uJ} :

Siendo la segunda aproximacién para los exponentes de Floquet la siguiente expresion,

y por otro lado,

2

2 £
1— =
porl=

1 1
+ =0.
- 2 . 2
(M +i0P 41~ e W—WW+1—W§QHJ

A partir de estas ecuaciones y del método de Newton se puede obtener el valor de ut para cualquier
par de valores (m, €). Segtin el valor de la parte real de u se puede saber si es estable o inestable.

e R(u) >0 — Zonainestable
* R(u)=0 — Linea de separacion de las zonas estable e inestable.
e R(u) <0 — Zonaestable

Ecuacion de Mathieu candnica

Antes de seguir con el estudio tedrico vamos a introducir la ecuacién de Mathieu canénica, es decir,
tal y como suele presentarse en la literatura, a través de un cambio de variables en la escala de
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tiempo, siendo la nueva escala 2/Q llegando a la ecuacion recogida en Abramowitz & Stegun [7],
6 + (a—2gcos(2t))6 = 0.

El objetivo es tratar de verificar que nuestra forma de obtener los exponentes de Floquet (que no
es la habitual) es consistente con los resultados recogidos en esa referencia cldsica. Trabajando
esta ecuacion de la misma forma que la anterior, se puede conseguir la primera aproximacion a los
exponentes de Floquet,

1 1
(u+2i)2+aTL (u—2i)*+a

1 ta—g

siendo la segunda aproximacion

2

u-+a—gq

1 1
+ —0.
. 2 . 2
(M+21)2+a—m (H—2l)2+a—w_%)zﬂ,]

Como se puede observar, la ecuacion analizada es andloga a la del proyecto, y en la bibliografia [7] se
muestran las zonas de inestabilidad dependiendo de dichos pardmetros a y g, que en nuestro proyecto
serdn adimensionalizaciones de la frecuencia del soporte con la frecuencia natural del péndulo y
de la amplitud del movimiento del soporte respecto a la longitud del péndulo respectivamente. De
esta forma las lineas que se presentan a continuacién muestran las lineas de separacién de las zonas
estables e inestables de la ecuacion cldsica estudiada por Abramowitz & Stegun. Es importante
aclarar que tanto las lineas a como las b representan lo mismo, siendo simplemente las primeras el
limite superior y las segundas el limite inferior.

2

q
ai(q) = 1+q—5+0(613)

6]2 3
b1(q) =1—q—3+0(q )
2

5q
ax(q) =4+ 1 +0(q")

2

q 4
- =40
5 o)

2
a3(q) = b3(q) =9+ +%6 +0(q)

Forman un mapa de estabilidad como el de la figura 2.12. En €l se puede observar cémo de cada
modo en q=0 (que se observa que a es el cuadrado de un nimero entero), salen dos lineas distintas,
una a, y otra b,. Entre estas curvas la solucién de la ecuacion de Mathieu es inestable, y fuera de
ellas la solucidn es estable. Asi, podemos comprobar ciertas caracteristicas importantes que nos da
el gréfico:

by(q) =4

1. Aunque para nosotros no son relevantes desde el punto de vista experimental existen soluciones
matemadticas con a < 0.

2. Cuando vamos aumentando de modo, las lineas a, y b, tardan mds en separarse, quedando
una franja muy pequefia para valores de q bajos (que luego se demostrard que son los valores
entre los que nos vamos a mover experimentalmente).

3. Para valores pequefios de g, casi a cualquier frecuencia la solucién es estable, sin embargo
para valores grandes del mismo, casi siempre es inestable.
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a > ]
2.5 5.0 1.5‘-\\2:.0 12.5 15.0

Figura 2.12 a(q) de Abramowitz & Stegun [7].

Adaptacion de la ecuacién de Mathieu a nuestros parametros

Como se ha escrito al principio de esta seccién nuestro modelo matemaético del péndulo es el
siguiente,
a’e g Q’A
—+=(1 — ——cos(Qt))0 = 0.
Si realizamos el cambio de variables antes escrito para transformarla en la ecuacién de Mathieu
candnica, r = 2/Q 7, se obtiene el siguiente resultado,
d> O? , Q%A

ﬁ? + ((J)O — TCOS(zT))e = 0

Si se divide todo por Q? /4 se obtiene la siguiente ecuacion:

d’6 m\2 4A
i + (<ZQ> - lcos(2r)> 6 =0.

De este modo, se puede observar de una forma bastante clara los valores de a y q:

e a=(2ay/Q)*> — Elvalor de a es una adimensionalizacién entre la frecuencia natural y la
frecuencia con la que el shaker varia la aceleracion vertical del mismo.

* ¢=2A/l — Elvalorde qes una adimensionalizacién de la amplitud de la funcién que
introducimos en el shaker y la longitud del péndulo.

Una vez conocido esto, se puede crear un mapa de estabilidad como el mostrado en la figura
2.12 pero adaptado a nuestros pardimetros como se muestra en la figura 2.13. En nuestro mapa de
estabilidad vamos a presentar Q/@y(A/l) en vez de a(q) con idea de interpretar ficilmente los
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resultados en relacion al trabajo de laboratorio. De esta forma en los distintos modos en los que
vamos a buscar las inestabilidades primero vamos a hallar a(A/1), y tras ello se tendrd en cuenta
que la relacion Q /@y se halla de la siguiente forma:

)
@ Va

Para empezar vamos a observar qué pasa en el modo 1. Cuandoa=1yg=0

(2(00/9)2 =1 — Q=2uw.

Con partida en Q = 2@y la lineas de a; y a; son:

2 A 1/A\2

7 3 A 1/A\2
h=1-g-F+0)=1-27-5(7)
Como se puede observar cortamos en el término que se eleva al cuadrado, pues en principio
Al ~ 1072, Asi, tras comprobar matematicamente las diferencias apenas se notan incluso quitando
los términos de segundo orden, pero se mantienen por tener una mayor rigor.

Haciendo lo mismo para el modo 2 obtenemos que paraa =4y g =0, Q = @y, es decir, para
hallar el modo 2 hay que excitar con el shaker en frecuencia natural del péndulo. Las expresiones
ahora son:

5¢°

5 /7A\?
ax(q) :4+E+0(CI4) :4+§<7)

2
4T oy =4 LAY
ba(q) =4 T +0(g") =4-3(7)

Y por dltimo en el modo 3 tenemos que paraa =9y g =0, Q =2/3 @y. Siendo las dos ramas
practicamente iguales, cambiando solo a partir de los términos de tercer orden.
2
AN2
as(q) = bs(q) =9+ T +0(¢") =9+ (7)

Conclusiones sobre el mapa de estabilidad

Asi, a continuacion se presentan los distintos graficos obtenidos del nuevo mapa de estabilidad. De
este mapa se debe destacar los siguientes hechos:

* Como se puede observar en la figura 2.13, al dividir por la raiz cuadrada del valor de a, se
dan dos hechos importantes. Primero que para valores mayores de a, mds abajo estan en el
nuevo mapa de estabilidad, y segundo que de la misma forma que el orden de los valores se
invierten, también pasa con a, y by, pues en el nuevo mapa b, estd siempre encima de a,, (a,
es la linea continua y b, la linea discontinua)

* Las figuras 2.14, 2.15 y 2.17, estdn a una misma escala, con el objetivo de mostrar las
diferencias de margenes que se tienen para los valores de A// del entorno en el que se van a
trabajar. De hecho, en el modo 3 se ha incluido el término de orden 3, pero como se observa,
no se ven las dos lineas separadas pues practicamente son la misma, lo que complica mucho
poder hallar dichas inestabilidades en el laboratorio

* Las figuras 2.14, 2.16 y 2.18, se muestran a una escala en la que ocupen casi todo el mapa,
y se ve como las diferencias de margenes de unas a otras son muy grandes como se veia ya
en la figura 2.13. A pesar de la gran bajada sufrida en el modo 2, da la sensacién de que se
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podria encontrar en el laboratorio. Sin embargo, en el modo 3 se ratifica la dificultad pues
hay un margen de apenas milésimas

251 7

£ 45} ]
\:&J”

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
All

Figura 2.13 Mapa de estabilidad de nuestro problema.

2.2 T T T

215 N

2.05 | e -
O 2r = 1

w]?

1.95 g

1.85[ 7

1.8 1 | 1 | 1
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

All

Figura 2.14 Mapa de estabilidad modo 1.
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1.2 T T T T T

1T

1.05

C.l)”
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Figura 2.15 Mapa de estabilidad modo 2.

1.01 T T T T T
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Figura 2.16 Mapa de estabilidad modo 2 ampliado.
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Figura 2.17
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Mapa de estabilidad modo 3.
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Figura 2.18 Mapa de estabilidad modo 3 ampliado.

2.3.1 Resolucion por métodos matematicos

Tras el planteamiento del modelo matemético de nuestro péndulo linealizado se pudo ver de una
forma bastante clara que la ecuacién obtenida era del tipo de la ecuacién de Mathieu. Tras ello
se tratd de reproducir los resultados del capitulo 20 de Abramowitz, M. & Stegun [7] en el que se

analiza la ecuacion de Mathieu.

En la resolucién que se comenta encuentra las zonas de inestabilidades, de forma que para valores
pequefios de q podemos aproximar cada una de estas funciones mediante un desarrollo en serie de
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Taylor

a= a0+a1q+a2q2+a3q3 +...

Es decir, que forma un polinomio a partir de una serie de Taylor alrededor de gg = 0. Por tanto,
una vez hecho el proceso de fracciones continuadas visto anteriormente tocaba comprobar que
efectivamente esta forma de resolucién era correcta. Para ello se ha utilizado programacion en
MATHEMATICA, con la idea de comprobar que se cumplen nuestros resultados. El primer objetivo
marcado fue conseguir que nos diera los polinomios comentados anteriormente, para ello se utilizé
el siguiente programa (figura 2.19)

fla_, g , p_ l=pr2+a-qr2(1/((p+2I)22+a)+1/((p-2I)r2+a))

- 1 1
awpZaq +
a+(-2i+p)? a+(2i+y)°

Collect[Series[f[a0-alq+a2q”r2, q, -I], {9, ©, 2}], 9]

Figura 2.19 Programa para obtener serie de Taylor.

Este sencillo programa a pesar de que no nos da la solucién exacta, si nos devolvia un polinomio en
potencias de q. y para obtener nuestra solucidn, tenfamos que conseguir que todos los términos que
acompafiaban a dichas potencias fueran nulos. Los que nos otorgaba los dos primeros coeficientes
correctamente pero al hacer los primeros coeficientes nulos aparecian términos que nos impedian
averiguar los siguientes. Lo bueno de este método es que en ninglin momento nos dio un error de
un coeficiente, simplemente costaba mucho averiguar los coeficientes cuando se aumentaban los
grados, hasta llegar a expresiones muy complejas.

Para resolver este problema se propusieron una serie de cambios que se presentan a continuacién

* Como se puede observar en la figura 2.19 la expresién dada es la obtenida truncando en la
primera fraccion (se muestra en la seccion previa que es la misma). Uno de los primeros
cambios fue introducir expresiones con truncamientos més lejanos, pero la realidad es que
para los términos que estdbamos averiguando un truncamiento mayor no provocé ninguna
mejora a la hora de obtener los polinomios.

» Multiplicar por los términos que se anulaban en el denominador y asi evitar estos problemas
que tenfamos. Esta propuesta si fue mds eficaz, pero solo para un término mas, pues cada vez
que el término era de una potencia mayor tenia mas divisiones con denominadores que se
anulaban lo que provocaba mds necesidad de multiplicaciones. Esto no es problema a la hora
de programarlo pues es muy sencillo pero por cada producto nuevo en la funcién original
mads se complicaban las expresiones de los distintos términos llevando a hacer esta solucién
imposible de gestionar

A continuacién se muestra otro programa buscando mds valores de q y cémo se complica cuando
se aumenta el proceso de fracciones continuadas.

Tras no conseguir obtener los polinomios completos por este método se decidié cambiar la
perspectiva de conseguir los resultados directamente a comprobar que la solucién obtenida por
Abramowitz & Stegun [7] verificaba las ecuaciones. Se decidi6 utilizar el método de Newton
para comprobar las ecuaciones, y para ello usamos un tnico comando nuevo, FindRoot. Este
comando usa el método de Newton como se ha dicho antes para hallar las soluciones de cualquier
ecuacion algebraica. Tras probarlo para diferentes modos y en distintos valores de q se pudo ver
que efectivamente las soluciones ya encontradas de la ecuacién de Mathieu verificaba que nuestra
ecuacion y planteamientos eran correctos.
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fla_,q , 1=pr2+a=-qr2(1/((p+2I)*2+a=-q/((p+4I)"2+a))+1/((p=-2I)"2+a=-q/((p-4I)*2+a)))

a+u’-q? L % !
a+(=2dF+p)’— 9 as(2i+p)’-— 3

as(-aiem? as(ai4+p)?

Collect[Simplify[Series[f[l+alq+a2q”2, q, I], {q, ©, 6}1], gl

8 5 8 5 1 al+64a2)) . 1 . i
-8allal- q?4|a1- (al’-8a2)-8al|_+a2+ q° - _(-294912a1°a2-512al
1+8al 1+8al 8 (1+8al)? 192 (1+8al)?

(-1+2162a2) +1536al%a2 (119+512a2) +192a2 (1+520a2) +24al? (1+3048a2+122882a22) +al (1+10752a2+

1
3686422%) ) q'+——(-131072a1°4327682a1° (-1+13824a2%) +64a1” (-14+576a2+55296a27) +
36864 (1+8al)

2048 al* (-7-384a2+110592a22) +128a1% (-11-3072a2+331776a2%) +192 a2 (-1 -3 072 a2+ 786 432 a2%) +al

1

] a7 a q al” & al® 4 a + az2) -
1-6144 a2 +2 469 888 a2? 2 12058 624 al’ +27 262 976 a1® +98 304 al1® (57 +4 096 a2

"Torress (1+8al)”

4096 al® (-215-49 152 a2 +56 623 104 a2%) -2 560 al® (-31-12288a2+56 623 104 a2°) —-576al° (-7 -15360 a2+
62914560a2%) —8al? (-13- 76 800 a2 - 21 233 664 a2? +566 231 040 a2%) +al (1+19 968 a2 - 21 233 664 a22
+3340763136a2%) +192 (a2 -7 114752 a2 +1 207 959 552 a2*) ) ¢°

Figura 2.20 Programa para obtener serie de Taylor 2.

2.3.2 Anchura de la zona inestable segun Landau [8]

En este documento se detalla que alrededor del doble de la frecuencia natural se puede conseguir
un rango en el que el sistema se inestabiliza. Asi, para la siguiente ecuacién

%+ @d[1 +h cos(2ap + €)t]x = 0,

y buscando una solucién con la siguiente forma

1 1
x = a(t)cos(mn+ ES)Z +b(t)sin( @y + §£>t’

donde a(t) y b(t) son funciones que varian lento con el tiempo en relacién a las funciones trigono-
métricas. Sustituyendo este resultado en la ecuacién anterior se obtiene la siguiente ecuacion

1 1 . 1 1
—(2a+be+ Eha)ob)wosin(wo + ES)I +(2b—ag+ Eha)oa)a)ocos(wo + EE)Z =0.

Para que esto sea asi para cualquier tiempo t, los coeficientes que multiplican tanto al seno como al
coseno deben ser nulos. Por tanto se obtienen dos ecuaciones diferenciales lineales para a(t) y b(t).
Si se busca un solucién proporcional a e se obtendria la siguientes ecuaciones:

1 1
sa+ =(e+ zhawy)b=0

2 2
e~ Lnapya—sb =0
7 7 wo)a—sb =0,

y esto nos dé la siguiente ecuacién

1.1

2 2 2
= —[(zhwyb)” —€7].

5™ = 71(Ghend)” — 7]

Despejando se obtiene que la resonancia paramétrica ocurre en el rango alrededor de la frecuencia
2

1 1
—Zhay < €< —h
P10 < E< SN

Como se puede observar, el rango es proporcional a h, que es un término relacionado con la
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amplitud. Hay que aclarar que & < 1, por tanto el rango serd bastante pequefio. Tras esto, introduce
la friccién. Como hemos estudiado, el fendmeno de resonancia paramétrica se mantiene en presencia
de rozamiento, pero esta zona se estrecha. Este amortiguamiento provoca que la amplitud de las
oscilaciones se reduzca con el factor e~ %. Teniendo en cuenta que las oscilaciones aumentaban
la amplitud del orden de e ahora la amplificacién de las oscilaciones en resonancia paramétrica
serd del orden e~ Asi, el limite entre la regién estable e inestable se resolverd con la ecuacion
s — 0 = 0. Pasando al siguiente rango de inestabilidad:

1o\ 1\
— <ha)o> —48°<e< (2ha>0> — 462

2

Conclusiones sobre el amortiguamiento y la anchura de la region inestable

Una de las mayores diferencias entre un sistema con o sin amortiguamiento es que a las frecuencias
de los distintos modos (exactas), daba igual la amplitud que tuviera la vibracién porque siempre se
debia inestabilizar. Sin embargo como se puede observar en la figura 2.21, ahora para amplitudes
bajas no habrd ninguna frecuencia que permita que se inestabilice el sistema. Por otro lado, como se
puede observar en la figura mencionada anteriormente, 2.14, la regién en la que hay que buscar la
frecuencia del segundo modo es mucho més pequefia que en el modo 1, y que disminuye mds aun
con el amortiguamiento.
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Figura 2.21 Linea de separacion de zona estable e inestable con y sin amortiguamiento.



3 Estudio experimental

3.1 Montaje

3.1.1 Instrumentos para el experimento

El objetivo del experimento es demostrar que la descripcion tedrica del problema encontrada es
correcta. Para ello, el péndulo se ancla a dos puntos distintos del shaker, con la idea de que el
movimiento del péndulo se produzca Ginicamente en el plano perpendicular a la linea que une estos
dos puntos, evitando un movimiento en 3 dimensiones y ajustando el problema a lo planteado en el
modelo matemaético.

El shaker es el instrumento al que se ancla el péndulo y el que se mueve produciendo la gravedad
efectiva variable. Para ello se alimenta con una sefial sinusoidal, en la que los pardmetros son
un voltaje y una frecuencia. Estos pardmetros le llegan a través de un generador de ondas y un
amplificador. En el generador de ondas se configura sefial estableciendo estos dos pardmetros, de
los cuales el voltaje se multiplica al pasar por el amplificador.

A continuacién se describen los aparatos, mostrando sus caracteristicas y aspectos a considerar.

Shaker TIRAvib S51110

Como ya se ha comentado previamente el shaker es el instrumento que introduce la vibracion para
el cambio de la frecuencia natural del péndulo. Las caracteristicas técnicas mds relevantes son las
siguientes:

* Rango de frecuencias: 2Hz-7kHz
* Masa efectiva que se mueve: 230g
* Méxima tension admisible: 23V

* Maximo rango de movimientos: 13 mm

De estos datos hay dos fundamentales, el rango de frecuencias y el rango de movimiento. En primer
lugar el rango de frecuencias es importante porque como se mostrard entre el estudio de vibracién
libre y en nuestro desarrollo tedrico las frecuencias son del orden de la unidad, y los primeros dos
modos son el doble de dicha frecuencia y la misma frecuencia de vibracidn, por tanto si se quiere
encontrar dichos modos en el rango disponible del shaker habra unas condiciones especificas de
longitud (bastante cortas para encontrar las dos primeras inestabilidades). El segundo gran limite se
encuentra en el rango de amplitudes, que es el segundo pardmetro a controlar del experimento, que
no puede sobrepasar tampoco el maximo rango de movimientos del shaker, lo que nos limitara el
nimero adimensional g, como mas adelante veremos.

25
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Figura 3.1 Montaje del shaker.

Amplificador TIRA modelo BAA 120

El amplificador no supone un problema en ninguno de los casos para el desarrollo del proyecto,
lo Gnico que fue un problema al principio es que no tiene posiciones fijas para amplificar, no hay
doble, triple, etc. De esta forma, el lugar donde situdbamos el grado de amplificacién era continuo,
y no podiamos estar seguros de usar siempre el amplificador con las mismas caracteristicas. Para
resolverlo se puso un tope en un punto concreto, de tal forma que al encenderlo moviamos la rueda
que nos daba el factor de amplificacién hasta el punto donde el tope no permitia un giro mayor, y
ese fue nuestro punto de referencia. De esta forma, la amplitud de la sefial que alimenta al shaker de
control6 exclusivamente con el generador de funciones.

Generador de ondas Agilent 33500B Series

El generador de ondas, al igual que el amplificador, no genera ningtin problema a la hora de realizar
el experimento. Se puede conseguir cualquier frecuencia con una precision de 1mHz y se puede
poner voltajes que cubren todo el rango del experimento también con precisién de 10mV.

Apoyo de la camara

Por dltimo, ajeno al movimiento del péndulo pero muy necesario para la realizacién del proyecto
y el andlisis de los resultados esta la torre donde se apoya la cdmara (figura 3.5). Como se puede
observar situamos una torre atornillada a la mesa en una posicién en la que el péndulo oscila de
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Figura 3.2 Shaker.

Powsr Amplifier Typs BAA 120

ONORC

Figura 3.3 Amplificador.

forma perpendicular al objetivo de la cdmara como es deseable. Por otro lado, como se puede
ver en la imagen, a la torre le pusimos una base que se podia ajustar a la altura que quisiéramos
segun se hiciera las pruebas para un péndulo més largo o més corto, siendo el objetivo que quedara
aproximadamente a la altura de la bola. Asi, para acabar con las partes importantes del apoyo
tenemos que la base es mdvil en la misma direccién de las oscilaciones. Esto se considerd asi
para poder ajustar de una manera mds exacta la alineacion entre el plano que forman los hilos y el
objetivo de la camara.

Al final, a la hora de la experimentacion, el lugar donde se atornill6 la base y el lugar donde
se situaba en el plano horizontal qued6 totalmente definido desde el primer momento ya que el
plano de los hilos siempre iba a ser el mismo aunque cambiara su longitud, sin embargo la altura
del apoyo si que ha sido diferente para los casos bajo estudio y ha sido el tinico cambio que se ha
producido en el apoyo a lo largo de la experimentacion.



28

Capitulo 3. Estudio experimental
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Figura 3.4 Generador de ondas.

Figura 3.5 Apoyo para la cimara.

3.2 Experimentacion en vibracion libre

De forma previa a vibrar el soporte y comprobar si la solucién es correcta hacfa falta obtener las
caracteristicas de nuestro péndulo en vibracidn libre. Es decir, se deja que el péndulo esté balanceando
sin una fuerza externa ni cambios de pardmetros. De esta forma se obtiene tanto el amortiguamiento
como la frecuencia natural. Este experimento se realiza para distintas longitudes del péndulo, y se
muestra al final las graficas de cémo varia para distintas longitudes tanto con los resultados de forma
discreta como con una interpolacion para saber cuales son los resultados para cualquier longitud
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Tabla 3.1 Frecuencias naturales.

Longitud (mm) H Periodo (s) ‘ Frecuencia (Hz) ‘  (rad/s) ‘

231.5 0.9647 1.0366 6.513
2512 1.0034 0.9966 6.262
268.2 1.0382 0.9632 6.052
292.1 1.0831 0.9233 5.801
305.6 L1111 0.90 5.654

intermedia. Por otro lado también se concluye que si el amortiguamiento es suficientemente grande
como para variar la frecuencia de oscilacidn respecto a la natural apreciablemente.

Lo primero que se necesit6 fue hallar de una forma precisa la longitud del péndulo. Para ello se
hizo en varios pasos

1. Se quité el péndulo y se elevé un elemento que estd conectado al shaker y puede medirse su
posicion vertical hasta que tocara ligeramente el shaker (h). Este elemento que sube y baja con
un mecanismo muy sencillo se va a denominar a partir de aqui como soporte de medicién.

2. Se baja el soporte de medicion hasta abajo del todo.
3. Se sitda el péndulo, enganchado por los dos tornillos a una longitud por determinar

4. Se eleva el soporte de medicion hasta que roce el péndulo y se vuelve a tomar la medida del
mismo (h’).

5. La longitud del péndulo aproximadaes [ =h—H'.

6. Se le resta una cantidad constante a cada uno, que serd aproximadamente el radio de la esfera,
pues es donde se retine casi toda la masa (despreciando la masa del hilo) y por tanto asi se
obtendria el centro de gravedad del péndulo

De esta forma obtuvimos datos para 5 longitudes de péndulos con los que se buscaba conseguir
tanto la frecuencia natural como el amortiguamiento.

3.2.1 Frecuencia natural wy

Como se muestra en el capitulo de teoria de vibraciones, la frecuencia natural se define de la

siguiente manera:
k
o = —.
m

Para hallar la frecuencia natural simplemente hay que dejar que oscile libremente y hallar el periodo
de oscilacion. Para que el dato fuera mas fiable ya que no teniamos cdmaras de alta velocidad se
cogen varios periodos (en concreto 10) para calcular el tiempo que tarda en realizarlas. Lo que se
consigue es dividir el error del periodo entre ese ntimero de oscilaciones completas, siendo el dato
obtenido finalmente mucho mas fiable. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 4.1.

En la figura 3.7 unas cruces azules muestran las frecuencias naturales del péndulo recogidas
experimentalmente. Mientras que la linea verde muestra la siguiente ecuacién

[ e
=1/ Tooor

Como se puede observar es la formula para hallar la frecuencia natural de un péndulo donde g es la
gravedad, 1 es la longitud entre el anclaje del péndulo y el centro de gravedad del mismo, y el factor
1000 sirve para cambiar de mm a m. Para este caso se ha tomado una gravedad de 9.8m/ 52
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Figura 3.6 Regla acoplada al shaker para tomar medidas.

3.2.2 Amortiguamiento

Para comenzar con el estudio el primer pardmetro que conseguimos fue el amortiguamiento. Se
utiliza el método del decremento logaritmico [1], que se basa en medir el ratio de caida de las
oscilaciones a lo largo del tiempo. La solucién general de una vibracién amortiguada es,

x=Xe ™ sin(\/1—E2ayt + ¢),

donde ¢ es la fase inicial de la oscilacién y la X la amplitud inicial del movimiento. El decremento
logaritmico &, sirve para hallar cémo varia las oscilaciones de una a otra en amplitud,

5 I Xe ™ sin(\/1—E2apt + ¢)

dec = IN— = 1IN )

T Xe St sin(\/T— E2a(t 4+ 14) + 0)

donde x; y x, es el valor de la amplitud en dos oscilaciones consecutivas, y 7, es el periodo de

oscilacion natural del péndulo. Como el valor del seno no varfa al pasar de un periodo a otro, dze¢
tiene la siguiente expresion:

Xe_éwot

— I 5T —
nXe*é“)O(tJFTd) = Ine =Sy

Sdec =1
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Figura 3.7 Frecuencia natural en funcién de la longitud del péndulo.

Asi, 8,0 N0 es un pardmetro que esté en las ecuaciones que se han estudiado en el capitulo 2. Pero
si estd & que se relaciona facilmente con nuestro d,,. ya encontrado. En la grafica 3.8 tenemos dos
lineas, la linea recta y roja es una aproximacion y tiene como ecuacién 6 = 27, r,x. Mientras que
la azul a tramos es la real y tiene la siguiente ecuacion

(Sdec = ﬂ

g
Para el rango de amortiguacion en el que nos movemos, con la aproximacion es suficiente. Sin
embargo, llegado al punto en el que estamos, sabiendo como calcular el amortiguamiento se explica
el porque de la dificultad que entrafia este proceso en este proyecto en concreto. Como ha sido
explicado previamente, para obtener el amortiguamiento, se tiene que dividir la amplitud de dos
oscilaciones consecutivas, pero al no tener una cimara de alta velocidad solo podemos dividir entre
las amplitudes médximas que capta la cdmara, no es la real (aunque si bastante préxima). Por otro
lado, al igual que en el método usado en el célculo de la frecuencia natural, se pueden obtener las
amplitudes de oscilaciones no consecutivas, y adaptar la férmula obteniendo la siguiente

que con nuestros resultados nos da un valor de & .. = 8.22 1073, De este modo al obtener & conla

férmula aproximada
5dec = 2ﬂ:éapmx — é =0.0013.

Como se puede observar, el valor de & es muy bajo, aproximadamente 3 6rdenes de magnitud menor
a la unidad, lo que provoca que la aproximacion sea correcta.

Sin embargo, a continuacién se van a mostrar los motivos por lo que los cdlculos no son fiables
(no es que los 6rdenes no sean correctos, que lo son, pero no son demasiado exactos mads alla de
que el orden de magnitud siempre oscila en ese rango).
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 3.8 Hallar £ en funcién de &y,..

* En primer lugar, se considera que los fotogramas obtenidos no son realmente aquellos en los
que se alcanza la amplitud maxima, sino una posicién muy cercana, pero con una camara de
mayor resolucién temporal seria mas preciso.

* Al hacer las grabaciones la cimara esta centrada de tal forma que el hilo, que forma un plano
perpendicular, este alineado con el objetivo de la cdmara, como se puede observar en la
imagen 3.9. Esto provoca que haya una deformacién angular cuando estd en amplitud maxima.
Al ser pequeiias oscilaciones y no salirse mucho del centro de la imagen no genera un gran
problema, pero si es uno afiadido.

» La consecucion de estos problemas ha provocado que al calcular los diferentes coeficientes
de amortiguamiento todos salgan del orden de magnitud previamente dicho pero no siguen
un patrén, sino que oscilan alrededor de 1073,

Tanto en el experimento de vibracién libre como experimentando con el shaker se intentd usar un
tratamiento de imdgenes para conseguir una mayor precisién pero al no tener un fondo uniforme no
fue posible.

3.3 Experimento con shaker

3.3.1 Amplitud de vibracion del shaker como funcién de la amplitud y frecuencia de la sefal de
alimentacion.

Como se ha escrito previamente el experimento esta formado por un generador de ondas y un
amplificador que introducen una sefial en el shaker del tipo
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Figura 3.9 Centrado cdmara.

V(t) = A cos(ot).

La plataforma del shaker donde se ancla el péndulo describe un movimiento vertical también

sinusoidal, cuyos parametros (amplitud y frecuencia) se relacionan con los de esta sefial de tension.

La idea es hacer un mapa biparamétrico interpolado a partir de ciertos datos. Para ello se ha estudiado
la en una posicidn fija del amplificador cudl es la amplitud que produce el shaker para un voltaje y
una frecuencia dada. El ajuste biparamétrico constituird el calibrado que permite traducir la amplitud
y frecuencia del voltaje de alimentacion del shaker en amplitud y frecuencia de su desplazamiento
vertical. De estos dos pardmetros resultantes, la frecuencia coincide con la de la alimentacidn, pero
la amplitud depende de manera no trivial de ambos.

La primera idea fue ensayar una ley del tipo

A=kVrm,

siendo k una constante a calcular. Evidentemente, por los mismos problemas que teniamos antes en
experimentacién con vibracién libre lo tenemos aqui, ya que es muy complicado conseguir mediante
imdgenes averiguar cual es la amplitud de cada prueba.

Como solucidn a este problema utilizamos un deformimetro como el que se puede observar en la
figura 3.10. La idea para poder llevar a cabo esta parte experimental fue la siguiente:

1. Para comenzar se sube el deformimetro gracias al soporte usado en la medicién y a un apoyo
hasta que toca el shaker. Este instrumento tiene una sensibilidad de aproximadamente 0.01mm
por lo que el contacto se nota instantdneamente.

2. Tras ello se baja 0.5mm la posicién del deformimetro y se comienza a utilizar el shaker. Para
una frecuencia dada, que se estudia entre los 2Hz (frecuencia minima de vibracién del shaker)
hasta los 10 Hz, se comienza por el valor minimo de voltaje a usar, que en nuestro caso es de
100mV (voltaje con el que a ninguna frecuencia fijada llega a tocar el deformimetro).
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Figura 3.10 Deformimetro.

Tabla 3.2 Valor Vpp en funcién de la amplitud y la frecuencia.

Vpp (mV) Frecuencias (Hz)
Amplitud (mm) || 2.000 | 3.000 | 4.000 | 5.000 | 6.000 | 7.000 | 8.000 | 9.000 | 10.000
0.50 1470 | 1480 | 1480 | 1490 | 1500 | 1550 | 1570 | 1580 | 1600
1.00 2970 | 2990 | 2990 | 2990 | 3020 | 3100 | 3140 | 3160 | 3220
1.50 4520 | 4560 | 4590 | 4610 | 4670 | 4680 | 4730 | 4740 | 4790

3. Para una frecuencia de 2 Hz, se sube de 100mV en 100mV hasta que entre en contacto
con el deformimetro. Una vez que lo toque, la aguja se empezard a mover muy levemente y
asignaremos ese voltaje a una deformacion de 0.5 mm, con mucha precision.

4. Tras conseguir el contacto se vuelve al voltaje previo a tocar el deformimetro y se avanza de
10mV en 10mV hasta que vuelve a tocar, de esta forma se puede conseguir cada voltaje con
una precision de una centésima de voltio.

5. Una vez hecho esto para cada frecuencia se sube la amplitud 0.5 mm mas y se repite el proceso.
Esto se hizo hasta los 2mm, aunque se puede continuar ampliando mds los margenes de
amplitud.

A continuacion se muestra tanto la tabla de datos 3.2, obtenidos como las conclusiones de esta
seccion.

* El exponente del voltaje resulto ser n=1, es decir, la amplitud es proporcional al voltaje. Como
se muestra en la tabla, los valores al aumentar la amplitud aumentan en voltaje con el mismo
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Figura 3.11 Montaje con deformimetro.

factor. A pesar de que los resultados no son exactos, si se ve con facilidad que la amplitud y
el voltaje son directamente proporcionales.

El exponente de la frecuencia m es desconocido, no se ha encontrado una ley funcional
que nos diga cémo varia, lo que provoca que tampoco se pueda encontrar k. La realidad

es que crece con el aumento de la frecuencia pero no es de forma regular ni consistente.

Como alternativa, podemos estimar con cierta precision la correspondencia entre voltajes y
amplitudes de oscilacion, para una frecuencia dada, mediante una interpolacion a partir de
los datos de la tabla 3.2.

Las amplitudes necesarias para el proyecto son bastante altas, alcanzdndose los 6.5 mm de
amplitud, pero como el trabajo se ha hecho en funcién del voltaje en vez de la amplitud no ha
sido necesario llegar a esas cotas, sino que se ha hecho en funcién del voltaje. Este dato sera
necesario para obtener las curvas de separacién de la zona estable e inestable s — § en los
experimentos futuros.

Las frecuencias de trabajo llegan a los 4 Hz como mucho para péndulos de pequefia longitud. Y
apenas a 2 Hz en las de gran longitud, por tanto ampliar mds el espectro para este experimento
en concreto no es necesario aunque se ha hecho para que el rango de datos fuera suficiente.

Entre las posibles soluciones estd encontrar un shaker que permita frecuencias de trabajo
mads bajas y asi el estudio de modos mayores o cambiar el péndulo para que las frecuencias
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de los modos sean mas altas.
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Figura 3.12 Voltaje pico pico - Vpp(A,f).
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Figura 3.13 Voltaje pico pico - Vpp(f).
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Figura 3.14 Voltaje pico pico - Vpp(A).

3.3.2 Estudio de modos de inestabilidad
Para comenzar se van a mostrar los casos de dos péndulos distintos, con dos longitudes distintas en

los que se han basado esta seccion (figuras 3.15 y 3.16). De esta manera tenemos dos péndulos

Figura 3.15 Péndulo de longitud larga.
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Figura 3.16 Péndulo de longitud corta.

Tabla 3.3 Frecuencias tedricas de modos de vibracion.

Frecuencia natural (Hz) || Modo 1 (Hz) | Modo 2 (Hz) | Modo 3 (Hz) |

1.025 2.05 1.025 0.683
2.01 4.02 2.01 1.34

con diferentes frecuencias naturales. A continuacion se muestra la tabla con las frecuencias de los
distintos modos.

A la vista de la tabla 3.3 se puede comprobar que en los péndulos de longitud grande solo se
puede encontrar las zonas de inestabilidad del modo 1, pues el modo 2 tiene una frecuencia en la
que el shaker no puede trabajar. Por ello se muestra también el péndulo de longitud corta, que tiene
una frecuencia natural de 2.01 Hz (frecuencia que coincide con la del modo 2) estando al limite
para la busqueda de este segundo modo.

Por supuesto, no es necesario comentar que el modo 3 y los siguientes no se incluyen en el
trabajo pues no entran en rango, ademds de ser zonas muy estrechas seglin nuestro mapa de
inestabilidades por lo que seria practicamente imposible incluso si el shaker nos permitiera alcanzar
dichas frecuencias.

Tras aclarar que la bisqueda de los modos de estabilidad se centran en los dos primeros se muestra
a continuacion los pasos seguidos en el experimento.

1. Colocacidn del péndulo. Se fija el péndulo en una posicién adecuada, cuidando que la longitud
esté dentro de los pardmetros buscados y que queden alineados los puntos de anclaje.
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2. Estudio de la frecuencia natural. Como se ha mostrado en el capitulo de experimentacion en
vibracion libre se estudia su frecuencia natural comprobando si es la idonea para la realizacién
del experimento.

3. Seregistra el dato de la frecuencia natural y se calcula la frecuencia de los dos primeros modos
de acuerdo con nuestro mapa adaptado de Mathieu, en los puntos de corte con el eje vertical.

4. Se estudia el primer modo de vibracion. En concreto se hace un barrido desde la frecuen-
cia del modo bajo estudio con la mayor amplitud posible, reduciéndose hasta que deje de
inestabilizarse. Esto equivale a moverse hacia el eje vertical en el mapa siguiendo una linea
horizontal.

5. Volviendo a la frecuencia del modo 1y a la amplitud maxima se hace un barrido en frecuencias
para observar cual es el rango de frecuencias en el que se mantiene en zona inestable. Esto
equivale a moverse casi verticalmente en el mapa, explorando la anchura de la zona inestable.
No es una linea estrictamente vertical porque la amplitud de la perturbacién depende de la
frecuencia a través de la expresién QA /I

6. Anotar otras caracteristicas y propiedades del primer modo.

7. Bisqueda de la inestabilidad en el modo 2 si la frecuencia a la que necesita el péndulo entra
en el rango del shaker, es decir, solo para péndulos de longitud corta.

Antes de mostrar los resultados es conveniente aclarar qué se ha considerado como limite para
interpretar que el péndulo es inestable. Este limite estd en observar un incremento apreciable en la
amplitud de las oscilaciones del péndulo en un tiempo base de 5 minutos. En caso de dudas se ha
llegado a dejar 10 minutos.

Estudio del péndulo de gran longitud

Como ya se ha comentado en esta seccion se va a hacer el estudio del péndulo de frecuencia 1.025
Hz. Al ser el péndulo de longitud larga el estudio va a ser exclusivo del primer modo de inestabilidad,
puesto que estamos fuera del rango de funcionamiento del shaker.

- Voltaje minimo de inestabilidad

Como se describié en la seccién 3.2.4, aunque en ausencia de rozamiento, con una amplitud
infinitesimal se deberia inestabilizar el péndulo,la realidad es que todo sistema realmente tiene
algtin tipo de rozamiento que impide que esto pase. Por ello es necesario encontrar la amplitud
minima que vence a dicho rozamiento, como se podia observar en la figura 2.21. Para ello el estudio
empezd con un voltaje de 9V que se fue reduciendo 0.5V cada vez. En las primeras pruebas no
fue necesario alcanzar los 5 minutos pues la inestabilidad llegaba muy pronto y se podia observar
perfectamente. Se continué bajando hasta que con 4.5V no llegaba a inestabilizarse. Una vez llegado
a este momento se volvié a los 5V para reducir de 50 mV en 50mV, obteniendo que limite se
encontrabaen4.70 V.

- Rango de frecuencias con voltaje maximo

En este punto se ha hecho un estudio para el voltaje inicial (9V) y a partir de la frecuencia del modo
(2.05 Hz) y se ha elevado y disminuido la frecuencia de vibracion. Al hacer el estudio se consiguié
observar que el rango de frecuencias admisible era 2.02-2.07 Hz.

Como se puede observar el rango es muy pequefio. Al maximo voltaje en estudio apenas hay
50 mHz entre el limite superior y el inferior. De esta parte del experimento se han sacado dos
conclusiones.
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* El rango de frecuencias no estd centrado en la frecuencia del modo 1, lo que hace pensar que
realmente la frecuencia natural sea algo distinta. Si el rango es exacto la frecuencia natural
deberia ser 1.0225 Hz. Al final aunque no sea exacto si que se comprueba que el método
usado tiene un error muy pequeflo, segln esta estimacion seria de apenas 2,5 mHz.

* Por otro lado es muy destacable que el rango de frecuencias sea tan pequefio, esto se debe a
que los valores del parametro g apenas alcanza valores de 0.03 (la amplitud del movimiento
se estima de 1.3 cm que es el rango mdximo de movimiento del shaker frente a los aproxima-
damente 30 cm que se ha estudiado que tiene el péndulo largo). Si se relaciona este dato con
las imdgenes 2.13, 2.15 y 2.16, el rango de frecuencias en el segundo modo disminuye entre
5y 10 veces el mismo, por tanto el rango se quedaria en apenas 10 mHz.

Segun lo visto en la seccidn 2.3.2, el margen arriba y abajo de la frecuencia 2@y es € donde este

toma el siguiente valor,
1 2
€= <2ha)o> —462.

Tomando el valor de & encontrado en el apartado "Estimacion de 6 y s", se hacen los célculos de €.
Para ello se toma como longitud de péndulo 22 cm, obteniéndolo de la ecuacién de la figura 3.7.
Por otro lado, extrapolando de la tabla 3.2, la amplitud del movimiento del soporte es de 3 mm
cuando se llega a un voltaje V,, = 9V.

A
nead_4 3mm

— =0.0545.
l 220mm 0.0545

Por tanto,

1
€= \/(2 0.0545 1.0225)2 —40.1112=0.017 Hz = 17 mHz

Asi, los resultados del valor de € para la parte tedrica y para la experimental son:

¢ Estudio tedrico: & = 17 mHz

* Estudio experimental: & = 25 mHz

Como se puede observar, a pesar de no ser el mismo rango exactamente la estimacién es muy
parecida, sabiendo que ninguna de las dos soluciones son exactas.

- Variacidn de los tiempos de inestabilizacion

Si estamos en una posicidn centrada de la zona de inestabilidad la desestabilizacion se producirad
mads rapido, y seglin nos vayamos acercando a los limites que separan la zona de estabilidad de la
de inestabilidad se ird ralentizando, de forma que la curva vista en la figura 3.17 serfa aquella en la
que nunca se inestabilizaria pero tampoco decaerian las amplitudes.

Este hecho se da porque la solucién periddica estd multiplicada por el factor e " donde s es un
pardmetro dependiente de la frecuencia y la amplitud del shaker y O es un pardmetro dependiente
de la friccién. Asi, cuanto mds nos acercamos a la linea que separa la zona de estabilidad de la de
inestabilidad mds pequefio se hace la exponencial y més lento crece, y cuanto mas se aleja mds
rdpido pasa.

Evidentemente, y aunque no es el objetivo principal de este punto, estd claro que si s < 6 estamos
en la zona de estabilidad, y si s = § obtenemos la linea que separa las dos regiones.

Como se puede observar en las imagenes 3.18, 3.19, 3.20 y 3.21, a mismos tiempos de experi-
mentacion, la amplitud es mucho mayor para las frecuencias del centro del rango que para las de las
zonas extremas, siendo las condiciones iniciales las mismas.

(s—9)
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Figura 3.17 Zona estable e inestable con amortiguamiento.

Figura 3.18 Amplitud con frecuencia 2.02 Hz a los 70 s.

- Saturacién por no linealidad

La saturacién por no linealidad es un fendmeno que se produce cuando las amplitudes de oscilacion
son grandes. El modelo se basa en linealizar la ecuacién del péndulo, de acuerdo con la sustitucion

i+ ofsin(x) =0 — i+ ofx = 0.
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Figura 3.19 Amplitud con frecuencia 2.04 Hz a los 70 s.

Figura 3.20 Amplitud con frecuencia 2.05 Hz a los 70 s.

Asi, la solucién de la segunda ecuacion solo es védlida cuando las oscilaciones tienen un dngulo
pequeno.

La consecuencia de este hecho es que nuestra solucién va a ser suficientemente aproximada para
pequeiias oscilaciones, pero cuando estas aumentan se satura y la solucion deja de ser valida, lo que
provoca una caida de la amplitud de la misma. Ademads, se ha observado que cuando las amplitudes
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Figura 3.21 Amplitud con frecuencia 2.07 Hz a los 70s.

caen lo suficiente y vuelven a estar en un rango aceptable de nuestra hipétesis, vuelve a conseguir
ampliar dichas oscilaciones hasta que se vuelve a saturar, convirtiéndose en un proceso ciclico. Este
hecho es particular, pues no se ha dado en todas las ocasiones, ya que también se ha dado que al
saturarse mantenga una amplitud aproximadamente constante. Estos hechos ponen de manifiesto
que la dindmica no lineal es muy rica. De hecho, los andlisis te6ricos y numéricos que se pueden
consultar en la literatura relativos al péndulo paramétrico ponen de manifiesto que este sistema
puede mostrar un comportamiento cadtico [11].

El fenémeno de saturacién se da cuando s — & > 0, es decir, en la zona de inestabilidad. Cuanto
mayor sea esa diferencia (mas en el centro estd de la zona de inestabilidad), mayor es la amplitud
que se alcanza en la saturacion.

- Estimacién de 6 y s

En esta dltima caracteristica del péndulo se muestra el método para hallar tanto 6 como s. Una
vez visto en la seccion 2.3.4, en el apartado de Landau [8], se puede observar que el péndulo en
vibracién libre es una solucién periddica con un decremento de la amplitud al estar multiplicado el
factor de decaimiento exponencial ¢~% . De la misma forma, al afiadirle la oscilacién del soporte, la
solucién periédica se multiplica por =9 Paras > § el soporte provoca un movimiento inestable
en el péndulo. Para comenzar se muestra cémo hallar §:

1. Se deja vibrar el péndulo libremente y se graba un video de alta velocidad.

2. Se usan dos fotogramas cuando el péndulo esta en su posicién mds alejada con n oscilaciones
en medio y la variacién de tiempo entre ambos A ¢.

3. Se halla la amplitud del movimiento en los dos fotogramas xj, xp.

4. Se halla o con el siguiente célculo

X2

X1 _
A _e SAt

Como se puede observar, el valor de § de este experimento se obtiene considerando x; el primer
valor de la tabla 3.4 y x; el dltimo. Asi, el resto de datos experimentales aunque no coinciden
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Tabla 3.4 Valores del decremento de amplitud en vibracién libre.

| t(s) | Amplitud (mm) |

7.466 60
17.800 50
28.133 44
38.500 40
48.833 36
log(A) (ud)
4.1 —F
———— Ajuste lineal
+  Datos experimentales
4 = -
3.9r- 4 J
38+ + ~
37 7
36 I ~ +_
3.5 ' ' ' ; ; ;
5 10 15 20 25 30 35 40 45

50

Figura 3.22 Datos experimentales de la vibracion libre y su interpolacién (escala logaritmica). Error

R> = 0.9837.

si mantienen la tendencia prevista. Evidentemente con una cdmara con una velocidad mayor, los
datos experimentales se parecerian mds atin al ajuste. Por dltimo, aclarar que el valor obtenido del
amortiguamiento para este experimento en concreto es 6 =~ 0.0111, y serd el valor minimo a partir

del que s provocaria la inestabilidad en el péndulo.

Por otro lado, con un método similar al previo se halla el valor de s — 6 para un valor de frecuencia
y amplitud determinado. En este caso se utiliza el maximo voltaje en uso comentado antes (9 V) y
la frecuencia aproximadamente central del rango (2.05 Hz). El método para obtener el valor es el

siguiente:

1. Se deja el péndulo practicamente parado

2. Se usan dos fotogramas cuando el péndulo esta en su posicién mds alejada con n oscilaciones
en medio y la variacién de tiempo entre ambos A ¢.

3. Se halla la amplitud del movimiento en los dos fotogramas x1, x;.

4. Se halla s — 6 con el siguiente cdlculo

X1
X2
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Tabla 3.5 Valores del incremento de amplitud en inestabilidad paramétrica.

’ t(s) ‘Amplitud (mm)‘

8.400 5.5
18.166 7.2
27.933 9.7
37.766 12.0
47.566 16.0
57.433 21.5
67.233 30.0
72.133 34.0
77.033 41.0
81.966 50.5
86.766 62.0
In(A) (ud)
4.5
+  Datos experimentales +
47 - =~ Ajuste lineal Jo7 ]
/’*7/
3-5 = //_F/_ﬁ
3 L B - ~ {F
~F
2571 ///‘l’/
/_‘5/
2 /—1-—//
/j://
15
1 I I 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

{(s)

Figura 3.23 Datos experimentales de la inestabilidad paramétrica y su interpolacion (escala logarit-
mica). Error R? = 0.9951.

En realidad para este caso haria falta varios puntos para comprobar la tendencia y la posible
saturacion pasado cierto tiempo que le alejaria del comportamiento exponencial, pues evidentemente
no puede crecer de forma indefinida. Como se puede observar tanto en la tabla 3.5 como en la figura
3.23, en el video bajo andlisis se capta la zona creciente tnicamente sin llegar a la saturacion. Tras
seguir los pasos comentados previamente se concluye que el valor buscado es s — 0 ~ 0.0301, que
es el valor con el que se ha interpolado en la figura 3.23.

Estudio del péndulo de pequefa longitud

Como se ha comentado previamente, el péndulo de pequeia longitud se ha utilizado en experimenta-
cion con el objetivo de obtener la inestabilidad en el segundo modo, por lo tanto no se van a repetir
los datos y caracteristicas dadas en el péndulo de gran longitud sino las diferencias. En el estudio del
primer modo de inestabilidad cabe destacar que para los valores de la frecuencia exacta del modo
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(4.02 Hz), apenas se llega a notar la saturacién por no linealidad, llegando a tocar la estructura que
soporta el shaker. No es que no exista problemas por linealizacién, sino que al reducir la longitud
del péndulo (aproximadamente la mitad) a pesar de que la amplitud es la misma el valor de g se
multiplica por 4 para el mismo rango de amplitud del shaker. Al ser mayor el valor de g, también es
mayor el valor del coeficiente de la exponencial de la inestabilidad, siendo suficiente para que pueda
moverse en todo el rango de movimiento posible. El resto observaciones hechas para el péndulo de
gran longitud se puede obtener una analogia exacta para este péndulo.

En el segundo modo, que es el propdsito principal de hacer un experimento con el péndulo
tan corto no ha sido posible encontrar un punto para obtener la inestabilidad. Con el valor de la
frecuencia natural y el voltaje al maximo no es posible conseguir que se inestabilice. Por si fuera
un problema del cédlculo de la frecuencia natural se hizo un barrido desde 30 mHz antes a 30mHz
después con un intervalo de SmHz entre cada uno y aun asi fue imposible hallar un punto de
inestabilidad. La conclusién que se puede obtener en este caso es que s < § para el punto en el que
§ €S mayor.
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Conclusiones

El proyecto ha sido un reto tanto teérico, como practico y computacional. A lo largo del mismo se
han conseguido logros que se resumen a continuacion:

Se ha obtenido a partir de una formulacion lagrangiana la ecuacién que gobierna el movimiento
de un péndulo paramétrico, asi como su versién linealizada.

Se ha identificado dicha ecuacién como la de Mathieu. De acuerdo con la teoria de Floquet
para ecuaciones lineales con coeficientes periddicos, hemos propuesto una solucién que es
producto de una exponencial por una funcién con la periodicidad de los coeficientes de la
ecuacion. Finalmente hemos implementado un algoritmo, basado en fracciones continuadas,
que permite obtener el exponente de Floquet, que permite discriminar los estados estables de
los inestables.

Se ha verificado el algoritmo comprobando que se obtienen las curvas de estabilidad marginal
descritas en la literatura [7].

Se ha realizado un montaje experimental del péndulo paramétrico para observar las inestabi-
lidades mediante videos, incluyendo un estudio de las oscilaciones libres y una calibracién
del movimiento vertical del soporte.

Se ha identificado el rango experimental de frecuencias que da lugar a inestabilidad con el
rango tedrico correspondiente a la frecuencia doble a la natural.

Se han realizado observaciones cualitativas de distintos regimenes saturados de oscilaciones
no lineales.

Tras cerrar el proyecto se dejan distintas lineas de trabajo para poder continuar avanzando en el
mismo. Como se puede observar, estas lineas futuras de trabajo se han comentado a lo largo del
proyecto, junto a otras, aunque ahora se da una visién pensando en un futuro proyecto y como se
podrian plantear estos dos estudios.

4.1

4141

Lineas de trabajo futuras

Estudio de saturacion no lineal

Este estudio, en comparacion con el resto, probablemente sea el menos trabajado, ya que hasta que
no se produjo no habia estado bajo estudio. La idea para seguir por esta linea de trabajo serian las
siguientes

L]

Estudio tedrico de la ecuacidn con el objetivo de resolverla. Este punto es muy complicado
porque uno de los motivos para hacer la linealizacion era no saber como resolver esta ecuacion.

47
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* Estudio computacional de la ecuacion. Probablemente el inico método viable para la re-
solucion de esta ecuacion. El objetivo seria encontrar una solucion periddica (si existiera)
para poder insertarla en el shaker a través del generador de ondas con el objetivo que no se
saturara.

* Comparacién de resultados tanto teéricos como computacionales y experimentales de la
ecuacion linealizada y la no linealizada.

* En caso de seguir con la misma ecuacién linealizada otro punto interesante seria hallar los
dngulos de saturacidn para lineas con las caracteristicas s = cte (estas lineas se hallarian con
otro estudio como se muestra en este punto).

41.2 Estudio de amortiguamiento y de lineas s = cze

Por ultimo se ha dejado un punto también muy tratado a lo largo del trabajo, tanto en la parte
tedrica como en la experimental porque es un punto fundamental a la hora de hallar estas zonas
de inestabilidad. Como se ha visto en la figura 4.1, que ya hemos utilizado para explicar otras
partes del trabajo, tenemos dos lineas diferentes. La primera, que es aproximadamente recta y son
las que abarcan una zona mayor es la linea de § = 0, es decir, sin amortiguamiento. Esta linea es
totalmente imaginaria pues todo sistema tiene un minimo amortiguamiento, y solo tiene sentido
mateméticamente. La segunda, que encierra una zona un poco mds pequea es la linea s = 8, es
decir, la linea que separa las zonas de estabilidad de las de inestabilidad.
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Figura 4.1 Linea de estabilidad modo 1.

De esta forma, se puede comprobar que para distintas lineas de s = cte tendremos caracteristicas
comunes. Interesandonos realmente las lineas de s = cte que superen el amortiguamiento.

Como hemos comentado antes, la solucién peridédica obtenida se multiplica por el factor e
lo que significa que el decremento en los casos de s < & o los incrementos para s > & de la amplitud
tendran que ser constantes si se dan la caracteristica s = cte.

Una vez sabido esto los objetivos de esta linea de trabajo serian los siguientes:

(s—8)t

* Estudio y obtencién de AS para diferentes longitudes del péndulo, con el objetivo de conseguir
una grafica como la de la figura 3.7.

* Obtencidn de lineas s = cte como funcion del voltaje y la frecuencia para comprobar que
la amplitud de saturacion es constante para estas lineas. Estas lineas deben ser parecidas la
que separan las zonas de estabilidad e inestabilidad ya que también es una linea donde s es
constante.
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