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Abstract

In this work we focus our attention on a collection of function spaces whose
analysis is not deepened usually during the teaching of a Degree in Mathema-
tics. Specifically, we are interested in properties of several spaces of analytic

functions defined on an open subset of the complex plane.

In the Degree courses, basic properties of holomorphic functions are taught,
their singularities are studied, integrals along paths are calculated, connection
with harmonic functions of two real variables is established, conformal repre-
sentation among plane regions are dealt with, convergence of series and infinite
products of analytic functions are analyzed, and the space of all holomorphic
functions in plane regions —endowed with the topology of uniform convergence
in compacta— is introduced. The aim of this work is to go in more depth into
the study of this space, as well as of several subfamilies and subespaces of it. In
some cases, such subspaces can be endowed with topologies that are different

from the one inherited from the whole space.

In the present dissertation, that is divided into five chapters, we shall start
from the above mentioned space of holomorphic functions and introduce the
so-called normal families, as an extension of the concept of relatively compact
families that were characterized by Paul Montel. Next, it is presented the class
of subharmonic functions as a tool to solve the Dirichlet Problem in a plane
region. Later, we shall study the most emblematic holomorphic function spaces,

which are mainly considered in the unit disk. These spaces are the Bergman
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space, the space of bounded holomorphic functions, and the Hardy spaces,
each of them with its kind of convergence and structural features. Moreover,
we shall dealt with an auxiliary family of functions —the so-called Nevanlinna
class— that will help us to prove a number of properties in the setting of Hardy

spaces.

It is fair to say that spaces of holomorphic functions continue on aweaking
the interest of many mathematicians since more than a century ago. Obviously,
the present work does not intend to be comprehensive, but we will try to sum
up the most important aspects about this theory, so we can see the most
relevant results comfortably. Nevertheless, and with the aim to be as self-
contained as possible, we have incorporated a number of preliminary results

into some chapters.

v



Resumen

En este trabajo se pretende centrar la atencién sobre una serie de espacios
funcionales en cuyo estudio no se suele profundizar en un Grado en Matema-
ticas. En concreto, estamos interesados en propiedades de diversos espacios de

funciones analiticas definidas sobre un subconjunto abierto del plano complejo.

En los estudios de grado, se imparten las propiedades basicas de las fun-
ciones holomorfas, se estudian sus singularidades, se calculan integrales curvi-
lineas, se establece conexion con las funciones armoénicas de dos variables, se
trata sobre representacion conforme de regiones, se analiza la convergencia de
series y productos infinitos de funciones analiticas, y se introduce el espacio de
las funciones holomorfas en regiones planas dotado de la topologia de la con-
vergencia uniforme en compactos. El objetivo de este trabajo es adentrarnos
en el estudio de este espacio, asi como de varias familias y de algunos subes-
pacios vectoriales del mismo, los cuales, en algunos casos, pueden dotarse de

topologias distintas de la heredada del espacio total.

En la presente memoria, que se divide en cinco capitulos, partimos del cita-
do espacio de funciones holomorfas e introducimos las familias normales, como
extension del concepto de familias relativamente compactas caracterizadas por
Paul Montel. A continuacién se introduce la clase de las funciones subarmo-
nicas, como instrumento para resolver el Problema de Dirichlet en una regiéon
plana. Los espacios de funciones holomorfas mas emblemaéticos, que seran con-

siderados sobre todo en el disco unidad, son el espacio de Bergman, el espacio
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de las funciones acotadas y los espacios de Hardy, todos ellos con sus tipos
de convergencia y sus caracteristicas estructurales particulares. Asimismo, se
estudia una familia auxiliar de funciones, la llamada clase de Nevanlinna, que

nos ayuda a probar diversas propiedades en el &mbito de los espacios de Hardy.

Es justo decir que los espacios de funciones holomorfas siguen despertando
el interés de muchos matematicos desde hace més de un siglo. Obviamente
nuestro trabajo no pretende ser exhaustivo, pero se ha procurado condensar
lo mas importante al respecto para que se pueda consultar de forma comoda
lo mas relevante. No obstante, y con la intencién de que el trabajo sea lo mas
autocontenido posible, se han incorporado algunos resultados preliminares en

algunos capitulos.
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Introduccion

El estudio de los espacios de funciones analiticas en el campo complejo
se remonta a Paul Montel, que lo llevo a cabo a principios del pasado siglo,
aportando asi un punto de vista nuevo en la investigacion de las funciones
holomorfas cuando son tomadas como un conjunto con una estructura métri-
ca. El Teorema de convergencia de Weierstrass garantiza la preservacion de la
propiedad de analiticidad en un abierto del plano para el limite de una suce-
sion de funciones analiticas que converjan uniformemente en cada subconjunto
compacto del abierto. Bajo una métrica adecuada, dicha convergencia equiva-
le a la convergencia en la métrica. Esto dio lugar a toda una teoria desde el
punto de vista analitico-funcional, de la que Montel fue pionero aportando su
famosa caracterizacion de las familias relativamente compactas de funciones

holomorfas.

Surge entonces, de modo natural, la cuestiéon de si la convergencia anterior
puede hacerse mas fuerte manteniendo la pertenencia del limite al subespa-
cio en que se considera ese reforzamiento de la convergencia. De aqui surgen
espacios de funciones holomorfas dotados de normas que los hacen espacios

meétricos completos.

De estos espacios y de algunas familias especiales extraidas de los mismos
es de lo que nos ocupamos en el presente trabajo, el cual se divide en cinco

capitulos, que a continuacién comentamos.

En el Capitulo 1 consideramos el espacio vectorial H(G) de las funcio-
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nes holomorfas en abierto GG del plano, e introducimos en él la topologia de
la convergencia uniforme en compactos, la cual es metrizable. Se recuerda el
Teorema de convergencia de Weierstrass y la caracterizacion de Montel de las
familias relativamente compactas en H(G). Se introduce el concepto de familia
normal, que es una extension del de familia relativamente compacta cuando
asumimos que el espacio de llegada es el plano complejo ampliado. Enton-
ces caracterizamos las familias normales mediante el Criterio de Marty de la

derivada esférica.

En el Capitulo 2 se exponen las funciones subarmonicas, que son funciones
con valores reales definidas sobre un abierto del plano, y se caracterizan como
funciones continuas que cumplen la asi llamada Propiedad del Sub-Valor Me-
dio. Estan conectadas con la nociéon de convexidad, y no forman un espacio
vectorial, pero son un instrumento muy tutil para resolver —mediante el asi de-
nominado “método del agotamiento de Perron”— el Problema de Dirichlet sobre
existencia de funciones armonicas de dos variables con valores frontera dados,
asi como para demostrar ciertos resultados en el ambito de los espacios de tipo

Hardy que desarrollaremos en capitulos posteriores.

En el Capitulo 3 estudiamos el espacio de Bergman B?(G), que es el es-
pacio vectorial de todas las funciones holomorfas en una region plana G cuyo
modulo posee cuadrado integrable respecto de la medida de Lebesgue bidi-
mensional. Resulta ser un espacio de Hilbert y, al aplicarle la teoria general
de estos espacios, resultan unas propiedades muy ricas, entre las que destacan
la existencia de una funcién nicleo reproductora y una fuerte relacion con el
isomorfismo normalizado de Riemann en el disco unidad . La convergencia
en este espacio va a ser mas fuerte que la convergencia uniforme en compactos.
Destacamos también el estudio de la densidad de la familia de los polinomios
en B?*(G), en la cual la estructura topologico-geométrica de la frontera de G
juega un papel importante. Para exponentes mas generales, trataremos sobre

los espacios BP(DD) en el disco unidad, para los cuales se probara la continui-
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dad del operador de composicion f +— f o, donde ¢ es una autoaplicacion
holomorfa de D.

El Capitulo 4 trata sobre el espacio H* de las funciones analiticas aco-
tadas en el disco unidad, como antesala de los espacios de Hardy. Va a ser
un espacio de Banach si se le dota de la norma natural del supremo del
modulo de sus funciones. Aunque este espacio no es separable, veremos que
sus elementos se pueden factorizar de manera sencilla como producto de una
funcién acotada que no se anula y de un producto de Blaschke, que no es
mas que un producto infinito de automorfismos de ID. Introduciremos la cla-
se de Nevanlinna N, constituida por las funciones f € H(D) tales que
SUPo<,<1 3= f log® |f(re®)|df < +oo, y probaremos que f € N siy solo
si f es el cociente de dos funciones de H*™, y que N tiene propiedades de
factorizacion similares a las de H*°. Concluimos este capitulo con una breve
resena sobre el subespacio conocido como “4lgebra del disco”, constituido por
las funciones holomorfas en el disco unidad que son continuamente extensibles
hasta la frontera T de D.

Finalmente, el Capitulo 5, que es el mas extenso, versa sobre los espa-
cios de Hardy H? (0 < p < 4o00) del disco unidad, definidos cada uno de
ellos como el espacio vectorial de aquellas funciones f € H(D) tales que
SUPo<yot fOQW |f(re®)|Pdf < +o0. Estos también van a ser metrizables al do-
tarseles de una distancia natural, y son espacios de Banach si p > 1. Se
probard que la convergencia en ellos es, de nuevo, més fuerte que la conver-
gencia uniforme en compactos, y se caracterizaran los elementos de H? —el
caso Hilbert— mediante sus coeficientes de Taylor. Usando las denominadas
transformadas de Poisson-Stieltjes se probara que las funciones de HP poseen
valores frontera radiales en casi toda la frontera de D, y que son también valo-
res no-tangenciales. De hecho, veremos cémo la LP(T)-integrabilidad de estas
funciones de limite radial f* determina la pertenencia a HP de la funcién

original f, y demostraremos que las f* constituyen el subespacio cerrado de
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LP(T) cuyos coeficientes de Fourier de orden negativo son nulos. También, con
la ayuda de la clase de Nevanlinna, probaremos resultados de factorizaciéon
para las funciones de los espacios de Hardy, relativa a sus ceros en el disco.
Se establecerd la continuidad del operador de composicion f — f oy y, para
concluir, con la ayuda del Teorema de convergencia en media, se probara la
densidad en H? de la familia de los polinomios, lo cual conlleva la separabili-

dad de nuestros espacios.

La bibliografia se ha dividido en dos partes, a saber, la Bibliografia funda-
mental, en la que se han recogido los libros que se han manejado con mayor
intensidad para la realizacion del trabajo, y el epigrafe Otras referencias, donde
se ha incluido una coleccion de libros que se han usado en apartados especifi-
cos y que se pueden emplear para profundizar en la materia. Con respecto a
la bibliografia fundamental, en el capitulo 1 se han utilizado preferentemente

[2] ¥ [4]; [1] en el capitulo 2; [3] en el capitulo 3, y [5] en los capitulos 4 y 5.



Capitulo 1

El espacio de las funciones

holomorfas

Este capitulo esta dedicado a recapitular conceptos y resultados relativos
al espacio H(G) de las funciones holomorfas o analiticas G — C sobre un
abierto G C C, donde C es el plano complejo. Algunas de estas propiedades se
estudian en algunas asignaturas del Grado en Matematicas, pero las recordare-
mos por comodidad para su uso posterior. Se incluirdn también propiedades no
impartidas hasta ahora. Entre los conceptos nuevos que introduciremos estéa el
de familia normal, generalizacion del de familia relativamente compacta. Se re-
cordara la topologia natural en H(G), que es la de la convergencia uniforme en
compactos, y la caracterizacién de Montel de la compacidad relativa. Después
de esto, se estudiaran condiciones de normalidad de una familia de funciones

analiticas, lo cual conducira a los criterios de Marty y de Montel-Carathéodory.

Antes de entrar en materia, fijemos algunas notaciones y conceptos. Recor-
demos que, si G C C es un abierto, 2o € G v f: G — C es una funcion,
entonces se dice que f es holomorfa en 2y cuando es C-diferenciable en tal
punto, es decir, cuando existe lim, ., %ﬁsz‘)) =: f'(20) € C; y se dice que f

es analitica en zy si existe una serie de potencias centrada en z, convergente
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a f(z) en un entorno de 2. La funcién f se dice holomorfa (analitica, resp.)
en G cuando es holomorfa (analitica, resp.) en cada punto de G. Un conocido
teorema debido a Cauchy garantiza que f es holomorfa en G si y solo si es
analitica en (G. A veces interesa que el abierto G sea conexo, en cuyo caso se

dird que G es una region del plano.

Denotaremos por C, el plano complejo extendido o ampliado, es decir,
Co = CU {oo}. Mediante la proyeccion estereografica, si al polo norte N =
(0,0,1) de la superficie esférica S* de radio 1 centrada en el origen (0,0, 0) del
espacio real tridimensional se le asigna el punto oo, obtenemos una biyeccion, y
asi podemos definir una topologia en C,, que es la generada por esa biyecciéon
a partir de la topologia euclidea de S2. Resulta entonces que C,, es un espacio
metrizable compacto tal que la restriccion de su topologia a C es la topologia
euclidea del plano. De hecho, la distancia cordal y, que recordaremos més

adelante, es compatible con la topologia de C..

1.1. La topologia de la convergencia compacta

Sea (G un subconjunto abierto de C y consideremos el espacio vectorial

C(G) de las funciones continuas G — C. Los subconjuntos de la forma
V(f.K.)i={g € C(G) : lg(z) - f(2)| <& ¥z € K},

donde f € C(G),e >0y K esun subconjunto compacto de G, constituyen
una base para una topologia sobre C(G), que es por definicion la topologia de
la convergencia uniforme en compactos de GG, llamada también topologia de la
convergencia compacta y topologia compacta-abierta. La denotaremos por 7.
Si {fu}n>1 C C(G) y f € C(GQ), se verifica entonces que f,, — f (n — o0)
en T, siy solosi f, — f (n — oo0) uniformemente en cada subconjunto

compacto de G; de ahi el nombre de la topologia.

Recordemos que un espacio vectorial topologico (EVT) es un espacio vec-
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torial X, real o complejo, dotado de una topologia tal que las operaciones de
suma (z,y) € X X X — x4+ y € X y de producto por escalares (A, x) €
Kx X — Ax € X (donde K =R 6 C) son continuas. Ademas, un espacio
localmente convexo (ELC) es un EVT tal que el origen posee una base de

entornos formada por conjuntos convexos.

Se tiene que tiene C(G) es un espacio de Fréchet, es decir, es un ELC
metrizable y completo. La completitud se refiere a alguna métrica de las
que defina la topologia de C(G). Recordemos que, para EVTs metrizables,
la completitud es independiente de la eleccién de la métrica equivalente que

induce la topologia. En el caso que nos ocupa, se tiene que la aplicaciéon
D :C(G) x C(G) — [0, +o0) dada por

=1 f-dllx.
DU =2 5 T4 T - gl

define una métrica sobre C(G) para la cual este espacio es completo, y ade-
mas D genera la topologia 7,.. Aqui {K,}° es una sucesion exhaustiva
de subconjuntos compactos de G, en el sentido de que |J -, K, = G ¥y
K, C K;,, para todo n € N (donde A° denota el interior de un subcon-

junto A C C), mientras que, para cada compacto K C G, se ha denotado
| fllx == max {|f(2)| : z € K} paracada f € C(G).

Es evidente que H(G) C C(G). La topologia que vamos a considerar en
H(G) es la que hereda como subconjunto de C(G), la cual seguiremos deno-
tando por 7,.. En este contexto, es importante recordar el siguiente Teorema de
convergencia de Weierstrass para funciones holomorfas, el cual viene a decirnos

que H(G) “hereda bien” la topologia de la convergencia compacta.

Teorema 1.1. Si {f,}n>1 C H(G) y fo — [ (n — o0) uniformemente
en compactos de G, donde f : G — C, entonces f € H(G) y ademds
fék) — f® (n — o) wuniformemente en compactos de G para cada k €
N:={1,2,3,...}. En particular, H(G) es cerrado en C(G) para la topologia
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Tue, Y por tanto es también un espacio de Fréchet.

Del Teorema de convergencia de Weierstrass se deduce la siguiente especie
de “ley 01" que se conoce como Teorema de Hurwitz, el cual serd utilizado en

capitulos posteriores.

Teorema 1.2. Supongamos que G C C es una region, que f : G — C
es una funcion holomorfa y que {fn}n>1 C H(G) es una sucesion tal que
fa(2) # 0 para todo z € G y todo n € N, y es uniformemente acotada en
cada subconjunto compacto de G. Entonces o bien [ es idénticamente nula o
bien f(z) # 0 para todo z € G.

1.2. Familias relativamente compactas

Recordemos que, si X es un espacio topolégico, un subconjunto A C X
se dice que es relativamente compacto cuando su clausura A es compacta. En
particular, una familia F C C(G) (C H(G), resp.) se dice que es relativamente
compacta cuando F es un subconjunto compacto de C(G) (de H(G), resp.).
Ya que tanto H(G) como C(G) son espacios metrizables, lo anterior equivale
a decir que de cada sucesion {f,},>1 C F puede extraerse alguna subsucesion
{fn. }e>1 tal que existe f € C(G) (f € H(G), resp.) de modo que f,, — f
(k — oo) uniformemente en compactos de G. Notemos que no se exige que
f € F. A veces usaremos la expresion “compactamente” como sinénima de

“uniformemente en compactos de G”.

En cursos superiores del Grado en Matematicas, dentro de las materias
de analisis de variable compleja, se suele impartir una caracterizaciéon de la
compacidad relativa de familias de funciones analiticas, debida a Montel, y
que recordaremos aqui. Para ello, necesitamos previamente los conceptos de
equicontinuidad y acotacion puntual. Si (X,d;) e (Y,d2) son dos espacios

métricos, una familia A de funciones de X en Y se dice que es equicontinua
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en un subconjunto S C X cuando, para cada € > 0, existe un § = §(S,¢) > 0
tal que, si z1,29 € S, f € Ay di(x1,22) < d, entonces da(f(x1), f(z2)) < e.Si
X es un conjunto no vacio y A es una familia de funciones X — C, se dice que
A es puntualmente acotada si, para cada x € X, el conjunto {f(x): f € A}
es acotado. Y si, ademés, S es un subconjunto de X, diremos que la familia
A es uniformemente acotada en S cuando existe M = M(S) € (0,+00) tal
que |f(z)] < M paratodo x € S y toda f € A.

El Teorema de Ascoli-Arzela proporciona una caracterizacion de la com-
pacidad relativa de familias de funciones continuas. En su version para C(G),

donde G es un abierto de C, este teorema afirma lo siguiente.

Teorema 1.3. Consideremos una familia A C C(G), donde G es un abierto

de C. Son equivalentes:

(i) A C C(G) es relativamente compacta en C(G).

(ii) A C C(G) es equicontinua y uniformemente acotada en cada subconjunto

compacto de G.

(iii) A es puntualmente acotada y equicontinua en cada subconjunto compacto
de G.

Basandose en el teorema anterior y en la formula de la integral de Cauchy,
se puede probar el importante Criterio de Montel, que nos da una caracteri-
zacion de la compacidad relativa de una familia de funciones holomorfas. Lo

establecemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sean G C C un abierto de C y F C H(G) una familia de
funciones analiticas en G. Entonces F es relativamente compacta en H(G) si

y solo si F estd uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de G.
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Paul Montel (1876-1975)

Con objeto de usarlo en un capitulo posterior, recordamos aqui el Teorema
de convergencia de Vitali-Porter, que es una condicion suficiente de convergen-
cia uniforme en compactos. Su demostracion se basa en una combinaciéon del
criterio de Montel y del Principio de Prolongacion Analitica. Aqui A’ denota

el derivado de A, es decir, el conjunto de puntos de acumulaciéon de A, donde
AcC.

Teorema 1.5. Sea G C C una region, y sea {fn}n>1 C H(G) una sucesion
relativamente compacta. Supongamos que existe un subconjunto S C G de
modo que S'NG # @ y existe lim, o fn(2) € C para cada z € S. Entonces

existe una funcion f € H(G) tal que f, — f (n — 00) compactamente en G.

Finalizamos esta secciéon con una importante aplicaciéon del Teorema de
Montel, a saber, la topologia del espacio H(G) no puede venir definida por

una norma.

Teorema 1.6. Fl espacio de Fréchet H(G) no es normable.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe una norma
| - || que determina la topologia de la convergencia compacta en H(G), y
consideremos la bola unidad B para esa norma, es decir, B = {f € H(G) :

|fIl < 1}. Fijemos un compacto K C G. Podemos elegir m € Ny r > 0
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tales que K C K, y r < 2,,1%, donde (K,) era la sucesion exhaustiva de
compactos de G que definia la topologia 7,.. Si D es la distancia que definia
la topologia, debe existir un « > 0 tal que aBB C {f € H(Q) : D(f,0) < r},
ya que el dltimo conjunto es un entorno del origen y B es un conjunto acotado
en el EVT H(G). Ahora bien, por la inclusiéon anterior y la definicion de la
distancia D, resulta que

Uk

1
— . ——" < r < —— para toda f € aB,
TR T PR T I

de donde IHU‘IH{; <3 ¥ |Ifllx, <1 para dichas funciones f. Como K C K,
1

obtenemos finalmente que | f|x < L para toda f € B, es decir, |f(z)] < £
para todo z € K y toda f € B, de donde se deduce que B es una familia
uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de G. Aplicando el
Teorema de Montel, resulta que B es relativamente compacta en el espacio
normado infinito-dimensional (H(G),|| - ||), y esto contradice el Teorema de
Riesz que afirma que si la bola unidad de un espacio normado es relativamente
compacta, entonces el espacio es de dimension finita (ver, por ejemplo, [18,

Cap. 1]). O

Daremos también una demostracion alternativa del mismo resultado, que
nos ha parecido interesante por emplear familias de funciones holomorfas y un
resultado clasico en Teoria de Aproximacion en Variable Compleja como es el
Teorema de Runge. Recordemos que este nos asegura que, dados un compacto
K en GG y un conjunto A que contiene un punto de cada componente conexa
del complemento de K, entonces toda funcion de H(G) puede ser aproximada
uniformemente en K mediante funciones racionales con polos exactamente en
A (ver, por ejemplo, [5, Cap. 13] o |9, Chap. 3|).

Otra demostracion del Teorema 1.6. Procediendo una vez mas por reduccion
al absurdo, llamemos de nuevo B a la bola unidad abierta {f € H(G) :
|Ifll < 1} para la supuesta norma || - | que define la topologia de H(G).

Entonces B contiene un entorno bésico del origen, es decir, existen ¢ > 0
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y un compacto K C G tales que B D Uy = {f € H(G) : |fllx < €}
Fijemos un punto zy € G \ K asi como el compacto L := {zp}. Puesto que
Uy:={f € HG): ||fllL <1} es un entorno del origen, existe un § > 0 que
satisface Uy D 0B ={f € H(G) : ||f]| < d}. Por tanto

U, D oU, = {f € H(G) : ||fHK < 85}

Ya que cada subconjunto compacto de G (como lo es K) esta contenido en
algin compacto K con la propiedad de que C\ K no tiene componentes co-
nexas relativamente compactas en G (lo cual equivale a decir que cada agujero
de K contiene algin agujero de G), podemos suponer que K tiene esta tlti-
ma propiedad: se sustituirfa U; por {f € H(G) : | fllz < e} (C Uy) si fuese
necesario. Tenemos pues que [f € H(G) y ||f|lx < &d] implica |f(z)| < 1,

lo cual es falso (y hemos conseguido la contradiccion deseada). En efecto, la

0 si ze K
9(2) = .
1+ed siz=z

funcion

es holomorfa en algiin entorno del compacto K U {z} (basta elegir abiertos
disjuntos que contengan respectivamente a K y al punto zp). Entonces, por
la propiedad de K dada anteriormente y gracias al Teorema de aproxima-
cion de Runge, existe una funcion racional f con polos fuera de G tal que
|f = gllkugze) < €6. Se deduce que f € H(G), || f|lx < e y, sin embargo, por
la desigualdad triangular, |f(zo)| > 1.

1.3. Familias normales de funciones holomorfas

Para familias de funciones analiticas, estudiaremos seguidamente un con-
cepto mas amplio que el de compacidad relativa. Si F C H(G), diremos que
F es normal cuando de cada sucesion {f,},>1 C F puede extraerse alguna
subsucesion {f,, }x>1 tal que o bien f,, — f (kK — o00) compactamente

en G para alguna f € H(G) o bien f, — oo (k — o0o) compactamente
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en G. Queremos aclarar aqui que la expresion g — oo compactamente en
G quiere decir que, dados un subconjunto compacto K C G y un nimero
M > 0, existe un ky = ko(K, M) € N tal que |gr(z)] > M para todo z € K
y todo k > k.

Volviendo al espacio C(G) de las funciones continuas G — C, recordemos
que la compacidad relativa de una familia de C(G) esta caracterizada por el
Teorema 1.3 de Ascoli-Arzela. En la demostracion de la implicacion (iii) =
(i) de este teorema, la acotacion puntual se usa para extraer una subsucesion
convergente de una sucesion acotada, asi que se puede sustituir tal condicién
por la siguiente: Para cada punto a € G, el subconjunto {f(a) : f € A}
es relativamente compacto (P). Si cambiamos el conjunto final C por C.

(dotado de la distancia cordal x) y consideramos el correspondiente espacio
C*(@) := {funciones continuas G — Cu },

y en la definicién de 7, y de su métrica generadora sustituimos cada expresion
de la forma |f(z) —g(2)| por x(f(z),g(2)), resulta que C*(G) vuelve a ser un
espacio metrizable completo, aunque ya no es un espacio vectorial. Ahora bien,
la condicion (P) comentada anteriormente es superflua en este nuevo contexto,
pues C,, es compacto. Asi que para este espacio se tiene la siguiente version del
Teorema de Arzela—Ascoli: Una familia A C C*(G) es relativamente compacta
sty solo si es x-equicontinua sobre cada subconjunto compacto de G. Al decir
x-equicontinua, estamos considerando en C, la distancia cordal; en G se puede
usar indistintamente la distancia cordal o la euclidea, ya que son equivalentes

en el plano finito. Recordemos la expresion de la distancia cordal

— 2l g beC
(1+]al?)(1+b]2) ’
x(a,b) = \/1—2H_a|2 siaeCyb=o0
0 sia=o00=>0.

Antes de enunciar y probar el criterio de Marty, necesitamos una definiciéon y

un resultado preparatorio.
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Definicién 1.7. Sean G C C un abierto y z € G. Se llama derivada esférica

de f en z al nimero

2|f'(2)]
p(f)(z) = T+ R

W) luego p(f)(z) representa

el coeficiente de dilataciéon lineal en z de f, considerada ésta como funcién

Observemos que p(f)(z) = lmy

G — Esfera de Riemann. Por oo representaremos indistintamente el punto

del infinito y la funciéon constante z € G —— oo € C.

Lema 1.8. El conjunto H(G)U {oco} es cerrado en C*(G).

Demostracion. Se deduce directamente de la definicion de distancia cordal que
X(i’ %) = x(a,b) para todo a,b € C,. Es evidente que el lema queda probado

si demostramos la siguiente propiedad:
{(Fabor CHG) y fu 25 f € CH@)\{oo}] = f € H(G).  (P)

Sean pues {f,}n>1 una sucesion y f una funciéon bajo las condiciones
anteriores, y sea 2o € G tal que f(zo) # oco. Entonces, al ser f continua, existe
un entorno U C G relativamente compacto de zy tal que f es acotada en U.
Esto implica que la sucesion {f,},>1 estd uniformemente acotada en U. En
efecto, si no estuviese acotada, podriamos encontrar sucesiones {ay}x>1 C U

y {n1 <nyg <---<np<---} CN tales que fnk(ak)k—>oo, luego
—00

2| frp (ar) — far)| 0
AT @R Tt @l Lo

lo cual contradice el hecho de que U es un subconjunto compacto de G y

X(fnk (ak>7 f(ak>> =

entonces, por hipotesis, sup,.g X (fn, (2), f(2)) o 0.
—00

En consecuencia, podemos elegir constantes «, 5 € (0,+00) tales que
lf2)| < ay |fu(2)] < B para todo z € U y todo n € N. Por tanto, pa-
ra cada compacto K C U obtenemos que

sup [ fn(2) — f(2)] < %\/(1 +a?)(14 5%) - sup x(fu(2), f(2)) — O,

zeK zeK n—00

10
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de donde se deduce que f,, — f uniformemente en compactos de U. Por el
n—oo

Teorema de convergencia de Weierstrass, f es holomorfa en z.

Basta pues, para demostrar (P), probar que el caso f(zy) = oo es impo-
sible. Supongamos, por reduccion al absurdo, que se tiene f(z5) = oo. Con-

sideremos la funcion 1/f y observemos que T R 7 en C*(G). Ya que
n n—oo

(%)(zo) = 0 # oo, cambiando en la parte anterior los papeles de f,, f por

11

fu? F

de zp y un ng € N tales que f,(z) # 0 para todo n > ng y todo z € U.

(respectivamente) obtenemos andlogamente que existen un entorno U

1
Luego {fin}nzn0 C H(U) y, razonando como antes, obtenemos — - 7 uni-

1
formemente en compactos de U, con — : U — C. De nuevo por el Teorema

de convergencia de Weierstrass, resulta que 1/f € H(U).

Finalmente, aplicamos el Teorema de Hurwitz (Teorema 1.2), obteniéndose
que, o bien 1/f = 0 en U, lo cual es imposible porque f # oo, o bien
(1/f)(2) # 0 para todo z € G, que tampoco es cierto porque f(zy) = co. En
cualquier caso obtenemos contradiccion, lo que concluye la prueba del lema.

m

El siguiente teorema contiene el Criterio de Marty de normalidad de fa-

milias de funciones holomorfas.

Teorema 1.9. Sea F C H(G) una familia de funciones, donde G C C es
una region. Entonces F es normal si y solo si, para cada compacto K C G,
existe una constante M = M(K) € (0,4+00) tal que p(f)(z) < M para todo
z€ K ytoda feF.

Demostracion. Gracias al lema anterior, los limites y-uniformes de funciones
holomorfas son funciones holomorfas o idénticamente co. Por tanto, la familia
F es normal en H(G) siy solosi F es relativamente compacta en C*(G), lo

que, a su vez, equivale a que JF sea y-equicontinua en cada compacto de G.

11
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Y esto es cierto si y solo F es y-equicontinua en un entorno de cada punto de

nuestra region G.

Supongamos en primer lugar que la familia {p(f)}rer estd uniformemente
acotada en cada compacto de G, y fijemos un punto a € (. Entonces exis-
te una bola cerrada B de centro a tal que B C (. Por tanto, existe una
constante M € (0,+00) tal que p(f)(z) < M para todo z € B y toda
f € F.Si z, 2 € B entonces el segmento [z, 2] esta contenido en B. Usando
la expresion de la derivada esférica como limite de un cociente incremental, se
obtiene que

X(f(2), f(z) < sup p(f)(t) - |z = 2| < Mz — 2|

te(z,2']

para toda f € F. En consecuencia, F es y-equicontinua en el entorno B de

a, v por tanto es una familia normal.

Reciprocamente, supongamos que JF es normal y que, por reducciéon al
absurdo, existe un compacto K C G donde p(f) no estd uniformemente
acotada. Entonces existe una sucesion {f,},>1 C F tal que

ay, = sup p(fn)(z) — +o0.
ZGK n—oo

Por normalidad, existe una subsucesion {gx := fu, t>1 de {fu}n>1 tal que

(1) o bien g k—> ¢ uniformemente en compactos de G a cierta g € H(G),
— 00

(2) o bien gk — 00 compactamemente en G.
—00

e En el caso (1), se tiene por el Teorema de convergencia de Weierstrass
que p(gk)kjoo p(g) uniformemente en K. Por tanto, dado ¢ = 1 > 0, exis-
te ko € N tal que |p(gr)(z) — p(g)(2)] < 1 para todo z € K y todo
k > ko. Se deduce entonces que «,, < v para todo k£ € N, donde 7 :=
max{1+supg p(9),supg p(g1), - -, supg p(gr,) } < +00. Esto contradice el he-
cho de que «,, — +o00.

12
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e En el caso (2), tomemos un abierto 2 C C tal que Q es compacto y
K Cc QcQcCG. En el caso en que estamos, podemos encontrar un ky € N
tal que |gx(2)] > 1 para todo z € Q y todo k > ko, de donde deducimos que
gik € H(Q) para todo k > ko y gik IH—OZO uniformemente en compactos de €.
Finalmente, y gracias, una vez mas, al Teorema de convergencia de Weierstrass,
obtenemos p(i) ]H—O>Op(0) = 0 uniformemente en K. Pero p(h) = p(5), luego
p(gr) QOO uniformemente en K. Tomando de nuevo ¢ = 1, se llega a una

contradiccion similar a la del caso (1). O

1.4. FEl criterio de normalidad de Montel-Cara-

théodory

El Criterio de Marty que acabamos de ver da una condicién necesaria
y suficiente de normalidad. Dedicaremos esta secciéon —con la que cerramos
este capitulo— a demostrar el Teorema de Montel-Carathéodory, que propor-
ciona una condicién solo suficiente, aunque 1til, de normalidad de familias de

funciones analiticas (Teorema 1.10).

Antes de enunciarlo, necesitamos algo de notacién y recordar un resultado.
Sea II; := {2z € C: Imz > 0} el semiplano superior abierto, y sea D := {z €
C: |z| < 1} el disco unidad abierto. Utilizaremos en la prueba del Teorema
1.10 la asi denominada funcion modular de Legendre X : 11, — C, que es
una funcién holomorfa con especiales propiedades; entre ellas, esta funcion
transforma conformemente (es decir, con derivada X (z) # 0 siempre) II, en
el plano doblemente agujereado C\ {0, 1}, de modo que cada punto del dltimo

conjunto es imagen de infinitos puntos de II; (ver [5, Cap. 16]).

Teorema 1.10. Sean G C C una region y F C H(G). Supongamos que
existen dos valores distintos a,b € C tales que f(z) # a,b para todo punto

z € G y toda funcion f € F. Entonces F es una familia normal.

13
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Demostracion. Es facil verificar que F es normal si y solo si lo es la fami-
lia F := {z e G w— % e C: fe€ .7-"}. Luego podemos suponer que
a = 0,b = 1. Ademas, ya que cada compacto K C G queda cubierto por
una cantidad finita de discos abiertos de radio prefijado tan pequeno como

queramos, podemos asumir también que G es un disco.

Sea {fn}n>1 C F y fijemos un punto ¢ € G. Pueden ocurrir dos casos:
(1) La sucesion {f,(c)}n>1 posee algtn limite de oscilacion d € C\ {0, 1}.
(2) La sucesion {f,,(c)}n>1 no posee ningtn limite de oscilacion distinto

de 0,1, cc.

En el caso (1) tenemos, pasando si es necesario a subsucesiones, que
lim, o0 fu(c) = d. Si B € C\ {0,1} es un disco abierto de centro d, se-
leccionamos una regién V' de II, que se transforme biyectivamente mediante
la funcién modular en B, y entonces existe ¢ : B — V analitica y biyectiva,
inversa de A|y. Si fijamos un arco v C G que comience en ¢, entonces, cubrien-
do el arco yo f,, mediante un namero finito de bolas, la primera de las cuales es
B y de modo que dos consecutivas tengan interseccién no vacia, se demuestra
que el germen determinado en ¢ por % o f, se prolonga analiticamente a lo
largo de «y. Por el Teorema de Monodromia (ver, por ejemplo, [11, pp. 20-22]),
puesto que G es simplemente conexa, tal elemento define por prolongaciéon
una funcion uniforme g, € H(G) tal que ¢,(G) C 11, luego

hy, : :
n +1

€ HG) y h,(Q)CD paratodo n e N.

Por el Teorema de Montel, {h,},>1 es una sucesion relativamente compacta,

luego contiene una subsucesion {h,, } uniformemente convergente en compac-

tos de G a cierta funcion h € H(G). Entonces |h| < 1 en G pero, por el

Principio del Médulo Méximo, es |h| <1 en G, pues |h(c)| = ’%‘ <1

Usando el Principio de Prolongacion Analitica, se tiene que Ao g, = f, en

Q (yva que Ao g, = f, en un entorno de c¢). Pero, en virtud de la definicién
s1+h

de hy,, resulta que g,, k—> i uniformemente en compactos de G, luego
—00

14
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fo - A(i1%) uniformemente en compactos de G.
—00

En el caso (2), supongamos que 1 es limite de oscilacion de {f.(c)}n>1.
Pasando a subsucesiones, podemos suponer que lim, . f,(c) = 1. Los sub-
casos en los que 0 6 oo son limites de oscilacion de tal sucesion pueden
reducirse al anterior considerando respectivamente las sucesiones {1 — f,,},>1
v {1 = (1/fn)}n>1. Asi pues, partimos de que lim,,_, f(c) = 1. Puesto que
G es un disco y ninguna f,, se anula en él, existe para cada n € N una fun-
cion g, € H(G) la cual es una determinacién continua de log f,, en G tal
que g,(c) =logp fu(c), donde por logp se ha denotado el logaritmo principal.

Counsideremos ahora la sucesion de funciones

1 1

On(z) = 3 + 19 (n € N).

Se verifica: ¢, € H(G), ¢,(G) € C\ {0,1} y lim, ¢,(c) = 1/2 # 0,1, c0.
En consecuencia, podemos aplicar el caso (1) a {¢y, },>1, de lo que resulta que
existen una subsucesion {¢,, } y una funcién ¢ € H(2) tales que ¢nn—>—o>o¢
uniformemente en compactos de G. Ninguna funcion ¢,, toma el valor 1/2,
luego, por el Teorema de Hurwitz (Teorema 1.2), o bien ¢ = 1/2 o bien ¢ no
toma el valor 1/2. Pero ¢(c) = limy_, ¢, (c) = 1/2, y por tanto ¢ =1/2, de
donde se deduce que f,, — 1 (k — oo) uniformemente en compactos de G.

En consecuencia, F es normal. O

15






Capitulo 2

Funciones subarmonicas

Introducimos en este capitulo una familia especial de funciones reales de
variable compleja que, si bien no son holomorfas, estdn intimamente relacio-
nadas con ellas ya que proporcionan la herramienta mas sencilla para resolver
el Problema de Dirichlet sobre funciones armonicas, y es bien conocido que
cada funciéon armonica es localmente la parte real de una funcién holomorfa.
También veremos alguna aplicaciéon a la teoria de la convexidad, que sera 1til
cuando estudiemos los espacios de Hardy. Aunque la mayoria de las definicio-
nes y resultados pueden darse en un abierto G C C, supondremos que G es
una regiéon —es decir, abierto y conexo— por el doble motivo de la simplicidad

y de abarcar la mayoria de los casos practicos.

Recordemos que el Problema de Dirichlet para una region GG C C consiste
en lo siguiente: Dada una funcion continua ¢ : G — R (la hipotesis de
continuidad de ¢ se puede relajar algo), encontrar una funcion u : G — R
armonica en G —es decir, que obedece la ecuaciéon de Laplace Au := ug,+u,, =
0 en G-y continua en G, tal que ulsg = ¢, y estudiar su unicidad. Hemos
denotado, como es usual, por dG la frontera de G. La unicidad de u se da, por
ejemplo, si G es acotada, pero ni siquiera en este caso se da necesariamente la

existencia; por ejemplo, considérese la region G := D\ {0} y la funcion-dato

17
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1 sit=0
en la frontera ¢ : 0G — R dada por p(t) = { 0 ¥ =1 Denotaremos
st |t = 1.

por Arm(G) el espacio vectorial de las funciones armoénicas G — R.

Con la ayuda de la familia de funciones subarmonicas —introducidas por
F. Riesz en 1925 y a través del asi llamado método de Perron del agotamiento,

resolveremos el Problema de Dirichlet en un amplio nimero de casos.

2.1. Convexidad y funciones subarmonicas

Notemos que, para una variable real, la ecuacion de Laplace se reduce
a u” = 0, luego las tinicas funciones armonicas de variable real son las rectas
u(z) = ax+b. Recordemos que, si I C R es un intervalo, entonces una funcion
v: I — R se dice convera cuando, para todo intervalo J = [¢,d] C I y toda
funcion lineal afin (es decir, toda recta) v : R — R con wv(c) < u(c) y
v(d) < u(d) (es decir, con v < u en 0.J), se tiene que v(x) < u(x) para todo
x e J.

Pues bien, las funciones subarménicas van a ser la generalizacion al plano
complejo de las funciones convexas. En la siguiente proposicion —cuyo conte-
nido y prueba pueden encontrarse en manuales clasicos sobre funciones reales
(ver, por ejemplo, |19, Capitulo 11])— recordamos algunas propiedades de las
funciones convexas. Muchas de dichas propiedades tendran su correspondiente

generalizacion en el contexto de las funciones subarmonicas.

Proposiciéon 2.1. Sean I C R un intervalo abierto y v : I — R. Se verifican

las siguientes propiedades:

(1) Son equivalentes:

(a) v es conveza.

18
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(9)

(b) Para todos x,y € I y todo a € (0,1), se tiene
v(iax 4+ (1 —a)y) < av(z) 4+ (1 — a)v(y).
(¢) Para todo N € N, todos x1,...,xxy € I y todos ay,...,ay € [0,1]
con Zf\il a; = 1, se tiene ’U(Zi\il aixi) < Zf\il a;v(x;).

St v es converxa, entonces es continua.

Si {vn}tn>1 s una sucesion de funciones convexas en I y v, — v

(n — 00) puntualmente en I, entonces v es convezxa.

St v, vy y ve: I — R son convexas y X > 0, entonces \v, vy + vy ¥y

max{vy,va} son converas.

Si v es convexa y ¢ : S —> R es creciente y convera, donde S es un

intervalo que contiene a v(I), entonces pov es convera.
St v es derivable en I y v es creciente, entonces v es convezxa.

Si v € C*(I), entonces v es conveza si y solo si v"(x) > 0 para todo

el

[Desigualdad de Jensen| Sea (X, M, pu) un espacio de probabilidad y F :
X — I una funcion integrable. Si v es convera y vo I es integrable,
entonces v( [ Fdu) < [vo Fdp.

La funcion v es convexa si y solo si es continua y cumple
T+ v(x)+v
U( . 3/) < ( )2 (y)

para todo xz,y € 1.

Obsérvese que en (2) es fundamental que el intervalo sea abierto. Pasamos

ahora a dar la definicién de subarmonicidad.

Definicién 2.2. Sea G C C wuna region. Una funcion v : G — R se dice

que es subarmonica cuando es continua y, para cada region Q tal que Q es
compacto y Q C G y cada funcion h € C(Q) N Arm(Q) con v < h en 09,

se tiene que v < h en €.

19
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Denotaremos por SA(G) la clase de las funciones subarmonicas en G. La
altima condicion de la definicion anterior nos dice que, para h en tales condi-
ciones, la funcion v — h satisface el Principio del Maximo en (). Apuntamos
que puede darse una teoria algo mas general de funciones subarmonicas permi-
tiendo que v(G) C RU{—o00} y que v sea solo superiormente semicontinua.
Evidentemente, Arm(G) C SA(G).

Recordemos que una funciéon arménica cumple la propiedad del valor medio.
Especificamente, si u € Arm(G) y B(a, R) C G entonces u(a) = 5 fOQW u(a+
re?) df para todo r € (0, R). Reciprocamente, la propiedad del valor medio
caracteriza las funciones armonicas: Si v : G — R es continua en G vy, dado
a € G, existe algin R = R, > 0 tal que B(a,R) C G y u(a) = 5 02” u(a +
re?)df para todo r € (0, R), entonces u € Arm(G). Andlogamente, vamos
a disponer de un criterio del sub-valor medio para funciones subarmonicas.
Antes de ello, fijemos el siguiente concepto, que se inspira en la Formula de

Poisson para funciones armoénicas en un disco.

Definicion 2.3. Para cada a € C y cada R € (0,+00) fijados, se defi-
ne la transformada de Poisson como la aplicacion P,r : C(0B(a,R)) —
Arm(B(a, R)) dada por

1 2m Re? + 2 —a 0
(Pa,RSOMZ)—%'/O Re<m>—g&(a+Re ) db

para cada ¢ € C(0B(a,R)) y cada z € B(a, R).

Por el Teorema de Schwarz, P,z se extiende continuamente a B(a, R)

haciendo P, p¢ := ¢ en la frontera |z —a| = R.

Teorema 2.4. |Criterio del sub-valor medio| Supongamos que G C C es
una region y que v : G — R es continua. Son equivalentes las siguientes

propiedades:

(a) v e SA(G).
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(b) Si a € G y R > 0 son tales que B(a,R) C G, entonces v(z) <
(Porv)(2) para todo z € B(a, R).

(c) Para toda bola B(a,R) C G y todo v € (0, R), se tiene
v(a) < &= OQW v(a + re?) db.
(d) Para cada a € G, existe R = R, > 0 tal que B(a,R) C G y v(a) <
5= fo (a+re®)df para todo r € (0, R).

(e) Para cada region Q C G y cada funcion h € Arm(Q)), se tiene que, si

v — h alcanza mdzimo en §2, entonces v — h es constante en €.

Demostracion. (a) = (b): Aplicar la subarmonicidad de v a h == P,gv y
Q:= B(a, R).

(b) = (c): Es trivial pues basta hacer z = a.
(¢) = (d): Evidente.

(e) = (a): Sean Q una region con Q compacto C Gy h € C(Q) N Arm(Q)
con v < h en 0f). Distinguiremos dos casos. Si v — h es constante = ¢ en (),
entonces, por continuidad, v—h = cen 0L, luego ¢ < 0. Asique v=c+h <h
en ). Si, por el contrario, v—h no es constante en (), entonces v—h no alcanza
maximo en €. Ya que Q es compacto, lo debe alcanzar en algin punto de 0,
digamos en zp. Asi que v(z) — h(z) < v(29) — h(29) < 0 para todo z € Q,
luego v(z) < h(z) para todo z € Q.

(d) = (e): Consideremos una region Q2 C Gy una funcion h € Arm(Q) tal que
H :=v—h alcanza maximo en 2, es decir, existe a € Q) tal que H(z) < H(a)
para todo z € ). Hemos de probar que H = constante en (). Para ello, fijemos
un punto b € Q\ {a} y llamemos « := H(a). Por hipotesis, dado z € G,
existe R, >0 tal que B(z,R.) CG y v(z) < 5= 027FU(Z + re??) df para todo
re(0,R,).
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Ahora bien, gracias a la conexion de €2, podemos elegir una familia finita de
bolas {B; := B(z;, R.;)}_, talque | J]_, B; CQ, 21 =a, 2, =b y 211 € B,

(j=1,...,p). Porser h armonica, cumple la propiedad del valor medio, luego

a=H(a) <5 OZW H(a + re®)df para todo (0, R.,).
Si fuese H(w) < H(a) para algin w := a + rei® € B, entonces un

argumento de continuidad aplicado a la funcion
©(0) := H(a+7e") (0<6<2n)

en el punto 0 = 6y probaria que H(a) < H(a), lo que es absurdo. Por tanto

H(z) = H(a) = « para todo z € By. En particular, H(z9) = a. Pero H(z3) <
1 2m
27 Jo

H(z) = a para todo z € Bs,. Asi, en un nimero finito de pasos llegamos a

H(zy +re)df para todo r € (0, R.,), lo que implica, como antes, que

que H(z) = a para todo z € B,. En particular, H(b) = H(z,) = «, asi que
H(a) = H(b) para cada b € Q\{a}. Hemos obtenido pues que H es constante

en (), como se queria probar. O

Usando el teorema anterior se llega facilmente al siguiente resultado, que
nos dice que la subarmonicidad es, al igual que la armonicidad, una propiedad

local que es estable bajo convergencia compacta.

Proposicion 2.5. Sean G C C una region y v: G — R. Se tiene:

(1) v e SA(G) siy solo si para cada a € G existe una subregion G, C G
tal que a € G, y v e SA(G,).

(2) Si {v,}° € SA(G) y v, —> v uniformemente en compactos de G,
n—oo
entonces v € SA(G).

Seguidamente, damos un criterio de subarmonicidad que es analogo al de

la derivada segunda para funciones convexas de variable real.

Teorema 2.6. Sean G C C una region y v: G — R tales que v € C*(Q).

Son equivalentes:
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(a) v e SA(G).
(b) Av >0 en G.

Demostracion. Es evidente que v es continua en G. Usaremos el criterio del
sub-valor medio. Tomemos una bola B(a,R) C G. Podemos escribir a =
zo + iyo. Seleccionamos un r € (0, R), y definimos K := B(0,7), P := —v, y

@ := v,. Segln la Formula de Green, tenemos

]gK(deJery // P,) dxdy.

Pasando a coordenadas polares con centro en a |es decir, z = xo+ 1 cosf, y =

Yo + rsen ], resulta que

2w
// da:dyd’r—/ vp(a +re) rdf.
B(a,r) 0

Fijemos un R; € (0, R). Usando el Teorema de Fubini y la Regla de Barrow,

obtenemos

. Ry 2m
/ // (a,r) dmdy>%dr_/0' (/O UT<CL+T€ )rd0>?d7“

1 27 R1 )
=5 (/ v, (a + re?) dr) do
T Jo 0

1 2m )

=5 (v(a+ Rie™) —v(a)) df
1 027r )

=5 v(a+ Rie™) df — v(a).
T Jo

Resulta pues que

[ fu d
v(a) = %/ v(a + Rye™) df — / // . dxdy) 27;

Si Av > 0 en G, entonces v(a) < 5- 0 "v(a + Rie®)df para todo
Ry, € (0, R), luego v € SA(G) por el criterlo del sub-valor medio.

Reciprocamente, supongamos que v € SA(G) y que, por reduccion al

absurdo, existe a € G tal que Av(a) < 0. Esto implica, por continuidad, que
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existe algin R; > 0 tal que B(a,R;) C Gy Av(z) < 0 para todo punto z
de la bola anterior. Como consecuencia, v(a) > 5= fo%'u(a + Rye?)db, lo que

contradice el criterio del sub-valor medio. O

En el proximo teorema vamos a ver como obtener funciones subarmonicas

a partir de otras conocidas.

Teorema 2.7. Sean Q) y G regiones de C, f € H(Q2), ¢ : (a,b) CR — R,
A>0, y v,v1,v5 € SA(G) y supongamos que B(c, R) C G. Se verifica:

(a) Av,v; + v y méx{vy,ve} € SA(G).

P. 1 B(c, R
(b) Si v: G — R se define por v(z) = ro(z) siz€BleR)
v(2) si z € G\ B(c,R),
entonces v € SA(G).
(c) Si ¢ es conveza y creciente y v(G) C (a,b), entonces pov € SA(G).

(d) Si f(Q) C G, entonces vo f € SA(Q).

Demostracion. (a) Que A\v y v1 + vy € SA(G) resulta como consecuencia del
criterio de subvalor medio, mientras que de la misma definicién resulta que

méx{vl, UQ} S SA(G)

(b) Llamemos A := B(c, R). Se tiene que v € C(G) y que, puesto que la
subarmonicidad es una propiedad local, 7 € SA(A) N SA(G \ A). Por tanto,
basta probar que v es subarmoénica en un entorno de cada punto zg € JA.
Para ello, sea R, > 0 tal que B(z, R;) C G. Por el apartado (b) del criterio
del sub-valor medio se tiene que v < ¥ en G. Pero v(z9) = v(2), luego
0(20) = v(2) < 5= 027r v(zo +1e?)df < 5= [T 0(z + re) df para cada r €
(0, Ry). Del criterio del sub-valor medio deducimos que v es subarmonica en

21 ~

un entorno de z.

(c) Ya que ¢ es convexa, es continua, luego powv es continua. Usamos una vez

més el criterio del sub-valor medio junto con la desigualdad integral de Jensen.
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Fijados a € G y R > 0 tales que B(a, R) C G, obtenemos, utilizando que ¢

es creciente, lo siguiente:

(pov)(a) = p(v(a)

< @(/Ozﬂv(aerew) g)

do

21
< ioy AV
_/O (pov)(a+re’) 5

para todo r € (0, R). Por tanto, p ov € SA(G).

(d) Supongamos primero que [ es conforme, es decir, f'(t) # 0 para todo
t € ). Usamos el caracter local de la subarmonicidad: fijemos un punto ¢, € 2.
Por el Teorema de la Funcion Inversa, existen un r» > 0 y un abierto Uy C G
tales que Uy 2 29 := f(tg) y queda definida una inversa f~': Uy — B(to,r),
de modo que f~' € H(U). Sean Q una region contenida en B(ty,r) y h €

Arm(Q2) tales que vo f — h alcanza méximo en ().

Llamemos G := f(Q) C G y hy :=ho f~' € Arm(G). Ya que vo f —h =
vof—nhyof=(v—~hy)o f, tenemos que v — hy alcanza maximo en G, luego
v — hy es constante en é, asi que v o f — h es constante en Q. De aqui se
deduce que vo f € SA(Q).

En segundo lugar, supongamos que v es subarmonica en un entorno de 0
y que k € N. Vamos a probar que h(z) := v(z*) es también subarmonica en
algtin entorno de 0: Dado zy # 0, la funcion (2) := 2* eslocalmente conforme
en 2, es decir, existe U abierto con U > 2y tal que /() = kzF~1 # 0 para
todo z € U. Se deduce del parrafo anterior que h es subarmonica en un entorno
de cada punto zy # 0. Si k = 1, es obvio que h es también subarménica en
un entorno de 0.

Por dltimo, es suficiente demostrar que si k£ > 1, zp = 0 y € € (0,1)

1 27
2w JO

monicidad es una propiedad local. Tenemos, para ¢ € (0, 1) suficientemente

es suficientemente pequenio, entonces h(0) < h(ge?) df, pues la subar-
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pequeno, que

1 2w 1 k 2nm
— ke k _ip do = § k _ip d
27k /0 U(g ‘ ) i 2mk n—1 /2(n1)7r U(g ‘ ) i

1 27k 1 27k

4 o od
=57 i v(eke™) dp = v(skez‘p)%p

7%0
1 2w

1 2 ) A
— lhacemos o = k6] = o= [ ul(ee”))ap = o [ hee)ab,
27T 0 271' 0

como queriamos demostrar.

Por tltimo, veamos el caso general. Llamemos V :=vo f. Si f es constan-
te, entonces V' es constante, luego V' € SA(Q)). Supongamos pues que f no
es constante. Entonces f’ # 0, asi que el conjunto Z :={t € Q: f'(t) = 0}
esta formado por puntos aislados. Si ¢y € Q\ Z, entonces existe un entorno de
to donde f’ no se anula. Esto implica, por la primera parte, que V' es subar-
monica en algin entorno de ty. Debido al cardcter local de la subarmonicidad,
es suficiente demostrar que V' es subarmonica en un entorno de cada punto

to € Z.

Fijemos pues un punto ¢, € Z. Entonces existe un r > 0 tal que B(to,r) C
Q y tg es el inico punto de la bola anterior donde f’ se anula. En consecuencia,
existen un nimero k € N y una funcion ¢ € H(B(ty,r)) tales que ¢ no se
anula en B(ty,r) v f(t) = f(to) + (t — to)*o(t) para todo t € B(ty,r).
Puesto que B(tp,r) es una region simplemente conexa, existe una funcion
Y € H(B(to,r)) tal que ¥* = ¢ en dicha bola. Por tanto, podemos escribir,

en un entorno de ty, que V =wvo~vyo o a, donde:

» a(z) := (2 — ty)Y(2), la cual es conforme en un entorno de ¢,
w Be) =20y

» v(2) =z + f(ty), que es conforme.
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En consecuencia, aplicando sucesivamente los casos anteriores, obtenemos que

V' es subarmoénica en algtn entorno de ¢y, como se queria demostrar. O]

2.2. Funciones subarmoénicas y Problema de Di-

richlet

Nuestro proximo objetivo es aplicar las funciones subarmonicas a la so-
lucién del Problema de Dirichlet. Para ello, necesitamos un resultado sobre

funciones armoénicas que es interesante por si mismo.

Lema 2.8. (a) [Desigualdad de Harnack| Sea u € Arm(B(a,R)) tal que
u(z) > 0 para todo z € B(a,r). Entonces

R—r R+r

Ry s s g

u(a)
para todo v € (0,R) y todo z € B(a,r).

(b) |Principio de Harnack| Sean G C C una region y {u,}* C Arm(G)
una sucesion tal que u,(2) < upy1(2) para todo n € N y todo z € G.
Supongamos que existe un zy € G tal que la sucesion {u,(z0)}7° es
acotada. Entonces existe u € Arm(G) tal que Un — U uniformemente

en compactos de G.

Demostracion. (a) Es claro que podemos suponer a = 0. Por la Formula de

Poisson para un disco, se tiene, para cualquier p € (0, R) y todo z € B(0, p),

2w 2 2 )
u(z) ! / w-u(pela)dﬁ.
0

“or pei? — 22

Por otra parte, se tiene que el factor izquierdo del integrando esta comprendido

que

p—r p+r
entre o Y o

u(pe') (se mantiene la desigualdad porque u > 0), integrar entre 0 y 2,

Basta ahora multiplicar la doble desigualdad obtenida por

aplicar la propiedad del valor medio para funciones arménicas y hacer p — R.
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(b) Llamemos E := {a € G : la sucesion {u,(a)}5° es acotada}. Probemos que
E es abierto y cerrado en GG. Tomemos un punto a € F y elijamos R > 0 tal
que B(a, R) C G. Por la segunda desigualdad del apartado (a) (aplicada a la

sucesion {u, — u; },>1) tenemos:

para todo n € N, todo r € (0,R) y todo z € B(a,r). Luego la sucesion
{un(z)}n>1 esta acotada para cada z € B(a, R), es decir, B(a,R) C E. Asi

que F es abierto.

Para ver que E es cerrado en G, tomemos un punto a € E N G. Entonces
existe R > 0 tal que B(a,R) C G y existe z; € EN B(a,%). Usando la

primera desigualdad de (a), esto implica que

R-—Z
R+

[\

(un(a) = ur(a)) < un(21) = wi(21),

Sl

de donde se deduce que u,(a) < uy(a)+3(u,(21)—u1(z1)) paratodo n € N. Ya
que la sucesion {u,(z1)}n>1 estd acotada, inferimos que {u,(a)},>1 también
lo esta, es decir, a € E. Esto nos dice que E es cerrado. En resumen, hemos
obtenido que E es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio (pues zy € E)

del espacio topologico conexo G. En consecuencia, ' = G.

En otras palabras, la sucesion {u,(z)}{° es acotada —y monétona— para
cada z € @. Por tanto, existe una funciéon v : G — R tal que u, — u
puntualmente en G. Para probar que la convergencia es uniforme en comgz;?toos
de G [lo que implicaria ya que u € Arm(G)], basta demostrar que cada punto
a € G tiene un entorno U donde se da la convergencia uniforme. Fijemos
m,n € N con m > n, un punto a € G y un R > 0 tal que B(a,R) C G.
Tomemos U := B(a, &). Por la segunda desigualdad de (a) y por ser {u,},>1

creciente en cada punto, obtenemos

0 < up(z) —un(z) < 3(up(a) — uy(a)) para todo z € U.
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Pero {u,(a)}}° converge, luego es de Cauchy. Basta ahora aplicar el criterio de

Cauchy de convergencia uniforme de sucesiones de funciones. O]

Con el asi denominado método del agotamiento, debido a O. Perron, puede
probarse un resultado bastante general, a saber: El Problema de Dirichlet
puede resolverse para cualquier region G C C tal que ninguna componente
conexa de C\G se reduzca a un punto. Aqui se restringira bastante la hipotesis,

pero el método de Perron quedara suficientemente ilustrado.

Definicién 2.9. Sea G C C una region. Diremos que una funcion w: G —

R es una barrera para G en el punto ty, donde to € I' := 0G, cuando

we C(G)NArm(G), w(ty) =0 y w(t) >0 para todo t € T'\ {to}.
Teorema 2.10. Sea G C C una region acotada y T' := 0G. Tenemos:

(a) Si tg €I, o : I' — R es conlinua y eziste una barrera para G en to,

entonces existe uw € Arm(Q) tal que lim,_,;, u(z) = ¢(to).

(b) Si cada punto de T admite una barrera, el Problema de Dirichlet tiene

solucion en QG.

(c) Si cada punto de T es el extremo de algin segmento cuyos restantes puntos

estdn fuera de G, entonces el Problema de Dirichlet tiene solucion en G.

Demostracion. La parte (b) es claramente consecuencia de (a). Por otra parte,
(¢) es consecuencia de (b): En efecto, si to € I' y L = [to,t1] es un segmento
tal que (to,t;] C C\ G, basta tomar como barrera en t, la funcion w(z) =
Im (e7**-(z)), donde ¢ es una rama uniforme de

real adecuada que depende de la inclinaciéon de L.

Basta pues probar (a). Tenemos que ¢ty € I', ¢ : I' = R es continua en
to, v existe w: G — R continua con w € Arm(G) tal que w(ty) = 0 < w(t)
para todo ¢t € I'\ {#o}. Hemos de encontrar u« : G — R armonica tal que

lim, ., u(2) = ¢(ty). Lo haremos en cuatro pasos:
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Paso 1. Definimos el conjunto
D(p) :={v € SA(G) : limsup,_,,, v(z) < @(to) Vo € I'}.
Ya que I' es compacto y ¢ es continua, es acotada, es decir, existe M €

(0,4+00) tal que |p(t)] < M para todo t € I'. Luego —M € D(yp), asi que
D(p) # 0.

Paso 2. Se tiene que v(z) < M para todo z € G y para todo v € D(p). En
efecto, fijemos v € D(p) y € >0.Sea F:={z€ G: v(z) > M +¢c}. Yaque
G es acotado, asi lo es E. Pero E es también cerrado en C, pues C\ E es
abierto, ya que C\ E = (C\G)UT'U(G\ E) tiene todos sus puntos interiores
(usar la continuidad de v para los puntos de G \ E, y la definicién de D(y)
para los puntos de I'). Por tanto E es compacto, luego v alcanza méximo
en F, que seria un maximo en G, lo que implica, por ser v € SA(G), que v
es constante en (. Pero, por definicion de F, tal constante debe ser > M, lo
que es una contradiccion, salvo que E = @. En consecuencia, £ = &, asi que

v(z) < M +¢ paratodo z € G y para todo € > 0. Basta hacer ahora ¢ — 0.

Paso 3. Por los pasos 1y 2, la funcién v : G — R dada por

u(z) :=sup{v(z) : v € D(p)}

estd bien definida. Tenemos que u € Arm(G). En efecto, fijemos un punto
2 € G ysea A = B(a, R) un disco tal que A C G y A > z. Por definiciéon
de wu, podemos encontrar una sucesion {v,};° C D(p) tal que v,(z9) —
u(zp) cuando n — oco. Si V,, := méx{vy,...,v,}, entonces {V,}* C D(p)
y es creciente en cada punto de G. Para cada n € N, definimos la funcién
Vn :G — R por

V( ) Vn(2> si ze€d@ \ A
n\f) =
P, rVa(z) si ze Al

Se deduce que la sucesion {/X/Z}nzl C D(yp), es creciente en cada punto de

G, y ademaés /an(zo) — u(zp) cuando n — oo, ya que v, < V, <V,
para todo n € N. Por el Principio de Harnack, existe U € Arm(A) tal que
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—

V, — U uniformemente en cada subconjunto compacto de A. Necesaria-
me;?eoj U(zo) = u(z0) y U < u en A. Si partimos de otro punto z; € A,
elegimos {w,}3* C D(¢) tal que w,(z1) — u(z) cuando n — oo. Sea
W, = méax{vy, ..., vy, w1, ..., w,}. Considerando la correspondiente sucesion
transformada {I/IN/,L}‘l’O mediante la integral de Poisson en A, llegamos por el
principio de Harnack a una funcion limite U; € Arm(A) tal que U < Uy < u
v Ui(z1) = u(z1), lo cual implica que U — U; alcanza el maximo (= 0) en z.
De aqui deducimos que U = U; en A vy, en particular, u(z;) = U(z1). Ahora
bien, esto es valido para todo z; € A, asi que u = U, luego u € Arm(A). Pero

esto es cierto para todo disco A con A C Q, lo que implica que u € Arm(G).

Paso 4. lim,_,;, u(z) = ¢(to). En efecto: Fijemos € > 0. Por continuidad, existe
un entorno abierto A de ty tal que |p(t) —¢(tg)| < € paratodo t € ANI. Ya
que G\ A es compacto, la funcién barrera w(z) tiene ahi un minimo wy > 0.
Sea W : G — R la funcion definida por W (2) := p(tg) +&+ %’?(M— ©(to))-
Distinguiendo los casos t € A y t € A obtenemos que ¢(t) < W (t) para todo
t € I'. Pero I es compacto, luego existe A € R tal que ¢(t) < A < W(t)
para todo t € I'. De forma parecida al Paso 1, se prueba que el conjunto
{z € G: v(z) > A} es vacio para toda v € D(p). En consecuencia, v(z) < A
para todo z € G. Entonces u(z) = sup,cp(,) v(2) < A para todo z € G. Pero,
por el principio del minimo, W (z) > A para todo z € G, pues W es continua
en Gy arménica en G. Por tanto u(z) < W(z) para todo z € G, de donde

se deduce que
limsup u(z) < Wi(ty) = ¢(to) + €.

z—to
Por tltimo, sea V : G — R la funcién dada por

w(z)

Wo

V(z) = o(to) —€— (M + p(to)),

la cual es continua en G y armonica en (. Se cumple que

V(t) < ¢(to) —e < p(t) paratodote ANT
| M —e<g(t) paratodotel\A.
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Por tanto, V € D(p), de donde se deduce que V < wu en G, luego

liminfu(z) > V(ty) = ¢(ty) — €.

z—to

En resumen, tenemos

{ limsup, ;. u(2) < p(ty) +¢ para todo e > 0

<
liminf, ¢, u(z) > p(tg) —¢ para todo € > 0,

asi que existe lim,_,,, u(2) = ¢(to), como se queria demostrar. O

2.3. Una aplicacién a la convexidad

Finalizamos este capitulo con una aplicaciéon de la subarmonicidad a la

teoria de convexidad. Comenzamos con un resultado auxiliar previo.

Lema 2.11. Si u € SA(B(0, R)) es circularmente invariante —es decir, u(z) =
u(|z|) para todo z € B(0, R)— entonces la funcion r € (0, R) — u(r) € R es
una funcidn convera de logr, es decir, la funcion r+— u(e”) es convera en el

intervalo (—oo,log R).

Demostracion. Consideremos la funcion h(r) := alogr + 5,y sean ry,ry con
0 <r <ry <R tales que u(r) < h(r) para r = ry,75. La funcion h(z) :=
alog|z|+ 5 estaen Arm(B(0,R)) y,si U={z€ C: r; <|z| <ry}, tenemos
u(z) < h(z) para todo z € JU. Por tanto, ya que u € SA(B(0, R)), resulta
u(z) < h(z) para todo z € U. entonces u(r) < h(r) para todo r € (r1,72),

como se queria demostrar. O]

Teorema 2.12. Si u € SA(B(a, R)), entonces la funcion
2m )
p:rel0,R) r—>/ u(a+re)dt € R
0

es una funcion creciente, y es ademds una funcion convexa de logr.
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Demostracion. Podemos suponer que a = 0. Extendemos la definicion de ¢
a valores complejos como ¢(z fo (ze')dt si z € B(0, R). Tenemos que
©(2) = p(]z]) para todo z € B(O,R).

Probemos que ¢ € SA(B(0, R)). En primer lugar, es claro que ¢ es con-
tinua. Fijemos 2, € B(0,R). Aplicando el criterio del subvalor medio a la
funcion w, y usando el teorema de Fubini para p € (0, R — |29]|), obtenemos lo

siguiente:
21 ) 2m 2 ' , d@
90<ZO) :/ U(Zoelt) dt S/ (/ u<zoelt+p619)—) dt
0 0 0 27
T N
— it ’L(9+t) - dt
/0 (/0 u(zpe" + pe )27T)

2w 2
=5 / (e (20 + pe)) dt) db

:—/ ©(z0 + pe'?) db.

Entonces, aplicando de nuevo el criterio del sub-valor medio, obtenemos ¢ €
SA(B(0, R)). Ademas, debido al lema anterior, ¢(r) es una funciéon convexa

de logr.

Por ultimo, veamos que ¢ es creciente. Supongamos, por reduccion al
absurdo, que existen 7,75 con 0 < r; < ry < R tales que p(ry) < ¢(r).
Entonces existirfa r tal que ¢(r) = sup, <, ¢(2), lo cual implicarfa, por el
Principio del Maximo, que ¢ es constante en B(0,75). Pero o(ry) < (1), ¥

esto da la contradicciéon deseada. O

Corolario 2.13. Si f € H(B(0,R)), p € (0,+00) y denotamos I,(r) =
o 027r |f(re®)[Pdo, J(r) = 5= 027r log™ | f(re®)| df, entonces L,(r) y J(r) son

funciones crecientes, y ademds son funciones convezxas de logr. En particular,

sup I,(r) = h’_rg L(r) y sup J(r)= ll_tg J(r).

0<r<1 r 0<r<1
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Capitulo 3
Espacios de Bergman

Supondremos a lo largo de este capitulo que G es una regién de C. Vamos
a estudiar un espacio de funciones analiticas en G que es distinto del espacio
total H(G), y ademas va a tener una topologia estrictamente mas fuerte. Tal

topologia va a venir dada por su estructura de espacio de Hilbert.

Consideremos el espacio vectorial L*(G) de las funciones f : G — C
medibles-Lebesgue tales que su cuadrado es Lebesgue-integrable en G con
respecto a la medida de Lebesgue bidimensional, es decir, [ [, |f(2)]* dzdy <
+o00, donde z = x + iy. Debido a la desigualdad de Cauchy—Schwarz

’//f o | < [ [ urerasay- [ [ oGP sy

se tiene que la aplicacion

(1)1 (f9) € L3(G) x LA(G) —s // £(2) - 90 dudy € C

~donde estamos identificando en L?(G) dos funciones cuando son idénticas en

G salvo un subconjunto de medida nula— cumple las siguientes propiedades:

= Es una forma sesquilineal, es decir, es lineal en la primera variable y anti-

lineal en la segunda. Especificamente, para todas las funciones f,g,h €
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L*(G) y todo escalar o € C, se tiene: (f + g,h) = (f,h) + (g,h),
(af g) = olf. ), (frg+h) = (f.g) + ([ 1),y {f,ag) =a(f,g).

» Es hermitica, es decir, (f,g) = (g, f) para todas las funciones f,g €
L*(G).

» Es definida positiva, es decir, (f, f) > 0 para toda f € L*(G), y ademés
(f,f)=0siysolosi f=0.

En otras palabras, la aplicacion (-,-) es un producto escalar y L*(G) es

un espacio prehilbertiano. En particular, la aplicacién

fe LG — | flla:= (£, f)? = (//G IfIQdIdy); € [0, +00)

es una norma en L?(G), llamada norma cuadrdtica. Esta norma genera, de ma-
nera natural, la métrica d(f,g) := ||f — g||2, llamada la distancia cuadrdtica.
Esta distancia, a su vez, genera una topologia, llamada topologia de la conver-
gencia en media cuadrdtica. Gracias al Teorema de Riesz-Fischer, L?(G) es
un espacio métrico completo cuando esta dotado de la distancia anterior. Por
tanto, (L*(G), (-,-)) es un espacio de Hilbert.

En este capitulo vamos a tratar con las funciones de L?*(G) que son ana-
liticas en (. En tal caso no es necesaria la identificaciéon de funciones hecha
anteriormente en L?(G), ya que si f y g son continuasen Gy f=g¢g en G

salvo un conjunto de medida nula, entonces f =g en G.

Aparte de comparar las dos topologias naturales que surgen, estudiaremos
los sistemas ortonormales, especialmente los formados por polinomios cuando
la region G es acotada. También descubriremos que las funciones a estudiar
pueden ser generadas a través del asi denominado nicleo reproductor de Berg-
man, y se mostrara su relaciéon con el isomorfismo de Riemann sobre el disco
unidad. Finalmente, en el caso del disco, estudiaremos los espacios de Bergman

de orden superior y los operadores de composicion definidos sobre ellos.
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3.1. Definicioén, convergencia y propiedades

Comenzamos con el concepto de espacio de Bergman.

Definiciéon 3.1. Se llama espacio de Bergman de G al espacio vectorial

B(G) = L*(G) N H(G).

Stefan Bergman (1895-1977)

Otra notacion para el espacio de Bergman es LZ(G). Es un subespacio vec-
torial tanto de H(G) como de L*(G). Por tanto, B*(G) hereda de manera
natural dos topologias: la de la convergencia compacta y la de la convergencia
cuadratica. Por supuesto, la aplicacion (-,-) anterior es también un produc-
to escalar sobre B?(G). El resultado siguiente muestra la estructura de este

espacio.

Teorema 3.2. (a) Sean f, f, € B*(G) (n € N) tales que f, — f en me-
n—oo
dia cuadrdtica. Entonces f, — f compactamente en G. En particular,
n—oo
la topologia sobre B*(G) que deriva del producto escalar (-,-) es mds

fuerte que la topologia que proviene de H(G).

(b) (B*(G),(-,-)) es un espacio de Hilbert.

Antes de demostrar el teorema, enunciamos un resultado auxiliar, el cual
es interesante por si mismo. Para dos subconjuntos no vacios A, B C C, de-
notamos d(A, B) :=if{|z —w|: z € A, w € B}.
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Lema 3.3. Sean f € H(G) y K C G un subconjunto compacto. Llamemos

-d(K,0G) si G#C
si G=C.

IK):=

=N

Il
Entonces sup |f <
sup | £(2)] < NG
Demostracion. Fijemos un punto a € K. Entonces B(a,d(K)) C G y en esta

bola la funcion f tiene un desarrollo de Taylor uniformemente convergente

z) = Zak(z —a)",

donde ay = f(a). Pasando a coordenadas polares, tenemos z —a = re®
(0 <r <4,0<60 <27 en tal bola. Teniendo en cuenta que el jacobiano de las
variables cartesianas x,y respecto de las polares 6,7 es r, que la convergencia
uniforme permite intercambiar las operaciones de sumacion e integracion, y que

gracias al Teorema de Fubini podemos integrar iteradamente, obtenemos:

o0 o0 o0

If())? = f(2) f(2) = Zak(z —a)k- Za—lm _ Z ety

k,l=0

118 = [ [ 17 Pdmw// Py
0(K) g2 0 '
:/ / r- Z aka_lr“lez(k_l)e drdf.
0 0 k,l=0

L. 2T imb 27T Si m = O
Por ultimo, observemos que fo e df = 0 ‘ Z\ {0} de donde
S1. m e ,

se deduce que

d(K) o0
172 = 2 / Z a2 dr

|y |25 () 2H+2
Z o

> mo(K)?|agl* = wd(K)*| f(a)]*.

38



Trabajo Fin de Grado Espacios de Bergman

Luego, para cada a € K, se deduce 76(K)?|f(a)|*> < ||f||3. Por tanto, |f(a)| <

% para todo a € K, lo cual implica lo que queriamos demostrar. O

Demostracion del Teorema 3.2. (a) Si f y f. (n € N) son como en el enuncia-
do, entonces ||f, — f|l2 — 0. Fijemos un compacto K C G. Debido al Lema
n—oo

3.3, tenemos que

sup | fn — f| < M para todo n € N,
K

S(K)/r

luego supg | fn—f] n_>—0>00. En consecuencia, f,, — f (n — oo0) compactamente

en G.

(b) Ya que L*(G) es un espacio métrico completo, basta probar que B?(G)
es cerrado en L%*(G), pues todo subconjunto cerrado de un espacio métri-
co completo es completo para la métrica inducida. Para verlo, supongamos
que {fu}n>1 C B*G) y que fo—=> [ en | - |2 para cierta f € L*(Q).
Entonces {f,}n>1 es de Cauchy en (B?(G),|| - ||2); luego, por el Lema 3.3,
{fn}n>1 es de Cauchy en H(G). Por tanto, existe g € H(G) tal que fnﬁog

compactamente en G. Pero del hecho f, % f se deduce —gracias a un co-
nocido teorema de Riesz (ver, por ejemplg,iTQ, Capitulo 4])- que existe una
subsucesion {f,, } de {f.} tal que f,, (2) ]H—O>Of(z) en casi todo (e.c.t.) z € G
con respecto a la medida bidimensional de Lebesgue. Ahora bien, también se
tiene que fnk(z)k_}—;g(z) para todo z € G, luego g = f e.c.t. G, de donde
g € L*(G). Asi que g € B*(G@) y por tanto f € B*(G) (pues es la alteracion
de g en un conjunto de medida nula). Concluimos que B?*(G) es cerrado en

L*(G), como se requeria. O

Hacemos notar que la convergencia cuadratica es estrictamente méas fuerte
que la convergencia uniformemente en compactos. Por ejemplo, considerar la

region G = D, la funcion f(z) = 0 y la sucesion f,(z) =nz" (n € N).
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3.2. Sistemas ortonormales en espacios de Hil-

bert

Seguidamente, vamos a recordar algunos conceptos y resultados sobre

ortonormalidad.

Supongamos que (X, (-,-)) es un espacio prehilbertiano. Una sucesion
{on}y C X se dice que forma un sistema ortogonal si (¢, pm) = 0 para
todos los pares n,m con n # m. Si, ademas, ||p,|l2 = 1 para todo n > 0
lequivalentemente, si (©n, ©m) = dpm (delta de Kronecker) para todo n,m],
diremos que {¢,}22, C X es un sistema ortonormal (S.0.N.). En este caso,
si x € X, los nameros (x, p,) (n > 0) se denominan coeficientes de Fourier de
x relativos al sistema {p,, },>0, mientras que la serie >~ (x, ©n)p, se llama
serie de Fourier de x relativa a {p,},>0. Un problema general es si la serie
de Fourier de x converge, y si cada vector x € X es la suma cuadratica de su

serie de Fourier, para un S.O.N. dado {p,}.

Por L£(A) denotaremos el subespacio vectorial generado por un subcon-
junto A de un espacio vectorial. Todo S.O.N. es linealmente independiente y,
usando el conocido método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, se obtie-
ne que, dado un sistema linealmente independiente {x,},>0, existe un dnico
S.O.N. {¢n}n>0 tal que:

(a) Para todo n >0, ¢, € L({z;}]_) [en particular, (z,) y (¢,) generan el

mismo subespacio vectorial|, y

(b) Paracadan >0, si ¢, = apx, +ap_ 12,1+ -+ apxo, entonces a,, > 0.

Otros resultados generales quedan recogidos en la siguiente proposicion.
Recordemos que un subconjunto A C X es total cuando L(A) = X, ¥
que un SON {p,} es completo cuando, para cada = € X, se tiene que

ZZ‘LO@, <Pn>80n = x cuadraticamente.
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Proposicion 3.4. Sea X un espacio de Hilbert.

(A) Son equivalentes:

(a) X es separable.

(b) X es homeomorfo al espacio {5 de las sucesiones complejas de cua-

drado sumable.
(¢) X es isométricamente isomorfo a (s.

(d) Eziste en X un SON completo {¢y}n>o0-
(B) Sea {¢n}n>0 un SON en X. Son equivalentes:

(a) {pn}n>0 es completo.

(b) {@n}n=0 es total.

(¢) Para todo x € X se tiene Y oo (@, ¢n)* = ||lz])3.
)

(d) Si (z,¢,) =0 para todo n >0, entonces x = 0.
(C) Sea {on}n>0 un SON en X. Se tiene:

(a) Si x,y e X cony € L({¢1,...,0n}), entonces
ly = 2ll2 > | 32,0 (@, @n)en — e

(b) [Desigualdad de Bessel] Para todo x € X, se tiene que
2o [, @n)? < l]f3,

(c) [Tgualdad de Parseval] Dado = € X, se tiene que

S (T on)pn = sty solo st Yol (w, on)]?

= [l=[l3.

(d) Si (an)n>0 € la, entonces la serie > -, iy, es la serie de Fourier

de un vector x € X, y ademds Y .~ (x,pn)pn = & cuadrdticamente.

En un espacio de Hilbert X, una base ortonormal (B.O.N.) es un S.O.N.

total o completo.
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Notemos que, ya que B*(G) C L*(G) y L*(G) es separable con la distancia
cuadratica, también lo es B?(G). Apuntamos que H(G) con la topologia de la
convergencia compacta es también separable, al serlo C(G), que es un espacio

metrizable cuando se dota de la misma topologia.

3.3. Aproximacién por polinomios en espacios

de Bergman. Dominios de Carathéodory.

Consideremos ahora el caso en que la region G es acotada. Evidente-
mente, tenemos aqui que los polinomios forman un subconjunto de B?(G).
Aplicando el método de Gram-Schmidt al sistema linealmente independiente
de potencias {2"},>0, obtenemos de manera tinica un SON {P, },>¢ de polino-
mios tales que grado (P,) =n (n=0,1,2,...) y sus coeficientes lideres estan
en (0,400). Se tiene entonces que {P,},>0 es una BON si y solo si el con-
junto de los polinomios es denso B%*(G), ya que L({P,},>0) = {polinomios}.
Observemos que B?(G) tiene siempre una BON, pero no es seguro que posea
una formada por polinomios. Daremos seguidamente una sencilla condicién

suficiente, de caracter topoldgico, para que esto ocurra.

Definicién 3.5. Un dominio de Carathéodory es una region G C C simple-
mente conexa y acotada tal que 0G = 0G4, donde G denota la componente

coneza no acotada de C\ G.

Por ejemplo, D —y en general, cada regiéon de Jordan— es un dominio de
Carathéodory; pero D\ [0, 1] no lo es, aunque es una regién acotada y sim-
plemente conexa. Una “serpiente exterior” (ver figura en la pagina siguiente)
es un dominio de Carathéodory, pero no es una region de Jordan porque su
frontera divide el plano en tres regiones: el interior del huevo de la serpiente,

la serpiente, y el espacio exterior al huevo y a la serpiente.
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Una serpiente exterior

Enunciamos a continuacién la mencionada condicién suficiente de densidad,

conocida como Teorema de Farrell-Markushevich.

Teorema 3.6. Si G es un dominio de Carathéodory, entonces los polinomios

forman un subconjunto denso en el espacio de Bergman B?*(G).

Demostracion. Haremos uso del siguiente hecho, que puede encontrarse en el
Capitulo 2 del libro [16, vol. III]: Fijemos cualquier punto zy € G. Entonces
existe una sucesion {G,},>1 de regiones de Jordan tal que G C G, C
Gni1 C G, paratodo n € N y G esla mayor region Q tal que 2o € Q C G,
para todo n € N. Ademés, si h,, : G,, — G es el tnico isomorfismo dado por el
Teorema de Riemann tal que h,(20) = 20 v h,(20) > 0, entonces h,(z) i

compactamente en GG. Observemos que, gracias al Teorema de convergencia de

Weierstrass, se deduce que h/(z) — 1 compactamente enG.
n—o0

Fijemos una funcion f € B*(G) y un € > 0. Basta hallar un polinomio
P tal que ||P — f||]2 < 2¢. Para cada n € N, denotemos por f, la funciéon
fn: G, — G dada por f,(2) = f(hn(2))h,(2), y por m la medida Lebesgue

bidimensional.
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Por la formula del cambio de variables, tenemos, para todo n € N, que

[ fypan= [ [ ieans | [ iean

Por otra parte, dado un compacto K C G, sabemos que f, —, o0 f uni-
formemente en K. Luego, por el Teorema de Lebesgue de la convergencia

dominada,

liminf//\fnlzdmZIiminf// |fn|2dm:// | f|? dm.
n— 00 a n— 00 K K

En consecuencia, puesto que lo anterior se cumple para cada compacto
KcGy [[,|fPdm=sup{ [ [ |fI?dm: K compacto C G}, obtenemos

//\fﬁdmﬁliminf//|fn|2dm§h'msup//|fn\2dm§//\f]Qdm,
G n—oo G n—00 G G

luego [ [, |ful?dm — [ [, |f|?dm. Si L C G es un compacto, el mismo
n—oo

razonamiento anterior se puede aplicar al abierto G \ L, obteniéndose que

//G\L\fnwzdm@//G\L\dem.

Tomemos ahora un compacto L C G tal que [ fG\L |fI2dm < %, y elija-

mos un N € N de modo que

2 e? 2 e?
// fyldm < S v //ny—f| dm < &
a\L o L o

La eleccion anterior ha sido posible gracias a la convergencia compacta de {f,}

a f en G. Entonces

||fN—f|r§=//Lmv—fr2dm+//G\erN—f|2dm
<§+2(//G\L|fN!2dm+//G\er|2dm)<52,

y por tanto ||fx — f][3 < 2.
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Finalmente, observemos que G es un compacto, que G C Gy, que Gy es
una region simplemente conexa y que fy € H(Gy). En estas condiciones, el
Teorema de aproximacion de Runge garantiza la existencia de un polinomio

P(z) tal que

£
m(Q)

|P(z) — fn(2)] < para todo z € G.

[V

En consecuencia, ||[P — fllo < ||fx — fll2 + ||P — fnll2 < 2¢, como se queria

demostrar. N

3.4. Nrcleo reproductor de Bergman

Gracias al Teorema de Riesz—Fréchet (ver, por ejemplo, [7, Cap. 5]), cada
espacio de Hilbert H es isométrico a su dual topologico H*, es decir, al espacio
de las formas lineales continuas ¢ : H — K (donde K es el cuerpo base, que

es C en nuestro caso) dotado de la norma dual

lell = supfle()] : [le] =1},

Es usual denotar ¢(z) = (z,¢), como el producto escalar, notacion que se
inspira en la isometria antilineal ® : v € H — &, € H* dada por ®,(y) :=
(y,z). Esto significa que ® es biyectiva, ||z]| = [|@s]], Pysy = Pu + P, ¥
®., =¢cP, paratodo z,y € H y todo c € K.

En particular, si G C C es una region, to € G v f € B*(G), podemos
considerar la forma o funcional ¢, dada por ¢, (f) = f(to), que es la asi
llamada evaluacion en el punto ty. El hecho de que la convergencia en || - |2
sea mas fuerte que la convergencia compacta (y por tanto mas fuerte que la
convergencia puntual) implica que cada funcional de evaluacion ¢y, es continua
(1a linealidad es trivial), luego ¢;, € B*(G)*. Por tanto, y gracias al Teorema

de Riesz, existe una tnica funcion K;, € B*(G) tal que f(to) = (f,K,) para
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toda funcion f € B*(G). Queda pues definida una funcion
K:GxG—C
dada por K(z,t) := K;(z) y caracterizada por
(f,K:) = f(t) paratodo t€ G ytoda f e B*G).

La funcién KC asi definida se denomina funcion nicleo reproductor de Bergman

para la region G.

Ya que B%(G) es un espacio de Hilbert separable, admite una BON {f,, },.>o.
Es natural preguntarse qué representacion tiene el nicleo I en funciéon de
{fn}n>0. Por otra parte, si G C C es una region simplemente conexa distinta
de C y t € G, existe un tnico isomorfismo F; : G — D normalizado con las
condiciones Fi(t) = 0 < F/(t). Asi que otra cuestion natural es si, sabiendo

cudl es la funcion normalizada de Riemann
F:(z2,t) e G xGr— F(z,t) = Fi(2) € D,

se puede conocer el nicleo IC, y viceversa. La respuesta a todas estas preguntas

se da en el proximo teorema.

Teorema 3.7. Sea G C C wuna region. Con las notaciones anteriores, se

verifica:

(a) Si {fn}n>o es una BON de B*(G), entonces

K(z,t) = ifn(z)fn—(t) para todo (z,t) € G?,
n=0

donde, para cada t € G, la convergencia de la serie es en norma cuadrd-

tica, y por tanto se da la convergencia compacta de la serie en G.

(b) Si G es simplemente conexa y G # C, entonces, para cada t € G, el
sistema f,,(2) == /2L - Fy(2)" - F{(2) (n > 0) es una BON de B*(G).

™
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(¢) Si G es simplemente conexa y G # C, entonces
1
K(z,t) = =F/(2)F/(t) para todo (z,t) € G*.
T

Ademds, si la integral se entiende sobre cualquier arco rectificable v C G que

una t con z, se verifica

_ T ’ 2
F(z,t) = lC(t,t)/t K(s,t)ds para todo (z,t) € G*.

Demostracion. (a) Fijemos un punto t € Gy consideremos, para cada n >

0, la funcion h,(z) = >, fr(2) fe(t) € B*(G), cuya norma es |[|hy|2

1
(> r o [fe(®)]?)?. Gracias al Lema 3.3, tenemos que |h,(z)| < 5(|“{Z’}L)H\2/E. Si

hacemos, en particular, z = ¢, obtenemos

)\ - 1]
13 = Z @ = 1ha(8)] < 55 7=

De aqui se deduce que /7o({t})||hnlle < 1, luego |h,(t)| < m para

todo n > 0, lo que implica que > 7 |fn(t)]* < +00 (pues esta suma no

supera < m) Por el apartado (C)-(d) de la Proposicion 3.4, la serie

>0 o fu(2) fu(t) converge cuadraticamente a cierta funcion ® € B*(G).

Basta demostrar que ® = IC;. Para ello, es suficiente probar que ® cumple

la “propiedad reproductiva”
f() = (f,®) paratoda f € B*G).

Comprobémosla. Dada una f € B?(G), y expresdndola en su representacion
como serie de Fourier relativa a {f,}n>0,

[e.9]

f(z) = chfTL(Z)?

n=0

tenemos que

(F,0) = cntfus D FalD)fn) = Y cafult) = £(2),
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como se requeria. En las igualdades anteriores hemos usado la continuidad de

las aplicaciones

r€ Hw— (a,z) e K

para cada a € H en cada espacio de Hilbert H junto con el hecho de que
{fn} es un SON.

(b) En primer lugar, el sistema ¢, (z) := \/@z” (n > 0) es una BON en
B?(D): es facil ver que es un SON, y es completo por el Teorema de Farrel-
Markushevich junto con el apartado (B) de la Proposicion 3.4. Es evidente que
cada f, € H(G). Ademés, ya que el jacobiano de la transformacion F; : G —

D es |F/|?, resulta que

172 =//D‘\/F<u+w>n

lo que implica que {f,}n>0 C B*(G) v {fn, fa) = 1 para todo n > 0. Un

%

argumento similar muestra, usando F{(2)F/(z) = |F/(2)

2
dudv =1,

que, si n # k,
entonces < (fn, fx) = (¢n, pr) = 0. Con esto ya tenemos que (f,),>0 €s un

SON. Resta ver que (f,)n>0 es completo.

Para ello, fijemos una funcion g € B*(G) tal que (g, f,) = 0 para todo
n > 0. Hemos de probar que ¢ = 0. Sea ® : D — G el isomorfismo inverso de
F, : G — D. Se verifica que ®'(w) = m p

la funcién g := (g o ®)®’. Entonces, usando de nuevo un cambio de variable,

ara todo w € D. Consideremos

se tiene que g € B?*(D). Notemos asimismo que ¢, = (f, o ®) - ®'. Por
tanto, gracias al mismo cambio de variable, y usando que el jacobiano de &
es | = @' - 3, obtenemos que (g, pn) = (9, fn) = 0 para todo n > 0 vy,
como (@) es una BON, se deduce que g = 0 en D. Finalmente, puesto que
d'(w) # 0 para todo w € D y & es sobreyectiva, obtenemos que g = 0, como

se queria demostrar.

(c) Sien (a) elegimos como {f,} elsistema de (b), obtenemos que Fy(t)" =
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0 para todo n > 1, luego

porque F}(t) > 0.

Reciprocamente, si conocemos K(z,t), resulta de la expresion anterior que
K(t,t) = w Ya que F!(t) > 0, resulta que F/(t) = (7K(t,t))*/?, de donde

se deduce que

/ ™ ™ 1/2
F = — t) = t
y por tanto
F(Z,t) = Ft(Z> = Ft(Z) —0= Ft(Z) - Ft(t) = (%)1/2/ IC(S,t)dS,
) t
como se queria demostrar. O

3.5. Espacios de Bergman de orden superior

Pueden definirse espacios de Bergman mas generales, a saber,
BY(G):={fe€eHG): ||fll, <+oo} (1<p<+o0),

donde || fll, :== ([ [ |f(2)|P dxdy)%. Cada uno de ellos es un espacio de Ba-
nach bajo la norma | -|,. En el caso G = D, estos espacios se estudian
de forma muy céomoda, debido a la existencia de un desarrollo de Taylor va-
lido en todo el disco. Tiene ciertas ventajas usar —y asi lo haremos— para

B*(D) la medida de Lebesgue normalizada dA(z) = %%, Asi la norma es

1l = ([ [ |f|dA(2))7 v, si p=2, una BON de B*(D) es {v/n+ 12"}m0.

Por LP(D) denotaremos el espacio vectorial de las funciones medibles

f :D — C tales que |f|? es Lebesgue-integrable en D con respecto a la
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medida de Lebesgue bidimendional. De nuevo, en LP(D) se supone que dos
funciones son idénticas si coinciden en D salvo en un conjunto de medida
bidimensional nula, y esta identificaciéon no es necesaria si solo se consideran
funciones continuas o, en particular, funciones analiticas. Se sabe que LP(D)

es un espacio de Banach bajo la misma norma || f||, anterior.

Vamos a demostrar, en primer lugar, que BP(ID) es un espacio de Banach

en el cual la convergencia es méas fuerte que la que se deriva de H (D).

Teorema 3.8. Sea p € [1,+00). Se tiene:

(a) BP(D) es un espacio de Banach o, equivalentemente, es un subespacio
cerrado de LP(D).

1/ 1lp
(1 —lz)*

(¢) La convergencia en BP(D) es mds fuerte que la convergencia compacta
en D.

(b) Para todo z €D ytoda f e H(D), se verifica que |f(z)] <

Demostracion. Del Teorema del Valor Medio para funciones analiticas sobre un
disco se deduce facilmente —tras multiplicacion e integracion sobre la variable

“radial’- que, para todo z € D y toda f € H(D), se verifica

10 = G2 Sy 040

De aqui y de la desigualdad de Hélder, obtenemos

101 < s [ 1wl < (//V\WA>y=H¥%?

que es (b). A su vez, de aqui se deriva que, si K C D es compacto, de modo

que existe r € (0,1) tal que K C B(0,r), entonces

sup [f(2)] < (L =) [[f]l5,

zeK
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de donde se deduce (c).

Nos queda probar (a). Para ello, consideremos una sucesion de Cauchy
{fn}n>1 C BP(D). Sea K C D un compacto. Gracias a (b), existe una constante
c(K) € (0,400) tal que

sup | fm(2) — fu(2)| < ¢(K) - [[fn = fullp-

zeK
Dado ¢ > 0, existe un ng = no(e) € N tal que || f,, — full, < Zx7 Pbara todo

m,n > ng, luego
sup |fm(2) — fu(z)] < e para todo m,n > ny,
zeK

asi que {fn}n>1 es de Cauchy en la métrica de H (D). Por tanto, existe una
funcion f € H(D) tal que f, — f compactamente en D. Ya que el espa-
n—oo

ll-llg

cio LP(D) es completo, existe g € LP(D) tal que f, — g. Entonces existe
n—oo
una sucesion creciente (ng)r>1 C N tal que f,, k—> g e.c.t. D. Ahora bien,
- —00

fnkk—> f puntualmente en D, luego g = f e.c.t. D. Por tanto f € LP(D)
—00

(tuego f € BY(D)) ¥ fu—~ flly = lfu — gll, — 0, lo cual implica f, 1% 7,

que es lo que se queria probar. O

En el caso p = 2, tenemos por el teorema anterior que B%(ID) es un subes-
pacio cerrado del espacio de Hilbert L?(ID). Por tanto, existe un subespacio
cerrado M := B?(D)* , llamado el complemento ortogonal de B?(D), tal
que L*(D) = B*[D) ® M, donde @ simboliza la suma directa de subespa-
cios cerrados. Ademas, la proyeccion asociada a B?(D), llamada proyeccidn
de Bergman (es decir, la aplicacion lineal P : L?*(D) — L*(D) tal que, si
f=fo+g con fo€ B*(D) y g € M, entonces Pf = fy) es continua. Note-
mos que Imagen (P) = B*(D), Ker (P) = M,y P es idempotente (es decir,
P? = P) y autoadjunta (es decir, P = P*). Recordemos que, si T : H — H
es un operador (o sea, una aplicacion lineal y continua), entonces el operador

adjunto 7" : H — H queda definido por

(Tr,y) = (z, T"y) paratodo z,y € H.
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Veamos que la proyeccion de Bergman es un operador integral. El siguiente

resultado se extiende facilmente a cada region G C C.

Proposiciéon 3.9. Para toda funcion f € L*(D) y todo punto z € D, se

9= [ [ o A

Demostracion. El nacleo de Bergman es K(z,t) =

verifica

1
— . Notemos que
(1—2t)%

K(z,t) = Ki(z) = K,(t) = K(t, 2). Gracias a la propiedad reproductiva de K

y a las propiedades P* = P y P|g2 = la identidad, deducimos que
(Pf)(z) =(Pf.K.) =({f, PK.) =

i ea—

como queriamos demostrar. O]

1 1
Anotemos que, si 1 < p < 400 y —+ — =1, entonces el dual B?(D)* de
q
BP(D) es isomorfo a BY(D).

3.6. Operadores de composicién en espacios de

Bergman

Finalmente, vamos a estudiar una interesante aplicacion lineal y continua
de un espacio de funciones analiticas en si mismo. Si ¢ : D — D es analitica,

es facil ver que la aplicacién
C,:fe HD)— fope HD)

esta bien definida, y es un operador sobre H(D), es decir, es lineal y continua

(la continuidad resulta inmediata del hecho de que la imagen por ¢ de un
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subconjunto compacto de D es también un subconjunto compacto de D).

Diremos que Cy, es el operador de composicion asociado a .

Pero no es inmediato que C, sea un operador sobre BP(ID). A probar este

hecho nos vamos a dedicar en esta seccion.

Sean f,g € H(D). Se dice que [ estd subordinada a g cuando existe una
funcion ¢ : D — D holomorfa tal que ¢(0) =0 y f = go . Usaremos el
siguiente resultado, denominado Teorema de subordinacion de Liltlewood, que

es importante por si mismo.

Teorema 3.10. Si f,g € H(D) y f estd subordinada a g, entonces

2 2
/|ﬂm%wws/ g(re®) P do
0 0

para todo r € [0,1) y todo p € (0,+00).

Demostracion. Por hipotesis, existe ¢ : D — D tal que ¢ € H(D), ¢(0) =0
y f = gop. Fijemos r € (0,1) y sea h € C(B(0,7)) N Arm (B(0,7)) tal
que h|j= = |g|". Ya que |g|? € SA(D), tenemos |g(z)[P < h(z) para todo
z € B(0,7). Por el Lema de Schwarz, o(B(0,7)) C B(0,7), luego |f(2)[P =
lg(0(2))|P < h(p(2)) para todo z € B(0,r). Ahora bien, ho ¢ € C(B(0,r)) N
Arm(B(0,7)). Entonces, por la desigualdad anterior y el Teorema del Valor

Medio, se tiene que

1 27 ) 1 27 ]
o | lretras < o [ (e do = () = o)
27T 0 27T 0
1 2 ) 1 27 )
= — h(reze)dQ = — |g(7’619)|p do,
2 J, 2m J,
obteniéndose asi la desigualdad deseada. O]

Finalmente, podemos obtener el resultado al que haciamos mencién al prin-

cipio.
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Teorema 3.11. Sean ¢ : D — D holomorfa, p >0 y f € H(D). Entonces

f [iecomancs< (0 [orancs

En particular, C, es un operador sobre cada espacio de Bergman BP(D) (1 <

1+|@(0)|)%

p < +00), cuya norma ||O<p||p satisface ||C<p||p < (1—|go(0)|

Demostracion. Para cada a € D, consideremos el automorfismo ¢, de D dado

por pe(z) = 1@ — . Notemos que ©,(0) = a, ga(a) = 0 y ;' = .. Sea
—az

a := (0) y definamos ¢ := ¢, o p. Entonces ¢ € H(D), (D) C D, ¢(0) =

y © = @, 0. Por el Teorema de subordinacion de Littlewood, tenemos

| itetretpras = [1rogaoutretas < [ 150 utret ) as
0 0 0

para todo r € (0,1). Multiplicando por r la desigualdad anterior, e integrando

entre 0 y 1, conseguimos que

[ [1reraac < [ [ireeeraac),

Cambiemos ahora la variable en la segunda integral. Notemos que el jacobiano

1— 2)\2
de o (=) 5 e = % Fatonces
[ [1nenraac) < SB[ e aae
- ”'“' ) [ [1rriace)
— lal
y éste es el resultado que queriamos. O
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Capitulo 4
Funciones analiticas acotadas

En este capitulo trataremos sobre el espacio vectorial H* (D) constituido
por todas las funciones analiticas y acotadas en el disco D. Es un tipo especial
de espacio de Hardy, que tiene unas connotaciones algo distintas a los espacios
de Hardy clasicos HP(D), a estudiar en un capitulo posterior. Estudiaremos
en primer lugar el importante ejemplo de los productos de Blaschke, que son
productos finitos o infinitos de automorfismos de ID. A continuacién, factori-
zaremos una funcion de H*°(D) como producto de un producto de Blaschke
que engloba sus ceros y de otra funciéon que no se anula pero que mantiene
la norma. Después, introduciremos la clase de Nevanlinna N, como extension
de H*(D). En N veremos algunas propiedades similares a las de H*>(DD),
relativas a los ceros y a la factorizacion. Finalmente, estudiaremos brevemente

el importante subespacio de H*°(ID) dado por el algebra del disco.

4.1. Productos de Blaschke. Factorizacion

Comenzamos con una sencilla observaciéon, y después damos algunos
ejemplos. Para una funcion f : D — C, denotemos M (f,r) = supye(g ox] | f(re?)]
(0 <7 < 1).Entonces f € H*(D) siysolosi f € HD) y supge,.; M(f,r) =
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lim, ;- M(f,r) < +oo. El supremo coincide con el limite pues la funcion
r+— M(f,r) es creciente, debido al Principio del Modulo Maximo. Se tiene que
H(C) = {funciones enteras} ¢ H>(D) C H(D). Por ejemplo, si f(z) = -1 v

z—1

g(z) = -5, entonces f € H(D) \ H*(D) y g € H*(D) \ H(C). A partir de

27

ahora, denotaremos H> (D) simplemente por H.

Es facil ver, usando el Teorema de convergencia de Weierstrass, que H>
es un espacio de Banach cuando se le dota de la norma del supremo ||f||o =
sup,ep | f(2)]- De hecho, es un subespacio cerrado de (Cy(D), || - ||~), que es el
espacio de las funciones continuas y acotadas en [D. Lamentablemente, aunque
no es trivial de probar, H*> no es separable. La idea seria encontrar una familia

no numerable {f,}oer C H*® tal que | fo — f3]l« > 1 para todo par «, 5 €
con o # .

Recordemos que los automorfismos de D son las transformaciones bilineales

de la forma
L z—a
et

1,0 € R).
T (al<10eR)

Un producto de Blaschke finito es, por definicion, un producto finito puntual

de dichos automorfismos, es decir, una funciéon de la forma

60 an

)=¢e (@eR, NeN, ay,...,ay €D).

H 1—-a,z ! N )

Es evidente que f € H*; de hecho, |f(z)| < 1 para todo z € D. Para pasar a
productos de Blaschke infinitos, necesitamos condiciones sobre el crecimiento
if

de los ceros a,, y ajustar los coeficientes e” en cada factor. Este problema se

resuelve con el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea k € Ny y sea {a,};%, C D\ {0} una sucesion tal que
S (1 —an|) < +o00. El producto funcional infinito

n=1

kn'an' =Z (,ep)

Qp, CL—CLn
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define una funcion B € H(D) tal que |B(z)| < 1 para todo z € D. En
particular, B € H>®. Ademds, sus ceros son exactamente los puntos a, —con
la multiplicidad dada por el nimero de veces que cada uno de ellos aparece en

la sucesion— mds el origen si k > 0.

Demostracion. Supongamos probado que, para cada r € (0, 1), el producto
[1;2, del enunciado converge normalmente en B(0, ). En tal caso, convergeria
normalmente —y, por tanto, uniformemente- en cada subconjunto compacto de
D. Ya que cada factor estda en H(D) y tiene como (unico) cero a a,, resulta
que B € H(D) y que sus ceros son los especificados en el enunciado; ello se
debe al Teorema de convergencia de Weierstrass para productos infinitos, que
no es mas que una aplicacion del Teorema de convergencia de Weierstrass a la
sucesion constituida por los productos parciales. Puesto que cada factor tiene
modulo < 1 en I, lo mismo ocurrird con B. Asi que, fijado un r € (0,1),
basta probar la convergencia nomal en B(0,7), lo cual, a su vez, equivale a

‘an‘ . an—z2

(o ¢]
probar que > >, SUD) 5| </ |1 — - —1—&"z| < +00.
Pues bien, si |z| < r, observamos que

1+r
]__

an + |ap|z
(1 - anz)an

_|an|‘ Qy — 2

1

(1 —fan|) < (1 = fan)-

a, 1—a,z

<

. . . 1+T‘ o0
Por tanto, la serie anterior tiene una suma no mayor que == %" (1—la,|) <

400, luego nuestra serie también converge, como se requeria. O

A la funcion B(z) descrita en el teorema anterior se la llama producto de

Blaschke con ceros a, (n € N).

El siguiente teorema —conocido como Formula de Jensen— resultard muy
util para estudiar el comportamiento de los ceros y la factorizacion de funciones

en los espacios de Hardy.

Teorema 4.2. Sea f € H(B(0,7))\ {0} con f(0) #0, y sean ai,...,ax sus
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ceros en B(0,r), donde r € (0,400). Entonces

T 2 do
O] g = s ([ tomlrre) 52).
n=1

Si fuese f(0) =0 con multiplicidad m € N, la formula es la misma salvo que
hay que sustituir en el primer miembro la expresion |f(0)| por |c|r™, donde

c=lim, o f(m), y los ay,...,an serian los ceros no nulos de f.

Demostracion. La segunda parte se deduce de la primera aplicando ésta a la

funcion g(z) = Sea pues f(0) # 0. Ordenamos los ceros de modo que

Z7YL v

{ai,...;an} C B(0,7) ¥ |ams1| = |ami2| = -+ = |an| = r. Definimos la
funcion

m N

H 7” —CLn H Qp

22r(a —z) g G — 7

Es claro que podemos encontrar un € > 0 tal que g € H(B(0,7+¢)) v g no
tiene ceros en B(0,r + ¢). Por tanto log|g| € Arm(B(0,7 4 ¢)) vy, gracias al
Teorema del Valor Medio, es log|g(0)| = fo log |g(ré’ )| 4

Escribamos cada miembro de la ultima igualdad en términos de f. En

primer lugar, |g(0)| = |f(0)|-]T, .- Por otra parte, es facil ver que |:(a_a;\ =
1 para todo a y todo z con |a| < r = |z|. Por tanto, si a, = re?" (n =
m+1,...,N), tenemos que

log|g(re”)| = log | f(re” Z log |1 — €=,

n=m+1

asi que, efectuando el cambio 6 +— 6 — 6,, en la integral de cada término de la

altima suma, obtenemos

o o, dO 2n o, do I
1 10 R 1 9y N — LT
| olatren 52 = [ sl 5 = (V= m) - 5

T
donde hemos llamado 1 := 2” log |1 — €®|df. En consecuencia, si observamos
que Hiv gl |a = =1, basta probar que I = 0. Con este fin, notemos que
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|1 — €| = 2sen g. Luego, haciendo el cambio a = g, resulta que probar que
I = 0 equivale a probar que K = —m -log2, donde K := foﬂ log sen adov. Si

efectuamos ahora el cambio a = 23, obtenemos que

K:7rlog2—i-2/2 logsenﬁdﬁ—l—Q/Qlogcosﬁdﬁ.
0 0

Por dltimo, haciendo en la segunda integral el cambio 8+ 7 — 3 y usando la
simetria en [0, 7] de la funciéon 3+ sen 3 respecto del punto medio 8y = 7,

resulta que

s

K:7rlog2—|—4/2 logsen B df
0

:7T~10g2+2/ logsen fdf = m-log2 + 2K,
0

de donde K = —7 -log2, como queriamos demostrar. O

El siguiente resultado, unido al Teorema 4.1, afirma que una sucesion
{a,}22, C D es la sucesion de ceros de alguna funcion analitica y acota-
da en D siy solo si se cumple la condiciéon de convergencia para productos de
Blaschke.

Teorema 4.3. Sea f € H® \ {0} y sea {an}n>1 la sucesion de ceros de f,

enumerados segun su multiplicidad. Entonces Y~ (1 — |a,|) < 4o00.

Demostracion. Si hay un ntimero finito de ceros, no hay nada que probar. Si
hay un ntimero infinito, debe ser |a,| — 1 (por el Principio de Prolongacion
Analitica), asi que podemos suponer, con un cambio de orden y desplazamiento

de indices si es preciso, que el origen es m-miltiple (con m € Ny) y que los ceros
f(2).

zm )

no nulos cumplen 0 < |a1] < |ag| < |as| < .... Llamemos ¢ := lim,
notemos que ¢ € C\ {0}. De acuerdo con la Formula de Jensen, para todo

r € (0,1) se tiene que

1 2m )
Z logL = —log(|c|r™) + %/ log | f(re®)| df < —log(|c|r™) + C,
0
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donde C' es una constante absoluta finita, debido a que f es acotada.

Fijemos ahora un N € N. Entonces, para todo r > |ay| se tiene que

N
Zlog’% < Z logﬁ < —log([|c|r™) + C.

an|<r
Haciendo que r — 1, resulta la existencia de una constante M € (0,+o0)
tal que 25:1 log(Ja,|™") < M para todo N € N. En consecuencia, la serie
de términos positivos Y > log (1 + \aﬁ — 1) converge. Finalmente, del hecho

log(1+t)
t

lim;_,q = 1 y del criterio de comparaciéon por paso al limite se deduce

que Y > (1 —la,|) también converge. O

Resulta inmediatamente el siguiente corolario, que viene a decir que si una
funciéon f holomorfa en D, acotada y no idénticamente nula, tiene infinitos

ceros en D, entonces éstos deben tender rdpidamente a OD.

Corolario 4.4. Si f € H® y existe una sucesion {a,}n>1 C {ceros de f} tal
que Y2 (1 —la,|) = +o0, entonces f = 0.

Finalizamos esta seccion con el enunciado y prueba de su resultado mas
importante, conocido como Teorema de factorizacion por productos de Blasch-

ke.

Teorema 4.5. Sea f € H*\ {0}, y sea B el producto de Blaschke formado

con los ceros de f. Entonces existe una funcion g € H*® tal que g no tiene

ceros en D, ||gllc = | fllc v f=g B.

Demostracion. Podemos suponer que f tiene infinitos ceros (si tuviese un nu-

mero finito de ceros, la demostracion serfa casi la misma, pero méas sencilla),

y los disponemos en sucesion, teniendo en cuenta sus multiplicidades. Recor-

demos que el producto de Blaschke B es convergente porque f es acotada.

Ya que B tiene exactamente los mismos ceros que f con las mismas multi-
f

plicidades, se tiene que la funcién g := % estd en H(D) y no se anula en D.

Evidentemente, f = ¢ - B.
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Llamemos B, al producto de Blaschke finito formado por los n primeros
ceros. Pongamos ¢, := Bin. Como |B,| <1 en D, es claro que ||gnlloo = ||f]loo
para todo n € N. Ahora bien, fijado n € N, se tiene que lim,_,1 |B,(2)| = 1,
debido a que cada uno de los factores que integran B, goza de dicha propiedad
(al ser automorfismos de D). Fijemos momentaneamente r € (0,1) y ¢ €
(0,1). Entonces existe s € (r,1) tal que |B,(2)] >1—¢ si |z] = s.

Por tanto M (g,,r) < M(gn,s) < % de donde se deduce que ||gnllco =
f

SUPg<ye1 M (gn,7) < Nj para todo € € (0,1). Haciendo ahora € — 0, obte-

nemos ||gnllco < || f|loo, 1o cual implica ||gn|lcoc = ||f]|co- Por otra parte, como

|B| <1 en D, resulta [|g|lcc > ||fl|loc- Pero ¢, — g puntualmente en D y
n—oo

lgn(2)| < || flleo para todo n € N y todo z € D, asi que ||g]/oc < || f]|oos lo que

concluye la demostracion. O]

4.2. La clase de Nevanlinna

Todos estos resultados se pueden extender a una clase de funciones maéas
amplia, que definiremos a continuacién en esta seccién. Recordemos que, para

una funcion ¢ real; su funcion parte positiva es ot := max{0, ¢}.

Definicién 4.6. Se dice que una funcion f : D — C es de caracteristica
acotada o de forma acotada cuando f € H(D) y || f|lo := supgc,«; po(f,7) <
+oo, donde po(f,r) = % 027r10g+\f(rew)\d9 y logtt := max{0,logt}

(t > 0). Se llama clase de Nevanlinna, y se denota por N, al conjunto de

todas las funciones de forma acotada.

Asi que H* C N C H(D), donde las inclusiones son estrictas. Puede

probarse (ver [16, vol. TI]) que N es un anillo, es decir, si f,g € N entonces

f+g [f-geN.

Establecemos a continuacion el Teorema de los ceros de las funciones de N.
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Rolf Nevanlinna (1895-1980)

Teorema 4.7. Si f € N\ {0} y {an}n>1 es la sucesion de ceros de f,

enumerados segun su multiplicidad, entonces Y - (1 — |an|) < +o0.

Demostracion. Es la misma que para H®, sin mas que tener en cuenta que
log | f(re??)| <log™ |f(re)|, junto con la definicién de la clase N, O

Corolario 4.8. Si f € N y eziste {an}tn>1 CD tal que f(an) =0 para todo
neN y > (1—|a,]) =400, entonces f =0.

Finalmente, enunciamos el Teorema de factorizacion en N por productos
de Blaschke (Teorema 4.10), pero antes necesitamos el siguiente lema, cuya

prueba se pospone hasta el capitulo siguiente.

Lema 4.9. Si B es un producto de Blaschke, entonces e.c.t. 6 € [0,27] existe
el limite radial 1im,_,; B(re??) =: B*(¢"), y ademds |B*(e?)| =1 e.c.t. 6 €
0, 27].

Teorema 4.10. Sea f € N\ {0}, y sea B el producto de Blaschke formado
con los ceros de f. Entonces f = g- B, donde g € N, g no se anula y

lgllo = 1I1lo-
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Demostracion. Por el Corolario 2.13, la funcion r +— po(r, f) es creciente, y
por tanto || f|lo = lim, ;1 po(r, ).

do

5, €8 una fun-
T

Gracias a la formula de Jensen, la integral fozﬂ log | B(re'?)|

cion mondtona de r, luego, debido al lema anterior y al Teorema de la con-

& _

5 0. De nuevo, si
s

vergencia mondtona, resulta que lim,_,; fo% log | B(re®)|
definimos ¢ := %, entonces g € H(D) y no se anula. Ya que |B| < 1 (enten-
demos que B =1 si f no tiene ceros, en cuyo caso el resultado es trivial),
resulta |g(z)] > |f(z)| para todo z € D, de donde (usando que la funcion
t — log™ t es monodtona creciente) obtenemos ||gllo > || f|lo- Si s, > 0, se ve-
rifica la desigualdad log™(st) <logt s+ log™ ¢, puesto que el primer miembro
es 0 si st <1 yes logs+logt si st > 1. Se deduce entonces que
log* o] < log* ] +1o& 7 = log” || ~ log B

Asf pues, tenemos que fio(g, ) < po(f,r) — 5= OQW log | B(re')| df. Haciendo
que r — 1, obtenemos ||gllo < ||fllo, y entonces f=g¢g-B, g€ N y |glo =

| fllo, como queriamos demostrar. 0

4.3. Relacion con H* y la clase de Nevanlinna

Vamos a ver en esta seccion la estrecha relacion existente entre estas dos

familias de funciones.

En primer lugar, vamos a expresar las funciones de la clase de Nevanlinna
de una manera maés tutil, que nos dice que una funcién de esta clase no es mas
que el cociente entre dos funciones de H*°. Tenemos asi el que se conoce como

Teorema de los hermanos F. y R. Nevanlinna:

Teorema 4.11. Sea f € H(D). Entonces f € N siy solo si existen @,

holomorfas y acotadas en D tales que f = 2.

(@
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Demostracion. Supongamos primero que f = £ con ¢, como en el enuncia-

w)
do. Llamemos B, By, respectivamente, a los productos de Blaschke formados
con los ceros de ¢, 1. Por el Teorema de Factorizacion en H*°, podemos es-
cribir ¢ = @1 - B, y ¥ = 91 - By con ¢ y 9 acotadas y sin ceros. Pero
los ceros de 1 (contando las multiplicidades) deben ser ceros de ¢, luego
B = % € H(D). Es claro que |B| < 1, pues sus factores son < 1 en D
P
(notar que los factores de By, son parte de los factores de B,,). Por otra parte,

existe M € (0,+00) tal que |11(2)] < M para todo z € D.

B-p1
M

anillo, basta probar que % eN.

Notemos ahora que f =

-%.Yaque Bor e g c Ny N esun

Para ello, observemos primero que > 1en D, y por tanto log™t \ \ =

M
a1

log |w[| Ya que € H(D), resta ver que H%HO es finito. Fijado r € (0, 1),

w1

y observando que carece de ceros, se deduce de la Formula de Jensen

M
P1(z)
—o también del Teorema de la Media para funciones armonicas— que

%/ log‘d) ‘d@ log | ()|

Y como la igualdad anterior vale para todo r € (0,1), resulta ||%HO =

log ]%L(Oﬂ < 400, como se requeria.

Reciprocamente, supongamos que f € N. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que [ no es idénticamente nula. Sea r € (0,1) tal que

f no se anula en |z| = r. Por la Formula de Poisson—Jensen (ver [1, p. 208]),
_ or(2)

existe una funcién g, € H(rD) con |g,[ <1 en rD tal que f(z) = 7775 para
todo z € rID, donde se han definido
1 21 . i6
or(2) = gn(2) exp { = o / log™ | (re)| -2 do}
I 0 7“619 + 2z
une) = e { = - [ ot e I ).

Elijamos ahora una sucesion r, /1 (k — 00) tal que f(z) # 0 para todo z
con |z| =1 (k €N).
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Definamos ®y(z) == ¢, (rpz) ¥ Yi(2) == ¢y, (1x2) (2 € D, k € N). En-
tonces @y, Wy € H(D), [0 < 1 > [W] en D y f(rs2) = 33 para

todo z € . Ahora bien, por el Teorema de Montel, las sucesiones (®y) y

(V) constituyen familias relativamente compactas. Por tanto, existe una su-

cesion creciente {k;} C N tal que @y, ;ﬂg o, Wy, :ﬂg ¥, donde @,¢ € H(D)
—00 —00

y, necesariamente, |p| < 1, [¢| < 1 en D. Por otra parte, f(r,z) — f(2)
Jj—o0

compactamente en . Para concluir que f = %, basta probar que ¥ Z 0, pues

del Teorema de Hurwitz (Teorema 1.2) se deduciria que 1(z) # 0 para todo

z € D. Para verlo, tenemos que

1 27 )
| (0)] = [, (0)] = exp{—2—/ log™ | f(ree®)| df} > e Wl = constante > 0.
T Jo

Por tanto, como W, — v cuando k — oo, resulta [¢(0)] > e~ I/l Juego

W 0. O

4.4. FEl algebra del disco

En esta dltima seccién, trataremos brevemente sobre un subespacio vec-
torial importante de H*°, a saber, el dlgebra del disco A(D), que es por defini-
cion el conjunto de las funciones analiticas en el disco que pueden extenderse

continuamente a la frontera, es decir
AD) :={f:D—C: feCD)NHD)}.

Como D es compacto, y toda funciéon continua en un compacto es acotada,
resulta que A(D) C H*, asi que todas las propiedades estudiadas para H>
son trivialmente vilidas para las funciones de A(D). No obstante, A(D) tiene
en oposicion a H> la propiedad de separabilidad, como veremos a continua-
cion. Se supone que dotamos a A(D) de la misma norma que H>, es decir,
| fll = sup,ep |f(2)] = méax,p|f(2)|, donde para la dltima igualdad se ha

usado la continuidad de f. De hecho, del Principio del Médulo Maximo se
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deduce que ||f]| = méx.cr|f(2)], donde T denota la circunferencia unidad
T =0D={|z] =1}.

Teorema 4.12. (a) A(D) es una subdlgebra lineal cerrada de H™. En

particular, es un espacio de Banach.

(b) A(D) es separable.

Demostracion. (a) Que A(D) es un algebra lineal resulta de que tanto las
funciones continuas en I como las holomorfas en I constituyen un algebra
lineal. Y el que sea cerrada se deduce de que la norma en H* es la de la
convergencia uniforme en D, que se transforma al restringirnos a A(D) en la
norma de la convergencia uniforme en . Ahora bien, la convergencia uniforme
de una sucesion {f,}n>1 C A(D) transmite la continuidad a la funcion limite
f, mientras que, por el Teorema de convergencia de Weierstrass, f resulta ser
también holomorfa en . Luego f € C(D)NH (D), es decir, f € A(D), asi que
A(D) es cerrado en H™.

(b) Consideremos el conjunto A constituido por todos los polinomios P(z)
con coeficientes complejos de partes real e imaginaria racionales. Es claro que
A C A(D). El conjunto de estos coeficientes es Q + iQ, que es numerable
porque el conjunto Q de los ntimeros racionales lo es. De aqui obtenemos la

numerabilidad de A. Basta probar que A es denso en A(D).

Para ello, fijemos f € A(D) y € > 0. Yaque f es uniformemente continua
en el compacto D (Teorema de Heine), existe § € (0,1) tal que |f(z) —
f(22)] < €/3 siempre que 21,25 € D y cumplan |z — 2| < §. Tomemos
r € (1,1%) y definamos g(z) := f(z/r). Entonces g es continua en B(0,r)
y analitica en B(0,7) DD. Si z € D se tiene |z — 2| = (1-1)]z| <1-1 <4,
luego |£(2) — ()] = |F(2) — F(2)] < <.

Por otra parte, g tiene un desarrollo en serie de Taylor centrado en el origen
y convergente uniformemente en compactos de B(0,7), en particular en D. Asi,

existe un polinomio P(z) = S0 apz* tal que |P(2) — g(2)| < S para todo
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z € D. Ahora bien, para cada k € {I,..., N} podemos tomar ¢ € Q + iQ

tal que |gp — ax| < gracias a la densidad de Q +iQ en C. Llamemos

£
3N?

Q(z) = ij:l @z* € A. Entonces |Q(z) — P(2)| < 25:1 lar — qi| - |2]F <
fozl lar—qx| < § paratodo z € D. Finalmente, por la desigualdad triangular,

obtenemos
e € € —
1f(2) —Q(2)] < §+§+§:€ para todo z € D,
es decir, ||f — Q|| < &. Esto prueba la densidad de A en D. O

Un hecho importante sobre el algebra del disco es que la Formula de la
integral de Cauchy es valida hasta la frontera. Especificamente, se tiene el
siguiente teorema, cuya prueba es facil usando un proceso de aproximacion
por integrales a lo largo de una sucesion de circunfencias cuyos radios que

tienden a 1.

Teorema 4.13. Si f € A(D) entonces f(z) = 7{ &dg para todo z € D.

7§—2
Finalizamos este capitulo enunciando un par de propiedades importantes
de A(D), cuya prueba se puede encontrar en el libro de Hoffman [14]. El primer

teorema es debido a Fatou, y el segundo a Rudin.

Teorema 4.14. Sea K C T wun subconjunto cerrado de medida de Lebesqgue
nula. Entonces eziste una funcion f € A(D) tal que {ceros de f en D} = K.

Teorema 4.15. Sea K C T un subconjunto cerrado de medida de Lebesqgue

nula, y sea f: K — C una funcion continua. Entonces existe F € A(D) tal
que Flg = f.
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Capitulo 5
Espacios de Hardy

Continuamos en este capitulo el estudio de ciertos subespacios destacados
de H(D). Esta vez se trata de los llamados espacios de Hardy, y se sitian entre

el espacio de las funciones holomorfas acotadas y la clase de Nevanlinna.

Godfrey Hardy (1877-1947)

Al contrario que H®, los espacios de Hardy van a ser espacios separables.
Entre las propiedades que vamos a estudiar, destacan la existencia de wvalores
frontera radiales y un resultado de factorizacion sin alteracion de la norma.
Algunas propiedades se comparten con H*® y N. Parte del estudio se enfocara
a través de los coeficientes de Fourier de una funcion de L'(T), donde T sigue

denotando la circunferencia unidad.
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Herramientas muy utiles para todo ello van a ser las funciones armonicas, el
nucleo de Poisson y las funciones subarmoénicas. En cuanto a la separabilidad,
se tiene que, de hecho, el conjunto de los polinomios es denso en cada uno de

estos nuevos espacios.

5.1. Definicién y primeras propiedades

Sea p € (0,400). Se define el espacio de Hardy HP(D) = HP como el
conjunto

H? ={f € HD) : |[fllp <400},
donde [|f|l, := supg<, 1 Mp(for) ¥y My(f,7) = ( o27T | f(re)P %)5-

Es claro a partir de las definiciones y de la desigualdad de Hélder que
H>® C H? C H* C N (0 < s < p < 400). Por el Corolario 2.13, se tiene que
si fe HD) y p € (0,+00), entonces cada funcion r +— M,(f,r) es creciente.
Por tanto || fl|, := supg<,«; Mp(f,r) = lim,_,; M,(f,r). Para p > 1 resulta
que H? es, de hecho, un espacio de Banach, como veremos en el siguiente

resultado.

Teorema 5.1. (a) Si p > 1, la aplicacion || - ||, es una norma en HP que

hace de €l un espacio de Banach.

(b) La convergencia en HP es mds fuerte que la convergencia compacta en
D, donde p > 1.

(¢) Si f(z) =" anz" € H(D), entonces f € H* siysolosiy ooy lan]? <
1
+oo. Ademds, ||fl2 = (307 |an?)?® y H? es un espacio de Hilbert

con el producto escalar (f,g) = >, anb,, donde f(z) = Y a,z"
y 9(2) =220 bnz".

Demostracion. Fijemos p > 1. Sean f € HP y K C D un compacto. Llame-
mos 7 :=d(K,T) € (0,1). Sea s € (1—r,1) y llamemos v a la circunferencia
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v =t =se? (0 €[0,2r]). Por la Formula de la integral de Cauchy, se tiene
que f(z) = 5= (t)z para todo z € K, de donde se deduce que
‘_ T f(se?)sie? dQ‘ < /27r |f(se®)| do
27 J, se — z —Jo s—(1—=r)2r
Milfs) _ Myfs) _fll,
—(1=r) "s—=(1=r) " s=(1—r)

para todo z € K y todo s € (1 —r, 1), habiéndose usado la desigualdad de

Holder en la segunda desigualdad. Por tanto

wpIf ()l < i oy @

De aqui se deduce (b), puessi {f,} C H?> f y f, — f en HP entonces
n—o0o

§3£|fn(2) — f(z)] < d(K T) 7:00

para cada compacto K C D.

En cuanto a (a),si f,g € H? vy «a € C, de la igualdad |afP = |afP-[f]P v
de la desigualdad

(a+b)P < 2P(aP? +VP) para todo a,b>0

resulta que of, f+g € H" y |laf|, = |af - [ f[l,- La desigualdad |[f + g[|, <
I fll,+lgll, seobtiene de la conocida desigualdad de Minkowski para integrales.

Asi que H? es un espacio vectorial y || - ||, es una norma sobre él.

Queda probar que H? es completo para la distancia d(f,g) = ||f — gll,-
Fijemos pues una sucesion de Cauchy {f,} C H? para la métrica d. Entonces,
por la desigualdad (I), aplicada a f,, — f. (m,n € N), deducimos que {f,}
es de Cauchy para la métrica que genera la topologia de H (D), el cual es un

espacio métrico completo. En consecuencia, existe f € H(D) tal que

fn — f compactamente en .
n—oo
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Probemos que f € HP y que f, — f en HP. Dado ¢ > 0, existe N € N tal
que || fn—fmll, < € paratodo n, ;”7; N. Por tanto, para todo r € [0,1) y todo
par de ntmeros naturales n,m > N, se tiene que M,(f, — fm,7) < €. Ya que
fn — f uniformemente en la circunferencia {|t| = r}, podemos intercambiar
lasn(?pograciones de limite e integracion, de donde resulta que M,(f — f,7) <¢€
para todo r € [0,1) y todo m > N. Haciendo m = N, obtenemos f — fy €
H? luego f € H? porque HP es un espacio vectorial. Pero también obtenemos
que ||f — fmll, < € para todo m > N, asi que f, Wl f, como queriamos

m—0o0
demostrar.

Por tltimo, demostremos (c). Un célculo directo, usando que
o0 oo
’f(,r,ew)‘Q _ f(,r,eze) . f(rew) _ ZanrneznO . Za—krkefzka,
n=0 k=0

prueba que My(f,7) = 07 lan|® - r?", luego || f|53 = D 0", |an|?, de donde se
deduce que f € H? siy solo si la altima serie es convergente. Por el apartado
(a), H? es completo. Que (-,-) esta bien definido se ve gracias a la desigualdad

de Cauchy—Schwarz, y es inmediato comprobar que es un producto escalar. Asi

que H? es un espacio de Hilbert. O
En el caso p € (0,1), la aplicaciéon || - ||, ya no es una norma, pero H”
sigue siendo un espacio vectorial y, ademas la aplicacion d(f,g) == || f — g[/%

es una distancia sobre él. Para probarlo, basta utilizar la desigualdad
(a+b)P <adl +b°,

la cual es véalida para todo p € (0,1) y todo a,b > 0, Puede demostrarse que

dicha distancia es completa.

De modo parecido a como ocurria con H*°, podemos “dividir” cada fun-
cion de HP? por sus ceros sin aumentar la norma. Recordemos que, ya que
HP C N, los ceros a,, de una funcion de H? también cumplen la condicion

Yo (1 —la,]) < 400, luego el correspondiente producto de Blaschke esta

72



Trabajo Fin de Grado Espacios de Hardy

bien definido. Tenemos asi el siguiente Teorema de factorizacion en HP por
productos de Blaschke. Este teorema, con el que concluimos esta seccion, es
debido a M. Riesz.

Teorema 5.2. Sean p > 0 y f € H?\ {0}, y denotemos por B el producto

de Blaschke formado con los ceros de f. Entonces existe g € HP tal que g no

se anula, f =g-B y |lgll, = | fll,-

Demostracion. La prueba sigue las mismas lineas del correspondiente Teorema

de Factorizacion por productos de Blaschke en H*°, asi que mantenemos las

I
B

anula en D. Ya que |B| < 1, resulta |g| > |f| en D, luego ||g]l, > || f]],-

notaciones del mismo. Definiendo ¢ := se tiene que g € H(D) y no se

Sea g, = Bin (n € N). Fijado n € N, resulta que lim,|_,1 |B,(2)| = 1,

luego |B,(re)| —1 uniformemente en 6. Por tanto
r—

2T 1
, o dOY 5
I P X — 1§ i0\|p . 0\ |p p
11l = lim My (g - By) kg}{jﬁ 9a(re)|? - | Bulre )P -}
Ahora bien, para € € (0,1) prefijado, existe un ro = ro(e) € (0,1) tal que
|Bn(re?)| > 1 — ¢ para todo r > ry(¢) y todo @ € [0, 27]. Por tanto

[Fllp = (1 =) lim My(gn, 7) = (1 = €)l|gnll, para todo e € (0,1),

de donde se deduce que || f|, > ||gn|l, paratodo n € N. Por otra parte, se tiene
que |g,| > |f| en D porque |B,| <1 en . Notese que la desigualdad opuesta
es trivial. Por tanto, || f|l, = ||lgnll, para todo n € N. Ahora bien, para cada
z € D, tenemos que |g,(2)| /7 |g(2)| (n — o0). Del Teorema de la convergencia
monotona se deduce, para cada r € (0,1), que lim, o My(gn,7) = M,(g,7).
Por 1ltimo, observemos que M,(g,7) < || f|l, para todo r € (0,1), asi que
l9llp < 171l > como consecuencia, g € H? y |lgll, = I/l s

Para finalizar esta secciéon anadimos que, con una simple aplicacion del
Teorema de Fubini tras un cambio a coordenadas polares, se demuestra facil-

mente que el espacio de Hardy H? (0 < p < o0) esta contenido en el espacio
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de Bergman del disco BP. También ofrecemos dos ejemplos comparativos entre

1
diversos espacios: puede probarse que, si @ >0y f,(z) := ﬁ, entonces
— 2z o4
1
fo € HP siysolosi ap < 1;y que f(z2) ::exp1+z EN\UHP.
—z
p>0

5.2. Integrales de Poisson—Stieltjes

Recordemos la funciéon nicleo de Poisson del disco unidad, dado por

N il in 1—1r2 1+ re?
PT(O)::ZT‘ et — :Rel—rei‘) (0<r<1,0<0<2m).

1 —2rcosf +r?

Recordemos que T denota la circunferencia unidad. Si asimilamos T =
[0,27] (con 0 y 27 identificados), denotaremos por LP(T) (0 < p < o0) el
espacio vectorial de las funciones medibles ¢ : T — R tales que |p|P es

integrable respecto de la medida de Lebesgue en [0, 27].
Definicion 5.3. Si ¢ € LY(T), se define su transformada de Poisson o
integral de Poisson como la funcidn Plp]: D — R dada por

Ply|(z) == /0 ' ()P0 — ) % (z =re™ €D).

De teoremas conocidos de analiticidad y derivabilidad de integrales de-
pendientes de un parametro, obtenemos que Pp] € Arm(D) para cada ¢ €
LY(T). Como caso particular, el Teorema de Schwarz, que resuelve el Problema,
de Dirichlet en un disco, afirma que, dada ¢ € C(T), se tiene que P[y] es la
tinica funcion armoénica en I que se prolonga continuamente a D definiéndola
como “¢” en T.Si u(f) := f00 cp(eia) df, entonces p € C*[0,27] (en particular,
f es de variacion acotada en [0,27]) y Plul(z) = & 027r P.(0 — ) du(0), en-
tendida ésta como integral de Riemann-Stieltjes. Recordemos que una funcion
v : [a,b] € R — C se dice que es de variacion acotada en [a,b] cuando
sup{>_"_, |[v(t:) = v(tica)| : a =ty <ty <--- <t, = b, p € N} < +oo. Estas

funciones constituyen un espacio vectorial que denotaremos por BV|[a, b].
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Generalizando esta idea, introducimos el siguiente concepto. Notemos que,

como antes, las funciones resultantes son arménicas en .

Definiciéon 5.4. Dada una funcion p : [0,27] — R de variacion acotada,
diremos que la funcion asociada

U(z) = —

/0 ’ P.(0 — a)du(d) (z=re D)

es una integral de Poisson—Stieltjes.

Conviene recordar las siguientes propiedades del nicleo de Poisson: Pa-
ra cada r € (0,1), la funcion P, es > 0, par, 2m-periddica, y creciente es-
trictamente en [0, 7]; ademés, su masa normalizada es la unidad, es decir,

L [>T P (0)df = 1.

or Jo

Nos preguntamos cuindo una funcion v € Arm(D) es una integral de
Poisson—Stieltjes. El resultado siguiente —conocido como Teorema de caracte-
rizacion de las integrales de Poisson-Stieltjes— nos da la respuesta diciéndonos
que esto ocurre cuando las medias integrales de su modulo en circunferencias

concéntricas estan acotadas.

Teorema 5.5. Sea u: DD — R una funcion. Son equivalentes:

(a) u es una integral de Poisson—Stieltjes.
(b) Ezisten uy, uy € Arm(D) tales que uy, us >0 y u=1u; —uy en D.
(c) ue Arm(D) y supgc,<; fOQW lu(re®)| df < +oo.

Demostracion. (a) = (b): Por hipétesis, existe una funcién de variacion aco-

2
o e ey [y
0 v

z € D. Ahora bien, como p es de variacion acotada, se pueden encontrar dos

para todo

funciones 1, po : [0,27] — R crecientes tales que p = p3 — po. Entonces

)
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2m
u = uy — U, donde u; := %/ P.(0 —«)dp;(8) (j =1,2) son armoénicas, y
0

ademés son no negativas ya que P,(6) > 0 para todo par r, 6.

(b) = (c): Por un lado, y de acuerdo con la hipotesis, existen uy, us € Arm(D)
tales que uy,us > 0y u = u;—us. Por tanto, u € Arm(D). Por otro lado, fijado
r € [0,1), se tiene que |u(re?)| < uy(re?) + uy(re) para todo 6 € [0, 27,
luego, por la propiedad del Valor Medio, resulta que, para todo r € [0, 1),

27 27 27
/ lu(re)| do < / uy (re’) df + / uy(re’) df
0 0 0

= (u1(0) + u2(0)) - 2r = constante < 400,

asi que obtenemos (c).

(¢) = (a): Sea u € Arm(D) tal que supogmlfo27r lu(re®)| df =: C < +oo0.
Hemos de encontrar una funcion p € BV|0,27n] adecuada de modo que su
integral de Poisson—Stieltjes coincida con u. Para cada r € (0,1), definimos la
funcion g, : [0,27] — R mediante p,(t) := fot u(re?) df. Para cada particion
0=ty <ty <--- <t,=2m de [0,27], resulta que > 7 |p-(t;) — pr(t;1)] <
fogﬂ lu(re®®)| dd < C, asi las funciones p, (0 < r < 1) son uniformemente de
variacion acotada y uniformemente acotadas. Haciendo uso del Teorema de
seleccion de Helly (ver las notas que siguen a esta demostracion), obtenemos
la, existencia de una sucesion de nameros reales positivos (r,) /1 y de una

funcion p € BV[0,2r] tales que pu,., (t) — wp(t) para todo t € [0,27] vy, si

z =re'* € D, entonces
1 27 1 2
L b — ) du(t) = 1im - / Pola —t) dpn, (1)
2 Jo n—o0 21 J
1 2w )
= nh_)nolo Py /0 Pr(a — t)u(r,e) dt = nh_{go u(ry,z) = u(z),

donde se ha usado la Férmula de Poisson en la peniltima igualdad. Hemos
probado (a). O
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Notas 5.6. 1. La prueba hace uso del Teorema de selecciéon de Helly, cuyo
enunciado es el siguiente: Sea (u,) una sucesion uniformemente acotada de
funciones uniformemente de variacion acotada [a,b] — R. Entonces existe
una subsucesion (p,, ) de (u,) asi como una funcion p € BV]a,b] tales que

Hog, puntualmente en [a,b] y
—00

i [ ot) dion () = [ o(®)dut

k—oo [,
para toda funcion ¢ € C(]a, b]).

2. En la implicacion “(¢) = (a)” también podria haberse dado una prueba
més analitico-funcional, basada en el asi llamado Teorema de Banach-Alaoglu:
Una sucesion acotada (A,) C X* de funciones lineales y continuas sobre un
espacio de Banach separable X tiene una subsucesion (A, ) que converge
en la topologia x-débil, es decir, Ankle—OZ/\x para todo x € X, donde A
es cierto elemento de X*. Esto se aplicaria a X = C([0,27]) v a A,f =
fOQﬂ u(s,e)f(0)dd (n € N, f € X), donde (s,) es cualquier sucesion en
(0,1) que tiende a 1. Después se aplicaria el Teorema de Representacion de

Riesz.

3. De la prueba del Teorema 5.5 se deduce la asi denominada representacion
de Herglotz: Toda funcion u € Arm(D) con u > 0 es la integral de Poisson—

Stieltjes de alguna funcién creciente.

5.3. Valores frontera radiales

Utilizando el ultimo teorema demostrado, pretendemos probar la exis-
tencia de valores radiales finitos f*(e%) e.c.t. § € [0,27], para cada f € HP
(0 < p < 400), e incluso para cada f € N. Después veremos como las co-
rrespondientes funciones f* tienen adecuadas propiedades de integrabilidad y

sirven para definir las normas en los HP.
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Recordemos que, si u € BV|0,27], entonces existe u/(f) € R e.c.t. § €
[0,27]. Por otra parte, para cualquier funcion « : I — R, donde [ es un

intervalo de R, la derivada simétrica de o en un punto ty € I es, si existe, el
a(ty +1t) — a(ty —t)

limite D, (to) := 11_1)% . Es facil ver que, si « es diferencia-
ble en t,, entonces existe D, (ty) = o/(to). Pero de la existencia de D, (tg) no
se deduce la de o'(tp). Con esta herramienta de la derivada simétrica, vamos
a demostrar que el limite radial de la transformada de Poisson de una funcién

integrable ¢ en la circunferencia unidad coincide con dicha funciéon .

Teorema 5.7. Sean u: 1D — R wuna funcion, p € BV[0,2x], 6y € [0,27] y
o € L(T). Se verifica:

(a) Si u es la integral de Poisson-Stieltjes de p, entonces existe el limite

radial 1fm,_,1 u(re’®) = D, (0y), si existe D,(6p) € R.

(b) Si v € Arm(D) y supyc,, fozﬂ\u(rew)\dﬁ < 400, entonces u tiene
limite radial finito =: u*(e”) e.c.t. 6 € [0, 27).

(c) Si u= P[y], entonces eziste u*(e?) = ¢(e?) e.c.t. § € [0,27].

Demostracion. La parte (b) se deduce de (a) y del Teorema 5.5, anterior,
va que existe p/(f) € R e.c.t. § € [0,27]. La parte (c) es el caso especial
w(0) == foe @(e') dt, pues en tal caso se tiene que u es de variacion acotada y

existe 11/'(0) = ¢(e?) e.c.t. 0 € [0,27]. Resta pues probar (a).

Para ello, podemos suponer que 6, = 0, asi que se ha de probar que
lim, ,; u(r) = A, donde hemos llamado A := D,(0). Usando el hecho

% f:r P.(0)df =1 junto con una integracion por partes, obtenemos

utr) = A= 5 [ RO)ano) -~ A= [ P6)a(us) - 49)
— 5 PO ~ 40N~ - [ (o) a0)P6) a0,

El minuendo de la expresion anterior converge a 0 cuando r — 1.
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Ahora bien, para cada ¢ € (0,7) fijo, resulta que

2r(1 —r?) :
Pl(9)| < — 6 < |0 <m.
F(6)] < (1 —2rcosé + 12)? r—>10 st 0<o<|f <
Por tanto
1
h’m—/ 0) — Af) - P/(6)dd =0,
i o [ (0)=40)- R®

asi que u(r) = A+ 1(5,r)+a(d,r) para cada § > 0, donde lim,_,; a(6,7) =0y

16.7) = — 2 [ (u6)—A0)P/(6) db l/j(w—m.e-(—zy(m)de.

2m s s

() ~n(=0) _A) < ¢ para todo

Dado € > 0, escojamos d € (0,7) tal que 50

0 € (0,0). Ya que cosf es decreciente en [0, 7], tenemos que P,(f) también
lo es, luego |P/(8)] = —P/(6) en [0, 7].

Tengamos presente ahora que P/(0) es impar en [—7, 7], asi que |P.(0)| =

P!(0) en [—m,0]. Esta observacion y una integracion por partes nos conducen

T

a [16,)] < 5 - [°5 1011 PUO)dO < & - [T, 0(=Pl(6)) db.

En resumen, tenemos: u(r) = A + [un término con |- | < ¢] + «(d,r). Para
el § > 0 que ya se ha fijado y para el ¢ > 0 dado, tomemos rq € (0,1) tal que
|a(6,7)| < e para todo r € (ro,1), de donde se deduce que |u(r) — A| < 2¢
para todo r € (rg,1). En consecuencia, lim, ,; u(r) = A, como queriamos

demostrar. N

5.4. Limites no tangenciales

En el caso de funciones holomorfas y acotadas, podemos afinar un poco
més la afirmaciéon de existencia de limites radiales. Se dice que una funcién
f:D — C tiene limite no-tangencial L € C en un punto €% € T cuando

lfm f(z) = L para todo a € (0,%), donde s,(6p) := {z € D : |arg (e —

z—e'0
z€Sa(8p)
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z)| < a}. Tenemos entonces el siguiente resultado, conocido como Teorema de

Fatou del limite no-tangencial.

Teorema 5.8. Si f € H™, el limite radial f*(e?) := lim,_,; f(re®) existe
e.c.t. § € [0,2n]. Ademds, si 0y es tal que existe f*(e0), entonces f tiene
00

limite no-tangencial en €% y coincide con f*(e').

Demostracion. Ya que f = u+1iv es acotada, lo mismo ocurre con su parte real
u y su parte imaginaria v, luego ambas cumplen la condicion dada en (b) del
Teorema 5.7, luego u*(e?) y v*(e?) existen (y son finitos) e.c.t. 6 € [0, 2x]. Por
tanto, existe f*(e?) (y es finito) e.c.t. 6 € [0,27]. Sea ahora ty = ¢® € T un
punto tal que existe f*(to) =: L(€ C). Hemos de probar que, dado a € (0, 3),
se tiene

— L.
f(Z) z—to, 2ESq (90)

Mediante una rotaciéon seguida de una traslacion, podemos suponer que f €
H>(B(1,1)), de modo que existe el limte lim, ,o+ f(z) = L. Si § € (0,1),
resulta que § - B(1,1) C B(1,1), luego {fu(2) := f(2)};2, € H*(B(1,1))
y la sucesion {f,}°2; estd uniformemente acotada en B(1,1). Ya que, ade-
mas, f,(z) — L para todo = € (0,2), del Teorema de Vitali (Teorema 1.5)
junto con eqﬁPo;incipio de Prolongacion Analitica se desprende que f, - L
compactamente en B(1,1). En particular, f, — L uniformemente en el com-
pacto K = {z : |argz| < a y 52 < |7 < cosa} (C B(1,1)). Hemos de
probar que Hmz:;’ f(z) = L, donde S :={z € B(1,1) : |argz| < a}. Con
este fin, fijemos € > 0. Se ha de encontrar un 6 > 0 tal que |f(z) — L| <¢
para todo z € SN B(0,4). Para tal e, podemos encontrar un ng € N tal que
|f(£) = L| < ¢ para todo z € K y todo n > ng. Ahora bien, para que se dé
la inclusion S N B(0,4§) C UnZn ~ - K, basta tomar § = <%, O

no

Gracias a este teorema, queda probado la primera parte del Lema 4.9,
cuya demostracion quedé pospuesta: existe B*(e?) (finito, necesariamente),

e.c.t. 0 € [0,27]. Queda pues probar que |B*| = 1 e.c.t. 6. Veamoslo: En
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primer lugar, ya que |B| < 1 en D, es claro que |B*| < 1 en todo punto

donde exista B*.

En cuanto a la desigualdad opuesta, recordemos que, para cada f € H(D),
la funcion r € [0,1) — M;(f,r) € R es creciente. En consecuencia, si f € H*,
del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se deduce que, para todo

r € [0,1), se tiene

2

2 2 27
/ | f(re)| df < lim | f(se)| db :/ lim | f(se)| df :/ | f*(e)| db.
0 s—1 0 s—1 0

0

Aplicando esto a f = B%? donde B, es el producto parcial n-ésimo, y teniendo

en cuenta que |B(¢?)] =1 para todo n € N, resulta

/QF
0

Pero B, — B uniformemente en {|z| = r}. Por tanto 27 < fOQ“ |B*(e)| do

n—0o0

y, puesto que |B*| <1 e.c.t. 0, debe ser |B*| =1 e.c.t. 0.

B(re®)

2
2 dh < B* (| do.
| db < / IB*(e")]

El Teorema de Representacion de F. y R. Nevanlinna, visto mas atras,
permite deducir propiedades de las funciones de la clase N a partir de las
correspondientes propiedades de las funciones de H*. Por ejemplo, el com-

portamiento fronterizo puede ahora analizarse para N .

Teorema 5.9. (a) Si f € N, entonces el limite no tangencial f*(e?) existe

y es finito e.c.t. § € [0,2x]. Lo mismo ocurre si f € HP, donde p > 0.
(b) Si f e N\ {0}, entonces log|f*| € L(T).
(c) Si f € HP para algin p > 0, entonces f* € LP(T).

(d) Si f,g € N (o bien si f,g € HP para algin p > 0) son tales que
f*(e?) = g* () en un subconjunto A C [0,27] de medida de Lebesgue
A(A) > 0, entonces f =g en D.
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Demostracion. Lo relativo a HP en (a) y (d) resulta de ser H? C N. Respecto
a (d), sean f,g € N tales que f*(e??) = g*(¢) para todo 6 € A, donde
A(A) > 0. Entonces h:= f —ge N y h* =0 en A. De esto se deduce que
log |h*| € LY(T), y por tanto h = 0, luego f = g. Asi que hay que probar

(a),(b) ¥ (¢).

Si f =0, (a) es evidente. Supongamos pues que f € N\ {0}. Tomemos
dos funciones ¢, v € H*® tales que |o| <1, 9| <1y f= 5. Al ser acotadas,
del Teorema de Fatou se deduce que ¢ y % tienen limites no tangenciales
finitos, ¢*(e?) y 1*(e?) respectivamente, e.c.t. § € [0,27]. Apelando al Lema

de Fatou, encontramos que

2 27
/ |log |o*(e?)|| d6 = / lim inf | log | (re®)|| dO
0 0 r—1

27
< lim inf / |log |p(re'®)|| df
0

r—1

2T ]
= lim inf{ — / log [p(re™)| d@}.
0

r—1

Ahora bien, gracias al Teorema de Jensen, la funciéon
2m ]
re0,1) — / log |¢(re?)| df =: ®(r) € R
0

es creciente, luego la funcién opuesta —®(r) (> 0) es decreciente a un limite
necesariamente finito. Por tanto fo% | log |¢*(e?)|| df < +o0, asi que log |p*] €
LY(T). Anélogamente, log |1)*| € L'(T). En particular, ¢*(¢?) # 0 e.c.t. 6. En
consecuencia, el limite no-tangencial (y radial) f*(e?) existe y es finito e.c.t. 6,
y ademas log|f*| € L'(T) porque log|f*| = log|p*| — log|1)*|. Esto prueba

(a) y (b).

Probemos (c¢): Sea f € HP. Aplicamos de nuevo el Lema de Fatou, pero

esta vez a |f*(e?)|P. Usando que la funcion r — fozw |f(re?®)|Pdf es creciente
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por el Teorema 2.12, resulta que

T R - e oy 49
[ e = [ mswlfeenp 5 <timsu [ r6et) 5]
0 27T 0 27T 0

r—1 r—1 2w

= sup (M,(f,r))" = || f[[; < +oo.
0<r<1

. 1/p
f027r |f*(629>|p %) <

| f|lp- La prueba ha terminado. =

Como consecuencia, f* € LP(T), y ademéas || f*||, := (

5.5. Convergencia en media para funciones de

HP

Hemos visto que, para una funcion f € H? es ||f*||, < | f|l,. De hecho,
el siguiente resultado muestra que f(re?”) converge en media cuando r —
1 a su funcion limite radial, y que las normas de f y f* son, de hecho,
iguales. Antes necesitamos el siguiente resultado auxiliar, que es bien conocido

de Teoria de la Medida e Integracion.

Lema 5.10. Sea (X, M,u) un espacio de medida o-finito, p € (0,+00) y

(on) C LE(X). Sea ¢ € LE(X) tal que 99"(56),:090(1;) ect. v € X y

lenlly, — ll¢llp. Entonces |, — ¢|l, — 0, es decir, (p,) converge a ¢ en
n—oo n—oo

la norma de L?(X).

Su prueba, que omitimos, se basa en aplicar el Lema de Fatou (ver, por
ejemplo, [17, p. 201]) a la sucesion {27(|pn|” + |¢|P) — |©n — @|P tu>1-

Ya estamos preparados para demostrar el siguiente Teorema de convergen-

cia en media de HP a valores frontera.

Teorema 5.11. Si p € (0,4+00) y f € HP, entonces || fll, = ||f*|l, v
2m

lim |f(re®®) — f*(e) P df = 0.

n—o0 0
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Demostracion. La primera parte se deduce de la segunda junto con la desigual-
dad de Minkowski. Probemos pues esta segunda parte. Para ello, la demostra-
mos primero para p = 2. Vamos a usar que, para cualquier z € C, se tiene
|2]1> = 2-Z, y que f027r e dh = 21 si k = 0, valiendo 0 dicha integral para

todo entero k& no nulo.

Fijemos pues una funcion f(z) = > 7 ja,z" € H? Entonces Y > la,* <

+00. Aplicando el Lema de Fatou, obtenemos para todo r € (0, 1) lo siguiente:
2m 2m
| 1) = g Pao = [t rtre®) = (e as
0 o r1

21
gﬁmwg/ F(re®) — F(pe®) 2 db
0

p—1

27
= lim sup /
p—1

= lim sup 27 - Z|an] Pt —r")?

p—1

00 2

Z ’f‘ _p ein

=0

do

n=1
= om - Z |a, (1 — r™)?
1

Haciendo ahora que r — 1, resulta que lim,_; fOQW |f(re?) — f*(e))?df = 0.
Como se ha observado antes, de aqui deducimos que lim,_,; fo% |f(re?)|? df =
fo% |f*(e9)|? df, 1o cual no es mas que || f|l2 = [|£*]|-

Sean ahora p € (0,+0c0) y f € HP. Por el Teorema de Factorizacion por
productos de Blaschke, existe una funciéon g € HP sin ceros en D tal que
f = B-g,donde B es el producto de Blaschke generado por los ceros de f.
Ya que g% € H?, |B | =1ect. 0y |B| <1 en D (luego |g| > |f|), resulta
que

27 2T 2w 2T
| reenras < [ lgtetylds — [ igenras = [ ipepa,
0 0 0 0

r—1

luego lim sup,._,, fo% | f(re?)|Pdf < fo% | f*(e)|P df. Pero, por el Lema de Fa-

tou, 027r |f*(e?)|Pdf < liminf,_,; fo% |f(re?)|P df. En consecuencia, existe el
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limite 1{fm,_,; fozﬂ |f(re?®)[Pdo y su valor es fo% | f* () [P db.

Finalmente, si aplicamos el Lema 5.10 a una sucesion ¢, (0) = f(r,e?)
(n € N) [donde (r,) es cualquier sucesion en (0,1) con r, — 1] obtenemos

fOQﬂ |f(r,e®) — f*(e?)|P df — 0. En consecuencia, obtenemos f027r | f(re?) —

()P adb — 0, como se requerfa. O
r—

Se deducen las siguientes consecuencias, siendo la primera de ellas sencilla,

y por tanto no damos prueba de la misma.

Corolario 5.12. St f € H? para algin p > 0, entonces

27
lim / log™ |/ (re™)] — log* | £*(¢*)]| d6 = 0.
r— 0

Corolario 5.13. Si p > 0 y f € HP, entonces para todo r € [0,1) y todo
, 1 [ ,
6 € [0,2n] se tiene que log|f(re)| < 2—/ P.(6 —t) - log |f*(e™)| dt.
T Jo

Demostracion. Por el Teorema de factorizacion de Riesz por productos de

Blaschke, podemos extraer el factor B(z) de Blaschke —cuya presencia sélo

reforzaria la desigualdad, pues |B(re?)] < 1 y |B*(e")| = 1 e.c.t. t € [0,27]-

y suponer, por tanto, que f(z) # 0 para todo z € D. Luego log |f| € Arm(D)

y, gracias a la Formula de Poisson, se obtiene paQra todo r € [0,1), todo

6 € [0,27] y todo p € (r, 1), que log|f(pre®)| = / ' P.(0 — t)log | f(pe™)| dt.
0

Por el corolario anterior, se tiene

2

27
lim P.(0 —t) -log™ | f(pe™)|dt = / P.(0 —t)log™ | f*(e™)|dt.
0

p—1 0

Por otra parte, por el Lema de Fatou, resulta que

2 2m
lim sup/ P.(6 —t)log™ | f(pe™)| dt > / P.(0 —t)log™ | f*(e™)| dt.
0 0

p—1
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Combinando estas desigualdades, obtenemos:

2
bMM%FﬁWW%WZ%AEW—WMWwW

27 27
= lim P.(0 —t)log™ | f(pe™)| dt — lim/ P.(0 —t)log™ | f(pe™)| dt
p—1 0 p—1 0
2w 2m
_ / Po(0 — 1) Tog™ | *(e™)] dt — lim sup / PO — 1) log™ |f(pe™)] dt
0 p—=1 Jo

27 2
SA PO — 1) log* | f(c)| dt A (0 — t)log™ |f*(e")] dt

:/%Rw-obmﬂ@%wu
0

como se queria demostrar. Hacemos notar que el cuarto limite que aparece en

la cadena anterior existe porque existen los dos anteriores y son finitos. O

Usando el ultimo corolario, podemos refinar el Teorema de Factorizacion
de Riesz, para producir un resultado maés sutil, relacionado con la rapidez con
la que el factor que no se anula tiende a cero a lo largo de ciertos radios. Se
conoce como factorizacion candnica de HP y su prueba requiere técnicas mas

avanzadas. Puede consultarse en el libro de Rudin [5, Cap. 17].

5.6. Operadores de composicion

Aprovechamos ahora las técnicas anteriores para establecer la continui-
dad del operador de composicion sobre HP. Recordemos que si ¢ : D — D
es analitica, el operador de composicion C,, se define como C,f = f o, para
cada f € HP.

Introduzcamos antes un concepto. Vimos en el Capitulo 2 que si p >0 y
f € H(G) entonces |f|? € SA(G), donde G C C es una region. Por tanto,
en cada disco cerrado B C G, la funcion |f|P estd dominada (es decir, es <)

por una funcién U € Arm(B), a saber, la integral de Poisson de |f[[;5. Pero
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puede que no exista ninguna funcion U € Arm(G) que domine |f|P en todo
G. Por definiciéon, diremos que una funcion g : G — C tiene una armdnica
mayorante en G cuando existe U € Arm(G) tal que U(z) >0y g(z) < U(z)
para todo z € G.

Teorema 5.14. Sean p € (0,400) y f € H(D). Entonces f € HP siy solo

si |f|P tiene una mayorante armonica en D.

Demostracion. Supongamos que |f|P tiene una mayorante armoénica U. Por la
propiedad del valor medio para funciones armonicas, tenemos que M, (f,r) <
M, (U, 7“)% = U(O)%, luego || f]l, = supg<,«y M(f,7) < U(O)% < 400, de donde
deducimos que f € HP.

Reciprocamente, si f € HP, se deduce del segundo corolario al Teorema de
la convergencia en media a valores frontera (Corolario 5.13) y de la desigualdad

integral de Jensen que, si z = re', entonces

1 o (1
feP <o {5 [ RO -0l () it}
0
1 [ _
< — P.(0 — )| f*(e")|P dt =: U(z),

27 Jo
y observamos que U es la integral de Poisson de la funciéon valor frontera
de |f|P, luego U € Arm(D). En resumen, hemos obtenido para |f|P? una

mayorante armoénica, como se deseaba. [

Teorema 5.15. Si p € (0,+00) y ¢ € H(D) es tal que (D) C D, entonces el
operador C, es un operador sobre HP, es decir, estd bien definido, C,(HP) C

HP?, es lineal y es continuo. De hecho, si ||Cy|| es su norma como elemento de
L(H?) (p>1) entonces

1+|90(0)|>i
1L —|p(0)]/

Demostracion. Utilizamos el teorema anterior y su prueba. Sea f € HP y sea
U la integral de Poisson de |f*(e”)[P. Entonces |f|P < U en D, luego U o ¢

IC.l < (
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es una mayorante armonica de |f op|P. Si ahora usamos la propiedad del valor

1+r

medio —aplicada a U o p— y la desigualdad P,(0) < £, obtenemos:

My(f o p.r)P < Mi(Uog.r) = Ulp(0)) < % | /o ﬂ |f*(€i9)|p§
_ 1+ ]p(0)]

= 1-100) || Iy = constante < 400 para todo r € [0,1).
¥

Por tanto, como || f o p|b = supy<,.1 M,(f o, 1), resulta

I el < (FHED s,

Se deduce entonces el resultado deseado, pues la linealidad es evidente. O

5.7. Representabilidad por integrales de Poisson
y de Cauchy

A continuacion, vamos a establecer que las funciones de HP? son repre-

sentables como las integrales de Poisson y de Cauchy de sus valores frontera.

Teorema 5.16. Sean p € [1,+o0] y f € H(D). Entonces f € HP siy solo si
existe una funcion ¢ € LP(T) tal que f = Plp]. En este caso, se tiene ¢ = f*

e.c.t. T. Por tanto, para todo z € D, se tiene
ew + 2
/ (e e dé.
T o -z

1 fr(t)dt
= — tod D.
f(z) Pl para todo z €

Ademds, se verifica

Demostracion. Supongamos que f € HP. Fijemos R € (0,1) y sea g(z) =
f(Rz). Entonces g € H(B(0,%)), luego, por la Formula de la integral de
Cauchy, podemos escribir para cada z € D que

2m 0
\

2)=—" .
9(2) Sy t— 2 21 J, e —z

21
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lo cual implica que

21 16 2 1 * t dt
f(R@ 19d9_> f 19d0:_.% f() )
27r €l — 7 R—1 2T 21 Jyyor t—2

f(Rz) =

En efecto, basta observar que

o f(Rele) 29 do — o f (

‘27r 0 EO o e — 2

oif dﬁ’

1 1 2w ) )
< 10\ px 0
< %—Hz,/o F(Re?) ()] d8 — 0,

donde lo ultimo es debido al Teorema de convergencia en media en H? (recordar

que H? C H'). Yaque f(Rz) P f(z), se obtiene la representacion de Cauchy.
H

Denotemos ahora ®(z) := & [*TP.(0 — t)f*(¢")dt (z = re € D). No-
temos que f* € LP(T) C L'(T), luego ® esté bien definida. Ahora bien, por
la Formula de Poisson —aplicada a Re f e Im f— obtenemos que f(Rz) =

% o27r P,(0 —t)f(Re")dt, asi que

1) = 0()| < 5y [ 1R - el an

—2rl—r

y el segundo miembro tiende a 0 cuando R — 1, de nuevo por el Teorema de
la convergencia en media en H'. En consecuencia, f(Rz) — ®(z) (R — 1),
pero también f(Rz) — f(z) (R — 1), de donde resulta por la unicidad del
limite que f =& = P[f"].

Supongamos ahora que f = P[p] para alguna funcion ¢ € LP(T). Si
z = re” € D, tenemos f(z) = 5 027r P.(0 — t)p(e) dt, luego |f(re?)|P =
|~ O2Tr P.(0—t)p(e') dt|P. Ahora bien, ya que fo% P.(0—t)dt = 27 para todo
r€[0,1) y todo 0 € [0, 27], resulta que la medida p, o definida por dpu,(t) =
Lid (Cud] 9 D dt es una medida de probabilidad en [0, 27], luego, usando que p > 1

Junto con la desigualdad de Holder y el Teorema de Fubini, obtenemos para
: . P - :
todo 7 € [0.1) ane [£(re")? = | 27 (e) daep(®)]” < [ (e dptsoft)
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de donde
\/027r |f(rei9)|p dao < /027T <\/027T |(p(€7jt)|p dl””/’,@(t)> do
2m 2
- /0 (/0 Isa(e“)!”w a0) dt

- /027r ‘@(eit)‘p</02ﬂ %ﬂ_ﬂ d@) dt = /027r ()P dt.

En consecuencia, supy<, . fo% | f(re®)|Pdf < ||@||> = constante < +oo, de

donde se infiere que f € HP, como se requeria.

Resta probar que, necesariamente, ¢ = f* e.c.t. T. Esto sigue del Teorema

de existencia del limite radial para integrales de Poisson-Stieltjes.

La segunda parte de la prueba que se acaba de ver vale para p € [1,4+00).
Queda ver el caso p = +o0. Sea pues f = Ply| con ¢ € L>®(T). Sea z =

re? € D. Entonces f(z) = o% w(eit)w dt, lo cual implica que

dt = ||@|loo - 1 = ||| = constante < +o0.

. S ACE
e < - [ =D

Por tanto ||f|lec < ||¢]leo, asi que f € H®. Que ¢ = f* se demuestra igual

que antes. ]

5.8. HP como subespacio de LP(T). Coeficientes

de Fourier

Si p > 1, el teorema que se acaba de establecer nos indica que una
funcion f € HP queda determinada por la funcién valor frontera radial f*,y
que f* € LP(T). Una pregunta natural es si existe algin subespacio de LP(T)
de modo que la correspondencia anterior, f +— f*, permita identificarlo con
HP?. La respuesta es afirmativa, y se deducira del estudio de los coeficientes de

Fourier de las funciones f*.

90



Trabajo Fin de Grado Espacios de Hardy

Antes, aprovechando los conocimientos adquiridos sobre los espacios HP,
proporcionaremos un resultado importante, debido a los hermanos Riesz, que
proporciona una condicion suficiente de la continuidad absoluta de una medida
compleja sobre [0, 27], a saber, la anulacion de la mitad de los coeficientes de
Fourier. Recordemos que, si (X, M) es un espacio medible, i es una medida
compleja y v es una medida positiva finita, ambas sobre (X, M), se dice
que p es absolutamente continua respecto de v cuando existe una funciéon
de densidad de la primera respecto de la segunda, es decir, una funciéon ¢ :
X — C talque p € L)(X) y u(A) = [, pdv para todo A € M (notacion:
du(t) = @(t)dv(t)); ver [12, Secs. 3.2 y 4.3]. Recordemos, asimismo, que si p
es una medida compleja de Borel sobre [0, 27|, los coeficientes de Fourier de
son los niimeros ¢, (1) = [27 e du(0) (n € Z). En este contexto, podemos

probar el siguiente Teorema de F. y M. Riesz.

Teorema 5.17. Si p es una medida compleja de Borel sobre [0,27] y
cn(p) = 0 para todo n € {—1,—-2,-3,...}, entonces p es absolutamente

continua con respecto a la medida de Lebesque.

Demostracion. Para z € D, definamos f(z) = 027r 1559“. Si z =re?? €D,

1 _ 0 n in(0—t : —
entonces —Lt— = Y > r"e™?" Ahora bien, recordemos que P,(6 —t) =

3% rinleinl0=t) Tuego, ya que por hipotesis se tiene fo% e du(t) = 0 para

o T
todo n > 1, obtenemos que f(z) = 02” P.(0 —t)du(t) para todo z € D. En
consecuencia, resulta para todo r € [0,1) que
27 » d@ 2 21
wirn) = [Cireengt < [ ([ pio -1 a) diel)
0 2m 0 0

= |u|([0,27]) = constante < 400,

de donde se deduce que f € H'. Hemos usado que la medida positiva variacion
total de p, definida por |u|(A) = sup{Z?f:l ln(A;)| © {A1,..., Ay} es una
particion finita medible de A y N € N} (A € {conjuntos de Borel de [0,27]})
es una medida finita (ver [12, p. 53]).
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Ahora bien, ya que f € H', el Teorema 5.17 nos dice que f(z) = P[f*](2) =
= 0% P.(0 — t)f*(e") dt, donde f* € L'(T). Comparando, obtenemos que
du(t) = f*(e') dt, lo cual proporciona la conclusion deseada. O

Retomando el tema que nos ocupa, consideremos el espacio vectorial H”
(0 < p < 00) de las funciones valor frontera f* asociadas a funciones f de
HP?. Como es habitual, dos funciones de LP(T) (recordemos que H? C LP(T))
se identifican cuando son iguales e.c.t. t € T, asi que los elementos de HP son

de hecho clases de equivalencia. Recordemos que:

(a) Si 1 < p < +o0, el conjunto LP(T) es un espacio de Banach con la
, 1
norma ||, = ( UZF lp(e?)[Pdf)?. Si p = 2, es incluso un espacio de
Hilbert.

(b) Si p = +o0, el conjunto L>(T) es un espacio de Banach con la norma del

supremo esencial: ||g||o := Inf {& >0 |g(e?)| < a e.c.t. § € [0,2n]}.

(c) Si0 < p < 1, el espacio LP(T) es un espacio métrico completo con la
distancia d(f,g) = [77|f(?) — g(e)[? db.

Por el Teorema 5.16 junto con el Teorema de la convergencia en media, la
aplicacion
O e HP — Ply| € HP

es un isomorfismo algebraico (es decir, ® es lineal y biyectiva) e isométrico
(pues ||fll, = IIf*llp), siempre que p > 1. Por tanto, si identificamos H? en
LP(T) mediante los coeficientes de Fourier, tendremos una caracterizacion de
HP? de tipo Fourier. De paso, también conseguimos otras propiedades de HP?,

como son la separabilidad y la densidad de la familia de los polinomios.
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Teorema 5.18. Sea p € (0,+00). Se verifica:

(a) HP es la clausura en LP(T) del conjunto de los polinomios en €%, es

decir, del conjunto de funciones de la forma

n

Zakeiko (ag,...,a, € C;n=0,1,2,...).
k=0

(b) Los polinomios son densos en HP.

(c) HP es separable.

(d) Sea f(z) =0 panz" € H', y sea {c, = 5= 0% e f*(e)do} . la

neL
sucesion de coeficientes de Fourier de la funcion frontera f*. Entonces

a, st n>0
Cp = »
0 st n<O.

(e) Si p € [1,400], entonces HP = {p € LP(T) : c,(¢) = 0 para todo
n < 0}, donde c,(p) (n € Z) son los coeficientes de Fourier de .

Demostracion. (a) Supongamos que ¢ € HP, con 0 < p < +oo. Entonces
existe f € HP tal que ¢ = f*. Para r € (0,1), denotemos f.(z) := f(rz).
Por el Teorema de la convergencia en media, se tiene que || f, — goHp:lﬂJ
donde la norma es en LP(T). Por tanto, dado ¢ > 0 existe r € (0,1) tal
que ||f. —¢ll, < 5. Sea ahora S,(z) la suma parcial n-ésima de la serie de
Taylor de f en el origen. Ya que S,, — f uniformemente en el compacto
{lz| = r}, existe ng € N tal que [[(Sny)r—frllp < 5. Si p > 1, 1a desigualdad de
Minkowski da ||(Sy,)r — ¢, < €, luego ¢ esté en la LP-clausura del conjunto
de los polinomios en €. Para p € (0,1), la desigualdad (a + b)? < aP + bP
(a,b>0) conduce al mismo resultado.

Para completar la prueba de (a), hemos de demostrar que H? es cerrado

»(T)

en LP(T). Supongamos pues que {p,}>2, C HP y que gonL—(> o € LP(T).

— 00
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Usamos ahora el siguiente resultado, cuya prueba es facil a partir de argumen-
tos parecidos a los dados en la demostracién del Teorema 5.1:

Si0<p<+ooy g€ HP entonces |g(z)| < Hng(l—\zD_Tl para todo z € D.

Lo aplicamos a f,, siendo ésta una funcion de H? tal que ¢, = f
(n € N). Ya que cada compacto K C D estd contenido en alguna bola
B(0,R) con R € (0,1), resulta que {f,},>1 es una sucesion acotada uni-
formemente en cada compacto C ID. De aqui y del Teorema de Montel, se
deduce que {f,},>1 es relativamente compacta, y por tanto existen una sub-
sucesion {f,, ti>1 C {fu}n>1 v una funcion f € H(D) tales que f, — f

(k — o0) compactamente en D.

A partir de aqui obtenemos, como en la prueba de la parte (a) del Teorema
5.1,que f € H? yque f,, % f: usar que la sucesion (g,,) es de LP(T)-Cauchy
y que || fu, = fo;llp = |0, — @n;llp, con lo cual {f,, }r>1 es de HP-Cauchy; alli
obteniamos lo mencionado para p > 1, pero para p < 1 basta usar, de nuevo,
la desigualdad (a + b)? < aP? 4 bP.

*

Tenemos que ver que ¢ = f*, con lo cual ¢ € HP y HP seria cerrado.

Para ello, notemos que

len. = £*lo = 1fe = £*llp = lfoe = £llp — 0.

De aqui obtenemos que ¢,, — f* (k — 00) en LP(T), pero también ¢,, — ¢

en LP(T), luego ¢(e?) = f*(e) e.c.t. 8 € [0, 27, como se querfa demostrar.

(b) Sean f € H? y e > 0. Gracias a (a), existe un polinomio P(z) tal que
|f*— P|l, <e, donde || - ||, representa la norma en LP(T). Ahora bien, como
P* = P, tenemos ||f — P||, = ||f* — P||p, luego ||f — P||, < e. Esto prueba

que los polinomios son densos en HP.

(c) Este apartado se deduce de (b) sin més que considerar el subconjunto de
los polinomios con coeficientes en Q + Q, que es numerable y denso en el

conjunto de los polinomios, luego lo es en HP.
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(d) Sea f(z) =3 0" yanz" € H' y {¢,}nez lasucesion de coeficientes de Fou-
rier de f*. Usando la Formula de la integral de Cauchy para derivadas, conse-

1 27

: : _ —n ,—inf 0
guimos expresar los coeficientes de Taylor como a,, = 5- [, 77"e™"" f(re) df

para todo r € (0,1) y todo n > 0. Entonces
r"an — ol < |lfp = i — 0 (r—1)

gracias al Teorema de la convergencia en media. Ahora bien, ya que r" —
1 cuando r — 1, resulta que |a, — ¢, < 0 para todo n > 0, asi que
¢, = a, para todo n > 0. Por otra parte, ya que f € H(D), se tiene
2™ 1f(2) € H(D) para todo m > 1, luego, por el Teorema de la integral
de Cauchy, §

2jr 2™ 1f(z)dz = 0 para todo r € (0,1). En consecuencia,

% fo% rmeim(’f(rew) df = 0. Entonces, haciendo m := —n y procediendo co-
mo antes, obtenemos que |0 — ¢,| < 0 para todo n < 0, es decir, ¢, = 0 para

todo n < 0.

(e) Supongamos que p € [1,+oc]. Notemos que entonces H? C H', luego
podemos aplicar el apartado anterior. Supongamos primero que ¢ € LP(T) y

que ¢,(¢) =0 para todo n < 0. Sea f := P[y] la integral de Poisson de ¢,

es decir, f(z) = 5= 0% P.(0 —t)p(t)dt si z = re?. Recordemos que
Pty =1+ r(e™+e™) (rel0,1),te0,2r)).
n=1

En consecuencia, tenemos para todo z = re? € D que

1 27 0 ‘ A (o] A o0
f(z) = 2—/ o(t) [1+Z T"(em(e_t)Jre_m(e_t))} dt = Z cren = Z 2",
T Jo n=1 n=0 n=0

donde hemos usado que se pueden intercambiar las operaciones de sumacion e
integracion debido a que la serie de las integrales de los mdédulos de las funciones
en el integrando converge, lo cual a su vez es cierto porque y 1" < 400 ¥y
¢ € LP(T) C L*(T). Tras el intercambio, también se ha tenido en cuenta que
cn(p) =0 cuando n < 0.
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En resumen, tenemos que f € H(D) y f = Ply] con ¢ € LP(T), luego
feHP y o= f"ect. T, asi que p € HP. Con esto hemos obtenido la parte
“D” de la igualdad. La inclusion “C” resulta del apartado (d). O

Como comentario final, hacemos notar que, usando que |g(z)| < ||lg|l,(1 —
|z|)771 para toda g € H(DD), se puede probar, de manera muy similar a la parte

(a) del Teorema 5.1, que H? es también completo para 0 <p < 1.
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